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LOCALISATION DES ZEROS DE POLYNÔMES
DANS LE PLAN COMPLEXE

Résumé

Le problème de localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe est un sujet

très classique; plusieurs auteurs se sont attelés à ce problème dont ( M. Marden , A. Schinzel,

M. Mignotte, ...)

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au cas de deux familles particulières de trinômes.

La première famille provient d�un problème physique ( Théorie du Signal ) ( cf. [15], [18] ,

[12] et [14]), la deuxième est liée aux polynômes caractéristiques des suites de Fibonacci [7].

Trois méthodes seront exposées et utilisées pour cette étude, il s�agit de ;

la méthode des solutions approchées ; la méthode utilisant les fonctions implicites analy-

tiques et en�n la méthode utilisant la théorie des séries hypergéométriques [2].

Grâce aux logiciel Maple, nous avons pu véri�er certains des résultats théoriques énoncés.
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Introduction

Dans de nombreux secteurs de l�activité scienti�que, on est amené à résoudre des équa-

tions de type polynomiales.

Les méthodes heuristiques classiques pour obtenir les solutions approchées ne donnent en

fait, ne peuvent donner de bons résultats que si les zéros du polynôme considéré ont été

préalablement localisés, d�ou l�intérêt de l�étude de la localisation des zéros de polynômes à

coe¢ cients réels ou complexes dans le plan complexe.

Le livre de M. Marden [17] � Geometry of polynomials �qui rassemble de très nombreux

résultats sur ce sujet, constitue un ouvrage de référence important dans ce domaine.

Dans ce mémoire, notre intérêt s�est porté essentiellement sur l�étude de la localisation

des zéros de deux familles particulières de trinômes dé�nies par :

fn; n+1(z) = z
n+1 � (n+ 1)z + n (0.0.1)

Gn(z) = ('� 1)zn+1 � 'zn + 1 et Hn(z) = 'z
n+1 � ('� 1)zn � 1 (0.0.2)

où ' est le nombre d�or, ' =
1 +

p
5

2
.

La première famille de trinômes fn; n+1(z) provient d�un problème physique (Théorie

du Signal), elle a été étudiée par J. -L. Nicolas et A. Schinzel (cf [18] et [12]):

La seconde famille de trinômes Gn(z) et Hn(z) est liée aux polynômes caractéristiques

des suites de Fibonacci ; ces deux trinômes ont été étudiés par K. Dilcher, A. F. Horadam

et G. Shannon (cf [7]).

Nous étudions également la famille de trinômes dé�nie par :

fn; a(z) = z
n+1 � az + a� 1 où a 2 R: (0.0.3)
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Introduction

On notera queGn(z) est le polynôme réciproque de fn; '(z); et ainsi l�ensemble des polynômes

fn; a(z) dépendants de deux paramètres, englobe les deux premières familles de trinômes.

Trois méthodes sont utilisées pour localiser les racines de ces trinômes :

La méthode des solutions approchées (ou méthode de A. Schinzel ), nous l�avons appliquée

aux polynômes fn; n+1(z) et étendue à la famille fn; a(z):

Les deux autres méthodes sont basées sur le théorème des fonctions implicites analytiques,

les séries hypergéométriques et la formule d�inversion de Lagrange ( cf [20] ).

Ce présent mémoire est constitué de quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques résultats classiques concernant

la localisation des zéros d�un polynôme dans le plan complexe; nous exposons entre autres

le théorème de Cauchy ( cf [17] ), qui donne la localisation dans un disque et le théorème

d�Eneström-Kakeya ( cf [17] ), qui donne la localisation dans une couronne.

Dans le deuxième chapitre, nous exposons la méthode des solutions approchées puis nous

l�appliquons aux deux trinômes fn; n+1(z) et fn; a(z):

Le troisième chapitre est consacré à la méthode des fonctions implicites analytiques

(cf [4] et [5]), cette méthode dûe à H. Delange permet sous certaines conditions de déter-

miner le développement asymptotique des zéros d�un polynôme. Son application au trinôme

fn; n+1(z); nous a permis d�obtenir un développement en série entière par rapport à 1=n des

racines de l�équation fn; n+1(z) = 0: Aussi nous avons obtenu un développement en série

entière suivant les puissances de 1=n pour la racine réelle x2; n de Gn(z) = 0 ou Hn(z) = 0

(selon la parité de n ).

Dans le quatrième chapitre, nous étudions la méthode du développement en série hy-

pergéométrique des racines d�un trinôme, cette méthode est dûe à G. Belardinelli (cf [2]).

Elle utilise la formule d�inversion de Lagrange et le théorème des fonctions implicites ana-

lytiques. En l�appliquant à l�équation Gn(z) = 0; nous avons obtenu un développement en

série hypergéométrique pour la racine positive x1; n di¤érente de 1 du trinôme Gn(z):

En�n, nous terminons par une conclusion et une annexe où sont donnés deux programmes

écrits à l�aide du Maple.
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Chapitre 1

Quelques résultats classiques

de localisation de zéros de polynômes

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous énonçons avec démonstrations quelques théorèmes sur

la localisation des zéros d�un polynôme dans le plan complexe. Nous nous sommes intéressés

particulièrement à la localisation dans un disque, dans une couronne ainsi que la localisation

relativement à un secteur.

Les théorèmes de Cauchy [17], d�Eneström Kakeya [17], de Birkho¤ [17] et Pellet [17].

y sont exposés suivis de démonstrations et d�exemples d�application. Nous énonçons le

théorème d�Erdös - Turán (cf [10] ) qui donne la répartition dans le plan complexe des

argument des zéros d�un polynôme à coé¢ cients quelconques.

En�n nous rappelons le théorème de Rouché [4], le principe du maximum [4], ainsi que

le théorème des fonctions implicites.
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

1.2 Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

1.2.1 Localisation des zéros d�un polynôme dans un disque

Théorème 1.2.1 (Cauchy)(cf[17] ):

Soit P (z) = a0 + a1z + :::+ an�1zn�1 + anzn un polynôme à coe¢ cients complexes

de degré n � 1 (an 6= 0) tel que les coe¢ cients a0; a1; :::; an�1; ne soient pas tous nuls.
Alors, tous les zéros de P sont dans le disque jzj � r; où r est la racine réelle positive de

l�équation:

ja0j+ ja1j z + ja2j z2 + :::+ jan�1j zn�1 � janj zn = 0

Ce théorème est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.2.1 :

Soit n � 1; et a0; a1; :::; an�1; an , (n+ 1) nombres complexes tels que

( a0; a1; :::; an�1; an) 6= (0; 0; 0; :::; 0)

et

F (z) = ja0j+ ja1j z + ja2j z2 + :::+ jan�1j zn�1 � janj zn:

Alors il existe un unique nombre réel � > 0 tel que

F (�) = 0

et véri�ant de plus

F (x) > 0 pour 0 < x < �

F (x) < 0 pour x > �:

Preuve. (du lemme 1.2.1)

Soient a0; a1; :::; an�1, n nombres complexes non tous nuls, an un nombre complexe non nul,

et

F (z) =

n�1X
k=0

jakj zk � janj zn:
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

Pour x 2 ]0;+1[ ; on pose :

f(x) =
F (x)

xn
=
ja0j
xn

+
ja1j
xn�1

+ :::+
jan�1j
x

� janj :

La fonction f ainsi dé�nie est continue et strictement décroissante de +1 à � janj quand x
parcourt l�intervalle ]0;+1[ : Il en résulte d�aprés le théorème des valeurs intermédiaires,
l�existence et l�unicité d�un nombre réel positif � tel que f(�) = 0

et véri�ant

f(x) > 0; pour 0 < x < �

f(x) < 0; pour x > �

comme pour tout x > 0; on a : F (x) = xn f(x), le lemme en résulte.

Preuve. (du théorème de Cauchy 1.2.1)

Soit P (z) = a0 + a1z + :::+ an�1zn�1 + anzn; un polynôme à coé¢ cients complexes avec

an 6= 0; alors
jP (z)j � janj jznj �

�
ja0j+ ja1j jzj+ :::+ jan�1j

��zn�1��� :
D�aprés le lemme 1.2.1, il existe un unique nombre réel r positif tel que

janj rn �
�
ja0j+ ja1j r + :::+ jan�1j rn�1

�
= 0:

De plus, pour jzj > r; on a

janj jznj �
�
ja0j+ ja1j jzj+ :::+ jan�1j

��zn�1��� > 0
d�où l�on déduit que jP (z)j > 0; pour jzj > r; donc tous les zéros de P sont dans le disque
jzj � r.

Théorème 1.2.2 (Cauchy)[17]:

Soit P (z) = a0 + a1z + ::: + an�1zn�1 + anzn; an 6= 0 un polynôme à coe¢ cients complexes
de degré n � 1; alors tous les zéros de P sont dans le disque:

jzj < 1 + max
0�k�n�1

jak=anj
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

Preuve. (du théorème 1:2:2)

Soit P (z) = a0 + a1z + :::+ an�1zn�1 + anzn; avec an 6= 0:
Posons

M = max

����akan
���� ; pour 0 � k � n� 1:

On a :

jP (z)j � janj jzjn �
�
a0 + ja1j jzj+ :::+ jan�1j jzjn�1

�
d�où :

jP (z)j � janj jzjn
�
1�

�����a0an
���� : 1jzjn +

����a1an
���� : 1

jzjn�1
+ :::+

����an�1an
���� : 1jzj

��
comme pour tout k, 0 � k � n� 1; on a :����akan

���� �M
on obtient :

jP (z)j � janj jzjn
"
1�M

nX
j=1

jzj� j

#
:

D�où

jP (z)j > janj jzjn
"
1�M

+1X
j=1

jzj� j

#

Pour z tel que jzj > 1; la série
+1P
j=1

jzj� j converge et on a
+1P
j=1

jzj� j =
1

jzj � 1
par suite pour jzj > 1; on a :

jP (z)j > janj jzjn
�
1� M

jzj � 1

�
= janj jzjn

�
jzj � 1�M
jzj � 1

�
Si jzj � 1 +M alors jP (z)j > 0; donc P admet tous ses zéros dans le disque jzj < 1 +M:
Application du théorème de Cauchy :

Soit n � 1 et
fn(z) = fn; n+1 = z

n+1 � (n+ 1)z + n.

Montrons que tout zéro de fn est situé dans le disque jzj � (2n)1=n.
Pour n = 1 et pour n = 2; ce résultat se véri�e facilement à l�aide d�un calcul directe des

racines:

Supposons donc n � 3; et considérons l�équation associée à

Fn(z) = n+ (n+ 1)z � zn+1 = 0:
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

Soit z une racine de l�équation Fn (z) = 0

pour montrer que jzj � (2n)1=n il su¢ t de montrer que la racine réelle positive r de

Fn(z) = 0; satisfait l�inégalité r � (2n)1=n. Il est su¢ sant pour cela de montrer que pour

n � 3;
Fn
�
(2n)1=n

�
� 0;

on a

Fn
�
(2n)1=n

�
= n+ (n+ 1)(2n)1=n �

�
(2n)1=n

�n+1
= (n� 1)

�
1 +

1

n� 1 � (2n)
1=n

�
Montrons que pour n � 3; l�expression entre crochet est négative.
En e¤et pour n � 3; on a : �

1 +
1

n� 1

�n�1
� 3

alors �
1 +

1

n� 1

�n
� 3

�
1 +

1

n� 1

�
=

3n

n� 1
or

pour n � 3; 3n

n� 1 � 2n

donc : �
1 +

1

n� 1

�n
� 2n

d�où

1 +
1

n� 1 � (2n)
1=n

si et seulement si �
1 +

1

n� 1 � (2n)
1=n

�
� 0

ce qui achève la démonstration.
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

Théorème 1.2.3 (Pellet) [17]:

Soit P(z) = a0+a1z+:::+apzp+:::+anzn, ap 6= 0 , un un polynôme à coe¢ cients complexes
de degré n � 1
Si

Fp(z) � ja0j+ ja1j z + :::+ jap�1j zp�1 � japj zp + jap+1j zp+1 + :::+ janj zn

admet deux zéros réels positifs r et R, avec r < R:

Alors

1) P (z) admet exactement p zéros dans le disque jzj � r:
2) P (z) ne s�annule pas dans la couronne r < jzj < R:

Preuve.

La preuve repose sur le théorème de Rouché ( cf [4] )

Soit � un nombre réel positif tel que r < � < R

comme

Fp (x) > 0; pour 0 < x < r et pour x > R

il en résulte que pour tout nombre réel " > 0; su¢ samment petit,

Fp (�) < 0 pour r + " < � < R� "

or l�inégalité Fp (�) < 0 est équivalente à :

Fp (�) = ja0j+ ja1j �+ :::+ jap�1j �p�1 � japj �p + jap+1j �p+1 + :::+ janj �n < 0

si et seulement si

japj �p >
p�1X
j=0

jajj �j +
nX

j=p+1

jajj �j:

Posons

f (z) =
nX

j=0; j 6=p

aj�
j; g (z) = ap�

p

puisque pour jzj = �; on a

jf (z)j �
nX

j=0; j 6=p

jajj �j < japj �p = jg (z)j 6= 0:
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

le théorème de Rouché implique alors que le polynôme P (z) = f (z)+g (z) possède le même

nombre P de racines que g (z) dans le cercle jzj < �
Comme r < � < R; il en résulte que P (z) admet exactement p zéros dans le disque jzj � r,
et aucun zéros dans la couronne r < jzj < R:

Théorème 1.2.4 :

Pour tout p et q tels que p > 1, q > 1 et 1=p+ 1=q = 1:

Le polynôme P (z) = a0+ a1z+ :::+ an�1zn�1+ anzn, an 6= 0, a tous ces zéros dans le cercle

jzj <

8<:1 +
"
n�1X
j=0

����ajan
����p
#q=p9=;

1=q

� (1 + nq=p M q

)1=q:

Avec M = max

����ajan
����, j = 0; 1; :::; n� 1:

Preuve.

La preuve repose sur l�inegalité de Hölder ( cf [17] )

nX
j=1

�j�j �
 

nX
j=1

(�j)
p

!1=p nX
j=1

�
�j
�q!1=q

où �j > 0; �j > 0 pour tout j; 1 � j � n, p et q entiers > 1; véri�ant 1=p+ 1=q = 1:
On a

jP (z)j � janj jznj �
�
ja0j+ ja1j jzj+ :::+ jan�1j

��zn�1���
ou encore

jP (z)j � janj jznj �
 
n�1X
j=0

jajj jzjj
!

L�inégalité de Hölder permet d�écrire :

jP (z)j � janj jznj �
 
n�1X
j=0

jajjp
!1=p n�1X

j=0

jzjjq
!1=q

d�où

jP (z)j � janj jznj

8<:1�
 
n�1X
j=0

����ajan
����p
!1=p n�1X

j=0

1

jzj(n�j)q

!1=q9=;
comme

n�1X
j=0

1

jzj(n�j)q
<

1X
j=1

1

jzjjq

9



1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

et que pour jzj > 1; la série géométrique
1X
j=1

1

jzjjq
de raison

1

jzjq est convergente et a pour

somme
1X
j=1

1

jzjjq
=

1

jzjq � 1 :

On obtient alors jP (z)j > janj jznj

8<:1�
 
n�1X
j=0

����ajan
����p
!1=p�

1

jzjq � 1

�1=q9=;
en posant

Ap =

 
n�1X
j=0

����ajan
����p
!1=p

;

on obtient

jP (z)j > janj jznj
(
1� Ap

(jzjq � 1)1=q

)
= janj jznj

(
(jzjq � 1)1=q � Ap
(jzjq � 1)1=q

)
:

Si jzjq � 1 + Aqp alors jP (z)j > 0
or l�inégalité jzjq � 1 + Aqp est équivalente à

jzj �
�
1 + Aqp

�1=q
par suite P (z) a tous ses zéros dans le disque :

jzj <

8<:1 +
 
n�1X
j=0

����ajan
����p
!q=p

9=;
1=q

:

En posant : M = max
j=0;1;:::;n�1

����ajan
���� on obtient,

n�1X
j=0

�����ajan
����p�q=p �M q

 
n�1X
j=0

1

!q=p

= nq=pM q

d�où : jzj <
�
1 + nq=pM q

�1=q
:

Remarque 1.2.1 :

Pour p = q = 2 on obtient: jzj <
(
1 +

n�1X
j=0

jajj2

janj2

)1=2
.

Ce résultat est démontré par Carmichael-Mason Kelleher et Fujiwara (cf [17]).
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

Nous obtenons des résultats analogues aux précédents dans le cas des développements d�un

polynôme donn�e; en fonction de certains polynômes orthogonaux 	k(z) avec

deg	k(z) = k

et

P (z) =
nX
j=0

ajz
j =

nX
k=0

bk	k(z):

Lorsque 	k(z) est le polynôme d�Hermite, J. Turán a établi l�analogue du théorème 1:2:2.

Désignons par Hk(z) le polynôme d�Hermite de degré k, Hk(z) est donné par la formule de

Rodrigues :

Hk(z) = (�1)kez
2 dk

dzk
(e�z

2

):

Théorème 1.2.5 (Turán):

Soit P (z) tel que :

P (z) =
nX
j=0

ajz
j =

nX
k=0

bkHk(z) où anbn 6= 0: (1.2.1)

On pose :

M� = max
0�k�n�1

jbk=bnj

Alors tout zéro z de P (z) véri�e :

jIm(z)j < 1=2(1 +M�):

Preuve.

On a Hk(z) = (�1)k ez
2 dk

dzk

�
e�z

2
�
:

Nous montrons par récurrence que pour tout entier k ; 1 � k � n; Hk(z) est un polynôme

de degré k:

Posons

y = f(z) = e�z
2

et désignons par f (k) (z) ; la dérivée d�ordre k de f .

On a

f 0(z) =
d

dz
(e�z

2

) = �2ze�z2

11



1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

d�où

H1(z) = e
z2 d

dz
(e�z

2

) = �2z

donc H1(z) est un polynôme de degé 1:

Supposons que Hk(z) est un polynôme de degré k:

Montrons que Hk+1(z) est aussi un polynôme de degré (k + 1) :

La relation

f (k)(z) =
dk

dzk
(e�z

2

)

implique

f (k)(z) = (�1)ke�z2Hk (z)

d�où
dk+1

dzk+1

�
e�z

2
�
= f (k+1)(z) = (�1)k

�
�2zHk (z) +H

0
k(z)

�
e�z

2

:

en multipliant les deux membres de cette dernière relation par (�1)kez2 ; il vient

Hk+1(z) = (�1)kez
2 dk+1

dzk+1
(e�z

2

) =
�
�2zHk (z) +H

0

k(z)
�

d�où l�on déduit que Hk+1(z) est un polynôme de degré (k + 1)

par suite pour tout k; Hk (z) est un polynôme de degré k

2) Montrons que tous les zéros de Hk(z) sont réels

f(z) = e�z
2
; implique f 0(z) = �2ze�z2 = �2zf(z)

en appliquons la formule de Leibniz à l�ordre (k � 1) ; on obtient :

f (k)(z) = �2
k�1X
j=0

C j
k�1z

(j)f (k�1�j)(z) = �2
�
C 0
k�1zf

(k�1)(z) + C 1
k�1f

(k�2)(z)
�

d�où

f (k)(z) = �2zf (k�1)(z)� 2(k � 1)f (k�2)(z) (1.2.2)

comme : f (k)(z) = (�1)kHk (z) e
�z2 :

en remplaçant dans (1:2:2) puis en multipliant par (�1)kez2 les deux membres de la relation
obtenue, il vient :

Hk (z) = �2z (�1)2k�1Hk�1(z)� 2(k � 1) (�1)
2k�2Hk�2(z)

= 2zHk�1(z)� 2(k � 1)Hk�2(z):

12



1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

d�où la relation :

Hk (z) = 2zHk�1(z)� 2(k � 1)Hk�2(z):

Cette dernière relation montre que les polynômes Hk (z) d�Hermite, constituent des suites

de Sturm ( cf [9] )du type

Pj+1 (x) = (ajx+ bj)Pj (x)� cj�1Pj�1 (x)

où Pj est un polynôme de degré j et aj; bj et cj�1 sont des nombres réels positifs.

D�aprés le théorème de Sturm, les racines de Hk (z) sont toutes réelles.

3) Montrons que les zéros de P (z) se situent dans la bande

jIm(z)j < 1=2(1 +M�)

avec les notations précédentes on a :

y = e�z
2
; alors

y(k) =
dk

dzk

�
e�z

2
�

et

Hk(z) = (�1)k ez
2 dk

dzk

�
e�z

2
�
= (�1)k ez2y(k)

En dérivant, on obtient :

H
0

k(z) = (�1)
k ez

2 �
2zy(k) + y(k+1)

�
. (1.2.3)

Montrons que l�on a :

y(k+1) + 2zy(k) = �2ky(k�1). (1.2.4)

On raisonne par récurrence sur k:

Pour k = 1; ona :

y(1) = y0 = �2ze�z2 et y
(2)

= 4z2e�z
2 � 2e�z2 :

d�où :

y
00
+ 2y + 2zy0 = 0

Sopposons que pour k donné on a :

y(k+1) + 2ky(k�1) + 2zy(k) = 0 (1.2.5)
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

En dérivant (1:2:5) ; il vient :

y(k+2) + 2ky(k) + 2y(k) + 2zy(k+1) = 0

c�est-à-dire :

y(k+2) + 2 (k + 1) y(k) + 2zy(k+1) = 0

d�où l�on déduit que pour tout k � 1 ; la relation :

y(k+1) + 2zy(k) = �2ky(k�1):

Les relations (1:2:3) et (1:2:4) ; impliquent :

H
0

k(z) = (�1)k ez2
�
�2ky(k�1)

�
= (�1)k+1 2kez2y(k�1)

d�où

H
0

k(z) = 2kHk�1(z): (1.2.6)

La relation (1:2:6) équivaut à la relation

Hk�1(z) =
1

2k
H

0

k(z) (1.2.7)

De (1:2:6) et (1:2:7) ; on déduit la relation

Hk�1 (z)

Hk (z)
=
1

2k

H 0
k (z)

Hk (z)

Soit xjk les k zéros réels de Hk(z); j = 1; 2; :::; k:

Alors :

Hk (z) =

kY
j=1

(z � xjk)

et

H 0
k (z) =

kY
j=2

(z � xjk) +
kY

j=1;j 6=2

(z � xjk) + :::+
kY

j=1;j 6=k

(z � xjk)

14



1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

d�où :

H 0
k (z)

Hk (z)
=

kY
j=2

(z � xjk)

kY
j=1

(z � xjk)
+

kY
j=1;j 6=2

(z � xjk)

kY
j=1

(z � xjk)
+ :::+

kY
j=1;j 6=k

(z � xjk)

kY
j=1

(z � xjk)

en simpli�ant cette expression, il vient :

H 0
k (z)

Hk (z)
=

1

z � x
1k

+
1

z � x
2k

+ :::+
1

z � x
kk

autrment dit :
H 0
k (z)

Hk (z)
=

kX
j=1

1

z � xjk
par suite :

Hk�1 (z)

Hk (z)
=
1

2k

kX
j=1

1

z � xjk
ce qui implique ����Hk�1 (z)

Hk (z)

���� � 1

2k

kX
j=0

1

jz � xjk j
(1.2.8)

Posons z = x+ iy; x 2 R; y 2 R; xjk 2 R;
alors jz � xjk j = jx+ iy � xjk j =

q
(x� xjk)

2 + y2 � jyj
avec l�égalité lorsque xjk = Re (z) = x.

Pour xjk 6= x; on a

jz � xjk j > jyj ce qui est équivalent à
1

jz � xjk j
<
1

jyj :

Le second terme de (1:2:8) est alors majoré par :����Hk�1 (z)

Hk (z)

���� � 1

2k

kX
j=1

1

jyj =
1

2 jyj

l�inégalité précédente implique����Hk (z)

Hn (z)

���� =

���� Hk (z)

Hk+1 (z)

���� : ����Hk+1 (z)

Hk+2 (z)

���� ::::: ����Hn�1 (z)

Hn (z)

��������Hk (z)

Hn (z)

���� <
1

2n�k jyjn�k
: (1.2.9)
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

Par (1:2:1); on a

P (z) = bnHn(z) +
n�1X
k=0

bkHk(z)

d�où

jP (z)j � jbnHn(z)j �
n�1X
k=0

jbkj jHk(z)j = jbnHn(z)j
(
1�

n�1X
k=0

����bkbn
���� ����Hk(z)

Hn(z)

����
)

(1.2.10)

Posons M� = max
0�k�n�1

����bkbn
���� ; alors����bkbn

���� �M�; 0 � k � n� 1 (1.2.11)

Les inégalitées (1:2:10) et (1:2:11) impliquent

jP (z)j � jbnHn(z)j
(
1�M�

n�1X
k=0

����Hk(z)

Hn(z)

����
)

(1.2.12)

Avec (1:2:9) et (1:2:12) on obtient :

jP (z)j > jbnHn(z)j
(
1�M�

n�1X
k=0

1

2n�k jyjn�k

)
(1.2.13)

Comme
n�1X
k=0

1

2n�k jyjn�k
=

n�1X
k=0

�
1

2 jyj

�n�k
<

1

2 jyj � 1 (1.2.14)

On obtient alors par (1:2:13) et (1:2:14) l�inégalité ;

jP (z)j > jbnHn(z)j
�
1�M� 1

2 jyj � 1

�
(1.2.15)

On observe que si 1�M� 1

2 jyj � 1 � 0 alors jP (z)j > 0
Autrement dit 2 jyj � 1�M� � 0; implique jP (z)j > 0
or

2 jyj � 1�M� � 0 équivaut à jyj � 1

2
(1 +M�) :

Donc P (z) ne s�annule pas pour z tel que

jIm(z)j = y � 1

2
(1 +M�)

par conséquent tout zéro de P (z) véri�e jIm(z)j < 1

2
(1 +M�)

16



1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

1.2.2 Localisation des zéros d�un polynôme dans une couronne

Théorème 1.2.6 (Eneström-Kakeya) [17]:

Soit P (z) = a0+a1z+:::+an�1zn�1+anzn, où an 6= 0; un polynôme de degré n; à coe¢ cients
réels strictement positifs.

Soit z un zéro de P alors:

�1 � jzj � �2

où �1 = min
0�k�n�1

�
ak
ak+1

�
et �2 = max

0�k�n�1

�
ak
ak+1

�
:

Preuve.

Soit P (z) = a0 + a1z + ::: + an�1zn�1 + anzn, où an 6= 0; un polynôme à coe¢ cients réels
strictement positifs.

On pose

�1 = min
0�k�n�1

�
ak
ak+1

�
et �2 = max

0�k�n�1

�
ak
ak+1

�
:

Comme pour tout 0 � j � n; aj > 0, alors

�1 > 0 et �2 > 0

De plus pour tout 0 � k � n� 1; on a :

ak � �1ak+1 � 0 et �2ak+1 � ak � 0:

Soit z une racine de P dans C:

En multipliant P (z) par (�1 � z); on obtient :

(�1 � z)P (z) = a0�1 �
"
anz

n+1 +

n�1X
k=0

(ak � �1ak+1)zk+1
#

(1.2.16)

en prenant la valeur absolue des deux membres de (1.2.16), il vient :

j(�1 � z)P (z)j � ja0j j�1j � janj jzj
n+1 �

n�1X
k=0

jak � �1ak+1j jzj
k+1

= a0�1 � an jzj
n+1 �

n�1X
k=0

(ak � �1ak+1) jzj
k+1

= �1

 
a0 +

nX
k=1

ak jzjk
!
� jzj

 
an jzjn +

n�1X
k=0

ak jzjk
!

= (�1 � jzj)P (jzj):
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

d�où

j(�1 � z)P (z)j � (�1 � jzj)P (jzj)

Si jzj < �1 alors j(�1 � z)P (z)j > 0; ce qui implique jP (z)j > 0; d�où jzj � �1
De la même manière, en multipliant P (z) par (z � �2) ; on obtient :

j(z � �2)P (z)j � (jzj � �2)P (jzj) :

Si jzj > �2 alors jP (z)j > 0; donc jzj � �2:

Théorème 1.2.7 (Birkho¤ )[17] :

Soit P (z) = a0 + a1z + :::+ an�1zn�1 + anzn; an 6= 0 un polynôme à coe¢ cients dans C;
soit z1 le zéro de plus grand module de P (z):

Alors:

(21=n � 1)r � � � jz1j � r �
�

21=n � 1
où r est la racine réelle positive de l�équation g(z) = 0

où

g(z) = ja0j+ ja1j z + ja2j z2 + :::+ jan�1j zn�1 � janj zn et � = max
1�k�n

���� an�kanCk
n

���� 1k :
Preuve.

Soient z1; z2; :::; zn; les zéros de P (z) ordonnés suivant leurs modules.

Supposons

jz1j � jz2j � ::: � jznj (1.2.17)

La décomposition de P en facteurs irréductibles dans C[z]; s�écrit

P (z) = an
n

�
k=1
(z � zk);

la relation entre les coe¢ cients et les fonctions symétriques élémentaires des racines donne����an�kan
���� � (�1)nX jzi1j jzi2j :::: jzik j

1�i1< i2<::::< ik � n

; 1 � k � n

la relation (1:2:17) implique����an�kan
���� � X

1�i1< i2<::::< ik � n

jz1jk = Ck
n jz1j

k ; 1 � k � n
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

d�où ���� an�kanCk
n

���� 1k � jz1j :
Soit r la racine réelle positive de g(z) = 0; alors

ja0j+ ja1j r + ja2j r2 + :::+ jan�1j rn�1 � janj rn = 0:

Comme an 6= 0; on obtient en divisant par an :

rn =

����a0an
����+ ����a1an

���� r + ����a2an
���� r2 + :::+ ����an�1an

���� rn�1:
posons :

� = max
1�k�n

���� an�kanCk
n

���� 1k
alors � � jz1j et on a :����a0an

���� � �n; ����a1an
���� � Cn�1

n �n�1; :::;

����an�1an
���� � C1n�;

d�où

rn � �n + Cn�1
n �n�1r + :::+ C1n�r

n�1 = (�+ r)n � rn

ce qui est équivalent à

2rn � (�+ r)n;

autrement dit nous avons

21=nr � �+ r si et seulement si r � �

21=n � 1

Par suite

(21=n � 1)r � � � jz1j

mais par le théorème 1:2:1, on a jz1j � r d�où

(21=n � 1)r � � � jz1j � r �
�

21=n � 1

ce qui achève la preuve du théorème.
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

Remarque 1.2.2 :

Les bornes inférieures et superieures sont atteintes dans ce théorème

Soit f(z) = (1 + z)n =
nX
k=0

Ck
nz

k

L�équation associée à f s�écrit

g(z) =
n�1X
k=0

Ck
nz

k � zn = (z + 1)n � 2zn;

La racine réelle r de g(z) = 0 est

r =
1

21=n � 1 :

comme, z1 = �1 est une racine d�ordre n de f(z) = 0; on a bien

jz1j = r(21=n � 1) = 1:

De la même manière nous montrons que la borne supérieure est également atteinte pour le

polynôme:

f(z) = (z + 1)n � 2zn:

Soit g(z) = f(z) l�équation associée à f(z) et r la racine positive de g(z) = 0; on a

r =
1

21=n � 1 :

écrivons

f(z) =
nX
k=1

Cn�k
n zn�k � zn =

nX
k=0

an�kz
n�k

avec

an�k = C
n�k
n ; pour 1 � k � n et an = �1

posons

� = max

����an�kanckn

����1=k ; pour 1 � k � n

comme ���� an�kanCk
n

���� = ���� Cn�k
n

(�1)Ck
n

���� = 1
alors � = 1 et

�

21=n � 1 =
1

21=n � 1 = r:

ce qui prouve que la borne supérieure est atteinte pour f(z) = (z + 1)n � 2zn:
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

1.2.3 Localisation des zéros d�un polynôme relativement à un

secteur

Théorème 1.2.8 :

Soit p, n 2 N�, p < n et a 2 C�; le trinôme 1 + zp + azn; a au moins un zéro dans chacun
des secteurs dé�nis par :����arg z � (2k + 1)�p

���� � �

n+ 1
; k = 0; 1; :::; p� 1:

1.2.4 Nombre de racines réelles d�un polynôme

Théorème 1.2.9 (Erdös-Turán)[10] :

Soit P (X) = anXn+an�1X
n�1+ :::+a0, ja0anj 6= 0 un polynôme à coe¢ cients complexes,

L(P ) = janj+ jan�1j+ :::+ ja0j la longueur de P et z1 = r1 exp (i'1) ; :::; zn = rn exp (i'n)
les racines de P, avec rk > 0 et 0 � 'k < 2�; pour 0 � k � n
Alors le nombre N(�; �) des arguments 'k compris dans l�intervalle [�; �] véri�e l�inégalité:����N(�; �)� �� �2�

n

���� < 16
s
n log

L (P )p
ja0anj

:

Preuve. (cf [10] )

Théorème 1.2.10 (Schur) [3]:

Soit P (z) = a0 + a1z + :::+ anzn; un polynôme de degré n

tel que ja0anj 6= 0: Si P (z) admet m zéros positifs, alors

m2 � 2n log
 
ja0j+ ja1j+ :::+ janjp

ja0j janj

!
:

Preuve. ( cf [3] ), où une démonstration détaillée de ce théorème est donnée.

1.2.5 Quelques rappels d�analyse

Dans ce qui suit, nous rappelons quelques résultats d�analyse, dont nous aurons besoin par

la suite .
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

Théorème 1.2.11 ( Rouché) :

Soit f et g deux fonctions holomorphes dans le disque jzj < � (où � est un nombre réel

positif ) véri�ant :

jg(z)j < jf(z)j pour jzj = �

alors

f(z) + g(z) et f(z) ont le même nombre de zéros dans le disque jzj < �:

Théorème 1.2.12 (Principe du maximum) :

Soit D un ensemble ouvert connexe dans C; et z0 2 D.
Soit f une fonction de variable complexe, analytique dans D.

Si jf(z)j � jf(z0)j ; pour tout z 2 D tel que jz � z0j < r:
Alors f est constante dans D:

Soit U un ouvert de R� Rm (m 2 N� ) et f : U �! Rm ; une application continue.

On considère l�équation di¤érentielle

y0 = f(x; y); (x; y) 2 U; x 2 R; y 2 Rm (E)

Dé�nition 1.2.1 :

Une solution de (E) sur un intervalle I � R est une fonction dérivable y : I �! Rm telle

que :

(i) (8x 2 I); (x; y(x)) 2 U:
(ii) (8x 2 I); y0(x) = f(x; y(x)):

Théorème 1.2.13 :

Une fonction y est une solution du problème de Cauchy de données initiales (x0; y0) si et

seulement si :

(i) y est continue et (8x 2 I); (x; y(x)) 2 U:
(ii) (8x 2 I); y(x) = y0 +

Z x

x0

f(u; y(u))du:

On note par B(x; r) la boule fermée de centre x et de rayon r dans Rm:

comme U est un ouvert, il existe un cylindre C0 = [x0 � T0; x0 + T0]�B(y0; r0) de longeur
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1.2. Localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe

2T0 et de rayaon r0 tel que C0 � U:
Soit C = [x0 � T; x0 + T ] � B(y0; r0) � C0; un cylindre de même diamètre que C0 et de

demi-longueur T � T0

Dé�nition 1.2.2 :

On dit que C est un cylindre de sécurité pour l�équation di¤érentielle (E) si toute solution

y : I �! Rm du problème de Cauchy y(x0) = y0 avec I � [x0 � T; x0 + T ] reste contenue
dans B(y0; r0):

Théorème 1.2.14 :

Soit 
 un ouvert de R2 et F : 
 �! R une fonction de classe C1; et (x0; y0) un point de


 tels que F (x0; y0) = 0 et
@F

@y
(x0; y0) 6= 0:

Alors il existe deux réels s et r positifs tels que si on pose I = ]x0 � s; x0 + s[ et

J = ]y0 � r; y0 + r[, I � J � 
 et il existe une fonction

g : ]x0 � s; x0 + s[ �! ]y0 � r; y0 + r[ de classe C1 telle que 8 (x; y) 2 I�J; F (x; y) = 0
si et seulement si y = g(x):

Remarque 1.2.3 : Notons que nous utiliserons la version explicite dûe à T.Fack, de ce

théorème (proposition 3:1:1).

En remarquant qu�une solution de l�équation di¤érentielle

(E)

8><>: y0 = G (x; y) = �@F
@x

(x; y) =
@F

@y
(x; y)

y (x0) = y0

est une fonction implicite de l�équation F (x; y) = 0:
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Chapitre 2

Méthode des solutions approchées

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l�étude et à l�application de la méthode dite des solutions

approchées.

La méthode consiste à trouver une solution approchée de l�équation considérée, puis en

utilisant la formule de Taylor et le principe du maximum [6], nous montrons qu�il existe un

zéro proche de la solution trouvée ( [18], [12], [13] et [14] ).

La solution approchée est déterminée par la méthode de A. Schinzel.

Déscription de la méthode de A. Schinzel.

On considère le trinôme

g(z) = zn � azm + b; a; b 2 R�; n > m

Soit zk une racine de l�équation g(z) = 0

zk = rk exp i

�
2k�

n+ 1
+ 	k

�
; j	kj �

�

n
, 1 � k � n

En séparant les parties réelles et imaginaires dans g(zk) = 0 on obtient,

rnk sinn	k = ar
m
k sin

�
2km�

n
+m	k

�
(2.1.1)
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2.2. Localisation des zéros de fn; n+1(z) = zn+1 � (n+ 1)z + n

et

rnk cosn	k = ar
m
k cos

�
2k�m

n
+m	k

�
� b (2.1.2)

En additionnant les carrés de (2:1:2) et (2:1:1) il vient :

r2nk = r2mk a
2 � 2abrmk cos

�
2k�m

n
+m	k

�
+ b2 (2.1.3)

Dans (2:1:3) on pose 	k = 0; pour trouver une valeur approchée de rk et ensuite on pose

	k = 0 dans le membre de droite de (2:1:2) et (2:1:1) pour trouver une valeur approchée

de 	k en utilisant le membre gauche. On peut répéter ce procédé avec la valeur trouvée

de 	k pour obtenir une seconde approximation, ainsi de suite:::, . La méthode est inspirée

par le théorème d�Erdös et Turán sur l�équidistribution des zéros d�un polynôme dans des

domaines angulaires.

2.2 Localisation des zéros de fn; n+1(z) = z
n+1 � (n + 1)z + n

Dans ([15]) pour résoudre un problème physique, les auteurs ont obtenu l�équation

z + z2 + :::+ zn = n pour n � 1 (2.2.1)

Cette équation admet z = 1; comme racine évidente. En multipliant (2:2:1) par (z � 1),
on obtient :

zn+1 � (n+ 1)z + n = 0 (2.2.2)

on a le :

Théorème 2.2.1 :

Soient z1; z2; ::zn�1, les racines di¤érentes de 1 de l�équation (2:2:2):

Alors
n

n� 1 � jzkj � (2n)
1=n, pour 1 � k � n

et ����arg zk � 2k�

n+ 1

���� � �

n+ 1
, pour k = 1; 2; :::; n� 1:
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2.3. Solutions approchées du trinôme fn(z) = zn+1 � (n+ 1)z + n

2.3 Solutions approchées du trinôme fn(z) = z
n+1� (n+1)z+n

Dans ( cf [18] ), J.-L.Nicolas et A.Schinzel montrent que le théorème 2:3:1; suivant est véri�é

pour la constante A = 1040; ce résultat a été sensiblement amélioré par M.O.Hernane et

J.-L.Nicolas (cf [13] ).

Nous montrons le :

Théorème 2.3.1 :

Il existe une constante absolue A � 1 ( A = 14 convient ) avec la propriété:
Pour tout n � 2A et pour tout entier k véri�ant :

A � k � n� A

Si l�on pose

rk =

�
2(n+ 1) sin

�
4k + 1

4n+ 2
�

�� 1
n+1

et � = 3
rk � 1
rnk � 1

:

Alors

(i) rk > 1 et � �
3

n
(ii) L�équation

f(z) = fn; n+1(z) = z
n+1 � (n+ 1)z + n = 0

admet une racine zk satisfaisant à l�inégalité

jzk � xkj � � avec xk = rk exp
�
i�
4k + 1

2n+ 1

�
:

Démonstration. (du théorème 2:3:1)

Preuve de (i) :

Pour tout k véri�ant A � k � n� A; on a : 4k + 1
4n+ 2

� 2 [0; �]:
Comme pour tout x 2 [0; �]; on a la minoration :

sin x � 2

�
min(x; � � x)

alors

rn+1k = 2(n+ 1) sin

�
4k + 1

4n+ 2
�

�
� 2(n+ 1) 2

�
min(

4k + 1

4n+ 2
�; � � 4k + 1

4n+ 2
�)

= 2(n+ 1)
2

�
�min

�
4k + 1

4n+ 2
; 1� 4k + 1

4n+ 2

�
= (4n+ 4)min

�
4k + 1

4n+ 2
;
4n+ 2� 4k � 1

4n+ 2

�
=

4n+ 4

4n+ 2
(4min(k; n� k) + 1) > 4A+ 1; car min(k; n� k) = A
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2.3. Solutions approchées du trinôme fn(z) = zn+1 � (n+ 1)z + n

d�où

rn+1k > 4A+ 1:

Comme A � 1; il en résulte que rk > 1:
D�autre part on a :

� = 3
rk � 1
rnk � 1

=
3

1 + rk + r2k + :::+ r
n�1
k

:

En utilisant l�inégalité entre les moyennes arithmétiques et géométriques, on obtient:

3

1 + rk + r2k + :::+ r
n�1
k

� 3

nr
n�1
2

k

� 3

n

car rk > 1 d�où l�on a :

� � 3

n
:

Ce qui prouve le point (i) du théorème 2:3:1:

Preuve de (ii) :

Pour la suite de la preuve, nous utiliserons les notations et lemmes suivants:

L�hypothèse n � 2A; ainsi que l�inégalité rn+1k > 4A+ 1; impliquent

rnk > (4A+ 1)
n

n+1 � (4A+ 1)
2A

2A+1

Posons R(A) = (4A+ 1)
2A

2A+1 ;

alors,

rnk � R(A)

Notons que :

Remarque 1 :

L�inégalité t � 1 � t log t valable pour tout t � 1; permet d�obtenir une majoration plus

précise pour �:

En e¤et on a,

� = 3
rk � 1
rnk � 1

� 3rk log rk
rnk � 1

=
3nrk log rk
n (rnk � 1)

en posant !(t) =
log t

t� 1 ; pour t > 1; il vient

� � 3rk
n
!(rnk )
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2.3. Solutions approchées du trinôme fn(z) = zn+1 � (n+ 1)z + n

La fonction t 7! !(t) étant décroissante pour t > 1; cela entraîne

!(rnk ) � !(R(A))

puisque rnk > R(A) d�où � �
3rk
n
!(R(A)):

Lemme 2.3.1 :

Avec les notations du théorème 2:3:1, on a :

(i) j f(xk)j � (n+ 1)( rk � 1) + 1:
(ii) j f 0(xk)j � (n+ 1)( rnk � 1) =

3

�
(n+ 1)( rk � 1):

(iii) pour j � 2 ,
�� f (j)(xk)

�� � j!�n+1
j

�
rn+1� j
k :

Preuve.

On pose � =
�
2k + n+ 1

2n+ 1

�
�, � =

�
4k + 1

2n+ 1

�
� et xk = rk exp(i�); on a alors

2� =

�
4k + 2n+ 2

2n+ 1

�
� =

�
4k + 1

2n+ 1
+ 1

�
� = � + �

donc

2� = � + �

et

�(n+ 1) =
(n+ 1) (4k + 1)

2n+ 1
� =

�
4kn+ n+ 4k + 1

2n+ 1

�
� =

=

�
(2k + n+ 1) + 2k (2n+ 1)

2n+ 1

�
� =

�
2k + n+ 1

2n+ 1

�
� + 2k�

= �+ 2k�

d�où

�(n+ 1) = �+ 2k�

Preuve de (i) du lemme 2:3:1

Calculons f(xk) :

On a :

f(xk) = rn+1k exp(i(n+ 1)�)� (n+ 1)rk exp(i�) + n

= 2(n+ 1) sin

�
4k + 1

2n+ 1
�

�
exp(i(n+ 1)�)� (n+ 1)rk exp(i�) + n

= �2(n+ 1) cos
�
4k + 1

4n+ 2
� +

�

2

�
exp(i(n+ 1)�)� (n+ 1)rk exp(i�) + n
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2.3. Solutions approchées du trinôme fn(z) = zn+1 � (n+ 1)z + n

= �2(n+ 1) (cos�) exp(i(n+ 1)�)� (n+ 1)rk exp(i�) + n

= �2(n+ 1) (cos�) exp(i(n+ 1)�)� (n+ 1) exp(i�) + n+ 1

�(n+ 1)(rk � 1) exp(i�)� 1:

En utilisant les relations (n+ 1)� = �+ 2k� et � = 2�� �; on obtient.

f(xk) = [�2(n+ 1) (cos�) exp(i�)� (n+ 1) exp(i (2�� �)) + n+ 1]� (n+ 1)(rk � 1) exp(i�)� 1:

= �2(n+ 1) (cos�) exp(i�) + (n+ 1) exp (2i�) + n+ 1� (n+ 1)(rk � 1) exp(i�)� 1

= (n+ 1) [exp(i�) (�2 cos�+ exp (i�) + exp (�i�))]� (n+ 1)(rk � 1) exp(i�)� 1

Comme, exp (i�) + exp (�i�) = 2 cos�; il vient :

f(xk) = �(n+ 1)(rk � 1) exp(i�)� 1

d�où

j f(xk)j � (n+ 1)(rk � 1) + 1:

Preuve de (ii) du lemme 2:3:1

On a

f
0
(z) = (n+ 1)zn � (n+ 1)

alors

f
0
(xk) = (n+ 1)r

n
k exp(in�)� (n+ 1):

d�où ��� f 0
(xk)

��� � jn+ 1j [jrnk exp(in�)j � 1]��� f 0
(xk)

��� � (n+ 1)(rnk � 1) = 3

�
(n+ 1)(rk � 1)

puisque

� =
rk � 1
rnk � 1

Preuve de (iii) du lemme 2.3.1

Se démontre par récurrence sur l�entier; j � 2:
On a :

f
00
(z) = (n+ 1)nzn�1 = 2

�
n+ 1

2

�
zn�1
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2.3. Solutions approchées du trinôme fn(z) = zn+1 � (n+ 1)z + n

et

f
000

(z) = n (n+ 1) (n� 1) zn�2

f
000

(z) = 3!

�
n+ 1

3

�
zn�2

Supposons donc que

f ( j) (z) = j!

�
n+ 1

j

�
zn+1�j

Montrons alors que

f ( j+1) (z) = (j + 1)!

�
n+ 1

j + 1

�
zn+1�( j+1)

la dérivée d�ordre (j + 1) de f (z)vaut :

f ( j+1) (z) =
�
f ( j) (z)

�0
= j! (n+ 1� j)

�
n+ 1

j

�
zn+1� j�1

il su¢ t donc de montrer que l�on a :

(j + 1)!

�
n+ 1

j + 1

�
= j! (n+ 1� j)

�
n+ 1

j

�
ce qui est vrai puisque

j! (n+ 1� j)
�
n+ 1

j

�
= (j + 1)!

(n+ 1� j)
(j + 1)

(n+ 1)!

j! (n+ 1� j)!

= (j + 1)!
(n+ 1)! (n+ 1� j)

(j + 1)! (n+ 1� j) (n+ 1� (j + 1))!

= (j + 1)!

�
n+ 1

j + 1

�
d�où l�on a donc �� f ( j ) (z)

�� = j!�n+ 1
j

�
zn+1�j; pour tout j � 2:

Par suite :
�� f ( j ) (xk)

�� � j!�n+1
j

�
rn+1�jk pour j � 2:

Avec les notations du théorème 2:3:1; et du début de sa démonstration, nous avons le :

Lemme 2.3.2 :

S =
n+1X
j=2

�� f (j)(xk)
��

j!
� j � 9

2
(1 +

1

2A
) exp(

log(4A+ 2)

2A+ 1
)

y(R(A))

1� !(R(A))

où

y(x) =
x log2 x

(x� 1)2 ; pour x > 1

est une fonction décroissante de x pour x > 1:
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2.3. Solutions approchées du trinôme fn(z) = zn+1 � (n+ 1)z + n

Preuve. du lemme 2:3:2:

On a

S =
n+1X
j=2

�� f (j)(xk)
��

j!
� j

Linégalité (iii) du lemme 2:3:1; implique :

S �
n+1X
j=2

�
n+ 1

j

�
�jrn+1�jk = S 0

le second membre de cette inégalité se développe comme suit :

S 0 =
n+1X
j=2

�
n+ 1

j

�
�jrn+1�jk =

�
n+ 1

2

�
�2rn�1k +

�
n+ 1

3

�
�3rn�2k +

�
n+ 1

4

�
�4rn�3k + :::+�n+1

d�où

S 0 =
n(n+ 1)

2
�2rn�1k

"
1 +

n� 1
3

�

rk
+
(n� 1) (n� 2)

3:4

�
�

rk

�2
+ :::

#

� n(n+ 1)

2
�2rn�1k

"
1 +

n

3

�

rk
+
n2

3:4

�
�

rk

�2
+
n3

27

�
�

rk

�3
:::

#

� n(n+ 1)

2
�2rn�1k

1

1� n
3
�
rk

d�où la majoration de S suivante :

S � n(n+ 1)

2
�2rn�1k

1

1� n
3
�
rk

comme d�aprés la remarque 1, on a

� � 3rk
n
!(R(A))

alors

S � n(n+ 1)

2
�2rn�1k

1

1� !(R(A)) =
n2

2

�
1 +

1

n

�
�2rn�1k

1

1� !(R(A))
d�où :

S � n2

2

�
1 +

1

n

�
�2rn�1k

1

1� !(R(A))
puisque n � 2A:
Majoration de �2rn�1k :

Par la remarque 1, on a :

�2rn�1k � 9rn+1k log2 rk

(rnk � 1)
2 =

9rk
n2
y (rnk )
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2.3. Solutions approchées du trinôme fn(z) = zn+1 � (n+ 1)z + n

où

y (x) =
x log2 x

(x� 1)2
=

�
log
p
x

sinh (log
p
x)

�2
; pour x > 1:

La fonction y (x) est décroissante pour x > 1; car la fonction g (t) =
sinh (t)

t
est croissante

pour t > 0; puisqu�elle est analytique et les coe¢ cients dans son développement de Mac

Laurin sont positifs.

Comme rnk > R (A) donc

y (rnk ) < y (R (A))

donc

�2rn�1k � 9rk
n2
y (R (A))

La dé�nition de rk donne :

rk � (2 (n+ 1))
1

n+1 = exp

�
log(2n+ 2)

n+ 1

�
d�où

rk � exp
�
log(4A+ 2)

2A+ 1

�
puisque n � 2A; et que la fonction t 7! log(2t+ 2)

t+ 1
est décroissante pour t � 1

2
e� 1.

par suite, on obtient la majoration :

�2rn�1k � 9

n2
exp

�
log(4A+ 2)

2A+ 1

�
y (R(A)) :

ce qui permet d�obtenir l�inégalité

S � 9

n2

�
1 +

1

2A

�
exp

�
log(4A+ 2)

2A+ 1

�
y (R(A))

1� !(R(A))

ceci achève la preuve du lemme 2:3:2

32



2.3. Solutions approchées du trinôme fn(z) = zn+1 � (n+ 1)z + n

Démonstration. du théorème 2.3.1 (suite de la démonstration)

Preuve de (ii)

Supposons que f ne s�annule pas dans le disque de centre xk et de rayon � ; on pourrait

appliquer dans ce disque le principe du maximum à la fonction
1

f
; il existerait alors z, avec

jz � xkj = �, tel que
���� 1

f (xk)

���� � ���� 1

f (z)

����.
Pour démontrer (ii) , nous allons donc montrer que pour tout z, tel que jz � xkj = �, on a
jf (z)j > f(xk):
La formule de Taylor appliquée à f (z) au point xk; à l�ordre (n+ 1) ; s�écrit :

f(z) = f(xk) + f
0(xk)(z � xk) +

n+1X
j=2

f j(xk)

j!
(z � xk) j:

Ce qui implique :

j f(z)j � jf 0(xk)j �� j f(xk)j �
n+1X
j=2

jf j(xk)j
j!

�j:

puisque jz � xkj = �
d�où :

j f(z)j � j f(xk)j � jf 0(xk)j �� 2 j f(xk)j �
n+1X
j=2

jf j(xk)j
j!

�j:

En utilisant le lemme 2:3:1; on obtient :

jf 0(xk)j �� 2 j f(xk)j � 3(n+ 1)(rk � 1)� 2(n+ 1)(rk � 1)� 2

= (n+ 1)(rk � 1)� 2 � (n+ 1) log rk � 2 = log rn+1k � 2

� log(4A+ 1)� 2

puisque rn+1k � 4A+ 1; d�aprés la remarque 1.
Grâce au lemme 2:3:2, on déduit que

j f(z)j � j f(xk)j � log(4A+ 1)� 2�
9

2

�
1 +

1

2A

�
exp

�
log(4A+ 1)

2A+ 1

�
y (R (A))

1� ! (R (A))

La fonction

x 7! ' (x) = log (4x+ 1)� 2� 9
2

�
1 +

1

2x

�
exp

�
log(4x+ 1)

2x+ 1

�
y (R (x))

1� ! (R (x))
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2.4. Solutions approchées du zn+1 � a z + a� 1 = 0

est croissante pour x � 1; car la fonction R est croissante; et les fonctions y (x) et ! (x) sont
décroissantes, ainsi que les fonctions 1 +

1

2x
et
log (4x+ 2)

2x+ 1
:

Les calculs numériques montrent que l�on a :

' (14) = 0:176 > 0

Ce qui implique j f(z)j > j f(xk)j ; ceci achève la preuve de (ii)
et donc du théorème 2:3:1:

2.4 Solutions approchées du zn+1 � a z + a� 1 = 0

Théorème 2.4.1 :

Soit a un nombre réel, a � 1. Pour n � 1, on dé�nit l�équation trinôme

f(z) = fn ; a(z) = z
n+1 � az + a� 1 = 0 (2.4.1)

pour 1 � k � n+ 1; on pose :

xk = rk exp

�
i

�
2k�

n+ 1
+ 	k

��
(2.4.2)

avec

rk =

�
1 + 4a(a� 1) sin2 k�

n+ 1

� 1
2(n+1)

(2.4.3)

	k =
2k�a

(n+ 1)2
(2.4.4)

Soient trois nombres réels �; �; 
; véri�ant 0 < � � 
 , � > 0 et

�(1� �) � 
(84
 + 13� + 44�
) + �2e�(1
2
+ 10
2) (2.4.5)

On suppose que

n � 9; a

n+ 1
� � et 1 � k � 
n+ 1

a
: (2.4.6)

Alors , l�équation (2:4:1) admet une racine dans le disque de centre xk et de rayon

� =
�

(n+ 1)
: Dans (2:4:5), on peut prendre par exemple � = 0:7, � = 0:01 et 
 = 0:02:

Lorsque a = ' =
1 +

p
5

2
, k = 1 et n � 99, on peut prendre � = 300

(n+ 1)2
,

� = 
 =
'

n+ 1
.
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2.4. Solutions approchées du zn+1 � a z + a� 1 = 0

Preuve.

Montrons d�abord l�inégalité (2:4:5):

Lorsque a = ' et n � 99, on a :

� =
300

(n+ 1)2
� 3

n+ 1
� 3

100
et � = 
 =

'

n+ 1
� 2

n+ 1
� 2

100

Il s�en suit que

�(1� �) � �
�
1� 2

100

�
=

294

(n+ 1)2

et


(84
 + 13� + 44�
) = �2(84 + 13 + 44�) � �2(97 + 88

100
) � 98 '2

(n+ 1)2
� 257

(n+ 1)2
;

d�autre part on a :

�2e�(1=2 + 10
2) � 300

(n+ 1)2
3

100
e3=100

�
1

2
+ 10

4

10000

�
� 5

(n+ 1)2

d�où

�2(84 + 13 + 44�) + �2e�(1=2 + 10
2) � 262

(n+ 1)2

or

�(1� �) � 294

(n+ 1)2

d�où en résulte l�inégalité (2:4:5):

Pour la suite de la démonstration nous suivrons les mêmes étapes que dans la preuve du

théorème 2:3:1::

Le lemme suivant que nous démontrerons à la �n de la preuve de ce théorème, nous sera

utile.

Lemme 2.4.1 :

Pour tout t 2 R; on a ��e i t � 1� it�� � t 2

2
; t 2 R (2.4.7)

Preuve. ( Suite de la preuve du théorème 2:4:1 )

En appliquant à (2:4:3) l�inégalité

(1 + t) � � 1 + �t
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2.4. Solutions approchées du zn+1 � a z + a� 1 = 0

valable pour t � 0 et 0 � � � 1
et l�inégalité

sin t � t pour t � 0

on obtient

1 � rn+1k � 1 + 2a(a� 1) �2k2
(n+ 1)2

et 1 � rk � 1 +
2a(a� 1) �2k2
(n+ 1)3

: (2.4.8)

en suite nous appliquerons la formule de Taylor, nous avons besoin pour cela d�une majo-

ration de j f (xk)j, et d�une minoration de
�� f 0

(xk)
�� ; ainsi qu�une majoration du terme de

reste:

Il vient en utilisant les relations (2:4:1) ; (2:4:2), (2:4:3) et (2:4:4),

f(xk) = rn+1k e(n+1)	k i � arke
2i�k
n+1

+i	
k + a� 1

=
�
e(n+1) k i � 1� i(n+ 1)	k

�
� a

�
e
2i�k
n+1

+i	
k � 1� 2 i�k

n+ 1
� i	k

�
�ia	k + (rn+1k � 1)e(n+1)	k i � a(rk � 1)e

2i�k
n+1

+i	
k :

En utilisant deux fois la majoration donnée par le lemme 2.4.1, on obtient,

j f (xk)j �
(n+ 1)2	2k

2
+
a

2

�
2 k �

n+ 1
+ 	k

�2
+ a	k + (r

n+1
k � 1) + a(rk � 1)

grâce à la relation (2:4:4) et à l�inégalité (2:4:8) ; on obtient

j f (xk)j �
2 k2�2a2

( n+ 1)2
+
2 a�2k2

( n+ 1)2

�
1 +

a

n+ 1

�2
+
2 a2k�

( n+ 1)2
+
2a(a� 1) k2�2
( n+ 1)2

+
2a2(a� 1) k2�2
( n+ 1)3

:

Le membre de droite de cette inégalité s�écrit aprés simpli�cation :

2 k2�2a2

( n+ 1)2

�
2 +

a

n+ 1

�
1 +

1

n+ 1

�
+

1

n+ 1
+

1

k �

�
l�hypothèse n � 9, implique 1

n+ 1
� 1

10
, en majorant �2 par 10 et 2� par 6:5, on obtient

j f (xk)j �
k2a2

(n+ 1)2

�
42 + 22

a

n+ 1

�
+ 6:5

ka2

(n+ 1)2

En tenant compte des hypothèses (2:4:5) ; on en déduit

j f (xk)j � 
2(42 + 22�) + 6:5�
 = 
(42
 + 22�
 + 6:5�)
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2.4. Solutions approchées du zn+1 � a z + a� 1 = 0

Minoration de
�� f 0

(xk)
��

On a

f 0 (z) = (n+ 1) zn � a

d�où l�on obtient par (2:4:2) et (2:4:3)��� f 0
(xk)

��� = j(n+ 1)xnk � aj � (n+ 1) jxnk j � a = (n+ 1)rnk � a � n+ 1� a
l�hypothèse (2:4:6) ; implique alors��� f 0(xk)��� � (n+ 1)�1� a

n+ 1

�
� (n+ 1)(1� �): (2.4.9)

La formule de Taylor avec reste intégral appliquée au point xk dé�nie par (2:4:2), s�écrit

f(z) = f(xk) + (z � xk)f 0(xk) +

zZ
xk

(z � t)f 00
(t)dt (2.4.10)

Majoration du reste intégral

zZ
xk

(z � t)f 00
(t)dt :

soit z 2 C avec j z � xkj = � = � = (n+ 1), il vient
zZ
xk

(z � t)f
00
(t)dt = n(n+ 1)

zZ
xk

t n�1(z � t)dt

en faissant le changement de variables t = xk + u(z � xk), cette intégrale s�écrit

zZ
xk

(z � t)f 00
(t)dt = n(n+ 1)

1Z
0

(xk + u(z � xk))n�1 (1� u)(z � xk)2du

d�où l�on déduit������
zZ
xk

(z � t)f 00
(t)dt

������ � n(n+ 1)�2( rk + �)
n�1

1Z
0

(1� u)du

=
n(n+ 1)

2
�2( rk + �)

n�1

� (n+ 1)2

2
�2 rn�1k

�
1 +

�

rk

�n�1
� (n+ 1)2

2
�2 rn+1k (1 + �)n+1 :
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2.4. Solutions approchées du zn+1 � a z + a� 1 = 0

Comme � = �= (n+ 1) ; on obtient en utilisant (2:4:8)������
zZ
xk

(z � t)f 00
(t)dt

������ � �2

2
exp(�)

�
1 +

2a2k2�2

(n+ 1)2

�

les hypothèses (2:4:6) ; entrainent������
zZ
xk

(z � t)f 00
(t)dt

������ � �2

2
exp(�)(1 + 20
2): (2.4.11)

Supposons que f ne s�annule pas dans le disque de centre xk et de rayon � on pourrait alors

appliquer dans ce disque le principe du maximum à la fonction 1=f : il existerait z, avec

j z � xkj = � tel que

���� 1

f (xk)

���� � ���� 1

f (z)

���� pour démontrer le théorème 2:4:1; nous allons
montrer que pour tout z, tel que j z � xkj = �, on a :

jf (z)j > j f (xk)j (2.4.12)

La formule (2:4:10) de Taylor avec reste intégral implique,

j f(z)j � j(z � xk)f 0(xk)j � j f(xk)j �

������
zZ
xk

(z � t)f 00
(t)dt

������
ce qui est équivalent à :

j f(z)j � j f (xk)j � j(z � xk)f 0(xk)j � 2 j f(xk)j �

������
zZ
xk

(z � t)f 00
(t)dt

������
l�inégalité (2:4:12) résultera donc de

� jf 0(xk)j � 2 j f(xk)j �

������
zZ
xk

(z � t)f 00
(t)dt

������ > 0
ou encore de

� jf 0(xk)j > 2 j f(xk)j+

������
zZ
xk

(z � t)f 00
(t)dt

������ (2.4.13)

par (2:4:9) ; (2:4:5) ; on obtient

� jf 0(xk)j � � (1� �) � 
(84
 + 44�
 + 13�) +
�2

2
exp(�)(1 + 20
2):
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2.4. Solutions approchées du zn+1 � a z + a� 1 = 0

grâce à (2:4:11) ; il vient

� jf 0(xk)j > 2 j f(xk)j+

������
zZ
xk

(z � t)f 00
(t)dt

������
puisque 
(42
 + 22�
 + 6:5�) > jf(xk)j :
Ce qui achève la preuve du théorème 2.4.1.

Preuve. (du lemme 2:4:1)

Posons

!(t) = e it

on a

!
0
(t) = ie it et !

00
(t) = �e it

la formule de Taylor (2:4:10) avec reste intégrale appliquée à la fonction !(t) sur l�intervalle

[0; t] ; s�écrit :

!(t) = !(0) + ( t� 0) !0(0) +
tZ
0

( t� u ) !00(u)du

d�où

e it = 1 + it+

tZ
0

(t� u)) !00(u)du

par suite : ��e it � 1� it�� =
������
tZ
0

( t� u ) !00(u)du

������ �
tZ
0

(t� u)du = t 2

2

ce qui prouve le lemme 2.4.1.
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Chapitre 3

Développement en série entière des zéros du

trinôme zn+1 � (n + 1)z + n

3.1 Développement en série entière des zéros de zn+1�(n + 1)z + n

Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons au développement asymptotique des racines

d�un polynôme, en utilisant la méthode de H. Delange. Cette Méthode basée sur le théorème

des fonctions implicites analytiques dans sa version e¤ective, elle est exposée dans le théorème

3:2:1. Elle nous a permis de trouver un développement en série des zéros des trinômes,

fn; n+1(z) = z
n+1 � (n+ 1)z + n (3.1.1)

Gn(z) = ('� 1)zn+1 � 'zn + 1 (3.1.2)

Hn(z) = 'z
n+1 � ('� 1)zn � 1 où ' = (1 +

p
5)=2 (3.1.3)

Les résultats obtenus pour chacun de ces trinômes sont exposés dans les théorèmes (3:2:1

et 3:3:1).

La version e¤ective du théorème des fonctions implicites analytiques s�énonce comme

suit :
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3.1. Développement en série entière des zéros de zn+1�(n+ 1)z + n

Proposition 3.1.1 :

Soit F (x; y) une fonction de deux variables complexes, analytique dans un ouvert 
 � C2

contenant le rectangle.

R = R(x0; y0; s; r) =
�
(x; y) 2 C2; jx� x0j � s; jy � y0j � r

	
telle que :

1) F (x0; y0) = 0, et
@ F

@ y
(x; y) 6= 0 pour tout (x; y) 2 R

et que de plus.

2) Le rectangle R est un rectangle de sécurité pour la fonction

G(x; y) = �@F
@x
(x; y)=

@ F

@ y
(x; y)

(c�est -à-dire jx� x0j � s et jy � y0j � r ) jG(x; y)j < M = r=s ).

Alors, il existe une fonction y = y(x) dé�nie dans le disque jx� x0j � s telle que

F (x; y(x)) = 0 et y(x0) = y0.

Dans ce disque, cette fonction est analytique et véri�e jy(x)� y0j � r.

Preuve.

Soit l�équation F (x; y) = 0 où y = y (x) ; le théorème de dérivation d�une fonction implicite

donne
@F

@x
(x; y) + y0

@F

@y
(x; y) = 0

ce qui est équivalent à

y0 =
�@F
@x
(x; y)

@F

@y
(x; y)

Posons

G(x; y) =
�@F
@x
(x; y)

@F

@y
(x; y)

;

et considérons l�équation di¤érentielle y0 = G(x; y); cette équation admet une solution y(x)

analytique dans le disque jx� x0j � s =
r

M
dès que jx� x0j �

r

M
et j y � y0j � r, implique

jG(x; y)j < M:
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3.1. Développement en série entière des zéros de zn+1�(n+ 1)z + n

La solution y véri�e y (x0) = y0 et j y � y0j � r ( cf [5]); où le cas réel est traité. La preuve
est une conséquence directe de la méthode usuelle du point �xe, utilisée pour montrer le

théorème d�éxistence et d�unicité, en posant

yn+1 (x) = y0 +

xZ
x0

G(t; yn (t))dt avec y (x0) = y0

La fonction implicite F (x; y (x)) de la variable x a pour dérivée,

@F

@x
(x; y(x)) + y0(x)

@F

@y
(x; y) = 0;

elle est donc constante et vaut F (x0; y0) = 0: Ceci achève la preuve.

Le lemme suivant nous sera utile.

Lemme 3.1.1 :

L�équation complexe ez = 1 + z admet la racine z0 = 0 et pour chaque valeur de l�entier

k � 1, elle admet pour racine le nombre complexe zk = xk + i yk avec

2k� < yk < 2k� + �=2 et xk > 1

et son conjugué �zk.

Preuve.

L�équation complexe ez = 1 + z; admet la racine réelle évidente z0 = 0:

Comme si z est une racine de cette équation, alors �z est aussi racine, on peut donc

supposer y > 0.

Soit z = x+ iy; une racine de l�équation ez � 1� z = 0; avec y > 0
alors

exeiy � 1� x� iy = 0

ce qui est équivalent à :

ex(cos y + i sin y)� 1� x� iy = 0

d�où la relation,

ex(cos y + i sin y) = 1 + x+ iy (3.1.4)

42



3.1. Développement en série entière des zéros de zn+1�(n+ 1)z + n

la relation (3:1:4) implique que y n�est pas un mulltiple de � et x 6= �1:
En calculant, puis en comparant les modules et les arguments des deux membres de (3:1:4);

on obtient :

ex =
p
(1 + x)2 + y2 (3.1.5)

et en désignant par � l�argument du deuxième membre de la relation (3:1:4) ; on a

cos y = cos � =
1 + xp

(1 + x)2 + y2
(3.1.6)

sin y = sin � =
yp

(1 + x)2 + y2
(3.1.7)

les relations (3:1:6) et (3:1:7); impliquent :

cos y

sin y
=
1 + x

y
si et seulement si x = �1 + y cot g y (3.1.8)

les relations (3:1:8) et (3:1:5) permettent alors d�obtenir :

e�1+y cot g y =
p
(y cot g y)2 + y2 ou encore e�1+y cot g y = y

s
cos2 y + sin2 y

sin2 y

d�où l�on a :

e�1+y cot g y = y
1

jsin yj
en prenant le logarithme des deux membres, il vient

�1 + y cot g y � log y + log jsin yj = 0

posons

H(y) := �1 + y cot g y � log y + log jsin yj = 0

alors

H 0(y) = cot g y + (�1� cot g2 y)� 1
y
+ cot g y = �(y cot g y � 1)

2 + y2

y

donc

H 0(y) < 0; puisque y > 0

La fonctionH est continue et décroissante sur chaque intervalle ouvert de la forme ]k�; (k + 1)�[ ;

k 2 Z. Comme lim
y!0
H(y) = 0 et que lim

y!�
H(y) = �1 donc H(y) < 0 pour tout y 2 ]0; �[
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3.2. Développement en série des zéros de zn+1 � (n+ 1)z + n

par conséquent l�équation (3:1:5); n�a pas de racines dans l�intervalle ]0; �[.

On suppose y > �, l�équation (3:1:5) implique e2x � y2 > �2 et donc x > 1:
Sur les intervalles ]2k� � �=2; 2k�[ ; on a cot gy < 0, en tenant compte de la relation (3:1:8),
ceci est impossible. Comme lim

y!2k�
H(y) = +1 et H(2k� + �=2) < 0; le théorème des

valeurs intermédiaires permet alors de déduire qu�il existe une solution yk de l�équation

(3:1:5) tel que 2k� < yk < 2k� + �=2: Ce qui achève la démonstration du lemme 3:1:1.

3.2 Développement en série des zéros de zn+1 � (n + 1)z + n

Théorème 3.2.1 :

Soit f(z) = fn; n+1(z) = zn+1 � (n + 1)z + n, et soit b une racine complexe non nulle de
l�équation et = t + 1. Alors il existe des coe¢ cients complexes cm, m = 1; 2; :::; tels que,

pour n su¢ samment grand

1) la série 1 +
1P
m=1

cm n� m soit convergente de somme Sn, et Sn soit racine de l�équation

f(z) = 0.

On a :

c1 = b; c2 =
b(b� 1)
2

; c3 =
b(4b2 � 11b+ 9)

24
;

c4 =
b(2b3 � 10b2 + 21b� 15)

48
;

c5 =
b(48b4 � 362b3 + 1330b2 � 2445b+ 1575)

5760
:

2)De plus, lorsque b = 2:08::: + i7:46:::; les coe¢ cients cm sont majorés en module par

1:4� 25m.

Preuve.

Posons f(z) = fn; n+1(z) = zn+1 � (n+ 1)z + n et considérons l�équation f(z) = 0.
En faisant le changement de variables : z = exp (xy) et en remplaçant le paramètre discret

n par la variable réelle x; c�est à dire n =
1

x
, on obtient

eyex y �
�
1

x
+ 1

�
ex y +

1

x
= 0

ce qui est équivalent à :

eyex y � 1

x
ex y � ex y + 1

x
= 0;
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3.2. Développement en série des zéros de zn+1 � (n+ 1)z + n

et multipliant cette égalité par (�xy) puis par e�xy il vient

�xyey + y + xy � ye�xy = 0

si et seulement si

�xy (ey � 1)� y
�
e�xy � 1

�
= 0

d�où
ey � 1
y

=
e�x y � 1
�xy

où encore
ey � 1
y

� 1 = e�x y � 1
�xy � 1

cette relation peut se mettre sous la forme

F (x; y) = 0

avec

F (x; y) = g(y)� g(�xy)

où

g(t) =
et � 1� t

t
:

La fonction F (x; y) est analytique dans C2:

On a F (0; b) = g(b) =
eb � 1� b

b
= 0, puisque b est une racine complexe de l�équation

et = 1 + t.

La dérivée partielle de F par rapport à y vaut :

@F

@y
(x; y) = g0(y) + xg0(�xy)

c�est à dire
@F

@y
(x; y) =

(y � 1)ey + 1
y2

� x21� (xy + 1)e
�xy

x2y2

d�où :
@F

@y
(0; b) =

(b� 1)eb + 1
b2

=
(b� 1)(b+ 1) + 1

b2
= +1.

donc
@F

@y
(0; b) 6= 0
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3.2. Développement en série des zéros de zn+1 � (n+ 1)z + n

En utillisant les notations de la proposition 3:1:1, avec x0 = 0 et y0 = b, la fonction F (x; y)

est analytique dans tout ouvert 
 � C2 contenant le rectangle

R = R(0; b; s; r) =
�
(x; y) 2 C2; jxj � s; jy � bj � r

	
;

Comme
@F

@y
(0; b) 6= 0, il existe donc un rectangle de sécurité R1;

R1 = R(0; b; s1; r) =
�
(x; y) 2 C2; jxj � s1; jy � bj � r

	
; tel que

@F

@y
(x; y) 6= 0; 8 (x; y) 2 R1

On a F (x; y(x)) = 0, le théorème de dérivation des fonctions implicites implique

@F

@x
(x; y) + y

@ F

@ y
(x; y) = 0

Posons

G(x; y) = y = �@F
@x
(x; y)=

@ F

@ y
(x; y)

Les dérivées partielles de F sont

@F

@x
(x; y) = yg0 (�xy) et @ F

@ y
(x; y) = g0(y) + xg0(�xy)

d�où

jG(x; y)j = j�yg0 (�xy)j
jg0(y) + xg0(�xy)j

pour majorer jG(x; y)j dans R1, nous allons majorer le numérateur et minorer la dénomina-
teur.

Soient (x; y) 2 R1, alors
jxj � s1 et jy � bj � r :

Comme,

g0(y) =
(y � 1)ey + 1

y2

alors

jg0(y)j � j(y � 1) eyj � 1
jyj2

:

Nous allons minorer le numérateur et majorer le dinominateur

pour (y; b) 2 C2 tel que jy � bj � r; on a :

jyj � jbj � jjyj � jbjj � jy � bj � r
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3.2. Développement en série des zéros de zn+1 � (n+ 1)z + n

d�où : jyj � jbj � r ce qui équivalent à jyj � jbj+ r
donc

1

jyj2
� 1

(jbj+ r)2
(1)

d�autre part, on a

jy � bj = jb� yj � r:

Comme :

Re (b� y) � jb� yj � r

alors :

Re (y) � Re (b)� r

Ecrivons :

jg0(y)j � j(y � 1) eyj � 1
jyj2

=
j(y � b+ b� 1) eyj � 1

jyj2

=
j(y � b) ey + (b� 1) eyj � 1

jyj2

� j(b� 1) eyj � j(y � b) eyj � 1
jyj2

d�où :

jg0(y)j � jb� 1j eRe(y) � reRe(y) � 1
jyj2

� (jb� 1j � r) eRe(y) � 1
(jbj+ r)2

� (jb� 1j � r) eRe(b)�r � 1
(jbj+ r)2

puisque d�aprés ce qui précède on a eRe(y) � eRe(b)�r

et pour jy � bj � r,

jg0(y)j � (jb� 1j � r)eRe(b)�r � 1
(jbj+ r)2

d�autre part pour tout t 2 C, tel que jtj � t0; on a jg0(t)j � g0(t0):
Comme pour tout (x; y) 2 R1, on a jxyj � s1 (jbj+ r), alors

jg0(�xy)j � g0(s1(jbj+ r))
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3.2. Développement en série des zéros de zn+1 � (n+ 1)z + n

d�où l�on obtient la majoration

jG(x; y)j � (jbj+ r) g0(s1(jbj+ r))
(jb� 1j � r)eRe(b)�r � 1

(jbj+ r)2 � s1g0(s1(jbj+ r))

=
(jbj+ r) (s1(jbj+ r)� 1)es1(jbj+r) + 1)

s21((jb� 1j � r)eRe(b)�r � 1))� s1 (s1(jbj+ r)� 1)es1(jbj+r) + 1)

on peux donc choisir

M =
(jbj+ r) (s1(jbj+ r)� 1)es1(jbj+r) + 1)

s21((jb� 1j � r)eRe(b)�r � 1))� s1 (s1(jbj+ r)� 1)es1(jbj+r) + 1)
:

posons s = min (s1; r=M) ; le rectangle R(0; b; s; r) = f(x; y) 2 C2; jxj � s; jy � bj � rg est
alors un rectangle de sécurité pour la fonction G(x; y):

Détermination d�un rectangle de sécurité pour la fonction G :

Pour s =
1

25
et r =

3

5
; R = R(0; b; 1=25 ; 3=5) = f(x; y) 2 C2; jxj � 1=25; jy � bj � 3=5g ;

est un rectangle de sécurité pour la fonction G:

En e¤et les calculs précédents permettent d�obtenir pour (x; y) 2 R(0; b; 1=25 ; 3=5);����@F@x (x; y)
���� = jyg0(�xy)j � (jbj+ r)g0(s(jbj+ r)) � 5:24; (3.2.1)

et

jg0(y)j � jy � 1j eRe y � 1
( jbj+ r )2 � 0:427; (3.2.2)

il s�ensuit que ����@F@y (x; y)
���� � jg0(y)j � jxg0(�xy)j � jg0(y)j � sg0(s(jbj+ r)) (3.2.3)

et par les relations (3:2:2) et (3:2:3) on a����@F@y (x; y)
���� � 0:427� sg0(s(jbj+ r)) � 0:427� 0:026 � 0:4 (3.2.4)

En�n de (3:2:1), (3:2:4) on déduit que

jG(x; y)j < 5:24

0:4
= 13:1 < r=s = 15 =M

Les conditions de la proposition (3:1:1) étant ainsi véri�ées, il existe donc une série entière

convergente

y(x) =
1X
m=0

dmx
m
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3.2. Développement en série des zéros de zn+1 � (n+ 1)z + n

de rayon de convergence R � s; et telle que F (x; y(x)) = 0.
De plus la fonction z(x) = exp(xy(x)) = exp

� 1P
m=0

dmx
m+1

�
est analytique pour jxj � s.

elle peut donc s�écrire

z(x) = exp(xy(x)) = 1 +

1X
m=1

cmx
m (3.2.5)

et comme x =
1

n
, alors z(

1

n
) = exp

� 1P
m=0

dm
nm+1

�
= 1 +

1P
m=1

cm
nm
.

Et pour n assez grand, la série 1 +
1P
m=1

cm
nm

est convergente de somme Sn et Sn = z(
1

n
) est

bien racine de f(z) = 0.

Calcul des coe¢ cients cm :

La méthode de calcul est la suivante: on écrit

y(x) =
1X
m=0

dmx
m = b+

1X
m=1

dmx
m;

puisque y(0) = b.

On calcule

exp(y(x)) = exp(b+
1X

m=1

dmx
m) = eb exp(

1X
m=1

dmx
m) = (1+b) exp(

1X
m=1

dmx
m); puisque eb = 1+b:

Ensuite on calcule exp(�xy(x) avec les coe¢ cients indéterminés dm; puis on identi�e les
coe¢ cients dans les deux expressions pour évaluer les coe¢ cients dm :

En�n on calculs les coe¢ cients cm; grâce à la relation exp(xy(x)) = 1 +
1P
m=1

cmx
m:

Pour les petites valeurs de m; les coe¢ cients cm, peuvent être calculés à la main, cependant

si m est grand, on les détermine à l�aide du logiciel Maple.

Soit b = 2:08:::+ i7:46:::;la racine (de plus petit module) de l�équation ez � 1� z = 0:
Le point (x; y(x)) appartient au rectangle de sécurité R; on a donc, pour jxj � 0:04;

jy(x)j � jbj+ r = 8:35.
Par (3:2:5), on a

jz(x)j � es( jbj+r) � 1:4

Le théorème des résidus implique,

cm =
1

2�i

Z
jxj= s

z(x)

xm+1
du (3.2.6)
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3.3. Développement du zéro négatif de Gn ou de Hn

d�aprés (3:2:6) on a

jcmj =

�������
Z
jxj=s

z(x)

xm+1
dx

������� � 1:4=sm = 1:4� 25 m:
3.3 Développement du zéro négatif de Gn ou de Hn

Reprenons les expression des deux trinômes Gn et Hn .

On a :

Gn(z) = ('� 1)zn+1 � 'zn + 1 et Hn(z) = 'z
n+1 � ('� 1)zn � 1

où ' =
1 +

p
5

2
est le nombre d�or. Notons que ' est la racine positive de l�équation

x2 � x� 1 = 0.
La règle des signes de Descartes (cf [9]), implique que Gn(z) admet deux racines réelles

positives z = 1 et une deuxième que l�on désignera par z = x1; n (x1;n 6= 1 ), alors que Hn(z)

admet z = 1, comme unique racine positive.

Pour les racines négatives, on considère les trinômes Gn(�z) et Hn(�z):
On a:

Gn(�z) = (�1)n+1('� 1)zn+1 + (�1)n+1'zn + 1

et

Hn(�z) = (�1)n+1'zn+1 + (�1)n+1('� 1)zn � 1

La suite des coe¢ cients de Gn(�z) est : (�1)n+1; (�1)n+1; +1; donc Gn(z) admet une seule

racine réelle négative si n est pair et zéro racine réelle si n est impair.

De même, la suite des coe¢ cients de Hn(�z) est : (�1)n+1; (�1)n+1; �1:
Lorsque n est impair, cette suite présente un seul changement de signes donc Hn(z) admet

un seul zéro réel négatif, cependant lorsque n est pair la suite des coe¢ cients (�1; �1;
�1) ne présente aucun changement de signes, donc Hn(z) n�admet pas de racines réelles

négatives.

Désignons par x2;n; le zéro réel négatif de Gn(z) lorsque n est pair et de Hn(z) lorsque n est

impair.
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3.3. Développement du zéro négatif de Gn ou de Hn

Dans [7] on trouve l�éstimation de x2; n suivante :

�1 + 1

2n
< x2; n < �1 +

log 5

2n
;

ce résultat a été amélioré dans [13], nous montrons le :

Théorème 3.3.1 :

Il existe des coe¢ cients réels c1,c2, :::; cm,:::tels que l�on ait, pour n impair assez grand,

x2; n = �1 +
1X
m=1

cm
nm

c1 = �b; c2 = �
b2

2
+
b

2
+
b
p
5

10
; c3 = �

b3

6
+
b2
p
5

10
+
3b2

5
� 3b

10
� b

p
5

10

où b = � log 5
2

= �0:805:::et les coe¢ cients cm véri�ent jcmj �
5

4

�
11

2

�m
:

Remarque 3.3.1 :

Notons que b est la racine réelle de exp(�b) =
p
5 et que si l�on prend une racine complexe,

b = � log 5
2

+ 2i�k, on obtient un développement en série d�une autre racine de Hn(z):

Preuve.

Pour démontrer ce théorème, nous utilisons le théorème des fonctions implicites analytique.

Considérons l�équation Hn(z) = 'z
n+1 � ('� 1)zn � 1 = 0, où ' = 1 +

p
5

2
:

En faisant le changement de variable z = �w; dans l�équation Hn(z) = 0, on obtient,

Hn(�w) = (�1)n+1'wn+1 + (�1)n+1('� 1)wn � 1 = 0:

Comme n est impair, il vient

'wn+1 + ('� 1)wn � 1 = 0 (3.3.1)

En remplaçant le paramètre discret n par la variable réelle x = 1=n, et en posant

w = exp(xy), l�équation (3:3:1) devient,

'e(n+1)x y + ('� 1)enx y � 1 = 0;
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3.3. Développement du zéro négatif de Gn ou de Hn

cette dernière est équivalente à l�équation

'e yexy + ('� 1)e y � 1 = 0

En divisant par e y; on obtient :

'exy + ('� 1)� e�y = 0

Posons

F (x; y) = 'ex y + ('� 1)� e� y = 0:

Soit b la racine réelle de l�équation e�z =
p
5; on a

F (0; b) = '+ ('� 1)� e� b = 2'� 1�
p
5 = 0

et
@F

@ y
(x; y) = 'xex y + e� y

d�où
@F

@ y
(0; b) = e� b =

p
5 6= 0:

Posons comme dans le théorème précédent,

G(x; y) = �@F
@x
(x; y)=

@ F

@ y
(x; y)

et montrons que le rectangle R = R(0; b; s = 2=11; r = 1=3) est un rectangle de sécurité

pour l�équation di¤érentielle y0 = G(x; y):

On a,
@F

@x
(x; y) = 'yexy, et

@F

@ y
(x; y) = 'xex y + e� y

et pour jxj � s et jy � bj � r, on obtient :
la majoration ����@F@x (x; y)

���� � (jbj+ r)'es(jbj+r) � 2:26
et la minoration ����@F@y (x; y)

���� � ��e�y��� jxj'ejxyj � e�b�r � 'ses(jbj+r) � 1:24
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3.3. Développement du zéro négatif de Gn ou de Hn

d�où ��������
@F

@x
(x; y)

@F

@y
(x; y)

�������� =
2:26

1:24
= 1:82 <

r

s
=
11

6

donc R est bien un rectangle de sécurité pour G:

On peut donc appliquer la proposition 3:1:1 , et il existe des coe¢ cients dm telle que la

série

y(x) = b+
1X
m=0

dmx
m

véri�e F (x; y(x)) = 0:

De plus la fonction z(x) = �w(x) = � exp(xy(x)) = � exp
� 1P
m=0

dmx
m+1

�
est analytique

pour jxj � s; elle peut donc s�écrire

z(x) = �1 +
1X
m=1

cmx
m (3.3.2)

comme x =
1

n
, alors z(

1

n
) = �1 +

1P
m=1

cm
nm
.

Et pour n assez grand, la série �1 +
1P
m=1

cm
nm

est convergente de somme Sn et

Sn = z(
1

n
) est bien racine de Hn(z) = 0:

Les coe¢ cients cm, se calculent par la méthode précédente.

Dans ce rectangle R, on a jy(x)j � jbj+ r et jzj = j!j � ejx yj � es( jbj+r) � 5

4
;

en utilisant le théorème des résidus, on obtient la majoration suivante des modules des

coe¢ cients cm; jcmj =

�������
Z
jxj=s

z(x)

xm+1
dx

������� �
5

4sm
=
5

4
�
�
11

2

�m
:

Remarque 3.3.2 :

La valeur de b a été obtenue comme la racine réelle de e�b =
p
5 . Si l�on prend pour b

une racine complexe b = � log 5
2
+ 2ik�, on obtiendra le développement en série d�une autre

racine de Hn(z):

Lorsque n est pair, Gn(z) admet un zéro reél négatif z = x2; n (cf.[7] ). Nous avons le
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3.3. Développement du zéro négatif de Gn ou de Hn

Théorème 3.3.2 :

Il existe des coe¢ cients réels ec1,ec2, :::;ecm,:::tels que l�on ait, pour n pair assez grand,
x2; n = �1 +

1X
m=1

ecm
nm
:

où ecm est obtenu en remplaçant dans cm; p5 par �p5:
Preuve.

Se démontre avec la même méthode précédente.

Le changement de variables z = �! dans l�équation

Gn(z) = ('� 1)zn+1 � 'zn + 1 = 0

conduit à

('� 1)!n+1 + '!n � 1 = 0

cette dernière est à un signe près, la conjuguée de l�équation

'wn+1 + ('� 1)wn � 1 = 0; obtenue en remplaçant
p
5 par �

p
5:
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Chapitre 4

Méthode des séries hypergéométriques

4.1 Introduction

La méthode du développement en série hypergéométrique est appliquée au cas des équa-

tions du type :

yN + xyP � 1 = 0 ; y(0) = 1; (4.1.1)

où N et P sont deux nombres réels positifs.

Elle permet de déterminer un développement en série hypergéométrique des racines de

l�équation considérée.

Cette méthode utilise un résultat de G. Belardinelli (cf .[2]).

4.2 Développement en série de la racine positive de Gn(z)

Rappelons que d�après ce qui précède, la règle des signes de Descartes (cf [9]), a¢ rme que

Gn(z) admet deux racines réelles positives, z = 1, et une z = x1; n ( x1;n 6= 1 ), dans [7]
l�estimation suivante est donnée :

'2(1� '�2n) � x1; n � '2(1� '�2n�1) où ' =
1 +

p
5

2

Le théorème que nous démontrons dans ce qui suit, améliore sensiblement l�éstimation précé-

dente :
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4.2. Développement en série de la racine positive de Gn(z)

Théorème 4.2.1 (cf[13]) :

Soit x1; n la racine positive di¤érente de 1 du trinôme Gn, dé�ni par

Gn(z) = ('� 1)zn+1 � 'zn + 1:

On a le développement en série, convergent pour n � 1;

x1; n = '
2

 
1�

1X
k=1

1

k'(2n+1)k

�
(n+ 1)k � 2

k � 1

�!

La démonstration de ce théorème repose essentiellement sur la :

Proposition 4.2.1 :

Soit N et P deux nombres réels positifs, et � un nombre réel.

On pose Q = N � P .
Le rayon de convergence de la série entière

y�(x) =
X
k �0

(�1)k �

�+ Pk

�
(�+ Pk)=N

k

�
xk (4.2.1)

vaut

R =
N�

P P jQjQ
�1=N (4.2.2)

Avec la convention 00 = 1. De plus, pour jxj < R, on a y�(x) = ( y1(x))
� et

y(x) = y1(x) véri�e l�équation

yN + xyP � 1 = 0: (4.2.3)

La preuve de cette proposition nécessite le lemme 4:2:1.

On désigne par [xn] y(x) le coe¢ cient de xk dans la série entière y(x).

Lemme 4.2.1 :

Soit une série entière U(x) = 1 +
P
n�1

Un x
n, V (x) une série entière véri�ant

V (x) = U (xV (x)) et soit t 2 R et n � 1, si Un(t) = [x
n] U(x)t et Vn(t) = [xn] V (x)t

alors

Vn(t) =
t

t+ n
Un(t+ n):
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4.2. Développement en série de la racine positive de Gn(z)

Preuve.

Se démontre grâce à la Formule d�inversion de Lagrange :

Lemme 4.2.2 (Formule d�inversion de Lagrange)( cf [20]) :

Soit U(x) une série entière avec U(0) 6= 0. Posons W (x) = x

U(x)
:

Soit f(x) une série entière.

Alors la relation W (f(x)) = x équivaut à f(x) = xU(f(x)) et on a pour n, k 2 N

n [xn] f(x)k = k
�
xn�k

�
U(x)n:

En particulier, pour k = 1 on a

[xn] f(x) =
1

n

�
xn�1

�
U(x)n

Preuve. (du lemme 4:2:1)

Posons W (x) =
x

U(x)
et f(x) = xV (x) alors W (xV (x)) = x et d�aprés le lemme

4.2.2, pour n; k 2 N on a

[xn] (xkV k(x)) =
k

n

�
xn�k

�
U(x)n

soit

Vn(k) =
�
xn+k

�
( xkV k(x)) =

k

n+ k
[xn]U(x)n+k =

k

n+ k
Un(n+ k)

Comme Un (t) et Vn(t) sont tous les deux des polynômes en t de degré � n; ceci établit

l�égalité pour tout nombre réel t:

Preuve. (de la proposition 4.2.1)

Le cas N = 1 et P = 2 est traité dans ([19], page 133 ).

Nous utilisons une idée dûe à J .Zeng (cf.([20])

On distingue deux cas

(i) Lorsque N = P > 0; l�équation

yN + xyP � 1 = 0

s�écrit

y = (1 + x)�1=P
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4.2. Développement en série de la racine positive de Gn(z)

et l�on retrouve pour y� la formule du binôme avec un rayon de convergence égal à 1.

(ii) Lorsque N 6= P , la valeur de R s�obtient par la formule classique de Hadamard

1

R
= lim

k!+1
sup

���xk� y�(x)��1=k
Posons

ak =
�
xk
�
y�(x) = (�1)k �

�+ kP

��+ kP
N
k

�
;

pour calculer lim
k!+1

sup jakj1=k ; nous évaluons
��+ kP

N
k

�
en utilisant la formule de Stirling

étendue aux nombres complexes :

z! = � (z + 1) �
p
2�zz+1=2e�z.

D�aprés le théorème des fonctions implicites analytiques, il existe une série entière y(x)

solution de (4:1:1)

avec y(0) = 1.

On pose

U(x) = (1� x)P=N ; et V (x) = y P ;

V (x) véri�e la relation,

V (x) = (1� xV (x))P=N

Comme,

Uk(t) =
�
xk
�
U(x) t =

�
xk
�
(1� x)Pt=N = (�1)k

�
Pt=N

k

�
le lemme 4:2:1; implique alors,�

xk
�
y� =

�
xk
�
V (x)� =P = (�1)k �

�+ Pk

�
(�+ Pk)=N

k

�
et comme

�
xk
�
y� désigne le coe¢ cient de xk dans la série y� , donc

y�(x) =
X
k �0

(�1)k �

�+ Pk

�
(�+ Pk)=N

k

�
xk:

Ce qui achève la preuve de la proposition.

Preuve. (du théorème)

L�équation Gn(z) = 0; peut s�écrire sous la forme
1

'
zn+1 � 'zn + 1 = 0; puisque
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4.2. Développement en série de la racine positive de Gn(z)

'2 � '� 1 = 0; ce qui est équivalent à ' = 1 +
1

'
:

En e¤ectuant les changements de variables z = '2y, on obtient

'2n+1yn+1 � '2n+1yn + 1 = 0;

en posant y =
1

Y
et en divisant par �'2n+1; il vient

Y � 1

'2n+1
Y n+1 � 1 = 0

cette équation est de la forme :

yN + xyP � 1 = 0,

avec N = 1; P = n+ 1; � = �1 et x = � 1

'2n+1
(4.2.4)

on peut donc lui appliquer la proposition 4:2:1.

La formule (4:2:1), implique

Y�1(x) = (Y (x))
�1 =

X
k �0

(�1)k �1
�1 + (n+ 1)k

�
(�1 + (n+ 1)k)

k

�
'�(2n+1)k

et comme �
(n+ 1)k � 1

k

�
=
(n+ 1)k � 1

k

�
(n+ 1)k � 2

k � 1

�
et que z = '2y = '2Y �1 , on obtient

x1;n = '
2

"
1�

X
k �1

1

k'(2n+1)k

�
(n+ 1)k � 2

k � 1

�#

d�après (4:2:2), le rayon de convergence est R =
N

(P P jQjQ) 1N
, d�où :

R = Rn =
1

(n+ 1)n+1n�n
=

1

(n+ 1)(1 +
1

n
)n

comme (1 +
1

n
)n � e; donc

R � 1

e(n+ 1)
:

L�étude de la fonction :

t 7! '2t+1 � e(t+ 1):

montre que pour tout t � 3

2
, on a '2t+1 � e(t+ 1) � 0; ce qui entaine

1

'(2n+1)
< Rn pour n � 2 , et pour n = 1; on a R1 =

1

4
>
1

'3
= 0:236:::

Ce qui termine la démonstration du théorème.
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Annexe

Calculs numériques

Dans ce qui suit nous donnons deux programmes écrits en Maple, ces programmes

nous ont permis de véri�er les résultats théoriques des deux théorèmes ( 2:3:1 et 3:2:1).

Le programme 1, calcul les racines approchées zk de l�équation fn; n+1(z) = 0; rk et rho,

et fait le test jzk � xkj � �:
L�algorithme qui nous a permis d�écrire ce programme est inspiré de la méthode de A.

Schinzel.

Le théorème 2:4:1 n�est valable que pour les polyômes de degré n � 28:
Pour nous calculs nous avons choisi n = 30:

notons que ce programme a été éxecuté à l�aide d�un ordinateur (Pentieum 4, 1:72GHz, 120

Mo de RAM), nous avons fait les calculs j�usqu�à n = 700. On peut sans doute aller loin

avec un ordinateur plus puissant.

Le programme 2, calcul les 2n coe¢ cients du développement en série des racines du trinôme

fn;n+1(z) = z
n+1 � (n+ 1)z + n; la méthode utilisée est celle de Delange.

Programme 1:

f:=proc(n,z) z^(n+1)-(n+1)*z+n end;

r:=proc(k,n) evalf((2*(n+1)*sin((4*k+1)*Pi/(4*n+2)))^(1/(n+1))) end;

ro:=proc(k,n) evalf(3*(r(k,n)-1)/(r(k,n)^n-1)) end;

xk:=proc(k,n) evalf(evalc(r(k,n)*exp(I*Pi*(4*k+1)/(2*n+1)))) end;

test:=proc(n) local u,j,k,rho,z,com,li,lis,mi,kmax,rr,rh:
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Annexe

li:=fsolve(f(n,z),z,complex):

maxk:=0:kmax:=-1:

for k from 0 to n/2 do

rr:=r(k,n):

u:=xk(k,n): rh:=(rr-1)/(rr^n-1):

for j from 1 to n+1 do

if (abs(li[j]-u))/rh<3. then mi:=(abs(li[j]-u))/rh �:od:

print(�n=�,n ,�k=�,k,mi):

if mi > maxk then maxk:=mi:kmax:=k �:od:

print (�n=�,n,�Max=�,maxk,�kmax=�,kmax):end;
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Table des valeurs obtenus pour n = 2

k zk xk jzk � xkj =Rh �

0 �2; 1; 1 0:993885 + 0:722100i 1:60927 1:34618

1 �1:81712 0:515196 1:06492

Table des valeurs obtenus pour n = 10 :

k zk xk jzk � xkj =Rh �

0 0:921738� 0:796364i 1:03454 + 0:155932i 1:97386 0:242741

1 �1:09704� 0:756988i 0:885968 + 0:822056i 1:19287 0:110760

2 �0:465689� 1:22950i 0:282339 + 1:23697i 1:03854 0:0821883

3 0:310291� 1:24228i �0:475566 + 1:21170i 0:874850 0:0698064

4 �1:33859 �1:08981 + 0:743018i 0:736623 0:0640626

5 1 �1:32446 0:679834 0:0623535

Table des valeurs obtenus pour n = 30:

k zk xk jzk � xkj =Rh �

0 1 1:01385 + 0:0522610i 2:03580 0:0796716

1 �1:14441 1:03396 + 0:272297i 1:28304 0:0322134

2 �1:11996� 0:234369i 0:974508 + 0:487090i 1:23724 0:0222318

3 �1:04765� 0:458564i 0:864186 + 0:683980i 1:19616 0:0175226

4 �0:930677� 0:662856i 0:711832 + 0:853277i 1:15443 0:0147279

5 �0:774165� 0:838387i 0:525525 + 0:987002i 1:10970 0:0128743

6 �0:584990� 0:977564i 0:314067 + 1:07896i 1:06471 0:0115604

7 �0:371472� 1:07439i 0:0870770 + 1:12487i 1:01589 0:0105899

8 �0143012� 1:12471i �0:145337 + 1:12253i 1:969874 0:00985851

9 0:0903011� 1:12644i �0:372856 + 1:07189i 0:922060 0:00929721

10 0:318118� 1:07961i �0:585469 + 0:975015i 0:877308 0:00886902

11 0:530249� 0:986400i �0:773815 + 0:836026i 0:837938 0:00854526

12 0:717038� 0:851037i �0:929630 + 0:660892i 0:803684 0:00830793

13 0:869626� 0:679596i �1:04608 + 0:457163i 0:774960 0:00814575

14 0:979887� 0:479665i �1:11805 + 0:233639i 0:761878 0:00805149

15 1:03891� 0:259440i �1:14240 0:751891 0:00801978
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Programme 2:

g:=(exp(t)-1-t)/t ;

eq:=subs(t=Y,g)-subs(t=-x*Y,g);

net:=proc(s,z) subs(O(1)=0,map(normal,series(s,z))) end:

calcgdg:=proc(Y,z,k)

local expy,unsurexpy,zosurY,logexpy,c0,c1,val,s,y;

s:=series(Y,z,3);

c0:=subs(exp(b)=1+b,exp(coe¤(s,z,0)));

val:=op(2,s);

zosurY:=1/op(1,s);

y:=Y-coe¤(s,z,0);

s:=series(y,z,2);

c1:=coe¤(s,z,1);

expy:=1+c1*z:

unsurexpy:=1/expy;

Order:=2;

to k do

unsurexpy:=net(unsurexpy*(2-unsurexpy*expy),z);

Order:=2*Order-1;

unsurexpy:=net(unsurexpy*(2-unsurexpy*expy),z);

logexpy:=net(Int(di¤(expy,z)*unsurexpy,z),z);

expy:=net(expy*(y+1-logexpy),z);

zosurY:=net(zosurY*(2-zosurY*Y/z^val),z)

od;

net((c0*expy-1-Y)*zosurY/z^val,z),

net((c0*expy*(Y-1)+1)*zosurY*zosurY/z^(2*val),z)

end:

Order:=2:

y:=b-b*x/2:

invden:=1+(b/2-1)*x:
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for i to nbiter do

print(i);

gdg:=calcgdg(y,x,i);

gxdgx:=calcgdg(-x*y,x,i);

Order:=2*Order-1;

invden:=net(invden*(2-invden*(gdg[2]+x*gxdgx[2])),x);

y:=net(y-(gdg[1]-gxdgx[1])*invden,x);

od:

y;

z:=taylor(exp(x*y),x=0,2^nbiter);

print(z);

Pour n = 2, les résultats obtenue sont les suivants:

z = 1 + bx+ (�1
2
b+

1

2
b2)x2 + (

3

8
b� 11

24
b2 +

1

16
b3)x3 +O(x4)

où b est une racine complexe de l�équation et � t� 1 = 0:
Les premièrs coe¢ cients du développement en série entière obtenu pour n = 5 sont :

c1 = b, c2 = �
1

2
b+

1

2
b2; c3 =

3

8
b� 11

24
b2 +

1

16
b3; c4 =

7

16
b� 5

16
b2 +

5

24
b3 +

1

24
b4;

c5 =
35

128
b� 163

384
b2 +

133

576
b3 � 181

2880
b4 +

1

120
b5:
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié trois méthodes de localisation de zéros de polynômes

dans le plan complexe. Nous avons appliqué ces méthodes à deux familles particulières de

trinômes.

Nous pensons pouvoir les généraliser à des polynômes à coe¢ cients réels de la forme

azn+ bzm+ czp+d; et améliorer la constante e¤ective A intervenant dans le théorème 2:3:1,

ce qui permettra de le rendre valable pour les polynômes de degré n � 27:

Notons par ailleurs que le sujet traité est trés vaste et que beaucoup reste sans doute

à faire dans ce domaine. Nous envisageons d�autres pistes de recherche sur le produit des

racines, la mesure et la hauteur d�un polynôme.
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