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LOCALISATION DES ZEROS DE POLYNOMES
DANS LE PLAN COMPLEXE

Résumé

Le probléeme de localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe est un sujet
trés classique; plusieurs auteurs se sont attelés a ce probléme dont ( M. Marden , A. Schinzel,

M. Mignotte, ...)

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au cas de deux familles particulieres de trindmes.
La premiére famille provient d’un probléme physique ( Théorie du Signal ) ( cf. [15], [18]

[12] et [14]), la deuxiéme est liée aux polynomes caractéristiques des suites de Fibonacci [7].

Trois méthodes seront exposées et utilisées pour cette étude, il s’agit de ;
la méthode des solutions approchées ; la méthode utilisant les fonctions implicites analy-
tiques et enfin la méthode utilisant la théorie des séries hypergéométriques [2].

Grace aux logiciel Maple, nous avons pu vérifier certains des résultats théoriques énoncés.
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Introduction

Dans de nombreux secteurs de 'activité scientifique, on est amené a résoudre des équa-
tions de type polynomiales.
Les méthodes heuristiques classiques pour obtenir les solutions approchées ne donnent en
fait, ne peuvent donner de bons résultats que si les zéros du polynéme considéré ont été
préalablement localisés, d’ou I'intérét de I’étude de la localisation des zéros de polyndémes a
coefficients réels ou complexes dans le plan complexe.
Le livre de M. Marden [17] “ Geometry of polynomials ” qui rassemble de trés nombreux

résultats sur ce sujet, constitue un ouvrage de référence important dans ce domaine.

Dans ce mémoire, notre intérét s’est porté essentiellement sur ’étude de la localisation

des zéros de deux familles particuliéres de trindbmes définies par :

fonii(z)=2""' —(n+1)z+n (0.0.1)
Gn(2) = (p— 12" — 2"+ 1 et Hy(2) = p2"" —(p—1)2" — 1 (0.0.2)
1 )
ol ¢ est le nombre d’or, ¢ = +2\/_.

La premiére famille de trindomes f, ,11(z) provient d’'un probléme physique (Théorie
du Signal), elle a été étudiée par J. -L. Nicolas et A. Schinzel (cf [18] et [12]).

La seconde famille de trinomes G, (z) et H,(z) est lite aux polyndomes caractéristiques
des suites de Fibonacci ; ces deux trindmes ont été étudiés par K. Dilcher, A. F. Horadam

et G. Shannon (cf [7]).

Nous étudions également la famille de trindmes définie par :

foa(z)=2"""—az+a—-1 oi a€R. (0.0.3)



Introduction

On notera que G,,(2) est le polynéme réciproque de f,, ,,(2), et ainsi 'ensemble des polynomes

fn, o(2) dépendants de deux parameétres, englobe les deux premiéres familles de trindomes.
Trois méthodes sont utilisées pour localiser les racines de ces trinémes :

La méthode des solutions approchées (ou méthode de A. Schinzel ), nous I’avons appliquée

aux polynomes f, ,+1(2) et étendue a la famille f, ,(2).

Les deux autres méthodes sont basées sur le théoréme des fonctions implicites analytiques,

les séries hypergéométriques et la formule d’inversion de Lagrange ( cf [20] ).

Ce présent mémoire est constitué de quatre chapitres.
Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques résultats classiques concernant
la localisation des zéros d’un polynéme dans le plan complexe; nous exposons entre autres
le théoreme de Cauchy ( cf [17] ), qui donne la localisation dans un disque et le théoréme

d’Enestrom-Kakeya ( cf [17] ), qui donne la localisation dans une couronne.

Dans le deuxiéme chapitre, nous exposons la méthode des solutions approchées puis nous

I'appliquons aux deux trinémes f,, ,4+1(2) et fi, o(2).

Le troisiéme chapitre est consacré a la méthode des fonctions implicites analytiques
(cf [4] et [5]), cette méthode diie a H. Delange permet sous certaines conditions de déter-
miner le développement asymptotique des zéros d’un polyndéme. Son application au trindbme
fn. n+1(2), nous a permis d’obtenir un développement en série entiére par rapport a 1/n des
racines de 'équation f, n+1(z) = 0. Aussi nous avons obtenu un développement en série
entiére suivant les puissances de 1/n pour la racine réelle z, ,, de G,,(2) =0 ou H,(z) =0

(selon la parité de n ).

Dans le quatrieme chapitre, nous étudions la méthode du développement en série hy-
pergéométrique des racines d'un trindme, cette méthode est die a G. Belardinelli (cf [2]).
Elle utilise la formule d’inversion de Lagrange et le théoréme des fonctions implicites ana-
lytiques. En lappliquant a ’équation G,,(z) = 0, nous avons obtenu un développement en

série hypergéométrique pour la racine positive x;, ,, différente de 1 du trinéme G,,(2).

Enfin, nous terminons par une conclusion et une annexe ol sont donnés deux programmes

écrits a ’aide du Maple.



Chapitre 1

Quelques résultats classiques

de localisation de zéros de polyndmes

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous énongons avec démonstrations quelques théorémes sur
la localisation des zéros d’un polynéme dans le plan complexe. Nous nous sommes intéressés
particulierement a la localisation dans un disque, dans une couronne ainsi que la localisation

relativement & un secteur.

Les théorémes de Cauchy [17], d’Enestrom Kakeya [17], de Birkhoff [17] et Pellet [17].
y sont exposés suivis de démonstrations et d’exemples d’application. Nous énoncons le
théoréme d’Erdos - Turdn (cf [10] ) qui donne la répartition dans le plan complexe des

argument des zéros d’un polynome & coéfficients quelconques.

Enfin nous rappelons le théoréme de Rouché [4], le principe du maximum [4], ainsi que

le théoréme des fonctions implicites.
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1.2 Localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe

1.2.1 Localisation des zéros d’un polynéme dans un disque

Théoréme 1.2.1 (Cauchy)(cf[17] ):

Soit P(z) = ag+ a1z + ... + 12"+ a, 2™ un polynome a coefficients complexes

de degré n > 1 (a, # 0) tel que les coefficients ag, ay, ..., a,_1, ne soient pas tous nuls.
Alors, tous les zéros de P sont dans le disque |z| < r, o r est la racine réelle positive de
I’équation.:

|ao| + lar| z + lag| 2% + ..+ |ap 1] 2" — |ag| 2" = 0
Ce théoréme est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.2.1 :

Soitn > 1, et ag,a,...,an_1,a, , (n+ 1) nombres complexes tels que
(‘ag,ay,...,an—1,a,) #(0,0,0,...,0)

et

F(2) = |ao| + |a1] z + |aa] 2% + ... 4 |ap_1] 2" 7" — |an| 2"
Alors il existe un unique nombre réel o > 0 tel que
Fla)=0
et vérifiant de plus

F(z) > 0 pour 0<z<a«

F(zx) < 0 pour z>a.

Preuve. (du lemme 1.2.1)
Soient ag, ay, ..., a,_1, n nombres complexes non tous nuls, a,, un nombre complexe non nul,

et

i
L

F(z) = lax| 2 — |an| 2"
0

>
I
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Pour x € ]0,4+00], on pose :

_ F(z) _ Jaol |ai |
xn xn xnfl

|an—1]

+...+ — |ay| -

La fonction f ainsi définie est continue et strictement décroissante de +00 a — |a,| quand =
parcourt U'intervalle 0, +oo[. Il en résulte d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
'existence et I'unicité d’un nombre réel positif « tel que f(a) =0

et vérifiant

f(x) > 0, pour 0 <z <«

f(z) < 0, pour z > «

comme pour tout x > 0, on a: F(x) = a" f(z), le lemme en résulte. m

Preuve. (du théoréme de Cauchy 1.2.1)
Soit P(z) = ag+ a1z + ... + Ap_12""1 4 a, 2", un polyndome a coéfficients complexes avec
a, # 0, alors

P(2)] > lan| |2"] = [laol + la| [2] + .. + lan-a| |2 7] .

D’aprés le lemme 1.2.1, il existe un unique nombre réel r positif tel que
|an| 7™ = [lao| + |ar| 7 + ... + |ap_1| 7" 7'] = 0.
De plus, pour |z| > r, on a
Janl 12"] = [Jaol + la]|2] + . + lana [271]] > 0

d’ou I'on déduit que |P(z)| > 0, pour |z| > r, donc tous les zéros de P sont dans le disque

2| <r. m

Théoréme 1.2.2 (Cauchy)[17]:
Soit P(z) = ap + a1z + .. + ap_12""1 + an2", a, # 0 un polynéme a coefficients complexes

de degré n > 1, alors tous les zéros de P sont dans le disque:

2] <14+ max |ag/ay]
0<k<n—1
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Preuve. (du théoréme 1.2.2)

Soit P(2) = ag + a1z + ... + 12" + a,2", avec a, # 0.

Posons
M =max|—|, pour 0 <k<n-—1.
On a
n n—1
[P(2)] = lag| 2" = [ao + |ar| 2] + ... + |an—1| [2[""]
d’ou :
n ap 1 a1 Ap—1 1
\P(2)| > |an| |2]" |11 = | |—=| = + | —| =g + -+ | — | -7
an| 2" |an ] |2] an | 2|
comme pour tout £, 0 < k<n—1,ona:
| <y
Qn,
on obtient : .
PO b o 1= 31
j=1
D’ou
o0 '
|P(2)] > |an| |2]" [1 —- M) IZIJI
j=1
+0oo y +oo o 1
Pour z tel que |z| > 1, la série Y |2]” 7 converge et on a > |2|” 7 = o1
j=1 j=1 2l =

par suite pour |z| > 1, on a :

P> laal o7 [1 = 2] = 2 (L)

2| =1 2|

Si|z| > 1+ M alors |P(z)| > 0, donc P admet tous ses zéros dans le disque |z| <1+ M. =
Application du théoréme de Cauchy :
Soitn >1et
fu2) = fonin=2"" = (n+ 1)z +n.

Montrons que tout zéro de f, est situé dans le disque |z| < (2n)Y/™.

Pour n = 1 et pour n = 2, ce résultat se vérifie facilement a ’aide d’un calcul directe des
racines.

Supposons donc n > 3, et considérons I’équation associée a

F(z)=n+(n+1)z— """ =0.
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Soit z une racine de 1’équation F, (z) =0

Y7 4] suffit de montrer que la racine réelle positive r de

pour montrer que |z| < (2n)
F.(2) = 0, satisfait 'inégalité r < (2n)/". 1l est suffisant pour cela de montrer que pour
n >3,

Fy ((Qn)l/n) <0,

on a

F, (2n)Y") = n+(n+1)(2n)"/" - ((Qn)l/n)"ﬂ

_ (Qn)l/n

n—1

- (n—l)ll—l—

Montrons que pour n > 3, I’expression entre crochet est négative.

1 n—1
<1+ ) <3
n—1

En effet pour n > 3, on a :

alors
1 \" 1 3n
1 <311 =
(+n—1> - (+n—1) n—1
or
3
pour n > 3, " <2n
n—1
donc :
1 n
<l—|— ) < 2n
n—1
d’ou
1 < (2n)Y/"
+—— < ()

si et seulement si

ce qui achéve la démonstration.
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Théoréme 1.2.3 (Pellet) [17]:

Soit P(z) = ap+ar1z+...4a,2P +...4+a,2", a, # 0, un un polynome & coefficients complexes
de degré n > 1

Si

F,(2) = |ao| + |ar| 2 + o 4 |ap_1] 2771 = |ap| 27 + |aps] 227 + o+ |an| 2"

admet deux zéros réels positifs r et R, avec r < R.
Alors
1) P(z) admet exactement p zéros dans le disque |z| < r.

2) P(z) ne s’annule pas dans la couronne r < |z| < R.

Preuve.
La preuve repose sur le théoréme de Rouché ( cf [4] )
Soit p un nombre réel positif tel que r < p < R
comme

F,(z) >0, pour 0 <z <r etpour z> R

il en résulte que pour tout nombre réel € > 0, suffisamment petit,
F,(p) <0 pour r+e<p<R—c¢
or I'inégalité F), (p) < 0 est équivalente a :
Fy () = laol + lar| p + o+ lap1| 977 — lagl 7 + lapsa| 470 + o+ [an] " < 0

si et seulement si
n

p—1
lapl 07 > laglp? + > ag| .
=0 j=pr

Posons
n

F2)= > ap/,  g(2)=ay"

J=0, j#p
puisque pour |z| = p, on a

n

FI< D agl o’ < ayl o =1g(2)] # 0.

J=0, j#p
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le théoréme de Rouché implique alors que le polynoéme P(z) = f (2)+ ¢ (z) posséde le méme
nombre P de racines que ¢ (z) dans le cercle |z| < p
Comme r < p < R, il en résulte que P(z) admet exactement p zéros dans le disque |z| < 7,

et aucun zéros dans la couronne r < |z| < R. =

Théoréme 1.2.4 :

Pour tout p et q tels que p>1,q>1et1l/p+1/qg=1.

Le polynoéme P(z) = ag+ a1z + ... + Ap_12" P+ an2", a, # 0, a tous ces zéros dans le cercle
1/q

» a/p
] < (1+nq/p Mq)l/q'

n—

Q

2] <1+ —L

]

n

1
J=0

Avec M = max , j=0,1,...n—1.

4
n

Preuve.

La preuve repose sur I'inegalité de Holder ( cf [17] )

= j=1
ott aj > 0, B; > 0 pour tout j, 1 < j < n, p et q entiers > 1, vérifiant 1/p+1/q = 1.
On a

P > [anl "] = [Jao] + laa] [2] & o + an_a |71

ou encore

P()] 2 an] |2 — (Z a5 W-)

J=0

L’inégalité de Holder permet d’écrire :

n—1 1/17 n—1 1/q
[P(2)| = lan| [2"] = ( |aj|p) ( |Z|Jq>
7=0 7=0

d’ou
n—1 a P 1/p n—1 1 1/q
n _ 2
|P(2)] > lan||2"] {1 (Z an ) ( |Z|(n—])Q>
= =0
comime .
— 1 =1
.
j:0|Z|( i j:1|z|]q
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o
1 1
et que pour |z| > 1, la série géométrique Z—’ ’jq de raison W est convergente et a pour
— |z z
=1
somme /
j=1 2 [ =1
nly g 1/p ] 1/q
On obtient alors |P(z)| > |a,||z"| < 1 — o'} (q—)
= lan |z|T — 1
en posant
n—1 P\ 1/P
A = ( 5 )
P ' a, )
7=0
on obtient

2|7 — /g
]P(z)|>|an||zn|{1_¢}:lanHZn|{<| ’ 1) Ap}.

(J2]% — 1)/ (]2]% — 1)V

Si|z|? > 1+ AZ alors [P(z)] >0

or I'inégalité |z|* > 14 AY est équivalente &

2] > (14 A2)

p> q/p

par suite P(z) a tous ses zéros dans le disque :

1/q

n—1
a
2] < {1+ (Z .

'}
g=0 """

a;

an

on obtient,

P\ 4/ n—1 \ 9P
) < M1 (Zl) — nd/P e
j=0

En posant : M =  max
§=0,1,....n—1

n—1<
=0

1=

%
an
ol : a/p \ra) /e

dou: |z[ < (1+n¥PM9)"". =

Remarque 1.2.1 :

n—1

5y 1/2
Pour p=q =2 on obtient: |z|<{1+2‘%’ } -

2
=0 |an|

Ce résultat est démontré par Carmichael-Mason Kelleher et Fujiwara (cf [17]).

10
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Nous obtenons des résultats analogues aux précédents dans le cas des développements d’un

polynéome donné, en fonction de certains polynomes orthogonaur Vi(z) avec
degVy(z) =k

et
Z CL]ZJ Zbk\yk

Lorsque W (z) est le polynome d Hermzte, J. Turan a établi I’analogue du théoréme 1.2.2.

Désignons par Hy(z) le polynome d’Hermite de degré k, Hy(z) est donné par la formule de

Rodrigues :
H o k 22 dk —Z2
() = (DR (e ),
Théoréme 1.2.5 (Turdn):
Soit P(z) tel que :
Za]zj Zkak ot apb, # 0. (1.2.1)

On pose :
M* = max |bk/b|

0<k<n

Alors tout zéro z de P(z) vérifie :
Im(2)| < 1/2(1 + M™).

Preuve.
On a Hy(z) = (1) ezzd—lC (e‘z2> .
dzk
Nous montrons par récurrence que pour tout entier k ; 1 < k < n, Hg(z) est un polynome

de degré k.

Posons
y= f(z)=e"
et désignons par f* (z), la dérivée d’ordre k de f .
On a
f'(z) = i(e’zz) = —2ze 7
= —

11
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d’ou

donc H;(z) est un polynome de degé 1.
Supposons que H(z) est un polynome de degré k.
Montrons que Hyy1(2) est aussi un polynéme de degré (k+1).

La relation

(k) LA
f (2)2@(6 )
implique
F®(2) = (=1)fe " Hy (2)
d’ou

% () = F ®49(=) = (~1)* (=22Hy () + H'y(2)) =

en multipliant les deux membres de cette derniére relation par (—1)’“622, il vient

Hon() = (-1 T = (<22, () + Hy(2))

d’ou 'on déduit que Hy,1(z) est un polynéme de degré (k + 1)

par suite pour tout k, Hy (z) est un polynome de degré k

2) Montrons que tous les zéros de Hy(z) sont réels
f(z) = e, implique f'(z) = —2ze %" = —2z2f(2)

en appliquons la formule de Leibniz a l'ordre (k — 1), on obtient :

k—1
F®)==2> 0720 E 90 (z) = 2[00 2 BV (2) + O f B (2)]
=0
d’ou
fFW(2) = =22 D) —2(k = 1) f *2)(2) (1.2.2)

2

comme : f ®(z) = (=1)" H, () e =",
en remplacant dans (1.2.2) puis en multipliant par (—1)*¢** les deux membres de la relation

obtenue, il vient :

Hi(z) = —2z(=1)""Hi(2) = 2(k = 1) (=) H_,(2)
= 2zH; 1(2) = 2(k — 1) H;_,(2).

12
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d’ou la relation :

Hi(2) = 2:H,_,(2) — 2(k — 1) H,_y(2).

Cette derniére relation montre que les polynomes Hj, (z) d’Hermite, constituent des suites

de Sturm ( cf [9] )du type
Pj1(x) = (ajz + b;) Py (x) = ¢j-1Pj1 (2)

ot P; est un polynoéme de degré j et a;, b; et c¢;_; sont des nombres réels positifs.
D’aprés le théoréme de Sturm, les racines de Hj, (z) sont toutes réelles.

3) Montrons que les zéros de P (z) se situent dans la bande
Im(z)| < 1/2(1+ M™)

avec les notations précédentes on a :

z

2
y =e *, alors

et

H,(2) = (—l)k e [QZy(k) + y(k+1)] . (1.2.3)
Montrons que 'on a :
yFD) 4 959 () — 9y (k=1 (1.2.4)

On raisonne par récurrence sur k.

Pour £ =1, ona :

gD =y = =227 et y” =422 —2e77,

d’ou :
Y 42y 422y =0

Sopposons que pour k donné on a :

13



1.2. Localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe

En dérivant (1.2.5), il vient :
y(k+2) + Qk;y(k) + 2y(k) + QZy(k‘H) =0

c’est-a-dire :

d’ou 'on déduit que pour tout k£ > 1 ; la relation :

Les relations (1.2.3) et (1.2.4) , impliquent :

Hy(z) = (-1)Fe” [~2ky*Y)]

— (—1)k+1 2kez2y(k’1)

d’ou
H,(2) = 2kHj_1(2). (1.2.6)

La relation (1.2.6) équivaut a la relation

Hy1(2) = —H,() (1.2.7)

De (1.2.6) et (1.2.7), on déduit la relation

Soit xji les k zéros réels de Hy(z), j =1,2,..., k.

Alors :
Hy () :H(z x]k)
j=1
et
k k k
H;C(Z):H(Z—SL’M)—F H (Z xjk)+ + H (Z_'Tjk)
Jj=2 J=1,j#2 j=1,3#k

14



1.2. Localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe

d’ou :
k k k
) H (z —zy,) H - zj,) H (z —z,)
H; (2) _ J=2 n J=1,j#2 T j=1,j#k
H (z — ) H (z —zj,) H (z —zy,)
7=1 J=1 J=1
en simplifiant cette expression, il vient
H (z 1 1 1
1 (2) + +.+
Hy(z2) z—-=z, z—uxa, z—x,,
autrment dit :
Hi (2) _ Z !
par suite :
i (2) 1<~ 1

ce qui implique
Hy1(2)
Hi(2)

1.2.8
QkZ]z -z, | ( )

Posons z =z +iy, v € R, y € R, z;, € R,
alors [z — 2| = |z + iy — ;] = /(2 — 2;,)° + 42 > |y

avec 1'égalité lorsque z;, = Re (2) = x.

Pour z;, # x, on a

1
|z — x| > |y ce qui est équivalent & —_—< =
’Z - xjk| |y|
Le second terme de (1.2.8) est alors majoré par :
H 1 (2) 1i 11
Hy(2) | 7 2k lyl 2]yl
I'inégalité précédente implique
‘ ()| _ | He(?) | |Hra(2) ‘Hn—l (2)
H,(2) Hyir (2)| [ Hraz (2)] H, ()
‘H £ (2) ! (1.2.9)
(2) 2nk [y "

15



1.2. Localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe

Par (1.2.1), on a
n—1
P(z) = by Ho(2) + > _brHi(2)
k=0

d’ou
n—1 Z
ICEARTES SUNIEAE ACIE S o | | S
=0
Posons M* = max |—|, alors
0<k<n—1 b,
Fl<M, 0<k<n-—1 (1.2.11)
Les inégalitées (1.2.10) et (1.2.11) impliquent
n—1
Hy(z)
P(2)| > |b,H, 1— M* 1.2.12
P 2 | <z>|{ > |5 } (1212)
Avec (1.2.9) et (1.2.12) on obtient :
n—1
|P(2)] > [buHo(2)| § 1 =M™y ———— e (1.2.13)
o2 |y|

Comme

n— n—1 1 n—k 1
- ) < 1.2.14
Zznmnk ;(zm) 2l -1 (1214)

0
On obtient alors par (1.2.13) et (1.2.14) I'inégalité ;

P(2)] > [buHo(2) {1 ey ’y|1_ 1 } (1.2.15)

On observe que si 1 — M* ] > 0 alors |P(2)] >0

2]yl -
Autrement dit 2 |y| — 1 — M* > 0, implique |P(2)| > 0
or
1
2yl —1— M* >0 équivaut a |y| > 5(1+M*).

Donc P(z) ne s’annule pas pour z tel que

[Tm(z)]

y> —(1+ M)

DO | —

1
par conséquent tout zéro de P(z) vérifie |Im(z)| < 3 (14+M*) =
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1.2. Localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe

1.2.2 Localisation des zéros d’un polynéme dans une couronne

Théoréme 1.2.6 (Enestrom-Kakeya) [17]:
Soit P(2) = ag+a12+...+a,_12" 1 +a,2", ot a, # 0, un polynéme de degré n, a coefficients
réels strictement positifs.

Soit z un zéro de P alors:

p1 < |z] < py

. . ag Ok
ot py = min et p, = max |[—|.
0<k<n—1 | Q11 0<k<n—1 | Qg1

Preuve.
Soit P(z) = ag + a1z + ... + a,_12""* + a,2", o a, # 0, un polyndéme a coefficients réels
strictement positifs.

On pose

. ak ak
p1 = min et p, = max .
0<k<n—1 | Gpi1 0<k<n—1 | Qi1

Comme pour tout 0 < j <n, a; > 0, alors
p1>0 et py >0

De plus pour tout 0 <k<n-—1,ona:

ap — prak+1 > 0 et pyagyr —ap < 0.

Soit z une racine de P dans C.

En multipliant P(z) par (p; — z), on obtient :

n—1
(p1—2) P(2) = aopy = [anz" "+ (ar — praxsa) 2" (1.2.16)
k=0
en prenant la valeur absolue des deux membres de (1.2.16), il vient :
n—1
n k
(pr = 2) P(2)| 2 laol lpa] = lanl [2I™" =D lar = pyagsa] |2
k=0
n—1
= aopy — auo" = X (s — pragi) 2
k=0
n n—1
= n ( 2o W) ~ Iz ( 21"+ > _a lzik)
k=1 k=0

= (o= ) P([2])-

17



1.2. Localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe

d’ou
[(pr = 2) P(2)] = (py — [2]) P (|2])
Si|z| < py alors |(p; — 2) P(2)| > 0, ce qui implique |P(z)| > 0, d’ou |z] > p;

De la méme maniére, en multipliant P(z) par (z — p,), on obtient :

(2 = ) P(2)] = (|2] = po) P (|2]) -
Si |z| > py alors |P(z)] > 0, donc |z| < py. ®

Théoréme 1.2.7 (Birkhoff)[17] :

Soit P(2) = ap + a1z + ... + 12" + a,2", a, # 0 un polynéme a coefficients dans C,
soit zy le zéro de plus grand module de P(z).

Alors:

1/n _ .
(2 1)T§a§|zl|§r§21/n_1

ou r est la racine réelle positive de [’équation g(z) =0

o
1
2 n—1 n An—k .
g(z) = |ag| + |a1| z + |az| 2° + ... + |an—1] 2" — |an| 2" et a = max O
Preuve.
Soient z1, 2, ..., 2, les zéros de P(z) ordonnés suivant leurs modules.
Supposons
21| > |22] > ... > |24 (1.2.17)

La décomposition de P en facteurs irréductibles dans C|z], s’écrit

P(z) = ankl;ll(z — 2k),

la relation entre les coefficients et les fonctions symétriques élémentaires des racines donne

Qp—f
G,

< (_1)712 |Zl1| |Zl2| |ZZk| , 1< k<n

1I<in1< 12<...< 1 < n

la relation (1.2.17) implique

Qp—f
G,

< > 2" =Cklal*, 1<k<n

1<ii< i9<...< i < n

18



1.2. Localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe

d’ou

k
Ap—k S |z1| '

a,CF

Soit r la racine réelle positive de g(z) = 0, alors

lag| + |ar| 7 + |ag| ? 4 ... + |ap_1| "' — |an| ™ = 0.

Comme a,, # 0, on obtient en divisant par a,, :

Qo ai az An—1| p—
e e R e il e E G rmt
Qn an an an
posons :
a = max |k )
1<k<n | a, CF
alors a < |z1]| et on a :
Qo a1 1 _n— An—1
—| < a", ‘— <ortan Tt < Cla,
an n an

<o+ O L+ Clar™ T = ()t ="

ce qui est équivalent &

2" < (a+1)",

autrement dit nous avons

1/n : : o
2" < a4+ 1 siet seulement si r < Sl 1
Par suite
(2Y" —1)r < a < |x)|
mais par le théoréme 1.2.1, on a |z;| < r d’ou
(21/"—1)7“<04<\,zl‘<r<L
— — - — 21/n -1

ce qui achéve la preuve du théoreme. m

19



1.2. Localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe

Remarque 1.2.2 :

Les bornes inférieures et superieures sont atteintes dans ce théoréme
n

Soit f(z) =1+ 2)" = Z CkF
k=0
L’équation associée a f s’écrit

La racine réelle r de g(z) =0 est

B 1
TR
comme, z1 = —1 est une racine d’ordre n de f(z) =0, on a bien

|| =r(@Y" = 1) =1.

De la méme maniére nous montrons que la borne supérieure est également atteinte pour le
polynome:

f(2) = (z+1)" — 22",

Soit g(z) = f(z) Uéquation associée o f(z) et r la racine positive de g(z) =0, on a

B 1
T
écrivons
n n
f(z) — Z Cg—kzn—k . Z an,kzn_k
k=1 k=0
avec
anx = Cy ", pour 1 <k <neta,=~1
POSONS
a 1/k
Q= max n_;: , pourl <k<mn
anck
comme
Ap—k . ‘ Cgik 1
anCy (=1 Ch
alorsa =1 et
o 1
T,

oU/n—1  2/n_1

ce qui prouve que la borne supérieure est atteinte pour f(z) = (z + 1)" — 22",
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1.2. Localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe

1.2.3 Localisation des zéros d’un polyndéme relativement a un

secteur

Théoréme 1.2.8 :
Soit p, n € N*, p<n etaec C* le trinome 1 4+ zP 4+ az"™, a au moins un zéro dans chacun

des secteurs définis par :

T
n+1

arg z—(2k—i—1)z < , k=0,1,...,p— 1.
p

1.2.4 Nombre de racines réelles d’un polynéme

Théoréme 1.2.9 (Erdés-Turdn)[10] :

Soit P(X) = a, X"+ a, 1 X" '+ ...+ ao, |aga,| # 0 un polynéme a coefficients complexes,
L(P) = |ay| + |an_1| + ... + |ao| la longueur de P et z = riexp (igy), ..., 2n = 1 exp (ip,,)
les racines de P, avec 1, >0 et 0 < ¢, <2m, pour 0 <k<n

Alors le nombre N («, 8) des arguments @, compris dans Uintervalle [a, ] vérifie linégalité:

L(P)

_a-p LP)
\/’aﬂan|‘

N(a.f) -

n| < 16, [nlog

Preuve. (cf [10] ) m

Théoréme 1.2.10 (Schur) [5]:
Soit P(z) = ap + a1z + ... + an2", un polynome de degré n

tel que |apa,| # 0. Si P(z) admet m zéros positifs, alors

lao| + |a1] + ... + |an|)

Vlaol [an]

Preuve. ( cf [3] ), ot une démonstration détaillée de ce théoréme est donnée. m

m? < 2nlog (

1.2.5 Quelques rappels d’analyse

Dans ce qui suit, nous rappelons quelques résultats d’analyse, dont nous aurons besoin par

la suite .

21



1.2. Localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe

Théoréme 1.2.11 ( Rouché) :
Soit f et g deux fonctions holomorphes dans le disque |z| < p (ow p est un nombre réel
positif ) vérifiant :
l9(2)] <|f(2)| pour |z[ =p
alors

f(z)+g(z) et f(z) ont le méme nombre de zéros dans le disque |z| < p.

Théoréme 1.2.12 (Principe du maximum) :

Soit D un ensemble ouvert connexe dans C, et zy € D.

Soit f une fonction de variable complexe, analytique dans D.
Si |f(2)| < |f(20)], pour tout z € D tel que |z — zp| < 7.

Alors f est constante dans D.

Soit U un ouvert de R x R™ (m € N* ) et f: U — R™ | une application continue.

On considére ’équation différentielle
y =flz.y), (x,y) €U, xeR, yeR™"  (E)

Définition 1.2.1 :

Une solution de (E) sur un intervalle I C R est une fonction dérivable y : I — R™ telle
que :

(i) Vz eI, (z,y(x)) € U.

(i) Vxel),  y(z)=flz,y())

Théoréme 1.2.13 :
Une fonction y est une solution du probléme de Cauchy de données initiales (xo,yo) si et
seulement si :
(i) y est continue et (Vx € 1), i (z,y(x)) € U.
(i) (Vrel),  y@) =+ / £, y(w))du.
o
On note par B(z,7) la boule fermée de centre = et de rayon r dans R™.

comme U est un ouvert, il existe un cylindre Cy = [xg — Ty, 2o + To] X B(yo, 7o) de longeur
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1.2. Localisation des zéros de polynémes dans le plan complexe

2Ty et de rayaon rq tel que Cy C U.
Soit C' = [xg — T, xo + T] x B(yo,70) C Cp, un cylindre de méme diamétre que Cy et de
demi-longueur 7' < Ty

Définition 1.2.2 :
On dit que C' est un cylindre de sécurité pour l’équation différentielle (E) si toute solution
y: I — R™ du probléme de Cauchy y(x¢) = yo avec I C [xg — T, xo+ T reste contenue

dans B(yo, 7o)

Théoréme 1.2.14 :

Soit Q un ouvert de R? et F': Q — R une fonction de classe C*, et (zg, yo) un point de
Q tels que F(xg, yo) =0 et 2—5 (o, yo) # 0.

Alors il existe deux réels s et r positifs tels que si on pose I = |xg — s, xo+ s| et
J=lyo—r, yo+r[, I x JCQ etil existe une fonction

g:lro—s, xo+s| —Jyo—r, yo+r|declasse C* telle queV (x, y) € IXxJ, F(x, y) =0

si et seulement siy = g(z).

Remarque 1.2.3 : Notons que nous utiliserons la version explicite die a T.Fack, de ce
théoréme (proposition 3.1.1).

En remarquant qu’une solution de l’équation différentielle
oF OF
Yy =Gy =-——F-(v,9)/5 (zy
. @y) =5 @w)/5 @)

Yy (z0) = Yo

est une fonction implicite de ’équation F (x,y) = 0.
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Chapitre 2

Méthode des solutions approchées

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude et a I’application de la méthode dite des solutions
approchées.
La méthode consiste a trouver une solution approchée de I’équation considérée, puis en
utilisant la formule de Taylor et le principe du maximum [6], nous montrons qu’il existe un
zéro proche de la solution trouvée ( [18], [12], [13] et [14] ).

La solution approchée est déterminée par la méthode de A. Schinzel.
Déscription de la méthode de A. Schinzel.
On considére le trindme
g(z)=2"—az"+b, a,b e R* n>m

Soit z; une racine de 1’équation g(z) =0

o 2km
2 = T, €Xpi
F kXD n+1

, 1< k<n

313

+ ‘I’k) ,|\I’k| <

En séparant les parties réelles et imaginaires dans g(z;) = 0 on obtient,

2kmm

rp sinnW¥y = ar]’ sin ( + m\Ilk) (2.1.1)
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2.2. Localisation des zéros de f, ,.1(z) =2""'—(n+1)z+n

et
kmm

ry cosnWy = ary' cos ( + m\I/k> —b (2.1.2)

n

En additionnant les carrés de (2.1.2) et (2.1.1) il vient :

2k
" = r"a® — 2abr}’ cos < AL mq’k) +0° (2.1.3)
n

Dans (2.1.3) on pose ¥, = 0, pour trouver une valeur approchée de 7, et ensuite on pose
V), = 0 dans le membre de droite de (2.1.2) et (2.1.1) pour trouver une valeur approchée
de ¥y en utilisant le membre gauche. On peut répéter ce procédé avec la valeur trouvée
de ¥, pour obtenir une seconde approximation, ainsi de suite..., . La méthode est inspirée
par le théoréeme d’Erdos et Turdn sur ’équidistribution des zéros d’un polynéme dans des

domaines angulaires.

2.2 Localisation des zéros de f, ,4+1(%) = 2 (mn+1)z+n

Dans ([15]) pour résoudre un probléme physique, les auteurs ont obtenu 1’équation
24+ 224+ .. +2"=n pour n>1 (2.2.1)

Cette équation admet z = 1, comme racine évidente. En multipliant (2.2.1) par (z — 1),
on obtient :

T (n+1)z4+n=0 (2.2.2)

on ale:

Théoréme 2.2.1 -

Soient z1, 29, ..2n_1, les racines différentes de 1 de ’équation (2.2.2).

Alors
" . <z < (2n)1/”, pour 1<k<n
n_
et
2k
arg 2, — n+ﬂ1 < nj— 1 pour k=1,2,...n—1.
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2.3. Solutions approchées du trinéme f,(z) = "' — (n+ 1)z +n

2.3 Solutions approchées du trinéme f,(z) = 2t (n+1)z+n

Dans ( cf [18] ), J.-L.Nicolas et A.Schinzel montrent que le théoréme 2.3.1, suivant est vérifié
pour la constante A = 10%°, ce résultat a été sensiblement amélioré par M.O.Hernane et
J.-L.Nicolas (cf [13] ).

Nous montrons le :

Théoréme 2.3.1 :
Il existe une constante absolue A >1 (A =14 convient ) avec la propriété:

Pour tout n > 2A et pour tout entier k vérifiant :

A<k<n-A
St l’on pose
1
4k + 1 n+1l —1
rk:(Q(n+1)sin(4ni27r>) et p:3::g_1.
Alors
. 3
(i) r>1etp<—
n

(i1) L’ équation
f(2) = fo,nna(z) = 2" = (n+ 1)z +n=0

admet une racine zy, satisfaisant a l'inégalité

4k +1
|2k — zx| < p avec xp = rrexp | im + )
2n+1

Démonstration. (du théoréme 2.3.1)
Preuve de (i) :
4k +1

dn + 2
Comme pour tout = € [0, 7|, on a la minoration :

Pour tout k vérifiant A <k <n—A,ona:

7€ [0, 7.

sinx > — min(x, ™ — x)
m

alors

2 4k + 1 4k +1
> 2 1)—min(——— —
71') >2(n+ )Wmln(4n+27r,7r 4n+27r)

4k +1 4n+2—-4k -1
dn + 2’ 4dn + 2

4k +1
it = %n+D$n(mi2

4k + 1 4k + 1
An + 2’ dn + 2

2
= 2(n+1)—7min <
m

) :(4n+4)min(
dn + 4

= 4n+2(4min(/€,n—/€)+1) >4A+ 1, car min(k,n — k) = A
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2.3. Solutions approchées du trinéme f,(z) = "' — (n+ 1)z +n

d’ou
it > 4A + 1.

Comme A > 1, il en résulte que r, > 1.

D’autre part on a :
Tk—l_ 3
=1 14 4ri4+ .+t

En utilisant 1'inégalité entre les moyennes arithmétiques et géométriques, on obtient:

p=3

3 3 3
2 1 S T ST
I+rp+rg+...+rg nr, 2 n

car r, > 1 d’ou l'on a :

p<

3w

Ce qui prouve le point (i) du théoréme 2.3.1.
Preuve de (ii) :
Pour la suite de la preuve, nous utiliserons les notations et lemmes suivants:

L’hypotheése n > 2A, ainsi que I'inégalité r,:f“ > 4A 4+ 1, impliquent

P> (4A +1)7 > (4A 4 1) 70

2A

Posons R(A) = (4A + 1)%4+1 |

alors,

Notons que :

Remarque 1 :

L’inégalité t — 1 < tlogt valable pour tout ¢ > 1, permet d’obtenir une majoration plus
précise pour p.

En effet on a,

P Brk —1 < Brk log 7, _ 3nry log g
rp—1 rp—1 n(ry —1)
og o .
en posant w(t) = ;1 pour t > 1, il vient
37"k n
p< TM(T’“)
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2.3. Solutions approchées du trinéme f,(z) = "' — (n+ 1)z +n

La fonction t — w(t) étant décroissante pour ¢ > 1, cela entraine

w(ry) < w(R(A))

puisque 77 > R(A) d’ou p < %W<R(A)). n
n

Lemme 2.3.1 :

Avec les notations du théoréme 2.3.1, on a :

() | fla)] < (n+1) (7, —1) + 1.

(i) | f'(zx)| > (n+1)(rp —1) = %(n+ (e —1).

(iit) pour j > 2, ‘ f (j)(flfk>| < ﬂ(n—;—l)?ﬂg—&—l—j'

Preuve.
2k 1 4k +1
On pose a = <%) T, 8= <2nil)7r et x, = rpexp(if), on a alors
4k + 2n + 2 4k + 1
2 — _— — ]_ —
“ ( o+ 1 >7T <2n+1+>7r ptm
donc
20=0+m
et
(n+1)(4k + 1) dkn+n+4k+1
1) = _ _
fln+1) m+1 2+ 1 i
2k 1 2k (2 1 2k 1
_ (@kAn+1)+2k(2n+1) S U P
2n+1 2n +1
= a-+2km
d’ou

Bn+1)=a+2kr

Preuve de (i) du lemme 2.3.1
Calculons f(zy) :
On a:

flzy) = P lexp(i(n+1)8) — (n+ Vryexp(if) +n

= 2(n+1)sin (;U:L:t 1%) exp(i(n +1)B8) — (n + )rpexp(if) +n

4k +1 T

yroune Ul + 5) exp(i(n+1)8) — (n+ 1)rrexp(if) + n

— 2+ Doos
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2.3. Solutions approchées du trinéme f,(z) = "' — (n+ 1)z +n

= —2(n+1)(cosa)exp(i(n+1)5) — (n+ 1)ryexp(i) +n
= —2(n+1)(cosa)exp(i(n+1)5) — (n+ 1) exp(if) + n+ 1

—(n+1)(ry — 1) exp(if) — 1.

En utilisant les relations (n + 1)8 = a + 2k7 et § = 2a — 7, on obtient.

flzrg) = [-2(n+1)(cosa)exp(ia) — (n+ 1)exp(i (2a — 7)) +n+ 1] — (n+ 1)(rx — 1) exp(if) — 1.
= —2(n+1)(cosa)exp(ia) + (n+ 1)exp (2ia) + n+1— (n+1)(ry — 1) exp(if) — 1

= (n+1) [exp(ia) (—2cos a + exp (ia) + exp (—iar))] — (n + 1)(rp — 1) exp(iB) — 1
Comme, exp (ia) 4+ exp (—ia) = 2 cos «, il vient :
flxr) = =(n+1)(rx = 1) exp(iff) — 1
d’ou
| flzo)] < (n+ 1) (e —1) + 1.

Preuve de (ii) du lemme 2.3.1

On a
fl(z)=m+1)2"—(n+1)
alors
f ' (zp) = (n+ Drexp(inf) — (n + 1).
d’ou
| @3] = In+ 1 exp(ing)] — 1]
1@ = e D0 =1 = S+ D=1
puisque
e — 1
S

Preuve de (iii) du lemme 2.3.1
Se démontre par récurrence sur 'entier, j > 2.
On a:

f H(z) =(n+1n""! = 2(n ;— 1) P
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2.3. Solutions approchées du trinéme f,(z) = "' — (n+ 1)z +n

et

f () = nn+1)(n—1)z""72
fo() = 3!(”?)#2

FO) (2) = ;! <n + 1) =]
J

Supposons donc que

Montrons alors que

(3+1) = (i4+1)! n+ n+1-(j+1)
o =G (M 1)
la dérivée d’ordre (j + 1) de f (z)vaut :

4D () — (£ (o)) = itna1— ) (P mtmia
FON @)= (FO @) =it J)(j)

il suffit donc de montrer que ’on a :
n+1 n+1
+ D) =jln+1—7y .
(U )(j—l—l) I J)( j )

n+1-35) (n+1)
G+1) jln+1-j)
(n+ 1) (n+1-y)
G+D!n+1-=5)(n+1—(5+1))!

o)

n+1

\f(“(Z)Izj!( j

Par suite : | f (7)) ()] < j!(”;.“l)rzﬂfj pour j > 2. m

ce qui est vrai puisque

j!<n+1—j>(”j+.1) — (41!

= (J+1!

d’ou 'on a donc

)z”“j, pour tout j > 2.

Avec les notations du théoréme 2.3.1, et du début de sa démonstration, nous avons le :

Lemme 2.3.2 :
K| f D) 9 1 log(4A+2),  y(R(A))
N W 2 il
S=2 A TSR P Sy wra watk w707y
Jj=2
ou
zlog’ x
y(%) = m, pour r > 1

est une fonction décroissante de x pour x > 1.
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2.3. Solutions approchées du trinéme f,(z) = 2" — (n+ 1)z +n

Preuve. du lemme 2.3.2.

On a

Linégalité (iii) du lemme 2.3.1, implique :

n+1
1\ . .
s> ("o s

=2\ 7

le second membre de cette inégalité se développe comme suit :
n+1
n+1\ ;g n+1\ 5 1 (LY 509 (nH1Y 4 3 n+1

Sl:;(j) . 9:(2 Py 4 5 )Pk + g )PTE o

d’ou

S’ = — P I+ ———+

nn+1) 5,4 np n*(p * ol P ’
< ——ZprP 1+—-——+ — (= — (=] ..
= 2 P P Taa ) Tar
n(”+1)2n71 1
Tk

nn+1) 5 0|, , n=1p (-1)(n-2) <p>2+...

d’ou la majoration de S suivante :

SsT L w—y
Tk
comme d’aprés la remarque 1, on a
p < hu(R(4)
n
alors
nn+1) 5, 1 n? 2 n—1 1
S < n = (14=)p%m
=T FTCwRA) 2 U n )P T oRA)
d’ou :

puisque n > 2A.
Majoration de p?r} ' :
Par la remarque 1, on a :

172
21 9rit log® 1y, _ 9



2.3. Solutions approchées du trinéme f,(z) = "' — (n+ 1)z +n

ou

zlog® x ( log /x

y(@) = ~ \sinh (log \/x

2
= , pour x > 1.
(z—1) )) P

sinh ()

La fonction y (x) est décroissante pour « > 1, car la fonction g (t) = est croissante
pour t > 0, puisqu’elle est analytique et les coefficients dans son développement de Mac
Laurin sont positifs.

Comme 7} > R (A) donc

donc

La définition de r; donne :

n+1
d’ou
log(4A + 2)
<
Tk exp ( 2A T 1
log(2t 4 2)

1
puisque n > 2A, et que la fonction ¢ — est décroissante pour t > 56 — 1.

t+1
par suite, on obtient la majoration :

prr < nﬂ exp (w) y (R(A)).

ce qui permet d’obtenir 'inégalité

s< 2 (1 i L) exp (10%<4A + 2>> _y ()

2A

ceci achéve la preuve du lemme 2.3.2 =
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2.3. Solutions approchées du trinéme f,(z) = "' — (n+ 1)z +n

Démonstration. du théoréme 2.3.1 (suite de la démonstration)
Preuve de (ii)
Supposons que f ne s’annule pas dans le disque de centre x; et de rayon p ; on pourrait

1
appliquer dans ce disque le principe du maximum & la fonction —, il existerait alors z, avec

1 < 1
f o) T 1f ()]
Pour démontrer (ii) , nous allons donc montrer que pour tout z, tel que |z — x| = p, on a

[f (D) > [ ().

La formule de Taylor appliquée & f (z) au point zj, a 'ordre (n + 1), s’écrit :

|z — x| = p, tel que

n+1f
f(z) = flaw) + f (@) (2 — a2) +Z

(2 — a3) 7.

Ce qui implique :

n+1

| f) = |f (@) p— | fla |—Z

7j=2
puisque |z — x| =p
d’ou :
n+1

| F =1 fee)l = [f (@)l p— 2] f o)l Z

En utilisant le lemme 2.3.1, on obtient :

|f/<Ik)|P—2| f(a:k)| > 3(n+1)<rk—1)—2(n+1)(rk—1)_2
= (n+1)(r—1) =2 = (n+1)logry —2=logry™ -2
> log(44+1) -2

puisque Tz“ > 4A + 1, d’aprés la remarque 1.

Grace au lemme 2.3.2, on déduit que

9 1 log(4A+1)\ y(R(A))
|f(2)|—|f(a:k)!zlog(4A+1)—2—§(1+ﬁ) Xp( 24+ 1 >1—w(R(A))

La fonction

9 1 log(4x + 1) y(R(z))
xH(p(x):log(élx—kl)—Z—i<1+%>6Xp< 27 + 1 )1_W(R(x))
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2.4. Solutions approchées du z"*' —a z4+a—1=0

est croissante pour x > 1, car la fonction R est croissante, et les fonctions y (x) et w () sont

1 log (4 2
décroissantes, ainsi que les fonctions 1 + — et M.
2x 2z +1

Les calculs numériques montrent que 'on a :
¢ (14) = 0.176 > 0

Ce qui implique | f(2)| > | f(xx)|, ceci achéve la preuve de (ii)

et donc du théoréme 2.3.1. m

2.4  Solutions approchées du 2" —a z+a—1=0

Théoréme 2.4.1 :

Soit a un nombre réel, a > 1. Pour n > 1, on définit ’équation trinéme
f(2)= fo,alz)=2"" —az+a—1=0 (2.4.1)

pour 1 <k <n+1, on pose :

2km
= ] \ 2.4.2
Ty = Ty, €Xp (z <n+1+ k>> ( )

avec )
km 2(n+1)
= (14 4a(a —1)sin? 2.4.3
Tk ( +4a(a — 1) sin n+1) ( )
2kma
U= — 2.4.4
T (1) (2.4.4)
Sotent trois nombres réels o, 3,7y, vérifiant 0 < <y, a >0 et
1
a(l—B) > v(84y + 138 + 4487) + oﬂea(5 +10+?) (2.4.5)
On suppose que
1
n>9, algﬁ et 1<k<2t (2.4.6)

0 .

Alors , Uéquation (2.4.1) admet une racine dans le disque de centre xy et de rayon

. Dans (2.4.5), on peut prendre par exemple o = 0.7, §=0.01 et v = 0.02.

Y 300

Lorsque a = ¢ = 5 k=1 ¢etn >99, on peut prendre o = m,

P
ﬁ_fy_n—i-l'

34



2.4. Solutions approchées du z"*' —a z4+a—1=0

Preuve.
Montrons d’abord 'inégalité (2.4.5).

Lorsque a = ¢ et n>99,0n a:

300 3 3 0 2 2

— < <2 et B=n~= < < 2
CEE S ari s 100 T T S 0T S w0

Il s’en suit que

a(l—@)z@@_i):ﬂ

100 (n+1)2
et
88 ©? 257
84~ + 138 + 448~) = B%(84 + 13 + 448) < B%(97 + —) < 98 <

d’autre part on a :

300 3 1 4 )
a26a(1/2 + 1072) S —_83/100 <_ + 10—) <

(n+1)2 100 2 10000/ — m
d’ou
(34 + 13+ 449) + 0%(1/2+ 1077) < 2
) 294
o(1=F) = =

d’ou en résulte I'inégalité (2.4.5).

Pour la suite de la démonstration nous suivrons les mémes étapes que dans la preuve du
théoreme 2.3.1..

Le lemme suivant que nous démontrerons a la fin de la preuve de ce théoréme, nous sera

utile. m

Lemme 2.4.1 :

Pour toutt € R, on a
2

: t
e”—l—it|§?,tER (2.4.7)

Preuve. ( Suite de la preuve du théoréme 2.4.1 )

En appliquant & (2.4.3) I’ inégalité

I+ <1+ X
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2.4. Solutions approchées du z"*' —a z4+a—1=0

valable pour t >0 et 0 <A <1
et I'inégalité

sint <t pourt>0
on obtient

2a(a — 1) w2k?
(n+1)3

i1 o LF 2a(a — 1) 72k?

1<r, ™ < (1 1) et 1<r, <1+
n

(2.4.8)

en suite nous appliquerons la formule de Taylor, nous avons besoin pour cela d’'une majo-
. . . ’ . . . .

ration de | f (z4)|, et d’une minoration de | f "(x1)|, ainsi qu'une majoration du terme de

reste.

Il vient en utilisant les relations (2.4.1), (2.4.2), (2.4.3) et (2.4.4),

. 2ink | ;
flxy) = rpflemt DT _ grenii PV 4g — 1

= (6(”“>W —1—i(n+ 1)\Ifk) —a <€i+}f+% AL Z\I!k>

—iaWy + (1t — 1)t gy — 1)633}16”%.

En utilisant deux fois la majoration donnée par le lemme 2.4.1, on obtient,

(n+1)202 q
2 2

2 k 2
( 7T—|—\Ifk) +a\Ifk+(rZ+1—1)+a(rk—1)

’f(%)‘g n+1

grace a la relation (2.4.4) et a I'inégalité (2.4.8), on obtient

2 k*n%a® 2 am?k? a \’

+ +

(n+1)2  (n+1)2 n+1

N 2 a*km N 2a(a — 1) K*x?  2d%*(a — 1) k*=?
(n+1)>2 (n+1)>2 (n+12

| f ()] <

Le membre de droite de cette inégalité s’écrit aprés simplification :
2 k*m2a? or 9 (14 1 N 1 N 1
(n+1)2 n+1 n+1 n+1 kmn

I’hypothése n > 9, implique

1
< —, en majorant 72 par 10 et 27 par 6.5, on obtient
n+1 10

2.2

a a ka?
—— 424+ 22 H—
n+1)2 + n+1 +65n+12
(

En tenant compte des hypotheses (2.4.5) , on en déduit

| f ()| <

| f (z)] < ¥2(42 + 2283) + 6.53v = (427 + 2287 + 6.53)
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2.4. Solutions approchées du z"*' —a z4+a—1=0

Minoration de | f ()|
On a
ff(z)=n+1)2"—a

d’ou 'on obtient par (2.4.2) et (2.4.3)
Pl =1+ e —al = e+ sl —a= (0 + D —a=n+1-a

I’hypothese (2.4.6) , implique alors

| F @]z ) (1— ¢ 1) > (n+1)(1 - f). (2.4.9)

n 4+

La formule de Taylor avec reste intégral appliquée au point x; définie par (2.4.2), s’écrit
f(2) = flog) + (2 — ) f ' (wn) + /(z — ) f "(t)dt (2.4.10)
T

Majoration du reste intégral / (z—t)f "(t)dt :

Tk
soit z € Cavec | z — x| =p=a / (n+1), il vient

/(z —t)f ’ (t)dt = n(n + 1)/t "y —t)dt

en faissant le changement de variables t = zy + u(z — xy,), cette intégrale s’écrit

/(z — ) f "(t)dt = n(n + 1)/ (2 +u(z — 2))" (1 —w)(z — ) %du

d’oll 'on déduit

z 1
JG=05"0d) < a0y (- wia
Tk 0
nn+1 e
= <2 D2t gt
n+1)? , . el n+1)* , n
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2.4. Solutions approchées du z"*' —a z4+a—1=0

Comme p = o/ (n+ 1), on obtient en utilisant (2.4.8)

z

/(z —t)f "(t)dt| < %exp(a) (1 " 2a2k27r2>

(n+ 1)2

Tk

les hypothéses (2.4.6) , entrainent

z

/(z —t)f "()dt| < %2 exp(a)(1 + 207?). (2.4.11)

T
Supposons que f ne s’annule pas dans le disque de centre x;, et de rayon p on pourrait alors

appliquer dans ce disque le principe du maximum & la fonction 1/f : il existerait z, avec

| z— x| = p tel que pour démontrer le théoréme 2.4.1, nous allons

1 1
f (@) f (Z)‘

montrer que pour tout z, tel que | z — x| = p, on a :

Lf (> f ()] (2.4.12)

La formule (2.4.10) de Taylor avec reste intégral implique,

z

| f) 2z = z) f (@)l = | flaw)] - /(2 —0)f

T

"

(t)dt

ce qui est équivalent a :

z

| F =1 (@)l = [z = z) f ()] = 2] flaw)] - /(Z—t)f ()t

Tk
'inégalité (2.4.12) résultera donc de

z

pIf )| — 2| Flaw)| - /(z—t)f (0)dt| > 0

Tk

ou encore de
z

oIf @) > 2| Fla)] + /(z—t)f

Tk

1"

(t)dt (2.4.13)

par (2.4.9), (2.4.5), on obtient

2
pIf (@) = (1= ) 2 184y + 4457 + 138) + S exp(a) (1 +207%),
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2.4. Solutions approchées du z"*' —a z4+a—1=0

grace a (2.4.11), il vient

z

pIf ae)| > 2| Flaw)| + /(z—t)f

Tk

"

(t)dt

puisque y(42y + 2287 + 6.53) > | f(x1)] .

Ce qui achéve la preuve du théoréme 2.4.1. =

Preuve. (du lemme 2.4.1)
Posons
wt)=e"
on a

’ "

w(t)=ie” et w (t)=—e"

la formule de Taylor (2.4.10) avec reste intégrale appliquée a la fonction w(t) sur I'intervalle

[0,t], s’écrit :
t
w(t) = w(0) + (t—0) w (0) + /( t—u) w (u)du
0
d’ou .
e =1+it+ /(t —u)) W (u)du
0
par suite :

¢ ¢

4 " t?

e”—l—it‘—/(t—u)w(u)du S/(t—u)du-;
0 0

ce qui prouve le lemme 2.4.1. =
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Chapitre 3

Développement en série entiére des zéros du

trinome 2" — (n+ 1)z +n

3.1 Développement en série entiére des zéros de 2" — (n+1)z+n

Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons au développement asymptotique des racines
d’un polynome, en utilisant la méthode de H. Delange. Cette Méthode basée sur le théoréme
des fonctions implicites analytiques dans sa version effective, elle est exposée dans le théoréme

3.2.1. Elle nous a permis de trouver un développement en série des zéros des trindmes,

fon(z)=2""" —(n+1Dz+n (3.1.1)
Gn(2) = (o — 12" — 2" + 1 (3.1.2)
Hy(2) = pz""' — (o —1)2" — 1ot o= (1+5)/2 (3.1.3)

Les résultats obtenus pour chacun de ces trindmes sont exposés dans les théorémes (3.2.1

et 3.3.1).

La version effective du théoréme des fonctions implicites analytiques s’énonce comme

suit :
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3.1. Développement en série entiére des zéros de z"*'—(n+ 1)z +n

Proposition 3.1.1
Soit F(x,y) une fonction de deux variables complezes, analytique dans un ouvert Q C C?

contenant le rectangle.

R = R(I07y0a3ar> = {(l’,y) € C27 |ZE - l'0| S S, |y - y0| S T’}

telle que :
0F
1) Flao,y0) =0, et 5 (r,) 0 pour tout (x,9) € R
Y
et que de plus.

2) Le rectangle R est un rectangle de sécurité pour la fonction

Glavy) = =5 @)/ (o)
(c’est -a-dire |x —xo| <s et |y—yo| <r=|Gz,y)|<M=r/s ).
Alors, il existe une fonction y=y(zx) définie dans le disque |v — xo| < s telle que
F(z,y(x)) = 0 et y(xo) = yo-

Dans ce disque, cette fonction est analytique et vérifie |y(x) —yo| < 7.

Preuve.
Soit I'équation F' (z,y) = 0 ou y = y(x), le théoréme de dérivation d’une fonction implicite

donne

oF oF

g(m,y) +y 8—y(w,y) =0

ce qui est équivalent a

Posons

et considérons 1’équation différentielle ' = G(z,y), cette équation admet une solution y(x)
r r
analytique dans le disque |z — xo| < s = Y des que |z — zo| < i et | y — yo| < r, implique

|G, y)| < M.
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3.1. Développement en série entiére des zéros de z"*'—(n+ 1)z +n

La solution y vérifie y (zo) = yo et | y — yo| < r ( cf [5]), o le cas réel est traité. La preuve
est une conséquence directe de la méthode usuelle du point fixe, utilisée pour montrer le
théoréme d’éxistence et d’unicité, en posant

T

Y (2) = 90 + / Gty (1))dt avec y (o) = yo

zo
La fonction implicite F (z,y (z)) de la variable x a pour dérivée,

oF or
%(%?/(z)) + y'(x)a—y(% y) =0,
elle est donc constante et vaut F(xg, o) = 0. Ceci achéve la preuve. ®

Le lemme suivant nous sera utile.

Lemme 3.1.1 :
L’équation complexe e = 1 + z admet la racine zy = 0 et pour chaque valeur de [’entier

k > 1, elle admet pour racine le nombre complexe 2z = xy + 1 Y avec
2k <y < 2km+7/2 et xp>1
et son conjugué zj.

Preuve.
L’équation complexe e* =1+ 2, admet la racine réelle évidente zy = 0.
Comme si z est une racine de cette équation, alors Z est aussi racine, on peut donc
supposer y > 0.
Soit z = x + iy, une racine de I’équation e* — 1 — 2z =0, avec y > 0
alors

e —1—x—iy=0

ce qui est équivalent a :

e“(cosy +isiny) —1—z—iy=0

d’ou la relation,

e“(cosy +isiny) =14z + iy (3.1.4)
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3.1. Développement en série entiére des zéros de z"*'—(n+ 1)z +n

la relation (3.1.4) implique que y n’est pas un mulltiple de 7 et = # —1.
En calculant, puis en comparant les modules et les arguments des deux membres de (3.1.4),
on obtient :

e’ =/ (1+2z)2+y? (3.1.5)

et en désignant par 6 argument du deuxiéme membre de la relation (3.1.4), on a

1
cosy = cosf = R (3.1.6)
(1+2)% +y?
o y
siny = sinf = (3.1.7)
(1 +2)% +y°
les relations (3.1.6) et (3.1.7), impliquent :
1
Cf)sy _ it si et seulement si r=—-1+ycotgy (3.1.8)
siny y

les relations (3.1.8) et (3.1.5) permettent alors d’obtenir :

2 in2
COS” Yy + sin
€_1+ycotg Yy \/(y cot g y>2 + y2 ou encore e_1+yc0tg Yy — y\/ngyy
d’ott 'on a :
1
|sin y|

—l4ycotgy _

e

en prenant le logarithme des deux membres, il vient

—1+ycotgy—logy+loglsiny| =0

posons
H(y) .= —1+ycotgy—logy +loglsiny| =0
alors
H'(y) =cotgy+(—1—cotg®y) — 5 +eotgy = _(ycotyg yy— 1)2 4 42
donc

H'(y) <0, puisque y > 0

La fonction H est continue et décroissante sur chaque intervalle ouvert de la forme |k7, (k + 1)7[,

k € Z. Comme lin(l)H(y) = 0 et que limH(y) = —oo donc H(y) < 0 pour tout y € |0, 7|
y— y—m
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3.2. Développement en série des zéros de "' — (n+ 1)z +n

par conséquent I’équation (3.1.5), n’a pas de racines dans Uintervalle ]0, 7].

On suppose y > 7, I’équation (3.1.5) implique e** > y* > 7% et donc x > 1.

Sur les intervalles |2km — 7/2,2kn], on a cot gy < 0, en tenant compte de la relation (3.1.8),
ceci est impossible. Comme yErQI%WH (y) = +o00 et H(2km + w/2) < 0, le théoréeme des

valeurs intermédiaires permet alors de déduire qu’il existe une solution y; de I’équation

(3.1.5) tel que 2km <y < 2kmw + 7/2. Ce qui achéve la démonstration du lemme 3.1.1. =

3.2 Développement en série des zéros de 2! — (n+1)z+n

Théoréme 3.2.1 :

Soit f(2) = fn, ni1(z) = 2" — (n+ 1)z +n, et soit b une racine complexe non nulle de
léquation et = t + 1. Alors il existe des coefficients complexes c,,, m = 1,2, ..., tels que,
pour n suffisamment grand

[e.e]
1) la série 1+ > ¢, n= ™ soit convergente de somme S, et S, soit racine de l’équation

m=1
f(z) =0.
Ona:
b(b—1 b(4b? — 116+ 9
c1 = b7 Co = ( 2 ),03: ( 24 >7
_ b(20° — 1007 + 21b — 15)
Cqy = 48 )
b(48b* — 3620 + 1330b% — 2445b + 1575)
C = .
b 5760

2)De plus, lorsque b = 2.08... + i7.46..., les coefficients c,, sont majorés en module par

1.4 x 25™.

Preuve.
Posons f(z) = fn ne1(2) = 2" — (n+ 1)z + n et considérons I'équation f(z) = 0.
En faisant le changement de variables : z = exp (zy) et en remplacant le parametre discret

n par la variable réelle x, c’est a dire n = —, on obtient
x

1 1
eyexy—(—+1>e”y+——0
x x

ce qui est équivalent & :

1 1
eV — —e"V — "V + — =0,
x T
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3.2. Développement en série des zéros de :"™' — (n+ 1)z +n

et multipliant cette égalité par (—zy) puis par e~ il vient
—xye +y+axy —ye ™ =0

si et seulement si

—zy(e? —1)—y(e™ —1)=0

d’ou
eV —1 B e Y —1
(] -y
ol encore
y_ 1 Ty _ 1
S R
Y -y

cette relation peut se mettre sous la forme

F(z,y) =0
avec
F(x,y) = g(y) — g(=zy)
ou
et —1—1t
t) =
g(t) .
La fonction F(x,y) est analytique dans C2.
b_1-b

On a F(0,b) = g(b) = eT = 0, puisque b est une racine complexe de l’équation

el =1+t.

La dérivée partielle de F' par rapport & y vaut :

g—g(x, y) =9'(y) + xg' (—xy)

c’est a dire

oF DY +1 0 sl —(zy+1)e™
ay (z,y) = 2 xr 222
d’ou :
oF (=1t +1  (b-1)(b+1)+1
8_y<0’ b) = b2 - B2 =+l
donc
OF
—(0,b) #£0
5 0.0) 7
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3.2. Développement en série des zéros de "' — (n+ 1)z +n

En utillisant les notations de la proposition 3.1.1, avec xo = 0 et yo = b, la fonction F' (x,y)

est analytique dans tout ouvert  C C? contenant le rectangle
R = R(0,b,s,r) = {(x,y) e C?, lz] <'s, |y—10] < r} ,
Comme (9_(0’ b) # 0, il existe donc un rectangle de sécurité Ry,
)

oF
Ry = R(0,b,81,7) = {(w,y) € C? |z < s1, ly—b| < 7“}, tel que 8—y(m,y) #0, V(r,y) € Ry

On a F(z,y(x)) = 0, le théoreme de dérivation des fonctions implicites implique

oF oF
Posons
oF oF

Les dérivées partielles de F' sont

OF , OF - .
g(w,y) =yg (—zy) et a—y(x,y) =g'(y) + zg'(—zy)

d’ol

=g (=2y)|
|G (2,y)| =
9'(y) + zg' (=)
pour majorer |G(z,y)| dans Ry, nous allons majorer le numérateur et minorer la dénomina-
teur.

Soient (x,y) € R, alors

lz] <sp et |y—b <r.

Comme,
! (y - 1)€y + 1
gy)=—75—
Y2
alors
(o)) > = DAL
N lyl?

Nous allons minorer le numérateur et majorer le dinominateur

pour (y,b) € C*> tel que |y —b| <r, on a:

lyl =[] < [lyl = bl] < Jy —0[ <7
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3.2. Développement en série des zéros de :"™' — (n+ 1)z +n

d'ou: |y| —|b| <r ce quiéquivalent a |y| < |b] +r

donc
1 1

- Z -
lyl* (b + 1)
d’autre part, on a

ly —bl=|b—y|l <.

Comme :
Re(b—y)<|b—y| <r
alors :
Re(y) > Re(b) — r
Ecrivons :
N yl? lyl?
[(y—b)ev+(b—1)e?| -1
yl?
L -1~y —ber| -1
B lyl?
d’ot :

b — 1] eRe®) — peRel) 1

(|b— 1] —r)efe®) —1
3 = 3
|yl (1o +7)
(|b— 1] —r) eRe®—r 1
- (6] +7)°

puisque d’aprés ce qui précede on a eRe®) > eRe(®)—r

et pour |y — b| < r,
(|6 — 1] — r)eRe®—r 1
([0 +7)?

d’autre part pour tout ¢ € C, tel que |t| < to, on a |¢'(t)] < ¢'(to)-

l9'(y)| >

Comme pour tout (z,y) € Ry, on a |zy| < s1(|b] 4+ r), alors

l9'(=zy)| < g'(s1(16] + 7))
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3.2. Développement en série des zéros de :"™' — (n+ 1)z +n

d’ou 'on obtient la majoration

(6] + 1) g'(s1(]b] + 1))
(b =1 = r)efe®r -1
(o] +r)?
(6] +7) (s1(|b] +7) — 1)esrbl+) 4 1)
st((|b— 1] = r)eRe®=r — 1)) — 51 (s1(|b] + 1) — L)esr (P + 1)

G(z,y)| <

— s19'(s1(16] + 7))

on peux donc choisir

(6] +7) (51(|b] +7) — 1)esr(bl+) 4 1)
st((|b = 1] = r)eRe®= — 1)) — sy (s1(|b] +7) — D)esr(PH) + 1)

M =

posons s = min (s1,7/M), le rectangle R(0,b,s,7) = {(z,y) € C*, |z| < s, |y —bl <7} est
alors un rectangle de sécurité pour la fonction G(z,y).

Détermination d’un rectangle de sécurité pour la fonction G :

Pour s = % et r = g, R = R(0,b,1/25 ,3/5) = {(z,y) € C* |z| < 1/25, |y —b| <3/5},
est un rectangle de sécurité pour la fonction G.

En effet les calculs précédents permettent d’obtenir pour (z,y) € R(0,b,1/25 ,3/5),

g—i(xyy)‘ = lyg'(—xy)| < (]b] +7)g'(s(|b] + 7)) < 5.24; (3.2.1)
et
9" ()| > |y(_|2: i{jﬂt LS 0.40m; (3.2.2)
il s’ensuit que
oF
a—y(m,y) > 19'(Y)| = [xg' (=zy)| > |g'(y)] — sg'(s(|b] + 7)) (3.2.3)

et par les relations (3.2.2) et (3.2.3) on a

o
ay I,y

~—

> 0.427 — s¢'(s(|b] + 7)) > 0.427 — 0.026 > 0.4 (3.2.4)
Enfin de (3.2.1), (3.2.4) on déduit que
5.24
|G(z,y)| < Vi 131<r/s=15=M

Les conditions de la proposition (3.1.1) étant ainsi vérifiées, il existe donc une série entiére

convergente

y(x) = dewm
m=0
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3.2. Développement en série des zéros de "' — (n+ 1)z +n

de rayon de convergence R > s, et telle que F(z,y(z)

De plus la fonction z(z) = exp(zy(z)) = exp (Z 1) est analytique pour |z| < s.
m=0
elle peut donc s’écrire
z(x) = exp(zy(zr)) =1+ Zcmx (3.2.5)

1 1 > d o
t =—,al —) = T =1+ > =,
et comme - alors Z(n) exp (WZZOan) Z

= 1

Et pour n assez grand, la série 1 + ) —* est convergente de somme S, et S, = z(—) est
m=1T n

bien racine de f(z) = 0.

Calcul des coefficients ¢, :

La méthode de calcul est la suivante: on écrit

=Y dpa™ =b+ > dpa™,
m=0 m=1
puisque y(0) = b.
On calcule

exp(y(x)) = exp(b + dex = e’ exp dex (14b) exp dex . puisque e’ = 1+b.

m=1

Ensuite on calcule exp(—zy(x) avec les coefficients indéterminés d,,, puis on identifie les
coefficients dans les deux expressions pour évaluer les coefficients d,,
Enfin on calculs les coefficients ¢,,, grace a la relation exp(zy(x)) =1+ i Cnx™.
Pour les petites valeurs de m, les coefficients ¢,,, peuvent étre calculés a lrgzrilain, cependant
si m est grand, on les détermine a 1’aide du logiciel Maple.
Soit b = 2.08... 4+ i7.46...,]a racine (de plus petit module) de I’équation e* — 1 — z = 0.
Le point (z,y(z)) appartient au rectangle de sécurité R, on a donc, pour |z| < 0.04,
ly(x)| < |b] +r = 8.35.
Par (3.2.5), on a

|z(z)] < P < 1.4

Le théoreme des résidus implique,

1 2(z)
= omi | g
|z|= s

du (3.2.6)
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3.3. Développement du zéro négatif de G,, ou de H,

d’aprés (3.2.6) on a

lem| = / 0 gol < 1a/sm 14 %257 -

xm—i—l

|z|=s

3.3 Développement du zéro négatif de (,, ou de H,,

Reprenons les expression des deux trinomes G,, et H,, .

Gu(2) = (o — 12" — 2"+ 1 et Hy(z2) = 02" — (p—1)2" — 1

ou p = est le nombre d’or. Notons que ¢ est la racine positive de 1’équation
22 —x—1=0.

La regle des signes de Descartes (cf [9]), implique que G,(z) admet deux racines réelles
positives z = 1 et une deuxiéme que 'on désignera par z = x;_,, (r1,, # 1 ), alors que H,,(2)
admet z = 1, comme unique racine positive.

Pour les racines négatives, on considére les trinomes G, (—z) et H,(—z).

On a:
Gu(—2) = (=1)" (o — 12" + (—1)" 2" + 1

et
Hy(—z) = (=1)" 2"+ (=1)" (e —1)2" — 1

La suite des coefficients de G,,(—z) est : (—=1)""!, (=1)"*! +1, donc G,(z) admet une seule
racine réelle négative si n est pair et zéro racine réelle si n est impair.

De méme, la suite des coefficients de H,,(—z) est : (—1)""!, (=1)"* —1.

Lorsque n est impair, cette suite présente un seul changement de signes donc H,(z) admet
un seul zéro réel négatif, cependant lorsque n est pair la suite des coefficients (—1, —1,
—1) ne présente aucun changement de signes, donc H,(z) n’admet pas de racines réelles
négatives.

Désignons par s, le zéro réel négatif de G,,(z) lorsque n est pair et de H,,(z) lorsque n est

impair.
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3.3. Développement du zéro négatif de G,, ou de H,

Dans [7] on trouve I’éstimation de x5 ,, suivante :

1 log 5
—1+—< n<—1 ;
+ 2n 2, + 2n
ce résultat a été amélioré dans [13], nous montrons le :
Théoréme 3.3.1 :
1l existe des coefficients réels cq,ca, ..., Cnm,...tels que on ait, pour n impair assez grand,
(e.) Cm
. =—1 om
To + mzlnm
¥ b b/b B bv’/5 32 3b bVb
c1 = —b, 02:——+—+£> 3= ——+ \/_—i-————i
2 2 10 6 10 5 10 10

log 5 5 11\
ot b=— 0§ = —0.805...et les coefficients c,, vérifient |cy,| < 1 (?> .

Remarque 3.3.1 :

Notons que b est la racine réelle de exp(—b) = V5 et que si Uon prend une racine compleze,
log 5
b=—

+ 2imk, on obtient un développement en série d’une autre racine de H,(z).

Preuve.

Pour démontrer ce théoréme, nous utilisons le théoréeme des fonctions implicites analytique.

14++5

Considérons I'équation H,(z) = 2" — (p —1)2" =1 =0, ot p = -

En faisant le changement de variable z = —w, dans 1’équation H,(z) = 0, on obtient,

H,(—w) = (=1)"Mpuw"™ + (=1)"" (¢ — Dw" — 1 = 0.
Comme n est impair, il vient
ew" ™+ (p—Duw" —1=0 (3.3.1)

En remplagant le parameétre discret n par la variable réelle x = 1/n, et en posant

w = exp(zy), équation (3.3.1) devient,

¢6(n+1)my+(§0—1)€nry—1 :07
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3.3. Développement du zéro négatif de G,, ou de H,

cette derniére est équivalente & I’équation
pele™ +(p—1)e?—-1=0
En divisant par e ¥, on obtient :
eV +(p—1)—e V=0

Posons

Fla,y) = ¢e"V + (p—1) — e ¥ =0.

Soit b la racine réelle de 'équation e * = /5, on a

FO,b)=¢p+(p—1)—e t=20-1—-v5=0

et
g_];(ﬂf,y) = pre”V e
d’ou
F
g—y(o,b) —e bt =V54£0.

Posons comme dans le théoréme précédent,

Glavy) = =5 @)/ 5 (w0

et montrons que le rectangle R = R(0,b,s = 2/11,7 = 1/3) est un rectangle de sécurité

pour 'équation différentielle vy = G(z,y).

On a,

oF oF
%(ff:, y) = @ye™, et 8—y(w,y) = pret Y 4e Y

et pour |z| < s et |y—b| <r,on obtient :

la majoration

oOF
5;mwﬂsum+0wa““0§2%

et la minoration

OF
'8—(x,y)‘ > le7¥| — |z el > e7b7r _ gt > 1 94
Y
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3.3. Développement du zéro négatif de G,, ou de H,

d’ou
8F( )
Y 2.26 T 11
oz
= =182< - =—
8F(1’ ) 1.24 82 < s 6
8y 7y

donc R est bien un rectangle de sécurité pour G.
On peut donc appliquer la proposition 3.1.1 , et il existe des coefficients d,, telle que la
série

y(x) =b+ dexm
m=0

vérifie F(z,y(x)) = 0.
De plus la fonction z(z) = —w(z) = —exp(zy(zr)) = —exp (Z dmxm“) est analytique
m=0

pour |z| < s, elle peut donc s’écrire

2(r) =—-1+ g ™ (3.3.2)
m=1
1 1 X c
—_ — ]_ —) = —]_ —m.
comme & = — alors Z<n) + m§:1nm

o
) c
Et pour n assez grand, la série —1 + —:nn est convergente de somme .5, et
m=1T

1
Sn = z(—) est bien racine de H,(z) = 0.

n
Les coefficients ¢,,, se calculent par la méthode précédente.

5
Dans ce rectangle R, on a |y(z)] < [b| + 7 et |2] = |w| < el* ¥ < es( P < 1
en utilisant le théoréme des résidus, on obtient la majoration suivante des modules des
z(x 5 5 11\"

coefficients ¢, lem| = / Ldm <—=-x (—) . n

gmtl T 4sm 4 2
|z|=s

Remarque 3.3.2 :

La valeur de b a été obtenue comme la racine réelle de e® = /5 . Si Uon prend pour b
une racine complexe b = —10%5 + 2ikm, on obtiendra le développement en série d’une autre
racine de H,(z).

Lorsque n est pair, G,(z) admet un zéro reél négatif z = xs , (cf.[7] ). Nous avons le
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3.3. Développement du zéro négatif de G,, ou de H,

Théoréme 3.3.2 :

1l existe des coefficients réels ¢1,Ca, ..., Cm,...tels que l'on ait, pour n pair assez grand,

ou &, est obtenu en remplacant dans ¢y, V5 par —V/5.

Preuve.
Se démontre avec la méme méthode précédente.
Le changement de variables z = —w dans I’équation
Gn(2)=(p—1)2"" —p2"+1=0
conduit &
(p— D"+ pu"—1=0

cette derniére est a un signe pres, la conjuguée de 1’équation

w1 4 (p — 1)w™ — 1 = 0, obtenue en remplagant V5 par —V5. m
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Chapitre 4

Méthode des séries hypergéométriques

4.1 Introduction

La méthode du développement en série hypergéométrique est appliquée au cas des équa-

tions du type :

vV +ayt —1=0; y(0) =1, (4.1.1)
ol N et P sont deux nombres réels positifs.

Elle permet de déterminer un développement en série hypergéométrique des racines de
17/ . 122
équation considérée.

Cette méthode utilise un résultat de G. Belardinelli (cf .[2]).

4.2 Développement en série de la racine positive de Gn(z)

Rappelons que d’apres ce qui précede, la regle des signes de Descartes (cf [9]), affirme que
G, (z) admet deux racines réelles positives, z = 1, et une 2z =z, , ( T1, # 1 ), dans [7]

I'estimation suivante est donnée :

145
2

Pl <z, <PPl—p ™ Houp=

Le théoreme que nous démontrons dans ce qui suit, améliore sensiblement I’éstimation précé-

dente :
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4.2. Développement en série de la racine positive de G, (z)

Théoréme 4.2.1 (cf[13]) :

Soit x1 , la racine positive différente de 1 du trinome G,,, défini par

Gn(2) = (p — 1)2"™ — 2™ + 1.

On a le développement en série, convergent pour n > 1,

= 1 (n+1)k—2
_ 2
Ti,n =@ (1_2]{;('0(271—&-1)16( E—1 ))
k=1

La démonstration de ce théoréme repose essentiellement sur la :

Proposition 4.2.1 :
Soit N et P deux nombres réels positifs, et pi un nombre réel.
On pose Q=N — P.

Le rayon de convergence de la série entiére

p ((p+Pk)/N
Yu(z) = Z(—l)km( 1 )wk

vaut

N
(P |QIQ)1/N

Avec la convention 0° =1. De plus, pour |z| < R, on a y,(x) = (y1(z))" et

R =

y(x) = y1(x) vérifie l’équation
yN 4oy —1=0.

La preuve de cette proposition nécessite le lemme 4.2.1.

On désigne par [z"] y(z) le coefficient de 2* dans la série entiére y(z).

Lemme 4.2.1 :

Soit une série entiere U(x) =14 > U, 2", V(x) une série entiére vérifiant
n>1

(4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)

V(z)=U(xV(x)) et soit teR et n>1, s U,(t)=[2"] Ux) et V,(t) = [z"] V(x)

alors

t
t) = —— t .
Va(t) t—l—nUn( +n)
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4.2. Développement en série de la racine positive de G, (z)

Preuve.

Se démontre grace a la Formule d’inversion de Lagrange : m

Lemme 4.2.2 (Formule d’inversion de Lagrange)( cf [20]) :

Soit U(z) une série entiére avec U(0) # 0. Posons W (x) = Uf 7
T

Soit f(x) une série entiére.

Alors la relation W (f(z)) = x équivaut ¢ f(x) = 2zU(f(x)) et on a pour n, k € N
n(z"] f(z)* =k [2"7*] U(z)™.
En particulier, pour k=1 on a
n 1 n—1 n
) (@) =~ [ U)

Preuve. (du lemme 4.2.1)

Posons W (z) = U$(x) et f(x) =2V(x) alors W(zV(z)) =x et d’aprés le lemme
4.2.2, pour n,k €N on a
k
) @V @) = & [ Uy
soit
k
Vo(k) = [2"F] (2"VE(2)) = —— [2"| U (z)" " = mUn(n + k)

Comme U, (t) et V,(t) sont tous les deux des polynomes en t de degré < n, ceci établit

I’égalité pour tout nombre réel t. m

Preuve. (de la proposition 4.2.1)
Lecas N =1 et P =2 est traité dans ([19], page 133 ).
Nous utilisons une idée dte a J .Zeng (cf.([20])
On distingue deux cas

(i) Lorsque N = P > 0, ’équation
yN +ayt —1=0
s’écrit

y=(1+z)"""
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4.2. Développement en série de la racine positive de G, (z)

et 'on retrouve pour y* la formule du binéme avec un rayon de convergence égal a 1.

(ii) Lorsque N # P, la valeur de R s’obtient par la formule classique de Hadamard

1 :
7 = Jm, s [ v @l
Posons
w+ kP
— [2*] y*(2) = (—1)F —F N
o =[] ) = 0 (),

w+ kP

pour calculer klim sup |ak]1/ F , nous évaluons ( ]]X ) en utilisant la formule de Stirling
— 400

étendue aux nombres complexes :
2 =T(2+1) ~ V227272,

D’aprés le théoréme des fonctions implicites analytiques, il existe une série entiére y(x)
solution de (4.1.1)

avec y(0) = 1.

On pose

V (z) vérifie la relation,

V(z) = (1—aV(x)"N

Comme,

Uk(t) = [q;k} U(x) b [Ik] (1 —:E)Pt/N _ (_1)k (Pt/N)

k

le lemme 4.2.1, implique alors,

[xk] Yyt = [_]jk] V($>“ /P _ (_1)kﬁ<<ﬂ+ik)/]\/'>

et comme [wk} y* désigne le coefficient de z* dans la série y* , donc
k1 ((wt PE)/NY
ni) =3 (-1 L 2
= uw+ Pk k
Ce qui achéve la preuve de la proposition. =

Preuve. (du théoréme)

1
L’équation G, (z) = 0, peut s’écrire sous la forme — 2" — pz" +1 =0, puisque
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4.2. Développement en série de la racine positive de G, (z)

1
02— p—1=0, ceaquiestéquivalenta ¢ =1+ —.
¥
En effectuant les changements de variables z = ¢?y, on obtient

902n+1yn+1 . 9DQ?’L-{-lyn + 1= 07

2n+1

1
en posant y = % et en divisant par —¢ , il vient

1

Y — 2t

y"l _1=0
cette équation est de la forme :

vV + oyt -1 = 0,
1

avec N = 1, P=n+1,u=-1 et r=——
(pn

(4.2.4)

on peut donc lui appliquer la proposition 4.2.1.

La formule (4.2.1), implique

Vale) = V@) = 3 () ((—1 ros 1)1€)>¢—<2n+1>k

= n+ 1)k
et comme
n+Dk—-1\ (m+1Dk-1/(n+1)k—-2
k N k k—1
et que z = %y = ©*Y ! | on obtient
1 (n+1)k—2
_ 2
Lin = P [1 o ka(%ﬁl)k < E—1 )]
k>1
N
d’apres (4.2.2), le rayon de convergence est R = G T d’ou :
(PPIQI*)™
1 1
R - R = =
n n+ly—n 1
(n+1)"n (n+1)(1+ =)

comme (1 + %)” < e, donc
1
“e(n+1)
L’étude de la fonction :

ts @t —e(t +1).

3
montre que pour tout ¢ > 5 ona PHFl —e(t +1) > 0, ce qui entaine
1 1
—QD(Z”“) <R, pourn>2,etpourn=1, ona R = 1 > E = 0.236...

Ce qui termine la démonstration du théoréme. m
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Annexe

Calculs numériques

Dans ce qui suit nous donnons deux programmes écrits en Maple, ces programmes

nous ont permis de vérifier les résultats théoriques des deux théoremes ( 2.3.1 et 3.2.1).

Le programme 1, calcul les racines approchées zj, de 'équation f,, ,11(2) =0, 1 et rho,
et fait le test |z — x| < p.
L’algorithme qui nous a permis d’écrire ce programme est inspiré de la méthode de A.
Schinzel.
Le théoreme 2.4.1 n’est valable que pour les polyomes de degré n > 28.
Pour nous calculs nous avons choisi n = 30.
notons que ce programme a été éxecuté a I'aide d’un ordinateur (Pentieum 4, 1.72GH z, 120
Mo de RAM), nous avons fait les calculs j'usqu’a n = 700. On peut sans doute aller loin
avec un ordinateur plus puissant.
Le programme 2, calcul les 2" coefficients du développement en série des racines du trinéme

fons1(2) = 2" — (n+ 1)z 4+ n, la méthode utilisée est celle de Delange.
Programme 1:

f:=proc(n,z) z~ (n+1)-(n+1)*z+n end,;

r:=proc(k,n) evalf((2*(n+1)*sin((4*k+1)*Pi/(4*n+2)))"~(1/(n+1))) end;
ro:=proc(k,n) evalf(3*(r(k,n)-1)/(r(k,n) "n-1)) end;

xk:=proc(k,n) evalf(evalc(r(k,n)*exp(I*Pi*(4*k+1)/(2*n+1)))) end;

test:=proc(n) local u,j,k,rho,z,com,li,lis,mi ,kmax,rr,rh:
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li:=fsolve(f(n,z),z,complex):
maxk:=0:kmax:=-1:

for k from 0 to n/2 do
rr:=r(k,n):

w=xk(k,n): rh:=(rr-1)/(rr"n-1):
for j from 1 to n+1 do

if (abs(li[j]-u))/rh<3. then mi:=(abs(li[j]-u))/rh fi:od:

print(‘n="‘n ,’k=*‘k,mi):
if mi > maxk then maxk:=mi:kmax:=k fi:od:

print (‘n="*n,‘Max=*‘ maxk,‘’kmax="‘ kmax):end;
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Table des valeurs obtenus pour n = 2

k| 2 T, |z — k| /Rh | p
0] —2,1,11 0.993885 + 0.722100¢ | 1.60927 1.34618
1 —1.81712 0.515196 1.06492
Table des valeurs obtenus pour n =10 :
k| 2 T |z — k| /Rh | p
0] 0.921738 £ 0.796364: | 1.03454 + 0.155932: 1.97386 0.242741
1| —1.09704 £+ 0.756988¢ | 0.885968 + 0.822056¢ | 1.19287 0.110760
2 | —0.465689 £ 1.229507 | 0.282339 + 1.23697: 1.03854 0.0821883
3 | 0.310291 + 1.24228; —0.475566 + 1.21170¢ | 0.874850 0.0698064
4| —1.33859 —1.08981 + 0.743018q: | 0.736623 0.0640626
511 —1.32446 0.679834 0.0623535
Table des valeurs obtenus pour n = 30:
k| z T, |2k — x| /Rh | p
0 |1 1.01385 + 0.0522610: 2.03580 0.0796716
1 | —1.14441 1.03396 + 0.272297¢ 1.28304 0.0322134
2 | —1.11996 + 0.234369: | 0.974508 + 0.4870901 1.23724 0.0222318
3 | —1.04765 £ 0.458564: | 0.864186 + 0.6839801 1.19616 0.0175226
4 | —=0.930677 £ 0.662856¢ | 0.711832 + 0.853277¢ 1.15443 0.0147279
5 | —0.774165 £ 0.8383877 | 0.525525 4 0.98700217 1.10970 0.0128743
6 | —0.584990 £ 0.9775647 | 0.314067 4 1.078961 1.06471 0.0115604
7 | —0.371472 £ 1.07439¢ | 0.0870770 + 1.12487: 1.01589 0.0105899
8 | —0143012 £ 1.12471¢ —0.145337 + 1.122537 | 1.969874 0.00985851
9 | 0.0903011 £ 1.12644¢ —0.372856 + 1.07189: | 0.922060 0.00929721
10 | 0.318118 £ 1.07961¢ —0.585469 + 0.975015¢ | 0.877308 0.00886902
11 | 0.530249 +£ 0.986400: —0.773815 + 0.836026¢ | 0.837938 0.00854526
12 | 0.717038 £ 0.851037: —0.929630 + 0.660892: | 0.803684 0.00830793
13 | 0.869626 £ 0.679596: —1.04608 + 0.4571637 | 0.774960 0.00814575
14 | 0.979887 £ 0.4796657 —1.11805 + 0.2336397 | 0.761878 0.00805149
15 | 1.03891 £ 0.259440: —1.14240 0.751891 0.00801978
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Programme 2:

gi=(exp(t)-1-)/t ;
eq:=subs(t=Y,g)-subs(t=-x*Y,g);

net:=proc(s,z) subs(O(1)=0,map(normal,series(s,z))) end:
calcgdg:=proc(Y,z,k)

local expy,unsurexpy,zosurY logexpy,c0,cl,val,s,y;
s:=series(Y,z,3);
c0:=subs(exp(b)=1+b,exp(coefl(s,z,0)));
val:=op(2,s);

zosurY:=1/op(1,s);

y:=Y-coeff(s,z,0);

s:=series(y,z,2);

cl:=coeff(s,z,1);

expy:=1+cl*z:

unsurexpy:=1/expy;

Order:=2;

to k do
unsurexpy:=net(unsurexpy*(2-unsurexpy*expy),z);
Order:=2*Order-1;
unsurexpy:=net(unsurexpy*(2-unsurexpy*expy),z);
logexpy:=net (Int(diff(expy,z) *unsurexpy,z),z);
expy:=net (expy*(y+1-logexpy),z);
zosurY:=net(zosurY*(2-zosurY*Y /z"val),z)

od;

net((c0*expy-1-Y)*zosurY /z"val,z),
net((c0*expy*(Y-1)+1)*zosurY*zosurY /z~ (2*val),z)

end:
Order:=2:
y:=b-b*x/2:

invden:=1+(b/2-1)*x:
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for i to nbiter do

print(i);

gdg:=calcgdg(y,x,i);
gxdgx:=calcgdg(-x*y,x,i);
Order:=2*Order-1;

invden:=net (invden*(2-invden*(gdg[2]+x*gxdgx[2])),x);
y:=net(y-(gdg[1]-gxdgx[1])*invden,x);
od:

Y

z:=taylor(exp(x*y),x=0,2 " nbiter);
print(z);

Pour n = 2, les résultats obtenue sont les suivants:

1,1 3. 11 1
z=1+br+(—5b+ §b2)$2 + (gb — ﬁlﬁ + Eb?’)m?’ + O(a*)

ol b est une racine complexe de 1’équation ¢! —t —1 = 0.

Les premiérs coefficients du développement en série entiére obtenu pour n = 5 sont :
1 1 3 1 7 5 5 1
= = b+ b c3=-b——b+ b cp= —=b— —b>+ b3+ —b!
: bégz 1%3 . 2 1273363 181 . - 16 16 i 24 : 24
b b4+ —b — —b*

5 - —

%= 1987 T 384 5760 2830 | 120
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié trois méthodes de localisation de zéros de polyndmes
dans le plan complexe. Nous avons appliqué ces méthodes & deux familles particulieres de

trindmes.

Nous pensons pouvoir les généraliser & des polynomes a coefficients réels de la forme
az™+ bz +czP +d, et améliorer la constante effective A intervenant dans le théoréme 2.3.1
9 2

ce qui permettra de le rendre valable pour les polyndémes de degré n < 27.

Notons par ailleurs que le sujet traité est trés vaste et que beaucoup reste sans doute
a faire dans ce domaine. Nous envisageons d’autres pistes de recherche sur le produit des

racines, la mesure et la hauteur d’un polynéme.
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