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Résumé

Ce travail de doctorat aborde le probléme d’ordonnancement préemp-
tif d’'un ensemble de n taches indépendantes sur m machines identiques
en vue de minimiser le critere du makespan. La contrainte imposée est
relative au temps nécessaire quant au déplacement des taches préemp-
tées d'une machine a une autre. Nous présentons un programme dyna-
mique ainsi qu'un algorithme exact destinés a résoudre le probleme sur
trois machines en considérant des délais de transport identiques. Nous
montrons par la suite, que ce méme cas admet un schéma d’approxima-
tion complétement polynomial. Pour le probléme général sur m machines
en considérant des délais de transport variables, nous proposons d’abord
une nouvelle formulation mathématique linéaire en variables mixtes, puis
une stratégie de résolution approchée reposant sur plusieurs méthodes
de résolution de type heuristique et métaheuristique. L'idée principale est
de déterminer, par une recherche locale, une séquence de machines selon
laquelle tous les éventuels transports de taches préemptées vont étre ef-
fectués. La seconde étape de la stratégie consiste a déterminer la meilleure
affectation possible des taches aux machines de telle sorte 8 minimiser le
makespan. Cette étape est concrétisée par 'adaptation de deux métaheu-
ristiques, a savoir le Recuit Simulé et la Recherche a Voisinage Variable.

Mots-clés : Ordonnancement; machines identiques; préemption; dé-
lais de transport; programme linéaire ; métaheuristique.



Abstract

This doctoral work adresses the preemptive scheduling problem of in-
dependent jobs on identical machines. The aim is to minimize the makes-
pan under the imposed constraints, namely the ones that relate the trans-
portation delays which are required to transport a preempted job from
one machine to another. We present a dynamic program and an exact al-
gorithm for solving the three machines problem when the transport para-
meter is fixed. Also, for the same problem we show that there is a fully po-
lynomial time approximation scheme (FPTAS). For the general problem,
the contribution is twofold. First, we propose a new linear programming
formulation in real and binary decision variables. Then, we propose and
implement a solution strategy, which consists of two stages. The goal of
the first stage is to obtain the best machines order using a Local Search
strategy. For the second stage, the objective is to determine the best pos-
sible sequence of jobs. To solve the preemptive scheduling problem with
transportation delays, we propose a heuristic as well as adaptations of two
metaheuristics (Simulated Annealing and Variable Neighborhood Search),
each one with two modes of evaluation.

Keywords : Scheduling; identical machines ; preemption; transporta-
tion delays; linear programming ; metaheuristic.
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Introduction générale

On dit que I'optimisation est le facteur essentiel permettant d’atteindre
I'excellence tant recherchée par 'Homme instinctivement. A travers les
ages, cet instinct ressenti par I’étre humain s’est toujours traduit par la
quéte du meilleur, voire de 'excellent dans tous les domaines touchant a
son évolution. Par la suite, I’étre humain ne s’est plus contenté de trou-
ver des solutions a ses problemes primaires, mais s’est également tourné
vers un autre objectif, celui d’améliorer ses acquis manifestant une volonté
continue d’employer tous les moyens existants lui permettant de se mesu-
rer aux prouesses de ses semblables, et de viser sans cesse cette supério-
rité et cette distinction qui meéne vers un gain non négligeable, notamment
dans le monde actuel, un monde de plus en plus compétitif.

A notre sens, ce principe traduit I’essence méme et la motivation prin-
cipale de la notion d’optimisation étudiée en Recherche Opérationnelle.
Cette discipline s’est vu regrouper une panoplie de problemes de diffé-
rents domaines ainsi que 1’ensemble des outils intervenant dans la résolu-
tion de ses problématiques.

La Recherche Opérationnelle est apparue vers la fin des années qua-
rante au temps de la seconde guerre mondiale. Sa naissance revient a la
collaboration entre scientifiques et militaires britanniques qui souffraient
d’une sévere politique de désarmement infligée par 1'ennemi allemand.
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L’état britannique disposait de nouvelles inventions en matiere de radars
et d’antennes de signalisation dont il souhaitait en tirer tout le profit pos-
sible pour protéger son pays.

Bien qu’a travers ce petit historique, la Recherche Opérationnelle est
considérée comme étant une science relativement récente, il n’en demeure
pas moins qu’elle se soit avérée étre a 1'origine de I'étude de problémes
bien plus anciens, et s’est vue entreprendre par des savants d’époques
lointaines a l'instar de Newton, Leibniz, Bernoulli ou encore Charles Bab-
bageEl considéré, par beaucoup, comme étant le pere de la Recherche Opé-
rationnelle.

Une notion trés souvent évoquée en Recherche opérationnelle est celle
de l'optimisation combinatoire. Ce volet regroupe 1’ensemble des proble-
mes auxquels il est question de trouver, pour un critere donné, de bonnes
solutions, voire, les meilleures solutions possibles. Actuellement, outre les
problemes purement mathématiques, I'optimisation combinatoire contri-
bue de manieére considérable dans différents domaines tels que 1'industrie,
la production, la gestion, le transport ou encore dans le domaine médical,
d’ot1 son inexorable utilisation pour la prise de décision et ce dans tous les
domaines, qui de nos jours, sont aussi concurrentiels les uns que les autres.

Parmi les problemes d’optimisation combinatoire, nous nous intéres-
sons a un des problémes d’ordonnancement de taches. Ces derniers re-
présentent une partie importante des sujets étudiés en Recherche Opéra-
tionnelle, ceci étant di a leurs multiples champs d’application. En effet,
les problemes d’ordonnancement sont représentatifs d’un bon nombre de
situations problématiques qui relévent de différents secteurs notamment
le secteur industriel a travers la gestion de la production et I’ensemble

1. Mathématicien anglais (1792- 1871) dont le penchant scientifique s’est illustré par
I'application des mathématiques dans différentes problématiques rencontrées dans 1'in-
dustrie, I'’économie ou encore le transport. Il est considéré comme étant le premier infor-
maticien de I'histoire grace a ses idées novatrices comme celle d’avoir imaginé puis congu
ses deux fameuses machines de calcul. Il s’agit de la différentielle puis I'analytique qui
est considérée, de nos jours, comme étant 'ancétre de I’ordinateur en termes de concepts,
de logique et de principes mathématiques. Babbage avait passé une bonne partie de sa
vie a concevoir dans le moindre détail sa machine de calcul qui n"avait malheureusement
pas fonctionné de son vivant.
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des ressources matérielles et humaines nécessaires. Ils interviennent éga-
lement en informatique lors du partage de la mémoire ou encore lors de
la répartition des traitements par les processeurs. Ces problemes d’ordon-
nancement sont aussi importants pour la gestion de tout type de projets
afin de mener a terme 'ensemble des objectifs en assurant un profit maxi-
mum.

Nous pouvons donc définir un probléme d’ordonnancement lorsque
I'on dispose d'un ensemble de taches a effectuer par des ressources de
méme ou de différentes natures. Il faut donc décider de quelle tache sera
exécutée par quelle ressource et quand cela se fera-t-il, en précisant la date
de début de traitement de chacune des taches. Cette affectation doit étre la
meilleure possible (ou la plus proche de I'étre) pour un critere d’optimisa-
tion fixé dés le départ.

Ainsi, cette thése s’inscrit dans le domaine de 1’optimisation combina-
toire. Nous nous intéressons particulierement a un probléme d’ordonnan-
cement de taches indépendantes sur des ressources de type machines pa-
ralleles identiques, avec comme objectif la minimisation de la durée totale
de I'ordonnancement. D’autres contraintes sont imposées au probléme, la
plus importante et qui représente le sujet principal de notre thése concerne
'existence de durées de transport a respecter par les taches lorsque le trai-
tement de ces derniéres est interrompu puis repris ultérieurement sur une
autre machine.

Dans ce méme contexte, et contrairement a ce qui se passe réellement,
il a été tres souvent considéré que le traitement d’une tache interrompue
et évacuée vers une autre machine est repris a I'instant méme de son inter-
ruption. Cette situation n’étant pas tres représentative de la réalité, car ceci
ne tient nullement compte des caractéristiques de I’environnement dans
lequel sont exécutées ces taches. En effet, il se peut que la distance entre
les deux machines ne puisse permettre une telle possibilité. Par ailleurs,
la taille de la tache peut également nécessiter un opérateur ou un autre
dispositif de chargement et/ou de transport et dont la disponibilité est va-
riable. Ces quelques cas de figures montrent qu’il est dans beaucoup de
cas indispensable de respecter un certain délai avant la reprise, sur une
autre machine, d’une tache interrompue. Ces délais sont imposés par une
contrainte qui fait 1’objet d’étude de notre thése pour le cas de problemes
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d’ordonnancement sur machines paralleles.

L'objectif de cette thése est de concevoir puis de mettre en oeuvre des
algorithmes en vue d’apporter une contribution a la résolution d"un pro-
bleme d’optimisation combinatoire. Il s’agit précisément d’un probleme
d’ordonnancement de taches sur des machines paralléeles en présence de
contraintes relatives aux délais de transport. Les contraintes imposées, et
énoncées précédemment, représentent des délais de transport entre les
machines qui dépendent essentiellement de la distance entre celles-ci. Dans
un premier temps, nous nous sommes intéressés a 1'étude d'un cas parti-
culier (celui ou I'on considere trois machines) en s’inspirant de travaux
précédents cités dans la littérature (travaux sur deux machines), et cela
moyennant des méthodes de résolution exactes. Par la suite, nous nous
sommes penchés sur la modélisation du probleme et ce, suite a plusieurs
modélisations proposées mais discutées auparavant. Apres cela, nous avo-
ns achevé notre étude par la proposition de quelques méthodes de réso-
lution pour tenter de pallier le manque que nous avons constaté dans la
littérature, du moins a notre connaissance, en termes de méthodes de ré-
solution.

Organisation de la these

Le manuscrit est organisé de la maniere suivante :

Le premier chapitre est dédié a la présentation de généralités sur la
théorie d’ordonnancement. On y retrouve en premier des concepts de base
constituant I’environnement d’un probleme d’ordonnancement, puis des
notions générales sur la complexité et la classification des problémes d’op-
timisation combinatoire. Par la suite, nous abordons les deux classes de
méthodes de résolutions existantes, puis nous proposons une description
des méthodes les plus utilisées de chaque classe.

Le second chapitre débute avec la description mathématique de 1’objet
de cette thése, a savoir le probleme d’ordonnancement préemptif sur ma-
chines paralleles identiques en présence de délais de transport. Un exemple
illustratif et explicatif de la problématique est également présenté. Plus
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loin, nous exposons, sous forme d’état de Iart, tous les travaux rencontrés
lors de notre phase de recherche bibliographique qui présentent un rap-
port direct ou indirect avec le probleme étudié.

Le troisieme chapitre aborde 1’étude d"un cas particulier, celui de trois
machines. Ce chapitre représente une généralisation d'un cas précédem-
ment étudié sur deux machines. Nous présentons le déroulement d'un
programme dynamique qui sera sollicité par la suite lors de I'exécution
d"un algorithme pseudo-polynomial con¢u pour la résolution exacte du
cas cité. Par la suite, nous montrons qu’il existe pour ce cas particulier
comportant trois machines, un algorithme d’approximation complétement
polynomial.

Dans le quatriéme chapitre, nous proposons une nouvelle formulation
mathématique du probléme étudié sous la forme d"un modéle mathéma-
tique linéaire mixte. Nous présentons également, les motivations ayant
mené a cette nouvelle formulation ainsi que le principe de son exécution.
Les résultats des instances générées sont présentés et discutés a la fin de
ce dernier.

Le dernier chapitre est dédié a la résolution par des méthodes appro-
chées du probléeme d’ordonnancement considéré dans cette these. Nous
présentons les méthodes utilisées en 1’occurrence, une adaptation des mé-
taheuristiques suivantes : le recuit simulé et la recherche a voisinage va-
riable. Les résultats des multiples exécutions de ces adaptations sont rap-
portés en fin de chapitre pour montrer leurs performances.

Le manuscrit se termine par des conclusions et quelques perspectives.
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1.1 Introduction

Ce chapitre constitue un rappel de quelques notions de base qui in-
terviennent en théorie d’ordonnancement. Nous définissons en premier
lieu les différentes entités qui permettent de constituer et de définir un
probleme d’ordonnancement. Nous présentons par la suite, le concept de
complexité lié aux problemes d’optimisation en général et aux problemes
d’ordonnancement. Ce premier chapitre s’achéve par un apercu de quelques
approches de résolution développées et mises en place au service de la ré-
solution de tels problemes.

En raison du grand nombre de problemes qu’ils modélisent, ainsi que
de la diversité de leurs champs d’application, les problémes d’ordonnan-
cement demeurent largement étudiés, aussi bien par les chercheurs de
différentes disciplines (mathématiques, informatique, génie industriel, ...),
que par les professionnels d’entreprises activant dans les secteurs de 1'in-
dustrie et de la manufacture de maniére générale. A travers les années
et jusqu’a 'heure actuelle, en dépit de la nature- tres souvent- ardue de
ces problemes, les travaux scientifiques réalisés et dédiés a leur résolution
demeurent d’actualité. Cette réflexion peut facilement étre justifiée par le
nombre impressionnant de références scientifiques ayant abordé des pro-
blématiques d’ordonnancement. A titre d’exemple, nous citons les ou-
vrages suivants : (Baker, (1974 [Rinnoy Kan| (1976; [French) [1982; |Carlier
et al.,1988;|lanaev et al.,1994; Lenstra & Shmoys, 1995;|Chu & Proth), 1996;
Esquirol & Lopez| 1999; Pinedo| 2000; Lopez & Roubelat, 2000; Conway
et al., 2003; |Leung, 2004; Tsoukias, 2006; Pinedo, 2012 Blazewicz et al.,
2013).

1.2 Généralités et définitions

Comme mentionné en introduction générale, un probleme d’ordon-
nancement consiste donc a affecter des taches a des machines pouvant
les exécuter dans l'optique d’optimiser un critére fixé. En littérature, nous
pouvons retrouver plusieurs citations qui permettent de définir un pro-

1. Bien évidemment, cette liste d’ouvrages est loin d’étre exhaustive
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bléeme d’ordonnancement. Nous choisissons de rapporter, ci-dessous, celle
qui revient le plus souvent, a savoir la définition donnée par J. Carlier et P.
Chrétienne dans Carlier et al. (1988).

Ordonnancer, c’est programmer I’exécution d’une réalisation en
attribuant des ressources aux tiches et en fixant leurs dates d’exé-
cution.[...]. Enfin, il faut programmer les tdches de fagon a opti-
miser un certain objectif...

Problémes d’ordonnancement, 1988

Plus formellement, un probleme d’ordonnancement peut se définir co-
mme suit :

Etant donné un ensemble de taches a réaliser et un ensemble de res-
sources (humaines ou matérielles) permettant leurs réalisations, le pro-
bleme consiste donc a organiser (ou ordonnancer) la réalisationEl de ces
taches par les ressources précédentes en précisant dans le temps le début
de traitement de chaque tache de telle sorte a ce que toutes les taches soient
ordonnancées et que toutes les contraintes soient respectées, le tout en op-
timisant 1’objectif considéré par le probléeme en questionEl Cet objectif est
exprimé sous la forme d’une fonction mathématique.

Ainsi, résoudre un probléme d’ordonnancement se fait en déterminant
l'affectation de chaque tache (éventuellement, de chaque partie de tache) a
la machine (ou aux machines) pouvant la (ou les) réaliser. Par conséquent,
il est possible de déterminer la date de début de chaque tache sur chaque
machine (si celle-ci y est exécutée).

1. A noter que la définition de la notion de réalisation d'une tiche dépend directement
de I'environnement du probléeme d’ordonnancement en question. Par exemple, il peut
s’agir d'un programme a exécuter par des processeurs dans le domaine informatique, ou
encore d'une activité a accomplir lorsque nous nous situons dans le domaine de gestion
de projet et tant d’autres exemples.

2. Il est tout a fait possible de considérer plusieurs objectifs (criteres) a optimiser.
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Ainsi, a partir de la définition précédente nous pouvons extraire les
quatre éléments fondamentaux qui composent un probleme d’ordonnan-
cement, a savoir les taches, les ressources, les contraintes imposées et I'ob-
jectif a optimiser. Dans la suite de cette section, nous présentons quelques
détinitions pour les notions citées.

1.2.1 Les tiches

La tache est une entité soit élémentaire, soit formée a partir de plusieurs
opérations représentant une activité ou un travail a réaliser. Notée 7}, une
tache est caractérisée par un temps de traitement, appelé aussi durée opé-
ratoire ou processing time en anglais. Cette durée que 1’on note p;, exprime
le nombre d’unités de temps nécessaires a la réalisation de la tache Tj.

De plus, une tache peut également étre caractérisée par une date de
disponibilité (release date en anglais), notée r;, avant laquelle le traitement
de T, ne peut commencer, et une date échue (due date en anglais) avant
laquelle la tache 7} doit finir son traitement. Cette date, que 1’on note d;,
est également considérée comme étant une date de fin de traitement au
plus tard ou encore souhaité et tout dépassement de cette date encourt
une pénalité. Tout de méme, le dépassement peut ne pas étre toléré lors-
qu’est définie la notion de date de fin de traitement impérative (deadline
en anglais) notée d;. Dans certains cas, une valeur w; est aussi associée a la
tache 7j, qui indique un poids (weight) ou une mesure d’importance pour
cette tache par rapport aux autres taches.

Suite a la résolution du probleme d’ordonnancement, toute tache 7}
se verra attribuer de nouvelles valeurs a partir de l’ordonnancementﬂ ré-
sultant. Il s’agit des parametres ¢, et ¢; indiquant respectivement la date
effective de début de traitement (starting time), et la date de fin de traite-
ment (completion time) de la tache T;.

D’autres valeurs peuvent étre définies pour chaque 7; a I'exemple de
la valeur du retard algébrique L; = c; —d; et qui représente I'écart par rap-

1. le terme ordonnancement (ou schedule en anglais) est également attribué a la solu-
tion obtenue pour un probleme d’ordonnancement.



1.2. GENERALITES ET DEFINITIONS 10

port a la fin souhaité (lateness)ﬂ Lorsque cette valeur est positive, la tache
T; est considérée comme étant en retard d'une quantité notée D; et peut
étre définie comme suit D; = max{L;,0}. Par ailleurs, si L; < 0, la tache
peut étre considérée comme étant en avance d’une valeur notée E, et peut
étre définie par E; = max{d; — ¢;,0}. Toutes ces notions sont représentées

dans la figure

Iy Py d,

En avance

E
7}

i Temps

En retard

I
6 .
|
FIGURE 1.1 — Représentation des caractéristiques d"une tache

D’autres caractéristiques d’un probleme d’ordonnancement relatives
aux taches existent dans la réalité. Par exemple, lorsque le traitement d"une
tache doit étre réalisé sans que celle-ci ne soit interrompue, la tache est dite
non préemptive et doit par conséquent étre réalisée en une seule fois. Dans
le cas opposé, c’est-a-dire lorsque le traitement d"une tache peut s’inter-
rompre a tout moment pour étre repris ultérieurement, celle-ci est dite pré-
emptive ou encore morcelable.

Aussi, lorsque les données d"un probleme d’ordonnancement, a savoir
les taches et leurs durées opératoires, sont connues a priori et ne subissent
aucun changement lors de leurs traitements, le probleme d’ordonnance-
ment est dit déterministe. En revanche, lorsque les données ne sont pas
connues a l’avance ou que des changements surviennent durant la phase
de traitement de ces taches (une détérioration impliquant le changement

1. En réalité, bien que la date de fin de traitement au plus tard ait été dépassée, la
tache en question est autorisée a rester sur la machine.
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des entités par exemple), le probleme d’ordonnancement est dit non déter-
ministe. De nos jours, Ce cas de figure est tres fréquent en pratique, ce qui
a conduit a I'émergence d'un nouvel axe de recherche comportant la prise
en charge de 'aspect incertain de ces problemes.

1.2.2 Les ressources

Une ressource est un moyen, matériel ou humain, destiné a réaliser une
tache. La capacité ainsi que la disponibilité de chaque ressource, qu’elles
soient limitées ou non, sont connues a ’avance. Selon sa nature, une res-
source est dite renouvelable lorsqu’elle redevient disponible aprées la réali-
sation de la tache qui lui est allouée, elle peut donc étre réutilisée aussitot
comme c’est le cas des ressources représentées par des machines ou du
personnel. Dans ce cas, la ressource est dite disjonctive lorsqu’elle ne peut
réaliser qu'une tache a la fois. Autrement, elle est qualifiée de cumulative
(comme par exemple, le cas d’un groupe d’ouvrier).

Par ailleurs, une ressource est dite consommable s’il arrive qu’elle soit
épuisée apres avoir terminé I'exécution d’une tache. Ici, nous pouvons ci-
ter I'exemple des ressources qui sont en réalité des sommes d’argent ou de
la matiére premiere. Dans ce cas, une politique de réapprovisionnement
efficace doit accompagner le travail d’ordonnancement.

La combinaison de ces deux types de ressources donne lieu a de nou-
velles ressources, il s’agit de ressources doublement limitées rencontrées dans
la these de |Artigues| (1997), et dans laquelle I'auteur met 1’accent sur ce
qu’il qualifie de préparation des ressources. Dans cette étude, I’auteur cite
le cas d"une pompe a carburant qui est a la fois renouvelable (la pompe) et
consommable (le carburant).

Un autre type de ressources existe pour les problemes d’ordonnan-
cement dits multi-ressources dans lesquels plusieurs ressources sont né-
cessaires simultanément a la réalisation d’une tache. Autrement, ces pro-
blémes sont appelés mono-ressource (Ben Hmida, 2009).

Dans le cadre de notre thése, nous nous intéressons aux ressources du
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premier type cité, c’est-a-dire des ressources renouvelables et disjonctives.
Les ressources disponibles sont plus exactement des machines, et dans ce
cas les probléemes d’ordonnancement moyennant de telles ressources sont
également appelés problemes d’ordonnancement d’atelier. Dans cette catégo-
rie de problemes, nous distinguons deux types de machines qui sont les
suivantes :

e Les machines paralléles : qui sont considérées comme une généralisa-
tion des problemes d’ordonnancement a une seule machine. Ces ateliers
sont formés de machines caractérisées par le fait que toutes les taches,
constituées chacune d’une seule opération, peuvent étre exécutées par
n’importe quelle machine. Selon les caractéristiques de ces ressources,
trois types de machines paralleles existent, il s’agit des :

» Machines identiques, dans lesquelles les durées opératoires des
taches ne dépendent pas des machines qui les exécutent, ce qui si-
gnifie que la vitesse d’exécution d"une tache est la méme sur toutes
les machines.

» Machines uniformes, dans lesquelles chaque machine a une vi-
tesse propre a elle et indépendante des taches.

» Machines générales, dans lesquelles chaque machine a une vitesse
d’exécution pour chaque tache.

e Les machines spécialisées : appelées également machines dédiées, dans
lesquelles chaque tache est formée d"un ensemble d’opérations pouvant
étre exécutées par un sous ensemble de machines et suivant un ordre
particulier. Selon ces particularités, se distinguent trois types de ma-
chines, a savoir :

» Les machines a cheminement unique (flow shop), ou I’ensemble
des opérations de chaque tache doit s’exécuter par toutes les ma-
chines en suivant le méme ordre de passage sur les machines qui
est fixé et connu a l'avance, comme c’est le cas par exemple des
usines de montage de produits ou d’assemblage de voitures. Si de
plus, I'ordre d’exécution des taches est le méme sur toutes les ma-
chines, le probléeme d’ordonnancement est celui du flow shop de per-
mutation.
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» Les Machines a cheminements multiples (job shop), qui sont consi-
dérées comme une généralisation du cas précédent. Les opérations
des taches sont exécutées sur des sous ensemble de machines sui-
vant des ordres de passage différents et propres a chaque tache.
Les ordres de passage sur les machines different d"une tache a une
autre, mais doivent étre connus et fixés a I’avance.

» Les machines a cheminements libres (open shop), ou le passage
des taches sur les machines n’est pas imposé a priori, et les opé-
rations sont exécutées dans n'importe quel ordre de machines. Cet
ordre est généralement a déterminer en plus de I’ordonnancement
de toutes les opérations.

Machine unique Machins paraliéles Flow shop Job shop
Les tiches ® 0 ® O @ O
@ o @) ® e Q e e @ e @ T @
l | cEmm-eam
l (@ Ma
= » '\
¢ '
2| B ]
® Q @
@]
o l
o 6}
®
@ @ @ °
o @ Q

FIGURE 1.2 — Fonctionnement de quelques ateliers

Pour les probléemes d’ordonnancement d’ateliers, il existe une exten-
sion définie par l'introduction de la notion de flexibilité de ressources, qui
suscite de plus en plus I'intérét des chercheurs. Par exemple, il s’agit plutot
de flexible flow shop ou de flexible job shop, et qui sont des versions plus géné-
rales et par conséquent plus complexes que celles des problémes initiaux
(c’est-a-dire, sans flexibilité de ressources). Dans cette relaxation, chaque
opération d'une tache est susceptible d’étre traitée par un sous ensemble
de machines candidates. Ainsi, en plus des objectifs retenus dans les ver-
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sions classiques, il est aussi question de déterminer par quelle machine
doit étre traitée chaque opération afin d’ordonnancer I’ensemble des opé-
rations en un minimum de temps. Pour le lecteur intéressé, nous citons
quelques travaux comportant des bibliographies riches concernant cette
notion : Brucker & Schliel (1990); Botta-Genoulaz (1996); Dauzere-Péres
et al. (1998); |Linn & Zhang| (1999); Jansen et al.| (2005).

1.2.3 Les contraintes

Les contraintes représentent les restrictions ou encore les conditions
a respecter lors de la construction d’un ordonnancement. L'existence de
contraintes rend le probléeme plus complexe, et ce en réduisant le nombre
de solutions possibles. Les contraintes peuvent étre relatives aux taches
et/ou aux ressources. Mathématiquement, une contrainte représente une
restriction sur les valeurs numériques que peuvent prendre les variables
de décision intervenant en modélisant le probleme.

Il existe plusieurs classifications concernant les contraintes. De ma-
niére générale, elles peuvent étre endogenes si elles sont liées directement
aux composantes du probleme et a leurs performances. Par exemple, ces
contraintes peuvent représenter des dates de disponibilité, des limites sur
les capacités des machines ou encore des relations entre les taches telles
que la précédence ou le conflit. Par ailleurs, elles peuvent étre exogénes
lorsqu’elles sont d’un niveau supérieur au probléme donc imposées par
des décisions externes. Nous pouvons citer I'exemple des dates de fin de
traitement au plus tard imposées par les clients. D’autres classifications
beaucoup plus utilisées sont regroupées et présentées dans les theses sui-
vantes : |Artigues| (1997)); Toumi (2007). Nous citerons plusieurs exemples
de contraintes un peu plus tard dans la partie[1.2.5

1.2.4 L'objectif

Exprimé a I'aide d’une fonction mathématique, I’objectif ou le critere
d’optimisation est une évaluation numérique de la qualité d"un ordonnan-
cement. Concrétement, I'objectif d’'un probleme d’ordonnancement per-
met de classer toutes les séquences de taches possibles (solutions), et ce,
en guidant la méthode de résolution utilisée vers la meilleure solution
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possible. Ainsi, en plus de la notion d’ordonnancement réalisable, qui
satisfait toutes les contraintes du probléme, il est possible de définir un
ordonnancement optimal, c’est-a-dire celui qui satisfait au mieux 'objec-
tif considéré.

Ci-dessous, nous présentons une sélection des objectifs les plus étudiés
par les chercheurs. Notez que les objectifs cités sont tous des fonctions a
minimiser :

e La durée totale (makespan) : notée C,,,,, et représente la longueur
d’un ordonnancement. Le makespan est égal a la date de fin de trai-
tement de la derniere tache exécutée, c’est-a-dire égal a max {C;}.

j=l.n

n
e La somme des dates de fin de traitement : notée ZC’j. Cet ob-
j=1
jectif qui peut aussi étre considéré pour le cas pondéré est appelé
par certains flow time pondéré. Il s’agira donc de minimiser la valeur

n
E chj'
=1

e Le plus grand retard : noté L,,,,, est égale au plus grand retard en-
registré par les taches lorsque le probleme est soumis a des dates
échues. La somme des retards est également utilisée et se définit par

> L.
j=1

n
e Le nombre de retards : noté Z U,, dans lequel on ne s’intéresse pas
j=1
a la durée des retards mais plutot a leur nombre. Pour ce faire, une
variable binaire U; est définie pour chaque tache, et vaut 1 lorsque la
tache est en retard et 0 sinon. Dans ce cas, il est aussi utile d’attribuer
des poids aux taches qui mesurent la pénalité engendrée suite aux
n

retards. Il s’agira donc de minimiser g w;Uj.
j=1

e La variation des dates de fin : notée TADC de l'anglais Total ab-
solute deviation of job completion times, et exprimée par 1'expression
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> ) IC; — Cil. Ce critére a été initié par Hsu et al.| (2013).

i=1 j=1

Remarque 1 : Compte tenu de la nature réelle des problemes d’ordon-
nancement, il est souvent difficile de se contenter d"un seul critére a opti-
miser. Afin de présenter la meilleure modélisation possible du probleme,
les chercheurs sont souvent amenés a optimiser plus d’un seul critere a
la fois. Dans ce cas, le probleme n’est plus un probléme d’optimisation
simple mais devient un probleme d’optimisation multicritere.

Remarque 2 : Certaines études rencontrées lors de notre recherche suiv-
ent une méthodologie différente de la notre concernant la résolution des
problemes d’ordonnancement. Ces approches issues de [Erschler (1976),
transforment les objectifs en contraintes externes, et se donnent pour nou-
vel objectif la caractérisation des ordonnancements admissibles. Nous ci-
tons le travail de|Artigues|(1997), dans lequel I'auteur définit un ordonnan-
cement admissible comme étant un ordonnancement vérifiant les contraintes
internes et externes du probleme.

1.2.5 Notation des problémes d’ordonnancement

Dans la littérature, il existe différentes notations permettant de dési-
gner un probleme d’ordonnancement. Nous citons par exemple, celles de
Conway et al.|(1967); Maccarthy & Liu/(1993), qui comportent quatre champs
delaforme A | BIC | D représentant respectivement, les machines, les taches,
les contraintes et les objectifs. Il existe également la notation de Graham
et al. (1979) comportant trois champs de la forme «|3|y, qui est la plus uti-
lisée de toutes les notations existantes, c’est d’ailleurs celle que nous adop-
tons dans notre manuscrit. Les champs en question sont détaillés dans ce
qui suit :

e Le champ a: qui comporte deux sous champs oy, et qui décrit les
caractéristiques des ressources utilisées. Dans le contexte d’ordon-
nancement d’ateliers, o; représente le type de machines utilisées et
oy indique le nombre de machines.

e Le champ 5 : représente 'ensemble des contraintes auxquelles est
soumis le probleme étudié.
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e Le champ 7 : indique le critéere a optimiser (tels que ceux cités en
1.2.4).

Comme énoncé ci-dessus, les sous champs «; et ay, indiquent le type
de machines utilisées et leur nombre. Ces parametres peuvent prendre les
valeurs des ensembles respectifs suivants {1, P,Q, R, F, J,O} et {¢, k}. Les
désignations de ces notations sont résumées dans la table

Notation Désignation du probleme

Une seule machine
Machines paralleles identiques
Machines paralleles uniformes
Machines paralleles générales

Machines de type flow shops
Machines de type Job shops
Machines de type Open shops

Un nombre variable de machines
Entier positif désignant le nombre de machines

> 9| Q| W | WL 9|+

TABLE 1.1 — Désignations des champs o a,.

Il est possible de retrouver d’autres symboles a coté de ceux déja ci-
tés, afin de désigner des versions plus complexes. Par exemple, la lettre
F peut s’ajouter aux lettres précédentes afin d’indiquer la version flexible
du probléeme. Aussi, un parametre d’indisponibilité des ressources existe,
noté hy, et désigne les k périodes d’indisponibilité pour les problémes a
une seule machine. Dans le cas général, h,;, indique 1'indisponibilité de la
machine M,..

Le champ /3 doit regrouper et informer toutes les contraintes imposées
au probleme étudié. Les contraintes, ou plutdt leurs désignations par des
mots clés, sont regroupées, ordonnées et séparées par des virgules. Nous
présentons ci-dessous, des exemples de notations fréquentes pour les pa-
rametres du champ 3 :

e pmin : indique que la préemption des taches est autorisée.
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e prec : indique qu’il existe des contraintes de précédence entre les
taches.

e tree, chains : indiquent que les relations de précédence entre les taches
peuvent former un arbre ou un ensemble de chaines.

e p;=1,p;, =poua < p; <b:indiquent que les durées opératoires du
probleme peuvent étre unitaires, identiques et égales a une valeur p
ou encore appartenant a un intervalle [a, b].

e 1, (respectivement. d;) : indique que la tache 7, posséde une date de
disponibilité (respectivement. date échue).

e s;ou s;; : indiquent la présence de temps de préparation propre a la
tache T ou relative a la séquence des taches T et T respectivement.

e no-wait : propre au cas des machines spécialisées, cette contrainte in-
terdit un temps d’attente entre les opérations, ce qui signifie qu'une
tache qui termine son exécution sur une machine passe directement
a la machine suivante.

e split : signifie, dans le cas de la préemption, que deux parties d'une
méme tache peuvent s’exécuter par deux machines différentes et ce
au méme moment.

e block : indique que certaines taches peuvent occuper une machine
méme apres la fin de leurs traitements. Ce qui bloque la machine
quant a I’exécution d’autres taches.

A titre d’exemple, le P3|pmitn, prec|L,,, désigne le probleme d’ordon-
nancement d'un ensemble de taches sur trois machines, sachant que la pré-
emption des taches est autorisée et que des relations de précédence entre
elles sont a respecter, le tout en vue de minimiser le retard maximum.

1.2.6 Représentation d’un ordonnancement

A la suite de la résolution d"un probléme d’ordonnancement d’atelier,
il est possible de visualiser I’'ordonnancement obtenu avec un maximum
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d’informations. Plusieurs moyens graphiques sont utilisés afin de schéma-
tiser un ordonnancement réalisable. En ce qui nous concerne, nous adop-
tons la représentation via le diagramme de GanttEl et plus précisément, le
diagramme de Gantt ressources qui se décrit comme suit :

Le diagramme de Gantt ressources

Proposée par Henri Gantt, cette représentation est considérée comme
étant la plus simple et la plus utilisée pour un ordonnancement de taches
(Herrmann, 2006). Le diagramme se compose de plusieurs barres paral-
leles horizontales, formant deux a deux plusieurs niveaux. Chaque niveau
désigne une machine et comprend toutes les taches dont 1’exécution est
assignée a la machine correspondante. Les taches sont alignées et repré-
sentées par des rectangles dont la longueur est proportionnelle a la du-
rée opératoire de la tache qu'ils représentent. Un axe des abscisses est in-
clue dans la représentation afin de visualiser I'exécution des taches dans le
temps. Les barres verticales des rectangles désignant les taches indiquent
les dates de début et de fin de traitement de chacune d’entre elles. Un
exemple du diagramme de Gantt ressources sera présenté pour 1’exemple
introductif du chapitre suivant (figure 2.1)).

Le diagramme de Gantt taches

Inversement au cas précédent, ce diagramme de Gantt place les taches
sur un axe vertical. Chacune d’entre elles est donc représentée par un ni-
veau formé de deux barres paralleles horizontales (comme c’était le cas
pour les machines dans le diagramme Gantt ressources). Par similitude,
les longueurs des rectangles, formés dans chaque niveau, indiquent 1’oc-
cupation dans le temps de chaque machine par la tache correspondante.
Le diagramme de Gantt taches permet de visualiser les périodes d’attente

1. Henry Laurence Gantt, un ingénieur américain en mécanique (1861-1919). Il était
également consultant en management, bouleversant par cette fonction le monde de la
gestion de projet. C’est en 1910, que le fameux diagramme portant son nom a vu le jour,
et demeure un outil puissant sur lequel repose les logiciels de planification jusqu’a nos
jours.
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des taches lorsque celles-ci attendent la libération d'une ressource pouvant
les exécuter.

Le graphe potentiels-taches

Une autre maniéere de représenter un ordonnancement réalisable est
celle qui utilise le graphe potentiels-taches. Cette méthode repose, dans
un premier temps, sur la création d’un graphe orienté, appelé aussi arbre
disjonctif, a partir des données du probleme étudié. Cette représentation
a été initialement développée pour le probleme du job shop par Roy &
Sussmann! (1964).

L’ensemble des sommets correspond a toutes les opérations a ordon-
nancer aux quels sont ajoutés deux sommets fictifs appelés source et puit,
représentant respectivement le début et la fin de I'ordonnancement. Les
opérations consécutives d’'une méme tache sont reliées par des arcs dits
conjonctifs qui indique la relation de précédence entre les deux opérations.
Des arcs non orientés dits disjonctifs sont également ajoutés entre les opé-
rations de taches différentes nécessitant une méme machine. Une pondé-
ration sur les différents arcs est a définir et correspond aux durées des
opérations qui sont représentées par les extrémités initiales de chaque arc.
Notons que le sommet source est relié a toutes les premieres opérations
des taches avec des arcs de poids égal a zéro. Les derniéres opérations de
chaque tache sont, quant a elles, reliées au sommet puit par des arcs de
poids égal a leurs durées opératoires.

A la différence du diagramme de Gantt, le graphe potentiel-taches ne
permet pas seulement la visualisation d"une solution réalisable pour un
probleme donné, mais représente également un outil de modélisation uti-
lisé lors de la résolution de certains problemes d’ordonnancement de type
job shop (Jain & Meeran, 1999; Aggoune, 2002). Pour la résolution, il est
question de choisir une orientation des arcs disjonctifs de sorte a ce que
le graphe résultant soit sans circuits. Une fois que c’est le cas, le graphe
est dit arbitré et la durée totale de I'ordonnancement est égale a la lon-
gueur du plus long chemin reliant le sommet source au sommet puit. Des
exemples de représentation par le graphe potentiel-tiches sont présentés
dans Aggoune|(2002).



1.3. NOTIONS SUR LA COMPLEXITE DES ALGORITHMES ET DES
PROBLEMES 21

1.3 Notions sur la complexité des algorithmes et
des problemes

La notion de complexité est une notion fondamentale dans le domaine
de 'optimisation combinatoire. Ce concept permet d"une part de définir
la nature de tout probleme mathématique ou réel et ce, en lui attribuant la
caractéristique d’étre facile ou difficile a résoudre d"un point de vue ma-
thématique. D’une autre part, la complexité permet, en fonction du degré
de difficulté mesuré, de partager les problemes étudiés en un ensemble de
classes de problemes. Chaque classe regroupe des problémes qualifiés du
méme niveau de difficulté, et qui par la suite peuvent étre abordés par les
mémes outils de résolution.

En recherche opérationnelle, le terme complexité est associé a deux no-
tions qu’il faut absolument distinguer. Dans ce qui suit, nous allons définir
les notions citées, a savoir celles de la complexité algorithmique et de la
complexité des probléemes.

1.3.1 L’algorithme

Avant de présenter une quelconque définition de complexité, il est né-
cessaire d’aborder une notion élémentaire traduite par le terme algorithme.
Généralement, et méme intuitivement, un algorithme désigne une mé-
thode, une description précise ou encore une fagon de procéder destinée
a résoudre un probleme donné. Cette définition combien méme tres vaste,
demeure commune a plusieurs disciplines scientifiques.

En ce qui nous concerne, les définitions les plus proches et les plus
représentatives sont celles que I'on retrouve en mathématique mais aussi
en informatique. D’ailleurs, plusieurs personnes associent le terme algo-
rithmeEl (plutdt mathématique historiquement) au terme programme (qui
lui, est plutot informatique), et confondent entre leurs deux significations.
Néanmoins, nous tenons a signaler qu’il n’existe pas une seule définition

1. Officiellement, nous devons l'apparition du terme algorithme au mathématicien
perse Mohammed Ibn Musa-Al Khwarizmi (considéré comme étant le pére de 1’algebre)
originaire de la région Khawarizm dans l'actuel Ouzbékistan et dont la naissance est
estimée vers 1’an 820.
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du terme algorithme mais plusieurs chacune proche du contexte dans le-
quel elle est utilisée.

Pour un algorithme, plusieurs définitions ont été rencontrées dans la
littérature. Bien que différentes, ces définitions présentent toutes des as-
pects en commun. Dans ce qui suit, nous présentons quelques-unes a com-
mencer par la plus naturelle, celle que I'on retrouve dans le Larousse :

Définition (Larousse) : « Ensemble de régles opératoires dont I'application per-
met de résoudre un probléme énoncé au moyen d'un nombre fini d’opérations. »

Définition (Cormen et al.| (2001)) : « De maniere informelle, un algorithme est
une procédure de calcul bien définie qui a partir d’une valeur, ou d’un ensemble
de valeurs, en entrée produit une valeur, ou un ensemble de valeurs, en sortie. Un
algorithme est donc une séquence d’étapes de calcul qui transforment une entrée
en une sortie. »

Définition (Skiena|(2008)) : « Un algorithme est une procédure permettant d’ac-
complir une tiche spécifique. Un algorithme est I'idée qui se trouve derriére tout
programme informatique raisonnable. »

Définition (Modeste (2012)) : « Un algorithme est une procédure de résolution
de probleme, s’appliquant a une famille d’instances du probleme et produisant, en
un nombre fini d’étapes constructives, effectives, non-ambigués et organisées, la
réponse au probléme pour toute instance de cette famille. »

Définition (Yagouni (2017)) : « Un algorithme de résolution d’un probleme
est une séquence complete d’instructions élémentaires, complémentaires, lo-
giques et chronologiques, transformant une chaine de caractéres représentant
les données de n’importe quelle instance du probléme, en une chaine de caracteres
représentant le résultat de sa résolution. »

1.3.2 Complexité algorithmique

La complexité d"un algorithme peut étre définie comme étant une me-
sure mathématique permettant d’évaluer sa performance en matiére de ré-
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solution de problemes. De plus, cette mesure nous offre la possibilité de le
comparer a d’autres algorithmes destinés a résoudre un méme probleme,
dans le but de définir le meilleur algorithme a cet effet, indépendamment
de la machine qui les exécutent. La complexité d'un algorithme est calcu-
lée en fonction de la taille de I'instance a résoudre. Elle peut étre mesurée
selon deux criteres : le temps que nécessite ’algorithme pour résoudre
lI'instance, et I’espace mémoire qu’'il occupe pour le méme objectif.

La notion de complexité temporelle d"un algorithme est exprimée en
fonction du nombre d’opérations élémentaires effectuées par ce dernier,
pour la résolution d"une instance du probleme. Usuellement, c’est le nom-
bre d’opérations pour le pire des cas possibles qui est calculé. Autrement
dit, le cas le plus défavorable qui compte le maximum d’opérations éven-
tuellement effectuées pour la résolution d’une instance. Cependant, il est
aussi fréquent d’évaluer la complexité moyenne d’un algorithme, qui est
obtenue en calculant le nombre moyen d’opérations effectuées pour la ré-
solution d"une méme instance.

Un peu moins utilisée que la précédente, la complexité spatiale (qui est
relative a 'espace mémoire), désigne la quantité d’informations indispen-
sable au bon déroulement de I’algorithme. Dans un contexte informatique,
ou un algorithme est confondu avec un programme informatique, cette
complexité représente la taille mémoire nécessaire pour stocker toutes les
structures de données requises au bon fonctionnement de 1’algorithme.

Etant une mesure mathématique, il est indispensable de présenter les
définitions formelles sur lesquelles repose la notion de complexité d’algo-
rithme. Il s’agit, entre autre, de la notion du Grand O. Ce parametre, qui est
d’ailleurs le plus utilisé, permet de représenter 1’évaluation des complexi-
tés d’algorithmes de maniére commune. Ainsi, on dit qu'un algorithme est
de complexité T'(n) = O(f(n)) (selit T'(n) est de 'ordre de f(n)), s’il existe
deux constantes positives c et n, telles que (Rebaine, 2000) :

T(n) <cf(n), Yn>ng

Ainsi, cette notion du O, indiquant la complexité 7'(n) d’"un algorithme
donné, est définie par I’existence d'une fonction f(n) considérée comme
étant une borne supérieure. Cependant, d’autres notations existent dans
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la littérature, il s’agit des deux notations (2 et © exprimant respectivement
les concepts de borne inférieure et celui d’égalité. Ces deux concepts sont
définis de facon similaire a celle du O, c’est-a-dire :

Grand Q2 . Un algorithme est de complexité T'(n) = Q(f(n)), pour tout n positif, s’il
existe deux constantes positives c et ny, telles que :

T(n) > cf(n), ¥Yn > ng

Grand O . Un algorithme est de complexité T'(n) = O(f(n)), pour tout n posi-
tif, s’il existe des constantes positives ¢y, c2 et ng, telles que :

cif(n) <T(n) <cof(n), Yn>ng

Nous rappelons que la notion de complexité en général, et le temps de
calcul en particulier, est exprimée en fonction de la taille de I'instance que
'algorithme vise a résoudre. La taille de I'instance du probléme est notée
n. Par conséquent, la complexité d"un algorithme est liée non seulement a
'existence des parametres précédents dont de la fonction f(n), mais aussi
a sa nature. Ce qui donne lieu a plusieurs complexités connues comme par
exemple :

e La complexité constate, notée O(c), ot f(n) est une constante c indé-
pendante de n.

e La complexité logarithmique, notée O(log(n)), ou f(n) est une fonc-
tion logarithmique.

e La complexité polynomiale, notée O(n*), ot f(n) est un polyndome
d’ordre k.

e La complexité exponentielle, notée O(k"), ou f(n) est une fonction
exponentielle, et £ est une constante strictement supérieure a 1.

e La complexité factorielle, notée O(n!).

Remarque. Un algorithme dont la complexité est d’ordre polynomial
est considéré comme un algorithme efficace. Pour abréger, un tel algo-
rithme est dit polynomial. En revanche, cette efficacité ne peut étre attri-
buée a un algorithme de complexité exponentielle a cause de sa consom-
mation importante en espace ou en temps. Pour mieux le voir, prenons
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I'exemple d'un algorithme de résolution d’un probléme d’optimisation
donné, dont la complexité est de l'ordre de O(2"). Si cet algorithme est
exécuté par une machine effectuant chaque opération en 1075 secondes,
alors il serait capable de résoudre une instance de ce probléme de taille 50,
une taille modeste pour un probléme réel d’industrie, en pas moins de 35
ans.

1.3.3 Complexité des problemes

La complexité d'un probleme dépend de la nature du probléeme lui-
méme et de sa résolution. En théorie de complexité, afin de connaitre la
nature d"un probléme, il est nécessaire de dissocier la notion du probleme
d’optimisation de celle du probleme de décision qu’il lui est associé. Quant
alarésolution, elle est mesurée par rapport au meilleurEl algorithme connu
et congu pour ce méme but.

Un probleme de décision, appelé aussi probleme de reconnaissance,
est un probleme pour lequel on ne peut répondre que par Vrai ou Pauxﬂ
a une question donnée. Notons que pour tout probléme d’optimisation, il
est possible d’associer un probleme de décision. Ainsi, connaitre la com-
plexité d’un probleme de décision nous permet d’avoir des informations
sur celle du probleme d’optimisation associé. Par exemple, le probleme de
décision associé a un probleme d’ordonnancement peut étre formulé grace
a la question suivante :

Pour une instance donnée d'un probleme d’ordonnancement, existe-il une
solution réalisable telle que la valeur de la fonction objectif ne dépasse pas une
valeur fixée ?

La résolution d"un probléme de décision se fait en deux temps, la re-
cherche d"une solution et la vérification de la solution. La classification
de Garey et Johnson (Johnson & Garey) 1979) répertorie les problemes en
deux classes P et NP :

1. En termes de complexité.
2. Oui ounon
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e La classe P (Polynomial time), regroupe les problemes de décision
pour lesquels, il existe des algorithmes polynomiaux permettant de
les résoudre. Ces algorithmes doivent permettre la recherche et la
vérification d"une solution réalisable en un temps polynomial. Les
problémes de cette classe sont considérés comme étant facile car ré-
solus de maniere efficace.

e Laclasse NP (Non deterministic Polynomial timeE[), contient les pro-
blemes de décision pour lesquels, il existe un algorithme polynomial
non-déterministe permettant de les résoudre. La phase de vérifica-
tion d"une solution réalisable obtenue peut étre réalisée par un algo-
rithme polynomial, sans que ¢a soit le cas pour la recherche d’une
telle solutionPl

Plusieurs définitions d"un algorithme non déterministe existent, nous
nous contentons de donner la plus simple a notre sens. Un algorithme non
déterministe est un algorithme qui comporte I'instruction choix, celle-ci
opérant sur un ensemble fini, choisit un élément de cet ensemble mais on
ne spécifie pas comment ce choix est effectué (Sakarovitch, 1984).

Certains problémes appartenant a la classe NV P sont dits N P-complets.
Un probleme est dit appartenir a la classe N P-complet, si tous les pro-
blemes de N P peuvent se réduire a lui par un principe de réduction po-
lynomiale. On dit d’un probléeme P qu’il peut étre réduit & un probleme
P’, si les données du probleme P peuvent étre transformées en données
du probleme P’ en temps polynomial. Cette relation apporte une équi-
valence entre tous ces problemes en question dans le sens ot I’existence
d"un algorithme polynomial pour résoudre un probléme des N P-complet,
impliquerait nécessairement 1’existence d"un algorithme polynomial pour
tout probleme de N P. Notons aussi, que pour tout probleme de décision
appartenant a la classe des problemes N P-complets, le probleme d’opti-
misation associé est dit N P-dif ficile.

Pour certains problémes non polynomiaux, il existe des algorithmes
de résolution polynomiaux dont la complexité est exprimée en fonction

1. A ne pas confondre la classe NP avec Non Polynomial time
2. Une telle action peut se réaliser en énumérant 1’ensemble des solutions possibles
qui est, au pire des cas, de cardinalité exponentielle
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des données de l'instance elle-méme. De tels algorithmes sont appelés
pseudo-polynomiaux. Un probléeme d’optimisation est dit NP-dif ficile au
sens faible (in a weak sense), s'il peut étre résolu par un algorithme pseudo-
polynomial. Dans le cas contraire, un tel probleme est dit N P-di f ficile au
sens fort (in a strong sense).

1.4 Méthodes de résolution

Dans la section précédente, nous avons exposé les deux classes de pro-
blemes les plus importantes en théorie de complexité. Les problemes consi-
dérés difficiles a résoudre sont donc ceux de la classe NP-complet qui
n‘ont pas pu étre résolus efficacement jusqu’a 1’heure actuelle. Pour ces
problémes, il est plus précis de dire que I’on ne connait pas encore d’al-
gorithmes polynomiaux pouvant les résoudre. D’ailleurs, a ce propos, une
récompense d'un million de dollars est proposée afin de répondre a la fa-
meuse question : “la classe P, est-elle égale @ NP ?”. A défaut d’étre prouvée,
toutes les études reposent sur la négation de cette derniéreﬂ On se penche
donc, plus particulierement, sur 1'étude de la classe des problemes N P-
complets, qui sont considérés comme étant les plus difficiles a résoudre,
mais qui s’averent étre les plus intéressants a étudier.

Deux catégories de méthodes existent principalement et interviennent
dans la résolution des problémes non polynomiaux du type N P-complets.
Il s’agit en premier, des méthodes exactes qui assurent 1’obtention de solu-
tions optimales mais qui ne s’averent intéressantes que pour des instances
de petites tailles dont les solutions peuvent étre obtenues en un temps rai-
sonnable. En second, il est question de méthodes approchées qui n’offrent
pas cette qualité d’optimalité, mais qui en contrepartie se rattrapent en
matiere de temps de calcul. Dans cette section, nous passons en revue les
méthodes de résolution les plus connues et les plus utilisées pour la réso-
lution des probléemes d’optimisation N P-dif ficile.

D’'un point de vue mathématique, nous rappelons que pour un pro-
bleme d’optimisation, le souhait de toute tentative de résolution est de
tomber sur ce que I'on appelle I'optimum global qui peut se définir comme

1. Jusqu’a preuve du contraire.
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suit :

Une solution réalisable notée sx est un optimum global si sa fonction objectif
est meilleure que celle de toutes les solutions réalisables formant I'espace de re-
cherche S,

Le.

Vs €S, f(sx) <
Vs €S, f(sx) >

(s) pour un probleme de minimisation

(s) pour un probléme de maximisation

1.4.1 Les méthodes exactes

Les méthodes de résolution exactes garantissent 1’obtention de la solu-
tion optimale et ce, en explorant de maniere intelligente et implicite tout
I'espace de recherche. Ces méthodes peuvent visiter I'ensemble des solu-
tions réalisables en utilisant des procédures spécifiques a chaque probleme
qui permettent d"une part d’orienter la direction de recherche, et d'une
autre part, de limiter les directions inutiles ou stériles.

Parmi les méthodes exactes fréquemment utilisées, nous pouvons ci-
ter:

e La méthode de séparation et évaluation (branch & bound) : C’est
une méthode qui date de 1954 (Dantzig et al., 1954), proposée pour
résoudre le célebre probleme du voyageur de commerce. Le prin-
cipe de cette méthode est d’accompagner la recherche d"une solution
optimale par une représentation arborescente qui énumere toutes
les solutions possibles. Chaque noeud de cette arborescence corres-
pond a un choix binaire, qui traduit la réalisation d"une action ou
non (comme par exemple, l'affectation d’une tache ou non a une
machine). La séparation consiste a décomposer le probléeme en une
partition de sous probleme de tailles inférieurs, et ayant chacun un
ensemble de solutions réalisables, de telle sorte a ce que la résolu-
tion optimale des sous problemes engendrerait la résolution opti-
male du probleme initial. Pour chaque sous probléme, une borne
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inférieure ainsi qu’une borne supérieure sont calculées. L'évaluation
permet justement d’éviter une énumération exhaustive de toutes les
solutions possibles. Une telle énumération, notamment pour un en-
semble de recherche tres souvent de cardinal exponentiel, est trées
coliteuse en terme de temps et souvent inutile. Pour chaque noeud,
lorsque la valeur de la borne inférieure dépasse celle de la meilleure
borne supérieure calculée, la recherche dans cette direction est inutile
et donc suspendue, et le branchement s’arréte pour ce noeud.

e La programmation linéaire : Une méthode reposant sur la construc-
tion d'un programme linéaire, qui est avant tout un outil mathé-
matique nous permettant de modéliser les problemes d’optimisa-
tion combinatoire. Un programme linéaire comporte une fonction a
optimiser et des contraintes exprimées par des équations et des in-
équations linéaires. Les solutions réalisables forment une enveloppe
convexe, appelé polytope, dont les sommets représentent les solu-
tions optimales du probleme. Lorsque toutes les variables de déci-
sion du programme linéaire sont de nature entiere, le programme
linéaire est dit linéaire en nombres entiers (PLNE). Pour ce cas, le po-
lytope engendré est discret et non convexe, ce qui rend les PLNE plus
difficile a résoudre. Lorsque cette propriété caractérise certaines va-
riables seulement, le programme est dit linéaire en variables mixtes
(PLNE mixte). En fonction de la nature du programme linéaire, plu-
sieurs méthodes ont été développées et destinées a sa résolution a
commencer par l'algorithme du simplexe (développé par Dantzing
en 1947), qui permet de résoudre un bon nombre de programmes
linéaires. D’autres méthodes de résolution ont suivi a l'instar de la
méthode ellippsoides, la méthode des points intérieurs ou encore les
méthodes arborescentes.

e La programmation dynamique : Considérée comme étant le fruit de
plusieurs recherches menées par 1'américain Richard Bellman durant
les années 1950 et ce, afin de résoudre des problémes d’optimisation
et d’affectation. Le principe de cette méthode a vu le jour en 1957
grace au théoréme d’optimalité qui part du principe suivant : “foute
politique optimale ne peut étre formée que de sous politiques optimales”. Les
travaux de Bellman sont apparus apres la découverte du simplexe
par Dantzig pour la programmation linéaire, et c’est en partie pour
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cette raison que Bellman 1’a baptisée "programmation dynamique".
L'adjectif dynamique a été employé pour décrire I’aspect séquentiel
et récursif de la méthode. La programmation dynamique n’est appli-
cable que pour les problemes décomposables en phases, out chaque
phase ne dépend que de ses voisines les plus proches (antérieure et
postérieure). Le principe de la programmation dynamique est de dé-
composer le probléme en sous problémes, puis d’établir I'équation
récursive qui permet d’exprimer la fonction objectif du sous pro-
bléme d’ordre k en fonction de celle du sous probleme d’ordre k — 1
ou k+ 1. La transition d"un état k a un état £ + 1 est appelée décision,
et la valeur de la fonction objectif est évaluée a la prise de chaque
décision. Le probléme consiste donc a trouver une séquence de déci-
sions (de I'état initial a 1’état final) menant a la valeur optimale de la
fonction objectif.

Le fait d’énumérer toutes les solutions de l'espace de recherche par
les méthodes exactes, a conduit a atteindre trés vite une certaine limite
face a des problemes de taille considérable. Effectivement, a mesure que
la taille du probleme augmente, les délais d’attente des solutions opti-
males que garantissent ces approches deviennent plus importants. Mal-
heureusement, et en dépit de tous les progres que ces méthodes réalisent,
la contrainte du temps a fait que ces méthodes soient en quelque sorte
considérées comme inefficaces face a de problemes de grande envergure.
Cette contrainte a poussé les chercheurs a changer de priorité, quant a leur
attente en matiere de qualité de solutions, au service du temps de calcul.
Cette réflexion a donné lieu a ce que nous appelons méthodes approchées.

1.4.2 Les méthodes approchées

Face a des problémes d’optimisation de grande taille et de complexité
non polynomiale, la recherche s’est orientée vers la conception de nou-
velles alternatives aux méthodes exactes jugées trop cotiteuses. Ces nou-
velles approches n’ont plus I'objectif d’atteindre I'optimalité, mais oeuvrent
plutdt a fournir des solutions de bonnes qualités (c’est-a-dire, celles qui
sont les plus proches possible des solutions optimales), et ce & moindre
cotlit (c’est-a-dire, s’exécutant en des temps raisonnables).
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La performance des méthodes approchées, mesurée par la qualité des
solutions qu’elles fournissent, est évaluée pour une pile d'instances moyen-
nant deux criteres. Le premier consiste a déterminer 1’écart ou la distance
entre les solutions obtenues et les solutions optimales, si ces derniéres sont
calculablesﬂ Dans le cas ot il n’est pas possible de mesurer I’écart entre les
solutions fournies par les méthodes approchées et les solutions optimales,
la comparaison peut se faire par rapport a des bornes inférieures calcu-
lées pour le probleme étudié. Le deuxieme critere est bien évidemment le
temps de calcul rapporté suite a 1’obtention de ces solutions.

Pour les méthodes approchées, on distingue principalement deux ca-
tégories de méthodes : les heuristiques, qui se présentent sous la forme
de procédures simples congues et destinées a résoudre un probleme en
particulier, et les métaheuristiquesEl qui elles se présentent sous la forme
d’ossatures générales représentant un certain concept que 1’on adapte spé-
cifiquement au probleme que 1'on souhaite a résoudre.

Les heuristiques sont donc des méthodes de résolution assez simple a
mettre en oeuvre. La conception de telles approches résulte d une connais-
sance approfondie du probléme considéré et de ses propriétés. Ainsi, le
principe de chacune dépend d’un seul probleme en particulier afin de pro-
poser des solutions réalisables et au mieux de bonne qualité. Les temps
de calcul de ces méthodes sont en général tres raisonnables. En fonction
des parametres de départ de ces méthodes, nous pouvons distinguer deux
types d’heuristiques, celles qui construisent une solution réalisable et celles
qui ont pour but d’améliorer une telle solution.

e Les heuristiques de construction : Comme leur nom l'indique, les
heuristiques de construction sont des algorithmes de résolution qui
pour un probléme d’optimisation, construisent une solution réali-
sable a partir des données de l'instance. Ceci est réalisé en effec-
tuant itérativement des choix partiels menant a la construction de
la solution finale. Un exemple de procédures trés utilisées pour les

1. L’évaluation se fait entre la valeur de la fonction objectif correspondante a chaque
solution et non pas entre les solutions citées.
2. Généralement, le terme méta est attribué & un niveau d’abstraction supérieur.
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problemes d’ordonnancement sont les algorithmes de liste, dans les-
quels les taches suivent un ordre convenu est fixé pour démarrer la
procédure. A partir de cet ordre, les taches sont affectées une par
une a la premiére machine libre en mesure de les exécuter. Les al-
gorithmes SPT (Shortest Processing Time), LPT (Longest Processing
Time) ou encore I'algorithme EDD (Earliest Due Date) (Jackson,|1955)
sont des exemples concrets exprimant ce principe. D’autres algo-
rithme de ce genre sont répandus pour résoudre des problémes d’op-
timisation combinatoire comme le voyageur de commerce ou le pro-
bléme de tournées de véhicules pour lesquels nous pouvons citer les
heuristiques du plus proche voisin ou l'algorithme glouton (Ialbi,
2009; [Yagouni, 2017)).

o Les heuristiques d’amélioration : Contrairement au cas précédent,
le but des algorithmes d’amélioration n’est plus de construire une
solution réalisable, mais plutdt d’en améliorer la qualité. C’est a dire
de trouver, a partir d’une solution initiale bien évidemment réali-
sable, une meilleure solution en ayant diminué (pour un probleme
de minimisation) la valeur de la fonction objectif. Généralement, la
notion de voisinage est utilisée par ces méthodes, et a pour objectif
de produire une exploration plus large de 1’espace de solutions (on
espere par ce principe visiter le maximum de solutions possibles).
Le principe de recherche locale est généralement associé aux proces-
sus d’amélioration en incluant la notion de voisinage. Le voisinage
d’une solution réalisable est obtenu en effectuant une transforma-
tion élémentaire (appelée aussi, opération élémentaire, mouvement
ou aussi perturbation) sur la structure qui représente la solution afin
d’obtenir de nouvelles solutions. Ces nouvelles solutions, dites voi-
sines, sont par la suite évaluées et comparées a la solution initiale et
seuls les voisins de meilleur qualité sont en premier lieu privilégiés
d’une itération a une autre jusqu’a atteindre un certain objectif dési-
gnant le critere d’arrét de la méthode. Il arrive que des solutions de
moins bonne qualité soient retenues par ces méthodes dans le but de
s’extraire de certaines zones dans lesquelles I’exploration n’est plus
fructueuse.

Bien que l'avantage du temps de calcul soit nettement au profit des
heuristiques, de construction ou d’amélioration, certaines limites se sont
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vite faites remarquer. Parmi ces limites, la notion de portabilité (expliquée
par [Yagouni (2017)) qui exprime le champ d’application de ces méthodes
assez restreint du fait qu’elles aient été congues pour des problemes précis.
Une heuristique congue pour un probléme d’ordonnancement donné ne
peut étre appliquée directement a un autre probléme d’ordonnancement
ou a un autre probleme d’optimisation a moins d’en apporter plusieurs
modifications si toutefois de telles modifications sont possibles a réaliser.

Les chercheurs ont également discuté la qualité des solutions fournies
par les heuristiques des deux catégories. Trés souvent, il arrive que les
solutions soient de mauvaise qualité, leurs améliorations par des heuris-
tiques spécialisées dépend directement de la solution initiale et du concept
de voisinage adopté. Le probléme courant dans le choix du voisinage, est
que certains conduisent et bloque la recherche a un optimum local propre
a ce voisinage. La plus grande limite des heuristiques est justement leur
incapacité de s’extraire d'une telle zone au risque de ne pas atteindre 1"op-
timum global.

Afin de pallier aux limites des approches précédentes, de nouvelles
méthodes, plus efficaces et tout aussi simples a mettre en oeuvre, ont vu
le jour, et ceci par l'incorporation de techniques plus subtiles et plus intel-
ligentes permettant I’'obtention de meilleurs résultats. Ces nouvelles mé-
thodes approchées sont donc les Métaheuristiques.

Contrairement aux heuristiques qui, elles sont dédiées a un probleme
en particulier, les métaheuristiques sont des méthodes génériques qui se
présentent sous la forme de mécanismes et de concepts fondamentaux in-
dépendants de tout probleme. Ces principes sont adaptables et applicables
a bon nombre de problemes d’optimisation combinatoire. En fonction de
leurs caractéristiques ou de leurs origines, plusieurs classifications de ces
méthodes existent dans la littérature (Yagouni, 2017} Talbi, 2009).

La plus courante des classifications repose sur le nombre de solutions
que la métaheuristique manipule a la fois. En effet, il existe suivant cette
classification deux types de métaheuristiques :

Le premier représente les méthodes qui traitent une seule solution a
la fois (Single Based Metaheuristics). Ces méthodes sont également appe-
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lées des méthodes de recherche locale ou méthodes de trajectoire, et ont
tendance a intensifier la recherche en explorant "intensément" une partie
(une direction) de I'espace de recherche. Ce processus d’intensification est
réalisé en partant d’une solution initiale unique, puis en se transportant
d"une solution vers une solution voisine dans 'optique d’aboutir en fin de
processus de recherche, a une amélioration du critere considéré.

Le second type de méthodes regroupe celles qui manipulent un en-
semble de solutions simultanément que 1’on appelle population. Ces mé-
thodes sont également connues sous le nom d’algorithmes évolutionnistes||]
(Population Based Metaheuristics), et ont plutot tendance a diversifier la re-
cherche en explorant plusieurs parties de I'espace de recherche quitte a
tolérer momentanément une dégradation du critere. Cette particularité se
traduit par I'acceptation de solutions qui sont de moins bonne qualité. Ce
processus de diversification permet surtout a la recherche de s’extraire des
zones dans lesquelles elle peut se retrouver piégée notamment dans des
optimums locaux.

Dans ce qui suit, nous présentons des apercus des métaheuristiques
les plus utilisées pour résoudre des probléemes d’ordonnancement. Pour
plus de détails concernant ces métaheuristiques, et bien d’autres existantes
dans la littérature, le lecteur intéressé est prié de consulter I'ouvrage de
Talbi| (2009).

Le recuit simulé (Simulated Annealing)

Le recuit simulé est une métaheuristique qui s’inspire d"un principe
réel de traitement thermique appelé le recuit, utilisé principalement en
métallurgie. Cette pratique permet de modifier les caractéristiques phy-
siques d'un matériau afin d’aboutir & un changement de la matiere pre-
miere (réduire sa dureté ou encore corriger sa structure). L'introduction
de ce principe sous la forme d'une métaheuristique est due aux trois cher-
cheurs d’IBMH: S. Kirkpatrick, C.D. Gelatt et M.P. Vecchi en 1983 (Kirk-
patrick et al.} [1983). L'exploration du voisinage dans le recuit simulé a la

1. En référence a la théorie de l'évolution.

2. De l'anglais International Business Machines Corporation, IBM est une multinationale
américaine spécialisée dans le matériel, le logiciel et les services informatiques depuis
1911 (source : https :/ /fr.wikipedia.org/wiki/IBM).
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particularité de permettre de se diriger vers une solution voisine de moins
bonne qualité avec une certaine probabilité afin d’échapper aux optimums
locaux. En plus de cette probabilité, la métaheuristique inclut d’autres pa-
rametres propres au processus du recuit tels que la température, fixée au
tout début de l'algorithme et qui décroit tout au long de son exécution.
Ainsi, trouver le meilleur réglage possible des parametres du recuit si-
mulé demeure sans doute la tache la plus difficile dans I'implémentation
de cette métaheuristique. Une preuve de la convergence de cette méthode
existe dans la littérature ce qui implique qu’un paramétrage optimal, lors-
qu’il est trouvé, meénerait nécessairement a la solution optimale.

La recherche tabou (Tabou Search)

La recherche tabou a été introduite par Fred Glover en 1986 (Glover,
1986, [1990; Glover & Laguna, 1998). Elle représente une des méthodes de
recherche locale totalement déterministe ayant comme particularité d’ex-
plorer, a chaque itération, tout le voisinage d’une solution courante afin
d’obtenir la meilleure solution de ce dernier (méme si celle-ci n’est pas
de meilleure qualité que la solution courante). La recherche tabou a été
mise en place comme une nouvelle stratégie par laquelle Glover a souhaité
échapper aux optimums locaux en dotant la méthode d"un mécanisme de
mémoire. Concretement, la mémoire de la méthode est représentée par
une liste dite tabou contenant les solutions récemment visitées. Cette liste
est mise a jour chaque itération en insérant la nouvelle solution visitée et
en supprimant la solution la plus anciennement visitée. Ce principe est
mis en place dans le but d’éviter de cycler entre un optimum local et son
meilleur voisin et par conséquent, étre bloqué dans la méme région de
I’espace de recherche.

L’'algorithme génétiques (Genetic Algorithm)

L’algorithme génétique est une métaheuristique a population de solu-
tions, proposée par John Holland en 1975 (Holland, [1975). Cette méthode
tire son fonctionnement du principe de la théorie de 1’évolution des es-
péces dans leur environnement naturel énoncée par Darwin, qui exprime
la transmission des génes entre les parents et les enfants au fil des géné-
rations. Tout comme dans le domaine de la génétique, chaque individu
de la population (qui correspond a une solution réalisable du probléme)
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est porteur d'une signature identitaire dite chromosome qui contient ses in-
formations génétiques. En implémentation, ce chromosome comprend les
caractéristiques de la solution ainsi que sa valeur de la fonction objectif.
Par analogie a la théorie de survie de Darwin, seuls les individus les plus
forts sont susceptibles de donner lieu a la meilleure descendance possible.
Ainsi, I’évolution de la population est établie en deux phases. Dans un pre-
mier lieu, la sélection, en se basant sur I'évaluation de la fonction objectif,
des meilleurs individus prédisposés a étre les meilleurs parents. Puis, la
rencontre entre eux, qui se fait moyennant principalement deux opéra-
teurs appelés croisement et mutation. L'idée principale d'un algorithme
génétique est donc de faire évoluer une population d’individus (représen-
tant des solutions initiales générées aléatoirement) vers une population
d’individus meilleurs, qui comporte ainsi, les meilleures solutions pos-
sibles. Une meilleure population de méme taille est reconstituée a chaque
itération composée des nouveaux meilleurs individus.

Algorithmes de colonies de fourmis (Ant Colony Optimization Algo-
rithms)

Une autre méthode a population de solution est I'algorithme de colo-
nies de fourmis, proposé initialement par Marco Dorigo en 1992 (Dorigo,
1992), et congu a la base pour résoudre le probleme du voyageur de com-
merce. Le principe de cette méthode s’inspire de I'observation du compor-
tement auto-organisationnel des fourmis lors de leur quéte de nourriture.
En effet, des observateurs biologistes ont rapporté que les fourmis étaient
capables de choisir parmi plusieurs chemins, le chemin le plus court re-
liant leur nid a leur source de nourriture. Cette faculté est due a une sub-
stance chimique odorante, appelée phéromone, déposée par leurs congé-
neres lors de leur passage afin de leurs indiquer le meilleur chemin trouvé.
Méme si, de base, les algorithmes de colonies de fourmis, par leur nature,
aient été concus pour retrouver le plus court chemin dans des problémes
tels que le voyageur de commerce, ces algorithmes ont tout de méme pu
étre généralisés et repris pour résoudre plusieurs autres problémes d’op-
timisations (Gagné et al.| 2001).



1.4. METHODES DE RESOLUTION 37

1.4.3 Les algorithmes d’approximation

En plus des deux catégories de méthodes de résolution citées, il existe
une autre famille d’algorithmes congue pour la résolution des problemes
intéressants d’optimisation combinatoire. Bien que moins sollicités que les
autres, ces algorithmes représentent une excellente tentative de résolution
de par leur particularité. En effet, cette classe de problémes a la particu-
larité de garantir la qualité des solutions qu’elle fournit. Cette garantie
est exprimée par la distance, fixée préalablement, entre la valeur de la so-
lution optimale et celle des solutions fournies par ces algorithmes. Ces
algorithmes d’approximation n’ont pas été évoqués lors de la partie in-
troductive des méthodes de résolution car, a notre sens, ces approches re-
présentent un cas particulier des algorithmes approchés avec en plus la
particularité énoncée.

En plus des caractéristiques précédentes, cette classe de méthodes de
résolution peut étre décrite a travers les définitions suivantes (Schuurman
& Woeginger), (1999) :

Définition (Algorithmes d’approximation). Pour un probleme de minimisa-
tion (respectivement, maximisation) noté X, soient € > 0 et p = 1 + € (respecti-
vement, p = 1 —¢). Un algorithme A est dit p — approximation pour le probléeme
X, si pour toute instance I de X, les solutions fournies par X, de valeurs A(I),
vérifient :

|A(I) — OPT(I)| < e.OPT(I)

oir, OPT(I) représente la valeur de la solution optimale pour l'instance 1.

Notez que l'expression précédente peut étre formulée autrement, elle
devient donc :

A(I) < (1+¢€)OPT(I) si X est un probleme de minimisation.

A(I) > (1 —€)OPT(I) si X est un probleme de maximisation.

A partir de I'expression précédente, nous pouvons définir quelques
mesures utilisées dans la littérature permettant d’évaluer la qualité des so-
lutions, et ce, en mesurant la distance de la valeur des solutions fournies
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par ses algorithmes par rapport a celle de la solution optimale (Sakaro-
vitch, 1984). Il s’agit du :

e Rapport d’approximation standard de A sur I, connu par l'expres-

sion
A(I)

OPT(I)
e L'erreur absolue de A sur I, notée r(A), et connue par l'expression

|A(I) = OPT(I)]

e L'erreur relative de A sur I, notée R(A), et connue par les expressions

A(I) — OPT(I)
OPT(I)

si X est un probleme de minimisation.

OPT(I) — A(I)
OPT(I)

si X est un probléeme de minimisation.

A présent, nous pouvons définir la notion de schéma d’approximation
qui représente une famille d’algorithmes d’approximation pouvant étre
définis comme suit :

Définition. Soit X un probleme de minimisation (respectivement, maximisa-
tion).

o Un schéma d’approximation pour X est une famille d’algorithmes, notée
A, pour laquelle A, est un (1 + €) — approximation (respectivement, (1 —
€) — approzimation) pour toute valeur de € vérifiant 0 < e < 1.

o A, est un schéma d’approximation polynomial PTAS (abréviation de, Po-
lynomial Time Approximation Scheme) pour le probleme X si A, est un
schéma d’approximation de complexité polynomiale en la taille de l"instance
sur laquelle il est appliqué.
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o A, est un schéma d’approximation completement polynomial FPTAS (abré-
viation de, Fully Polynomial Time Approximation Scheme) pour le pro-
bleme X si en plus d’étre un schéma d’approximation polynomial, sa com-
plexité est également polynomiale en 1 /€[]

Apres ce rappel concernant les notions de bases nécessaires pour I'étude
d"un probléme d’ordonnancement, nous présentons dans le chapitre qui
suit, une description du probléme considéré dans cette étude. Sa défini-
tion sera suivie d"un état de I’art relatant les travaux étudiés durant notre
phase de recherche.

1. Dans [Schuurman & Woeginger| (1999), les auteurs ont présenté un historique des
travaux traitant des schémas d’approximation depuis leur apparition. Il semblerait que
le premier travail comportant un PTAS revient a |(Graham| (1966) pour 1'étude d’un pro-
bléeme d’ordonnancement sur machines paralleles identiques. Plusieurs autres travaux,
plus récents, ont également été cités.
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2.1 Introduction

Dans la majorité des problemes d’ordonnancement classiques, la pré-
emption (lorsqu’elle est autorisée) n’engendre aucun cofit financier ou tem-
porel. Les taches soumises a cette propriété pouvaient reprendre leur trai-
tement aussitot interrompu et ce méme sur une autre machine. Bien que
réelle, cette pénalité occasionnée suite a la préemption des taches a été peu
considérée par les chercheurs, et ce malgré son impact logique et avéré
sur la durée et le cotit des ordonnancements résultants. Dans ce chapitre,
nous présentons une description formelle du probleme étudié, a savoir

40
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le probleme d’ordonnancement d’un ensemble de taches préemptives sur
des ressources du type machines paralleles. Le probleme est soumis a la
contrainte relative aux temps de transport engendrés par les taches pré-
emptées. Dans notre cas, ces temps peuvent représenter entre autre la dis-
tance entre les machines.

La description du probléme est suivie par un état de ’art comportant
I'ensemble des travaux rencontrés durant notre étude en rapport avec la
problématique énoncée.

2.2 Description mathématique du probleme

Soit m machines paralleles et identiques, notées M, M, ..., M,,, des-
tinées au traitement d’un ensemble de n taches indépendantes et morce-
lables, T3, ...,T,. Chaque tache 7} (j = 1,...,n) est caractérisée par sa
durée opératoire p; et sont toutes disponibles a I'instant ¢ = 0. Chaque ma-
chine n’exécute qu'une seule tache a la fois, et toute tache ne peut étre exé-
cutée que par une seule machine en méme temps. La préemption étant au-
torisée, ceci signifie que le traitement de chaque tache 7); sur une machine
M, peut s’interrompre puis reprendre ultérieurement soit sur la machine
M;, soit sur une autre machine A;,. Dans ce cas, la reprise de la tache pré-
emptée sur une autre machine ne peut se faire qu'aprés un certain temps
que l'on note d;;;, ce temps est appelé délai de transport des taches préemp-
tées entre les machines M, et M;,. Le transport des taches se fait moyennant
des ressources de transport (humaines ou matérielles) supposées dispo-
nibles a tout instant et de capacité illimitée. Rappelons que les délais de
transport dépendent uniquement des distances entre les machines. L'ob-
jectif considéré dans ce travail est 'ordonnancement de 'ensemble des
tdches tout en minimisant la durée totale de I’'ordonnancement (makes-

pan).

Conformément a la notation standard proposée par Graham et al.|(1979),
le probleme étudié se note P|pmtn(delayii)|Cpaz- L'exemple suivant illustre
une instance du probléme étudié :

Exemple. Considérons une instance du probleme P3|pmin(delay;)|Cmax
comportant un ensemble de 10 taches dont les durées opératoires sont pré-
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sentées dans la table2.1]

T, Ty Ty T3 Ty Ts Tg Trp Tz Ty Ty
p, 2 4 3 5 2 3 1 2 5 3

TABLE 2.1 — Durées opératoires

= O\ O
| OoOlN
| U1 W

TABLE 2.2 — Délais de transport

Les délais de transport sont détaillés dans la table Ainsi, a titre
d’exemple, le transport d'une tache préemptée 7; depuis la machine M,
vers la machine M; requiert trois unités de temps. La matrice n’est pas
nécessairement symétrique, car dans notre exemple le transport depuis la
machine M5 vers la machine M, nécessite contrairement au chemin inverse
quatre unités de temps.

Mz Ts YL Tio
M- T4 Ts Ts T7
M:| T3 T> i Ts

FIGURE 2.1 — Ordonnancement réalisable pour le P3|pmtn|Ci,q

La figure 2.1/ représente un ordonnancement réalisable (et optimal aussi)
pour le probleme P3|pmtn|C,,., "sans considérer les délais de transport",
et qui est de longueur C,,,, = 10. Nous pouvons constater que la tache
T, a été préemptée a l'instant ¢ = 4 et a repris son traitement ultérieure-
ment a l'instant ¢ = 9, soit cinq unités de temps plus tard. Dans ce cas,



2.3. ETAT DE I'ART 43

le délais de transport entre les machines M, et M;, qui vaut six unités de
temps, n’est pas respecté, ainsi, cette solution n’est pas réalisable pour le
probleme P3|pmtn(delay;i)|Cinaz-

Si les temps de transport sont considérés, la solution précédente peut
devenir réalisable, avec un C,,,, = 11, en effectuant un décalage de la
deuxiéme partie de la tiche préemptée T, qui est exécutée sur la machine
M, . Le début de cette partie devrait, dans ce cas, avoir lieu a partir de l'ins-
tant ¢ = 10 comme le montre la figure[2.2|

Mz T 1o {0
Mz T4 Ts T6 T
g
M| Ti 7> T3 Tz

FIGURE 2.2 — Ordonnancement réalisable pour le P3|pmtn|Cyqs

2.3 Etat de l'art

Dans cette partie, nous présentons les principaux travaux rencontrés
durant notre phase de recherche. Ces travaux concernent les problemes
d’ordonnancement d’ateliers principalement avec des machines paralléeles
en vue de minimiser le makespan. La premieére partie de cet état de 1’art
est dédiée aux problemes classiques sans délais de transport entre les ma-
chines. La deuxiéme partie est consacrée aux problemes d’ordonnance-
ment avec prise en charge de ces délais de transport.

2.3.1 Problémes sans délais de transport

Naturellement, le premier travail considéré dans cet axe de recherche
a été I'étude du probleme d’ordonnancement P|pmin|C,,., menée par Ro-
bert McNaughton (McNaughton), 1959). Il s’agit d’atfecter un ensemble de
taches a des machines paralleles identiques en vue de minimiser la du-
rée totale. Le champ (3 indique que la préemption des taches est autorisée.
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L’auteur a montré qu’il est possible de résoudre le probleme en temps po-
lynomial (O(n)) en affectant les taches (prises dans n'importe quel ordre)
une par une en commengcant par la premiére machine. Lorsque la charge
sur la premiére machine atteint une valeur A, appelée borne de McNaugh-
ton et obtenue par le calcul de la formule max {,- >"_, pj; Pinaz }, deux cas
de figures sont possibles. La premiere situation se présente lorsque la tache
en cours d’exécution achéve son traitement a la date A, alors la tache sui-
vante est affectée a la machine d’apres et le méme processus est répété
pour le reste des taches sur les machines suivantes. Sinon, si le traitement
de la tache n’est pas terminé, ce dernier sera interrompu pour étre en-
suite repris au début de la machine suivante. Cette description résume les
étapes de 'algorithme proposé et qui porte le nom de son auteur. Les or-
donnancements optimaux résultants sont de longueur A.

L’académicien russe Vyacheslav S. Tanaev a été parmi les premiers a
avoir étudié le probleme précédent, plus précisément le P2[pmitn|C,,.. et
ses variantes (Ianaev} 1973). Cependant les objectifs de cette étude por-
taient sur les propriétés de la préemption occasionnée dans un ordonnan-
cement optimal, a savoir la limitation du nombre total de préemptions et
celle del’ensemble des moments durant lesquels des préemptions peuvent
intervenir.

En présence de contraintes supplémentaires sur les taches, Cheng &
Sin| (1991) ont étudié le probleme précédent ot les taches sont accompa-
gnées par des dates échues ou des dates de fin au plus tard ("due date" en
anglais)[[} (Cheng| (1985) présente un algorithme capable de fournir (pour
certaines instances) des solutions réalisables, ¢’est-a-dire, sans aucun re-
tard enregistré. L’existence d"un tel algorithme repose sur certaines condi-
tions posées par Sahni (1979) (probablement le premier a avoir proposé
un tel algorithme appelé ONERT). Ainsi, en se basant sur les travaux de
ce dernier, Cheng) (1985) a mis en place un algorithme, qui, a partir d'un
ordonnancement réalisable, réduit successivement les valeurs du C,,,,. et
régénere de nouvelles dates de fin de traitement, et ce, jusqu’a ce qu’au-
cune réduction ne soit possible.[Cheng| (1985) a montré que sur I'ensemble
des instances testées (25 au total), 90% des instances résolues ont obtenues

1. Dans leur manuscrit, les auteurs ont adopté la notation suivante
N|M |parralel|Cpqz.
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de €4, considérablement meilleurs que ceux obtenus par Sahni| (1979).

Suite aux résultats des travaux précédents, Cheng & Sin| (1991) ont
proposé un nouvel algorithme fonctionnant en deux étapes. Le principe
de la premiere étape découle de 1'algorithme de Sahnil (1979) (précédem-
ment cité) consacré a la génération d'un ordonnancement réalisable (ap-
pelé aussi DD-schedule) respectant toutes les dates échues des taches. La
deuxieme phase vise a minimiser le C,,,, en utilisant un principe de re-
cherche binaire. D’autres problemes incluant des dates échues sont pré-
sentés dans (Cheng & Sin, (1990; Gordon et al., 2002).

Dans ce méme contexte, de meilleurs résultats ont été obtenus par l'al-
gorithme de [Cheng & Sin|(1991) dans le cas ot des ordonnancements réa-
lisables existent. L'amélioration a été enregistrée suite a une réduction im-
portante sur le nombre d’itérations. Les auteurs ont consacré la derniere
partie de leur travail a I’analyse du nombre de préemptions ainsi que les
cotlits engendrés par ce dernier. Il est tout de méme utile de mentionner
que le premier travail sur machines paralléles en présence de dates échues
revient a Horn! (1974), qui a étudié le probléme en vue de minimiser le re-
tard maximum.

Il existe dans la littérature des problemes d’ordonnancement avec une
généralisation de la notion classique des dates échues. Lorsque le trai-
tement d'une tache doit étre achevé dans un intervalle de temps donné
(au lieu d’une date précise), nous parlons de probleme d’ordonnancement
avec des fenétres de temps échues. Pour plus de détails sur la définition, la
classification et la résolution de ses problemes, nous renvoyons le lecteur
intéressé au travail de synthese effectué par Janiak et al.|(2015) ainsi qu'aux
états de l'art figurant dans les articles deWu et al. (2015);Yue & Wan!(2016);
Liu ef al.| (2017).

Outre les dates échues, des études ont également porté sur les pro-
blemes d’ordonnancement de taches munies de dates de disponibilité ("re-
lease date" en anglais). Pour ces problemes, Du et al.| (1990) ont montré
que lorsqu’il s’agit de minimiser la somme des dates de fin de traitement
des taches (soit le probleme noté Pm|pmitn,r;| > C;), le probleme est NP-
difficile. Ce probleme étant initialement posé par [Lawler| (1983). Baptiste
et al.| (2008) ont montré que pour des temps de traitement égaux, le pro-
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bleme Pm|pmtn,r;,p; = p|>_ C; devient polynomial, et ce, en proposant
une formulation du probleme en programme linéaire. IIs ont également
étudié et fourni plusieurs bornes inférieures pour d’autres versions de ce

cas, notamment le cas non préemptif Pm|r;| > C; et sa version pondérée
Pm]rj] Z VVJCJ

Prot et al.[(2013) se sont également penchés sur un probleme combinant
préemption et date de disponibilité dans le cas de la minimisation d"un
critere régulier. Nous rappelons qu’un critere f est dit régulier, lorsque le
cotit d’une solution est une fonction croissante des dates de fin de trai-
tement (Savourey| 2006; Baker, 1974). Pour ce probleme, les auteurs ont
réussi a étendre les résultats polynomiaux précédents (Baptiste et al., 2008)
pour d’autres problemes (plus précisément d’autres criteres d’optimisa-
tion, a savoir le retard total et le nombre de taches en retard). Ils ont éga-
lement fourni une structure d’ordonnancement dominante pour tous les
problemes de la forme Pm|pmtn,r;|f. Ces problemes admettent des solu-
tions optimales dans lesquelles les dates de fin de traitement conservent le
méme ordre que les dates de disponibilité.

La résolution du Pm/|pmtn,r;| > C; a récemment été prise en charge
par |Liaw| (2016) en proposant d’abord une heuristique efficace destinée a
résoudre les instances pratiques de grande taille. L’heuristique a été utili-
sée, par la suite, pour calculer des valeurs de bornes supérieures pour un
algorithme exact du type branch and bound. Cette derniére a permis de
résoudre des instances de 11 taches exécutées sur 4 machines en un temps
acceptable.

Certains chercheurs se sont intéressés a la présence de relations de dé-
pendance entre des parties de différentes taches préemptées. En effet, in-
troduit par Muntz & Cottman (1969), le probléme présente des contraintes
de précédence entre des parties de deux taches différentes, les parties d"une
méme tache préemptée sont quant a elles indépendantes. Ces contraintes
de précédence, lorsqu’elles existent, sont représentées par un graphe orienté.
Les auteurs ont développé un algorithme polynomial pour le probleme
sur deux machines s’exécutant en O(n?) et produisant exactement nm pré-
emptions. Lorsque le nombre de machines s’éléve a trois, un algorithme a
également été présenté fournissant de “bons” ordonnancements mais sans
aucune garantie quant a la valeur du C,,,;.
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Lorsque le graphe de précédence présente une structure de forét, Gon-
zalez & Johnson| (1980) ont introduit 1’algorithme Fast schedule by weight
afin de comparer leurs résultats avec ceux obtenus pour un graphe quel-
conque (Muntz & Coffman,[1969). Ce nouvel algorithme, plus rapide, s’exé-
cute en O(nlogm) et produit des ordonnancements contenant au plus n — 2
préemptions. Une version légérement modifiée de cet algorithme appe-
1ée critical weight algorithm, a également été proposée pour un nombre de
machine m > 2. Cette derniere s’opere en O(nm) et produit des ordonnan-
cements avec 2nm — 2n — m + 2 préemptions au total.

Les problemes présentés jusque-la sont presque tous accompagnés par
des résultats positifs, c’est-a-dire, des algorithmes polynomiaux ont pu
étre congus pour leurs résolutions. Cependant, les problemes pour les-
quels de tels résultats n’ont pu étre développés sont aussi nombreux . En
effet, suite aux travaux précédents, Ullman (1975) a étudié quelques pro-
blemes d’ordonnancement N P-complets. En particulier, il a montré que le
cas général du probleme d’ordonnancement sur m machines paralléles en
présence de contraintes de dépendance entre les taches préemptives est
dans N P, y compris entre des taches unitaires ou encore des taches avec
des temps de traitement appartenant a I’ensemble {1,2}. L'auteur a aussi
classifié les problemes qu’il a étudiés en présentant des transformations
polynomiales a partir de problemes d’ordonnancement connus et prouvés
étre Np — complet ainsi qu’a partir d’autres problemes connus dans la lit-
térature a I'exemple du probleme de 3-SAT (Garey & Johnson, [2002).

Lorsqu’une tache est préemptée, ces différentes portions ne peuvent
étre exécutées en méme temps sur deux machines différentes (Leung), 2004).
Cette hypothese a été levée pour donner lieu a une nouvelle possibilité
d’ordonnancement incluant des taches dites split jobs. La notation du pro-
bleme est passée de P|pmtn|Cmax a P|split|C'max pour les machines pa-
ralleles. Cette notion est parfaitement envisageable lorsque par exemple le
traitement de la tache représente la demande d"un produit. Un cas réel pré-
sent dans un atelier de textile a été présenté et étudié par Serafini| (1996).
Les auteurs ont présenté une description de I’atelier concerné implanté au
nord de I'ltalie et dans lequel il est question de fabriquer plusieurs types
de tissu. L’objectif principal pour ces producteurs est de respecter au maxi-
mum les dates échues de fabrication en sachant que les différents produits



2.3. ETAT DE I'ART 48

ne sont pas tous de la méme importance. Afin de répondre aux préoccupa-
tions du client, les auteurs ont présenté plusieurs formulations et modéli-
sations en des probléemes d’ordonnancement considérant différents objec-
tifs. Xing & Zhang| (2000) ont présenté des algorithmes polynomiaux pour
le cas des machines paralleles avec des split jobs et ce pour plusieurs cri-
teres : Crnazs Linaz, 2 Cj, > U;, YT, > w;Cy, > w;U;. Le probleme devient
NP-dif ficile en injectant aux instances des temps de préparations (setup
times en anglais) relatives aux taches (Xing & Zhang, (1998). La résolution
de ce dernier a fait I'objet de récentes recherches a commencer par 1'heuris-
tique de Xing & Zhang (2000), la méthode SearchCol[l de Floréncio| (2013)
et les méthodes hybrides de Wang et al.| (2013). Pour plus de détails, nous
invitons le lecteur a consulter également les travaux suivants : Floréncio
et al. (2015); Wiens & Ullrich! (2016)); [Wang et al. (2016); [Liu et al.| (2018).

Lorsque la préemption des taches n’est pas autorisée, nous parlons du
probleme classique Pm||Cy,qz, qui pour m = 2 est NP-difficile (Karp),(1972).
Lorsque le nombre de machines n’est pas fixé, le probleme P||C,,,, est NP-
difficile au sens fort (Garey & Johnson, 1975). Ce probleme peut se présen-
ter sous la forme d"un programme linéaire en nombre entier en considé-
rant une variable z;; qui prend la valeur 1 si la Tache 7T} est exécutée sur la
machine ) et prend la valeur 0 dans le cas contraire. Le programme peut
s’écrire de la maniere suivante :

min  Chae

n
S.C. Y Tijp; < Craz i=1,....m
j=1
m .
> xi = 1 j=1...,n
i=1

r; €{0,1} i=1,....m j=1...,n

Il est a retenir que, de nos jours, le P||C,,., représente un probleme
classique voir méme de référence pour un bon nombre de problémes d’or-

1. Le principe de la méthode repose sur la résolution d'un programme linéaire a
variables mixtes par la décomposition de Dantzing-wolfe. La résolution des sous pro-
grammes engendrés se fait par I'hybridation de deux méthodes de résolution : la généra-
tion de colonnes et la recherche par les métaheuristiques MIP et VNS.
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donnancement plus complexes ou plus récents, et ceci dans le sens ot1 les
bornes développées pour le P||C,,,, restent valides et sont utilisées pour
les autres problemes.

Le P||Cna. est aussi utilisé pour illustrer des problemes de la vie réelle
méme si en apparence ces problemes décrivent des situations qui semblent
étre assez éloignées des problemes d’ordonnancement. Comme c’est le cas
pour le probleme des m voleurs qui se décrit comme suit : un groupe formé
de m voleurs s’organisent la nuit pour cambrioler des villas. Les objets vo-
1és (d’une valeur c¢; chacun) sont partagés équitablement en fin d’opéra-
tion. Cette situation peut se formuler comme un P||C,,,,, si 'on considere
les m voleurs comme étant les m machines identiques, et les objets volés
comme étant les n taches a ordonnancer. Le partage du butin est considéré
équitable si le makespan est minimisé. Bien évidemment, si les voleurs
ne souhaitent pas étre capturés, le partage doit se faire en utilisant ’algo-
rithme le plus rapide possible (Houcine, 2006).

Pour la résolution du probleme général, nous citons la plus ancienne
des études qui revient a Rothkopf (1966), dans laquelle il a proposé un
programme dynamique d'une complexité de O(nB™), olt B est une borne
supérieure pour le C,,,, El Un algorithme du méme type a également été
proposé par Schuurman & Woeginger| (2007) pour la résolution exacte du
cas de deux machines.

Le cotit des méthodes exactes congues pour résoudre le P||C,,,,, a poussé
les chercheurs a se tourner naturellement vers une résolution approchée.
Les méthodes de ce type ont suscité un réel intérét pour le probleme en
question. Les heuristiques les plus fréquentes sont celles comportant des
Algorithmes de Liste plus communément appelés : les heuristiques FAM
(pour First Available Machine). Ces méthodes, dont le principe est d’affec-
ter des taches se présentant suivant un ordre de priorité donné, une par
une a la premiere machine disponible, sont connues par leurs rapport de
performance % < (2— 1) au plus mauvais cas. Ce rapport devient
inférieur ou égal a (5 — 5--) lorsque les taches sont ordonnées selon la regle
LPT (par ordre décroissant des durées opératoires) (Graham et al.,|[1979).

1. Une description de ce programme dynamique est présente dans [Btazewicz| (1987).
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Une autre famille d'heuristique a été utilisée a cette méme fin, il s’agit
des algorithmes multifit (Alvim & Ribeiro, 2004; Dell’Amico et al.|, 2008)
qui tirent leur principe du probleme du sac a dos (Kellerer et al| 2004).
Les taches sont ordonnées suivant la régle FFD (First Fit Decreasing) qui
affecte la plus grande tache (ayant la plus grande durée opératoire) a la
premiére machine pouvant la recevoir (en tenant compte de la capacité
restante de la machine). Pour plus de détails sur le principe et l'applica-
tion de ces algorithmes ainsi que sur 1’analyse de leurs rapports de per-
formance, nous invitons le lecteur a consulter les études effectuées par
Friesen & Langston| (1986); Yue (1990); Chang & Hwang (1999), et parti-
culierement sur celle présentée récemment par Laha & Behera| (2017)) qui
passe en revue les méthodes précédentes ainsi que d’autres combinaisons,
et leurs évaluations pour le probleme d’ordonnancement sur machines pa-
ralléles. Une hybridation de plusieurs anciennes méthodes a été présentée
bien avant (Lee & Massey, 1988), et a fourni de meilleurs résultats que
ceux obtenus par I'exécution de chaque méthode individuellement.

En plus des deux types de méthodes précédemment citées (algorithmes
de liste et algorithmes multifit) considérées comme étant des heuristiques
constructives, d’autres heuristiques d’amélioration ont été présentées par
Ho & Wong (1995) et Franca et al.| (1994).

Concernant les métaheuristiques, Davis| (1987) a proposé une adapta-
tion du recuit simulé dont les résultats ont été comparés (plusieurs an-
nées apres) a ceux obtenus par Min & Cheng| (1999) grace a son adap-
tation dune variante dun algorithme génétique. La variante de l'algo-
rithme génétique proposée s’est avérée plus adaptée pour la résolution
des instances du P||C,,,, de taille importante. Toutefois, les résultats les
plus serrés sont proposés par Hochbaum & Shmoys| (1987) en proposant
un schéma d’approximation polynomial obtenu par 1’application de nou-
veaux types d’algorithme que les auteurs ont appelé : Algorithmes a double
approximation (dual approximation algorithms). Un schéma d’approxi-
mation completement polynomial a été construit auparavant par [Sahni
(1976) pour ce méme probleme en fixant le nombre de machines m (le
probleme étant NP-difficile au sens faible). D’autres algorithmes, plus ré-
cents, sont aussi présents dans 1'étude de Costa et al| (2002), mettant en
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oeuvre un Systeme Immunitaire Artificielﬂ Plus précisément, ce nouvel
algorithme de recherche est basé sur le fonctionnement des vertebres chez
les animaux.

Il existe dans la littérature une généralisation du probleme P||C,,q.,
il s’agit du probleme noté P|# < k|Cy,4.. Cette variante comporte une
contrainte additionnelle sur le nombre de taches pouvant étre assignées a
la méme machine et qui est au plus égal au parametre k. Selon Dell’ Amico
& Martello| (2001), le P|# < k|Cju. est NP-difficile pour £ > 2. Tandis
que pour k = 2, le probleme est solvable en O(nlogn). Une formulation
mathématique, des bornes inférieures ainsi que plusieurs algorithmes de
résolution sont proposés par |Dell’Amico et al.| (2004).

2.3.2 Problémes avec délais de transport

Comme il a été mentionné au tout début, la reprise d'une tache pré-
emptée sur une autre machine pouvait se faire a l'instant méme de son
interruption. Il semblerait que Rayward-Smith| (1987) ait été le premier a
avoir considéré des temps additionnels a respecter lorsqu'une tache subit
une préemption. L'étude présentée a été développée dans un contexte in-
formatique (i.e. ou il est question d’optimiser 1’exécution des taches par
des processeurs), dans lequel ces temps sont appelés : temps de communica-
tion. L’auteur a montré que pour des temps de communication unitaires,
le probleme peut se résoudre en un temps polynomial en proposant un
algorithme de résolution de la méme complexité. En revanche, pour des
délais supérieurs ou égaux a deux, le probleme est lui N P-completﬁ

En 2005, Fishkin et al.| (2005) se sont intéressés a cette problématique
telle que nous la décrivons. Pour les auteurs, la préemption d’une tache
puis son déplacement vers une autre machine est appelé une migration.
Dans cette étude, les auteurs ont considéré le cas de délais de migration
identiques (soient, égaux a une valeur d). Pour une instance donnée, les
auteurs ont borné, des deux cotés, de la longueur d"un ordonnancement
optimal en utilisant A, la borne inférieure de McNaughton (McNaughton,

1. Pour plus de détails sur les SIA(s) notamment appliqués aux problemes d’ordon-
nancement, se référer aux travaux de [Mori ef al.| (1997); [Hofmeyr & Forrest (2000) et de
Dasgupta (2012).

2. Preuve établie en utilisant le probleme de 3-partitions.
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1959) pour la méme instance du probléme en omettant la notion de trans-
port (c’est-a-dire l'instance correspondante du P|pmtn|Ci...). 11 a égale-
ment été démontré que, pour des valeurs de délai de transport inférieures
ou égales a A — p,,4,, aussi, pour des valeurs de délai de transport in-
térieures ou égales a A — p,,q,, le probleme devient polynomial et se ré-
sout en O(n) en utilisant 1’algorithme de McNaughton. En plus des algo-
rithmes polynomiaux présentés pour certains sous problémes, 1’étude pré-
sente une preuve de complexité pour des sous problemes dans lesquels la
valeur de d est minorée par celle de (1+¢)* (A — pjq,). Pour ces mémes va-
leurs de d, les auteurs ont aussi montré, en utilisant une réduction a partir
du probléme a-partition, que le probleme étudié est N P-dif ficile au sens
fort pour toute constante ¢ > 0.

Les auteurs ont également attiré 1’attention du lecteur quant a une
équivalence entre le probléme d’ordonnancement étudié (en présence de
délais de migration) et un autre probleme d’ordonnancement non pré-
emptif. En effet, il s’agit du probleme d’ordonnancement sur machines
paralleles avec des taches unitaires et des contraintes de précédence entre
les taches. Ce probleme (noté P|prec,p; = 1,c¢jr = d|Cyay) est une ver-
sion équivalente du probléme initial. Si 'on considere que la contrainte
de précédence existe entre deux taches 7} et T}, alors la tache 7}, ne peut
commencer son traitement qu’aprés la fin de traitement de la tache T}, et
au minimum apres c;, unités de temps si les deux taches sont exécutées
sur deux machines différentes. L'intérét d’avoir montré la relation entre
ces deux problemes revient aux nombreux travaux traitant le P|prec, p; =
L, ¢j = 1|Cpaz, et notamment en matiere d’algorithmes d’approximation
établis pour sa résolution (Hoogeveen et al.} 1994; Schuurman & Woegin-
ger, 1999; Hanen & Munier, 2001; Engels et al., 2001; |Afrati et al., 2005).

Les mémes auteurs se sont également intéressés a 1’existence d’ordon-
nancements optimaux et a leurs propriétés pour les problemes d’ordon-
nancement avec deux et trois machines. En effet, il a été démontré que
pour toute instance du probleme a deux machines, il existe un ordonnan-
cement optimal avec au plus une migration. Ce cas se caractérise soit par
I'absence de préemption, soit par la préemption d’une seule tache, et ce,
une seule fois. Une telle tache est donc scindée en deux parties qui sont
exécutées sur les extrémités de deux machines. De méme, les auteurs ont
également prouvé que pour le cas de trois machines, il existe un ordon-
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nancement optimal avec au plus deux migrations. Dans ce cas, les deux
migrations peuvent étre effectuées soit par une seule tache exécutée sur
les trois machines, soit par deux taches différentes et qui sont chacune
exécutée sur deux machines différentes.

Suite aux résultats précédents, deux résultats concernant 1'existence
d’ordonnancements optimaux ont figuré dans la méme étude. En effet,
une conjecture a été établie pour le probleme a m machines. Dans ce cas, un
ordonnancement optimal existerait pour toute instance du P|pmtn(delay;;, =
d)|Crnaz avec au plus (m — 1) migrations. De plus, il a été montré que pour
toute instance de ce probleme, il existe un ordonnancement optimal dans
lequel aucune machine ne présente un temps mort pendant son fonction-
nement, et ce, jusqu’a la fin de traitement de I’ensemble des taches .

En 2009, Boudhar & Haned| (2009) ont présenté leur premier travail
traitant explicitement le probleme d’ordonnancement préemptif sur ma-
chine paralléles en présence de délais de transport variables. Les auteurs
ont précisé que les temps a respecter lors de la préemption d"une tache dé-
pendaient du transport de celle-ci et plus précisément de la distance entre
les machines. La complexité du probléme a été abordée dans ce travail en
montrant que le probleme sur deux machines était N P-di f ficile. Une for-
mulation mathématique linéaire a également été proposée ainsi que des
heuristiques de résolution.

En se penchant d’avantage sur cette méme problématique, Les auteurs
se sont par la suite intéressés a 1'étude de cas particuliers. De nouveaux
résultats de complexité ont été présentés. En ce qui concerne la résolu-
tion, le probléme sur deux machines a été traité par 1’élaboration d'un
programme dynamique. Un algorithme d’approximation complétement
polynomial a également été proposé a cette méme fin (Haned et al.| 2012}
Haned, 2012). Quant a la résolution approchée du probléme cité par des
métaheurisiques, le lecteur peut se référer aux premieres adaptations pro-
posées par Haned et al. dans les références suivantes : Haned et al.|(2011);
Haned & Boudhar (2013a)b).

Par la suite, [Shams & Salmasi| (2014) ont étendu les travaux précé-
dents en discutant quelques hypotheses sur lesquelles a été basée la for-
mulation mathématique de Boudhar & Haned| (2009). Les auteurs pré-
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sentent une preuve de la validité de la conjecture posée dans |Fishkin et al.
(2005) concernant le probleme général sur m machines. Shams et Salmasi
ont également proposé une formulation mathématique linéaire du pro-
bléme d’ordonnancement préemptif en présence de délais de transport
identiques ainsi qu'un algorithme exact pour la résolution de petites ins-
tances. L'étude comporte a sa fin une comparaison des performances des
deux approches proposées.

Il est vrai que notre recherche s’est basée sur trois axes principaux qui
sont : les machines paralléles, la préemption et les délais de transport. Ce-
pendant, la notion de délais entre les parties des taches préemptées (plus
précisément entre les opérations d'une méme tache) est apparue a nous
dans d’autres types d’ateliers d’ordonnancement. Il est question des ate-
liers d’ordonnancement avec machines dédiées (ou spécialisées). Nous al-
lons présenter brievement dans le paragraphe suivant quelques travaux
rencontrés.

La plus ancienne étude croisée revient a Maggu & Das| (1980). Cette
étude traite un flow-shop a deux machines en vue de minimiser le ma-
kespan en ne considérant aucune limite relative au nombre de transpor-
teurs. Les auteurs ont proposé une généralisation de 1’algorithme de John-
son (Johnson| [1954) pour résoudre le probleme. Un flow-shop a aussi été
abordé par Soukhal & Martineau (2005), et pour lequel un modele mathé-
matique en nombre entier a été proposé ainsi qu'une adaptation de l'al-
gorithme génétique pour la résolution d’instances de grande taille. En in-
cluant la notion de transporteur et en le limitant a un seul, un flow-shop
a été traité par Stern & Vitner (1990). Pour plus de détails, le lecteur est
invité a consulter la section état de I’art de Lee & Chen/(2001).
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les travaux réalisés pour la résolu-
tion d’un cas particulier du probléeme d’ordonnancement préemptif avec
délai de transport, en I’occurrence le cas sur trois machines, et ce, en consi-
dérant des temps de transport identiques. Le probléme en question se note
P3|pmtn(delay;i = d)|Cinar ol d représente la valeur du délai nécessaire au
transport d"une tache préemptée de la machine M; vers la machine M;,. Le
contenu de ce chapitre fait suite aux travaux de Haned et al. (2012) ayant
abordé le cas du probleme étudié sur deux machines.

55
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Fishkin et al (Fishkin et al., 2005) se sont intéressés au probleme noté
Plpmin(delay;i; = d)|Cpas. 11 s’agit donc du probleme d’ordonnancement
de taches préemptives sur machines paralleles avec des délais de transport
qui sont identiques et de valeurs d. Suite a une préemption, le transport
d’une tache est appelé par les auteurs migration et les délais de transport
sont appelés temps de migration .

Pour le cas de deux et de trois machines, les auteurs ont présenté les
résultats suivants :

Théoreme 3.1.1 (Fishkin et al.). Pour toute instance du P2|pmtn(delay;;, =
d)|Caa, il existe un ordonnancement optimal avec au plus une migration.

Théoreme 3.1.2 (Fishkin et al.). Pour toute instance du P3|pmtn(delay;;, =
d)|Cnaz, 1l existe un ordonnancement optimal avec au plus deux migrations.

Suite a cela, Haned et al.| (2012) se sont intéressés a 1’étude du premier
cas cité, c’est-a-dire celui sur deux machines en considérant des délais de
transport Variablesﬂ Les auteurs ont présenté une méthode de résolution
reposant sur I'implémentation d’un programme dynamique destiné a ré-
soudre le P2||C,,,., & partir de laquelle nous nous sommes inspirés pour
la résolution du sous probleme que nous considérons.

Afin d’exploiter la caractérisation de Fishkin et al.[(2005), et en s’inspi-
rant du travail de/Haned et al.| (2012), nous avons tenté d’étendre les résul-
tats obtenus pour le cas de deux machines au probleme P3|pmtn(delay;; =
d)|Cinaz, cette volonté a donné lieu au contenu de ce chapitre. Dans ce der-
nier, nous proposons un algorithme pseudo polynomial pour la résolution
du P3|pmtn(delay;i = d)|Cpa.. Cet algorithme inclut 1’exécution d"un pro-
gramme dynamique dont la description et le fonctionnement seront expli-
qués par la suite. A la fin de ce chapitre, nous proposons un algorithme
d’approximation pour résoudre le sous probleme considéré.

1. Bien que l’existence d'un ordonnancement optimal avec au plus une migration ait
été démontré pour des temps de transport identiques, les auteurs ont étendu leur étude
en considérant des délais de transport variables. Il est facile de démontrer, pour le cas de
deux machines, qu’un tel ordonnancement optimal existe, ce qui n’est pas le cas pour le
probléme a trois machines.
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3.2 Programme dynamique

Dans cette partie, nous décrivons un programme dynamique que 'on
peut utiliser pour résoudre des instances du probleme P3||C,,., et qui,
rappelons-le, est un probleme N P-di f ficile (Karp}|{1972). Le probléme dy-
namique, noté D P, repose sur le calcul d"une fonction principale F'(n, P, P»)
relative a la meilleure affectation d’un ensemble de n tdches aux machines
M., M, et M; tel que Py, P, représentent respectivement les charges sur
les machines M et M,. Par charge sur les machines ), et M5, nous enten-
dons la somme des temps de traitement des taches exécutées sur ces deux
machines respectivement. Le calcul récursif de la valeur de cette fonction
principale conduit a la connaissance (a chaque instant) de 1’état des ma-
chines et de leurs charges menant a la fin vers la détermination de la va-
leur de la fonction objectif C,,,, du probleme P3||C}y 4.

Le programme dynamique D P est décrit par la formulation suivante :

(0 j=0 et P, >0etP, >0
J
Zpk J>0 et P=0etP,=0
k=1
' +oo  jEA{l,.,n} et P<0oubl =0
FG,PLP) =4 400 je{l,.,n} et P,>PouP,>P
+00 j>n et VPletVPQ
F jE{l,..,TL} et P1:OetP2€{1,..,P}
Fy je{l,..,n} et Pe{l,.,PtetP,=0
| I je{l,.,n} et Poe{l,..,PletP,ec{l,., P}

Ou:

Fy=min{F(j —1,0,P, —p;); F(j — 1,0, )} + p;
Ey=min{F(j —1,P, —p;,0); F(j — 1, P1,0) + p;} + p;
F:min{F(j—1,P1—pj,PQ);F(j—1,P1;P2_pj);F(j_17P17P2>+pj}

n
P est une borne supérieure pour le probléme (par exemple, P = Z Dk)-
k=1
Plus explicitement, chaque état de la fonction récursive F(j, Py, P») re-
présente la meilleure affectation d"une tache 7); a I'une des trois machines.
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Ainsi, pour trouver la meilleure affectation de la tadche en question, il suffit
de calculer la fonction F'(j, P;, P») pour toutes les valeurs possibles de P,
et de P,. Par conséquent, pour affecter une tache 7}, il est question d’effec-
tuer un des trois choix suivants :

e Latache 7] est affectée a la machine 1/, sila meilleure valeur de F'(j, P, 1)
correspond a celle obtenue par F(j — 1, P, — p;, P%).

e La tache 7} est affectée a la machine M5, si la valeur de la fonction prin-
cipale correspond a la valeur F'(j — 1, P, P, — p;).

e De méme, la tache 7j est assignée a la troisiéme machine, si la valeur
de la fonction principale F(j, P, P») est obtenue par la valeur F(j —
1,P1,P2)+pj.

Notons que lorsque P; = 0, le traitement de la tache T} est assigné soit

a la machine ), avec une valeur de la fonction objectif obtenue a partir

de F'(j — 1,0, P, — p;), ou bien a la machine Mj si la valeur de l'expression

F(j —1,0, )} + p, est meilleure (donc plus petite). Le méme principe est

bien évidemment considéré pour le cas ot P, = 0.

La longueur de I'ordonnancement optimal est obtenue apres avoir cal-
culé toutes les valeurs possibles de la fonction dynamique F pour l'en-
semble des n taches et pour toutes les valeurs possibles de P, et P,. Cette
valeur est déterminée par l'expression suivante :

Cmax* = minp{ma:c{Pl, PQ, F(T'L, Pl; PQ)}}

1<P <
1<Py<P

Quant a I'ordonnancement optimal, il peut étre obtenu a partir de cette
valeur optimale du C,,,,* en utilisant une procédure de retour en arriere.
Toutes les affectations des taches sont obtenues en pistant toutes les va-
leurs de la fonction F(n, P;, P;) ayant menées a cette valeur optimale du
Cinaz- Ce programme dynamique permet d’obtenir un ordonnancement
optimal pour l'instance du probleme sur trois machines sans préemption
en O(nP?). Un exemple démonstratif qui permet de mieux visualiser le
fonctionnement de ce programme dynamique pour une instance du pro-
bleme Ps||Cyraz, €st présenté en Annexe (voir .
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3.3 Résolution pseudo-polynomiale

Apres la description du programme dynamique précédent, nous pro-
posons dans cette partie une approche de résolution pour le probleme
P3|pmtn(delay;iy = d)|Cinaz- Cette approche, que nous avons nommée DP X3
et qui s’inspire de l'algorithme DPX (Haned et al} [2012), inclut 1'utilisa-
tion du programme dynamique D P qui sera appliqué sur un ensemble de
(n — 1) oude (n — 2) taches. A cette étape, une nouvelle instance du pro-
bleme initialement considéré (a savoir le P3|pmin(delay;; = d)|Cyuaz) est
créée a partir de ces (n — 1) ou (n — 2) taches. Cette instance correspond a
une instance du probléme P3||C,,,, dans laquelle ni la préemption ni les
délais de transport ne sont considérés. Le principe de I’algorithme proposé
est le suivant :

Chaque itération de l'algorithme DP X3 correspond a la sélection de :
soit une tache 77, soit deux taches T et Tj:. Les taches en questions sont sé-
lectionnées en vue d’étre exclues provisoirement de I'ensemble des taches
T. A partir de cela, 'exécution de cette méthode pour chaque cas de figure
est expliquée ci-dessous :

Une tache 7 est sélectionnée Une fois cette tiche sélectionnée, le progra-
mme dynamique DP est appliqué a 1’ensemble des (n — 1) taches
restantes. Le résultat du programme dynamique DP correspond a
un ordonnancement optimal des taches pour lesquelles il est appli-
qué (c’est-a-dire T' — {7} }). L'ordonnancement optimal du probleme
P3|pmtn(delay;i; = d)|Cya. est obtenu par l'ajout de la tache 7; a
I'ordonnancement partiel dont le C,,,,, est fourni par le programme
dynamique DP. L'injection de la tache ignorée T a cette itération se
fait suivant la caractérisation de I’ordonnancement optimal de [Fish-
kin et al|(2005) (voir figure 3.T).

Les tache T} et T} sont sélectionnées Le méme principe précédent est ap-
pliqué lorsque deux taches sont ignorées. Le programme dynamique
DP est appliqué sur I’'ensemble des (n — 2) taches restantes. Le résul-
tat du programme dynamique D P correspond a un ordonnancement
optimal des taches pour lesquelles il est appliqué (soit 7' — {7}, T} }).
L'ordonnancement optimal du probleme P3|pmin(delay;; = d)|Cinax
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est obtenu par 1'ajout des tache 7; et 7 a I'ordonnancement par-
tiel dont le ()., est fourni par le programme dynamique DP. De la
méme maniere, I'injection de ces deux taches ignorées a cette itéra-
tion se fait suivant la caractérisation de I’'ordonnancement optimal
de[Fishkin et al|(2005) (voir figure3.2).

Le procédé de sélection des taches a ignorer est appliqué tantot pour
toute tache 7; de I'ensemble des taches 7', puis pour toutes les combinai-
sons de taches {7}, T; } du méme ensemble de taches.

M| T Li M| T i I

Mz Lz 7 M: La 7

Ms Ls It} Ls M3 7 Lz
FIGURE 3.1 — Cas 1 : une tache 7} FIGURE 3.2 — Cas 2 : deux taches
est ignorée T}, T} sont ignorées

Dans les figures précédentes, L,, L, et L représentent respectivement
les charges sur les machines M, M, et Ms. Par la charge L;, nous désignons
la somme des temps de traitements des taches exécutées entiérement sur
la machine M;. Sans perte de généralité, il a été assumé que pour ces va-
leurs: L; < Ly < Lj. A cette étape, les machines sont prétes a accueillir les
taches sélectionnées selon 1'ordre suivant : M,, M; puis Ms.

Dans le 1¢ cas, la tache 7; commence son traitement a l'instant ¢ = 0
sur M, puis elle est transportée sur M, ou elle est exécutée a partir de
t = L2. Le reste de la tache T} (sil existe) est exécuté sur la machine M;
apres exactement d unités de temps de la part précédente. Les taches déja
en place subissent éventuellement le méme type de décalage.

Dans le cas ot deux taches Tj et T} sont sélectionnées, la tache avec la
plus grande durée opératoire est injectée en premier lieu a la fin de la ma-
chine M, puis au début de la machine M;. Apres le décalage des taches de
M, la premiére partie de la tache 7} est exécutée a la fin de la machine M,
et le reste (s'il existe) au début de la machine M3 en prévoyant le décalage
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des taches déja affectées a la machine Ms. Pour plus de détails sur le prin-
cipe de ce procédé, nous invitons le lecteur a consulter la preuve fournie
par Fishkin et al.| (2005).

Le raisonnement précédent a donné lieu a un algorithme de résolu-
tion pour le probleme initialement étudié, a savoir le P3|pmitn(delay;;, =
d)|Cinaz, €t qui sera présenté ultérieurement. Avant de le présenter, nous
attirons l'attention du lecteur qu’il est parfaitement possibles que des so-
lutions optimales soient rencontrées par une application simple de la regle
de McNaughton dont les étapes ont été décrites dans la partie En ef-
fet, il est facile de voir que les instances pour lesquelles d < A — p,,4,, OU

Pmae = max{p;}, sont résolues de maniere optimale en temps polynomial
Jj=1ln

donnant ainsi lieu & des ordonnancements de longueur Af]] Dans ce cas,
nous avons utilisé une simple procédure “test” dont 1’exécution précéde
celle de 'algorithme DP X 3. Les méthodes que nous venons de citer nous
amenent aux énoncés des deux algorithmes|I] et 2|

Algorithme 1: Pseudo-algorithmes test

Entrées : une instance du P3|pmin(delay;; = d)|Cas
1 Calculer la valeur de la borne inférieure de McNaughton
A =maz{3 Y11 Pj; Pmaa } 5
Si A — pas > d alors
L La solution de McNaughton est optimale;

= W N

Arrét de la procédure;

5 si A — p; > d,;;, pour toute tiche T; préemptée et transportée de M, a M,
alors
6 L La solution de McNaughton est optimale ;

Pour certaines instances du P3|pmtn(delay;; = d)|Cpaz, 'algorithme
test présente une résolution efficace en fournissant des ordonnancements

1. Cette propriété est tres simple a vérifier. Il s’agit de considérer le pire des cas, c’est-
a-dire celui impliquant la tache avec la plus grande durée opératoire. Le délai de trans-
port étant respecté en cas de préemption de celle-ci suivant la regle de McNaughton.
L’ordonnancement est par conséquent optimal.
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optimaux par la simple application de I'algorithme de McNaughton. Bien
évidemment nous nous intéressons peu a de telles instances. Pour les autres
instances, plus intéressantes a résoudre, les étapes de résolution sont dé-
crites par l'algorithme DP X 3.

Algorithme 2: Algorithme DP X3

Entrées : Une instance du P3|pmin(delay;;, = d)|Craz
Sorties : Un Ordonnancement des n tdches sur trois machines

1 Appliquer I'heuristique FAM a I'instance du P3||C,,s
correspondante. Soit C/'4M ]a Jongueur de cet ordonnancement;
2 Poser, P1 = P2 = CEAM,

3 Résoudre le probléeme P3| | C),,, par DP;

4 pour j < 1 an faire

5 Considérer I’ensemble de taches 1'=1—{1}};

6 Résoudre le Probléeme P31 | C,,.. avec T en utilisant le
programme dynamique DP;

7 Trouver la meilleure solution pour le probleme
P3|pmtn(delais;y = d)|Cpas, en intégrant la tache 7};

8 Choisir la meilleure solution parmi les n solutions résultantes;

9 pour j < 1 an faire

10 pour j' <— 1 an faire

11 Considérer I'ensemble de taches 7/=7—{1;,1;,};

12 Résoudre le Probléeme P31 | C,,.. avec T en utilisant le
programme dynamique DP;

13 Trouver la meilleure solution pour le probleme
P3|pmin(delais;y = d)|Cpaq, en intégrant les taches 7}, T);

14 Choisir la meilleure solution parmi les n(n — 1) solutions résultantes;

15 Garder la meilleure solution parmi celles obtenues aux étapes 3, 8 et
14;

Pour une instance du P3|pmtn(delay;; = d)|Cpaa, la premiere étape de
I'algorithme DPX consiste en 1’application d’un algorithme de liste (en
I'occurrence, l'algorithme FAM cité en [2.3.1). Dans notre cas, les taches
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sont ordonnées par ordre décroissant de leurs temps de traitement. La lon-
gueur de I'ordonnancement obtenu est utilisée comme borne supérieure
pour la suite de I'exécution de D P X 3 (étape 2). En utilisant cette valeur, le
programme dynamique DP est appliqué sur l'instance du P31 | C,,4, qui
considere les mémes taches du probleme initial tout en interdisant la pré-
emption de celles-ci. Par conséquent, les délais de transport ne sont plus
considérés. L'étape 4 consiste en la suppression temporaire d'une tache
T; de 'ensemble T'. Les taches restantes sont ordonnancées par l'algo-
rithme dynamique DP (étape 6). La tache ignorée T; est injectée a 1’or-
donnancement partiel (comportant les (n — 1) taches) obtenu précédem-
ment selon la preuve et la caractérisation de Fishkin et al.| (2005) de 1'or-
donnancement optimal, soit conformément a la représentation de la fi-
gure (étape 7). Par la suite et a partir de I'étape 9, le méme procédé
est appliqué pour tout couple de taches {7},7} } de I'ensemble initial. Les
taches ignorées sont a leur tour injectées a I’ordonnancement des (n — 2)
taches ordonnancées par DP en se basant sur la caractérisation de [Fish-
kin et al.| (2005) comme l'illustre la figure Le meilleur des ordonnan-
cements obtenus a la fin des étapes 3, 8 et 14 est retenu pour le probléme
P3|pmin(delay;,; = d)|Cpaz-

Théoreme 3.3.1. Le probleme P3|pmitn(delay;;, = d)|Cpa. est résolu par I'al-
gorithme DPX en O(n®P?) oit P est une borne supérieure.

Démonstration. La premiere partie de 1’algorithme D P X3 consiste en I'ap-
plication du programme dynamique pour résoudre une instance du pro-
bleme P3||C),q44, €t ce pour un ensemble de n taches. Cette étape est carac-
térisée par le calcul de toutes les valeurs F'(n, P, I%) de la fonction F, et ce
pour toutes les valeurs de P, et de P, variant dans 'ensemble {1,..., P}.
Ce calcul se fait moyennant O(nP?) opérations. Pour la seconde partie de
l'algorithme, indiquée par le bloc d’instructions 4-7, chaque tache 7; est
omise de I’ensemble des n taches. Les (n — 1) autres taches sont ordonnan-
cées par le programme DP en O((n — 1)P?). T} est ajoutée a 1’ordonnan-
cement partiel suivant la caractérisation indiquée en vue de minimiser le
Cnaz, un processus répété n fois. L'ordonnancement final est donc obtenu
apres n(n — 1) P? opérations. Le méme calcul est effectué pour la derniére
phase, indiquée par le bloc d’instructions 9-13, qui consiste a ignorer un
couple de taches de I’ensemble T'. Pour chaque cas des @ possibilités,
les (n — 2) taches restantes sont ordonnancées par DP en O((n — 2)P?).



3.4. SCHEMA D’APPROXIMATION COMPLETEMENT POLYNOMIAL 64

L’'ordonnancement obtenu apres la réintégration des taches ignorées afin
de minimiser le C,,,,, se fait ainsi en O(n(n—1)(n —2)P?). Au final, une so-
lution optimale du P3|pmtn(delay;;, = d)|Cpa. est calculée en O(n®P?). [

3.4 Schéma d’approximation completement po-
lynomial

Pour un probléme d’optimisation, I'idée principale d"un schéma d’ap-
proximation est de transformer une instance initiale en une autre instance
pour laquelle il est plus simple d’obtenir une solution optimale par un al-
gorithme exact. L'objectif escompté est que la solution optimale de la nou-
velle instance et celle de 'instance initiale soient les plus proches possible.
Ainsi, le plus difficile pour concevoir un tel algorithme est d’arriver a trou-
ver la bonne transformation permettant d’atteindre un tel objectif. Pour
ce faire, il existe plusieurs facons de procéder, d’ailleurs des exemples de
transformations ainsi que des preuves d’existence pour de tels algorithmes
sont présentés pour plusieurs problemes d’optimisation dans Schuurman
& Woeginger| (1999).

Pour résumer et mieux comprendre le principe ainsi que le fonctionne-
ment des algorithmes d’approximation, nous reprenons (a notre fagcon) un
schéma assez simple proposé par Schuurman & Woeginger| (1999) et pré-
senté dans la figure Pour cela, nous adoptons les notations suivantes :

Soit I une instance d'un probleme d’optimisation N P-dif ficile. Soit
I# la nouvelle instance modifiée (ou transformée) de l'instance initiale
I via l'algorithme d’approximation proposé. A priori, I'instance modifiée
doit étre plus simple a traiter (d’ot1 sa forme plus réguliere) et donc plus
simple a résoudre par un algorithme exact. Concrétement, la nouvelle ins-
tance doit étre résolue de maniere optimale en temps polynomial. Compte
tenu de la nature du probleme et donc de la difficulté a obtenir directe-
ment la solution optimale OPT'([I), le principe est de passer par la solution
optimale de 'instance modifiée, O PT (%), et de retrouver par la transfor-
mation inverse de celle-ci une solution approchée (notée APP(I)) que l'on
espere assez proche de OPT(I).
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FIGURE 3.3 —Représentation du principe des algorithmes d’approximation

Pour le P3|pmtn(delay;; = d)|Cyq. nous proposons, dans ce qui suit,
un schéma d’approximation completement polynomial (noté FPTAS, abré-
viation de l'anglais Fully polynomial-time approximation scheme) qui,
rappelons-le, est une famille d’algorithmes d’approximation que 1’on note
A, fournissant des solutions proches de la solution optimale d'une dis-
tance qui dépend de €. Plus précisément, 'existence de ce type d’algo-
rithmes pour une instance / du probleme initial fournit des solutions dont
la valeur de la fonction objectif est majorée par la valeur de 1'expression
(14€)OPT(I). L'algorithme proposé doit impérativement étre polynomial
en la taille du probléme ainsi qu’en 1/¢). Nous rappelons également qu’un
FPTAS a été auparavant proposé par Haned et al.| (2012) pour le probleme
d’ordonnancement sur deux machines en considérant des délais de trans-
port Variablesﬂ Les étapes du FPTAS proposé sont décrites dans 1'algo-
rithme[3]

1. Dans|Haned ef al.|(2012), les auteurs ont cité quelques exemples d’algorithmes d’ap-
proximation polynomiaux pour des problemes N P-difficiles a deux et a plusieurs ma-
chines impliquant différentes contraintes a I'exemple des contraintes de précédence et de
dates échues. Les intéressés peuvent consulter les travaux suivants : Kovalyov| (1995); [Ji
& Cheng| (2008); |Woeginger| (2009); Agnetis et al.| (2010); MICHAEL (2018)
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Algorithme 3: FPTAS Pour P3|pmin(delay;i = d)|Cpaz-

Entrées : Une instance du P3|pmtn(delay;; = d)|Crax
Sorties : Ordonnancement des n tiches sur trois machines
1 Soiente > 0et K = ﬁle;
2 Création de l'instance [# : pour toute tache T € T, p;% = [%2];
3 Appliquer DP X3 sur 'instance modifiée / # .
4 Retrouver l'affectation des taches de 'instance originale a partir de

I'ordonnancement résultant de 1’étape précédente;

L'algorithme proposé considere une instance du P3|pmtn(delay; =
d)|Ciner comme parametre en entrée. Les étapes 1 et 2 représentent les
étapes de transformation de 'instance initiale en la nouvelle instance mo-
difiée. Cette nouvelle instance du probleme est définie comme suit :

Etant donné une valeur de e > 0, posons K = LB ou LB est une borne
inférieure du C,,,,,. Nous concernant, la borne inférieure utilisée est celle
de McNaughton appliquée au cas de trois machines. Pour toute tache 7} de
I'ensemble 7', un nouveau temps de traitement lui est attribué et est défi-
nie par la nouvelle valeur p}# = [ % |. Pour cette instance, nous appliquons
'algorithme DP X3 et la solution de l'instance originale est obtenue a par-
tir de la solution obtenue en maintenant la méme affectation des taches
aux machines pour l'instance originale.

Théoreme 3.4.1. L'algorithme 3| est un FPTAS pour le P3|pmin(delay; =
d)|Crax Opérant en O(”?S)
Démonstration. Pour cette preuve nous adoptons les notations suivantes :

Soit K = <£E,

Les nouveaux temps de traitement des taches relatifs a 1'instance transfor-
mée sont p? = | 2], Vj =T n.

Soient o* et 0* des ordonnancements optimaux pour le probléme original
et sa version transformée respectivement.
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Pour tout ordonnancement réalisable o, soient C,,,,(c) la longueur de cet
ordonnancement avec les temps de traitement du probléme original, et
C# .(0) sa longueur en considérant les temps de traitement apres trans-

max

formation de l'instance (pf, Vi =1,n).

cj(o) et cf (o) correspondent, respectivement, a la date de fin de traitement
de la tache 7} dans I'ordonnancement o en considérant les temps de trai-
tement de l'instance originale et de I'instance transformée respectivement.

Par définition nous avons :

Crnaz(0") < Crpaz(0™) 3.1)

C#

max

(o) < Clhanl(0”) (3.2)

p] p] .

p; < K(p? +1) (3.4)

Considérons S; comme étant 'ensemble des taches exécutées avant la tache
T; sur la méme machine

BI=K > pf <> m (3.5)

JkESj JkESj

= K.cl'(0) < ¢;(0) (3.6)

= K.C¥ (0) < Chaa(0) (3.7)

BH= D m<K> pf+K|S] (3.8)
JkESj JkESj

= Y m<K)Y pf+Kn (3.9)
JkESj JkESj

= ¢j(0) < ch(o) + Kn (3.10)

= Chaz(0) < KC7*

max

(o) + Kn (3.11)
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Compte tenu de la transformation de l'instance originale effectuée a 1’étape
2 de l'algorithme 3] I'inégalité (B.11) reste valide pour I'ordonnancement

o’#

Craz(0®) < KC%__(0%) + Kn (3.12)

BI12) = Crae(c®) < KC% _(6*)+ Kn  (voir (3.2)) (3.13)
B7) = Crar(0”) < Crau(0*) + Kn (3.14)
= Choaz(07) < Croaa(0™) + LB (3.15)
(3.16)

Ce qui signifie que 'ordonnancement o#, résultat de 1’algorithme [3| satis-
fait
Crnaz(07) < (14 €)Crpan(c™)

Sil’on note UB comme étant une borne supérieure pour le probléme étu-
dié, la complexité de 1’algorithme 3|est :

O(n*.UB*) = O(n® U;;Q) (3.17)
=0(n 3U3262LBQ) (3.18)

5
—0(%) (3.19)

Qui est donc une complexité polynomiale en n (taille de I'instance) et aussi
en 1, ce qui fait de I'algorithme El un schéma d’approximation de type
FPTAS pour le probleme considéré, a savoir le P3|pmin(delay;; = d)|Craz-

O

Remarque. Comme c’est le cas pour le probléme sur trois machines,
ainsi que précédemment sur deux machines, nous pouvons étendre les ré-
sultats cités pour le probleme général a m machines. Ainsi, il existe pour
ce dernier un ordonnancement optimal avec au plus m — 1 préemptions
et transports de ces taches préemptées. Une telle solution peut étre obte-
nue par l'algorithme DPX3 en O(n™UB™'). Et dans le méme contexte,

le Pm|pmin(delay;y = d)|Ch,q admet un FPTAS s’exécutant en O(”::

).
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3.5 Expérimentation numérique

Cette section présente une analyse empirique des résultats numériques
obtenus apreés I'implémentation et 'exécution des algorithmes DPX3 et
FPTAS. Les algorithmes sont implémentés en langage C et exécutés sur
un ordinateur doté d’un processeur Intel(R) core (TM) i5-3230M, d'une
fréquence de base de 2.60 GHz avec 4 GB de RAM et sous Windows 10.

En I’absence d’instances de référence pour le probleme étudié, une bat-
terie d’instances a été générée aléatoirement suivant une loi uniforme. Les
instances ont été générées de telle sorte a ce que I’algorithme de McNaugh-
ton ne puisse fournir de solutions optimales pour ces dernieres.

Générer de telles instances se fait en fixant un intervalle possible pour
le délai de transport. Ce dernier est donc généré dans l'intervalle [A —
Pin, CEAM 1 in], OU Dmin Teprésente le plus petit temps de traitement
de l'instance et C4M représente la longueur d’un ordonnancement réali-

sable obtenu par I’application de 'heuristique FAM combinée a un tri des
taches de type LPT.

Le nombre de taches n évolue dans l'ensemble {50, 70,80,100}. Les
temps de traitement sont générés dans les intervalles [1, 50], [10, 50] et [20, 50].
Pour chaque valeur de n, nous générons 100 instances a tester. Nous obte-
nons un total de 1200 instances.

Le FPTAS a, quant a lui, été exécuté et testé pour plusieurs valeurs de
e. Dans un premier temps, seules les valeurs significatives ont été rappor-
tées a savoir {1%, 5%, 10%}.

Les tables et 3.3| sont relatives aux trois intervalles des temps
de traitement générés. Ces tables affichent les résultats obtenus en termes
de déviation moyenne de toutes les exécutions du FPTAS ainsi que de
I'heuristique FAM par rapport a la valeur optimale des instances obtenues
grace a l'algorithme DPX, et aussi en terme de déviation maximale des

méthodes citées. Nous rappelons que cette déviation, qui n’est autre que la
. L. L FPTAS _~DPX3
mesure de l’erreur relative décrite auparavant, est définie par C’W”CD%

max

Le temps d’exécution moyen est également présenté (en secondes) pour
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chacun des algorithmes cités. Nous signalons que nous avons limité le
temps d’exécution des algorithmes implémentés a une heure de calcul.

n Temps d’exécution moyen (s) Déviation moyenne Déviation maximum

DPX3 FPTAS FPTAS FAM FPTAS FAM
€(%) (%) (%)
1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

50 817 2024 0.63 007 000 032 039 011 0.00 082 178 048
70 4526 5132 128 0.09 000 030 024 0.04 000 088 138 0.34
80 8719 76.82 188 0.11 0.00 027 022 0.03 014 087 149 0.16
100 322 2294 278 012 0.02 025 018 0.01 013 074 149 0.12

TABLE 3.1 — Résultats des mesures rapportées pour les instances dont les
pi € [1,50]

n  Temps d’exécution moyen (s) Déviation moyenne Déviation maximum

DPX3 FPTAS FPTAS FAM FPTAS FAM
€ € €
1% 5%  10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

50 2873 2158 208 020 0.00 027 0.65 066 000 079 159 1.07
70 113.10 5654 533 054 000 032 072 085 000 08 170 1.10
80 20420 8703 361 081 0.00 029 065 039 000 074 174 0.1
100 79575 27116 1542 157 0.02 037 080 059 010 089 178 0.73

TABLE 3.2 — Résultats des mesures rapportées pour les instances dont les
p; € [10,50]

Depuis les trois tables, nous pouvons voir que le temps d’exécution
moyen de l'algorithme DPX3, ayant permis la détermination des solu-
tions optimales, augmente proportionnellement avec la taille du probleme
n a l’exception du cas ot n = 100 pour les instances avec des p; générées
dans l'intervalle [1, 50]. Ce temps moyen enregistré de 32s nous a poussé a
analyser de plus pres cette catégorie d'instances. Nous avons constaté que
pour 96% des instances testées, la solution a été obtenue, en atteignant la
borne inférieure utilisée A, trés vite et ce par la premiére étape de DP X3,
plus exactement par 1’application de I'algorithme FAM. Pour ces instances
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n Temps d’exécution moyen (s) Déviation moyenne Déviation maximum

DPX3 FPTAS FPTAS FAM FPTAS FAM
(%) (%) (%)
1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

50 3465 2089 088 020 0.00 000 036 028 0.00 052 1.14 6.20
70 23503 5869 271 055 000 0.00 037 0.06 0.00 049 110 3.10
80  406.80 8720 772 0.81 0.00 0.00 041 0.05 011 045 095 1.60
100 117527 273.14 15,59 159 0.01 0.02 042 0.08 0.08 042 1.07 0.30

TABLE 3.3 — Résultats des mesures rapportées pour les instances dont les
pi € [20,50]

de 100 taches, nous avons remarqué que le nombre de petites taches (voire
unitaires) était plus important que pour les instances ot n > 80. Le prin-
cipe de FAM en présence de telles taches fait que ces petites taches (ordon-
nancées a la fin) aient un role de rééquilibrage des charges sur les machines
causées par 1’ordonnancement des grandes taches en premier, la préemp-
tion est par conséquent évitée. Nous avons aussi relevé une augmentation
du temps de calcul de DP X3 en fonction de longueur des taches, comme
le montre la figure 3.4

Dans un premier temps, le FPTAS a été testé pour des valeurs de ¢ al-
lants de 5% a 10%. En parallele, une colonne rapportant les résultats d'une
exécution rapide de FAM a été ajoutée afin de comparer les résultats d'un
des algorithmes connu pour sa rapidité avec ceux de l'algorithme d’ap-
proximation proposé qui offre la possibilité d’obtenir des solutions assez
proches de I'optimale. Nous n’avons pas été surpris que FAM ai été tres
rapide a résoudre le probleme en quelques secondes offrant des solutions
relativement bonnes sil’on juge de sa déviation moyenne qui n’excede pas
0.85. Les solutions ont été assez proches des solutions du FPTAS et donc
de bonne qualité pour 1'ensemble des instances lorsque ¢ variait autour
de 10%. Néanmoins, ce dernier a enregistré les plus mauvaises solutions
avec une déviation maximale égale & 6.20 pour des instances comportant
50 taches de grande durée (celles de la table B.3). Ce qui est trés normal
pour des ordonnancements avec de longues taches, pour qui la préemp-
tion n’est pas autorisée. Cependant, la réflexion du paragraphe précédent
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FIGURE 3.4 — Comparaison des temps de calcul pour les différentes exécutions d’algorithmes
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en rapport avec les plus petites taches (unitaires surtout) est confirmée par
les déviations (moyennes et maximales) rapportées dans la table

Ainsi, a partir de la table 'algorithme FAM a été satisfaisant pour
des instances comportant des taches de taille variée, et ce, en offrant de
bonnes solutions dans le sens oui ces dernieres ont été de qualité proche de
celles obtenues par le FPTAS lorsque € variait autour des 5%.

Pour des instances de tdches moyennes, avec des p; dans [10, 50|, les
algorithmes demeurent équivalents en terme de qualité de solutions ob-
tenues lorsque le FPTAS est exécuté avec ¢ = 10%, et ce au vue des va-
leurs enregistrées par leurs déviation moyennes et maximales. Bien évi-
demment, ce dernier est meilleur lorsqu’il est exécuté avec ¢ = 5%. Pour
le cas des taches de grande taille, avec des pi; dans [20,50] (table les
plus mauvaises solutions obtenues sont dues a 1’exécution de FAM en ob-
servant les valeurs des déviations maximales enregistrées. Cependant, la
qualité de ses résultats reste correcte comparée a celle des solutions du
FPTAS, encore une fois lorsqu’il est exécuté pour € = 10%, mais pas assez
lorsque 1’on pousse le FPTAS a fournir des solutions avec € = 5% de préci-
sion.

Il est évident que les résultats énoncés n’atteignent pas la satisfaction
espérée suite a I'implémentation des différentes méthodes. L'aspect mitigé
de ces dernier nous a incité a vouloir mieux exploiter le FPTAS proposé en
le testant pour des valeurs plus précises de ¢, c’est-a-dire < 5%. Un objec-
tif a atteindre avec 'ambition de garantir, bien évidemment, la méme (ou
presque) vitesse d’exécution de ce dernier. Cependant, pour faire face a sa
complexité spatiale, I'utilisation d"une ressource plus importante a été pri-
mordiale. Pour ce faire, nous nous somme pourvus d'une mémoire vive
de 30G B, une extension qui nous a permis de tester le FPTAS pour diffé-
rentes valeurs allant jusqu’a e = 1%.

Au méme titre que les temps d’exécution du FPTAS, jugés tres satisfai-
sants (d’apres[3.4), nous pouvons aussi observer que, pour presque toutes
les instances, les solutions obtenues sont de plus en plus proches des so-
lutions optimales. Effectivement, pour ¢ = 1% de meilleurs ordonnance-
ments ont été obtenus ce qui est traduit par des valeurs infimes de dévia-
tions moyennes et maximales. Un autre gain est considéré comme étant
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plus favorable a 'exécution du FPTAS pour une valeur de € = 1%, il s’agit
du temps de calcul nécessaire a 1'obtention de ces solutions. Dong, si une
solution optimale pour une instance de 100 taches est obtenue au bout de
1175sec, il est aussi possible de I'approcher avec une précision de 1% et
l'obtenir en 273sec grace a une telle exécution du FPTAS. Le méme constat
peut étre observé pour 80 taches ot il est parfaitement possible d’avoir de
bonnes solutions en 87sec au lieu de 406sec.

Le contenu de ce chapitre a fait 1'objet d'une participation a une confé-
rence internationale (Badaoui et al., 2015)).
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle formulation mathé-
matique du probleme général sur m machines en considérant des délais
de transport variables. Cette nouvelle formulation a été élaborée suite a
I'ajout d’une contrainte relative a la préemption des taches. Nous expli-
quons tout d’abord les raisons ayant motivé ce contenu, puis nous propo-
sons ladite formulation, qui sera suivie par les résultats numériques obte-
nus.

En effet, cette partie est dédiée au probleme général étudié qui se note
Pm|pmin(delay;;)|Ciaz, pour lequel un modele mathématique linéaire a

75
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déja été proposé par Boudhar & Haned|(2009). Le modele en question com-
portait des variables réelles et binaires. Quelques années plus tard, Shams
& Salmasi (2014) ont critiqué le modele cité précédemment et ont mon-
tré que lors de la préemption d’une tache, la formulation précédente ne
représentait pas les solutions dans lesquelles une tache préemptée repre-
nait son traitement sur la méme machine sans qu’elle ne soit transportée
ailleurs. Pour ce faire, les auteurs ont présenté un exemple d’instance d"un
P3|pmtn(delay;i)|Cynar comportant quatre taches a exécuter, et dont les du-
rées opératoires ainsi que les délais de transport entre les trois machines

sont regroupés dans les tables et respectivement.

0 70 20
T h T 1 Ta 70 0 20
60 60 60 30 50500

Durées opératoires.
(a) Durées opératoires (b) Délais de transport.

TABLE 4.1 — Contre-exemple proposé par Shams & Salmasi (2014) .

Les auteurs ont montré qu’une solution optimale pour cette instance
est de longueur 70 contre celle obtenue par le modele mathématique de
Boudhar & Haned| (2009), et dont le C),,, valait 75 unités de temps. Les
deux ordonnancements cités sont représentés dans les figures et
respectivement.

Mz 73 Ty - -

M| Ty 7> M: 3 ‘ ?
. M| T, || T

M _ 1 : | T i

FIGURE 4.1 — Ordonnancement ob-

tenu par le modeéle de Boudhar &
Haned| (2009).

FIGURE 4.2 - Ordonnance-
ment optimal.

Compte tenu de la nature des variables utilisées par Boudhar & Ha-
ned| (2009), le modéle mathématique ne peut fournir de telles solutions
optimales, a savoir un ordonnancement dans lequel une tache préemptée
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pouvait reprendre son traitement aprés un certain temps sur la méme ma-
chine (comme c’est le cas pour la tiche 7 dans 1’'ordonnancement optimal
représenté par la figure et qui est exécutée a deux reprises sur la ma-
chine M,). Cette situation peut survenir lorsqu’une tache qui est exécutée
sur plusieurs machines requiert, apres son transport, l'interruption d"une
autre tache en cours d’exécution, en 'occurrence, il s’agit ici de la tache 7}.

Comme énoncé plus haut, nous proposons dans cette partie une nou-
velle formulation mathématique pour le Pm|pmin(delay;i)|Cpq. et dont
les notations, parametres ainsi que les variables de décision se définissent
comme suit :

Parametres :

n  Nombre de taches.

m  Nombre de machines.

p; Durée opératoire de la tache Tj.
d;» Délai de transport entre la machine M; et la machine M.
M  Un nombre assez grand (M > 0).

r  Nombre maximum de parts d"une tache préemptée.

Variables de décision :
Crnaz = La valeur du Makespan
¢jx(>0) = Ladurée dela part k de la tache 7}
t;x(>0) = Ladate de début de traitement de la part £ de la tache 7;

_J1silapartk de la tache T} est exécutée sur la machine M;
ok ~ | 0sinon
1, sila part k de la tache T est exécutée avant la part
k! = k' de la tache T
0, sinon

(7' =1,...om;k, k' =1,...;reti=1,...,m)



4.2. LE MODELE MATHEMATIQUE 78

4.2 Le modele mathématique
(2) ink:pj; j=1,....n

k=1
(3) zl’jmgl, jzl,,n,kzl,,r

i=1
4) Y wjp<qr Jj=1,...,mk=1...,r

B) gr <M iy j=1,....mk=1...r
i=1

(6) tik + qik — i1 < (2 — 2jp — Tjpy1i) M
j=1L....onk=1,....r—Li=1,....m

(7) tik + Qi + ( i + l’gk+1z — Ddiir — tjpr1 < (2 — 2jpi — Tjpro) M;
j=1,....,nk=1,. — 14, =1,...,m;i £

tik + @ik — tinw < (3 — Xjgi — Ty — Qo) M

(8) Lk + Qi — i < (2 = Tjpi — Ty + Qg ) M
gLy =1...onk k=1 rmi=1...,mj<j;(,k)#{K)

9) 2z <Y wpy J=1..mk=1,r
i=1 i=1

(10) tjkgtjk+1; jzl,...,n;kzl,...,r—l
(11) tjr+er§Cmam; jzl,...,TL
4.3 Détails du modele mathématique
Les différentes équations du modele mathématique présenté définissent

l'objectif et les contraintes du probleme étudié, et sont citées et expliquées
dans ce qui suit :

e Notre objectif qui consiste a minimiser la durée totale de 1'ordonnan-
cement est exprimé par la contrainte (1).



4.3. DETAILS DU MODELE MATHEMATIQUE 79

e L'ensemble des contraintes de type (2) indique que pour chaque tache
T;, la somme de toutes ses parts exécutées sur les différentes ma-
chines doit étre exactement égale a sa durée opératoire p;.

e Les contraintes de type (3) indiquent que toute part £ d"une tache
T; , si elle existe, ne peut étre exécutée que par une seule machine.
Notons que ces contraintes n’interdisent pas le traitement de deux
parts différentes £ et £’ d'une méme tache sur la méme machine.

e Pour toute tache T}, lorsque ¢;;, est nulle cela signifie que la k™ part
de cette tache n’existe pas (en d’autre terme cette part n’est traitée
par aucune machine), ce qui implique que la variable de décision

m
qui lui correspond doit également étre nulle (d’ott ) z;; = 0). Ceci
i=1

1=

est représenté par les contraintes de type (4).

e Par ailleurs, lorsqu’une part k& d"une tache 7} est de longueur g;, # 0,
cette part doit exister et étre exécutée par au moins 1'une des ma-

m
chines, donc ) zj;; doit étre égale a 1. Ce qui est exprimé justement

1=1
par les contraintes de type (5).

e Les contraintes de type (6) garantissent le non chevauchement des
parts successives k et k+1 d"une méme tache préemptée T; exécutées
sur une méme machine M;. En effet, si de telles parts existent et sont
traitées par la machine M; (c’est-a-dire, z;,; = 1 et zj,41;, = 1), la
part k£ + 1 ne peut démarrer qu’a la fin de traitement de la part k. Le
traitement de la part suivante ne peut démarrer qu’a partir de la date
exprimée par ¢, + qj.

e Les contraintes de type (7) interdisent le chevauchement des parts
d’une tache préemptée T}, traitées par différentes machines tout en
assurant le respect des délais de transport entre celles-ci. En effet,
lorsque T est exécutée par M; pendant g;; unités de temps, puis est
préemptée et transportée vers My, la part suivante £ + 1 ne peut
commencer son traitement qu’apres d;y unités de temps a compter
de I'achevement du traitement de la k¢ part traitée sur M;. Ainsi, la
date de début de traitement de la part £ + 1 ne peut étre programmée
avant la date ¢j; + ¢;; + d;ir, et ce, bien entendu lorsque z;;; = 1 et

ik = L.
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e En plus de I’ensemble des contraintes de type (6) concernant le che-
vauchement des parts d'une méme tache sur une machine M, les
contraintes de types (8) controlent ’absence de ce type de conflit
entre toutes les parts des différentes taches exécutées par M;. Ainsi,
pour toute paire de taches (7}, 7)) traitées par la machine 1/;, soit la
tache T; précede la tache 7}, soit l'inverse . Dans ce cas-la, et pour
éviter le chevauchement des parts, si o, = 1 alors la part £’ de la
tache T ne peut démarrer son traitement qu’apres la fin de celui de
la k¢ part de T} ( tjx + gjr < tj). Inversement, lorsque i = 0,
signifiant que 7}, précéde 7}, le traitement de la k¢ part de 7} ne peut
commencer avant la fin de traitement de la part £ + 1 de la seconde
tache (a savoir, tj + gy < tjk.

e Les contraintes de type (9) concernent toutes les tiches préemptées,
et donc exécutées en plusieurs parts. Pour toutes ces taches, nous
exprimons via ces contraintes le principe d’avoir imposé aux parts
d’étre successives et de se suivre a la fin. Par exemple, si une tache
T; est préemptée une seule fois et exécutée sur deux machines et que
r = 3, les parts existantes de cette tiche auront 2 et 3 pour indice. En
d’autres termes, ces parts seront de longueurs respectives g;, et g;s.
Cette convention est justifiée par le fait que les délais de transport
aient été imposés pour toutes les parts successives des taches par les
contraintes de type (7), et donc cet ensemble de contraintes a été mis
en place afin d’éviter la configuration suivante : g;; # 0, gjr+1 = 0 et

Ujk+2 7 0.

e Les contraintes de type (10) ont été instaurées pour toute tache pré-
emptée afin que ses parts soient ordonnées par ordre croissant de
leurs dates de début de traitement.

e Les contraintes de type (11) expriment le fait que le traitement de
toutes les taches doit étre achevé avant la fin de 1'ordonnancement.
Pour notre cas, il suffit de le vérifier uniquement pour les dernieres
parts des taches (elles existent surement).

Le modele mathématique proposé comporte nmr +nr(n—1)(r —1) va-
riables binaires, 2nr variables réelles et un nombre équivalent a 2n + 4nr +
n(r —1)[1+m-+m(m—1)] + 3(n — 1)(n — 2)mr? contraintes. Si ’on consi-
dere le cas de délais de transport identiques (Pm|pmtn(delay;; = d)|Ciaz),
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cette nouvelle formulation mathématique améliore celle de Shams & Sal-
masi (2014) dans le sens ou elle contient moins de variables binaires. La
taille du modele a été réduite de O(n%) a O(n*) et ce apres l'injection de
certaines contraintes ayant réduit le domaine de solutions.

Nous rappelons qu’en 2005, le probleme d’ordonnancement préemptif
en présence de délais de transport identiques a été abordé par Fishkin et al.
(2005). Dans cette étude, les auteurs ont caractérisé un ordonnancement
optimal pour le cas de deux et de trois machines. Pour les ordonnance-
ments a m machines, qui nous intéressent dans ce chapitre, les auteurs ont
posé la conjecture suivante :

Conjecture. Pour toute instance du probleme Pm/|pmtn(delay;, = dE[) |Conaz, 1l
existe un ordonnancement optimal avec au plus (m-1) préemptions avec transport
des tdches entre les machines (migrations).

La preuve de cette conjecture, apportée par Shams & Salmasi (2014),
a permis aux auteurs d’évaluer le nombre maximum de parts possibles
d’une tache pouvant s’exécuter par une méme machine. Ce nombre de
parts vaut 1 + 1, et a été utilisé pour évaluer le modele mathématique
proposé pour la résolution d’instances de taille modérée du probleme étu-
dié avec des temps de transport identiques (Pm|pmin(delay;; = d)|Crnaz)-

Cependant, contrairement au cas du probleme avec des délais de trans-
port identiques, le nombre de parts qui peuvent former une tache n’est pas
connu pour le cas du probléme que nous étudions et qui consideére des dé-
lais de transport variables. Tous les tests que nous avons effectués pour
tenter de I’évaluer nous ont cependant permis de constater que pour tous
les ordonnancements résultants, le nombre de préemptions impliquant
des transports de taches entre les machines demeure inférieur ou égal a
m — 1. Par ailleurs, cette borne n’a été atteinte que pour des instances que
nous avons construites dans ce méme but, ces instances sont de la forme
suivante :

1. Ou d représente le délai de transport des taches préemptées entre les machines M;
et M, il
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n=m-++1

Coaz =c+ (m—1)d

p1=c

pj:Cmax_l j:2,...,n

Ot c est une constante quelconque.

Un exemple d’ordonnancement optimal pour ce type d’instances ex-
trémes est montré dans la figure I s’agit d"une instance de six taches
exécutées sur 5 machines et dont les durées opératoires ainsi que les délais
de transport sont résumés dans les tables .22 et [4.2b| respectivement.

0 2 15 16 10
9 0 2 10 10
5 3 0 2 10

Jobs Jy Jy J3 Ji4 J5  Jg 6 7 15 0 2
P, 5 12 12 12 12 12 {9 9 15 16 0

J
(a) Durées opératoires. (b) Délais de transport.

TABLE 4.2 — Instance particuliere dont le nombre de migrations est égal a
m — 1.

Ms Ts 71
M Ts 71 Ts

M3 T4 T:

M-z 75 T: Ts

M| Ti T2

FIGURE 4.3 — Ordonnancement optimal d"une instance particuliere
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En se basant sur les ordonnancements optimaux résultants pour ce
type d’instances construites et ceux des instances générées aléatoirement,
nous avons remarqué qu’a partir d'une valeur minimale du nombre de
parts nécessaires a une tache préemptée, la valeur du C,,,, devient sta-
tionnaire. Pour I'exemple de l'instance précédente, la table rapporte
les variations du C,,,, en fonction des valeurs incrémentées de r. Ces va-
leurs sont représentées par une courbe décroissante dans la figure ou
I'on peut voir que les valeurs du C,,,, décroissent en fonction des valeurs
ascendantes de r.

r Cma:r 181
117 e
2114
3 | 13.6667 16
41 13.25
513
TABLE 4.3 — Valeurs de C,,,. ]
calculées pour différentes va- 151
leurs de r.

12

0 1 2 3 s 5 6
FIGURE 4.4 — Représentation du C,,4,
en fonction de r.

Nous expliquons maintenant la démarche suivie pour obtenir les so-
lutions optimales avec différentes valeurs de 7. Pour ce faire, nous avons
utilisé les notations de valeurs suivantes :

e U B, représente une borne supérieure utilisée. Initialement, la borne uti-
lisée est celle calculée par 'application d"un algorithme de type FAM en
ordonnant les taches par ordre décroissant de leurs durées opératoires.

e A, représente la borne inférieure de McNaughton.

e LB(r), représente une borne inférieure calculée lorsque au moins une
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des taches est exécutée en r parts. Cette valeur est calculée par 1'expres-
sion DPmin + (T - 1)dmm/ ou Pmin = min {p]} et dmm = Il'llIl {dzz’}
1<j<n 1<i,i'<m
o Cinax(T), représente la meilleure valeur de makespan obtenue lorsqu’au
moins une tache est exécutée en r parts.

Il est clair que les valeurs de r influent directement sur la taille du mo-
dele mathématique proposé, du fait qu’il intervient directement dans le
nombre de contraintes. Le nombre de contraintes du modéle croit propor-
tionnellement avec les valeurs de 7. C’est pour cette raison que la premiére
exécution du modele mathématique par le solveur est effectuée pour r = 1
avec les valeurs initialisées des parametres A et UB. Lorsqu’aucune solu-
tion optimal n’est retrouvée (c’est-a-dire C,..(r) # A et LB(r) < UB),
la valeur de r est incrémentée d’une unité, et la valeur de UB est mise a
jour en lui affectant la meilleure valeur de C,,,, obtenue jusqu’a cette étape
(c’est-a-dire, UB = Clq(r — 1)).

Pour 'exemple précédent, la valeur de r n’a cessé d’étre incrémentée
tant que le ()., obtenu n’avait pas encore atteint la valeur de A = 13,
a condition que cette valeur (r) n'engendre pas de mauvaises solutions
(c’est-a-dire, avec des longueurs qui dépassaient les nouvelles valeurs de
la borne supérieure, mise a jours grace aux ordonnancements réalisables
obtenus). Pour I'exemple précédent, il n’est pas possible d’incrémenter r a
la valeur 6 car tous les ordonnancements comportant au moins une tache
exécutée en six parts auraient au mieux été de longueur égale a 15.

4.4 Expérimentation et résultats numériques

Pour évaluer le modeéle mathématique proposé dans ce chapitre, nous
I'avons testé pour un ensemble de 270 instances générées aléatoirement
en fonction des intervalles considérés par Shams & Salmasi (2014). Ces
instances sont générées comme suit :

Le nombre de machines m est généré dans trois intervalles différents
2,5], [6,10] et [11, 15]. Le nombre de taches est généré dans les intervalles
suivants [2,20], [21, 50] et [51, 100]. Pour chaque configuration (n * m), 30
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instances sont créées comportant des taches de tailles différentes apparte-
nant aux intervalles suivants [1, 10], [1,40] et [1,90]. De la méme maniere
que l'expérimentation effectuée dans le chapitre précédent, les délais de
transport sont générés de telle sorte que l'application de I’algorithme de
McNaughton ne puisse fournir de solutions optimales a savoir dans 1'in-
tervalle [A — ppin, Cmax(FAM) — ppin). Le solveur ILOG CPLEX 12.6 a été
utilisé pour tester cette nouvelle formulation sur un ordinateur personnel
d"une fréquence de base de 2.60 GHz avec 4 GB de RAM et sous Windows
10.

Les résultats obtenus sont présentés dans la table La colonne Nopt
indique le nombre d’instances ayant atteint la borne inférieure du pro-
bleme. La colonne suivante rapporte le temps d’exécution moyen évalué
en secondes. Les colonnes restantes expriment les propriétés des ordon-
nancements optimaux fournis par le modéle mathématique, et ce en affi-
chant le nombre de parts maximum des taches préemptées. Une heure de
temps a été fixée pour I’'exécution du modele. Au-dela de cette durée, la ré-
solution est stoppée et I'instance est considérée comme étant non résolues.

m n Nopt Temps d’exécution moyen (s) Nombre de parts
r=1 r=2 r=3

[2,20] 29 2.00 11 18 0

[2,5] [21,50] 30 66.98 28 2 0

[51,100] 26 302.37 23 3 0

[2,20] 29 34.47 7 22 0

[6,10] [21,50] 20 286.20 12 8 0

[51,100] 5 443.04 5 0 0

[2,20] 30 43.07 0 30 1*

[11,15] [21,50] 17 1066.53 3 14 1*

[51,100] 1 467.39 1 0 0

Total 187 sur 270 353.27 90 97 2

(*) Une solution ayant la méme valeur que celles obtenues avec r = 2.

TABLE 4.4 — Résultats de I'exécution du modele par ILOG CPLEX 12.6

La table 4.4 montre que sur un total de 270 instances générées, le mo-
dele mathématique a pu fournir 187 solutions optimales, soit environ 69%
des instances considérées en un temps moyen d’environs 353 secondes.
Cependant, en augmentant la taille du probleme, a savoir son nombre de
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taches et de machines, le modele mathématique n’arrive pas a fournir des
solutions optimales en moins d"une heure de temps. Comme c’est le cas,
lorsque m > 11 et n > 58, o1 une seule instance seulement a pu étre réso-
lue de maniere optimale.

En plus du temps d’exécution et du nombre de solutions optimales ob-
tenues, nous nous sommes particuliérement intéressés au nombre de parts
des taches préemptées dans les ordonnancements optimaux. Nous avons
constaté (voir la figure que pour 48.13% des solutions, les ordonnan-
cements obtenus ne sont pas préemptifs, les taches sont donc exécutées
entiérement sans préemption. Pour le reste, 51.87% des ordonnancements
comportent au moins une tache préemptée une seule fois, et donc exécu-
tée en deux parts (r = 2). Ainsi, nous notons que presque la totalité des
ordonnancements optimaux sont caractérisés par la présence d’au moins
une tache pour laquelle » < 2. Pour les instances dont le nombre de parts
r est égal a 3, des ordonnancements optimaux ont également été obtenus
avec r = 2 en plus d"une heure de résolution. C’est dailleurs sur ce constat
que repose le contenu du chapitre suivant.

FIGURE 4.5 — Répartitions des valeurs de r dans les ordonnancements op-
timaux.
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5.1 Introduction

Le probleme considéré dans ce chapitre est le probleme d’ordonnance-
ment préemptif sur m machines paralléles en présence de délais de trans-

87
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port entre celles-ci. Dans cette partie, nous exposons les méthodes appro-
chées, congues et mises en oeuvre pour tenter de résoudre le cas général du
probleme étudié dans cette these. En effet, différentes méthodes de type
heuristique sont abordées dans ce chapitre, a I'exemple de la Recherche
Locale, ou encore de type métaheuristique a savoir le Recuit Simulé et la
Recherche a Voisinage Variable.

En 2005, [Fishkin et al.| (2005) ont été les premiers a établir la complexité
du probleme d’ordonnancement paralleles de taches préemptives en pré-
sence de délais de transport identiques. Les auteurs ont montré que le pro-
bleme est N P-dif ficile au sens fort en présentant une réduction polyno-
miale au probléme «a-Partition. Le cas sur deux machines avait également
été traité en utilisant le méme probleme de partition pour a = 2 (Boudhar
& Haned), 2009). La complexité du probleme étudié en considérant des dé-
lais de transport variable est donc a déduire d’autant plus que sa variante
comportant des temps de traitement identiques a été prouvée comme étant
NP-dif ficile (Haned et al.,2012).

Par conséquent, il est naturel d’envisager la conception de méthodes
approchées pour tenter de résoudre le cas général (c’est-a-dire le probleme
Pm|pmin(delay;)|Cmas) d’autant plus que toutes les méthodes exactes dé-
veloppées dans ce sens, n’ont pu résoudre que des instances de petite et
moyenne taille ne dépassant pas les 100 taches, il s’agit essentiellement des
travaux de[Shams & Salmasi| (2014).

Le présent chapitre a non seulement été motivé par la complexité du
probléme, mais également par le manque de méthodes de résolutions ap-
prochées qui lui sont destinées (hormis ceux citées dans la partie état de
l'art (voir section 2.3.2). Ainsi, et comme souligné dans la conclusion de
Shams & Salmasi| (2014), une résolution de ce type doit étre développée
afin de traiter des instances de taille plus importante. Notre objectif est de
contribuer, par la présente étude, au développement de méthodes de ré-
solution approchées, destinées a la résolution du probleme d’ordonnance-
ment paralleles en présence de délais de transport variables. Dans ce cha-
pitre, nous décrivons une heuristique congue a cet effet, ainsi que l’adapta-
tion de quelques métaheuristiques comme le recuit simulé et la recherche
a voisinage variable.
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Les méthodes citées pour tenter de résoudre le Pm|pmin(delay;)|Cpas
sont organisées sous la forme d"une stratégie de résolution que nous allons
décrire dans ce qui suit. L'idée de cette approche est de déterminer, dans
un premier temps, une séquence ou un ordre de machines suivant lequel
les taches vont par la suite étre ordonnancées. Cette séquence indique par
la méme occasion les directions suivant lesquelles les transports des taches
préemptées sont effectués.

La seconde étape de la stratégie consiste, quant a elle, a déterminer
la meilleure affectation possible des taches aux machines engendrant le
plus petit cotit possible (en termes de durée total d’ordonnancement). Les
taches seront ordonnancées selon la séquence déterminée lors de I'étape
précédente, et en cas de préemptions, celles-ci se feront en respectant les
délais de transport entre les machines intervenant dans cette méme sé-
quence. Cette étape est concrétisée par l'adaptation des deux métaheuris-
tiques connues et citées précédemment.

5.2 Recherchelocale pour déterminer la séquence
de machines

Comme énoncé plus haut, la premiére étape est caractérisée par 1'ap-
plication d’une méthode de type recherche locale (Local Search (LS)) afin
de déterminer la meilleure séquence de machines possible. Ce type de mé-
thode est, selon [Ialbi| (2009), sans doute la plus ancienne et la plus simple
des métaheuristiques a implémenter manipulant une solution unique a la
fois. Son principe est de passer successivement d"une solution a une autre
appartenant a son voisinage tout en améliorant la valeur de la fonction ob-
jectif, et ce, jusqu’a ce qu’aucune amélioration ne soit possible. Rappelons
que le voisinage d"une solution, que 1’on note x est noté N (x) et représente
I’ensemble de toutes les solutions voisines de z, qui peuvent étre obtenues
par 'application d"une opération élémentaire (appelée aussi mouvement,
transformation admissible). Ces opérations permettent de générer, pour
une solution courante réalisable z, des solutions voisines 2/ € N(z) tout
en préservant leur faisabilité et ceci en appliquant sur = une « légere »
modification. Ces opérations sont également appelées des transformations
admissibles. Le principe de la recherche locale est décrit par le pseudo-
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algorithme suivant :

Algorithme 4: Pseudo-code de RL

1 Initialisation de la solution courante x = x*, ol zx est une solution

initiale;

tant que Critere d’arrét non satisfait faire

Générer N (z) le voisinage de la solution z;

si Aucune solution x' € N(x) n'est meilleure que x alors

| Arrét de la recherche;

sinon
x = 2’ /*la solution voisine est maintenue pour la poursuite
de la recherche*/ ;

NS s W N

8 fin
9 fin

Cette premiere étape, caractérisée par 1’exécution de la méthode de re-
cherche, vise a fournir la meilleure séquence de machines possible suivant
laquelle les taches vont étre exécutées. En raison du nombre de machines
relativement raisonnable intervenant dans les instances testées, notre im-
plémentation de cette recherche locale a donné lieu a une exécution effi-
cace est rapide. Durant sa mise en oeuvre, nous avons eu a manipuler un
certain nombre de parametres qui ont été réglés de la maniére suivante :

e La représentation de la solution : nous avons adopté un codage réel
pour la représentation des solutions qui indiquent les séquences de ma-
chines. La structure de données utilisée est un vecteur de taille m dans
lequel, chaque case a pour valeur l'indice : relatif a la machine M.

e Solution initiale : afin de démarrer 1’exécution de RL, une solution ini-
tiale réalisable a été générée aléatoirement.

e Les transformations admissibles : nous utilisons a cette étape certains
opérateurs de voisinage (ou mouvement) connu dans la littérature. Il
s’agit entre autres de :

— insertion, qui consiste a déplacer le contenu d’une case de la solu-
tion codée depuis sa position initiale, qui est choisie aléatoirement,
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ailleurs vers une autre position également piochée aléatoirement.

- i-swap, qui effectue la permutation de ¢ éléments choisis aléatoire-
ment dans la représentation de la solution. Pour notre cas, nous
nous sommes contentés de "utilisation de 2-swap, 3-swap et 4-swap.

e L'évaluation d'une solution : chaque vecteur représente une séquence
de machines, et toute succession de deux machines (¢,4') implique un
temps représentatif du délai de transport entre les deux machines M; et
M, obtenu a partir de la matrice des délais. Par conséquent, le cofit, que
nous souhaitons minimiser, de toute solution est le plus grand délai de
transport entre deux machines successives dans la dite séquence. Ces
délais de transport seront appliqués aux taches qui seront éventuelle-
ment préemptées.

e Fonction objectif : comme il vient d’étre mentionné concernant 1'éva-
luation de la qualité de toute solution, il est question de fournir la meille-
ure séquence possible de machines suivant laquelle les taches vont étre
préemptées. Par la meilleure séquence, nous parlons de celle avec le
moindre cofit, a savoir le plus petit délai de transport possible interve-
nant dans une telle séquence. Formellement, soit une séquence de ma-
chines que l'on note S, et soient M, et M;; deux machines successives
dans S représentées par les indices (7,¢'). Notre objectif est de minimiser
le maximum des délais de transport de S, ce qui peut étre formulé par
I'expression minimiser {max{d;y},¥(i,i') € S}.

Une fois la séquence de machines déterminée, nous passons a présent
a la détermination des meilleures affectations des taches aux machines en
commencant par la derniére machine de la séquence obtenue, et en sui-
vant 'ordre inverse de cette séquence. Par cet ordre, les délais de trans-
port intervenant lors d’éventuelles préemptions de taches, seront ceux qui
appartiennent a la séquence, et qui ont été sélectionnés par la méthode de
la recherche locale de cette premiere étape.

5.3 Evaluation des ordonnancements

Evaluer une affectation des tiches permet de déterminer la valeur de
la fonction objectif du probleme étudié, c’est-a-dire la longueur de l'or-
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donnancement. Pour y parvenir, nous nous reposons sur les résultats et
les remarques posés a la fin du chapitre précédent. Rappelons que, pour
I'ensemble des instances générées et résolues par 1'exécution du modele
mathématique, les ordonnancements obtenus comportaient au moins une
tache préemptée une fois. Ces derniers ont été formés par des taches exé-
cutées au maximum en deux parts. En se basant sur cette caractéristique,
nous avons adopté deux modes d’évaluation que nous désignons par hori-
zontal et vertical, et qui pourront a travers leurs fonctionnements n’engen-
drer que des taches s’exécutant au plus en deux parts.

Le premier mode d’évaluation est dit horizontal, noté Hor, illustre la
construction d’un ordonnancement suivant 1’algorithme de McNaughton.
Les taches sont affectées 1'une apres 'autre aux machines de la séquence
S en commencant par la derniere machine. Sur chaque machine, a chaque
fois que la borne de McNaughton A est atteinte, deux scénarios se pré-
sentent. Le premier est rencontré lorsqu’une tache, en cours d’exécution,
termine son traitement a la date A. Dans ce cas, la tAche suivante sera exé-
cutée sur la machine suivante, c’est-a-dire celle qui précede la machine
actuelle dans la séquence S. Le deuxieme cas est celui ot la borne A est
atteinte avant la fin de traitement de la tache en cours d’exécution. Dans
ce cas, la partie effectuée est maintenue sur la machine actuelle et le reste
de la tache est affecté a la machine suivante (toujours celle qui précéde la
machine actuelle dans la séquence). Les taches préemptées dans les ordon-
nancements obtenus par cette méthode seront exécutées sur deux parts au
maximum.

Par ailleurs, ’autre mode d’évaluation est dit vertical, et est noté Ver,
applique quant a lui le principe des Algorithmes de Liste présentés dans
la partie[2.3.1} et plus particulierement ceux appliquant le principe du First
Available Machine. Rappelons que ces algorithmes produisent des ordon-
nancements sans taches préemptées, ce qui signifie que chaque tache est
exécutée entierement sur la machine a laquelle elle est affectée. Le prin-
cipe est tres simple, les taches étant ordonnées sont ordonnancées les unes
apres les autres sur la premiere machine disponible pouvant les exécuter.
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5.4 L’heuristique H-conj pour déterminer une sé-
quence de taches

H-conj est une heuristique concue dans le but de fournir des ordon-
nancements réalisables pour le probleme Pm|pmin(delay;i)|Cq., et dont
le principe s’'inspire de la conjecture de Fishkin ef al.|(2005). En effet, H-conj
permet de construire et de fournir des ordonnancements avec la particula-
rité de contenir chacun au plus (m — 1) préemptions impliquant des trans-
ports de taches. Chaque transport concerne une tache préemptée une seule
fois et donc exécutée en deux parts différentes. Les taches qui ne sont pas
préemptées, et par conséquent exécutées entierement sur une machine,
sont elles ordonnancées en utilisant un principe d’algorithme approché de
type FAM.

Dans I'heuristique H-conj, les délais de transport présents dans la sé-
quence S sont ordonnés par ordre décroissant. Par ailleurs, les taches sont
elles ordonnées par ordres croissant de leurs temps de traitement, et ce
sont les premieres taches (a savoir, les plus petites) qui seront par la suite
sujettes a la préemption.

Pour chaque paire de machines, représentée par une certaine valeur Dj,
indiquant le délai de transport entre ces deux ressources, nous affectons la
premiére tache destinée a étre préemptée et n’ayant pas encore été affec-
tée & aucune machine. Une telle tache va étre traitée en deux parts de telle
sorte a ce qu’elle soit transportée entre les deux machines auxquelles elle
a été affectée.

Prenons pour exemple le cas de ces deux parametres : dy, est fourni
par la séquence S et T} est une tache sélectionnée pour étre préemptée et
transportée depuis la machine M, vers M,. Dans ce cas, La premiere part
de T est exécutée sur la machine M, vers la fin ce qui signifie apres la der-
niére tache exécutée entierement sans préemption sur M, et ce, jusqu’a
atteindre la valeur A. Le reste de la tiche T est exécutée entiérement, au
début de la machine M. Les taches déja présentes sur cette machine vont
étre décalées.

L'intérét quant a une telle réorganisation des taches et des délais de
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transport concernés, est d’essayer d’éviter les plus mauvaises situations
qui meneraient a des longueurs d’ordonnancement plus importantes. Ces
cas de figure sont rencontrés lorsque les taches préemptées de durée im-
portante sont transportées sur les plus longues distances. Pour éviter cela,
les grandes taches a préempter sont éventuellement associées aux plus pe-
tits délais de transport, et ce, en cas de transport effectif. Inversement, les
plus petites taches sont, quant a elles, associées a des délais de transport
plus grands dans le but d’avoir les meilleures valeurs possibles du Ci,,4-
Les étapes de 1'heuristique H-conj sont regroupées et présentées dans 1'al-
gorithme 5|

Algorithme 5: L'heuristique H-conj

Entrées : Une instance du Pm|pmin(delay;)|Crazx
Une séquence de machines S.
Sorties : Un ordonnancement des n tAches sur les m machines

1 Ordonnancer toutes les taches en utilisant un algorithme approché
de type FAM.

2 Ordonner les taches en utilisant la régle dite SPT, soit

P1<p2<...< n

Ordonner les valeurs des délais de transport figurant dans la

séquence S par ordre décroissant, posons Dy > Dy > ... > D,,,_; ou

Dy, correspond a une certaine valeur d;; € S.

pour k <— 1 am — 1 faire

w»

'S

5 Ordonnancer les (n — k) dernieres taches (i.e J,,, J,—1, ..., Jn_k)
en utilisant le principe d"un algorithme FAM en utilisant I’ordre
LPT pour ces taches.
6 pour s < 1 a k faire
7 Injecter J; dans 1’ordonnancement partiel en la préemptant et
L la transportant suivant le chemin D;.

8 Choisir le meilleur ordonnancement a partir de ceux construits a la
fin des étapes 1 et 7.

Nous passons a présent a la présentation d'une autre méthode de réso-
lution qui appartient a cette seconde phase, a savoir celle de I'affectation
des taches. Il s’agit de notre adaptation de la métaheuristique Recuit Si-
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mulé pour la résolution du probléme général en considérant des délais de
transport variables.

5.5 Le Recuit Simulé (RS) pour déterminer une
séquence de taches

Tres souvent adapté et utilisé pour la résolution des problemes d’op-
timisation complexes, le recuit simulé est 'une des métaheuristiques les
plus connues parmi celles utilisant une solution unique a la fois. Cette ap-
proche a été développée a partir de I’algorithme de Metropolis et al.| (1953),
qui décrit I'évolution d'un systeme thermodynamique en métallurgie.

Apercu du phénomeéne. En métallurgie, le recuit est un processus thermo-
dynamique qui décrit la maniere avec laquelle un métal est chauffé puis
refroidi, dans le but de modifier ses caractéristiques (principe de cristalli-
sation). Plus exactement, le métal pur est soumis a un cycle de chauffage
qui le maintient, d’abord a une forte température, puis controle son refroi-
dissement progressif. Ce dernier est manipulé d’abord sous sa forme so-
lide, qui sous l'effet de la chaleur, développe une énergie assez suffisante
aux atomes de ce métal pour briser leurs liaisons chimiques afin retrou-
ver leur caractere mobile. L'effet de la chaleur sur les atomes permet ainsi,
de modifier leurs positions donnant lieu a de nouvelles combinaisons chi-
miques entre ces derniers. Si le cycle de chauffage est baissé lentement, on
peut observer des mouvements d’atomes moins aléatoires accompagnés
d’une énergie assez basse menant a un état d’équilibre qui correspond a
chaque température. Cet équilibre permet d’aboutir a une forme du mé-
tal plus souple avec moins d’irrégularités. Par contre, si le refroidissement
est brusque ou trop rapide, les atomes risquent de se figer et se retrouver
bloqués dans des configurations qui ne sont ni initiales, ni celles que 1'on
souhaite atteindre. Ainsi, le refroidissement du systeme doit se faire lente-
ment afin d’aboutir a ces états d’équilibre.

Les expériences menées par Metropolis et al.| (1953) ont abouti a un
algorithme permettant de simuler 1’évolution d"un systeme physique in-
stable vers un état d’équilibre thermique a une température fixée ¢. L'algo-
rithme proposé génere une suite d’états successifs, résultant chacun d'un
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déplacement d’atomes. Le passage d’un état vers un état suivant, se fait,
soit en diminuant I"énergie du systeme, soit en considérant une certaine
probabilité.

Si l'on considere une analogie entre 1'énergie du systeme et la fonc-
tion objectif d'un probleme d’optimisation dune part, et entre les états
du systéme et ses solutions réalisables d"une autre part, nous pouvons
définir la notion du Recuit Simulé (RS) en tant qu’algorithme de résolu-
tion en optimisation combinatoire. Une solution appartenant au voisinage
d’une solution courante n’est autre qu’un état atteignable depuis un état
courant suite aux déplacements des atomes. Ainsi, une solution voisine,
relative a un état prochain, n’est retenue que si cette derniére améliore la
qualité de la fonction objectif, qui est relative a 1’énergie de 1’état. Dans
le cas contraire, la solution voisine est acceptée avec une probabilité qui
dépend de la détérioration engendrée et de la température actuelle. Ses
transitions sont indiquées dans la figure qui schématise la variation
des valeurs d'une fonction objectif a minimiser, engendrées par une exé-
cution du Recuit Simulé.

1
1

/ Directions des
états avec une

énergie moindre .

\ . |
| -:

minimum local

/

Directions des états ]
® éventuellement acceptés avec ]
. une probabilité N

minimum global

FIGURE 5.1 — Variation des énergies d"un systéme par un Recuit Simulé.
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A trés haute température, la probabilité d’accepter des solutions de
moins bonne qualité est proche de 1. Ceci permet, dans un premier temps,
de visiter un maximum de solutions parfois méme suivant un schéma
aléatoire. L'objectif de converger vers une meilleure solution peut, mal-
heureusement, coincer le systéme dans un minimum local, éventuelle-
ment global. Le point fort du Recuit Simulé est justement sa capacité de
s’extraire de telles zones. Les changements de température sont effectués
par palier a chaque fois qu'un certain nombre d’itérations est effectué ou
lorsqu’aucune amélioration n’a été enregistrée depuis un certain moment
a cette température. Ces deux derniers parameétres représentent, dans la
majorité des cas, les conditions d’arrét qui permettent de baisser la tempé-
rature du systeme. Le schéma général du Recuit Simulé est présenté par le
pseudo algorithme 6|

Algorithme 6: Pseudo algorithme du RS

1 Initialisation des parameétres : solution initiale v = z, et température
initiale t = ty;

2 répéter

3 répéter

4 Générer 2’ une solution voisine de z;
5 si «’ est meilleure que x alors

6 L r=ua;

Cmax (x/)*cmaz (x)

Accepter 2’ avec une probabilité > exp C ;
8 jusqu’a atteindre une condition d’équilibre relative a la température
actuelle t;
9 Mise a jour de la température;
10 jusqu’a critere d'arrét;

N

Comme toute approche de type métaheuristique, notre adaptation du
principe du RS s’est reposée sur I'implémentation des parametres de cette
méthode de la maniere suivante :

e La représentation de solutions : comme pour les machines, un codage
réel de la solution a été adopté en utilisant un vecteur réel de taille n
comportant les indices des taches.
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e La solution initiale : il est connu pour ces méthodes, que le choix de la
solution initiale n’est pas sans impact sur la qualité de la solution four-
nie a la fin de I'exécution. Pour cette raison, nous avons implémenté plu-
sieurs méthodes fournissant des ordonnancements réalisables en guise
de solutions de départ pour les méthodes approchées. Ces ordonnan-
cements sont obtenus a partir de procédures de types FAM basées sur
des ordres de priorité tels que LPT, SPT ou encore une génération aléa-
toire. Par la suite, nous avons tenté de générer, a partir des solutions
précédentes, d’autres ordonnancements qui sont de bonne ou de mau-
vaise qualité. De tels ordonnancements sont obtenus en considérant les
taches déja ordonnées suivant les ordres précédents. Une fois la charge
sur la machine actuelle a atteint la valeur de la borne inférieure de Mc-
Naughton, la tache en cours d’exécution est permutée avec la derniére
tache de la liste non encore exécutée. Les taches sont :

— Ou bien, ordonnées par ordre décroissant de leurs durées opéra-
toires sil’on souhaite obtenir des solutions que ’'on espére de bonne
qualité, et ce, en interrompant I’exécution des taches de petite taille.

— Ou bien, ordonnées par ordre croissant de leurs durées opératoires
sil’on souhaite avoir des solutions de mauvaise qualité en préemp-
tant les taches de grande taille.

e Les transformations admissibles : afin de développer le voisinage des
solutions réalisables et d’en explorer le maximum de solutions voisines
, hous avons implémenté et testé certains opérateurs de voisinages dé-
crits comme suit :

— insertion, consiste a insérer une tache choisie aléatoirement a une
position aléatoire.

- i-swap, consiste a permuter i éléments désignés a leurs tours aléa-
toirement.

- improv-swap, effectue des permutations impliquant forcément un
changement dans la valeur du C,,,,, et évitant ainsi, la redondance
des solutions visitées. Ces opérations sont soit effectuées pour deux
taches obligatoirement préemptées, ou bien pour une tache pré-
emptée et une autre tache qui ne l’est pas.

Le schéma de refroidissement du Recuit Simulé exprime la maniére
avec laquelle nous décidons de mettre a jour les températures (ligne 9).
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Dans [Talbi|(2009), nous pouvons retrouver plusieurs fonctions permettant
cette action. Ces fonctions reposent sur la définition d"un facteur «, appelé
facteur de décroissance de la température, dont la valeur doit étre com-
prise entre 0 et 1. Si la valeur de o est assez proche de 1, le refroidissement
est considéré lent, et permet d’avoir assez de temps afin de rencontrer de
bonnes solutions (ce qui est relatif a ’aboutissement a un état d’équilibre
thermodynamique). Cependant, plus la valeur de o est proche de 0, plus le
refroidissement est considéré rapide ou brusque, ce qui pourrait mener la
recherche vers des minimums locaux (Yagouni, 2017). Dans notre cas, les
valeurs retenues pour les différents parametres du Recuit Simulé, figurent
dans la partie expérimentale.

5.6 La Recherche a Voisinage Variable pour dé-
terminer une séquence de taches

La Recherche a Voisinage Variable, ou VNS de I’anglais Variable Neigh-
borhood Search, est également une métaheuristique manipulant une solu-
tion unique, qui a été proposée par Mladenovi¢ & Hansen (1997) pour la
résolution du probleme du voyageur de commerce. VNS est non seule-
ment connue pour son efficacité avérée ces dernieres années, et exprimée
par le nombre de travaux scientifique I'ayant utilisée, mais aussi pour sa
simplicité d’implémentation et d’adaptation a de nombreux problemes
d’optimisation combinatoires et d’ordonnancement plus particulierement.

Depuis sa formalisation, nombreuses variantes de la métaheuristique
VNS ont vu le jour, et plusieurs travaux passent en revue bon nombre
d’entre elles. D’ailleurs, la these de[Mjirda/ (2014) a particulierement retenu
notre attention, et c’est dans ce sens que nous invitons le lecteur a consul-
ter sa partie introductive. Pour les problemes d’ordonnancement, nous te-
nons également a citer les travaux suivants : Gagné et al.| (2005); [Sevkli &
Aydin (2006); |De Paula et al. (2007); [Behnamian et al.| (2009); Klemmt et al.
(2009); Costa et al.|(2012).

Cette méthode a la particularité de considérer, pour une solution ac-
tuelle, plusieurs voisinages définis obligatoirement au début de la mé-
thode, et qui seront visités 'un apreés 1'autre. Le passage d'un voisinage
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a un autre se poursuit lorsque le processus de recherche se retrouve coincé
dans un optimum local, et ce, suite a l'utilisation d"un principe de re-
cherche locale.

Plus explicitement, la méthode VNS repose principalement sur deux
phases. La premiére consiste a générer, pour une solution courante x, une
nouvelle solution voisine 2’ piochée aléatoirement a partir du voisinage
courant Ni(x) (un des voisinages définis). Cette phase est généralement
appelée phase de perturbation ou phase de secousse (shaking en anglais).
La seconde phase consiste en 'application d"une recherche locale, a partir
de la solution 2/, et fournissant comme résultat une nouvelle solution no-
tée 2”. Si cette nouvelle solution est de meilleure qualité que 2, elle sera
retenue comme solution actuelle, et le rang du voisinage sera réinitialisé.
Dans le cas contraire, la recherche locale, a partir de la solution z’ est re-
lancée dans le voisinage suivant Ny ;(z). Ces étapes sont résumées par
I'algorithme [7]

Algorithme 7: Pseudo algorithme de VNS

1 Initialisation des parametres : Solution initiale v = z, et un ensemble

de structures de voisinage Ny, k = 1,. .., knaa;

2 répéter

3 k=1,

4 répéter

5 Sélectionner une solution voisine x’ in Ni(z);

6 Appliquer une recherche locale a partir de 2/, soit 2” la

solution obtenue;

7 si 2" est de meilleure qualité que x alors

8 L La nouvelle solution est retenue x = 2" etk =1 ;
9 k=k+1;
10 jusqu’a k = kpaq;

11 jusqu’a Critere d’arrét vérifié;

Comme indiqué dans cet algorithme, la définition des structures de
voisinage est un parametre a effectuer au début de la méthode. Pour notre
cas, nous avons développé trois structures de voisinage (k... = 3) propres
a chaque mode d’évaluation utilisé pour la construction d'un ordonnan-
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cement réalisable. Les solutions initiales ont été construites, soit aléatoi-
rement, soit a partir d'une exécution du Recuit Simulé (décrit en section
précédente).

Pour une évaluation horizontale, les structures de voisinage considé-
rées et utilisées sont les suivantes :

e La permutation de deux taches : deux taches aléatoirement sélection-
nées sont permutées. Toutes les permutations de deux taches sont pos-
sibles, a I’exception du cas ot les deux taches en question sont exécutées
entierement sur une méme machine.

e La permutation de taches traitées par deux machines différentes : deux
machines différentes sont sélectionnées aléatoirement. Toutes les per-
mutations des taches exécutées par chacune d’entre elles sont permises.

e L'insertion d’une tiche sur une autre machine : une tiche est sélec-
tionnée aléatoirement. Tous les transferts de cette tiche vers les autres
machines (désignées aléatoirement) sont permis, a I’exception de la ma-
chine par qui elle est traitée au départ.

De la méme maniere, les structures de voisinage développées lorsque
I’évaluation est verticale sont les suivantes :

e La permutation de deux taches : deux taches aléatoirement sélection-
nées sont permutées, et toutes les permutations de deux taches sont pos-
sibles.

e L'inversion de l'ordre des taches : deux indices de taches sont géné-
rés aléatoirement. L'ordre de toutes les taches présentes entre ces deux
taches sélectionnées est inversé.

e La permutation des tiches de deux machines spécifiques : il s’agit
particulierement des deux machines présentant le plus grand écart de
charges calculées a partir des taches qu’elles exécutent. Il s’agit donc
de la machine la moins et la plus chargée de 1'ordonnancement actuel.
Toutes les permutations de taches entre ces deux machines sont pos-
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sibles afin d’obtenir des ordonnancements plus équilibrés dans 1'op-
tique d’aboutir a de meilleurs ordonnancements.

La recherche locale, appliquée a 1'étape 6, a également été prévue et
congue pour chaque structure de voisinage et pour chaque mode d’éva-
luation. Pour une évaluation horizontale, les procédures mises en oeuvre
pour chaque structure sont respectivement désignées par les termes LS1-
Hor, LS2-Hor et LS3-Hor. Ces dernieéres sont désignées par les termes LS1-
Ver, LS2-Ver et LS3-Ver respectivement dans le cas d"une évaluation verti-
cale. Plus précisément, ces procédures développées chacune de la maniére
suivante :

LS1-Hor:

Pour chaque tache 7, € T et T, € T (51 # j» et hormis la situation
interdite[),

Faire

Si la solution obtenue par la permutation de T} et T, < la solution courante,
Alors permuter 7T} et T5.

LS2-Hor :

Pour chaque machine M; € M et My € M (M, # M),

Pour chaque tache 7T traitée par M, et chaque tache T, traitée par
MZ/

Faire

Si la solution obtenue par la permutation de T} et T < la solution courante,
Alors permuter T} et T5.

LS3-Hor :

Pour chaque tiche 77 € T
(a) Trouver une machine M, traitant 73.

1. Dans laquelle les deux taches désignées sont exécutées entiérement sur la méme
machine.
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(b) Pour toute machine M, € M (M; # M>) et toute position valide
p sur My,
Faire Si la solution dans laquelle la tiche Ty est exécutée a la position
p par la machine M, < la solution courante,
Alors transférer la tache 7 de M, vers M, a la position p.

LS1-Ver:
Pour toute tache 77 € T'et 15 € T (j1 # J2),
Faire Si la solution obtenue en permutant Ty et Ty < la solution courante,
Alors Permuter les taches 1) et T,

LS2-Ver :
Pour toute position p; et toute position p; (p1 < p»), Faire Si la solution
obtenue en inversant toutes les tiches qui se trouvent entre les positions py
et po < la solution courante,
alors inverser 1'ordre d’exécution de toutes ces taches comprises entre

p1 et pa.

LS3-Ver:
1. Trouver la machine la plus chargée de la solution actuelle, soit };
2. Trouver la machine la moins chargée de la solution actuelle, soit M

3. Pour toute tache 7} traitée par M;, et toute tache 7, traitée par M,
Faire Si la solution obtenue par la permutation des tiches Ty et T, < la
solution actuelle,

Alors Permuter les tiches T et T5.

5.7 Expérimentation numérique

Nous présentons dans cette section les résultats numériques obtenus
apres plusieurs exécutions des méthodes approchées décrites dans ce cha-
pitre. L'implémentation des méthodes a été réalisée moyennant les mémes
caractéristiques logicielles et ressources informatiques utilisées dans les
chapitres 3 et 4.
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Comme mentionné au début de ce chapitre, il a été question de mettre
en oeuvre une stratégie de résolution pour le Pm|pmtn(delay;;)|Craz- Cette
approche est congue sur deux phases : la premiere concerne la détermina-
tion de la meilleure séquence de machines possible, et ce, en utilisant une
procédure de recherche locale. Ladite séquence sera utilisée comme une
information en entrée pour la deuxieme phase afin d’indiquer 'ordre des
machines suivant lequel les taches vont étre ordonnancées. La seconde
phase concerne l'affectation des taches aux machines, et est réalisée par
I'exécution des méthodes approchées décrites plus haut, a savoir ’heuris-
tique H-conj ainsi que 1’adaptation des deux métaheuristiques le Recuit
Simulé et la Recherche & Voisinage Variable.

En l'absence d’instances de type Benchmark pour le probleme consi-
déré, une pile d’instance a été générée aléatoirement suivant une loi uni-
forme. Les délais de transport de toutes les instances ont été générés dans
le méme intervalle que celui présenté en chapitre 3, de telle sorte a avoir
des instances non solvables en temps polynomial par I'algorithme de Mc-
NAUGHTON. Quant aux autres caractéristiques des instances, leur géné-
ration est décrite comme suit :

e n généré dans I'ensemble {50, 70, 100, 200, 250, 500, 700}.
e m généré dans I'ensemble {5, 10, 15, 20, 25}.

e Vj =1,n, p; est généré dans les deux intervalles [1, 100] et [50, 100].

L’analyse de la qualité des solutions fournies par les méthodes implé-
mentées repose sur le calcul de 'écart (déviation) moyen et maximum.
Rappelons que cet indicateur est calculé a partir des valeurs des solutions
obtenues par la méthode approchée (notées C,,...(M A)), et celle de la so-
lution optimale (C),.,(OPT)), dans notre cas, celle calculée par la borne

inférieure de McNaughton. Cet écart est calculé par la formule mathéma-

1 Cmaxz (]V[A)*Cmaz(OPT)
tique Crnaz (OPT)

Aussi, et en plus du temps de calcul estimé en secondes, nous avons
également considéré le critere Nopt qui désigne le nombre totale d’ins-
tances pour lesquelles, les solutions fournies par les méthodes approchées
ont atteint la borne inférieure.
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Paramétrage des méthodes

Plusieurs valeurs ont été testées pour les parametres du Recuit Simulé.
Les exécutions maintenues sont celles débutant 1’algorithme avec une tem-
pérature initiale ¢, égale a 500. La mise a jour de la température est effec-
tuée suivant une fonction géométrique en fixant le coefficient de refroi-
dissement o a 0.98. Pour échapper a un piégeage de l’algorithme tout en
sauvegardant la valeur de I'optimum local rencontré, le nombre d’itéra-
tions maximum toléré avant de baisser la température actuelle a été fixé
a 5000 itérations. L'exécution du recuit simulé prend fin lorsque la tem-
pérature du systéme atteint la valeur finale fixée a 0.00001. Concernant
la recherche a voisinage variable, les trois voisinages ont été utilisés ainsi
que les procédures de recherche locale congue pour chacun d’entre eux. La
condition d’arrét de la méthode est représentée par le nombre maximum
d’itérations, qui a été limité a 2000 itérations.

Résultats et discussion

Tous les résultats numériques sont rapportés dans les tables[5.1}
et[p.4 Ces derniers comprennent les temps d’exécution, le critere Nopt, la
déviation moyenne et la déviation maximum de toutes les instances géné-
rées.

Les tables 5.1 et [5.2] présentent les résultats obtenus par 'application
des différentes méthodes sur des instances de taille appartenant a 1'in-
tervalle [1,100]. La premiére colonne de la table [5.1] affiche les temps de
calcul de la premiere phase de la stratégie de résolution, des temps négli-
geables compte tenu du nombre réduit de machines. En termes de temps
de calcul, jugés tout de méme raisonnable pour I'ensemble des implémen-
tations, il est clair que I'heuristique H-conj est la plus rapide de toutes les
méthodes implémentées avec des solutions fournies en un maximum de
temps, évalué a 0.02 secondes, pour des instances a 700 taches. Ceci est
expliqué par le fonctionnement lui-méme de la méthode peu cotiteux et
peu gourmand en mémoire, et qui est dt au nombre réduit de possibilités
d’ordonnancements possibles comportant au plus (m — 1) préemptions.
De plus, I'ordonnancement partiel avec les n — m + 1 taches non préemp-
tées n’est construit qu'une seule fois. D’ailleurs, les temps d’exécution des
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différentes méthodes ainsi que les déviations moyennes sont représentés

dans les figures[5.2 et

n*xm Temps d’exécution moyen (s) Nopt
LS H-conj SA VNS H-conj SA VNS
Hor Ver Hor Ver Hor Ver Hor Ver
50*5 0.010 0.011 2.669 6.511 0.041 0.030 18 100 100 62 60
70*5 0.006 0.008 3.104 8.718 0.110 0.062 26 100 100 74 67
100*5 0.005 0.006 3.906 12.764 0.258 0.153 34 100 100 80 65

50*10 0.005 0.008 2.751 8762 0.107 0.034 0 9 94
100*10  0.011 0.013 4.121 30.264 0.628 0.238 6 100 96
150*10  0.006 0.008 5.550 22.612 1.863 0.708 20 100 99
70*15 0.010 0.013 3.675 14361 0412 0.128 0 84 56
10015  0.009 0.012 4.501 20.408 0.985 0.324 3 100 60
200*15  0.007 0.011 7.135 64.603 6.805 2.627 14 100 81
100*20  0.013 0.017 5.326 47.058 1.364 0.438 0 89 18
250*20  0.007 0.010 9.119 63376 16.967 7.005 13 100 76
500*20  0.007 0.011 35.130 117.660 63.367 51.577 40 100 99
20025  0.016 0.020 19.303 56.946 4.872  4.529 1 99 33
500%25  0.007 0.012 39.897 152.344 96.114 76.640 22 100 94
70025  0.007 0.013 22.086 296.767 177.757 250.037 47 100 97

(=]
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TABLE 5.1 — Temps de calcul moyen et nombre de solutions optimales pour
les instances avec p; € [1,100]

n*m Déviation moyenne Déviation maximum
H-conj SA VNS H-conj SA VNS
(%) Hor(%) Ver(%) Hor(%) Ver(%) (%) Hor(%) Ver(%) Hor(%) Ver(%)
50*5 047 000  0.00 137 012 160 000 000 1020 116
70*5 018 000 000 08 006 09 000 000 10.04 072

100*5 0.10 0.00 0.00 0.32 0.06 0,63 0.00 0.00 3.79 0.65
5010 1.86 0.00 0.02 1893 151 0449 0.37 041 3629 574
100*10 0.42 0.00 0.00 8.13 067 113 0.00 020 15.04 29
150*10 0.18 0.00 0.00 478 041 0.53 0.00 012 1250 1.83
70%15 217 0.35 018 2666 277 511 5.62 050 3990 6.61
100*15 0.96 0.00 011 1881 200 274 0.00 034 2776 511
200%15 0.18 0.00 0.02 8.41 0.87 0.63 0.00 015 13.88 233
100*20 2.02 0.21 032 2932 360 454 3.00 045 3967 7.66
25020 0.20 0.00 003 1120 123 0.58 0.00 017 1530 3.40
500*20 0.04 0.00 0.00 5.53 059 015 0.00 0.08 7.25 1.40
20025 0.69 0.00 016 1940 280 1.59 0.74 048 2331 522
500%25 1.24 0.00 0.00 7.39 1.03  0.28 0.00 0.10 9.60 1.85
700*25 0.03 0.00 0.00 5.45 073 0.14 0.00 0.07 7.12 1.58

TABLE 5.2 — Déviation moyenne et maximum pour les instances avec p; €
[1,100].
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Sauf que, en marge de sa rapidité, les solutions fournies ne sont pas a la
hauteur de celles obtenues par 1’adaptation du Recuit Simulé en termes de
nombre de solutions optimales. Néanmoins, elle propose de bien meilleures
solutions que ceux obtenues par la Recherche a Voisinage Variable, notam-
ment a partir de 150 taches et 10 machines, ou 1’on obtient un total de 160
solutions optimales contre 5 seulement obtenues par la Recherche a Voisi-
nage Variable.

En se basant sur I’'ensemble des criteres considérés, 1'évaluation ho-
rizontale des listes fournies par le Recuit Simulé a été la plus efficace de
toutes, en fournissant un nombre considérable de solutions optimales (exac-
tement 1471 solutions optimale sur un total de 1500 instances testées), en
des temps tres raisonnables qui ne dépassent pas les 40 secondes. Pour les
autres cas, n’ayant pas atteint les valeurs de la borne inférieure, de tres
bonnes solutions réalisables ont été obtenues en enregistrant, dans le pire
des cas, des déviations moyennes (autour de 0.35%) bien inférieures a 1%
comme c’est le cas pour la configuration (70*15). Les plus mauvaises solu-
tions sont attribuées a la recherche a Voisinage Variable en observant des
solutions réalisables tres éloignées avec en moyenne des déviations maxi-
mums pouvant atteindre 39.67 (figure 5.3(a)).

Depuis la table nous pouvons remarquer que, pour les instances
avec des temps de traitement générés dans l'intervalle [50, 100], I'heuris-
tique H-conj, enregistre les mémes observations que celles du cas précé-
dent. Les temps sont aussi rapides pour ces taches (n’excedent pas les
0.014s). L'heuristique se comporte aussi moyennement par rapport au no-
mbre de solutions optimales, d’ailleurs ce nombre a été revu a la hausse
(475 solutions optimales au total contre 244 pour le cas précédent) notam-
ment lorsque n et m dépassent les valeurs de 500 et 20 respectivement.
De méme pour le reste des instances, les solutions réalisables sont aussi
de bonne qualité et assez proches de 'optimum avec une seule mauvaise
valeur de déviation maximum enregistrée pour la configuration (70, 15)

(voir table5.4).

Contrairement aux précédentes instances, les tables [5.3|et 5.4/ montrent
que I’évaluation verticale des listes fournies par le Recuit Simulé est meille-
ure que sa version horizontale, et bien meilleure que les deux évaluations
obtenues par la Recherche a Voisinage Variable, méme si cette derniére
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s’est sensiblement améliorée pour ce type d’instances. Nous observons
pour elle, un total de 1119 solutions optimales obtenues (contre 875 pour
le cas horizontal), et des déviations moyennes et maximales ne dépassant
jamais les 1%.

nxm Temps d’exécution moyen (s) Nopt
LS H-conj SA VNS H-conj SA VNS
Hor Ver Hor Ver Hor Ver Hor Ver
505 0.004 0.005 23760 6.8547 0.0390 0.0267 27 100 100 44 56

70*5 0.0041 0.0055 2.9146 8.8016 0.0934 0.0741 40 100 100 49 60
100*5 0.0048 0.0062 5.9564 12.5359 0.2375 0.2678 70 100 100 37 64
50*10 0.0052 0.0075 6.6468 12.4403 0.0936  0.0906 7 90 92
100*10  0.0052 0.0080 9.9392 35.7369 0.5782  0.6708 27 99 98
150*10  0.0051 0.0077 13.3402 38.7827 1.8531  1.9501 49 100 93
70*15 0.0073 0.0105 3.9176 13.4833 0.4169  0.3316 0 32 66
100*15  0.0075 0.0109 4.4600 19.5019 1.0375 0.9175 0 92 56
200%15  0.0077 0.0111 7.0039 56.6595 3.2229  7.0006 0 100 64
100*20  0.0103 0.0142 12.4727 24.0165 0.6199  1.3298 3 11 27
250*20  0.0086 0.0120 9.1818 102.0953 8.1347  19.79 0 41 41
50020  0.0064 0.0106 16.2658 173.2043 88.3763 55.1809 81 9 &4
200*25  0.0070 0.0115 8.2879 99.2426 5.8590  5.0386 13 0

50025  0.0070 0.0120 16.7314 148.7207 73.1928 74.5991 70 0 81
700*25  0.0072 0.0124 31.6880 208.5003 213.6951 196.2718 88 1

o
—_

DO O OO0 O
[eNeleloloBoNoNoNoN SN S

TABLE 5.3 — Temps de calcul moyen et nombre de solutions optimales pour
les instances avec p; € [50, 100]

L’adaptation de la Recherche a Voisinage Variable, présentée dans cette
these, pour la résolution du probleme Pm|pmin(delay;i)|Cpq. n'a été inté-
ressante que pour des instances de petite taille (dont le nombre de taches
ne dépasse pas les 100). Cependant, une légere amélioration a été remar-
quée dans le traitement d’instances comportant de grandes taches (p;, >
50). Les solutions réalisables fournies pour de telles instances ont été de
meilleure qualité avec au pire des cas une déviation moyenne aux envi-
rons de 6.14% (au lieu de 29.32%), et une déviation maximum égale a 14%
(au lieu de 36.29%).

Nous avons donc remarqué que pour des instances comportant de gra-
ndes taches (50 < p; < 100), la version verticale (n’engendrant pas de
préemptions de taches) est plus favorable (figure [5.3(b)). Pour de grandes
taches, la préemption a engendré, sur la quasi-totalité des instances, au-
tomatiquement un décalage des parties des taches a transporter, ce qui
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n*m Déviation moyenne Déviation maximum
H-conj SA VNS H-conj SA VNS

(%) Hor(%) Ver(%) Hor(%) Ver(%) (%) Hor(%) Ver(%) Hor(%) Ver(%)
50*5 0.16  0.00 0.00 0.40 0.09 1.02  0.00 0.00 241 0.82
70*5 0.07  0.00 0.00 0.33 0.07 028  0.00 0.00 421 0.79
100%*5 0.02  0.00 0.00 0.30 0.06 014 0.00 0.00 2.98 0.67
50*10 0.64  0.04 0.02 5.32 099 2.08 0.80 027 1119  2.60
100%*10 0.14  0.00 0.00 2.24 049 054 013 0.13 5.92 2.39
150*10 0.05  0.00 0.00 1.55 0.33 0.18 0.00 0.09 3.74 1.35
70*15 217  0.89 0.09 9.06 241 375 282 029 1400 5.68
100*15 1.20  0.05 0.08 6.08 158 205 0.99 0.20 9.91 3.33
200*15 1.67  0.00 0.03 3.81 070 2.01 0.00 0.10 5.03 1.49
10020 0.64 0.78 0.19 9.22 258  1.58 1.85 027 1312 513
250*20 097 031 0.06 3.86 1.02 258 0.96 0.11 5.26 2.57
500*20 0.01 0.08 0.00 1.69 048 0.05 021 0.05 2.62 1.02
200*25 023 074 0.12 6.14 217 066  1.85 0.33 8.23 4.34
500*25 0.02 019 0.01 2.44 075 0.07 0.33 0.06 3.24 1.41
700*25 0.01 0.12 0.00 1.75 057 0.05 0.23 0.04 2.40 1.32

TABLE 5.4 — Déviation moyenne et maximum pour les instances avec p; €

(50, 100].

conduit a une augmentation de la longueur de I'ordonnancement. Par
ailleurs, les instances pour lesquelles les longueurs des taches ont été géné-
rées dans l'intervalle [1, 100], et dans lesquelles nous avons remarqué une
forte présence de taches unitaires subissaient moins de décalages donnant
lieu a des ordonnancements de plus courtes durées. En termes de temps
de calcul également, I'ordonnancement selon le mode horizontal en pré-
sence de taches unitaires est moins cofiteux que le mode vertical a cause
du nombre réduit de préemptions et de décalages possibles.

Les résultats présentés dans ce chapitre ainsi que dans le précédent ont
fait I’objet d’un article publié (Badaoui et al., 2020).



Conclusion générale

Le travail présenté dans cette these s’inscrit dans le domaine de 1’or-
donnancement. Nous nous sommes intéressés a I’étude du probléme d’or-
donnancement des taches sur des machines paralleles identiques en vue
de minimiser la durée totale de 1'ordonnancement. En particulier, nous
nous sommes penchés sur le cas des ordonnancements préemptifs en pré-
sence de délais de transport. Nous avons supposé tout au long de cette
theése, que le transport des taches préemptées est régi par la présence de
délais minimums a respecter qui dépendent uniquement de la distance
entre les machines.

Le probleme étudié est particulierement important vu qu’il modélise le
fonctionnement de certains ateliers de production établis en plusieurs sites
industriels, ot la production des taches peut s’effectuer sur un ensemble
de sites. Dans ce cas, la notion de distance entre les multiples points de
production n’est pas a ignorer car elle intervient directement sur la durée
de fin de traitement de chaque tache transportée, et par conséquent inter-
vient sur la durée du projet total.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté quelques définitions et
notions de base utiles et nécessaires a la compréhension de tout probleme
d’ordonnancement d’atelier. Puis nous avons présenté quelques notions
de complexité des problemes d’optimisation afin de situer le probléme
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étudié par rapport a sa difficulté. En fonction de sa complexité, nous avons
cité quelques exemples d’approches possibles pour sa résolution.

Dans le chapitre 2, nous avons présenté une description mathématique
du probleme d’ordonnancement préemptif sur machines paralleles en pré-
sence de délais de transport, ainsi qu'un exemple introductif sur quelques
ordonnancements réalisables ou pas. Nous avons présenté également une
étude bibliographique qui porte sur les problemes d’ordonnancement sur
machines paralleles d’abord, incluant ou pas la notion de préemption ainsi
que des études rencontrées avec et sans prise en charge des délais de trans-
port. Notre étude a montré que, comparé a la littérature dédiée aux pro-
blemes classiques d’ordonnancement, les travaux traitant des délais de
transport plus particulierement dans le cas des machines paralléles ne sont
pas tres nombreux. En effet, la majorité des études menées dans ce sens
supposent que la reprise du traitement d’une tache préemptée sur une
autre machine peut débuter immédiatement apres son interruption, ce qui
n’est pas tres réaliste.

Le chapitre 3 représente 1’étude d"un cas particulier, celui du probleme
d’ordonnancement préemptif en présence de délais de transport identiques,
et ce, sur un nombre de machines égal a trois. Cette étude représente une
généralisation du cas de deux machines présenté auparavant. Dans ce cha-
pitre, nous décrivons un algorithme de résolution exacte de complexité
pseudo-polynomiale, et nous montrons également que le cas traité dans ce
chapitre admet, lui aussi, un algorithme d’approximation completement
polynomial.

Dans le chapitre 4, nous nous sommes intéressés au probleme général
sur m machines en considérant des délais de transport variables. Nous
avons présenté, suite a certains résultats publiés récemment, une nouvelle
formulation mathématique en nombre entiers et binaires. Nous avons dé-
crit dans un premier temps, 'ensemble des contraintes exprimées dans
ce modele ainsi que le principe de son exécution. A partir des résultats
obtenus et présentés a la fin du chapitre, nous pouvons constaté une amé-
lioration, d’abord en termes de taille du modéle proposé par rapport au
dernier modele existant dans la littérature, ainsi qu’en termes du nombre
d’ordonnancements optimaux obtenus dans la limite du temps imparti.
Nous avons présenté également un constat sur ’aspect des ordonnance-
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ments optimaux, plus précisément sur le nombre maximal de préemptions
pour un ordonnancement optimal et qui nous a été utile pour le chapitre
suivant.

Dans le chapitre 5, nous nous sommes penchés sur la résolution ap-
prochée du probléeme général sur m machines en considérant des délais
de transport variables. Les étapes ont été présentées sous la forme d’une
stratégie de résolution établie en deux phases. La premiére a consisté en
la détermination d'une séquence de machines suivant laquelle les taches
vont par la suite étre ordonnancées, et ceci, en utilisant une procédure de
recherche locale assez rapide. L'affectation des taches aux machines est
présentée en seconde étape, et est établie par une heuristique dont le prin-
cipe s’inspire d’une conjecture précédemment posée, et par I'adaptation
de deux métaheuristiques, le Recuit Simulé et la Recherche a Voisinage
Variable.

Les méthodes citées ont été implémentées et testées sur des instances
générées aléatoirement. L'expérimentation et les résultats numériques ont
montré que les méthodes approchées mises en oeuvre pour la résolution
du probléme étudié ont, en général, toutes fourni des solutions de bonnes
qualités au vu des déviations moyennes et maximales rapportées. Bien
que l'heuristique utilisée a été la plus rapide a fournir de telles solutions,
I'adaptation du Recuit Simulé a fourni, en des temps aussi rapides, les
meilleurs ordonnancements en terme de qualité et de nombre de solutions
optimales obtenues. La recherche a Voisinage Variable a été meilleure en
traitant des instances comportant de grandes taches. Nous avons égale-
ment remarqué, que la facon d’ordonnancer les taches impliquant des pré-
emptions ou pas, pouvait affecter la qualité des solutions en fonction de
la nature des taches. Dans ce sens, nous avons constaté que pour certains
cas comportant un nombre considérable de taches de grande taille, il est
préférable de ne pas favoriser leurs préemptions quel que soit la séquence
de machines afin d’éviter tout décalage et tout temps mort, qui pourraient
engendrer des valeurs plus grandes de makespan. Dans le cas opposé, 1’or-
donnancement des taches suivant la regle de McNaughton était meilleur
et pouvait fournir d’avantage d’ordonnancements optimaux.

Le travail proposé dans cette these a fait apparaitre de nombreuses
perspectives de recherche touchant aussi bien a 1'aspect théorique, qu’au
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volet expérimental. Ainsi, dans la continuité de notre travail, nous pen-
sons qu'il serait intéressant de considérer les axes de recherche suivants :

D’abord, nous pouvons nous intéresser au probléeme étudié en se pen-
chant sur les modalités de transport. Ceci peut se traduire par 1'ajout de
nouvelles contraintes relatives aux opérateurs de transport, a leurs nombres,
leurs capacités et a leurs disponibilités. Nous pensons également, qu’il se-
rait possible de considérer d’autres contraintes sur les taches, telles que
les dates de disponibilité et/ou les dates butoirs, ou encore d’envisager de
traiter le probleme de transport avec d’autres criteres d’optimisation.

Aussi, nous pensons qu’il serait particuliérement intéressant de consi-
dérer, a partir du probleme étudié, une nouvelle version dont laquelle les
temps, a respecter en cas de préemption, soient relatifs a chaque tache. Des
temps pareils peuvent représenter des temps de transport ou des temps de
préparation.

Concernant les méthodes de résolution, nous pensons qu’il serait pos-
sible d’améliorer les approches implémentées, en proposant de nouvelles
adaptations (ou hybridations) de métaheuristiques pouvant traiter des ins-
tances de taille plus importante.



Annexe

Dans ce qui suit, nous proposons un exemple démonstratif qui permet
de mieux visualiser le fonctionnement du programme dynamique DP,
pour une instance du probleme Ps||C),4-

Exemple démonstratif. Considérons une petite instance du probleme
P3||Cyrar composée de six taches. Les temps de traitement de ’ensemble
des taches sont présentés dans la table 5|

T, Ty T, Ts T, Ts Tg
p; 8 6 5 4 5 4

TABLE 5 — Durées opératoires des taches.

Les tables qui vont suivre comportent toutes les valeurs calculées de la
fonction F'. Pour une représentation a deux dimensions, nous convenons
que chaque table soit relative a une valeur de P,. Pour chaque valeur de
celle-ci, une matrice est créée dans laquelle chaque ligne j correspond a
'affectation d’une tache 7;. Les colonnes représentent, quant a elles, les
valeurs de P,. Pour que le déroulement de 1'exemple puisse étre le plus
clair possible, les valeurs de P; et de P, doivent varier jusqu’a atteindre la
valeur maximale. Pour cela, nous utilisons une borne supérieure pour le
probleme qui vaut 12.
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P
. o(1]2|3|4|5|6|7|8|9/[10]11|12
J
0 oco(ojojojof{ofo,0j0;0}j0]0]|O0
1 88|88 |8(8|8|8]0|0]0]0]|0
2 14114 114 |14 (14|14 | 8 | 8 | 6 | 6 | 6 | 6 | 6
3 19119191919 |14 |13 |13 |11 |11 |11 | 8 | 8
4 23(23(23(2319(18|17 (1715|1413 |12 |11
5 28 |28 |28 28|24 (23|22(22|20|19 18|17 |16
6 3232323228 |27|26|26|24|23 222120
TABLE 9 — Valeurs de la fonction F' calculées pour P, = 3.
P
. o(1(2(3|4|5|6|7 8|9 |10]11]12
j
0 oc(o0jo0ojojo0f{o0fojy0j0)0j0]0]|0
1 88|88 |8(8|8|8]0|0|0]0]|0
2 14114 /14|14 (14|14 | 8 | 8 | 6 | 6 | 6 | 6 | 6
3 191191919 /19|14 |13 |13 |11 |11 |11 | 8 | 8
z 191191191919 |14 | 13|13 |11 |11 |11 | 8 | 8
5 24 (242424 24|19|18 |18 |16 |16 |14 |13 |13
6 28 128128 (28|24(2322(22(20|19|18 17|16
TABLE 10 — Valeurs de la fonction F' calculées pour P, = 4.
P
. O(1|2|3|4|5|6|7|8|9/|10|11]12
J
0 oc(ojojojof{ofoj,0j0j0j0]0]|O
1 88|88 |8(8[8|8]0|0|0]0]|0
2 14114 114 |14 (14|14 | 8 | 8 | 6 | 6 | 6 | 6 | 6
3 14114 114 |14 (14|14 | 8 | 8 | 6 | 6 | 6 | 6 | 6
4 18118 /18|18 (14|14 12|12 |10|10| 8 | 8 | 6
5 231231232319 (18|17 (1715|1413 |12 |11
6 27 |27 |27 (271232221 (21|19|18 |17 |16 |15

TABLE 11 - Valeurs de la fonction F' calculées pour P, = 5.



119

Annexe

10 | 11 | 12

9

8

8

8

131313 |13 |13 | 8

17117 |17 |17 |13 |12 |12 |12 | 9

22 122221221817 17|17 |14 |13 |12 |12 |10

26126 2626222121 21|18 |17 |16 |16 |14

P

bj

3
4
5
6

TABLE 12 — Valeurs de la fonction F' calculées pour P, = 6.

10 | 11 | 12

9

8

8

8

13113 13|13 |13 | 8

17117 |17 |17 |13 |12 |12 |12 | 9

22 122221221817 |17 (17|14 |13 |12 |12 |10

26 |26 |26 262221 |21|21|18|17 |16 |16 | 14

P

b

3
4
5
6

TABLE 13 — Valeurs de la fonction F' calculées pour P, = 7.
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TABLE 14 — Valeurs de la fonction F' calculées pour P, = 8.
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TABLE 15 — Valeurs de la fonction F' calculées pour P, = 9.
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TABLE 16 — Valeurs de la fonction F calculées pour P; = 10.

10 | 11 | 12

9

8

8

8

1211212 |12 | 8

1717 117 |17 |13 |12 |12 |12 | 9

21 1212121 17|16 |16 |16 |13 |12 12|12 9
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TABLE 17 — Valeurs de la fonction F' calculées pour P, = 11.



Annexe 121

. Plola]als als]e6|7]8|9]10]11]12

J
0 ojfoJof[o[o]o[o0o]o[O0]O0[O0O[O0]O
1 ofoJofofo]of[o]Jo[oJo[o0o[O0]O
2 6[6/6]6[6]6[0]0[0]0[0][0]0O
3 8[8[8[8[8]6[5][5[0]0[0][0]0
4 1M1 |11[11[8|6[5[5/4[4[4[0]0
5 16 [16[16 |16 [13 |11 [10[10[ 9 [8 |6 [ 5 |5
6 2020202016 15|14 [14 [13[11[10] 9 [ 9

TABLE 18 — Valeurs de la fonction F calculées pour P, = 12.

De chaque table, nous pouvons extraire le meilleur ordonnancement
possible pour les valeurs en question. Les détails des ordonnancements
résultants sont rassemblés et présentés dans la tabld19

Ordonnancements Charge M; Charge M; Charge Ms Ciu

ordonnancement 1 0 12 20 20
ordonnancement 2 1 12 20 20
ordonnancement 3 2 12 20 20
ordonnancement 4 3 12 20 20
ordonnancement 5 4 12 16 16
ordonnancement 6 5 12 15 15
ordonnancement 7 6 12 14 14
ordonnancement 8 7 12 14 14
ordonnancement 9 8 11 13 13
lordonnancement 10 9 11 12 12 |
ordonnancement 11 10 10 12 12
ordonnancement 12 11 9 12 12
ordonnancement 13 12 9 11 12

TABLE 19 — Détails d’ordonnancements obtenus.

La table[19|décrit les meilleurs ordonnancements obtenus par le calcul
de toutes les valeurs possibles de la fonction F' en utilisant le programme
dynamique D P. La premiére colonne répertorie I'ensemble des ordonnan-
cements obtenus ou chacun d’entre eux est relatif a une valeur de P; (c’est-
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a-dire pour des valeurs de P, allant de 0 jusqu’a 12). La deuxieme, troi-
siéme et quatrieme colonne indiquent les charges sur les machines M, M,
et M; respectivement pour chaque ordonnancement. La derniere colonne
est consacrée a la longueur de chacun.

Quatre ordonnancements optimaux ont été obtenus avec un C,,, . * =
12. L'affectation des tAches aux machines est donc obtenue en remontant
en arriere a partir de la valeur du C),,.,* = 12, et ce, en passant par toutes
les affectations optimales (mentionnées en caractére gras) des taches ayant
mené a un ordonnancement de longueur égale a 12.

Pour I'ordonnancement sélectionné (le n° 10) relatif a P, = 9, le C),q.%
est obtenu a partir des charges sur les machines mentionnées dans la table
a savoir des charges égales a 9, 11 et 12 pour les machines M, M, et M;
respectivement. Pour connaitre I'affectation de la tache 7 de longueur 4, il
suffit de savoir si cette valeur a été obtenue a partirde F'(j—1, Pi—p;, P») =
F(j—1,9—4,11)ouapartirde F(j — 1, P, P, —p;) = F(j —1,9,12 — 4)
ou plutdt a partirde F'(j — 1, P, P») +p; = F(j —1,9,11) 4+ 4. Dans ce cas,
il s’agit de la premiere expression F'(j — 1,9 — 4, 11) = 12 (voir la table[T1),
et par conséquent la tache T; est exécutée par la machine 1/;. Le méme
principe est utilisé par la procédure de retour en arriere pour retrouver
toutes les affectations des taches restantes et qui sont d’ailleurs les valeurs
marquées en caractere gras dans les tables et @ De ce fait, la tache
T; est également traitée par la machine M. Le traitement des taches 75 et
T, est assigné a la machine M. Les taches restantes sont exécutées par la
machine M;. L'ordonnancement résultant est présenté dans la figure {4
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Mz T4 11
Mz Ts 1>
M| Ts 13

FIGURE 4 — Ordonnancement optimal de longueur 12 obtenu par D P pour
l'instance de la table[f
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