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Introduction

Le thème principal de la thèse est l�étude des propriétés combinatoires de suites numériques,
telles que les suites récurrentes linéaires, et plus particulièrement les suites de Fibonacci, de
Lucas, de Pell, de Pell-Lucas, de Jacobsthal, de Jacobsthal-Lucas, ainsi que leurs générali-
sations. D�autres suites, telles que celles liées aux coe¢ cients binomiaux ainsi que la somme
de puissances d�inverses de progressions arithmétiques, sont également abordées. Dans la
plupart des cas, la propriété d�unimodalité de ces suites est établie.

Au chapitre premier, nous présentons des préliminaires sur les suites récurrentes linéaires
en relation avec les éléments du triangle de Pascal. Plus précisément, nous explicitons la
suite récurrente linéaire qui caractérise les sommes �nies des éléments du triangle de Pascal,
ce qui nous permet de répondre, sans ambiguïté aucune, à une question posée par Horadam
en 2005, dans son article intitulée "Chebyshev and Pell connections".

Au chapitre deuxième, nous exprimons le terme général d�une suite récurrente linéaire. Ce
résultat nous permet, entre autres, de dénombrer les mots que l�on peut former à partir d�un
langage d�alphabet �ni.

Notre étude s�est poursuivie par une analyse des propriétés des coe¢ cients biqnomiaux
f
�
L
k

�
q
gk que nous dé�nissons par l�égalité

�
1 + x+ x2 + � � �+ xq

�L
=
X
k�0

�
L

k

�
q

xk:

Ces entiers sont des extensions naturelles des coe¢ cients binomiaux. On établit trois liens
remarquables : avec la suite de Fibonacci généralisée, les polynômes (partiels) exponentiels
de Bell et la convolée de la loi uniforme discrète.

A la �n du chapitre, on présente une alternative à la méthode de Jordan pour calculer
les puissances successives d�une matrice carrée. L�approche que nous adoptons a l�avantage
d�être élémentaire, sans nécessité de calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la
matrice en question. Comme application, nous déduisons quelques identités combinatoires :
une variante du Théorème de J. J. Sylvester ainsi que deux belles identités : l�une relative
aux coe¢ cients binomiaux via les blocs de Jordan et sa duale relative aux nombres de
Stirling.

Le chapitre troisième concerne le sens de variation d�une suite numérique, la première
notion qui généralise celle de la monotonie est la notion d�unimodalité, elle est le thème

9
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principal du second chapitre de la thèse.

Le premier résultat, qui concerne l�unimodalité de suites extraites du triangle de Pascal,
autres que la suite des coe¢ cients binomiaux, est dû à Tanny et Zuker [326]. Ils ont démontré
que la suite F (n; k) :=

�
n�k
k

�
(k = 0; : : : ; bn=2c) est unimodale. Cette dernière est fortement

liée aux nombres de Fibonacci. Dans [327] et [328], Tanny et Zuker ont aussi exploré le cas
des suites

�
n�qk
k

�
. Nous allons traiter, entre autres, certains cas de la famille binomiale

suivante
�
n�qk
rk

�
.

Benoumhani [57] a également montré l�unimodalité de la suite L (n; k) = n
n�k
�
n�k
k

�
(k =

0; : : : ; bn=2c); suite liée aux nombres de Lucas, avec une tentative pour préciser les pics et
les plateaux. Nous apportons des compléments substantiels à son étude, ainsi que quelques
précisions.

Nous passerons ensuite à l�étude des suites P (n; k) = 2n�2k
�
n�k
k

�
etQ (n; k) = 2n�2k n

n�k
�
n�k
k

�
(k = 0; : : : ; bn=2c); suites liées respectivement aux nombres de Pell et aux nombres com-
pagnons de Pell (ou encore nombres de Pell-Lucas), ainsi qu�aux suites J (n; k) = 2k

�
n�k
k

�
et j (n; k) = 2k n

n�k
�
n�k
k

�
(k = 0; : : : ; bn=2c); suites liées respectivement aux nombres de

Jacobsthal et aux nombres de Jacobsthal-Lucas. Pour ces quatre suites nous prouvons l�uni-
modalité en spéci�ant les pics et les plateaux.

Comme première extension, nous établissons que les familles de suites liées aux suites récur-
rentes linéaires d�ordre deux données par les relations

��
n�k
k

�
xn�2kyk

�
k
et
�

n
n�k
�
n�k
k

�
xn�2kyk

�
k
;

lorsque x et y parcourent R�0; sont unimodales.

Comme deuxième extension, nous établissons que pour toutes conditions initiales W0 et
W1 positives et pour tout n � 2; la suite

W (n; k) :=

�
n� k

k

��
W1 +

k

n� 2k + 1W0

�
; (k = 0; : : : ; bn=2c);

est unimodale.

La dernière extension liée aux éléments du triangle de Pascal : les champs de type (ou de
direction) (q; r) 2 Z� N donnés par

T (q;r) (n; k) =

�
n� qk

rk

�
; (k = 0; : : : ; bn= (r + q)c) :

Nous prouvons que les suites
�
T (1;2) (n; k)

�
k
;
�
T (�1;2) (n; k)

�
k
et
�
T (�1;r) (n; k)

�
k
; sont uni-

modales.

On établit aussi l�unimodalité de la suite liée aux éléments du triangle de Pascal étendu :
les coe¢ cients biqnomiaux. On en précise les pics et les plateaux. Comme application, nous
donnons l�expression explicite de la valeur modale de la convolée de la loi discrète uniforme.

En�n, une section est consacrée aux interprétations combinatoires. A notre sens, l�interpré-
tation combinatoire aussi simple et aussi évidente soit-elle, est d�une importance primordiale.

Le chapitre quatrième concerne les fonctions génératrices. Pour les suites que nous avons
déjà étudiées, nous déterminerons les fonctions génératrices qui y sont associées. pour ce
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faire, nous commençons par établir les fonctions génératrices pour des suites en relation avec
les coe¢ cients biqnomiaux. Plus généralement, nous déterminons la fonction génératrice de
n�importe quelle suite indicée par une progression arithmétique.

Le chapitre cinquième concerne les sommes combinatoires liées aux nombres de Fibonacci
et aux nombres de Lucas généralisés.

Nous établissons d�abord plusieurs formules de sommes d�ordre deux et de sommes alternées
d�ordre deux, en considérant toutes les combinaisons possibles de nombres de Fibonacci et
de Lucas généralisés. En particulier, nous présentons, d�une manière beaucoup plus simple,
une extension de tous les résultats de Z. µCerin [90] concernant la somme des carrés alternés,
et la somme de produits alternés d�ordre deux, des nombres de Lucas ; ainsi que tous ceux
de Z. µCerin et G. M. Gianella [95] concernant la somme des carrés, la somme des carrés
alternés, la somme de produits d�ordre deux, et la somme de produits alternés d�ordre deux,
des nombres de Pell-Lucas.

Comme deuxième type de relations combinatoires, concernant toujours les suites de Fi-
bonacci et de Lucas généralisées, des relations sommatoires trigonométriques sont données.
Nous retrouvons ainsi comme cas particuliers les deux Théorèmes de R. S. Melham [232]
(1999) parus dans son article intitulé "Sums involving Fibonacci and Pell numbers", ainsi
que tous les Théorèmes (six en tout) de R. S. Melham et A. G. Shannon [242] (1995) pa-
rus dans leur article intitulé "Inverse trigonometric and hyberbolic summation formulas
involving generalized Fibonacci numbers".

Le chapitre sixième est consacré aux polynômes de Fibonacci bivariés généralisés. On y
établit en premier lieu que les polynômes de Chebyshev de première et seconde espèce ont
des coordonnées entières remarquables dans des bases spéci�ques (l�une constituée unique-
ment de polynômes de Chebyshev de première espèce et l�autre constituée uniquement de
polynômes de Chebyshev de deuxième espèce). Ensuite le cas général des polynômes bivariés
de Fibonacci généralisés est traité en prouvant des résultats analogues.

Au chapitre septième, en se basant sur la théorie de la valuation, nous démontrons que la
somme des puissances des inverses d�une progression arithmétique n�est jamais un entier.

En�n deux inégalités, l�une concernant les formes bilinéaires symétriques positives et l�autre
une généralisation de l�inégalité de Buniakowsky�Cauchy et de l�identité de Lagrange sont
prouvées. C�est la version de l�hyperdéterminant de Gram discrète.

Le travail se termine par trois annexes :

Dans l�annexe A : une démonstration combinatoire permet de calculer explicitement les
auto-covariances données par les équations de Yule-Walker périodiques d�unmodèle PARMA,
améliorant ainsi les algorithmes itératifs donnés par Li et Hui (1988) et Shao et Lund (2004).

Dans l�annexe B : l�identité du parallélogramme stipule que kx+yk2+kx�yk2 = 2(kxk2+
kyk2) pour tous x et y dans un Hilbert, on en déduit ainsi l�inégalité du parallélogramme
kx+ yk2 � 2(kxk2 + kyk2):
Ceci nous incite à introduire une extension en l�inégalité triangulaire. Plus précisément,
on introduit la notion de q-norme en remplaçant, dans la dé�nition d�une norme, l�inégalité
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triangulaire par l�inégalité kx+ ykq � 2q�1 (kxkq + kykq) ; où q est un réel � 1:
Nous établissons que toute q-norme est une norme au sens classique, et inversement.

Dans l�annexe C, une inégalité généralise celle due à Guo et Jiang au cas de plusieurs
fonctions via une formulation �déterminantale�(avec les déterminants).

Pour ce qui concerne les recherches en cours : dans une première étape, j�ai achevé un
travail avec les collègues Adrien Boussicault et Jean-Gabriel Luque [43], de l�université de
Marne-la-Vallée à Paris, concernant les polynômes de Jack et les hyperdéterminants - travail
que nous avons soumis et est disponible sur Arxiv. D�autres perspectives de collaboration
sont à l�étude. Dans une seconde étape, Olivier Orcière [47] de Thalès Communications-
Paris et moi-même, avons entamé une série de travaux qui mettent en relief les travaux
de Gauss concernant les lois de composition, et repris récemment par Bhargava dans une
série d�articles publiés dans "Annals of Mathematics", et les hyperdéterminants. Le premier
d�entre eux concerne les formes quadratiques et les hyperdéterminants. Dans une troisième
étape, nous citons deux travaux réalisés par l�auteur en collaboration avec Farid Bencherif
[34] et [40] sur les développements asymptotiques de sommes d�inverses de fonctions arith-
métiques, généralisant ainsi un travail antérieur quand la fonction arithmétique en question
est la fonction qui compte le nombre de nombres premiers.

Je saisis cette opportunité pour mentionner que mes travaux ont été en partie soutenus par
les laboratoires LAID3 de l�USTHB, LAGA de Paris 13 et de l�accord CMEP de géométrie
et systèmes dynamiques. Je souhaite ici exprimer ma gratitude à ces laboratoires ainsi qu�à
la Faculté de Mathématiques de l�USTHB (tous Départements confondus).



Chapitre 1

Préliminaires sur les suites
récurrentes linéaires liées aux
éléments du triangle de Pascal.

Les suites récurrentes linéaires en relations avec les éléments du triangle de Pascal, comme
les suites de Fibonacci, de Lucas, de Jacobsthal, de Morgan-Voyce et des généralisations
de ces suites, ont fait l�objet de milliers de travaux de recherche. Il est donc di¢ cile, voire
impossible de faire le tour de la question. Il existe même une revue entièrement consacrée à
ce type de suite :

"The Fibonacci Quarterly", le journal o¢ ciel de l�association "Fibonacci Association"

P.O. Box 320 Aurora SD 57002-0329, ISSN : 0015-0517.

Pour cette thèse, il y a aux alentours d�une centaine de références puisées dans cette seule
revue.

Cependant il existe un ouvrage remarquable qui, à mon sens, est incontournable. On trouve
dans cette référence plusieurs idées, déjà formulées à l�époque, et récemment republiées (qui
ne citent d�ailleurs pas cette référence). Il contient, en outre, beaucoup d�autres idées non
encore exploitées. Il s�agit de l�ouvrage de théorie des nombres de l�arithméticien François
Edouard Anatole Lucas (4 avril 1842 - 3 octobre 1891), publié en 1891.

1.1 Généralités sur les suites récurrentes linéaires d�ordre
deux

Par (Wn)n�0 = (Wn(x; y; a; b))n�0 ; nous désignons la suite récurrente linéaire dé�nie, pour
a; b; x; y 2 R; par �

W0 = a 2 R, W1 = b 2 R;
Wn = xWn�1 + yWn�2, (n � 2): (1.1)

13
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Posons

W (n; k) = xn�2kyk
�
n� k

k

��
W1 +

k

n� 2k + 1xW0

�
; (k = 0; : : : ; bn=2c): (1.2)

On véri�e que l�on a

Wn+1 = (nmod 2) � y
n+1
2 W0 +

bn=2cX
k=0

W (n; k) ; (n � 0): (1.3)

On note (Un)n�0 et (Vn)n�0 les suites appelées respectivement suite de Fibonacci générali-
sée1 et, sa suite compagnon, la suite de Lucas généralisée, dé�nies par : Un = Wn(x; y; 0; 1)
et Vn = Wn(x; y; 2; x)

On véri�e que l�on a

Un+1 =

bn=2cX
k=0

U(n; k) avec U(n; k) =

�
n� k

k

�
xn�2kyk; (1.4)

Vn =

bn=2cX
k=0

V (n; k) avec V (n; k) =
n

n� k

�
n� k

k

�
xn�2kyk: (1.5)

Pour x; y; a; b entiers, les suites (U(n; k))k et (V (n; k))k sont des suites d�entiers que l�on
dira associées respectivement à la suite (Un)n�0 et à la suite (Vn)n�0 :

Dé�nissons les suites (Fn) ; (Ln) ; (Pn) ; (Qn) ; (Jn) et (jn) par�
Fn = Wn(1; 1; 0; 1)

Ln = Wn(1; 1; 2; 1)

�
Pn = Wn(2; 1; 0; 1)

Qn = Wn(2; 1; 2; 1)

�
Jn = Wn(1; 2; 0; 1)

jn = Wn(1; 2; 2; 1)

fFngn�0 = (0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; : : :) est la suite de Fibonacci, Sloane2 A000045,
fLngn�0 = (2; 1; 3; 4; 7; 11; 18; : : :) est la suite de Lucas, Sloane A000032,
fPngn�0 = (0; 1; 2; 5; 12; 29; 70; : : :) est la suite de Pell, Sloane A000129,
fQngn�0 = (2; 2; 6; 14; 34; 82; : : :) est la suite de Pell-Lucas, Sloane A002203,
fJngn�0 = (0; 1; 1; 3; 5; 11; 21; : : :) est la suite de Jacobsthal, Sloane A001045,
fjngn�0 = (2; 1; 5; 7; 17; 31; : : :) est la suite de Jacobsthal-Lucas, Sloane A014551.
Les formes de Binet s�écrivent

Fn =
1p
5
((1+

p
5

2
)n � (1�

p
5

2
)n) et Ln = (

1+
p
5

2
)n + (1�

p
5

2
)n;

Pn =
1
2
p
2
((1+

p
2)n � (1�

p
2)n) et Qn = (1+

p
2)n + (1�

p
2)n;

Jn =
1
3
(2n � (�1)n) et jn = 2

n + (�1)n :
1Ici la généralisation intervient au niveau des coe¢ cients.
2On renvoie à l�encyclopédie des suites numériques Sloane [300].
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Les suites d�entiers associées à ces suites sont

F (n; k) :=

�
n� k

k

�
et L (n; k) :=

n

n� k

�
n� k

k

�
(1.6)

P (n; k) := 2n�2k
�
n� k

k

�
et Q (n; k) := 2n�2k

n

n� k

�
n� k

k

�
(1.7)

J (n; k) := 2k
�
n� k

k

�
et j (n; k) := 2k

n

n� k

�
n� k

k

�
(1.8)

Par exemple pour la suite de Fibonacci, la relation (1.4) s�écrit

Fn+1 =

bn=2cX
k=0

�
n� k

k

�
; (n � 0) : (1.9)

1.2 Suites de Fibonacci et de Lucas généralisées

Plus généralement, on dé�nit la suite q-Fibonacci généralisée et sa suite compagnon q-Lucas
généralisée, comme suit :(

U
(q)
0 = 0, U

(q)
k = xk�1, (1 � k � q);

U
(q)
n = xU

(q)
n�1 + yU

(q)
n�q�1, (n > q):

(1.10)

(
V
(q)
0 = 2, V

(q)
k = xk, (1 � k � q);

V
(q)
n = xV

(q)
n�1 + yV

(q)
n�q�1, (n > q):

(1.11)

Ce qui donne, pour tout n � 0

U
(q)
n+1 =

bn=(q+1)cX
k=0

U (q)n (n; k) ; avec U (q)n (n; k) =

�
n� qk

k

�
xn�(q+1)kyk; (1.12)

V (q)
n =

bn=(q+1)cX
k=0

V (q)
n (n; k) ; avec V (q)

n (n; k) =
n� (q � 1) k

n� qk

�
n� qk

k

�
xn�(q+1)kyk: (1.13)

Avec les formes de Binet correspondantes : si �1; �2;. . . ; �q+1 sont les racines distinctes du
polynôme caractéristique associé aux suites récurrentes données par (1.10) et (1.11), alors

U (q)n =

q+1X
k=1

�nk
(q + 1)�k � qx

; et V (q)
n =

q+1X
k=1

�nk :

Ces deux suites sont liées par la relation linéaire

V (q)
n = U

(q)
n+1 + yU

(q)
n�q: (1.14)
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Nous allons maintenant donner les fonctions génératrices des suites fU (q)n gn�0 et fV (q)
n gn�0.

U (z) :=
X
n�0

U
(q)
n+1z

n =
1

1� xz � yzq+1
et V (z) :=

X
n�0

V (q)
n zn =

2� xzq

1� xz � yzq+1
:

1.3 Suites récurrentes linéaires liées aux éléments du
triangle de Pascal

Plus généralement, par rapport aux relations (1.4) et (1.12), on montre que pour (q > �r),
(q; r) 2 Z� � N�

T
(q;r)
n+1 :=

bn=(q+r)cX
k=0

T (q;r) (n; k) ; avec T (q;r) (n; k) =

�
n� qk

rk

�
xn�(q+r)kyk; (1.15)

on a la fonction génératrice suivante

T (z) :=
X
n�0

Tn+1z
n =

(1� xz)r�1

(1� xz)r � yzq+r

Il n�est pas di¢ cile de voir que la suite récurrente linéaire correspondante est donnée par8<: Tn = x
�
r
1

�
Tn�1 � x2

�
r
2

�
Tn�2 + � � �+ (�1)r�1xr

�
r
r

�
Tn�r + yTn�r�q; (n � r + q);

T0 = 0; T1 = 1; T2 = x; : : : ; Tq = xq�1; Tq+1 = xq; : : : ; Tr+q�1 = xr+q�2:
(1.16)

L�opérateur du shift permet de réécrire la suite récurrente linéaire de la manière suivante

(Eq(E � x)r � y)Tn = 0:

Remarque 1 Les r termes qui succèdent à ceux données par les conditions initiales font
intervenir une suite auxiliaire, à savoir : la suite (al)l ; de la manière suivante

Te+q+l = xr+q+l�1 + alyx
l�1; (l = 0; : : : ; r � 1) ;

avec

a0 = 0; a1 = 1; et al = 1�
l�1X
j=1

(�1)j
�
r

j

�
al�j:

Remarque 2 Noter que la suite récurrente linéaire ainsi dé�nie caractérise parfaitement
tous les champs des éléments du triangle de Pascal de la forme

�
n�qk
rk

�
; k = 0; : : : ; bn= (q + r)c :

Pour les champs intermédiaires de la forme
�
n�qk
rk+p

�
; k = 0; : : : ; bn= (q + r)c ; avec p �xé

(1 � p � r) ; nous proposons la suite récurrente linéaire précédente avec les conditions ini-
tiales

T0 = 0 et Tl = xl�1
�
l � 1
p

�
; (0 � l � q + r � 1):
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Commentaire 3 Ainsi, nous pouvons répondre à la question posée par Horadam [173,
2005] : peut-on trouver une formule permettant d�exprimer la suite suivante (connue dans
la littérature comme étant "quasi Morgan-Voyce numbers")

Tn =

�
2

1

�
Tn�1 +

�
2

2

�
Tn�2 + xTn�r�q; avec q + r = 1;

dépendant des champs du triangle de Pascal ?

La réponse est négative, car la suite récurrente linéaire donnée par (1.16) caractérise tous
les champs du triangle de Pascal, suite qui englobe la suite de Morgan-Voyce mais pas la
quasi Morgan-Voyce.

Revenons maintenant à la suite initiale (1.16), en exploitant la remarque 1, nous nous
proposons d�introduire la suite compagnon associée de la manière suivante

8<: Sn = x
�
r
1

�
Sn�1 � x2

�
r
2

�
Sn�2 + � � �+ (�1)r�1xr

�
r
r

�
Sn�r + ySn�r�q; (n � r + q);

S0 = 2; S1 = x; : : : ; Sq = xq; Sq+l = xq+r+l�1 + yxl�1(1 + al); (1 � l � r � 1):

De plus

Sn =

bn=(q+r)cX
k=0

S(q;r) (n; k) ; (n � 0);

avec

S(q;r) (n; k) =

�
1 +

rk(rk � 1) � � � (rk � r + 1)

(n� qk)(n� qk � 1) � � � (n� qk � r + 1)

��
n� qk

rk

�
xn�(q+r)kyk:

On a l�identité remarquable suivante :

Tn = Sn+1 + ySn�q

(notons la ressemblance avec (1.14)).



Chapitre 2

Puissance n-ième d�une matrice
carrée, suites récurrentes linéaires et
coe¢ cients biqnomiaux

2.1 Introduction

Il est établi par J. Mc. Laughlin [203, 2004] le Théorème suivant

Théorème 4 Soit

A =

�
a b
c d

�
une matrice carrée d�ordre deux, T = a+ d sa trace et D = ad� bc son déterminant. Soit

yn =

bn=2cX
i=0

�
n� i

i

�
T n�2i (�D)i (2.1)

alors, pour n � 1;
An =

�
yn � dyn�1 byn�1
cyn�1 yn � ayn�1

�
: (2.2)

En constatant que An = yn

�
1 0
0 1

�
+ yn�1

�
�d b
c �a

�
et que (yn)n��1 est une suite

récurrente linéaire d�ordre deux, alors�
y�1 = 0, y0 = 1;
yn = Tyn�1 �Dyn�2 (n � 1); (2.3)

On se propose de généraliser ce résultat aux matrices A 2 Mm (A) (ensemble des matrices
carrées d�ordre m à coe¢ cients dans un anneau commutatif A):

18
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On applique ces généralisations aux suites classiques suivantes : la suite q-Fibonacci géné-
ralisée et à sa suite compagnon, la q-Lucas généralisée.

Les identités combinatoires que l�on obtient, en évaluant des expressions multi-sommatoires
par des sommes simples, nous incitent à explorer une autre famille de coe¢ cients qui pro-
viennent des éléments du triangle de Pascal étendu : les coe¢ cients biqnomiaux. On établit
trois liens remarquables : avec la suite de Fibonacci généralisée, les polynômes (partiels)
exponentiels de Bell et la convolée de la loi uniforme discrète.

2.2 Expression explicite du terme général d�une suite
récurrente linéaire

Soient m un entier � 2 et a1; a2; : : : ; am; �0; �1; : : : ; �m�1 des éléments d�un anneau
commutatif unitaire A.
Considérons la suite (un)n>�m d�éléments de A dé�nie par :�

u�j = �j (0 � j � m� 1) ;
un = a1un�1 + a2un�2 + � � �+ amun�m (n � 1) : (2.4)

L�objectif principal de ce paragraphe est d�expliciter le terme général un en fonction de n;
a1; a2; : : : ; am; �0; �1; : : : ; �m�1 (Théorème 9).

On dé�nit la suite (yn)n2Z des éléments de A, avec la convention qu�une somme vide est
nulle, par

yn =
X

k1+2k2+���+mkm=n

�
k1 + k2 + � � �+ km
k1; k2; : : : ; km

�
ak11 a

k2
2 � � � akmm : (2.5)

La convention précédente nous assure que yn = 0 pour n < 0:

Les coe¢ cients multinomiaux qui apparaissent dans la somme précédente sont dé�nis, pour
des entiers k1; k2; : : : ; km � 0; par�

k1 + k2 + � � �+ km
k1; k2; : : : ; km

�
=
(k1 + k2 + � � �+ km)!

k1!k2! � � � km!

et s�expriment aussi comme un produit de coe¢ cients binomiaux de la manière suivante�
k1 + k2 + � � �+ km
k1; k2; : : : ; km

�
=

�
k1 + k2 + � � �+ km
k1 + � � �+ km�1

�
� � �
�
k1 + k2 + k3
k1 + k2

��
k1 + k2
k1

�
:

Nous poserons par convention, pour k1 + k2 + � � �+ km � 1;�
k1 + k2 + � � �+ (kj � 1) + � � �+ km

k1; k2; : : : ; kj � 1; : : : ; km

�
= 0; (kj = 0; j = 1; 2; : : : ;m) :

Nous sommes ainsi en mesure d�énoncer le lemme suivant :
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Lemme 5 Soient des entiers kj � 0 pour j 2 f1; 2; : : : ;mg ; tels que k1+k2+ � � �+km � 1:
Alors �

k1 + k2 + � � �+ km
k1; k2; : : : ; km

�
=

mX
j=1

�
k1 + k2 + � � �+ (kj � 1) + � � �+ km

k1; k2; : : : ; kj � 1; : : : ; km

�
:

Ce dernier permet d�établir facilement le résultat qui suit

Lemme 6 La suite (yn)n2Z ; donnée par la relation (2.5), véri�e la relation de récurrence

yn = a1yn�1 + a2yn�2 + � � �+ amyn�m pour n � 1:

De plus, nous avons y0 = 1 et yn = 0 pour n < 0:

Preuve. Pour n � 1; notons d�abord que pour tout j 2 f1; 2; : : : ;mg ; on a

ajyn�j =
X

k1+���+jkj+���+mkm=n

�
k1 + � � �+ (kj � 1) + � � �+ km

k1; : : : ; kj � 1; : : : ; km

�
ak11 : : : a

kj
j : : : a

km
m :

On obtient ainsi la relation :
mX
j=1

ajyn�j = yn:

Les relations y0 = 1 et yn = 0 pour n < 0 en découlent: �
On peut, maintenant, énoncer le théorème suivant :

Théorème 7 Soit (un)n>�m la suite, d�éléments de A, dé�nie par :8<:
u�j = 0 (1 � j � m� 1) ;
u0 = 1;
un = a1un�1 + a2un�2 + � � �+ amun�m (n � 1) :

Alors, pour tout entier n > �m; on a

un =
X

k1+2k2+���+mkm=n

�
k1 + k2 + � � �+ km
k1; k2; : : : ; km

�
ak11 a

k2
2 : : : akmm :

La sommation étant étendue à tous les m-uplets (k1; k2; : : : ; km) 2 Nm véri�ant la relation
k1 + 2k2 + 3k3 + � � �+mkm = n:

Corollaire 8 Soient q un entier, q � 1; a; b 2 A et (vn)n��q la suite d�éléments de A,
dé�nie par : 8<:

v�j = 0 (1 � j � q) ;
v0 = 1;
vn+1 = avn + bvn�q (n � 0) :

(2.6)
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Alors, pour tout n � �q; on a

vn =

bn=(q+1)cX
k=0

�
n� kq

k

�
an�k(q+1)bk; (2.7)

de plus, pour tout n � 1; on a

vn + bvn�q�1 = 2vn � avn�1 =

bn=(q+1)cX
k=0

n� k (q � 1)
n� kq

�
n� kq

k

�
an�k(q+1)bk: (2.8)

Preuve. La relation (2.7) est une conséquence directe du Théorème 7, lorsque m = q + 1;
a1 = a; am = b et ak = 0 pour 1 < k < m: A partir de la relation (2.7), on déduit l�identité
(2.8) de la manière suivante :

vn + bvn�q�1

=

bn=(q+1)cX
k=0

�
n� kq

k

�
an�k(q+1)bk +

bn=(q+1)�1cX
k=0

�
n� 1� (k + 1) q

k

�
an�(q+1)(k+1)bk+1

=

bn=(q+1)cX
k=0

�
n� kq

k

�
an�k(q+1)bk +

bn=(q+1)cX
k=1

�
n� 1� kq

k � 1

�
an�k(q+1)bk

=

bn=(q+1)cX
k=0

�
n� kq

k

�
an�k(q+1)bk +

bn=(q+1)cX
k=0

k

n� kq

�
n� kq

k

�
an�k(q+1)bk

=

bn=(q+1)cX
k=0

n� k (q � 1)
n� kq

�
n� kq

k

�
an�k(q+1)bk:

�
Le Théorème suivant, qui généralise le Théorème 7, nous permettra d�expliciter le terme
général un en fonction de n; a1; a2; : : : ; am; �0; �1; : : : ; �m�1.

Théorème 9 Soient (un)n>�m, (�j)0�j�m�1 et (yn)n>�m les suites d�éléments de A dé�nies
par : �

u�j = �j (0 � j � m� 1) ;
un = a1un�1 + a2un�2 + � � �+ amun�m (n � 1) ; (2.9)

�j = �
X

0�i�m�1�j
ai�i+j (0 � j � m� 1) ; avec a0 = �1 (2.10)

et

yn =
X

k1+2k2+���+mkm=n

�
k1 + k2 + � � �+ km
k1; k2; : : : ; km

�
ak11 a

k2
2 : : : akmm (n > �m) :

Alors, pour tout entier n > �m; on a

un = �0yn + �1yn+1 + � � �+ �m�1yn+m�1.
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Notons que la relation (2.10) s�écrit aussi0BBBBBBB@

�0
�1
�2
...

�m�2
�m�1

1CCCCCCCA
=

0BBBBBBB@

1 �a1 �a2 � � � �am�2 �am�1
0 1 �a1 �a2 � � � �am�2
0 0 1 �a1 � � � �am�3
...

...
. . . . . . . . .

...
0 0 � � � 0 1 �a1
0 0 0 � � � 0 1

1CCCCCCCA

0BBBBBBB@

�0
�1
�2
...

�m�2
�m�1

1CCCCCCCA
;

ou encore
t [�0; �1; : : : ; �m�1] = C �t [�0; �1; : : : ; �m�1] ; (2.11)

où

C = (cij)1�i;j�m ; avec cij =

8<:
0 si i > j;
1 si i = j;
�aj�i sinon.

On déduit aussi, en utilisant (2.9) et (2.11); l�identité matricielle suivante :

0BBBBB@
un
un+1
...

un+m�2
un+m�1

1CCCCCA =

0BBBBB@
yn yn+1 � � � yn+m�2 yn+m�1
yn+1 yn+2 � � � yn+m�1 yn+m
...

...
. . .

...
...

yn+m�2 yn+m�1 � � � yn+2m�4 yn+2m�3
yn+m�1 yn+m � � � yn+2m�3 yn+2m�2

1CCCCCA�

�

0BBBBB@
1 �a1 �a2 � � � �am�1
0 1 �a1

. . .
...

...
. . . . . . . . . �a2

0 0 1 �a1
0 0 � � � 0 1

1CCCCCA

0BBBBB@
�0
�1
...

�m�2
�m�1

1CCCCCA
Preuve. Soit S le A-module des suites (vn)n>�m satisfaisant la relation de récurrence

vn � a1vn�1 � a2vn�2 � � � � � amvn�m = 0 pour tout n � 1;

et considérons la famille des suites (v(k)n )n>�m; pour 0 � k � m� 1; dé�nie par8>>>>>><>>>>>>:

v
(0)
n = yn;

v
(1)
n = yn+1 � a1yn;

v
(2)
n = yn+2 � a1yn+1 � a2yn;

...
v
(m�1)
n = yn+m�1 � a1yn+m�2 � a2yn+m�3 � � � � � am�1yn;
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i.e.

v(k)n = yn+k � (a1yn+k�1 + a2yn+k�2 + � � �+ akyn) (2.12)

=

kX
i=0

�aiyn+k�i; avec a0 = �1:

Du Théorème 7, on est assuré que (yn)n>�m 2 S, et par conséquent (yn+q)n>�m 2 S pour
q � 0 ; on en déduit �nalement que

(v(k)n )n>�m 2 S; pour 0 � k � m� 1: (2.13)

Il n�est pas di¢ cile de voir que l�on a, pour j; k 2 f0; 1; 2; : : : ;m� 1g ;

v
(k)
�j = �kj =

�
1 si k = j;
0 sinon.

(2.14)

En e¤et, avec a0 = �1; on peut écrire, pour j; k 2 f0; 1; : : : ;m� 1g ;

v
(k)
�j = �

kX
i=0

aiy�j+k�i:

Si k < j; alors �j + k � i < 0 pour 1 � i � k et v(k)�j = 0 (car yq = 0 pour q < 0):

Si k = j; alors v(k)�j = v
(j)
�j = �

jX
i=0

aiy�i = �a0y0 = 1.

Si k > j; alors pour r = k � j < 0; on a r � 1 et

v
(k)
�j = yr � (a1yr�1 + a2yr�2 + � � �+ akyr�k) et en posant r � k = �j � 0

= yr � (a1yr�1 + a2yr�2 + � � �+ akyr�k + � � �+ amyr�m)

= 0 car (yn)n>�m 2 S et r � 1:

Les relations (2.13) et (2.14) permettent facilement d�établir, pour tout n > �m; que

un =

m�1X
k=0

�kv
(k)
n
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et via l�identité (2.12), on arrive à

un =

m�1X
k=0

�k

 
kX
i=0

�aiyn+k�i

!

=

m�1X
k=0

kX
j=0

�ak�j�kyn+j

=
m�1X
j=0

 
m�1X
k=j

�ak�j�k

!
yn+j

=
m�1X
j=0

�jyn+j:

�

2.3 Application au dénombrement des mots d�un lan-
gage

On démontre que le nombre un de mots d�une partie dépendante de l�entier n d�un langage
d�alphabet �ni véri�e une relation de récurrence linéaire à coe¢ cients entiers.

Soit m un entier � 1; s = (n1; n2; : : : ; nm) 2 Nm et p = n1 + n2 + : : : + nm. On considère
un alphabet As constitué de p lettres distinctes que l�on désignera par

xji (1 � j � m et 1 � i � nj) :

As =
�
x11; x

1
2; : : : ; x

1
n1
; x21; x

2
2; : : : ; x

2
n2
; � � � ; xm1 ; xm2 ; : : : ; xmnm

	
Les lettres d�ordre 1 sont x11; x

1
2; : : : ; x

1
n1
; les lettres d�ordre 2 sont x21; x

2
2; : : : ; x

2
n2
et ainsi

de suite, on a �nalement les lettres d�ordre m : xm1 ; x
m
2 ; : : : ; x

m
nm :

Pour tout entier n � 1; on convient d�appeler mot de longueur ou de poids n toute suite
m de k lettres de As distinctes ou non :

m =
�
x�1i1 ; x

�2
i2
; : : : ; x�kik

� not�ee
= x�1i1 x

�2
i2
: : : x�kik telle que �1 + �2 + � � �+ �k = n;

k étant un entier � 1 avec �j 2 f1; 2; : : : ;mg pour 1 � j � k et 1 � il � n�l pour 1 � l � k:

On désigne par Ls l�ensemble des mots ainsi dé�nis, auquel on adjoint le mot vide de poids
nul, et on note un = un (s) le nombre de mots de Ls de poids n.
On a évidemment

u0 = 1 et u1 = n1:

Exemple 10 Pour s = (1; 1) ; on a As = (a; b)
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u2 = Card faa; b2g = 2
u3 = Card faaa; ab2; b2ag = 3
u4 = Card faaaa; aab2; ab2a; b2aa; b2b2g = 5
On constate aisément que, dans ce cas, pour tout n � 0;

un = un ((1; 1)) = Fn+1

Fn étant le n-ième nombre de Fibonacci dé�ni par

F0 = 0; F1 = 1; et Fn = Fn�1 + Fn�2 (n � 2) :

L�objet de ce paragraphe est de donner dans le cas général, une expression explicite de uk
pour 1 � k � m � 1 et de prouver que, pour n � m; un véri�e une relation de récurrence
linéaire à coe¢ cients entiers. Ce résultat est précisé dans le théorème suivant :

Théorème 11 Pour 1 < k � m; on a

uk =
X

i1+2i2+���+kik=k

(i1 + i2 + � � �+ ik)!

�
n1
i1

��
n2
i2

�
� � �
�
nk
ik

�
:

Pour n � m+ 1; on a

un = n1un�1 + n2un�2 + � � �+ nmun�m:

Preuve. Pour les uk; 1 < k � m, on les dénombre directement. Pour la relation de ré-
currence, il su¢ t de voir que pour former un mot de longueur n; soit on prend un mot de
longueur n�1 auquel on adjoint une lettre d�ordre 1 ce qui nous amène à n1un�1 possibilités,
soit un mot de longueur n � 2 auquel on adjoint une lettre d�ordre 2 ce qui nous amène à
n2un�2 possibilités, . . . , soit un mot de longueur n�m auquel on adjoint une lettre d�ordre
m ce qui nous amène à nmun�m possibilités. Et on conclut par une sommation. �
On obtient ainsi une suite récurrente linéaire d�ordre m, ayant pour premiers termes
u0; u1; : : : ; um: Le Théorème 9, via un décalage adéquat, permet d�expliciter le terme gé-
néral directement.

2.4 Applications aux suites de Fibonacci et extensions

Nous allons présenter quelques applications se rapportant aux résultats de la section 2.2.

2.4.1 Première application : suite de Fibonacci

Soit (Fn)n�0 la suite de Fibonacci donnée par8<:
F0 = 0,
F1 = 1;
Fn+1 = Fn + Fn�1 (n � 1) ;
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alors, en posant, pour tout n � �1
'n = Fn+1;

on constate que la suite ('n)n��1 est aussi dé�nie par les relations8<:
'�1 = 0,
'0 = 1;
'n = 'n�1 + 'n�2 (n � 1) :

L�application du Corollaire 8 fournit les relations suivantes :

'n = Fn+1 =

bn=2cX
k=0

�
n� k

k

�
; (n � �1) ; (2.15)

relation citée dans [338]; pp 18-20, et annoncée dans [273]; et

Fn + Fn+2 =

b(n+1)=2cX
k=0

n+ 1

n+ 1� k

�
n+ 1� k

k

�
; (n � 0) ;

on retrouve ainsi les relations du Problème 6.98 données dans [317]; à savoir :

F2n�1 + F2n+1 =
nX
k=0

2n

2n� k

�
2n� k

k

�
et

F2n + F2n+2 =
nX
k=0

2n+ 1

2n+ 1� k

�
2n+ 1� k

k

�
:

Le Théorème 9 permet de trouver d�autres identités pour les nombres de Fibonacci. Ainsi,
on a le

Corollaire 12 Pour tout entier n � 1, on a

Fn =
1

2n+2

nX
i=1

n+ 1� i

i

�
i

n+ 1� 2i

�
8i:

Dans cette sommation, on peut en fait se restreindre à sommer seulement sur les entiers i
compris entre (n+ 1) =3 et (n+ 1) =2; le coe¢ cient binomial de la formule étant nul pour
les autres entiers.

Preuve. On constate que l�on a :

Fn = 2Fn�2 + Fn�3 (n � 3) :
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En désignant par (yn)n��2 la suite dé�nie par8<:
y�2 = y�1 = 0;
y0 = 1;
yn = 2yn�2 + yn�3 (n � 1) ;

on remarque que pour tout n � 1

Fn = yn�1 + yn�2:

Le Théorème 9 permet d�a¢ rmer que pour tout n � �2

yn =
X

2k+3l=n

�
k + l

l

�
2k =

X
0�t�n

�
t

n� 2t

�
23t�n:

Un simple calcul permet alors de retrouver la relation du Corollaire 12. �
On en déduit aussi le

Corollaire 13 Pour tout entier m � 1, on a

F2m�1 =

bm=3cX
i=1

m+ i

m� i

�
m� i

2i

�
2m�1�3i:

2.4.2 Seconde application : la Fibonacci généralisée et la "multi-
bonacci"

Dans cette section, nous allons présenter deux extensions distinctes de la suite de Fibo-
nacci : la Fibonacci généralisée et la "multibonacci".

La suite de Fibonacci généralisée ou la q-Fibonacci

Pour q � 1; soient (G(q)n )n�0 la suite de Fibonacci généralisée (ou q-Fibonacci), comme
mentionnée dans [204]; et (H(q)

n )n�0 sa suite duale, dé�nies par(
G
(q)
0 = G

(q)
1 = � � � = G

(q)
q = 1;

G
(q)
n+1 = G

(q)
n +G

(q)
n�q (n � q) ;

et

(
H
(q)
0 = H

(q)
1 = � � � = H

(q)
q = 1;

H
(q)
n+1 = H

(q)
n �H

(q)
n�q (n � q) :

On peut facilement étendre ces suites à (G(q)n )n��q et (H
(q)
n )n��q de la manière suivante8>><>>:

G
(q)
�j = 0 (1 � j � q) ;

G
(q)
0 = 1;

G
(q)
n+1 = G

(q)
n +G

(q)
n�q (n � 0) ;

et

8>><>>:
H
(q)
�j = 0 pour (1 � j � q) ;

H
(q)
0 = 1;

H
(q)
n+1 = H

(q)
n �H

(q)
n�q (n � 0) :
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L�application du Corollaire 8 donne, pour n � �q; les relations

G(q)n =

bn=(q+1)cX
k=0

�
n� kq

k

�
, et H(q)

n =

bn=(q+1)cX
k=0

(�1)k
�
n� kq

k

�
:

Notons que G(1)n = Fn+1 = 'n; etH
(2)
n est la suite d�entiers étudiée par L. Bernstein [60]: Ce

dernier a montré, qu�en tant que fonction de n; les seuls zéros de H(2)
n sont n = 3 et n = 12:

Ce résultat a aussi été traité par Carlitz [84] et [85] et récemment par J. Mc Laughlin and
B. Sury [204].

La suite "multibonacci"

Considérons maintenant, pour q > 1; la suite �multibonacci�(�(q)n )n>�q dé�nie par8>><>>:
�
(q)
�(q�1) = � � � = �

(q)
�2 = �

(q)
�1 = 0;

�
(q)
0 = 1;

�(q)n = �
(q)
n�1 + �

(q)
n�2 + � � �+ �

(q)
n�q (n � 1) ;

(2.16)

notons que �(2)n = 'n = Fn+1 = G
(1)
n :

Le Théorème 9 permet d�a¢ rmer que pour tout n � 0, on a

�(q)n =
X

k1+2k2+���+qkq=n

�
k1 + k2 + � � �+ kq
k1; k2; : : : ; kq

�
: (2.17)

Ainsi, pour q = 3; on obtient

�(3)n =
X

i+2j+3k=n

�
i+ j + k

i; j; k

�
=

X
2i+3j�n

�
n� i� 2j
i+ j

��
i+ j

i

�
:

La relation (2.16) permet d�écrire

�
(q)
n+1 = 2�

(q)
n � �

(q)
n�q; (n � 1) :

Considérons la suite ( n)n��q dé�nie par

 n := �(q)n ;
�
n > �q et  �q = 1

�
;

et satisfaisant la relation de récurrence

 n+1 = 2 n �  n�q; (n � 0) :
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En appliquant le Théorème 9, on déduit, pour n � 0; que

 n

�
= �(q)n

�
= �0zn + �1zn+1 + � � �+ �qzn+q

= zn � 2zn+q�1 + zn+q;

avec

zn =

bn=(q+1)cX
k=0

�
n� kq

k

�
2n�k(q+1) (�1)k ; (n � �q) :

On sait, d�après le Théorème 9 et le Corollaire 8 que la suite (zn)n��q véri�e la relation de
récurrence

zn+1 � 2zn + zn�q = 0; (n � 0) ;
ce qui donne pour n � 0;

�(q)n = zn � zn�1 + (zn+q � 2zn+q�1 + zn�1)

= zn � zn�1:

En appliquant la relation (2.8) du Corollaire 8 on peut écrire pour n � 1

�(q)n =

bn=(q+1)cX
k=0

n� k (q � 1)
n� kq

�
n� kq

k

�
2n�1�k(q+1) (�1)k : (2.18)

Ainsi

X
k1+2k2+���+qkq=n

�
k1 + � � �+ kq
k1; : : : ; kq

�
=

bn=(q+1)cX
k=0

(�1)k n� k (q � 1)
n� kq

�
n� kq

k

�
2n�1�k(q+1): (2.19)

Le cas particulier q = 3; donneX
i+2j+3k=n

�
i+ j + k

i; j; k

�
=

X
2i+3j�n

�
n� i� 2j
i+ j

��
i+ j

i

�

=

bn=4cX
k=0

n� 2k
n� 3k (�1)

k

�
n� 3k
k

�
2n�1�4k:

2.5 Un analogue : les coe¢ cients bi qnomiaux

2.5.1 Introduction

Les coe¢ cients biqnomiaux sont une extension naturelle des coe¢ cients binomiaux clas-
siques. Pour une introduction appropriée de ces nombres, on renvoie le lecteur à Smith et
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Hogatt [301, 1979], Bollinger [69, 1986] et Andrews et Baxter [13, 1987]. Ces coe¢ cients
sont dé�nis de la manière suivante :

Soient q � 1 et L � 0 deux entiers ; pour un entier k = 0; 1; : : : ; qL; le coe¢ cient biqnomial�
L
k

�
q
est dé�ni comme étant le k-ième coe¢ cient dans le développement�

1 + x+ x2 + � � �+ xq
�L
=
X
k�0

�
L

k

�
q

xk; (2.20)

avec
�
L
k

�
1
=
�
L
k

�
(
�
L
k

�
étant le coe¢ cient binomial classique) et

�
L
k

�
q
= 0 pour k > qL: Une

expression via les coe¢ cients binomiaux classiques est donnée par�
L

k

�
q

=
X

j1+j2+���+jq=k

�
L

j1

��
j1
j2

�
� � �
�
jq�1
jq

�
: (2.21)

Comme propriétés déjà bien établies, on a

la relation de symétrie �
L

k

�
q

=

�
L

qL� k

�
q

; (2.22)

la relation de récurrence longitudinale�
L

k

�
q

=

qX
m=0

�
L� 1
k �m

�
q

; (2.23)

et la relation de récurrence diagonale�
L

k

�
q

=
LX

m=0

�
L

m

��
m

k �m

�
q�1

: (2.24)

Ces coe¢ cients, comme c�est le cas pour les coe¢ cients binomiaux classiques, véri�ent via
(2.23) un équivalent du triangle de Pascal : le "q-triangle de Pascal", voir les tables : 1, 2 et
3 ci dessous. Pour les premières valeurs de ces q-triangles, on peut consulter SLOANE [300]
sous A027907 pour q = 2, sous A008287 pour q = 3; et sous A035343 pour q = 4.

Pour illustrer la relation de récurrence longitudinale, nous présentons les triangles des
coe¢ cients bitrinomiaux, biquadrinomiaux et bipentanomiaux.

Table 1 : Triangle des coe¢ cients bitrinomiaux :
�
L
k

�
2

Lnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1
1 1 1 1
2 1 2 3 2 1
3 1 3 6 7 6 3 1
4 1 4 10 16 19 16 10 4 1
5 1 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1
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Table 2 : Triangle des coe¢ cients biquadrinomiaux :
�
L
k

�
3

Lnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 1
1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 3 2 1
3 1 3 6 10 12 12 10 6 3 1
4 1 4 10 20 31 40 44 40 31 20 10 4 1

Table 3 : Triangle des coe¢ cients bipentanomiaux :
�
L
k

�
4

Lnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 1
1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5 4 3 2 1
3 1 3 6 10 15 18 19 18+ 15+ 10+ 6+ 3+ 1
4 1 4 10 20 35 52 68 80 85 80 68 =52 35 20 � � �

Plusieurs extensions et commentaires ont investi la littérature :

Brondarenko [79, 1993] a donné une interprétation combinatoire des biqnomiaux
�
L
k

�
q

comme étant le nombre de manières de distribuer "k" boules dans "L" urnes de sorte
que chaque urne contienne au plus "q" boules.

En s�appuyant sur cet argument combinatoire, on peut facilement établir la relation sui-
vante �

L

k

�
q

=
X

L1+2L2+���+qLq=k

�
L

L1

��
L� L1
L2

�
� � �
�
L� L1 � � � � � Lq�1

Lq

�
=

X
L1+2L2+���+qLq=k

�
L

L1; L2; : : : ; Lq�1; L� L1 � L2 � � � � � Lq�1

�
: (2.25)

Pour une approche analytique ou calculatoire de l�identité (2.25), consulter Bollinger [69,
1986].

Andrews et Baxter [13, 1987] ont considéré l�extension aux "q-analogues" des coe¢ cients
biqnomiaux (voir aussi [346, 1997] pour une bibliographie exhaustive). Ils ont dé�ni le coef-
�cient q-multinomial de la manière suivante�

L

k

�(p)
q

=
X

j1+j2+���+jq=k

q
Pq�1
l=1 (L�jl)jl+1�

Pq�1
l=q�p jl+1

�
L

j1

��
j1
j2

�
: : :

�
jq�1
jq

�
;

où �
L

k

�
=

�
L

k

�
q

=

�
(q)L = (q)k (q)L�k si 0 � k � L
0 sinon
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est le coe¢ cient q-binomial classique, avec (q)k =
Q1
m=1 (1� qm) =

�
1� qk+m

�
; appelée "q-

série". Cette dé�nition est motivée par la relation (2.21).

Une autre extension de ces coe¢ cients a aussi été introduite par Schilling et Warnaar [285,
1998], il s�agit des coe¢ cients "supernomiaux". Ils sont dé�nis comme étant les coe¢ cients
de xk dans le développement de

QN
j=1 (1 + x+ � � �+ xj)

Lj :

Un ra¢ nement aux coe¢ cients q-multinomiaux a été considéré (pour le cas trinomial) par
Warnaar [347, 2001].

Barry [20, 2006] donne une généralisation du triangle de Pascal de la manière suivante�
n

k

�
a(n)

:=
kY
j=1

a (n� j + 1) =a (j)

où a (n) est une suite d�entiers bien déterminée.

Kallas [188, 2006] et Noe [256, 2006] donnent aussi une extension du triangle de Pascal, en
considérant le coe¢ cient de xk dans le développement de (a0 + a1x+ � � �+ aqx

q)L :

2.5.2 Une expression mono-sommatoire des coe¢ cients biqnomiaux

Si on désigne par xi le nombre de boules dans l�urne i, l�interprétation combinatoire de
Brondarenko équivaut à l�évaluation du nombre de solutions du système suivant :�

x1 + � � �+ xL = a;
0 � x1; : : : ; xL � q:

(2.26)

En considérant le système (2.26) pour t 2 ]�1; 1[, on obtient (voir aussi Comtet [102, Vol.1,
p. 92 (pb 16).]) X

k�0

�
L

k

�
q

tk = (1 + t+ � � �+ tq)L =
X

0�x1;:::;xL�q
tx1+���+xL ;

et aussi

(1 + t+ � � �+ tq)L =
�
1� tq+1

�L
(1� t)�L

=

 
LX
j=0

(�1)j
�
L

j

�
tj(q+1)

! X
j�0

�
j + L� 1
L� 1

�
tj

!
:

Par identi�cation, on aboutit au théorème suivant :

Théorème 14 L�identité suivante est satisfaite�
L

k

�
q

=

bk=(q+1)cX
j=0

(�1)j
�
L

j

��
k � j (q + 1) + L� 1

L� 1

�
: (2.27)
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Cette relation explicite est importante, au sens où elle permet d�exprimer les coe¢ cients
biqnomiaux avec un unique symbole de sommation, contrairement aux relations (2.21), (2.23)
et (2.24).

En 1711, de Moivre (voir [252, 1731] ou [251, 1756 3ième ed. p.39]) résout le système (2.26)
comme étant le membre de droite de la relation (2.27).

Corollaire 15 L�identité suivante a lieu
bn=2cX
j=0

�
n

j

��
n� j

j

�
=

bn=3cX
j=0

(�1)j
�
n

j

��
2n� 3j � 1

n� 1

�
:

Preuve. Il su¢ t d�utiliser la relation (2.23) dans le Théorème 14 pour q = 2 et k = L = n:
�

2.5.3 Coe¢ cients bi qnomiaux et multibonacci

Nous sommes aptes, à présent, à justi�er la présence des coe¢ cients biqnomiaux dans ce
chapitre. Pour cela, considérons la suite "multibonacci" (�(q)n )n��q, pour q � 1: On dé�nit
(noter la légère di¤érence de notation avec (2.16) à cause du décalage d�indices)8><>:

�
(q)
�q = � � � = �

(q)
�2 = �

(q)
�1 = 0;

�
(q)
0 = 1;

�
(q)
n = �

(q)
n�1 + �

(q)
n�2 + � � �+ �

(q)
n�q�1 (n � 1) :

On a déjà établi, relation (2.17), ce qui suit

�(q�1)n =
X

k1+2k2+���+qkq=n

�
k1 + k2 + � � �+ kq
k1; k2; : : : ; kq

�
;

ainsi que pour n � 1; voir relation (2.18)

�(q�1)n =

bn=(q+1)cX
k=0

(�1)k n� k (q � 1)
n� kq

�
n� kq

k

�
2n�1�k(q+1);

pour aboutir à l�identité; voir relation (2.19)

X
k1+���+qkq=n

�
k1 + � � �+ kq
k1; : : : ; kq

�
=

bn=(q+1)cX
k=0

(�1)k n� k (q � 1)
n� kq

�
n� kq

k

�
2n�1�k(q+1):

C�est un analogue de notre situation où on écrit une expression multi-sommatoire avec
un unique symbole de sommation. Vue la ressemblance frappante avec la relation (2.25),
ceci nous incite à établir une jonction entre la suite multibonacci et la suite des coe¢ cients
biqnomiaux, à travers le théorème suivant :



Unimodalité et propriétés combinatoires de suites numériques 34

Théorème 16 La connexion entre les coe¢ cients biqnomiaux et la suite multibonacci est
donnée par

�(q)n =

qm�rX
l=0

�
n� l

l

�
q

; (2.28)

où m est donné par l�algorithme étendu de la division euclidienne (voir par exemple Lascoux
[202, 2005]) : n = m (q + 1)� r; 0 � r � q:

Preuve. On a

�(q)n =
X

k1+2k2+���+(q+1)kq+1=n

�
k1 + k2 + � � �+ kq+1
k1; k2; � � � ; kq+1

�

=
X
L�0

X
k1+2k2+���+(q+1)kq+1=n

�
L

k1; k2; � � � ; kq+1

�

=
X
L�0

X
k2+2k3+���+qkq+1=n�L

�
L

k1; k2; � � � ; kq+1

�

=
nX

L� n
q+1

�
L

n� L

�
q

:

Considérons maintenant l�unique écriture de n; donnée par l�algorithme étendu de la divi-
sion euclidienne : n = m (q + 1)� r; 0 � r < q + 1 ! n

q+1
= m� r

q+1
; ce qui donne

�(q)n =

qm�rX
k=0

�
m+ k

qm� r � k

�
q

=

qm�rX
l=0

�
m+ k

(q + 1) k + r

�
q

=

qm�rX
l=0

�
n� l

l

�
q

:

�
Comme conséquence immédiate du Théorème 16, on établit les identités combinatoires
suivantes :

�
(q)
(q+1)m =

qmX
l=0

�
(q + 1)m� l

l

�
q

=

qmX
k=0

�
m+ k

(q + 1) k

�
q

;

�
(q)
(q+1)m�1 =

qm�1X
l=0

�
(q + 1)m� l � 1

l

�
q

=

qmX
k=0

�
m+ k

(q + 1) k + 1

�
q

;

::::::::::::

�
(q)
(q+1)m�r =

qm�rX
l=0

�
(q + 1)m� l � r

l

�
q

=

qmX
k=0

�
m+ k

(q + 1) k + r

�
q

:

Pour q = 1; on retrouve la suite de Fibonacci classique (�n = Fn+1)�
F0 = 0, F1 = 1;
Fn+1 = Fn + Fn�1 (n � 1) ;
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Ainsi, nous obtenons l�identité bien connue déjà établie en (2.15)

Fn+1 =

bn=2cX
l=0

�
n� l

l

�
:

2.6 Coe¢ cients bi qnomiaux et polynômes exponentiels
de Bell partiels

Dans cette section, on met en évidence un lien entre les coe¢ cients biqnomiaux et les
polynômes de Bell (exponentiels) partiels Bn;L (t1; t2; : : :) dé�nis (voir Comtet [102, 1970, p.
144]) comme suit :

1

L!

 X
m�1

tm
m!
xm

!L
=
X
n�L

Bn;L
xn

n!
; L = 0; 1; 2; : : : : (2.29)

Une expression explicite de tels polynômes est donnée par

Bn;L (t1; t2; : : :) =
X

k1+2k2+���=n
k1+k2+���=L

n!

k1!k2! � � � (1!)k1 (2!)k2 � � �
tk11 t

k2
2 � � � :

Il est à noter que dans cette expression, le nombre de variables est �ni, en accord avec
k1 + 2k2 + � � � = n:

Voici quelques valeurs particulières de Bn;L :

Bn;L (1; 1; 1; : : :) =

�
n

L

�
nombres de Stirling de seconde espèce,

Bn;L (0!; 1!; 2!; : : :) =

�
n

L

�
nombres de Stirling de première espèce,

Bn;L (1!; 2!; 3!; : : :) =
n!

L!

�
n� 1
n� L

�
: (2.30)

Dans [1, 2005], Abbas et Bouroubi donnent des valeurs complémentaires de Bn;L:

Le lien avec les coe¢ cients biqnomiaux est donné par le théorème suivant :

Théorème 17 L�identité suivante a lieu

Bn;L (1!; 2!; : : : ; (q + 1)!; 0; : : :) =
n!

L!

�
L

n� L

�
q

: (2.31)
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Preuve. En posant dans (2.29) tm = m! pour 1 � m � q+1 et zéro dans les autres cas, on
obtient �

x+ � � �+ xq+1
�L
= L!

X
n�L�0

Bn;L (1!; 2!; : : : ; (q + 1)!; 0; : : :)
xn

n!
;

ce qui nous mène àX
k�0

�
L

k

�
q

xk =
X
n�L�0

L!

n!
Bn;L (1!; 2!; : : : ; (q + 1)!; 0; : : :)x

n�L:

�

Corollaire 18 Soient q � 1 et L � 0 deux entiers, et k 2 f0; 1; : : : ; qLg : Pour q � k; on a
l�identité suivante �

L

k

�
q

=

�
L+ k � 1

k

�
:

Preuve. En utilisant le fait que Bn;L (1!; 2!; : : : ; (q + 1)!; 0; : : :) = Bn;L (1!; 2!; 3!; : : :) pour
q + 1 � n � L + 1; on obtient

�
L
n�L
�
q
=
�
n�1
n�L
�
pour q � n � L: On conclut en posant

k = n� L: �

2.7 Produit de convolution de la distribution uniforme
discrète

Cette section se distingue des autres car elle traite un aspect probabiliste des coe¢ cients
biqnomiaux. On met en exergue une liaison entre ces derniers et la convolée de la loi discrète
uniforme. Le membre de droite de l�identité (2.27) est une expression qui caractérise cette
convolée. En e¤et, pour q; L 2 N; désignons par U?Lq la L-ième convolée de la discrète
uniforme

Uq :=
1

q + 1
(�0 + �1 + � � �+ �q) (�a est la distribution de Dirac),

alors pour k 2 N (voir de Moivre [252, 1731] ou [146, 1998]), sa loi de probabilité est donnée
par

P
�
U?Lq = k

�
=

1

(q + 1)L

bk=(q+1)cX
j=0

(�1)j
�
L

j

��
k � (q + 1) j + L� 1

L� 1

�
: (2.32)

En combinant le Théorème 14 et la relation (2.32), on obtient le résultat suivant :

Corollaire 19 En utilisant les notations précédentes, on a

P
�
U?Lq = k

�
= (q + 1)�L

�
L

k

�
q

:
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Remarque 20 Il est important de constater que les coe¢ cients biqnomiaux peuvent être
considérés comme étant le nombre de cas favorables à la réalisation de l�événement simple
fkg :

Il est aisé de voir que la distribution de U?Lq est symétrique via la relation (2.22).

Corollaire 21 Les identités suivantes sont véri�ées

qLX
k=0

k

�
L

k

�
q

= (q + 1)L
qL

2
;

qLX
k=0

k2
�
L

k

�
q

= (q + 1)L
qL

2

�
qL

2
+
q + 2

6

�
;

qLX
k=0

k3
�
L

k

�
q

= (q + 1)L
�
qL

2

�2�
qL

2
+
q + 2

2

�
:

Plus généralement, pour m � 1; l�identité suivante est satisfaite
qLX
k=0

km
�
L

k

�
q

= (q + 1)L
X

i1+i2+���+iL=m

�
m

i1; i2; � � � ; iL

�
ui1ui2 � � �uiL

où ui est le i-ième moment de la variable aléatoire Uq:

Preuve. Il su¢ t d�évaluer l�espérance de U?Lq , d�une part en utilisant sa distribution, d�autre
part en exploitant l�espérance de la somme de distributions uniformes. �

2.8 Les coe¢ cients multi qnomiaux

Ce paragraphe a pour premier1 objectif la justi�cation de l�appellation : coe¢ cients biqnomiaux
etmultiqnomiaux. La littérature anglo-saxonne ne traite que du premier cas qui est dénommé
"ordinary multinomials".

Soient q � 1 et L � 0 deux entiers ; pour tout entier a = 0; 1; : : : ; qL; le coe¢ cient biqnomial�
L
a

�
q
est donné par �

1 + x+ x2 + � � �+ xq
�L
=
X
a�0

�
L

a

�
q

xa:

On peut le réécrire de la manière suivante, en substituant à x le quotient x=y :�
yq + yq�1x+ yq�2x2 + � � �+ y2xq�2 + yxq�1 + xq

�L
=

X
a+b=Lq

�
L

a ; b

�
q

xayb:

1Le second objectif étant l�étude des propriétés relatives à ces coe¢ cients.
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Plus généralement, on peut étudier les propriétés des coe¢ cients triqnomiaux X
i+j+k=q

xiyjzk

!L
=

X
a+b+c=Lq

�
L

a ; b ; c

�
q

xaybzc

ou encore les coe¢ cients multiqnomiaux X
i1+i2+���+im=q

xi11 x
i2
2 � � �ximm

!L
=

X
l1+l2+���+lm=Lq

�
L

l1; l2; : : : ; lm

�
q

xl11 x
l2
2 � � �xlmm :

2.9 Puissances successives d�une matrice carrée

Dans cette section, on se propose de présenter une alternative à la méthode de Jordan
pour calculer les puissances successives d�une matrice carrée. L�approche que nous adoptons
a l�avantage d�être élémentaires, sans nécessité de calculer les valeurs propres ainsi que les
vecteurs propres de la matrice en question (que l�on obtient souvent par résolution numérique
via le polynôme caractéristique).

Théorème 22 Soient A 2 Mm (A) et P (X) = Xm � a1X
m�1 � � � � � am�1X � am le

polynôme caractéristique de A. Dé�nissons A0; A1; : : : ; Am�1 2Mm (A) par

Ak = �
kX
i=0

aiA
k�i; (0 � k � m� 1) ; (2.33)

et la suite (yn)n>�m d�éléments de A par

yn =
X

k1+2k2+���+mkm=n

�
k1 + k2 + � � �+ km
k1; k2; : : : ; km

�
ak11 a

k2
2 : : : akmm ; (n > �m) :

Alors pour tout entier n � 0, on a

An = ynA0 + yn�1A1 + � � �+ yn�m+1Am�1: (2.34)

Preuve. Posons pour 0 � k � m;

Pk (X) = �
kX
i=0

aiX
k�i; avec a0 = �1: (2.35)

Pour 0 � k � m� 1; on a

XPk (X) = Pk+1 (X) + ak+1: (2.36)
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La relation (2.35) montre que le degré de Pk est k pour 0 � k � m: Ce qui signi�e que
(P0; P1; : : : ; Pm�1) constitue une base du A-module libre Am�1 [X] formé des polynômes de
A [X] de degré � m� 1:
Il en résulte qu�en désignant par Rn, n � 0; le reste de la division euclidienne de Xn

par le polynôme unitaire Pm; Rn étant un polynôme de Am�1 [X] ; Rn s�écrit comme une
combinaison linéaire des polynômes P0; P1; : : : et Pm�1:

Pour tout n � 0; il existe ainsi une unique famille (�n;k)0�k�m�1 telle que

Rn =

m�1X
k=0

�n;kPk: (2.37)

Pour 0 � n � m� 1; on a
Rn (X) = Xn;

Xn est, dans ce cas, une combinaison linéaire de P0; P1; : : : ; Pm�1 et on a�
�0;0 = 1;
�n;k = 0 (n < k � m� 1) : (2.38)

Les relations (2.36) et (2.37) entraînent

XRn (X) =
m�1X
k=0

�n;k (Pk+1 (X) + ak+1)

=
m�1X
k=0

ak+1�n;k +
m�1X
k=1

�n;k�1Pk (X) + �n;m�1Pm (X) :

Il en résulte que le polynôme

Rn+1 (X)�XRn (X)� �n;m�1Pm (X) ;

est de degré � m� 1; divisible par le polynôme Pm qui est de degré m:
Ce polynôme est donc nul ainsi que toutes ses composantes dans la base (P0; P1; : : : ; Pm�1).
Cela nous fournit les relations suivantes pour n � 0

�n+1;0 =
m�1X
k=0

ak+1�n;k; (n � 0) ; (2.39)

�n+1;k = �n;k�1 (1 � k � m� 1) : (2.40)

Posons pour tout entier n 2 Z;

zn =

�
�n;0 (n � 0) ;
0 (n < 0) :

(2.41)
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On véri�e aisément que pour tout entier n � 0 et 0 � k � m� 1; on a

�n;k = zn�k: (2.42)

En e¤et, si n � k cette relation résulte de (2.40) et (2.41); sinon 0 � n < k � m� 1 et elle
résulte alors de (2.39) et (2.41). Compte tenu de cette relation, de (2.40), (2.41) et (2.42),
on peut a¢ rmer que la suite (zn)n2Z satisfait la relation8<:

zn = 0 (n < 0) ;
z0 = 1;
zn = a1zn�1 + a2zn�2 + � � �+ am�1zn�m�1 + amzn�m (n � 1) :

On sait alors d�après le Théorème 7, que, pour tout n 2 Z ,on a

yn =
X

k1+2k2+���+mkm=n

�
k1 + k2 + � � �+ km
k1; k2; : : : ; km

�
ak11 a

k2
2 : : : akmm :

Cette dernière identité, combinée avec le Théorème de Cayley-Hamilton et les relations
(2.37), (2.35), (2.33) et (2.42), donne

An = Rn (A) =
m�1X
i=0

�n;iPi (A) =
m�1X
i=0

zn�iAi =
m�1X
i=0

yn�iAi:

ce qui achève la preuve de (2.34). �

2.10 Applications et extensions

Comme application du Théorème 22, nous allons présenter quelques identités combina-
toires.

2.10.1 Une belle identité relative aux coe¢ cients binomiaux via
les blocs de Jordan

Corollaire 23 Pour tout entier n positif, on a l�identité combinatoire suivante

X
k1+2k2+���+mkm=n

�
k1 + � � �+ km
k1; : : : ; km

�
(�1)n�

P
i ki

�
m

m� 1

�k1
: : :

�
m

0

�km
=

�
n+m� 1
m� 1

�
;

(2.43)

où
�
n+m� 1
m� 1

�
correspond au nombre de combinaisons avec répétitions de m éléments pris

parmi n:
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Preuve. Soit Jm le bloc de Jordan m�m

Jm =

0BBBBBB@
1 1 0 � � � 0

0 1 1
. . .

...

0 0
. . . . . . 0

...
...
. . . 1 1

0 0 � � � 0 1

1CCCCCCA :

Le polynôme caractéristique de Jm vaut (X � 1)m ; de plus on a

Jnm =

��
n

j � i

��
1�i;j�m

:

En appliquant le Théorème 22 pour A = Jm; et en considérant le terme d�indice (1;m) dans
les deux membres de l�égalité (2.34), on obtient la relation�

n

m� 1

�
= yn�(m�1);

qui nous mène au résultat: �
Pour m = 2; 3 et 4; le corollaire 23 permet d�écrire les identités combinatoires suivantes :X

2i�n
(�1)i

�
n� i

i

�
2n�2i = n+ 1;

X
2i+3j�n

(�1)i
�
n� i� 2j
i+ j

��
i+ j

i

�
3n�i�3j =

(n+ 1) (n+ 2)

2
;

X
2i+3j+4k�n

(�1)i+k
�
n� i� 2j � 3k

i+ j + k

��
i+ j + k

i+ j

��
i+ j

i

�
22n�3i�4j�8k3i

=
(n+ 1) (n+ 2) (n+ 3)

6
:

Comme J. Mc Laughlin et B. Sury [204, Corollaire 6], on peut retrouver le Corollaire 23
grâce au résultat suivant :

Corollaire 24 ([204, Théorème 1]) Soient x1; x2; : : : ; xm des éléments d�un anneau com-
mutatif unitaire A et

sk :=
X

1�i1<i2<���<ik�m
xi1xi2 � � �xik ; pour 1 � k � m:

Alors pour tout entier positif n, on aX
k1+k2+���+km=n

xk11 : : : xkmm =
X

k1+2k2+���+mkm=n

�
k1 + � � �+ km
k1; : : : ; km

�
(�1)n�k1�����km sk11 : : : skmm :
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Preuve. Procédons à la démonstration de ce résultat en utilisant le Théorème 7. Pour
n > �m et 1 � l � m; considérons

q(l)n :=
X

k1+k2+���+kl=n

xk11 x
k2
2 : : : xkll ; et qn := q(m)n :

Soit E : �n 7�! �n+1 l�opérateur shift qui agît sur les suites (�n)n et, pour 1 � l � m; soit
Ql l�opérateur dé�ni par

Ql := (E � x1) (E � x2) � � � (E � xl) :

Notons que
Qm = Em � s1Em�1 + � � �+ (�1)m sm:

Alors, pour n � 1 et 2 � l � m; on a

(E � xl) � q(l)n�l = q
(l�1)
n�(l�1):

Ce qui donne

Qm

�
q
(m)
n�m

�
= Qm�1

�
q
(m�1)
n�(m�1)

�
= � � � = Q1

�
q
(1)
n�1

�
= 0.

Ainsi
qn = s1qn�1 � s2qn�2 + � � �+ (�1)m�1 smqn�m; (n � 1) : (2.44)

De la dé�nition de qn, on déduit

qn = 0 (n < 0 et q0 = 1) : (2.45)

En�n, on applique le Théorème 7 à la suite (qn)n>�m : �
Le corollaire 23 se déduit immédiatement en posant xi = 1 pour tout i dans le Corollaire
24.

2.10.2 Sur les traces de J. J. Sylvester

Le théorème suivant est une extension du résultat de J. J. Sylvester [324], redécouvert par
J. D. Louck [216], repris par G. Bhatnagar [67], Z-H. Sun [318] et J. Mc Laughlin et B. Sury
[204, Théorème 3].

Théorème 25 On se donne K un corps de caractéristique zéro, et x1; x2; : : : ; xm des
éléments de K: On a alors, dans K (x1; x2; : : : ; xm) ; l�identité suivante :X

k1+���+km=n

xk11 x
k2
2 : : : xkmm =

mX
i=1

xn+m�1iQ
j 6=i (xi � xj)

:
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Preuve. Pour 
1; 
2; : : : ; 
m 2 K (x1; x2; : : : ; xm) ; notons V (
1; 
2; : : : ; 
m) le déterminant
de Vandermonde associé

V (
1; 
2; : : : ; 
m) = det
�

j�1i

�
1�i;j�m :

Il est bien établi que

V (
1; 
2; : : : ; 
m) =
Y

1�i<j�m

�

j � 
i

�
:

En utilisant la relation (2.44); la suite (qn)n>�m dé�nie par

qn =
X

k1+k2+���+km=n

xk11 x
k2
2 : : : xkmm

est une suite récurrente de polynôme caractéristique

Xm � s1Xm�1 + � � �+ (�1)m sm = (X � x1) (X � x2) � � � (X � xm) :

Ce dernier admet m racines distinctes x1; x2; : : : ; xm: On en déduit qu�il existe m éléments
Ai = Ai (x1; x2; : : : ; xm) 2 K (x1; x2; : : : ; xm) ; 1 � i � m; tels que

qn =
mX
i=1

Aix
n
i (n � �m) :

Les conditions initiales données par (2.44) nous mènent au système de Cramer suivant

mX
i=1

Ai

xji
= �j;0 (0 � j � m� 1) :

La résolution de ce dernier donne

Ai =
V
�
1
x1
; : : : ; 1

xi�1
; 0; 1

xi+1
; : : : ; 1

xm

�
V
�
1
x1
; : : : ; 1

xi�1
; 1
xi
; 1
xi+1

; : : : ; 1
xm

� = xm�1iQ
j 6=i (xi � xj)

; (1 � i � m) :

Ce qui achève la démonstration. �

2.10.3 Une identité "duale" relative aux binomiaux : les nombres
de Stirling

Nous allons consacrer cette section à une application aux nombres de Stirling de première
et de deuxième espèces, ce qui permet d�aboutir à une relation duale à l�identité donnée par
(2.43).
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Pour n � 0; avec les notations de [140]; les nombres de Stirling de première espèce, notés�
n
k

�
; et les nombres de Stirling de seconde espèce, notés

�
n
k

	
; sont dé�nis par les équations

Xn =
nX
k=0

�
n

k

�
Xk; (2.46)

avec

Xn :=

�
1 (n = 0) ;
X (X + 1) (X + 2) � � � (X + n� 1) (n � 1) ;

et

Xn =
nX
k=0

�
n

k

�
Xk; (2.47)

avec

Xk :=

�
1 (k = 0) ;
X (X � 1) (X � 2) � � � (X � k + 1) (k � 1) :

Il est bien établit [102, pp38, vol. 2] que�
n

k

�
=
1

k!

kX
i=0

(�1)k�i
�
k

i

�
in:

Le Théorème 25 et le Corollaire 24 donnentX
k1+2k2+���+mkm=n

�
k1 + � � �+ km
k1; : : : ; km

�
(�1)n�k1�����km sk11 : : : skmm =

mX
i=1

xn+m�1iQ
j 6=i (xi � xj)

: (2.48)

Si on pose xk = � (k � 1) pour 1 � k � m; on obtient ainsi

sk = (�1)k
�

m

m� k

�
, (1 � k � m) ;

et en utilisant (2.48), on aboutit au résultat suivant

Corollaire 26 Pour tous entiers m et n; on aX
k1+2k2+���+mkm=n

�
k1 + � � �+ km
k1; : : : ; km

�
(�1)n�

P
i ki

�
m

m� 1

�k1
: : :

�
m

0

�km
=

�
n+m� 1
m� 1

�
: (2.49)

Notons que le Théorème 25, permet d�obtenir la relation suivante, citée dans [102, pp 42,
vol. 2]

Pour tous entiers m et n; on a�
n+m� 1
m� 1

�
=

X
k1+���+km�1=n

1k12k2 : : : (m� 1)km�1 :
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Pour m = 3; 4 et 5; on obtientX
2i�n

(�1)i
�
n� i

i

�
2i3n�2i = 2n+1 � 1;

X
2i+3j�n

(�1)i
�
n� i� 2j
i+ j

��
i+ j

i

�
6n�2i�2j11i =

3n+2 � 2n+3 + 1
2

;

X
2i+3j+4k�n

(�1)i+k
�
n� i� 2j � 3k

i+ j + k

��
i+ j + k

i+ j

��
i+ j

i

�
2n�2i�2j�k3k5n�i�j�4k7i

=
4n+3 � 3n+4 + 3:2n+3 � 1

6
:

Corollaire 27 Soient n un entier positif et x; y deux indéterminées. On a alorsX
2i+3j+4k�n

(�1)i+k
�
n� i� 2j � 3k

i+ j + k

��
i+ j + k

i+ j

��
i+ j

i

�
(2x+ 2y)n�2i�2j�4k�

� (xy)j+2k
�
x2 + 4xy + y2

�i
=
(n+ 1) (xn+3 � yn+3)� (n+ 3) xy (xn+1 � yn+1)

(x� y)3
:

Corollaire 28 Soient n un entier positif et x; y deux indéterminées. On aX
2i+3j+4k�n

(�1)i+k
�
n� i� 2j � 3k

i+ j + k

��
i+ j + k

i+ j

��
i+ j

i

�
�

� (3x+ y)n�2i�3j�4k xi+2j+3kyk (3x+ 3y)i (x+ 3y)j

=
(n+ 1) (n+ 2) (xn+3 � yn+3)� (n+ 3) y [n (xn+2 � yn+2) + (n+ 2) xn+1 (x� y)]

2 (x� y)3
:

Preuve des Corollaires 27 et 28. Il su¢ t de poser dans le Corollaire 23, x1 = x2 = x et
x3 = x4 = y pour obtenir le Corollaire 27, et x1 = x2 = x3 = x avec x4 = y pour obtenir le
Corollaire 28. �



Chapitre 3

Unimodalité de suites liées aux
coe¢ cients binomiaux et biqnomiaux

�Combinatorialists love to prove that counting sequences are unimodal.�

D. Zeilberger

3.1 Introduction

Pour ce qui concerne le sens de variation d�une suite numérique, la première notion qui
généralise celle de la monotonie est la notion d�unimodalité, elle est le thème principal du
second chapitre de la thèse. Elle est dé�nie comme suit :

Dé�nition 29 Soit (vk)0�k�m une suite �nie réelle positive avec m � 2. On dit qu�elle est
unimodale s�il existe un entier l 2 f0; 1; : : : ;mg tel que la suite (vk) est croissante pour
k 2 f0; : : : ; lg et elle est décroissante pour k 2 fl; : : : ;mg. Un tel entier l est appelé mode
de la suite (vk)0�k�m :

La suite (vk)0�k�m est strictement log-concave (SLC en abrégé) si elle véri�e la propriété

v2k > vk�1vk+1, (1 � k � m� 1) :

Il est facile de constater que, si la suite (vk)0�k�m est SLC, alors elle est unimodale et elle
atteint son maximum soit en un unique point (dans ce cas, on dit qu�elle possède un pic),
soit en deux points consécutifs (dans ce dernier cas, on dit qu�elle possède un plateau à deux
points).

Le théorème suivant, dû à Newton (voir [148]), est souvent utile pour l�étude de l�unimo-
dalité d�une suite �nie réelle positive.

Théorème 30 Soit (vk)0�k�m une suite �nie réelle positive et G (x) =
Pm

k=0 vkx
k son po-

lynôme générateur. Si toutes les racines de G (x) sont réelles, alors la suite (vk)0�k�m est
SLC.

46
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Les suites unimodales apparaissent dans beaucoup de domaines mathématiques, princi-
palement en algèbre, en combinatoire, en informatique, en probabilité, en statistique et en
géométrie. De plus, les techniques utilisées pour prouver l�unimodalité sont d�une diversité
hors du commun, et dans beaucoup de cas, non évidentes. Des surveys concernant l�unimo-
dalité ont été écrits, on pourra consulter dans l�ordre chronologiques les papiers de :

� Richard P. Stanley [313], intitulé "Log concave and unimodal sequences in algebra,
combinatorics and geometry" (1980).

� S. Dharmadhikari et K. Joak-Dev [105], intitulé "Unimodality, Convexity and Applica-
tions" (ouvrage) (1988).

� Michel Balazard [16], intitulé "Quelques exemples de suites unimodales en théorie des
nombres" (1990).

� Francesco Brenti [75], intitulé "Log concave and unimodal sequences in algebra, combi-
natorics and geometry : an update" (1994).

Une bonne introduction se trouve aussi dans les ouvrages de Comtet [102] et Wilf [352].

Nous allons lister quelques exemples de suites unimodales :

1. La suite des coe¢ cients du polynôme
Qn
k=1

�
1 + xk

�
.

2. Les suites de nombres de Stirling de première et de seconde espèce
��
n
k

��
k
et
��

n
k

	�
k
.

3. Les suites (A (n; k))k de partitions de n en k parts, et (B (n; k))k de partitions de n
en k parts distinctes, pour n su¢ samment grand.

4. La suite de nombres (A (n; k;m))m de partitions de n en k parts dont la plus grande
est au plus égale à m.

5. La suite des coe¢ cients du binômes de Newton
�
n
k

�
(est trivialement unimodale).

Il est à noter que la suite constituée des nombres de Stirling de première espèce admet
comme mode l�entier le plus proche du nombre harmonique Hn := 1+

1
2
+ � � �+ 1

n
: Ce résultat

surprenant a été démontré par J. H. Hammersley [147]. De plus P. Erdös a montré que Hn

demeure un pic pour n � 3.

3.2 Unimodalité des éléments du triangle de Pascal I :
suites liées aux nombres de Fibonacci et de Lucas

S. Tanny et M. Zuker [326] ont prouvé que la suite combinatoire
��
n�k
k

��
0�k�bn=2c ; liée aux

nombres de Fibonacci, est strictement log-concave et donc uniomodale avec pic ou plateau
à deux points. Ils ont aussi précisé le point où le maximum est atteint et ont prouvé qu�il
existe une in�nité de valeurs de n pour lesquelles cette suite possède un plateau à deux
points. M. Benoumhani [57] démontre un théorème d�unimodalité pour une large famille
de suites. Il tente d�appliquer son théorème à la suite combinatoire étudiée par S. Tanny
et M. Zuker ainsi qu�à la suite

�
n
n�k
�
n�k
k

��
0�k�bn=2c liée aux nombres de Lucas. Nous nous

proposons d�apporter des compléments conséquents à son étude ainsi que des précisions.
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Dans [326]; S. Tanny et M. Zuker ont montré que la suite (F (n; k))0�k�bn=2c liée aux
nombres de Fibonacci est SLC et donc unimodale, avec un pic ou un plateau au plus à deux
éléments, avec comme plus petit mode

rn =

&
5n� 3�

p
5n2 + 10n+ 9

10

'
:

Cette formule leur permet de préciser

rn 2
($

n

2

 
1�

p
5

5

!%
;

&
n

2

 
1�

p
5

5

!')
: (3.1)

Ils spéci�ent aussi que les plateaux à deux éléments rn et rn + 1 s�identi�ent à n 2
fF4k � 1 j k � 0g : Ainsi

rn =
1

5
(F4k�1 � 4) ; pour n = F4k � 1: (3.2)

Dans [57]; M. Benoumhani a montré que la suite (L (n; k))0�k�bn=2c ; liée aux nombres de
Lucas est SLC, et donc unimodale avec un pic ou un plateau au plus à deux éléments, avec
comme plus petit mode

sn =

�
5n� 4�

p
5n2 � 4

10

�
:

Cette formule lui permet de préciser

sn 2
($

n

2

 
1�

p
5

5

!%
;

&
n

2

 
1�

p
5

5

!')
: (3.3)

Les entiers n pour lesquels cette suite admet un plateau sn et sn + 1 sont les entiers
n 2 fF4k+1 j k � 0g avec

sn = F 22k; pour n = F4k+1:

Le théorème suivant (voir [148], [53] et [57]) permet d�étudier l�unimodalité d�une large
famille de suites.

Théorème 31 Soit (�k)0�k�n une suite réelle positive telle que le polynôme suivant

Gn (x) =
nX
k=0

�kx
k

n�admette que des racines réelles négatives.

Alors la suite (�k)0�k�n est unimodale avec pic ou plateau à deux éléments. De plus, chaque
mode l de la suite (�k)0�k�n véri�e

b�nc � l � d�ne ; avec �n =
G0n (1)

Gn (1)
:
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Nous allons montrer qu�e¤ectivement la relation (3.3) se déduit du Théorème 31. Alors
que la relation (3.1) ne peut être la conséquence du Théorème 31, lequel permet de conclure
seulement que

rn 2
($

n

2

 
1�

p
5

5

!%
� 1;

$
n

2

 
1�

p
5

5

!%
;

&
n

2

 
1�

p
5

5

!')
;

contrairement à ce qu�a¢ rme Benoumhani [57]:

3.2.1 Les polynômes Fn (x) et Ln (x)

Considérons, pour n � 0 :

Fn (x) :=
1p
4x+ 1

 �
1 +

p
4x+ 1

2

�n+1
�
�
1�

p
4x+ 1

2

�n+1!
(3.4)

et

Ln (x) :=

�
1 +

p
4x+ 1

2

�n
+

�
1�

p
4x+ 1

2

�n
(3.5)

Pour tout n � 0; Fn et Ln sont des polynômes. Il su¢ t d�observer que

Fn (x) =
1

2n�1

bn=2cX
k=0

�
n

2k + 1

�
(4x+ 1)k et Ln (x) =

1

2n�1

bn=2cX
k=0

�
n

2k

�
(4x+ 1)k :

Ils véri�ent, pour n � 2; les relations de récurrence

Fn (x) = Fn�1 (x) + xFn�2 (x) avec F0 (x) = 1 et F1 (x) = x; (3.6)

Ln (x) = Ln�1 (x) + xLn�2 (x) avec L0 (x) = 2 et L1 (x) = 1: (3.7)

Notons que

F0 (1) = 1 = F1 ; F1 (1) = 1 = F2;

L0 (1) = 2 = L0 ; L1 (1) = 1 = L1:

On obtient, pour n � 0;
Fn (1) = Fn+1 et Ln (1) = Ln: (3.8)

En utilisant les relations (3.6) et (3.7), on a

Ln (x) = Fn (x) + xFn�2 (x) ; (n � 2) ; (3.9)

(4x+ 1)Fn�1 (x) = Ln+1 (x) + xLn�1 (x) ; (n � 1) : (3.10)
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Pour x = 1; ces relations donnent; pour n � 1

Ln = Fn+1 + Fn�1, (3.11)

5Fn = Ln+1 + Ln�1: (3.12)

Les relations (3.6) et (3.7) permettent de véri�er que pour tout n � 0; on a

Fn (x) =

bn=2cX
k=0

F (n; k)xk =

bn=2cX
k=0

�
n� k

k

�
xk: (3.13)

Et en utilisant (3.9), pour n � 1; on déduit

Ln (x) =

bn=2cX
k=0

L (n; k)xk =

bn=2cX
k=0

n

n� k

�
n� k

k

�
xk: (3.14)

Les relations (3.4) et (3.5) donnent

(4x+ 1)F 0n (x) = nLn (x)� Fn�1 (x) ; (n � 1) ; (3.15)

L0n (x) = nFn�2 (x) ; (n � 2) : (3.16)

3.2.2 La suite (F (n; k))0�k�bn=2c

Les racines de Fn (x) =
Pbn=2c

k=0 F (n; k)xk sont réelles et négatives [57]. Ainsi, le Théorème
31 est applicable à la suite (F (n; k))k.

Théorème 32 On a

rn 2
($

n

2

 
1�

p
5

5

!%
� 1;

$
n

2

 
1�

p
5

5

!%
;

&
n

2

 
1�

p
5

5

!')
:

Preuve. Posons

�n :=

bn=2cX
k=0

k

�
n� k

k

�
bn=2cX
k=0

�
n� k

k

� :

En utilisant les relations (3.15) et (3.8); on a

�n =
F 0n (1)

Fn (1)
=
nLn � Fn
5Fn+1

:
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Pour � :=
�
1 +

p
5
�
=2 ; � :=

�
1�

p
5
�
=2 et a := �=� =

�p
5� 3

�
=2 = �0:38:::, on a

�n =
np
5

�
�n + �n

�n+1 � �n+1

�
� Fn
5Fn+1

=
n

�
p
5

�
1 + an

1� an+1

�
� Fn
5Fn+1

=
n

2

 
1�

p
5

5

!
An �

Fn
5Fn+1

avec An =
1 + an

1� an+1
:

Posons

�n :=
n

2

 
1�

p
5

5

!
(An � 1)�

Fn
5Fn+1

;

on peut donc écrire

�n =
n

2

 
1�

p
5

5

!
+ �n:

Il reste à montrer que �n 2 ]�1; 0[ :
Pour n � 1, on a  

3 +
p
5

2

!n
� 2n+ 3�

p
5

2
= 2n+ jaj : (3.17)

Ainsi, par récurrence, on obtient ��a�n��� jaj � 2n:
Notons que

�n =

 
3
p
5� 5
10

!�
nan

1� an+1

�
� Fn
5Fn+1

; (3.18)

en utilisant la relation 3.17, on obtient���� nan

1� an+1

���� = n

ja�n � aj �
1

2
: (3.19)

Ce qui permet d�établir facilement que

1

10
� Fn
5Fn+1

� 1

5
(3.20)

et en utilisant (3.18); (3.19) et (3.20); on obtient

�0:2854 � � � = 1� 3
p
5

20
� �n �

3
p
5� 7
20

= �0:0145 � � � ; ainsi �n 2 ]�1; 0[ :

�
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Remarque 33 Quelques commentaires s�imposent

1. En exploitant

�n =
n

2

 
1�

p
5

5

!
+ �n;

n

2

 
1�

p
5

5

!
=2 Z avec �n 2 ]�1; 0[

on obtient $
n

2

 
1�

p
5

5

!%
� 1 < �n <

&
n

2

 
1�

p
5

5

!'
:

2. Considérons l�ensemble

Mn :=

($
n

2

 
1�

p
5

5

!%
� 1;

$
n

2

 
1�

p
5

5

!%
;

&
n

2

 
1�

p
5

5

!')
:

On a b�nc ; d�ne 2 Mn: On peut a¢ rmer d�après le Théorème 31 que rn 2 Mn;
cependant, nous ne pouvons en déduire que

rn 6=
$
n

2

 
1�

p
5

5

!%
� 1

pour cause b�nc =
�
n
�
1�

p
5=5
�
=2
�
� 1 pour les valeurs de n = 11; 22; 29; 33; 40;

51; 58; 69; 76; 80; 87; 98; :::

Ainsi, on peut a¢ rmer, en utilisant la relation (3.3) et le Théorème 31 que pour ces
mêmes valeurs de n; on a

rn =

$
n

2

 
1�

p
5

5

!%
:

Malheureusement, nous ne pouvons utiliser la même approche pour étudier la suite (L (n; k))k :
Une autre approche est proposée dans la sous section suivante.

3.2.3 La suite (L (n; k))0�k�bn=2c

Les racines de Ln (x) =
bn=2cX
k=0

L (n; k)xk sont réelles et négatives [57]. Ainsi le Théorème 31

est applicable à la suite (L (n; k))0�k�bn=2c :

Théorème 34 Le plus petit mode sn de la suite (L (n; k))0�k�bn=2c véri�e

sn =

$
n

2

 
1�

p
5

5

!%
ou sn =

&
n

2

 
1�

p
5

5

!'
:
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Pour démontrer le Théorème 34, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 35 Soient a et b deux entiers et c un réel tels que a=b =2 N; c =2 N et ja� bcj < 1:
Alors, on a

ba=bc = bcc et da=be = dce :

Preuve. Soient a, b, c donnés par le lemme, alors on a (a� 1) =b < c < (a+ 1) =b. On en
déduit que (a� 1) =b � 1 < bcc < (a+ 1) =b; ainsi a � 1 � b < b bcc < a + 1 et �nalement
a� b � b bcc � a; i.e. bcc � a

b
� bcc+1: Comme a=b et c ne sont pas des entiers, on obtient

ba=bc = bcc et da=be = dce :

�
Preuve du Théorème 34. Soient a := nFn�1; b := Ln et c := n

�
1�

p
5=5
�
=2: En

utilisant les relations (3.8) et (3.16); on obtient

L0n (1)

Ln (1)
=
nFn�1
Ln

=
a

b
.

Et du Théorème 31, on déduit

ba=bc � sn � da=be :

On a

1. a=b =2 N car Ln ne divise pas n (Ln > n) et il est premier avec Fn�1 pour n � 2; de
plus par (3.11); on a

(Ln; Fn�1) = (Fn+1 + Fn�1; Fn�1)

= (Fn+1; Fn�1) = (Fn; Fn�1) = (Fn�1; Fn�2) = � � � = (F2; F1) = 1

2. c =2 N car
p
5 =2 Q.

3. ja� bcj < 1 car ja� bcj =
��nFn�1 � nLn

�
1�

p
5=5
�
=2
�� = n

p
5=5�n � �=

p
5 < 1:

Le Théorème 34 se déduit en appliquant le Lemme 35. �

3.3 Unimodalité des éléments du triangle de Pascal II :
suites liées aux nombres de Pell et de Pell-Lucas

Nous rappelons que les suites de Pell et de Pell-Lucas (Pn)n�0 et (Qn)n�0 sont dé�nies par�
P0 = 0; P1 = 1 et Pn = 2Pn�1 + Pn�2 (n � 2);
Q0 = 2; Q1 = 2 et Qn = 2Qn�1 +Qn�2 (n � 2):

(3.21)



Unimodalité et propriétés combinatoires de suites numériques 54

La suite (Pn)n�0 est la suite des nombres de Pell.

La suite (Qn)n�0 est la suite des nombres compagnons de Pell ou Pell-Lucas.

Le but de cette section est d�établir les deux théorèmes suivants

Théorème 36 La suite (P (n; k))0�k�bn=2c est unimodale avec pic ou plateau à deux points.
Son plus petit mode rn est donné par

rn =

&
4n� 3�

p
8n2 + 16n+ 9

8

'
:

Les entiers n pour lesquels cette suite possède un plateau frn; rn + 1g à deux points sont
les entiers de la forme

n =
1

2
P4m � 1 avec rn =

1

16
(Q4m�1 � 14) ; (m � 1) .

Théorème 37 La suite (Q (n; k))0�k�bn=2c est unimodale avec pic ou plateau à deux points.
Son plus petit mode sn est donné par

sn =

�
4n� 5�

p
8n2 � 7

8

�
:

Les entiers n pour lesquels cette suite possède un plateau fsn; sn + 1g à deux points sont
les entiers de la forme

n =
1

2
(Q2m � (�1)m P2m) ; avec sn =

1

16
(8P2m�1 � (�1)mQ2m�1 � 10) ; (m � 1) :

Remarque 38 Avec les notations des Théorèmes 36 et 37, on a

rn; sn 2
($

n

2

 
1�

p
2

2

!%
;

&
n

2

 
1�

p
2

2

!')
:

Les entiers n pour lesquels les suites
�
2n�2k

�
n�k
k

��
0�k�bn=2c et

�
2n�2k n

n�k
�
n�k
k

��
0�k�bn=2c

possèdent un plateau à deux points sont respectivement

m n = �m rn = �m
1 5 0
2 203 29
3 6 929 1 014
4 235 415 34 475
5 7 997 213 1 171 164
6 271 669 859 39 785 129
7 9 228 778 025 1 351 523 250

et

m n = 
m sn = �m
1 11 1
2 134 19
3 373 54
4 4 552 666
5 12 671 1 855
6 154 634 22 645
7 430 441 63 036
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Remarque 39 De plus, les suites (�m), (�m) ; (
m) ; (�m) véri�ent les relations de récur-
rence suivantes

�m = 34�m�1 � �m�2 + 32;

�m = 34�m�1 � �m�2 + 28;


m = 34
m�2 � 
m�4;

�m = 34�m�2 � �m�4 + 20:

Ces suites récurrentes, via le calcul des premiers termes, montrent qu�e¤ectivement ce sont
des suites d�entiers.

Considérons (Pn)n�0 la suite des nombres de Pell et (Qn)n�0 la suite des nombres com-
pagnons de Pell dé�nis en (3.21) et établissons le lemme suivant utile pour démontrer les
Théorèmes 36 et 37.

Lemme 40 On a

1. S1 := f(u; v) 2 N2 j u2 � 2v2 = 1g =
��

1
2
Q2m; P2m

�
; m 2 N

	
;

2. S2 := f(u; v) 2 N2 j u2 � 8v2 = 1g =
��

1
2
Q2m;

1
2
P2m

�
; m 2 N

	
;

3. S3 := f(u; v) 2 N2 j u2 � 8v2 = 1 et u � 1 (mod 4)g =
��

1
2
Q4m;

1
2
P4m

�
; m 2 N

	
;

4. S4 := f(u; v) 2 N2 j u2 � 8v2 = �7 et u � �1 (mod 4)g
=
n�
4P2m � (�1)m

2
Q2m;

1
2
Q2m � (�1)m

2
P2m

�
; m 2 N?

o
Preuve. 1. Résolution classique (voir Yan [355, 2002]):

2. C�est une conséquence de 1. en utilisant le fait que (u; v) 2 S2 , (u; 2v) 2 S1 avec P2m
pair.

3. Il su¢ t d�exploiter 1
2
Q2m � 1 (mod 4), m � 0 (mod 2) :

4. Pour " 2 f�1; 1g ; on a l�équivalence suivante u2 � 8v2 = �7 , (v + " (u+ "v) =7)2 �
8 ((u+ "v) =7)2 = 1:

De plus pour (u; v) 2 S4; on a u � v � (u� v) =7 et u � v � 0 (mod 7) ; ce qui donne
(u+ "v) =7 � 0 ainsi que v+" (u+ "v) =7 � 0 pour " = �1: Ainsi (u; v) 2 S4 si et seulement
si on peut trouver " 2 f�1; 1g tel que u � �1 (mod 4) et (v + " (u+ "v) =7; (u+ "v) =7) 2
S2; en exploitant 2, cela devient équivalent à u = 4P2m � "Q2m=2; v = (Q2m � "P2m) =2;
(x; v) 2 N avec u � �1 (mod 4) : Puisque Q2m et P2m sont pairs, u et v sont nécessairement
des entiers. La condition u � �1 (mod 4) équivaut à " � 1

2
Q2m (mod 4). En utilisant les

formules de Binet, on obtient 1
2
Q2m � 1 � 2m � (�1)m (mod 4) ; ce qui donne " = (�1)m :

On véri�e en�n que u et v sont dans N uniquement pour m � 1: �
Preuve des Théorèmes 36 et 37. Soient Fn (x) ; Ln (x) ; Pn (x) et Qn (x) les fonction
génératrices de

�
n�k
k

�
; n
n�k
�
n�k
k

�
; P (n; k) et Q (n; k) ; k = 0; 1; : : : ; bn=2c respectivement. Les

valeurs de ces fonctions en x = 1 sont respectivement Fn+1; Ln; Pn+1 et Qn:
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Benoumhani [48], a montré que les zéros des polynômes Fn (x) et Ln (x) sont réels: En
utilisant les relations

Pn (x) : =

bn=2cX
k=0

2n�2k
�
n� k

k

�
xk = 2nFn (x=4) ;

Qn (x) : =

bn=2cX
k=0

2n�2k
n

n� k

�
n� k

k

�
xk = 2nLn (x=4) ;

on obtient la même chose pour les polynômes Pn (x) et Qn (x) :

Ces racines sont, respectivement pour k = 1; : : : ; bn=2c ;

zk = �
�
1 + tan2

k�

n+ 1

�
et z0k = �

�
1 + tan2

(2k � 1)�
2n

�
:

Les suites (P (n; k))0�k�bn=2c et (Q (n; k))0�k�bn=2c sont SLC par le Théorème 31, donc
unimodales avec un pic ou un plateau à deux éléments. Pour tout entier k = 0; : : : ; bn=2c�1;
on a

P (n; k + 1)� P (n; k) = 2n�2k�2
(n� k � 1)!

(k + 1)! (n� 2k)!An (k)

Q (n; k + 1)�Q (n; k) = 2n�2k�2
(n� k � 2)!n

(k + 1)! (n� 2k)!Bn (k) ;

avec An (u) = 8u2 � 2 (4n� 3)u + n (n� 5) et Bn (u) = 8u2 � 2 (4n� 5)u + n2 � 5n + 4:
Les signes de (P (n; k + 1)� P (n; k)) et (Q (n; k + 1)�Q (n; k)) sont identiques à An (k)
et Bn (k) respectivement.

Pour n > 5; on a An (0) = n (n� 5) > 0 et An (n=2) = �n (n+ 2) < 0; ainsi que Bn (0) =
n (n� 5) + 4 > 0 et Bn (n=2) = 4 � n2 < 0: On en déduit que An (u) et Bn (u) ont une
unique solution dans l�intervalle [0; n=2] : En les nommant h (n) et l (n) respectivement, on a
rn = dh (n)e =

�
(4n� 3�

p
8n2 + 16n+ 9)=8

�
et sn = dl (n)e =

�
(4n� 5�

p
8n2 � 7)=8

�
:

La suite (P (n; k))k admet un plateau si et seulement si h (n) 2 N; ce qui revient à trouver
un entier u � 0 véri�ant 8n2 + 16n + 9 = u2 et 4n � 3 � u � 0 (mod 8) ; conditions que
l�on peut écrire (u; n+ 1) 2 S3 et 4n � 3 � u � 0 (mod 8) : Le lemme 40 permet d�obtenir
u = 1

2
Q4m et n = 1

2
P4m � 1; quand m � 1: En utilisant le fait que 4P4m �Q4m = Q4m�1; on

aboutit à 4n� 3� u = 8�m � 0 (mod 8) : Tout entier m � 1; répond à la question, de plus
rn = �m: La même démarche convient pour la suite (Q (n; k))k : �

3.4 Unimodalité des éléments du triangle de Pascal
III : premières extensions

Nous revenons à la suite fWng1n=0; une suite récurrente linéaire d�ordre deux de valeurs
initiales W0 2 R et W1 2 R, non simultanément nulles, dé�nie par

Wn = xWn�1 + yWn�2; (n � 2);
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à laquelle est associée la suite

W (n; k) = xn�2kyk
�
n� k

k

��
W1 +

k

n� 2k + 1xW0

�
; k = 0; : : : ; bn=2c : (3.22)

Il s�agit dans cette section d�étudier l�unimodalité de la suite fW (n; k)gk.
Les Théorèmes 41-45 concernent trois classes de suites relatives à la relation (3.22) et
généralisent la majorité des résultats déjà établis en ce qui concerne l�unimodalité des suites
associées aux coe¢ cients binomiaux. En général, la suite, fW (n; k)gk n�est pas unimodale,
même si x et y sont positifs. Par exemple, si x = y = 1, avec W0 = �8, W1 = 5, la suite
�nie

W (8; k) = 5; 27; 27; �30; �27; (k = 0; : : : ; 4)

n�est pas unimodale.

Théorème 41 Soient x et y deux nombres réels tels que x > 0, on suppose que U0 = 0 et
U1 = 1. Pour n � 2, la suite

U (n; k) = xn�2kyk
�
n� k

k

�
; (k = 0; : : : ; bn=2c)

est unimodale si et seulement si y � 0. Dans ce cas, son pic k = rn véri�e

rn 2
($

n

2

 
1� 1p

4y=x2 + 1

!%
;

&
n

2

 
1� 1p

4y=x2 + 1

!')
;

et le plateau à deux éléments est atteint en rn et rn + 1.

Il est immédiat de constater que U (n; k) ne peut être unimodale pour les valeurs négatives
de y, et elle est trivialement unimodale pour y = 0.

Preuve. Il reste seulement le cas y > 0 à considérer. L�inégalité suivante

xn�2kyk
�
n� k

k

�
� xn�2(k+1)yk+1

�
n� (k + 1)

k + 1

�
; (k = 0; : : : ; bn=2c � 1)

est équivalente à

0 � (4c+ 1)k2 � (4c+ 1)kn+ cn2 + (2c+ 1)k � (c+ 1)n

avec c = y=x2 > 0. En multipliant l�inégalité précédente par 4(4c+ 1), on obtient

(4c+ 1)(n+ 1)2 + 4c2 � ((4c+ 1)(2k � n) + (2c+ 1))2 : (3.23)

Il est facile de voir que (4c+ 1)(2k � n) + (2c+ 1) < 0. Par conséquent, en utilisant (3.23),
on a

k � tn =
(4c+ 1)n� (2c+ 1)�

p
(4c+ 1)(n+ 1)2 + 4c2

2(4c+ 1)
: (3.24)
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Posons t?n = (n=2)(1� 1=
p
4c+ 1). De la double inégalité �1 < tn � t?n < 0; il s�ensuit que

le pic rn de fU (n; k)g est l�un des deux entiers bt?nc ou dt?ne. Lorsque tn est un entier, la
suite fU (n; k)g possède un plateau à deux éléments en k = rn et k = rn + 1. Trivialement,
les plateaux peuvent être identi�és par les solutions entières positives u et v de l�équation
de Pell (4c+ 1)(u+ 1)2 + 4c2 = v2. �

Remarque 42 La formule (3.24) se traduit en

k � 5n� 3�
p
5n2 + 10n+ 9

10
et k � 4n� 3�

p
8n2 + 16n+ 9

8

dans le cas particulier des suites de Fibonacci et de Pell respectivement.

Un théorème analogue au Théorème 41 est aussi établi pour la suite compagnon de Un :
la Lucas-suite.

Théorème 43 Soient x > 0 et y deux nombres réels, V0 = 2, V1 = x et n � 2 un entier.
La suite

V (n; k) = xn�2kyk
n

n� k

�
n� k

k

�
; (k = 0; : : : ; bn=2c)

est unimodale si et seulement si y � 0. La description des pics et des plateaux coïncide avec
ceux du Théorème 41.

Preuve. Supposons y > 0 et suivons les étapes de la preuve du Théorème 41. Donc on peut
transformer V (n; k) � V (n; k + 1) avec

0 � (4c+ 1)k2 � (4c+ 1)kn+ cn2 + (2c+ 2)k � (c+ 1)n+ 1; (3.25)

(c = y=x2) et en multipliant par le terme adéquat la relation (3.25), on obtient

(4c+ 1)n2 + 4c(c� 2) � ((4c+ 1)(2k � n) + (2c+ 2))2 :

Ainsi

k � (4c+ 1)n� (2c+ 2)�
p
(4c+ 1)n2 + 4c(c� 2)

2(4c+ 1)
: (3.26)

On établit aussi que rn est soit bt?nc soit dt?ne avec le même t?n obtenu au Théorème 41. Pour
les plateaux, l�équation diophantienne (4c+ 1)u2 + 4c(c� 2) = v2 doit être étudiée. �

Remarque 44 L�inégalité (3.26) donne la formule

k � 5n� 4�
p
5n2 � 4

10
et k � 4n� 5�

p
8n2 � 7

8

dans le cas des nombres de Lucas et des compagnons Lucas respectivement.
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Le choix W0 = 0 et W1 = 1 rend l�expression donnée par la relation (3.22) la plus simple
possible. Le théorème suivant généralise ce qui précède au sens où on ne �xe pas les valeurs
initiales de la suite récurrente mais plutôt ses coe¢ cients.

Théorème 45 On se donne W0 et W1 deux nombres réels positifs, x = y = 1 et un entier
n � 2. Alors la suite

W (n; k) =

�
n� k

k

��
W1 +

k

n� 2k + 1W0

�
; (k = 0; : : : ; bn=2c)

est unimodale.

Preuve. L�hypothèse x = y = 1 accompagnant l�inégalité W (n; k) � W (n; k + 1) conduit
à

(n�k)(k+1) (W1(n� 2k + 1) +W0k) � (n�2k+1)(n�2k) (W1(n� 2k � 1) +W0(k + 1)) ;

ce qui équivaut à 0 � fn(k) =
P3

i=0 ei(n)k
i, où

e0(n) = n3 + (h� 1)n2 + (h� 2)n;
e1(n) = (h� 7)n2 + (�4h+ 2)n+ (�2h+ 3);
e2(n) = (�5h+ 15)n+ (3h� 1);
e3(n) = 5h� 10;

avec h = W0=W1 > 0. Le cas particulier h = 2 a été particulièrement traité par Benoumhani
[57] et complété au paragraphe 3.2. Ainsi, en regardant le signe de e3(n), on est amené à
distinguer deux cas :

Dans un premier temps, on suppose h > 2, ce qui entraîne que les coe¢ cients du polynôme
de degrés trois fn(k) sont positifs. De plus fn(0) = e0(n) > 0 et fn(n=2) = �(hn3 + (2h +
2)n2 + 4n)=8 < 0, il s�ensuit que fn(k) possède une unique racine dans l�intervalle [0;n=2].
L�unimodalité de la suite (W (n; k))k en découle.

Dans le second cas, on suppose 0 < h < 2 ce qui entraîne e3(n) < 0. On peut facilement
véri�er que fn(0) = n(n2 + (h � 1)n + (h � 2)) est positif lorsque n � 2 et fn(n=2) < 0
comme dans le cas précédent. Cependant, le signe de e3(n) ne facilite pas l�étude de fn(k),
ce qui nous amène à l�analyse suivante. Le polynôme

f 0n(k) = (15h�30)k2+((�10h+ 30)n+ (6h� 2)) k+
�
(h� 7)n2 + (�4h+ 2)n+ (�2h+ 3)

�
admet deux racines distinctes du fait que son discriminant

D = 20(2h2 � 3h+ 3)n2 + 40(3h2 � 5h+ 3)n+ 4(39h2 � 111h+ 91)

est positif lorsque 0 < h < 2. Ainsi, 2h2 � 3h+ 3 > 0 et le discriminant

D1 = �960(h� 2)2(11h2 � 19h+ 19)
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de D admet des valeurs négatives dans l�intervalle ]0; 2[.

Pour achever la démonstration, il su¢ t de montrer que la racine réelle maximale f2 de
f 0n(k) véri�e n=2 < f2, plus précisément

f2 =
(10h� 30)n+ (2� 6h)�

p
D

30h� 60 >
n

2
:

Pour le voir, il su¢ t de signaler que 2 � 6h � 5hn <
p
D, ce qui est vrai pour h � 1=3. A

l�inverse, lorsque h < 1=3, il su¢ t de véri�er que

0 < (�h+ 2)n2 + (�4h+ 4)n+ (�8h+ 12):

Ce qui est le cas sous les hypothèses posées. �

3.5 Unimodalité des éléments du triangle de Pascal
IV : autres extensions et conjectures

Une direction, tout aussi intéressante, serait d�étudier l�unimodalité de la suiteW (q;r) (n; k) =�
n�qk
rk

�
, avec q 2 Z et r 2 N. Cette famille, en q et r; caractérise tous les champs que l�on peut

déduire des éléments du triangle de Pascal. Si q ou r est nul, l�unimodalité est trivialement
véri�ée, c�est aussi le cas pour (q; r) = (�1; 1). Le cas (q; r) = (1; 1) a été traité par Tanny
et Zuker dans [326] (voir les détails au paragraphe 3), ainsi que le cas q > 1, r = 1 dans
[327] et [328].

On traitera dans un premier temps la paire (q; r) = (1; 2), qui correspond à W (1;2) (n; k) =�
n�k
2k

�
. Remarquons que an :=

Pbn=3c
k=0

�
n�k
2k

�
véri�e la relation de récurrence an = an�1 +

an�2 + an�4 avec comme valeurs initiales a0 = a1 = a2 = 1 et a3 = 2 (Sloane : A005251).

Théorème 46 La suite W (1;2) (n; k) =
�
n�k
2k

�
est unimodale (k = 0; : : : ; bn=3c).

Preuve. En constatant que
�
n�k
2k

�
�
�
n�k�1
2k+2

�
, on obtient

0 � f(k) = �23k3 + (23n� 21)k2 + (�9n2 + 12n� 4)k + (n3 � 3n2):

Comme f(0) = n2(n � 3) � 0 si n � 3, et que f(n=3) = �4n(n + 3)(2n + 3)=27 < 0, il
su¢ t de véri�er que f(k) est strictement décroissante. Ce que l�on réalise en considérant f
comme une fonction réelle pour n � 3 et comme f 0(k) 6= 0 on a le résultat. �

Une tout aussi intéressante paire à étudier est (q; r) = (�1; 2). On reconnaît, dans ce cas,
la sous suite de Fibonacci d�indices impairs F2n+1 =

Pn
k=0

�
n+k
2k

�
(Sloane : A001519). Elle

satisfait aussi la relation de récurrence bn = 3bn�1 � bn�2 (n � 2) où bn = F2n+1.

Théorème 47 La suite W (�1;2) (n; k) =
�
n+k
2k

�
est unimodale (k = 0; : : : ; n). Les plateaux

existent si et seulement si n = (F12�+4�1)=2 et n = (F12�+8�1)=2 avec k = (L12�+4�7)=10
et k = (L12�+8 � 7)=10 (� 2 N), respectivement.
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Donnons les deux tables suivantes à titre d�exemples

Table 1

� F12�+4 n L12�+4 k
�
n+k
2k

�
=
�
n+k+1
2k+2

�
0 3 1 7 0

�
1
0

�
=
�
2
2

�
1 987 493 2207 220

�
713
440

�
=
�
714
442

�
2 317811 158905 710647 71064

�
229969
142128

�
=
�
229970
142130

�
Table 2

� F12�+8 n L12�+8 k
�
n+k
2k

�
=
�
n+k+1
2k+2

�
0 21 10 47 4

�
14
8

�
=
�
15
10

�
1 6765 3382 15127 1512

�
4894
3024

�
=
�
4895
3026

�
2 2178309 1089154 4870847 487084

�
1576238
974168

�
=
�
1576239
974170

�
Preuve. Sachant que W (n; k) � W (n; k + 1), on a

0 � f(k) = �5k2 � 7k + (n2 + n� 2):

Comme k = �0:7 est l�unique solution de f 0(k) = 0, il s�ensuit que f(k) est strictement
décroissante dans l�intervalle [0;n� 1]. Ainsi, les zéros du polynôme f(k) sont

f1;2 =
7�

p
20n2 + 20n+ 9

�10 ; (3.27)

dont le plus petit f1 est négatif et le plus grand f2 est proche de 0:45n; donc

f
�
n=
p
5� 1

�
� f
�
n=
p
5
�
= �4

5
(4 +

p
5)n2 � 2

5
(5 + 3

p
5)n < 0

entraîne que n=
p
5 � 1 < f2 < n=

p
5. Par suite W (�1;2) (n; k) est unimodale, et son plus

petit mode kn = df2e véri�e
�
n=
p
5
�
� kn �

�
n=
p
5
�
.

Maintenant, il reste à justi�er l�existence de plateaux. En utilisant la relation (3.27), on va
résoudre l�équation de Pell suivante 20u2 + 20u + 9 = v2. Il est bien connu que l�équation
diophantienne

v2 � 5(2u+ 1)2 = 4
entraîne v = L2� et 2u + 1 = F2�. Un nombre de Fibonacci d�indice pair est impair si
et seulement si 3 ne divise pas �. Pour � = 3� � 1, une simple véri�cation montre que
L6��2 � �7(mod 10) selon la parité de �. En choisissant les cas appropriés, on en déduit
que f2 est un entier positif. �

Remarque 48 Une seconde preuve peut être donnée, en introduisant la fonction génératrice
de la suite �nie W (�1;2) (n; k) : Mn (x) =

P
0�k�n

�
n+k
2k

�
xk; donnée par

Mn (x) =
1

xn
p
x2 + 4x

0@ x+px2 + 4x
2

!2n+1
�
 
x�

p
x2 + 4x

2

!2n+11A :
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Il su¢ t pour cela de voir que

M0 (x) = 1;

M1 (x) = x+ 1;

Mn (x) = (x+ 2)Mn�1 (x)�Mn�2 (x) ;

suite de polynômes connue sous le nom des polynômes de Morgan-Voyce.

On en déduit que Mn (x) admet n racines réelles distinctes données par

xk = �2
�
1 + cos

2k�

2n+ 1

�
; k = 1; 2; : : : ; n;

donc la suiteW (�1;2) (n; k) =
�
n+k
2k

�
est SLC, ce qui assure l�unimodalité ainsi que la présence

de pics ou de plateaux à deux éléments au plus.

Pour m � 3 posons f�mgm��1 et f�mgm��1 les suites dé�nies par�
�m = 322�m�2 � �m�4 + 160; avec (��1; �0; �1; �2) = (�11;�2; 1; 10)
�m = 322�m�2 � �m�4 + 224; avec

�
��1; �0; �1; �2

�
= (4; 0; 0; 4)

Les entiers n pour lesquels les suites
�
n+k
2k

�
; (k = 0; 1; : : : ; n) admettent un plateau à deux

éléments fkn; kn + 1g sont exactement les entiers �s; s � 1 tels que k�s = �s pour s � 1.

Table

s n = �s kn = �s
1 1 0
2 10 4
3 493 220
4 3382 1512
5 158905 71064
6 1089154 487084

Finalement, considérons le cas (�1; r). Lorsque r = 3, la suite de nombres cn =
Pbn=2c

k=0

�
n+k
3k

�
pour n � 0mod 3 produit la suite de Padovan fpng dé�nie par pn = pn�2+pn�3 avec p0 = 1,
p1 = p2 = 0 (Sloane : A003522) : cn = p3n+3. Le Théorème 49 généralise partiellement le
Théorème 47.

Théorème 49 La suiteW (�1;r) (n; k) =
�
n+k
rk

�
est unimodale (r � 2; k = 0; : : : ; bn= (r � 1)c).

En ce qui concerne ce théorème, on va utiliser la stricte log-concavité pour le démontrer.

Preuve. Montrer que le fait queW (�1;r) (n; k) soit strictement log-concave équivaut à mon-
trer l�inégalité �

n+ k

rk

�2
>

�
n+ k � 1
rk � r

��
n+ k + 1

rk + r

�
: (3.28)
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Posons b = r � 1 � 1. Ainsi (3.28) est équivalente à

(n+ k)(n� bk + 1)

(n+ k + 1)(n� bk)
�
r�1Y
i=0

�
1 +

r

rk � i

�
�
b�1Y
j=1

�
1 +

b+ 1

n� bk � j

�
> 1:

Comme (n + k)(n � bk + 1) > (n + k + 1)(n � bk) > 0, et que les autres termes sont
trivialement plus grands que 1, on achève la preuve. �

Conjecture 50 Soit
�
n
k

�
un élément �xé du triangle de Pascal par lequel passe un trait.

Alors la suite des coe¢ cients binomiaux passant le long de ce trait est unimodale.

Conjecture 51 Etant donnés un triangle de Pascal généralisé et la suite Tribonacci donnée
par Tn = Tn�1 + Tn�2 + Tn�3 (n � 3) avec T0 = T1 = 0, T2 = 1. Les éléments de ce triangle
sont dé�nis par�

n

k

�
2

=

bk=2cX
i=m

n!

i! � (k � 2i)! � (n� k + i)!
=

bk=2cX
i=m

�
n

n� i

��
n� i

k � 2i

�
où m = maxf0 ; k � ng. On conjecture que la suite

�
n�k
k

�
2
est unimodale.

3.6 Interprétations combinatoires des précédentes suites

Dans cette section il s�agit essentiellement de donner des interprétations combinatoires de
certaines des suites étudiées dans ce document.

Pour ce qui concerne l�interprétation combinatoire des suites F (n; k) et L (n; k) ; les ou-
vrages classiques de combinatoire en parlent. On pourra consulter à titre indicatif la référence
de Stanley [312] à ce sujet.

Pour les suite liées aux nombres de Pell et de Pell-Lucas, on a le résultat suivant :

Théorème 52 Une interprétation combinatoire des suites P (n; k) et Q (n; k) :

1. Le nombre de mots que l�on peut former avec les lettres A, B, C et D; de longueur
n, commençant avec k A consécutifs et contenant exactement k fois la lettre B est
P (n; k) :

2. Le nombre de façons d�arranger k adultes et n� k enfants, dont au moins k garçons,
autour d�une table, de sorte que le voisin gauche de chaque adulte soit un garçon est
Q (n; k).

Preuve. Par un raisonnement combinatoire simple, on aboutit à la première interprétation.

Pour ce qui concerne la seconde interprétation, numérotons les sièges autour de la table
par 1; 2; : : : ; n dans le sens des aiguilles d�une montre. Installons les k adultes sans qu�il
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y en aient deux côte à côte, ainsi que les n � k enfants. Lorsque la place numéro 1 est
occupée par un enfant, on installe les k adultes sur les n� k sièges vacants entre les enfants
de
�
n�k
k

�
manières. Sinon, on installe les k � 1 adultes entre les n � k � 1 sièges occupés

par les enfants (on exclut les places numérotés 2 et n adjacentes à la numéro 1) de
�
n�k�1
k�1

�
manières. Ainsi, on obtient

�
n�k
k

�
+
�
n�k�1
k�1

�
= n

n�k
�
n�k
k

�
possibilités. Pour ce qui concerne les

sièges occupés par les enfants, au moins k d�entre eux sont des garçons, donc les (n� k)�k
sont indi¤éremment occupés par un garçon ou une �lle, ce qui fait 2n�2k possibilités. Ce qui
établit le résultat. �

Théorème 53 Plus généralement, par rapport à F (n; k) et P (n; k) ; en considérant deux
entiers naturels A et B; une interprétation combinatoire de la suite liée aux nombres de
Fibonacci généralisés An�2kBk

�
n�k
k

�
serait le nombre de mots que l�on peut former avec

les lettres R;S1; : : : ; SA; T1; : : : ; TB de longueur n, commençant avec k fois la lettre R et
contenant exactement k lettres parmi fT1; : : : ; TBg.

3.7 Unimodalité des éléments du triangle de Pascal
étendu : aux bi qnomiaux

A�n d�illustrer la récurrence donnée par la relation (2.23), nous allons présenter, à titre
d�exemples, les triangles des coe¢ cients bipentanomiaux et bihexanomiaux, en mettant en
relief les valeurs maximales de chacune des lignes de chaque table. Ces dernières sont les
valeurs modales des suites f

�
L
k

�
4
g4Lk=0 et f

�
L
k

�
5
g5Lk=0 respectivement.

Table 1 : Triangle des coe¢ cients bipentanomiaux :
�
L
k

�
4

Lnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 1
1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5 4 3 2 1
3 1 3 6 10 15 18 19 18+ 15+ 10+ 6+ 3+ 1
4 1 4 10 20 35 52 68 80 85 80 68 =52 35 20 � � �
5 1 5 15 35 70 121 185 255 320 365 381 365 320 255 � � �

Table 2 : Triangle des coe¢ cients bihexanomiaux :
�
L
k

�
5

Lnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0 1
1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
3 1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1
4 1 4 10 20 35 56 80 104 125 140 146 140 125 104 80 � � �
5 1 5 15 35 70 126 205 305 420 540 651 735 780 780 735 � � �
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A la lumière des observations faites sur les tables, nous allons procéder à l�étude de l�uni-
modalité de la suite des coe¢ cients biqnomiaux f

�
L
k

�
q
gqLk=0, coe¢ cients déjà introduits et

dé�nis au chapitre précédent. C�est en fait le résultat principal de cette section.

Théorème 54 Soient q � 1 et L � 0 deux entiers. Alors la suite des coe¢ cients biqnomiaux
f
�
L
k

�
q
gqLk=0 est unimodale et son plus petit mode est donné par

kL := argmax
k

�
L

k

�
q

= b(qL+ 1) =2c :

En outre, on a la relation de récurrence suivante�
L

kL

�
q

=
X
i2Iq

�
L� 1
kL�1 + i

�
q

;

avec

Iq =

8<:
f�q=2; : : : ; q=2g si q est pair,
f� (q + 1) =2; : : : ; (q � 1) =2g si q et L sont impairs,
f� (q � 1) =2; : : : ; (q + 1) =2g sinon.

Preuve. Il su¢ t pour chacun des deux cas : q impair et q pair, de procéder par récurrence
sur L en exploitant la relation de récurrence (2.23). �

Remarque 55 Pour les valeurs impaires de qL on a un plateau de longueur deux : qL=2
et qL=2 + 1. Dans les autres cas on est en présence du pic : (qL+ 1) =2.

Conjecture 56 Soit
�
L
k

�
q
un élément �xé du triangle de Pascal étendu par lequel passe un

trait. Alors la suite des coe¢ cients biqnomiaux passant le long de ce trait est unimodale.

3.8 Expression explicite de la valeur modale pour la
convolée de la loi discrète uniforme

Au début du dix-huitième siècle l�expression de la convolée d�une loi discrète uniforme était
bien connue (de Moivre 1711, voir [251, 3rd ed., 1756] ou [252, 1731]). Cette convolée inter-
vient dans beaucoup de situations pratiques, comme les jeux à chances égales, a¤ectation
aléatoire des tâches pour plusieurs serveurs, les marches aléatoires, etc. Il est bien établi que
la convolée de deux lois discrètes unimodales n�est pas nécessairement unimodale, voir Dhar-
madhikari et Joak-Dev [105, 1988, p. 108-109]. Cependant, si de plus ces distributions sont
symétriques, alors on obtient une distribution unimodale symétrique. C�est la version dis-
crète d�un analogue au Théorème de Wintner [353, 1938]. Comme on sait que la convolée de
la loi uniforme discrète est symétrique et unimodale, la détermination des valeurs modales ou
probabilités maximales d�une telle distribution reste une question d�actualité. Pour citer un
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travail récent concernant ce problème, on peut consulter le travail de Mattner et Roos [230,
2007] où ils exhibent une borne supérieure pour la valeur modale cq;L <

p
6=�q (q + 2)L

(cq;L étant la probabilité maximale de la L-ième convolée d�une loi discrète uniforme sur
f0; 1; :::; qg). Il y a dans la littérature plusieurs travaux concernant la recherche de telles
bornes. A titre d�exemple, on cite un travail antérieur à Mattner et Roos, durant la même
année, celui de Siegmund-Schultze et von Weizsäcker [297, 2007]. Ces derniers montrent
l�existence d�une constante A telle que cq;L < A= (q + 1)

p
L et donnent une application de

ces bornes supérieures pour la construction d�une marche aléatoire polygonale.

Pour ce qui nous concerne, nous nous proposons de donner une expression explicite du mode
de la L-ième convolée d�une loi discrète uniforme en exploitant l�unimodalité de la suite des
coe¢ cients biqnomiaux. Pour ces derniers, en revenant aux probabilités, nous établissons la
log-concavité asymptotique.

Dans cette section, nous utilisons les notations du paragraphe 1.6.

nous sommes maintenant en mesure d�expliciter les probabilités maximales de la convolée
L-ième de la loi uniforme discrète.

Nous avons déjà établi au Corollaire 19 que

P
�
U?Lq = k

�
=

�
L
k

�
q

(q + 1)L
; k = 0; 1; : : : ; qL:

En utilisant le Théorème 54, on précise les valeurs de cq;L := maxk
�
L
k

�
q
= (q + 1)L : On peut

donc énoncer le théorème suivant

Théorème 57 La probabilité maximale de la L-convolée d�une loi discrète uniforme sur
f0; 1; : : : ; qg est donnée par

cq;L =
1

(q + 1)L

�
L

b(qL+ 1) =2c

�
q

:

Remarque 58 D�après Odlyzko et Richmond [258, 1985] on sait que pour L su¢ samment
grand, la suite des probabilités fP

�
U?Lq = k

�
gk est log-concave, on peut donc en déduire

facilement que la suite f
�
L
k

�
q
gk est asymptotiquement log-concave.

Conjecture 59 Pour tout entier positif q; la suite f
�
L
k

�
q
gk est SLC.



Chapitre 4

Fonction génératrice

4.1 Introduction

A notre connaissance il n�existe pas de manuels en combinatoire qui ne traite de la fonction
génératrice, c�est l�un des outils fondamentaux des combinatoriciens. Il existe même des
ouvrages consacrés entièrement aux fonctions génératrices comme ceux d�Egorychev [118,
1974], Srivastava et Manocha [309, 1984], Wilf [352, 1994] et Lando [201, 2003], pour ne
citer que ceux-là.

De plus, la notion de fonction génératrice se trouve être un outil fécond et e¢ cace dans
plusieurs domaines mathématiques autres que la combinatoire, comme les systèmes dyna-
miques, les probabilités, la géométrie, l�analyse, etc. On peut citer les manuels de Mc Bride
[78, 1971] pour les fonctions hypergéométriques, de Nilson [255, 1972] pour les triangles de
Pascal généralisés, de Gomez [134, 1973] pour la géométrie combinatoire, de Shilman [298,
1978] pour les systèmes dynamiques, de Kenney et Koeping [194, 1951] et de Khamitov [195,
1991] pour les probabilités, et de Bousquet-Mélou [71, 2005] pour la théorie du langage.

Nous citons aussi les références suivantes comme exemples de travaux en systèmes dyna-
miques, théorie ergodique, équations aux di¤érences et équations fonctionnelles : Shannon
et Horadam [291, 1971], Panaretos [261, 1987], Siafarikas [296, 1995], Théorêt [330, 1995],
Meyer [247, 1996], Feng [126, 1998], Kamchatnov et Pavlov [190, 2002], Pavlov [262, 2006]
et Ozer et al [260, 2007].

Pour ce qui nous concerne, les fonctions génératrices de la plupart des suites que nous
avons étudiées dans ce document sont connues, essentiellement celles associées aux suites
récurrentes linéaires, aux puissances de suites de nombres, aux sommes binomiales, et à leurs
inverses. On pourra consulter les travaux de Carlitz [86, 1962], Zeitlin [359, 1965], Horadam
[181, 1965] et [177, 1974], Shannon et Horadam [291, 1971], Haukkanen et Rutkowski [150,
1991], Haukkanen [151, 1995], Pinter et Srivastava [266, 1999], Wenchang [350, 2000], Man-
sour [229, 2003], Djordjevic [113, 2004], Gould [138, 2004], et tout récemment Terrana et
Chen [329, 2007] et Zhang et Xi [363, 2007].

67
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Plus précisément, si on considère la suite récurrente suivante :�
Wn = x

�
r
1

�
Wn�1 � x2

�
r
2

�
Wn�2 + � � �+ (�1)r�1xr

�
r
r

�
Wn�r + yWn�r�q (n � r + q)

W0 = 0; Wl = xl�1 (l = 1; : : : ; r + q � 1)

sa fonction génératrice est donnée par

W (z) :=
X
n�0

Wn+1z
n =

(1� xz)r�1

(1� xz)r � yzr+q

calcul que l�on peut mener sans grande di¢ culté en s�inspirant des travaux de Sprugnoli [308,
1994] ou de Wenchang [350, 2000]. Cette suite est intimement liée aux rails ou champs1 du
triangle de Pascal. Pour les fonctions génératrices les concernant, on peut consulter l�article
de Smith et Hoggatt [301, 1979] et tout récemment la référence très complète et intéressante
de Merlini et Sprugnoli [245, 2007].

Pour les fonctions génératrices liées aux polynômes issus de suites récurrentes linéaires
comme les polynômes de Chebyshev, de Fibonacci, de Pell, de Lucas, de Jacobsthal, de
Morgan-Voyce et de Gengenbauer, ainsi que des généralisations s�y rapportant, on peut
consulter les travaux de Mahon et Horadam [227, 1987] et [228, 1987], de Wenchang et
Vicenti [351, 2003] et de Callan [83, 2007]. Toutes ces familles de polynômes (sauf exceptions)
sont des cas particuliers de polynômes de Humbert, voir Gould [139, 1965] et Zeitlin [360,
1967], ces derniers sont dé�nis via la fonction génératrice suivante :

(c�mxt+ ytm)p =
X
n�0

tnPn(m;x; y; p; c)

Il reste (objet de la section 2) à déterminer la fonction génératrice de suites liées aux
coe¢ cients biqnomiaux. Nous allons commencer par déterminer les fonctions génératrices
des suites f

�
z
n

�
q
gn et f

�
nz
n

�
q
gn; z 2 C; ainsi que de la "sur suite" contenant la suite des

probabilités maximales de la convolée d�une loi uniforme discrète, à savoir la suite fcq;2n=qgn:
Cependant la fonction génératrice associée à la suite fcq;ngn ne peut être évaluée avec les
outils existants, ce qui nous a amené à établir un résultat, dans la section 3, permettant
d�expliciter la dite fonction génératrice. Plus généralement, on détermine explicitement la
fonction génératrice de la sous suite des multiples d�un entier �xé d�une suite donnée, voire
même d�une sous suite indicée par une progression arithmétique.

4.2 Fonctions génératrices et coe¢ cients bi qnomiaux
généralisés

Dans cette section, nous allons évaluer les fonctions génératrices pour des suites en relation
avec les coe¢ cients biqnomiaux, il s�agit essentiellement de :

1Voir en annexe le développement de ce concept.
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� la suite des coe¢ cients biqnomiaux généralisée f
�
z
n

�
q
gn; z 2 C;

� une variante de la suite des coe¢ cients binoqmiaux généralisée f
�
nz
n

�
q
gn; z 2 C;

� la suite liée aux probabilités maximales de la convolée d�une loi uniforme discrète fcq;2n=qgn:

Dé�nition 60 Pour z 2 C, on dé�nit la suite des coe¢ cients biqnomiaux généralisée, de
la manière suivante�

z

k

�
q

:=
X

k1+k2+���+kq=k

z (z � 1) � � � (z � k1 + 1)

(k1 � k2)! (k2 � k3)! � � � (kq�1 � kq)!kq!
: (4.1)

Cette dé�nition est motivée par la relation (2.21).

Le lemme suivant donne une autre caractérisation de la suite des coe¢ cients binoqmiaux
généralisée.

Lemme 61 On a l�égalité suivanteX
k1+���+kq=k

z (z � 1) � � � (z � k1 + 1)

(k1 � k2)! � � � (kq�1 � kq)!kq!
=

X
h1+2h2+���+qhq=k
h1+h2+���+hq=k1

z (z � 1) � � � (z � k1 + 1)

h1!h2! � � �hq�1!hq!
:

Théorème 62 Soit z 2 C, la fonction génératrice de la suite des coe¢ cients biqnomiaux
généralisée est donnée parX

n�0

�
z

n

�
q

tn =
�
1 + t+ t2 + � � �+ tq

�z
:

Preuve. Via le Lemme précédent, on aX
n�0

�
z

n

�
q

tn =
X

h1+2h2+���+qhq=n
h1+h2+���+hq=m

�
z

m

�
m!

h1!h2! � � �hq�1!hq!
tn:

Ce qui donne

�
1 + t+ t2 + � � �+ tq

�z
=

X
m�0

�
z

m

��
t+ t2 + � � �+ tq

�m
=

X
m�0

�
z

m

� X
l1+2l2+���+qlq=n
l1+l2+���+lq=m

m!

l1!l2! � � � lq�1!lq!
tl1+2l2+���+qlq :

On conclut, en remarquant que la sommation sur les n � 0 est équivalente à la sommation
sur les m � 0: �
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Remarque 63 Dans Comtet [102], Vol.1, p. 172, problème 19, on trouveX
n�0

xn{tn
�
1 + t+ t2

�n
=
�
1� 2x� 3x2

�� 1
2 :

En utilisant le fait que le coe¢ cient du terme tn dans le développement2 de (1 + t+ t2)
n
:

{tn (1 + t+ t2)
n
=
�
n
n

�
2
est égal à maxk

�
n
k

�
2
; on établit l�identité combinatoire suivante

G2 (t) :=
X
n�0

c2;nt
n =

�
1 +

t

3

��1=2
(1� t)�1=2 :

Ce qui correspond à la fonction génératrice de la suite fc2;ngn.

Nous allons maintenant déterminer la fonction génératrice des suites f
�
z
n

�
q
gn et f

�
nz
n

�
q
gn;

z 2 C:

Théorème 64 Soit z 2 C, alors la fonction génératrice de la suite f
�
nz
n

�
q
gn est donnée par

X
n�0

�
nz

n

�
q

tn = u

�
1� z

u+ 2u2 + � � �+ quq

1 + u+ u2 + � � �+ uq

��1
;

où u est solution de l�équation t = u (1 + u+ u2 + � � �+ uq)
�z
:

Preuve. Il su¢ t d�appliquer le Théorème d�inversion d�Hermite [102] pour la fonction t 7!
t (1 + t+ � � �+ tq)�z : �
Le Théorème d�Hermite, tel qu�utilisé ici, est une version bien adapté à notre problème, du
Théorème d�inversion de Lagrange. On pourra, à titre complémentaire, consulter la référence
très intéressante de Merlini, Sprugnoli et Verri [246, 2006] où ils développent le pourquoi et
le comment quant à l�utilisation du Théorème d�inversion de Lagrange.

Théorème 65 Pour q entier pair, la fonction génératrice de la suite fcq;2n=qgn est donnée
par

Gq (t) :=
X
n�0

tncq;2n=q =

�
1� 2

q

u+ 2u2 + � � �+ quq

1 + u+ u2 + � � �+ uq

��1
=
q

2

1 +
Pq=2

k=1

�
u�k + uk

�Pq=2
k=1 k (u

�k � uk)
;

où u est solution de l�équation

t = u

�
q + 1

1 + u+ u2 + � � �+ uq

�2=q
=

 
q + 1

1 +
Pq=2

k=1 (u
�k + uk)

!2=q
:

2La notation utilisée ici est celle de Comtet, {tn veut dire coe¢ cient de tn:
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Preuve. Il su¢ t d�appliquer le Théorème précédent pour z = 2=q; puis de faire le change-
ment de variables t! (q + 1) t: �

Remarque 66 La suite fcq;2n=qgn contient strictement la sous suite fcq;LgL: Cependant, il
est intéressant de déterminer la fonction qui génère la suite fcq;LgL: Pour cela, nous aurons
besoin d�un résultat plus puissant qui sera établi au paragraphe suivant. Néanmoins, pour
q = 4; nous pouvons déjà évaluer la fonction génératrice de cette suite via le Corollaire
suivant. Elle fera l�objet de la Remarque 69.

Corollaire 67 Pour q = 4, la fonction génératrice de la suite fc4;n=2gn; dé�nie pour t 2�
�
p
5; 1
�
; est donnée par

G4 (t) :=
X
n�0

tnc4;n=2 =

�
1� 1

4
t2 � 1

8
t4 � 1

200
t
�
5t2 + 20

� 3
2

��1=2
:

Corollaire 68 Les identités suivantes sont satisfaitesX
n�0

(�5)�n
�
n=2

n

�
4

= 2 et
X
n�0

(�1)n c4;n=2 = 2=
p
5:

Remarque 69 La fonction génératrice de la suite fc4;ngn; dé�nie pour t 2 ]�1; 1[ ; est
donnée par X

n�0
tnc4;n = (G4(

p
jtj) +G4(�

p
jtj))=2:

4.3 Fonction génératrice d�une sous suite indicée par
une progression arithmétique

On a déjà vu l�importance de la fonction génératrice en mathématiques pour une suite
de nombres donnée. Cependant, dans certaines situations pratiques, nous sommes amenés
à considérer des sous suites spéci�ques, comme la sous suite indicée par une progression
arithmétique et, plus particulièrement, la sous suite des multiples d�un entier donné. En
dehors des sous suites d�indice pair3, il est rare4 de trouver des travaux se consacrant à la
fonction génératrice d�une sous suite régulière de la suite en question. Le but de cette section
est donc de démontrer un résultat qui répond aux dernières préoccupations, c�est-à-dire
expliciter la fonction génératrice d�une sous suite indicée par une progression arithmétique.
Un exemple original attire l�attention. Il s�agit de la fonction génératrice qui génère les
probabilités maximales de la suite des convolées d�une distribution uniforme discrète.

3Par exemple, pour la fonction génératrice des sous suites de Fibonacci d�indices pairs et d�indices impairs,
on pourra consulter [140].

4En fait, je ne connais pas.



Unimodalité et propriétés combinatoires de suites numériques 72

Théorème 70 Soit G(t) =
P

n�0 ant
n la fonction génératrice de la suite fangn. Alors,

pour tout entier s � 2, la fonction génératrice Gr(t) :=
P

m�0 asm+rt
m de la suite fasm+rgm

(r = 0; :::; s� 1) est donnée par

G0(t) =
(�1)s
s

sX
k=1

G(tkt
1=s) (r = 0); (4.2)

Gr(t) = t�r=s
sX
k=1

(�1)k+rG(tkt1=s)V (k; r) (0 < r < s); (4.3)

où
V (k; r) =

Y
1�j 6=k�s

(tj � tk)
�1

X
1�j1<���<js�1�r�s
j1;:::;js�1�r 6=k

tj1 � � � tjs�1�r :

Preuve. Considérons t1; t2; :::; ts les racines de l�équation ts = 1, ainsi

G(tkt
1=s) =

X
n�0

ant
n
kt
n=s; en posant n = sm+ r, on obtient

=
X
m�0

asmt
m

| {z }
S0

+
X
m�0

asm+1t
m+1=s

| {z }
S1

tk + � � �+
X
m�0

asm+s�1t
m+(s�1)=s

| {z }
Ss�1

ts�1k

G(tkt
1=s) =

s�1X
r=0

Srt
r
k avec Sr = Gr(t):t

r=s

Ce qui nous amène à résoudre le système de Cramer suivant8>>><>>>:
S0 + t1S1 + � � �+ ts�11 Ss�1 = G(t1t

1=s);
S0 + t2S1 + � � �+ ts�12 Ss�1 = G(t2t

1=s);
...

S0 + tsS1 + � � �+ ts�1s Ss�1 = G(tst
1=s):

Ainsi

Sr =
�r

�
(r = 0; :::; s� 1)

où � := V (t1; t2; : : : ; ts) est le déterminant de Vandermonde,

�r =

���������
1 t1 � � � tr�11 G(t1t

1=s) tr+11 � � � ts�11

1 t2 � � � tr�12 G(t2t
1=s) tr+12 � � � ts�12

...
...
. . .

...
...

...
. . .

...
1 ts � � � tr�1s G(tst

1=s) tr+1s � � � ts�1s

��������� , (r = 1; :::; s� 1);

et

�0 =

�������
G(t1t

1=s) t1 � � � ts�11
...

...
. . .

...
G(tst

1=s) ts � � � ts�1s

������� =
sX
k=1

G(tkt
1=s)(�1)k t1 � � � ts

tk
V (t1; :::; tk�1; tk+1; :::; ts)
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Pour r = 0; on a

S0 =

sX
k=1

G(tkt
1=s)(�1)k t1 � � � ts

tk

V (t1; :::; tk�1; tk+1; :::; ts)

V (t1; t2; : : : ; ts)

=
sX
k=1

(�1)kG(tkt1=s)
t1 � � � ts
tk

1

�1�j�k(tl � tj)�k�j�s(tj � tl)

=

sX
k=1

(�1)kG(tkt1=s)(2i)s�1 expfi
�

s
(
s(s+ 1)

2
� sk)g

Y
j 6=k

sin(
�(j � k)

s
)

Il est bien établi par Mordechai [250, 1980] que

b(s�1)=2cY
k=1

sin

�
k�

s

�
=

p
s

(
p
2)s�1

donc Y
1�j�s
j 6=k

sin(j � k)
�

s
= (�1)k�1

s�1Y
k=1

sin
k�

s
= (�1)k�1 s

2s�1

ce qui donne

G0(t) =
sX
k=1

(�1)k
Y
j 6=k

(1� tjtk)
�1G(tkt

1=s) =
(�1)s
s

sX
k=1

G(tkt
1=s):

Pour r 6= 0; on a

�r = (�1)r

�������
G(t1t

1=s) 1 t1 � � � tr�11 tr+11 � � � ts�11
...

...
...
. . .

...
...

. . .
...

G(tst
1=s) 1 ts � � � tr�1s tr+1s � � � ts�1s

�������

= (�1)r
sX
k=1

(�1)kG(tkt1=s)

�������������

1 t1 � � � tr�11 tr+11 � � � ts�11
...
...

. . .
...

...
. . .

...
1 tk�1 � � � tr�1k�1 tr+1k�1 � � � ts�1k�1
1 tk+1 � � � tr�1k+1 tr+1k+1 � � � ts�1k+1
...
...

. . .
...

...
. . .

...
1 ts � � � tr�1s tr+1s � � � ts�1s

�������������
= (�1)r

sX
k=1

(�1)kG(tkt1=s)Vr(t1; t2; :::; tk�1; tk+1; :::; ts)

et

Sr = (�1)r
sX
k=1

(�1)kG(tkt1=s)
Vr(t1; t2; :::; tk�1; tk+1; :::; ts)

V (t1; :::; ts)
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par conséquent

Gr(t) = (�1)rt�r=s
sX
k=1

(�1)kG(tkt1=s)
Vr(t1; t2; :::; tk�1; tk+1; :::; ts)

V (t1; :::; ts)
:

Il n�est pas très di¢ cile de voir que

Vr(t1; t2; :::; tk�1; tk+1; :::; ts) =
Y

1�j<l�s
j;l 6=k

(tj � tl)
X

1�j1<���<js�1�r�s
j1;:::;js�1�r 6=k

tj1 � � � tjs�1�r : (4.4)

(Vandermonde sans la k-ième ligne et la (r + 1)-ième colonne): �

Remarque 71 Pour avoir une forme explicite de Gr(t); il reste à calculer la quantité
V (k; r) := Vr(t1;t2;:::;tk�1;tk+1;:::;ts)

V (t1;:::;ts)
qui ne dépend que des racines s-ièmes de l�unité; expres-

sion qui, nous pensons, n�est pas évidente à évaluer.

Remarque 72 Pour le calcul de déterminants liés au déterminant de Vandermonde, on
pourra consulter l�excellent ouvrage de Vein et Dale [331, 1999] et, particulièrement, pour
ce qui concerne les racines s-ièmes de l�unité, les travaux de Evans et Issacs [123, 1976],
Schlickewei et Viola [286, 2000] et Wybourne [354, 2002].

4.4 Fonction génératrice des valeurs modales pour la
convolée de la loi discrète uniforme

Il s�agit maintenant de déterminer, pour q pair, la fonction génératrice de la suite des
probabilités maximales fcq;LgL de la convolée d�une loi uniforme discrète. Chose que l�on
peut déduire à partir de la relation (4.2) du Théorème 70.

On a déjà établi au Théorème 65 que, pour q entier pair, la fonction génératrice de la suite
fcq;2n=qgn est donnée par

Gq (t) :=
X
n�0

tncq;2n=q =
q

2

1 +
Pq=2

k=1

�
u�k + uk

�Pq=2
k=1 k (u

�k � uk)
;

où u est solution de l�équation

t =

 
q + 1

1 +
Pq=2

k=1 (u
�k + uk)

!2=q
:

Considérant la sous suite donnée par les multiples de s = q=2 (q pair), nous obtenons ainsi :
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Théorème 73 Pour q entier pair, la fonction génératrice de la suite fcq;LgL est donnée par

�q (t) :=
X
L�0

tLcq;L = (�1)q=2
1 +

Pq=2
k=1

�
u�k + uk

�Pq=2
k=1 k (u

�k � uk)
;

où u est solution de l�équation

t =
q + 1

1 +
Pq=2

k=1 (u
�k + uk)

:

Preuve. C�est une simple combinaison calculatoire des Théorèmes 70 et 65. �



Chapitre 5

Sommes combinatoires liées aux
nombres de Fibonacci et de Lucas
généralisés

5.1 Introduction

Les nombres de Fibonacci ont fasciné un grand nombre d�auteurs. On trouve dans la litté-
rature une multitude d�articles concernant des expressions sommatoires et trigonométriques
les concernant.

Comme ce chapitre est consacré à l�évaluation de certaines sommes combinatoires liées
aux nombres de Fibonacci et de Lucas généralisées, plus précisément aux sommes d�ordre
deux et sommes alternées d�ordre deux (en considérant tous les cas possibles), ainsi qu�aux
sommes trigonométriques, il n�est pas sans intérêt de les situer dans la littérature.

Pour ce qui concerne les sommes d�inverses (ou sommes d�ordre -1) de nombres de Fibonacci
et de Lucas ou les généralisations s�y rapportant, on peut consulter les travaux d�André-
Jeannin [6, 1989], [7, 1990], [8, 1991] et [12, 1997], Melham et Shannon [243, 1991] et [241,
1995], Melham [239, 1996], [234, 2000], [238, 2003] et, tout récemment, l�article de Chu et
Magli [349, 2007]. Aussi, pour les sommes d�inverses de sous suites spéci�ques, comme celles
indicées par des puissances d�entiers, on peut consulter les travaux de Lucas [218, 1878],
Rabinowitz [271, 1998], Horadam [158, 1965] et [159, 1988], Brady [72, 1971], Millin [249,
1974], Good [135, 1994], Bruckman et Good [80, 1976], Hoggatt Jr. et Bicknel [156, 1976] et
[157, 1976], Shannon [289, 1976], Greig [141, 1977] et [142, 1977], Bergum et Hoggatt [63,
1979] et Popov [267, 1984], [268, 1985] et [269, 1986].

Pour les sommes de produits de nombres de Fibonacci, de Lucas, de Jacobsthal et les
généralisations s�y rapportant (comme les suites récurrentes linéaires), on peut consulter les
papiers de Zeitlin [359, 1965], Bergum et Hoggatt [62, 1975], Er [121, 1984], Brugia et al [80,
1991], Shannon et Melham [292, 1993], Melham et Jennings [240, 1995], Melham [232, 1999],
[233, 1999], [236, 2003], [235, 2004], El Nachie [119, 2001], Zhao et Wang [365, 2001], He et

76
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Zhang [153, 2002], Liu [212, 2002], Yuan et Zhang [357, 2002], Zhang [361, 2002], Howard
[182, 2003], Feng et Zhang [125, 2003], Johnson [184, 2004], Rajesh et Leversha [273, 2004],
µCerin[90, 2005], [91, 2006], µCerin et Gianella [95, 96, 2006], [94, 92, 93, 2007] et Seibert et
Trojovsky [287, 2007].

Pour des expressions trigonométriques liées aux nombres de Fibonacci et de Lucas, on
peut voir les articles de Johnston [186, 1940], Bedrosian [21, 1973], Mordechai [250, 1980],
Obaid [257, 1991], Pethe et Fernandez [263, 1995], Melham [237, 1999] et récemment Emrah
et Dursun [120, 2007]. Plus particulièrement, pour les sommes hyperboliques et trigonomé-
triques, on renvoie aux travaux de Melham et Shannon [242, 1995], Melham [232, 1999], Hu
and al [183, 2003], Katai [192, 2006], Garnier et Ramaré [131, 2007].

Soient x et y deux entiers tels que xy 6= 0 et � := x2 + 4y 6= 0. On a déjà dé�ni les suites
généralisées de Fibonacci et de Lucas (Un) = (Un (x; y)) et (Vn) = (Vn (x; y)); pour tout n;
par les récurrences �

U0 = 0; U1 = 1; Un = xUn�1 + yUn�2
V0 = 2; V1 = x; Vn = xVn�1 + yVn�2

Les formes de Binet suivantes sont satisfaites

Un =
�n � �n

�� �
et Vn = �n + �n

où � et � sont les racines du polynôme caractéristique t2 � xt � y = 0 associé aux suites
récurrentes. On a

� =
x+

p
�

2
et � =

x�
p
�

2
avec

�+ � = x et �� = �y:

Les suites (Un) et (Vn) véri�ent les propriétés données par les deux propositions suivantes

Proposition 74 Pour tous entiers n; m et h; on a

1. U�n = � (�y)�n Un;
2. V�n = (�y)�n Vn;
3. �UnUm = Vn+m � (�y)m Vn�m;
4. VnVm = Vn+m + (�y)m Vn�m;
5. UnVm = Un+m + (�y)m Un�m;
6. VnUm = Un+m � (�y)m Un�m;
7. UnUm+h � Un+hUm = (�y)m UhUn�m;
8. VnVm+h � Vn+hVm = � (�y)m�UhUn�m;
9. VnVm+h ��Un+hUm = (�y)m VhVn�m;
10. UnVm+h � Un+hVm = � (�y)m UhVn�m:
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Preuve. Il su¢ t d�utiliser les formes de Binet. �

Corollaire 75 Pour y = 1 et pour tous entiers n et k; on a

1. U2n � Un+kUn�k = (�1)n�k U2k ,
2. V 2

n � Vn+kVn�k = ��(�1)n�k U2k ;

3. U2n + Un+kUn�k = �
�1
�
2V2n � (�1)n�k V 2

k

�
= ��1

�
2V 2

n � (�1)
n
�
(�1)k V 2

k + 4
��

;

4. V 2
n + Vn+kVn�k = 2V2n + (�1)n�k V 2

k = 2�U
2
n + (�1)

n
�
(�1)k V 2

k + 4
�
:

Preuve. C�est une conséquence directe de la Proposition 74. �

Proposition 76 Pour y = 1 et pour tous entiers n et k; on a les relations d�ordre quatre
suivantes :

1. U4n � Un�2kUn�kUn+kUn+2k = (�1)n�k V2n
�
V4k + V2k � 4 (�1)k

�
� (V6k + V2k � 4) ;

2. U4n � Un�kU
2
nUn+k = �Un�2kUn�kUn+kUn+2k:

Preuve. On utilise les formes de Binet. �

Proposition 77 Pour tous entiers r et n � 0; on a

1. �U2
Pn

i=0 Ur+4i = V4n+r+2 � Vr�2 = �U2n+rU2n+2;

2. U2
Pn

i=0 Vr+4i = U4n+r+2 � Ur�2 = V2n+rU2n+2;

3. V2
Pn

i=0 (�1)
i Ur+4i = (�1)n U4n+r+2 + Ur�2 =

�
U2n+rV2n+2 (n pair)
�V2n+rU2n+2 (n impair)

4. V2
Pn

i=0 (�1)
i Vr+4i = (�1)n V4n+r+2 + Vr�2 =

�
V2n+rV2n+2 (n pair)
��U2n+rU2n+2 (n impair)

Preuve. Ce sont des conséquences des relations 3. 4. 5. et 6. de la proposition 74. �
Pour n � 0; les suites de Fibonacci (Fn) ; Lucas (Ln) ; Pell (Pn) ; Pell-Lucas (Qn) ; Jacobs-
thal (Jn) ; Jacobsthal-Lucas (jn) listés respectivement A000045, A00032, A000129, A002203,
A001045, A014551 dans Sloane [300] en sont des cas particuliers

(Fn; Ln) = (Un (1; 1) ; Vn (1; 1));

(Pn; Qn) = (Un (2; 1) ; Vn (2; 1)),

(Jn; jn) = (Un (1; 2) ; Vn (1; 2)):

On trouvera aussi dans Sloane [300] la suite listée A006190 correspondant à (Un (3; 1)) =
(0; 1; 3; 10; 33; : : :) ainsi que sa duale listée A006497 et correspondant à la suite (Vn (3; 1)) =
(2; 3; 11; 36; : : :) ; appellées suites de Morgan-Voyce:
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5.2 Sommes de produits d�ordre deux de nombres de
Fibonacci et de Lucas généralisés

Dans cette section, on établit plusieurs formules de sommes d�ordre deux et de sommes
alternées d�ordre deux, en considérant toutes les combinaisons possibles de nombres de
Fibonacci et de Lucas généralisés.

En particulier, nous donnons une extension de tous les résultats de Z. µCerin [90, 2005]
concernant la somme des carrés alternés, et la somme de produits alternés d�ordre deux,
des nombres de Lucas. nous donnons aussi, de manière beaucoup plus simple, tous ceux de
Z. µCerin et G. M. Gianella [95, 2006] concernant la somme des carrés, la somme des carrés
alternés, la somme de produits d�ordre deux, et la somme de produits alternés d�ordre deux
des nombres de Pell-Lucas. Signalons que, récemment, Z. µCerin [94, 2007] a évalué la somme
des carrés, la somme des carrés alternés, la somme de produits d�ordre deux, et la somme
de produits alternés d�ordre deux, des nombres de Jacobsthal.

Pour r et s deux entiers et des suites (Xm)m2Z et (Ym)m2Z, les sommes d�ordre deux
ordinaire et alternée sont dé�nies de la manière suivante

S(r;s)n (X;Y ) :=
nX
i=0

Xr+2iYs+2i et A(r;s)n (X; Y ) :=
nX
i=0

(�1)iXr+2iYs+2i;

pour simpli�er, on posera

S(r;s)n (X) := S(r;s)n (X;X) et A(r;s)n (X) := A(r;s)n (X;X) :

Dans [90, 2005], µCerin a évalué la somme A(r;s)n (L) pour s = r et s = r + 1 lorsque r est
impair, et dans [95, 2006] µCerin et Gianella ont étudié les sommes S(r;s)n (Q) et A(r;s)n (Q)
pour s = r et s = r + 1 lorsque r est pair.

Dans cette section, on se propose de donner des relations simpli�ées de S(r;s)n (U) ; S
(r;s)
n (V ) ;

S
(r;s)
n (U; V ) ; A

(r;s)
n (U) ; A

(r;s)
n (V ) et A(r;s)n (U; V ) : Dans tout ce qui suit, on suppose y = �1

(ce qui assure V2 6= 0; U2 6= 0 et U4 6= 0):
Pour n 2 Z, on dé�nit les suites (an) ; (bn) ; (cn) ; (dn) et (en) par les relations

an =
U2n
U2

; bn =
V4n+2
V2

; cn =
U4n+4
U4

; dn =
bn+1 � 1
x2�

, en = x (bn � 1) :

Ces suites, ne dépendant que de x et y; véri�ent les relations de récurrence suivantes

a�1 = �1; a0 = 0; an = V2an�1 � an�2;
b�1 = 1; b0 = 1; bn = V4bn�1 � bn�2;
c�1 = 0; c0 = 1; cn = V4cn�1 � cn�2;
d�1 = 0; d0 = 1; dn = V4dn�1 � dn�2 + 1;
e�1 = 0; e0 = 0; en = V4en�1 � en�2 + x3 (x2 � 4) :
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Pour (x; y) = (1; 1) ; on a

(Un (1; 1))n�0 = (Fn)n�0 (Fibonacci),

(Vn (1; 1))n�0 = (Ln)n�0 (Lucas),

(an (1; 1))n�0 = (0; 1; 3; 8; 21; 55; 144; : : :)! Sloane A001906,

(bn (1; 1))n�0 =; (1; 6; 41; 281; 1926; 13201; : : :)! Sloane A049685,

(cn (1; 1))n�0 = (1; 7; 48; 329; 2255; 15456; : : :)! Sloane A004187,

(dn (1; 1))n�0 = (1; 8; 56; 385; 2640; 18096; : : :)!Sloane A092521.
Pour (x; y) = (2; 1) ; on a

(Un (2; 1))n�0 = (Pn)n�0 (Pell),

(Vn (2; 1))n�0 = (Qn)n�0 (Pell-Lucas),

(an (2; 1))n�0 = (0; 1; 6; 35; 204; : : :)! Sloane A001109,

(bn (2; 1))n�0 = (1; 33; 1121; 38081; : : :)! Sloane A077420,

(cn (2; 1))n�0 = (1; 34; 1155; 39236; : : :)! Sloane A029547,

(dn (2; 1))n�0 = (1; 35; 1190; 40426; : : :)! Sloane A029546.

Pour " = (1 + (�1)n) =2, le théorème suivant donne les sommations d�ordre deux ; leurs
expressions étant condensées, nous les nommerons pour les repérer par rapport aux autres
références. Il s�agit de

� La somme des produits d�ordre deux des nombres de Fibonacci généralisés. Lorsque
r = s, on obtient la somme des carrés des nombres de Fibonacci généralisés.

� La somme des produits d�ordre deux des nombres de Lucas généralisés. Lorsque r = s,
on obtient la somme des carrés des nombres de Lucas généralisés.

� La somme mixte1 des produits d�ordre deux des nombres de Fibonacci généralisés avec
les nombres de Lucas généralisés.

� La somme alternée des produits d�ordre deux des nombres de Fibonacci généralisés.
Lorsque r = s, on obtient la somme alternée des carrés des nombres de Fibonacci
généralisés.

� La somme alternée des produits d�ordre deux des nombres de Lucas généralisés. Lorsque
r = s, on obtient la somme alternée des carrés des nombres de Lucas généralisés.

� La somme alternée mixte des produits d�ordre deux des nombres de Fibonacci généralisés
avec les nombres de Lucas généralisés.

1A notre connaissance, il n�existe pas dans la littérature de résultats concernant les sommes mixtes de
produits d�ordre deux (qu�elle soit alternée ou non).
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Théorème 78 Pour tous r; s et n � 0; on a

S(r;s)n (U) = x�1��1 [U4n+r+s+2 � Ur+s�2]� (n+ 1)��1 (�y)r Vs�r; (5.1)

S(r;s)n (V ) = x�1 [U4n+r+s+2 � Ur+s�2] + (n+ 1) (�y)r Vs�r; (5.2)

S(r;s)n (U; V ) = x�1��1 [V4n+r+s+2 � Vr+s�2]� (n+ 1)��1 (�y)r Us�r; (5.3)

A(r;s)n (U) = ��1V �1
2 [Vr+s�2 + (�1)n V4n+r+s+2]� "��1 (�y)r Vs�r; (5.4)

A(r;s)n (V ) = V �1
2 [Vr+s�2 + (�1)n V4n+r+s+2] + " (�y)r Vs�r; (5.5)

A(r;s)n (U; V ) = V �1
2 [Ur+s�2 + (�1)n U4n+r+s+2]� " (�y)r Us�r: (5.6)

Le Corollaire 79 présente une variante du Théorème 78 en exploitant les suites (an) ; (cn) ;
et (dn) :

Corollaire 79 Pour tous r; s et n � 0; on a

�S(r;s)n (U) = an+1V2n+r+s � (n+ 1) (�y)r Vs�r; (5.7)

S(r;s)n (V ) = an+1V2n+r+s + (n+ 1) (�y)r Vs�r; (5.8)

S(r;s)n (U; V ) = an+1U2n+r+s � (n+ 1) (�y)r Us�r; (5.9)

�A(r;s)n (U) =

�
bmV4m+r+s � (�y)r Vs�r si n = 2m
�x�cmU4m+r+s+2 si n = 2m+ 1

; (5.10)

A(r;s)n (V ) =

�
bmV4m+r+s + (�y)r Vs�r si n = 2m
�x�cmU4m+r+s+2 si n = 2m+ 1

; (5.11)

A(r;s)n (U; V ) =

�
bmU4m+r+s � (�y)r Us�r si n = 2m
�xcmV4m+r+s+2 si n = 2m+ 1

: (5.12)

Le Corollaire 80 met en relief des combinaisons linéaires, de même nature, des couples de
sommes (S(s;s)n (U) ; S

(r;r)
n (U)); (S

(s;s)
n (V ) ; S

(r;r)
n (V )) et (S(s;s+t)n (V ) ; S

(r;r+t)
n (U)):

Corollaire 80 Pour tous r; s; t et n � 0; on a

S(s;s)n (U)� (�y)s�r S(r;r)n (U) = an+1Us�rU2n+r+s+t; (5.13)

��1 �S(s;s)n (V )� (�y)s�r S(r;r)n (V )
�
= an+1Us�rU2n+r+s+t; (5.14)

S(s;s+t)n (V ) + � (�y)s�r S(r;r+t)n (U) = an+1Vs�rV2n+r+s+t: (5.15)

Preuves. On obtient le Théorème 78 et le Corollaire 79 à partir des relations 3. 4. 5. 6.
de la Proposition 74 et de la Proposition 77, et pour le Corollaire 80 à partir des relations
(5.7), (5.8) et des relations 3. 4. de la Proposition 74. �

5.2.1 Application première : extension aux résultats de µCerin

Le Théorème suivant est une généralisation de tous les résultats de µCerin cités dans [90] :
à savoir des Théorèmes 1.1, 1.2 et 1.3.
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Théorème 81 Pour tous entiers m � 0 et k, nous avons

x2y + V 2
2k = �U2k�1U2k+1 et yV 2

2 + V 2
2k�1 = �U2k�3U2k+1; (5.16)

�n + A(2k;2k)n (V ) =

�
�bmU2k+2m+1U2k+2m�1 si n = 2m;
�x�cmU2k+2m+3V2k+2m�1 si n = 2m+ 1;

(5.17)

�n + A(2k�1;2k�1)n (V ) =

�
�bmU

2
2k+2m�1 si n = 2m;

�x�cmU2k+2m+1V2k+2m�1 si n = 2m+ 1;
(5.18)

�n + A(2k�1;2k)n (V ) =

�
�bmU2k+2m�1U2k+2m si n = 2m;
�x�cmU2k+2mV2k+2m+1 si n = 2m+ 1:

(5.19)

Où (�n) ; (�n) et (�n) sont dé�nis comme suit : (�2m; �2m+1) =
�
yV 2

2m+1; xy�U4m+4
�
;

(�2m; �2m+1) = (2y (1 + bm) ; x
2y�cm) ;

�
�2m; �2m+1

�
= (xy (1 + bm) ;�x�cm) :

Les relations �m = �m�2 + x2y�V2m et �m = �m�2 + x2y�b(m�1)=2 pour m impair, et
�m = ��m�2 + 2yV 2

m=2 pour m pair, s�établissent facilement. Ce qui permet de retrouver

tous les Théorèmes de l�article de µCerin [90] lorsque (x; y) = (1; 1) :

Preuve. Pour la relation (5.16), on utilise la relation 9. de la proposition 74 avec (n;m; h) =
(2k; 2k � 1; 1) et (n;m; h) = (2k � 1; 2k � 3; 2) respectivement. Pour les relations (5.17),
(5.18) et (5.19), utiliser (5.11) pour (r; s) = (2k; 2k) resp. (r; s) = (2k � 1; 2k � 1) et (r; s) =
(2k � 1; 2k) et noter qu�en utilisant les relations 3. 4. 5. et 6. de la Proposition 74, on a�

U4k+4m+2 = U2k+2m+3V2k+2m�1 + yU4;
V4k+4m = �U2k+2m+1V2k+2m�1 � yV2 et V4m+2 � 2y = V 2

2m+1;

resp.
�
U4k+4m = U2k+2m+1V2k+2m�1 + yU2;
V4k+4m�2 = �U

2
2k+2m�1 � 2y;

et
�
U4k+4m+1 = U2k+2mV2k+2m+1 + 1;
V4k+4m�1 = �U2k+2m�1U2k+2m � xy:

�

5.2.2 Application deuxième : extension aux résultats de µCerin et
Gianella

Le théorème suivant est en soi original, il en découle tous les Théorèmes de µCerin et Gianella
[95], lorsque (x; y) = (2; 1) :
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Théorème 82 Pour tous entiers n � 0, r; s; t et k, on a les égalités suivantes

S(s;s+t)n (V ) = �n + an+1Vs�rV2n+r+s+t; où �n = (�y)r�s+1�S(r;r+t)n (U) ; (5.20)

A(2k;2k)n (V ) =

�
bmV

2
2k+2m � 2x2�dm�1 si n = 2m

x2�cm (1� ak+m+1V2k+2m) si n = 2m+ 1
; (5.21)

A(2k+1;2k+1)n (V ) =

�
��U22m+1 + bmV2k+2mV2k+2m+2 si n = 2m
�x2�cmak+m+1V2k+2m+2 si n = 2m+ 1

; (5.22)

A(2k;2k+1)n (V ) =

�
bmV2k+2mV2k+2m+1 � em si n = 2m
�x�cm (U2k+2m+3V2k+2m � x2 � y) si n = 2m+ 1

: (5.23)

Preuve. Pour (5.20) on utilise (5.15).

Pour (5.21), (5.22) et (5.23), on utilise (5.11) avec r = s = 2k resp. r = s = 2k + 1 et
(r; s) = (2k; 2k + 1) ; ainsi que, pour t = 0 resp. t = 2 et t = 1; les relations V4k+4m+t =
V2k+2m+tV2k+2m � Vt et U4k+4m+t+2 = U2k+2m+2�r(r�2)V2k+2m+r(r�1) � U(2�r)(2r+1); déduites
des relations 4. et 5. de la Proposition 74. En outre pour la relation (5.22), on exploite
aussi la double égalité V2bm + 2y = V4m+2 + 2y = �U22m+1 déduite de la relation 3. de la
Proposition 74. �
Noter que, voir [95], de la première relation du Théorème 78, on a

�n = �x�1 (�y)s�r (U4n+2r+t+2 � U2r+t�2) + (n+ 1) (�y)s Vt;

ainsi que

em = xV �1
2 (V4m+2 � V�2) = x3�

mX
j=0

cj�1

en utilisant la première relation de la Proposition 77:

Pour (x; y) = (2; 1) ; on obtient les Théorèmes 1, 2, 3, 4, 5, 6 et 7 de µCerin et Gianella cités
dans [95] : la relation (5.20), avec (s; t) = (2k; 0) et r 2 f0; 2; 1;�1g donnent respectivement
le Théorème 1 ainsi que les relations (2:3) ; (2:4) et (2:5) ; avec (s; t) = (2k + 1; 0) et r 2
f2; 3g donne les Théorèmes 2 et 3, et avec (s; t) = (2k; 1) et r = 0 donne le Théorème 4. Les
relations (5.21), (5.22) et (5.23) donnent les Théorèmes 5, 6 et 7.

En�n, les relations 8. 9. de la Proposition 74 permettent d�obtenir de façon immédiate le
théorème suivant :

Théorème 83 Pour tous entiers n; m; r et s; on a

VnVm = Vn+rVm�r + (�y)n�UrUm�n�r
= �Un+sUm�s + (�y)m�s VsVn�m+s:

Preuve. Se déduisent facilement des formes de Binet. �
Pour (x; y) = (2; 1) ; n = 2k; m = 2k + 1; r = 3 et s = 2; et en posant P ?n = 2Pn pour
tout n; on a Q2kQ2k+1 = Q2k+3Q2k�2 � 80 = 8P2k+2P2k�1 � 12 = 2

�
P ?2k+2P

?
2k�1 � 6

�
qui

n�est rien d�autre que le Théorème 8 de [95], où µCerin et Gianella nomment la suite (P ?n)n
comme étant celle de Pell au lieu de la suite (Pn)n :
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5.3 Sommes trigonométriques

Des relations sommatoires trigonométriques concernant les nombres de Fibonacci; de Lucas;
de Pell et de Pell-Lucas ont fait l�objet de plusieurs travaux par di¤érents auteurs (voir in-
troduction). Nous allons donner pour ces mêmes suites d�autres identités trigonométriques
ainsi que des extensions à des suites récurrentes linéaires d�ordre deux plus générales. En
particulier, nous donnons des extensions de tous les Théorèmes de Melham et Shannon [242]
et des deux Théorèmes principaux de Melham [232].

Dans toute cette section, on supposera y = 1:

Nous allons commencer par les deux théorèmes suivants

Théorème 84 Pour tous entiers n et k (pourvu que les relations aient un sens); on a

1. tan�1
�

Uk
Un+k

�
� tan�1

�
Uk
Un�k

�
= �

8>><>>:
tan�1

�
U2kVn
U2n

�
si k et n sont pairs

tan�1
�
UkVk
Un

�
si k et n sont impairs

2. tanh�1
�

Uk
Un+k

�
� tanh�1

�
Uk
Un�k

�
= �

8>><>>:
tanh�1

�
U2kVn
U2n

�
si k pair et n impair

tanh�1
�
UkVk
Un

�
si k impair et n pair

3. tan�1
�
�Uk
Vn+k

�
� tan�1

�
�Uk
Vn�k

�
= �

8>><>>:
tan�1

�
�3U2kUn
V 2
n

�
si k pair et n impair

tan�1
�
�UkVk
Vn

�
si k impair et n pair

4. tanh�1
�
�Uk
Vn+k

�
�tanh�1

�
�Uk
Vn�k

�
= �

8>><>>:
tanh�1

�
�3U2kUn
V 2
n

�
si k et n sont pairs

tanh�1
�
�UkVk
Vn

�
si k et n sont impairs

5. tan�1
�

Uk
Un+k

�
+ tan�1

�
Uk
Un�k

�
=

8>><>>:
tan�1

�
UkVk
Un

�
si k pair et n impair

tan�1
�
U2kVn
U2n

�
si k impair et n pair

6. tanh�1
�

Uk
Un+k

�
+ tanh�1

�
Uk
Un�k

�
=

8>><>>:
tanh�1

�
UkVk
Un

�
si k et n sont pairs

tanh�1
�
U2kVn
U2n

�
si k et n sont impairs

7. tan�1
�
�Uk
Vn+k

�
+ tan�1

�
�Uk
Vn�k

�
=

8>><>>:
tan�1

�
�UkVk
Vn

�
si k et n sont pairs

tan�1
�
�3U2kUn
V 2
n

�
si k et n sont impairs
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8. tanh�1
�
�Uk
Vn+k

�
+ tanh�1

�
�Uk
Vn�k

�
=

8>><>>:
tanh�1

�
�UkVk
Vn

�
si k pair et n impair

tanh�1
�
�3U2kUn
V 2
n

�
si k impair et n pair

Preuve. Ce sont des conséquences directes du Corollaire 75. �

Théorème 85 Pour tous entiers n et k (pourvu que les relations aient un sens); on a

1. tan�1
�
Un�k
Un

�
� tan�1

�
Un
Un+k

�
=

8>><>>:
(�1)n+1 tan�1

�
U2k
VkU2n

�
si k est pair

(�1)n tan�1
�

Uk
UnVn

�
sinon

2. tanh�1
�
Un�k
Un

�
� tanh�1

�
Un
Un+k

�
=

8>><>>:
(�1)n+1 tanh�1

�
Uk
UnVn

�
si k est pair

(�1)n tanh�1
�

U2k
VkU2n

�
sinon

3. tan�1
�
Vn�k
Vn

�
� tan�1

�
Vn
Vn+k

�
=

8>><>>:
(�1)n tan�1

�
�U2k
VkV 2

n

�
si k est pair

(�1)n+1 tan�1
�

Uk
UnVn

�
sinon

4. tanh�1
�
Vn�k
Vn

�
� tanh�1

�
Vn
Vn+k

�
=

8>><>>:
(�1)n tanh�1

�
Uk
UnVn

�
si k est pair

(�1)n+1 tanh�1
�
�U2k
VkV 2

n

�
sinon

5. tan�1
�
Un�k
Un

�
+ tan�1

�
Un
Un+k

�
=

8>><>>:
tan�1

�
2V 2

n � (�1)
n (4 + V 2

k )

�UkUnVn

�
si k est pair

tan�1
�
2V 2

n � (�1)
n (4� V 2

k )

�VkU2n

�
sinon

6. tanh�1
�
Un�k
Un

�
+tanh�1

�
Un
Un+k

�
=

8>><>>:
tanh�1

�
2V 2

n � (�1)
n (4 + V 2

k )

�VkU2n

�
si k est pair

tanh�1
�
2V 2

n � (�1)
n (4� V 2

k )

�UkUnVn

�
sinon

7. tan�1
�
Vn�k
Vn

�
+tan�1

�
Vn
Vn+k

�
=

8>><>>:
tan�1

�
2�U2n + (�1)

n (4 + V 2
k )

�UkUnVn

�
si k est pair

tan�1
�
2�U2n + (�1)

n (4� V 2
k )

VkV 2
n

�
sinon

8. tanh�1
�
Vn�k
Vn

�
+tanh�1

�
Vn
Vn+k

�
=

8>><>>:
tanh�1

�
2�U2n + (�1)

n (4 + V 2
k )

VkV 2
n

�
si k est pair

tanh�1
�
2�U2n + (�1)

n (4� V 2
k )

�UkUnVn

�
sinon
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Preuve. Ce sont des conséquences directes du Corollaire 75. �

Corollaire 86 Dans le cas de la suite de Fibonacci (x = 1), on obtient

1. tan�1
�

1

F2n+2

�
� tan�1

�
1

F2n�2

�
= � tan�1

�
L2n
F 22n

�
2. tan�1

�
1

F2n+2

�
� tan�1

�
1

F2n

�
= � tan�1

�
1

F2n+1

�
3. tan�1

�
1

F2n+3

�
+ tan�1

�
1

F2n�1

�
= tan�1

�
3

F2n+1

�
4. tan�1

�
1

F2n+1

�
+ tan�1

�
1

F2n�1

�
= tan�1

�
L2n
F 22n

�
5. tan�1

�
Fn�2
Fn

�
� tan�1

�
Fn
Fn+2

�
= tan�1

 
(�1)n+1

3F 2n

!

6. tan�1
�
Fn�1
Fn

�
� tan�1

�
Fn
Fn+1

�
= tan�1

�
(�1)n

FnLn

�
7. tan�1

�
Fn�2
Fn

�
+ tan�1

�
Fn
Fn+2

�
= tan�1

�
2L2n � 13 (�1)

n

5FnLn

�
8. tan�1

�
Fn�1
Fn

�
+ tan�1

�
Fn
Fn+1

�
= tan�1

�
2L2n � 3 (�1)

n

5F 2n

�
9. tanh�1

�
1

F2n+3

�
� tanh�1

�
1

F2n�1

�
= � tanh�1

�
L2n+1
F 22n+1

�
10. tanh�1

�
1

F2n+1

�
� tanh�1

�
1

F2n�1

�
= � tanh�1

�
1

F2n

�
11. tanh�1

�
1

F2n+2

�
+ tanh�1

�
1

F2n�2

�
= tanh�1

�
3

F2n

�
12. tanh�1

�
1

F2n+2

�
+ tanh�1

�
1

F2n

�
= tanh�1

�
L2n+1
F 22n+1

�
13. tanh�1

�
Fn�2
Fn

�
� tanh�1

�
Fn
Fn+2

�
= tanh�1

 
(�1)n+1

FnLn

!

14. tanh�1
�
Fn�1
Fn

�
� tanh�1

�
Fn
Fn+1

�
= tanh�1

�
(�1)n

F 2n

�
15. tanh�1

�
Fn�2
Fn

�
+ tanh�1

�
Fn
Fn+2

�
= tanh�1

�
2L2n � 13 (�1)

n

15F 2n

�
16. tanh�1

�
Fn�1
Fn

�
+ tanh�1

�
Fn
Fn+1

�
= tanh�1

�
2L2n � 3 (�1)

n

5FnLn

�
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Corollaire 87 Dans le cas de la suite de Lucas (x = 1), on obtient

1. tan�1
�
L2n+1p
5

�
� tan�1

�
L2n�3p
5

�
= tan�1

 
5
p
5F2n�1
L22n�1

!

2. tan�1
�
L2n+1p
5

�
� tan�1

�
L2n�1p
5

�
= tan�1

 p
5

L2n

!

3. tan�1

 p
5

L2n+2

!
+ tan�1

 p
5

L2n�2

!
= tan�1

 
3
p
5

L2n

!

4. tan�1

 p
5

L2n+2

!
+ tan�1

 p
5

L2n

!
= tan�1

 
5
p
5F2n+1
L22n+1

!

5. tan�1
�
Ln�2
Ln

�
+ tan�1

�
Ln
Ln+2

�
= tan�1

�
10F 2n + 13 (�1)

n

5LnFn

�
6. tan�1

�
Ln�1
Ln

�
+ tan�1

�
Ln
Ln+1

�
= tan�1

�
10F 2n + 3 (�1)

n

L2n

�
7. tan�1

�
Ln�2
Ln

�
� tan�1

�
Ln
Ln+2

�
= tan�1

�
5 (�1)n

3L2n

�
8. tan�1

�
Ln�1
Ln

�
� tan�1

�
Ln
Ln+1

�
= tan�1

 
(�1)n�1

FnLn

!

9. tanh�1

 p
5

L2n+2

!
� tanh�1

 p
5

L2n�2

!
= tanh�1

 
5
p
5F2n
L22n

!

10. tanh�1

 p
5

L2n

!
� tanh�1

 p
5

L2n�2

!
= � tanh�1

 p
5

L2n�1

!

11. tanh�1

 p
5

L2n+1

!
+ tanh�1

 p
5

L2n�3

!
= tanh�1

 
3
p
5

L2n�1

!

12. tanh�1

 p
5

L2n+1

!
+ tanh�1

 p
5

L2n�1

!
= tanh�1

 
5
p
5F2n
L22n

!

13. tanh�1
�
Ln�2
Ln

�
+ tanh�1

�
Ln
Ln+2

�
= tanh�1

�
10L2n + 13 (�1)

n

3L2n

�
14. tanh�1

�
Ln�1
Ln

�
+ tanh�1

�
Ln
Ln+1

�
= tanh�1

�
10F 2n + 3 (�1)

n

5FnLn

�
15. tanh�1

�
Ln�2
Ln

�
� tanh�1

�
Ln
Ln+2

�
= tanh�1

�
(�1)n

FnLn

�
16. tanh�1

�
Ln�1
Ln

�
� tanh�1

�
Ln
Ln+1

�
= tanh�1

 
5 (�1)n�1

L2n

!
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Corollaire 88 Dans le cas de la suite de Pell (x = 2), on obtient

1. tan�1
�

2

P2n+2

�
� tan�1

�
2

P2n�2

�
= � tan�1

�
4Q2n
P 22n

�
2. tan�1

�
1

P2n+2

�
� tan�1

�
1

P2n

�
= � tan�1

�
2

P2n+1

�
3. tan�1

�
2

P2n+3

�
+ tan�1

�
2

P2n�1

�
= tan�1

�
12

P2n+1

�
4. tan�1

�
1

P2n+1

�
+ tan�1

�
1

P2n�1

�
= tan�1

�
Q2n
P 22n

�
5. tan�1

�
Pn�2
Pn

�
� tan�1

�
Pn
Pn+2

�
= tan�1

�
2 (�1)n

3P 2n

�
6. tan�1

�
Pn�1
Pn

�
� tan�1

�
Pn
Pn+1

�
= tan�1

�
(�1)n

PnQn

�
7. tan�1

�
Pn�2
Pn

�
+ tan�1

�
Pn
Pn+2

�
= tan�1

�
Q2n � 20 (�1)

n

8PnQn

�
8. tan�1

�
Pn�1
Pn

�
+ tan�1

�
Pn
Pn+1

�
= tan�1

�
Q2n
8P 2n

�
9. tanh�1

�
2

P2n+3

�
� tanh�1

�
2

P2n�1

�
= � tanh�1

�
4Q2n+1
P 22n+1

�
10. tanh�1

�
1

P2n+1

�
� tanh�1

�
1

P2n�1

�
= � tanh�1

�
2

P2n

�
11. tanh�1

�
2

P2n+2

�
+ tanh�1

�
2

P2n�2

�
= tanh�1

�
12

P2n

�
12. tanh�1

�
1

P2n+2

�
+ tanh�1

�
1

P2n

�
= tanh�1

�
Q2n+1
P 22n+1

�
13. tanh�1

�
Pn�2
Pn

�
� tanh�1

�
Pn
Pn+2

�
= (�1)n+1 tanh�1

�
2

PnQn

�
14. tanh�1

�
Pn�1
Pn

�
� tanh�1

�
Pn
Pn+1

�
= (�1)n tanh�1

�
1

2P 2n

�
15. tanh�1

�
Pn�2
Pn

�
+ tanh�1

�
Pn
Pn+2

�
= tanh�1

�
Q2n � 20 (�1)

n

24P 2n

�
16. tanh�1

�
Pn�1
Pn

�
+ tanh�1

�
Pn
Pn+1

�
= tanh�1

�
Qn
4Pn

�

Corollaire 89 Dans le cas de la suite de Pell-Lucas (x = 2), on obtient

1. tan�1

 
4
p
2

Q2n+3

!
� tan�1

 
4
p
2

Q2n�1

!
= � tan�1

 
64
p
2P2n+1

Q22n+1

!
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2. tan�1

 
2
p
2

Q2n+1

!
� tan�1

 
2
p
2

Q2n�1

!
= � tan�1

 
4
p
2

Q2n

!

3. tan�1

 
4
p
2

Q2n+2

!
+ tan�1

 
4
p
2

Q2n�2

!
= tan�1

 
24
p
2

Q2n

!

4. tan�1

 
2
p
2

Q2n+2

!
+ tan�1

 
2
p
2

Q2n

!
= tan�1

 
16
p
2P2n+1

Q22n+1

!

5. tan�1
�
Qn�2
Qn

�
� tan�1

�
Qn
Qn+2

�
= tan�1

�
16 (�1)n

3Q2n

�
6. tan�1

�
Qn�1
Qn

�
� tan�1

�
Qn
Qn+1

�
= tan�1

 
(�1)n+1

PnQn

!

7. tan�1
�
Qn�2
Qn

�
+ tan�1

�
Qn
Qn+2

�
= tan�1

�
2P 2n + 5 (�1)

n

2PnQn

�
8. tan�1

�
Qn�1
Qn

�
+ tan�1

�
Qn
Qn+1

�
= tan�1

�
8P 2n
Q2n

�
9. tanh�1

 
4
p
2

Q2n+2

!
� tanh�1

 
4
p
2

Q2n�2

!
= � tanh�1

 
64
p
2P2n

Q22n

!

10. tanh�1

 
2
p
2

Q2n+2

!
� tanh�1

 
2
p
2

Q2n

!
= � tanh�1

 
4
p
2

Q2n+1

!

11. tanh�1

 
4
p
2

Q2n+3

!
+ tanh�1

 
4
p
2

Q2n�1

!
= tanh�1

 
24
p
2

Q2n+1

!

12. tanh�1

 
2
p
2

Q2n+1

!
+ tanh�1

 
2
p
2

Q2n�1

!
= tanh�1

 
16
p
2P2n

Q22n

!

13. tanh�1
�
Qn�2
Qn

�
� tanh�1

�
Qn
Qn+2

�
= tanh�1

�
2 (�1)n

PnQn

�
14. tanh�1

�
Qn�1
Qn

�
� tanh�1

�
Qn
Qn+1

�
= tanh�1

 
4 (�1)n+1

Q2n

!

15. tanh�1
�
Qn�2
Qn

�
+ tanh�1

�
Qn
Qn+2

�
= tanh�1

�
8P 2n + 20 (�1)

n

3Q2n

�
16. tanh�1

�
Qn�1
Qn

�
+ tanh�1

�
Qn
Qn+1

�
= tanh�1

�
2Pn
Qn

�
Remarque 90 Il est à noter que nous retrouvons les deux Théorèmes de R. Melham [232]
parus dans son article intitulé "Sums involving Fibonacci and Pell numbers". Les relations
1, 3, 9 et 12 du Corollaire 86 constituent les relations (2.4), (2.5), (2.6) et (2.7) de son
Théorème 1, et les relations 8 et 16 du Corollaire 88 et du Corollaire 89 respectivement
constituent les relations (2.20), (2.22), (2.21) et (2.23) de son Théorème 2.
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Notons aussi que nous retrouvons tous les Théorèmes donnés par Melham et Shannon [242].
En e¤et, les secondes relations de 1. et 5. (resp. de 2. et 6.) du Théorème 84 constituent
leur Théorème 1 (resp. Théorème 4) et les relations 1., 3., la seconde relation de 2. et la
relation 4. du Théorème 85 sont respectivement leurs Théorèmes 2, 3, 5 et 6.

On retrouve aussi la relation 2 du Théorème 3 cité dans [36] comme étant la relation 2
du Corollaire 88, ainsi qu�une variante de la relation 3 du même Théorème comme étant la
relation 2 du Corollaire 89.

Théorème 91 Pour tous entiers r et k tels que 0 � r � 2k; on a

1.
X
m�1

tan�1
�
U22k

V4km+2r
U24km+2r

�
=
�

2
� tan�1

�
U2k+2r
U2k

�

2.
X
m�2

tanh�1
�
U2k+1V2k+1
U4km+2m+2r

�
= tanh�1

�
U2k+1
U6k+2r+3

�

3.
X
m�1

tan�1
�
�
U2k+1V2k+1
V4km+2m+2r

�
=
�

2
� tan�1

�
V2k+2r+1
�U2k+1

�

4.
X
m�1

tanh�1
�
�3U22k

U4km+2r
V 2
4km+2r

�
= tanh�1

�
�U2k
V2k+2r

�

5.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
�
U22k+1

V4km+2m+2r
U24km+2m+2r

�
= tan�1

�
U2k+1
U2k+2r+1

�

6.
X
m�1

(�1)m�1 tanh�1
�
U2kV2k
U4km+2r

�
= tanh�1

�
U2k
U2k+2r

�

7.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
�
�U2kV2k
V4km+2r

�
= tan�1

�
�U2k
V2k+2r

�

8.
X
m�1

(�1)m�1 tanh�1
�
�3U22k+1

U4km+2m+2r
V 2
4km+2m+2r

�
= tanh�1

�
�U2k+1
V2k+2r+1

�

Preuve. Pour la première relation, il su¢ t de poser dans la relation 1. du Théorème 84,
n = 4km + 2r; (0 � r � 2k), de sommer l�identité de m = 1 à m = s; puis faire tendre s
vers +1: Ce raisonnement est valable pour toutes les relations des Théorèmes 91 et 94. �

Corollaire 92 Cas des suites de Fibonacci et de Lucas

1.
X
m�1

tan�1
�
L4m
F 24m

�
=
�

4
;

2.
X
m�2

tanh�1
�
1

F2m

�
= tanh�1

1

2
;
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3.
X
m�1

tan�1

 p
5

L2m

!
=
�

2
� tan�1 1p

5
;

4.
X
m�1

tanh�1
�
5
p
5
F4m
L24m

�
= tanh�1

p
5

3
;

5.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
�
L2m
F 22m

�
=
�

4
;

6.
X
m�2

(�1)m�1 tanh�1
�
3

F4m

�
= � tanh�1 1

8

7.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
 
3
p
5

L4m

!
= tan�1

p
5

3

8.
X
m�1

(�1)m�1 tanh�1
�
5
p
5
F2m
L22m

�
= � tanh�1

p
5

4

Corollaire 93 Cas des suites de Pell et de Pell-Lucas

1.
X
m�1

tan�1
�
4
Q4m
P 24m

�
=
�

4

2.
X
m�2

tanh�1
�
2

P2m

�
= tanh�1

1

5

3.
X
m�1

tan�1

 
4
p
2

Q2m

!
=
�

2
� tan�1 1p

2

4.
X
m�1

tanh�1
�
64
p
2
P4m
Q24m

�
= tanh�1

2
p
2

3

5.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
�
Q2m
P 22m

�
=
�

4

6.
X
m�2

(�1)m�1 tanh�1
�
12

P4m

�
= � tanh�1

�
1

35

�

7.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
 
24
p
2

Q4m

!
= tan�1

2
p
2

3

8.
X
m�1

(�1)m�1 tanh�1
�
16
p
2
P2m
Q22m

�
= tanh�1

p
2

2
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Théorème 94 Pour tous entiers r et k tels que 0 � r � 2k; on a

1.
X
m�1

tan�1
�

U2k+1V2k+1
U4km+2m+2r+1

�
=
�

2
� tan�1

�
U2r+2k+2
U2k+1

�
;

2.
X
m�1

tanh�1
�
U22kV4km+2r+1
U24km+2r+1

�
= tanh�1

�
U2k

U2r+2k+1

�
;

3.
X
m�1

tan�1
�
�3U22k

U4km+2r+1
V 2
4km+2r+1

�
=
�

2
� tan�1

�
V2r+2k+1
�U2k

�
;

4.
X
m�1

tanh�1
�
�U2k+1V2k+1
V4km+2m+2r+1

�
= tanh�1

�
�U2k+1
V2r+2k+2

�
;

5.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
�

U2kV2k
U4km+2r+1

�
= tan�1

�
U2k

U2r+2k+1

�
;

6.
X
m�2

(�1)m�1 tanh�1
�
U22k+1

V4km+2m+2r+1
U24km+2m+2r+1

�
= tanh�1

�
U2k+1
U2r+2k+4

�
;

7.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
�
�3U22k+1

U4km+2m+2r+1
V 2
4km+2m+2r+1

�
= tan�1

�
�U2k+1
V2r+2k+2

�
;

8.
X
m�1

(�1)m�1 tanh�1
�
�U2kV2k
V4km+2r+1

�
= tanh�1

�
�U2k

V2r+2k+1

�
:

Corollaire 95 Cas des suites de Fibonacci et de Lucas

1.
X
m�1

tan�1
�

1

F2m+1

�
=
�

4
;

2.
X
m�1

tanh�1
�
L4m+1
F 24m+1

�
= tanh�1

1

2
;

3.
X
m�1

tan�1

 
5
p
5F4m+1
L24m+1

!
=
�

2
� tan�1 4p

5

4.
X
m�1

tanh�1

 p
5

L2m+1

!
= tanh�1

p
5

3

5.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
�

3

F4m+1

�
= tan�1

1

2

6.
X
m�2

(�1)m�1 tanh�1
�
L2m+1
F 22m+1

�
= tanh�1

1

3

7.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
 
5
p
5F2m+1
L22m+1

!
= tan�1

p
5

3
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8.
X
m�1

(�1)m�1 tanh�1
 
3
p
5

L4m+1

!
= tanh�1

p
5

4

Corollaire 96 Cas des suites de Pell et de Pell-Lucas

1.
X
m�0

tan�1
�

2

P2m+1

�
=
�

2

2.
X
m�1

tanh�1
�
4
Q4m+1
P 24m+1

�
= tanh�1

2

5

3.
X
m�1

tan�1
�
64
p
2
P4m+1
Q24m+1

�
=
�

2
� tan�1 7p

2

4.
X
m�1

tanh�1

 
4
p
2

Q2m+1

!
= tanh�1

p
2

3

5.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
�

12

P4m+1

�
= tan�1

2

5

6.
X
m�1

(�1)m�1 tanh�1
�
Q2m+1
P 22m+1

�
= tanh�1

�
1

2

�

7.
X
m�1

(�1)m�1 tan�1
 
16
p
2P2m+1

Q22m+1

!
= tan�1

p
2

3

8.
X
m�1

(�1)m�1 tanh�1
 
24
p
2

Q4m+1

!
= tanh�1

2
p
2

7

Remarque 97 Il est à noter que nous retrouvons les relations (2.12), (2.13), (2.14) et
(2.15) de R. Melham [232]. Ce sont, pour k = 2; respectivement la relation 1 du Théorème
91 (voir aussi relation 1 du Corollaire 92), la relation 5 du Théorème 94 (voir aussi relation
5 du Corollaire 95), la relation 6 du Théorème 91 (voir aussi relation 6 du Corollaire 92)
et la relation 6 du Théorème 94 (voir aussi relation 6 du Corollaire 94).

On retrouve aussi (première relation du Corollaire 95) la célèbre relation de Lehmer [208]
qui stipule que

P
m�0 tan

�1 (1=F2m+1) = �=4; relation que l�on retrouve dans l�article Hoggatt
et Ruggles [155] et de Melham et Shannon [242], ainsi que sa duale

P
m�0 tan

�1 (2=P2m+1) =
�=2; relation que l�on retrouve dans l�article de Mahon et Horadam [226] et Melham et
Shannon [242]:

Finalement, les sommes in�nies du Théorème 3 cité dans [36] ne sont rien d�autre que la
relation 1 du Corollaire 96 et une variante de la relation 3 du Corollaire 93.
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Théorème 98 Des relations avec des produits in�nis, pour tous entiers k et r; on a

1.
Y
m�1

U24km+2r+1 + U22kV4km+2r+1

U24km+2r+1 � U22kV4km+2r+1
=
U2k+2r+1 + U2k
U2k+2r+1 � U2k

; (r � k);

2.
Y
m�1

U4km+2m+2r + U2k+1V2k+1
U4km+2m+2r � U2k+1V2k+1

=
U2k+2r+1 + U2k+1
U2k+2r+1 � U2k+1

(r < k);

3.
Y
m�1

V4km+2m+2r+1 + �U2k+1V2k+1
V4km+2m+2r+1 � �U2k+1V2k+1

=
V2k+2r+2 + �U2k+1
V2k+2r+2 � �U2k+1

(r � k);

4.
Y
m�1

V 2
4km+2r + �3U22kU4km+2r

V 2
4km+2r � �3U22kU4km+2r

=
V2k+2r + �U2k
V2k+2r � �U2k

(r < k);

5.
Y
m�1

U24km+2m+2r+1 + (�1)
m�1 U22k+1V4km+2m+2r+1

U24km+2m+2r+1 � (�1)
m�1 U22k+1V4km+2m+2r+1

=
U2k+2r+2 + U2k+1
U2k+2r+2 � U2k+1

(r � k);

6.
Y
m�1

U4km+2r + (�1)m�1 U2kV2k
U4km+2r � (�1)m�1 U2kV2k

=
U2k+2r + U2k
U2k+2r � U2k

(r < k);

7.
Y
m�1

V4km+2r+1 + (�1)m�1 �U2kV2k
V4km+2r+1 � (�1)m�1 �U2kV2k

=
V2k+2r+1 + �U2k
V2k+2r+1 � �U2k

(r � k);

8.
Y
m�1

V 2
4km+2m+2r + (�1)

m�1 �3U22k+1U4km+2m+2r

V 2
4km+2m+2r � (�1)

m�1 �3U22k+1U4km+2m+2r
=
V2k+2r+1 + �U2k+1
V2k+2r+1 � �U2k+1

(r < k):

Preuve. Il su¢ t de prendre les relations 2., 4., 6. et 8. des Théorèmes 91 et 94 et d�exploiter
l�équivalence

P
m�1 tanh

�1 am = tanh
�1 a,

Q
m�1

1+am
1�am =

1+a
1�a : �

Remarque 99 Pour les relations 2 et 6 du Corollaire précédent, lorsque r = 0, considérer
le produit à partir de m � 2 et remplacer U2k+2r par U6k+2r ainsi que U2k+2r+1 par U6k+2r+3:

Corollaire 100 Cas des suites de Fibonacci et de Lucas

1.
Y

m�1

F 24m+1 + L4m+1
F 24m+1 � L4m+1

= 3;

2.
Y

m�2

F4m+2m + 8

F4m+2m � 8
=
9

8
;

3.
Y

m�1

L4m+2m+1 + 8
p
5

L4m+2m+1 � 8
p
5
=
7 + 2

p
5

7� 2
p
5
;

4.
Y

m�1

L24m + 5
p
5F4m

L24m � 5
p
5F4m

=
3 +

p
5

3�
p
5
;

5.
Y

m�1

F 24m+2m+1 + 4 (�1)
m�1 L4m+2m+1

F 24m+2m+1 � 4 (�1)
m�1 L4m+2m+1

= 5;
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6.
Y

m�2

F4m + 3 (�1)m�1

F4m � 3 (�1)m�1
=
9

7
;

7.
Y

m�1

L4m+1 + 3
p
5 (�1)m�1

L4m+1 � 3
p
5 (�1)m�1

=
4 +

p
5

4�
p
5
;

8.
Y

m�1

L24m+2m + 20
p
5 (�1)m�1 F4m+2m

L24m+2m � 20
p
5 (�1)m�1 F4m+2m

=
2 +

p
5

2�
p
5
:

Corollaire 101 Cas des suites de Pell et de Pell-Lucas

1.
Y

m�1

P 24m+1 + 4Q4m+1
P 24m+1 � 4Q4m+1

=
7

3
;

2.
Y

m�2

P4m+2m + 70

P4m+2m � 70
=
99

98
;

3.
Y

m�1

Q4m+2m+1 + 140
p
2

Q4m+2m+1 � 140
p
2
=
17 + 5

p
2

17� 5
p
2
;

4.
Y

m�1

Q24m + 64
p
2P4m

Q24m � 64
p
2P4m

=
3 + 2

p
2

3� 2
p
2
;

5.
Y

m�1

P 24m+2m+1 + 25 (�1)
m�1Q4m+2m+1

P 24m+2m+1 � 25 (�1)
m�1Q4m+2m+1

=
17

7
;

6.
Y

m�2

P4m + 12 (�1)m�1

P4m � 12 (�1)m�1
=
18

17
;

7.
Y

m�1

Q4m+1 + 24
p
2 (�1)m�1

Q4m+1 � 24
p
2 (�1)m�1

=
7 + 2

p
2

7� 2
p
2
;

8.
Y

m�1

Q24m+2m + 400
p
2 (�1)m�1 P4m+2m

Q24m+2m � 400
p
2 (�1)m�1 P4m+2m

=
7 + 5

p
2

7� 5
p
2
:

Remarque 102 Il est à noter que nous retrouvons les deux relations (2.16) et (2.17) de R.
Melham [232] parues dans son article intitulé "Sums involving Fibonacci and Pell numbers".
Ce sont la relation 1 du Théorème 98 (voir aussi relations 1 du Corollaire 100) et la relation
6 du Théorème 98 lorsque k = 1:

Théorème 103 Pour des relations avec des produits �nis, pour tous k; r; s tels que r � 2k;
nous avons

1.
sY

m=1

�
U2km+r + V2km+r + U2k
U2km+r + V2km+r � U2k

�(�1)r
=
U2k+r + Ur
U2k+r � Ur

:
U2ks+2k+r � U2ks+r
U2ks+2k+r + U2ks+r

2.
sY

m=1

�
V2k+1U

2
2km+m+r + U22k+1

V2k+1U22km+m+r � U22k+1

�(�1)m+r�1
=
U2k+r+1 + Ur
U2k+r+1 � Ur

:
U2ks+2k+s+r+1 � U2ks+s+r
U2ks+2k+s+r+1 + U2ks+s+r
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3.
sY

m=1

�
U2km+r + V2km+r + U2k
U2km+r + V2km+r � U2k

�(�1)r
=
V2k+r + Vr
V2k+r � Vr

:
V2ks+2k+r � V2ks+r
V2ks+2k+r + V2ks+r

4.
sY

m=1

 
V2k+1V

2
2km+m+r + �2U22k+1

V2k+1V 2
2km+m+r � �2U22k+1

!(�1)m+r�1
=
V2k+r+1 + Vr
V2k+r+1 � Vr

:
V2ks+2k+s+r+1 � V2ks+s+r
V2ks+2k+s+r+1 + V2ks+s+r

5.
sY

m=1

 
�2V2kU

2
2km+r + 2V2km+r � (�1)

r (V 2
2k + 4)

�2V2kU22km+r � 2V2km+r + (�1)
r (V 2

2k + 4)

!(�1)m�1

=
U2k+r + Ur
U2k+r � Ur

:

�
U2ks+2k+r + U2ks+r
U2ks+2k+r � U2ks+r

�(�1)s

6.
sY

m=1

 
�2U2k+1U2km+m+rV2km+m+r + 2V

2
2km+m+r � (�1)

m+r �4� V 2
2k+1

�
�2U2k+1U2km+m+rV2km+m+r � 2V 2

2km+m+r + (�1)
m+r �4� V 2

2k+1

�!(�1)m�1

=
U2k+r+1 + Ur
U2k+r+1 � Ur

:

�
U2ks+2k+s+r+1 + U2ks+s+r
U2ks+2k+s+r+1 � U2ks+s+r

�(�1)s

7.
sY

m=1

 
V2kU

2
2km+r + 2�

2U2km+r + (�1)r (V 2
2k + 4)

V2kU22km+r � 2�
2U2km+r � (�1)r (V 2

2k + 4)

!(�1)m�1

=
V2k+r + Vr
V2k+r � Vr

�
V2ks+2k+r + V2ks+r
V2ks+2k+r � V2ks+r

�(�1)s

8.
sY

m=1

 
�2U2k+1U2km+m+rV2km+m+r + 2�

2U22km+m+r � (�1)
m+r �4� V 2

2k+1

�
�2U2k+1U2km+m+rVk2km+m+r � 2�2U22km+m+r + (�1)

m+r �4� V 2
2k+1

�!(�1)m�1

=
V2k+r+1 + Vr
V2k+r+1 � Vr

�
V2ks+2k+s+r+1 + V2ks+s+r
V2ks+2k+s+r+1 � V2ks+s+r

�(�1)s



Chapitre 6

Sur certaines propriétés liées aux
polynômes de Chebyshev et aux
polynômes bivariés de Fibonacci et de
Lucas

6.1 Introduction

Les polynômes de Chebyshev de première et seconde espèce sont étroitement liés aux
nombres de Pell et de Pell-Lucas, lien établi en (6.5), (6.6) et en remarque 118. D�autres
corrélations, entre ces deux familles, ont été réalisées, nous en donnons trois exemples.
Horadam et Mahon [181, 1985] ont établi un lien en terme de convolution via la fonction
génératrice, Zhang et Wang [362, 2004] en terme de dérivées partielles et Horadam [173,
2005] a établi un lien avec les rails du triangle de Pascal.

Dans ce chapitre on démontre, en premier lieu, que les polynômes de Chebyshev, de pre-
mière espèce et de seconde espèce, ont des coordonnées entières remarquables dans des bases
spéci�ques (l�une constituée uniquement de polynômes de Chebyshev de première espèce et
l�autre constituée uniquement de polynômes de Chebyshev de seconde espèce). Si Tn (resp.
Un) désigne le n-ième polynôme de Chebyshev de première (resp. de deuxième) espèce, on
prouve que les familles

�
XkTn�k

�
k
et
�
XkUn�k

�
k
pour n�2 bn=2c � k � n�bn=2c sont des

bases du Q-espace vectoriel En [X] constitué des polynômes de Q [X] de même parité que n
et de degré � n. De plus Tn et Un de En [X] ont des coordonnées entières remarquables sur
chacune de ces deux bases.

Il s�avère que cette propriété s�étend à d�autres familles de polynômes largement cités dans
la littérature comme :

97
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� Les polynômes de Jacobsthal et de Jacobsthal-Lucas, dé�nis comme suit

Jn+1 (x) = Jn (x) + 2xJn�1 (x) avec J0 (x) = 0 et J1 (x) = 1;

jn+1 (x) = jn (x) + 2xjn�1 (x) avec j0 (x) = 2 et j1 (x) = 1;

voir Horadam [162, 1997], [163, 1997], [161, 2002], Djordjevíc [110, 2000], [109, 2000] et
[108, 2005], Horadam et Philipponi [178, 1997], et Shannon et Horadam [290, 1999].

� Les polynômes de Vieta de première et seconde espèce sont dé�nis comme suit

Vn+1 (x) = xVn (x) + Vn�1 (x) avec V0 (x) = 0 et V1 (x) = 1;

vn+1 (x) = xvn (x) + vn�1 (x) avec v0 (x) = 2 et v1 (x) = x;

on peut consulter Vieta [333, 1615], Horadam [174, 2002] et [164, 2003], Robbins [278,
1991] et Shannon et Horadam [290, 1999].

� Les polynômes de Morgan-Voyce, les coe¢ cients de ces polynômes sont exactements les
lignes des triangles DFF et DFFz étudiés par Ferri, Faccio et D�Amico [128, 1991] et
[129, 1992]. En outre ces polynômes sont très connus et utilisés dans les réseaux d�échelle
et en électricité, ils sont dé�nis comme suit�

Mn+1 (x) = (x+ 2)Mn (x)�Mn�1 (x) ;
M0 (x) = u, M1 (x) = x+ r (x) + u;

pour (u = 0; r = 1� x) et (u = 2; r = 0) ; on peut consulter Morgan-Voyce [254, 1959],
Swamy [320, 1966], [323, 1968], [319, 2000], Swamy et Bhattacharyya [322, 1967], Lahr
[200, 1986], Haukkanen [149, 1996], Horadam [170, 1998], [168, 1998], [167, 1999], [166,
2000], [171, 2002] et [173, 2005], Horadam et Philipponi [179, 2001] et le tout récent
article de Chen et Shapiro [100, 2007].

� Les polynômes duaux de Morgan-Voyce�
Mn+1 (x) = (x+ 2)Mn (x) +Mn�1 (x) ;
M0 (x) = u, M1 (x) = x+ r (x) + u;

pour (u = 0; r = 1� x) et (u = 2; r = 0) ; voir Horadam [165, 1999], [175, 2003] et [173,
2005].

� Les polynômes de Morgan-Voyce étendus et/ou généralisés, dé�nis comme suit�
Wn+1 (x) = (x+ p)Wn (x)� qWn�1 (x) ;
W0 (x) = u, W1 (x) = x+ r (x; p) + u+ p� 2;

pour (u = 0; r = 3� x� p) et (u = 2; r = 0) ; on peut consulter André-Jeannin [9,
1994], [10, 1995] et [11, 1995], Horadam [172, 1996], [169, 1997] et [175, 2003], Swamy
[321, 2000], Djordjevíc [111, 1999] et [112, 2000] (pour des cas particuliers) et Lee [205,
2002].

Ce qui nous amène à établir, en deuxième lieu (section 3), des résultats analogues pour une
famille plus vaste de polynômes associés aux suites récurrentes linéaires d�ordre deux : les
polynômes bivariés de Fibonacci et de Lucas. On montre que leurs coordonnées, sur des bases
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appropriées, sont des familles d�entiers véri�ant des relations de récurrence remarquables.
Ces polynômes ont déjà été étudiés par d�autres auteurs, par exemple Bergum et Hoggatt
Jr. [61, 1974] ont exploré la question de l�irréductibilité. Horadam et Filipponi [180, 1993]
se sont intéressés à la suite des intégrales et Zho [366, 1996], Yu et Liang [356, 1997] et
Djordjevíc [106, 2001] et [107, 2005] se sont intéressés à la suite des dérivées partielles, pour
ne citer que ceux-là.

6.2 Coordonnées remarquables de polynômes de Che-
byshev dans des bases spéci�ques

6.2.1 Introduction

Pour chaque entier n � 0, Tn = Tn(X) et Un = Un(X) sont les uniques polynômes, à
coe¢ cients entiers, véri�ant

cosnx = Tn(cosx) et sin((n+ 1)x) = sinx Un(cosx); (x 2 R) :

Les premières valeurs de ces polynômes, jusqu�à n = 4; sont les suivantes

T0 = 1 U0 = 1
T1 = X U1 = 2X
T2 = 2X

2 � 1 U2 = 4X
2 � 1

T3 = 4X
3 � 3X U3 = 8X

3 � 4X
T4 = 8X

4 � 8X2 + 1 U4 = 16X
4 � 12X2 + 1

La formule de Moivre permet d�obtenir les formules explicites suivantes de Tn et Un

Tn =
1

2
((X +

p
X2 � 1)n + (X �

p
X2 � 1)n) (6.1)

=

bn=2cX
k=0

(�1)k
�
n

2k

�
Xn�2k(1�X2)k

Un =
1

2
p
X2 � 1

((X +
p
X2 � 1)n+1 � (X �

p
X2 � 1)n+1) (6.2)

=

bn=2cX
k=0

(�1)k
�
n+ 1

2k + 1

�
Xn�2k(1�X2)k

Ainsi, en posant n � 0 et pour k � 0

Q(n; k) = 2
X
i�j=k

�
n

2i

��
i

j

�
(6.3)
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et

P (n; k) =
X
i�j=k

�
n+ 1

2i+ 1

��
i

j

�
; (6.4)

on déduit des relations (6.1) et (6.2)

Tn =
1

2

bn=2cX
k=0

(�1)kQ(n; k)Xn�2k (6.5)

et

Un =

bn=2cX
k=0

(�1)kP (n; k)Xn�2k: (6.6)

On constate que Tn et Un sont e¤ectivement des polynômes à coe¢ cients entiers, de degré
n: De plus le coe¢ cient dominant de Tn est égal à 2n�1 pour n � 1 et celui de Un est égal à
2n pour n � 0.
On véri�e aussi aisément que

Tn(�X) = (�1)nTn(X) et Un(�X) = (�1)nUn(X);

Tn et Un sont donc de même parité que n.

Des relations (6.1) et (6.2), on déduit aussi les relations de récurrence suivantes

Tn = 2XTn�1 � Tn�2 pour n � 2 avec T0 = 1 et T1 = X; (6.7)

Un = 2XUn�1 � Un�2 pour n � 2 avec U0 = 1 et U1 = 2X; (6.8)

on peut aussi les déduire des formules de Simpson [218] suivantes, pour tous n 2 N et x 2 R :

cosnx = 2 cos x cos (n� 1)x� cos (n� 2)x;
sin (n+ 1) x = 2 cos x sinnx� sin (n� 1)x:

Les relations (6.7) et (6.8) nous permettent de véri�er les relations suivantes

Tn = Un �XUn�1; (6.9)

Un+2 � Un = 2Tn+2 (6.10)

et aussi d�obtenir les fonctions génératrices ordinaires des polynômes de ChebyshevX
n�0

Tnt
n =

1� tX

1� 2tX + t2
; (6.11)

X
n�0

Unt
n =

1

1� 2tX + t2
; (6.12)
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desquelles on déduit les expressions explicites suivantes de Tn et Un

Tn =

bn=2cX
k=0

(�1)k2n�1�2k n

n� k

�
n� k

k

�
Xn�2k; (6.13)

Un =

bn=2cX
k=0

(�1)k2n�2k
�
n� k

k

�
Xn�2k: (6.14)

En comparant (6.13) et (6.14) avec (6.5) et (6.6), on retrouve les expressions simpli�ées

Q (n; k) = 2n�2k
n

n� k

�
n� k

k

�
; pour n � 1 et k � n=2; (6.15)

P (n; k) = 2n�2k
�
n� k

k

�
; pour n � 0 et k � n=2: (6.16)

En comparant (6.15) et (6.16) avec (6.3) et (6.4), on obtient les identitésX
i�j=k

�
n

2i

��
i

j

�
= 2n�1�2k

n

n� k

�
n� k

k

�
; (n � 1 et k � n=2) ; (6.17)

X
i�j=k

�
n+ 1

2i+ 1

��
i

j

�
= 2n�2k

�
n� k

k

�
; (n � 0 et k � n=2) ; (6.18)

on retrouve ainsi les relations 3.120 et 3.121 de Gould "Combinatorial identities", appelées
aussi relations de Moriarty [136].

Une interprétation combinatoire de P (n; k) et Q (n; k) est donnée dans [36] et [293]

Pour tout entier n � 0; désignons par Bn =
�
Xn�2k�

0�k�bn=2c la base canonique du Q-
espace vectoriel En [X] ; auquel appartiennent les polynômes Tn et Un:

Les coordonnées de Tn et Un relativement à la baseBn sont données par les relations (6.13)
et (6.14).

Le but de cette section est de prouver que les familles Tn :=
�
XkTn�k

�
k
et Un :=

�
XkUn�k

�
k

pour n � 2 bn=2c � k � n � bn=2c constituent deux autres bases de En [X] (Théorème
104) par rapport auxquelles les polynômes Tn et Un possèdent des coordonnées entières
remarquables.

Les coordonnées de Tn sur Tn et de Un sur Un sont triviales quand n est pair et sont
données au Théorème 105 quand n est impair, tandis que celles de Tn sur Un et de Tn sur
Un sont données au Théorème 106 pour n pair et au Théorème 107 pour n impair.

6.2.2 Enoncé des Théorèmes

Le premier résultat important de cette section est le suivant
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Théorème 104 Pour tout n � 0; Tn et Un sont deux bases de En [X] :

Aussi, on décompose T2n+1 et U2n+1 (resp. T2n et U2n) sur chacune des deux bases T2n+1
et U2n+1 (resp. T2n et U2n). Les décompositions de T2n sur T2n et U2n sur U2n sont triviales,
il reste à examiner les six autres décompositions. Celles de

1. T2n+1 sur T2n+1 et U2n+1 sur U2n+1 (Théorème 105).

2. T2n sur T2n et U2n sur U2n (Théorème 106).

3. T2n+1 sur U2n+1 et U2n+1 sur T2n+1 (Théorème 107).

Considérons maintenant les familles d�entiers (�n;k) ;
�
�n;k

�
et
�

n;k

�
données par les éga-

lités suivantes

� (1� 2X)n =
X
k�0

�n;kX
k; (6.19)

(X � 1) (1� 2X)n =
X
k�0

�n;kX
k; (6.20)

(2X � 1)n + 2
�
1 + (2X � 1) + � � �+ (2X � 1)n�1

�
=

X
k�0


n;kX
k; (6.21)

on en déduit ainsi, pour (n; k) 2 N2; les relations suivantes

�n;k = (�1)k+12k
�
n

k

�
; (6.22)

�n;k = �n;k � �n;k�1; (6.23)


n;k = (�1)n+1�n;k + 2
n�1X
j=0

(�1)j+1�j;k: (6.24)

Théorème 105 Pour tout n � 0; on a

T2n+1 =
n+1X
k=1

�n;kX
kT2n+1�k; (6.25)

U2n+1 =

n+1X
k=1

�n+1;kX
kU2n+1�k: (6.26)

Théorème 106 Pour tout n � 0; on a

T2n = U2n �XU2n�1; n � 1; (6.27)

U2n =

nX
k=0


n;kX
kT2n�k: (6.28)
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Théorème 107 Pour tout n � 0; on a

T2n+1 =
n+1X
k=1

(�n+1;k � �k;1)X
kU2n+1�k; (6.29)

U2n+1 =

n+1X
k=1

�

n;k�1 + �n;k

�
XkT2n+1�k; (6.30)

où �i;j désigne le symbole de Kronecker.

Les suites de nombres (�n;k) ;
�
�n;k

�
et
�

n;k

�
satisfont les relations de récurrence suivantes8<:

�n;0 = �1; (n � 0) ;
�0;k = 0; (k � 1);
�n;k = �n�1;k � 2�n�1;k�1; (n; k � 1);8<:

�n;0 = �1; (n � 0);
�0;1 = 1 et �0;k = 0; (k � 2);
�n;k = �n�1;k � 2�n�1;k�1; (n; k � 1);8<:


n;0 = 1; (n � 0);

0;k = 0; (k � 1);

n;k = �
n�1;k + 2
n�1;k�1; (n; k � 1):

Les tables suivantes donnent les valeurs de �n;k; �n;k et 
n;k; pour 0 � n � 4;

n �n;0 �n;1 �n;2 �n;3 �n;4
0 �1
1 �1 2
2 �1 4 �4
3 �1 6 �12 8
4 �1 8 �24 32 �16

n �n;0 �n;1 �n;2 �n;3 �n;4 �n;5
0 �1 1
1 �1 3 �2
2 �1 5 �8 4
3 �1 7 �18 20 �8
4 �1 9 �32 56 �48 16

n 
n;0 
n;1 
n;2 
n;3 
n;4
0 1
1 1 2
2 1 0 4
3 1 2 �4 8
4 1 0 8 �16 16
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Notons que �n;k = 
n;k = 0 pour k > n et �n;k = 0 pour k > n+ 1:

En exploitant les tables précédentes, on obtient

� Le Théorème 105 donne

T1= XT 0;
T3= 3XT 2�2X2T1;
T5= 5XT 4�8X2T3+4X

3T2;
T7= 7XT 6�18X2T5+20X

3T4�8X4T3;
T9= 9XT 8�32X2T7+56X

3T6�48X4T5+16X
5T4;

U1= 2XU0;
U3= 4XU2�4X2U1;
U5= 6XU4�12X2U3+8X

3U2;
U7= 8XU6�24X2U5+32X

3U4�16X4U3:

� Le Théorème 106 donne

T0= U0;
T2= U2�XU1;
T4= U4�XU3;
T6= U6�XU5;
T8= U8�XU7;

U0= T 0;
U2= T 2+2XT 1;
U4= T 4+0XT 3+4X

2T2;
U6= T 6+2XT 5�4X2T4+8X

3T3;
U8= T 8+0XT 7+8X

2T6�16X3T5+16X
4T4:

� Le Théorème 107 donne

T1= XU0;
T3= 3XU2�4X2U1;
T5= 5XU4�12X2U3+8X

3U2;
T7= 7XU6�24X2U5+32X

3U4�16X4U3;
T9= 9XU8�40X2U7+80X

3U6�80X4U5+32X
5U4;

U1= 2XT 0;
U3= 4XT 2;
U5= 6XT 4�8X2T3+8X

3T2;
U7= 8XT 6�16X2T5+16X

3T4;
U9= 10XT 8�32X2T7+64X

3T6�64X4T5+32X
5T4:
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6.2.3 Preuve des Théorèmes

Preuve du Théorème 1

Tn et Un sont des familles de polynômes de En [X] avec cardTn = cardUn = dimEn [X] =
bn=2c+ 1: De plus, le lemme suivant prouve que les déterminants de Tn et Un relativement
à la base canonique Bn de En [X] sont non nuls. Le Théorème 104 en découle.

Lemme 108 Pour tout entier n � 0; et en posant m = bn=2c, nous avons

detB n (Tn) = 2
m(m�1)=2 et detB n (Un) = 2

m(m+1)=2:

Preuve. Pour tout entier m � 0 et pour 1 � k � m+ 1; posons

V
(m)
k (X) := (2X)k�1 T2m+1�k (X) et W

(m)
k (X) := (2X)k�1 U2m+1�k (X) :

V
(m)
k et W (m)

k sont des polynômes de E2m [X] de coe¢ cient dominant respectivement 22m�1
et 22m: De plus, on déduit à partir des relations de récurrence (6.7) et (6.8) que

V
(m)
k+1 � V

(m)
k = V

(m�1)
k et W

(m)
k+1 �W

(m)
k = W

(m�1)
k :

Il en résulte que si l�on pose

�m = detB 2m

�
V
(m)
1 ; V

(m)
2 ; : : : ; V

(m)
m+1

�
et Dm = detB 2m

�
W

(m)
1 ; W

(m)
2 ; : : : ; W

(m)
m+1

�
;

on a

�m = detB 2m

�
V
(m)
1 ; V

(m)
2 � V

(m)
1 ; V

(m)
3 � V

(m)
2 ; : : : ; V

(m)
m+1 � V (m)

m

�
= detB 2m

�
V
(m)
1 ; V

(m�1)
1 ; V

(m�1)
2 ; : : : ; V (m�1)

m

�
= 22m�1�m�1

= 2(2m�1)+(2m�3)+���+1�0

= 2m
2

;

de même
Dm = 2

2mDm�1 = 2
2m+(2m�2)+���+2D0 = 2

m(m+1):

Maintenant pour n � 0; on peut écrire n = 2m + r avec m = bn=2c et r 2 f0; 1g : On a
alors

detB n (Tn) = detB 2m+r

�
XrT2m (X) ; X

r+1T2m+1 (X) ; : : : ; X
r+mTm (X)

�
= detB 2m (T2m (X) ; XT2m+1 (X) ; : : : ; X

mTm (X))

= 2�(1+2+���+m)�m

= 2m(m�1)=2:

De même, on établit
Dm = 2

�(1+2+���+m)Dm = 2
m(m+1)=2:

�
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Preuve des Théorèmes 105, 106 et 107

Soit E l�opérateur sur les suites (un (X)) de polynômes de Q [X] dé�ni classiquement par

E (un (X)) = un+1 (X) ;

ou encore de manière plus simple

EWn = Wn+1; (n � 0) :

Pour tout m � 0; considérons les opérateurs

Am = � (E � 2X)m ;
Bm = (X � E) (E � 2X)m ;

Cm = (2X � E)m + 2
mX
k=1

Ek (2X � E)m�k :

Les relations (6.19); (6.20) et (6.21); donnent

Am =
mX
k=0

�m;kX
kEm�k;

Bm =
m+1X
k=0

�m;kX
kEm+1�k;

Cm =
mX
k=0


m;kX
kEm�k:

Lemme 109 Pour tout entier n, on a

(a) (2X � E)n Tm = Tm�n et (2X � E)n Um = Um�n, (m � n � 0) :
(b) Tn = Un �XUn�1 (n � 1) :
(c) 2Tn = Un � Un�2 (n � 2) :
(d) U2n = 1 + 2

Pn
k=1 T2k (n � 0) :

Preuve. (a) Pour m � 1, on a (2X � E)Tm = 2XTm � Tm+1 = Tm�1 et (2X � E)Um =
2XUm � Um+1 = Um�1: On conclut par un raisonnement par récurrence.

(b) Pour n � 1; soit Wn = Tn � Un +XUn�1; la suite (Wn)n�1 véri�e la relation suivante

Wn = 2XWn�1 �Wn�2; (n � 3) ; avec W1 = W2 = 0;

ainsi Wn = 0; pour n � 1:
(c) Pour n � 2, on a 2Tn = Un + (Un � 2XUn�1) par (b) et donc 2Tn = Un � Un�2 via la
relation (6.8):
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(d) Pour n � 0, on a U2n = U0 +
Pn

k=1 (U2k � U2k�2) = 1 + 2
Pn

k=1 T2k par (c) : �
Preuve du Théorème 105. Les relations (6.25) et (6.26) sont respectivement équivalentes
à

BnTn = 0 et An+1Un = 0; (n � 0):

Ces deux dernières relations se déduisent du Lemme 109 (a). On a, pour tout entier n � 0

BnTn = (�1)n (X � E) (2X � E)n Tn

= (�1)n (X � E)T0

= (�1)n (XT0 � T1)

= 0;

et

An+1Un = (�1)n+1 (2X � E) (2X � E)n Un

= (�1)n+1 (2X � E)U0

= (�1)n+1 (2XU0 � U1)

= 0:

Preuve du Théorème 106. La relation (6.27) se déduit du Lemme 109 (b).

La relation (6.28) est équivalente à

U2n = CnTn; (n � 0):

On obtient ainsi, pour n � 0

CnTn = ((2X � E)n + 2
nX
k=1

Ek (2X � E)n�k)Tn

= T0 + 2

nX
k=1

T2k

= U2n; ( (d) du Lemme 109).

Preuve du Théorème 107. Pour n � 0; on a

T2n+1 = U2n+1 �XU2n; ( (b) du Lemme 109)

=

n+1X
k=1

�n+1;kX
kU2n+1�k �XU2n (par (12) )

=

n+1X
k=1

(�n+1;k � �k;1)X
kU2n+1�k:



Unimodalité et propriétés combinatoires de suites numériques 108

En outre, pour n � 0; on a

U2n+1 = XU2n + T2n+1; ( (b) du Lemme 109)

=
nX
k=0


n;kX
k+1T2n�k +

n+1X
k=1

�n;kX
kT2n+1�k; ((6.25) et (6.27))

=
n+1X
k=1

�

n;k�1 + �n;k

�
XkT2n+1�k:

6.3 Extension à une suite linéaire d�ordre deux

Nous avons établi dans la section précédente un résultat qui permet d�exprimer les poly-
nômes de Chebyshev, de première et de seconde espèce, comme ayant des coordonnées en-
tières remarquables dans des bases spéci�ques. Il s�avère que cette propriété peut s�étendre
aux polynômes bivariés associés à des suites récurrentes linéaires d�ordre deux.

Soient (Un) = (Un(x; y)) et (Vn) = (Vn(x; y)) les suites de polynômes bivariés de Fibonacci
et de Lucas (de Z[x; y]), dé�nis par�

U0 = 0; U1 = 1;
Un = xUn�1 + yUn�2, (n � 2)

et
�
V0 = 2; V1 = x;
Vn = xVn�1 + yVn�2, (n � 2)

Il est établi, en (1.4) et (1.5), que l�on a

Un+1 =

[n=2]X
k=0

�
n� k

k

�
xn�2kyk et Vn =

[n=2]X
k=0

n

n� k

�
n� k

k

�
xn�2kyk:

Soit En le Q-espace vectoriel engendré par la famille libre Cn = (xn�2kyk)k; 0 � k � bn=2c.
Alors les relations (1) et (2) apparaissent comme des décompositions de Un+1 et Vn sur la
base canonique Cn de En.
Posons

BU = Bn;U = (xn�kUn+k+1)0�k�n;
BV = Bn;V = (xn�kVn+k)0�k�n;
B�U = B?n;U = (xn�kUn+k)0�k�n�1;
B?V = B?n;V = (xn�kVn+k�1)0�k�n�1:

Le but de cette section est de prouver que pour n � 1, BU et BV (resp. B�U et B?V ) sont des
bases de E2n (resp. E2n�1) par rapport auxquelles les polynômes U2n+1 et V2n (resp. U2n et
V2n�1) admettent des coordonnées entières remarquables.



Unimodalité et propriétés combinatoires de suites numériques 109

6.3.1 Enoncé des Théorèmes

Nous commençons naturellement par énoncer le résultat suivant :

Théorème 110 Pour tout entier naturel n, on a

1. Bn;U et Bn;V sont des bases de E2n (n � 0) ;
2. B?n;U et B?n;V sont des bases de E2n�1 (n � 1) :

Ainsi, Un+1 et Vn (resp. U2n+1 et V2n) se décomposent sur les bases Bn;U et Bn;V de E2n
(resp. B?n;U et B?n;V de E2n�1). Il y a donc, à priori, 8 décompositions possibles :

sur BU 1 ! trivial sur BU 3 ! simple

U2n+1
%
& V2n

%
&

sur BV 2 ! Th: A sur BV 4 ! trivial

sur B?U 5 ! Th: B sur B?U 7 ! Th: C

U2n
%
& V2n�1

%
&

sur B?V 6 ! Th: E sur B?V 8 ! Th: D

Cependant certaines décompositions sont triviales : il s�agit des cas 1 et 4 car U2n+1 2 BU
et V2n 2 BV : La décomposition de V2n dans BU est simple : on a V2n = 2U2n+1 � xU2n.

Les autres cas font l�objet des cinq Théorèmes suivants :

Théorème 111 (A). Ecriture de U2n+1 sur la base BV :
Pour tout entier n � 0; on a

2U2n+1 =

nX
k=0

an;kx
n�kVn+k

avec

an;k = (�1)k+1
�
n

k

�
+ 2(�1)n�k

nX
j=0

(�1)j
�

j

n� k

�
:

De plus (an;k)n;k�0 est une famille d�entiers qui véri�ent les relations de récurrence8<:
an;k = an�1;k � an�1;k�1 + 2�n;k, (n � 1; k � 1)
an;0 = 1 (n � 0) ;
a0;k = �0;k (k � 0) :

(�i;j étant le symbole de Kronecker).
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Les relations de récurrence permettent d�obtenir le tableau suivant :

nnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1
1 1 1
2 1 0 1
3 1 �1 1 1
4 1 �2 2 0 1
5 1 �3 4 �2 1 1
6 1 �4 7 �6 3 0 1
7 1 �5 11 �13 9 �3 1 1
8 1 �6 16 �24 22 �12 4 0 1

On en déduit que

2U1 = V0;

2U3 = xV1 + V2;

2U5 = x2V2 + 0V3 + V4;

2U7 = x3V3 � x2V4 + xV5 + V6:

Théorème 112 (B). Ecriture de U2n sur la base B?U :
Pour tout entier n � 1; on a

U2n =
n�1X
k=0

bn;kx
n�kUn+k

avec

bn;k = (�1)n�k+1
�
n

k

�
:

De plus (bn;k)n;k�0 est une famille d�entiers qui véri�ent les relations de récurrence8<:
bn;k = �bn�1;k + bn�1;k�1 (n � 1; k � 1);
bn;0 = (�1)n+1 (n � 0) ;
b0;k = ��0;k (k � 0):

Les relations de récurrence permettent d�obtenir le tableau suivant :

nnk 0 1 2 3 4 5
0 �1
1 1 �1
2 �1 2 �1
3 1 �3 3 �1
4 �1 4 �6 4 �1
5 1 �5 10 �10 5 �1
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on en déduit que

U2 = xU1

U4 = �x2U2 + 2xU3
U6 = x3U3 � 3x2U4 + 3xU5
U8 = �x4U4 + 4x3U5 � 6x2U6 + 4xU7

Théorème 113 (C). Ecriture de V2n�1 sur la base B?U :
Pour tout entier n � 1; on a

V2n�1 =
n�1X
k=0

cn;kx
n�kUn+k avec cn;k = 2 (�1)n�k+1

�
n

k

�
� �n�1;k

De plus (cn;k)n;k�1 est une famille d�entiers qui véri�ent les relations de récurrence

cn;k = �cn�1;k + cn�1;k�1 � �n;k+2, (n � 2, k � 1);
cn;0 = 2 (�1)n+1 � �n;1 (n � 1) ;

c1;k =

8<:
1 si k = 0;
�2 si k = 1;
0 si k � 2:

Les relations de récurrence permettent d�obtenir le tableau suivant :

nnk 0 1 2 3 4 5
1 1 �2
2 �2 3 �2
3 2 �6 5 �2
4 �2 8 �12 7 �2
5 2 �10 20 �20 9 �2

On en déduit que 8>><>>:
V1 = xU1;
V3 = �2x2U2 + 3xU3;
V5 = 2x3U3 � 6x2U4 + 5xU5;
V7 = �2x4U4 + 8x3U5 � 12x2U6 + 7xU7:

Théorème 114 (D). Ecriture de V2n�1 sur la base B�
V :

Pour tout entier n � 1; on a

2V2n�1 =

n�1X
k=0

dn;kx
n�kVn+k�1 avec dn;k = (�1)n�k+1

n+ k

n

�
n

k

�
:
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De plus (dn;k)n�1; k�0 est une famille à entiers qui véri�ent les relations de récurrence

dn;k = �dn�1;k + dn�1;k�1, (n � 2, k � 1);
dn;0 = (�1)n+1 (n � 1) ;

d1;k =

8<:
1 si k = 0;
�2 si k = 1;
0 si k � 2:

Les relations de récurrence permettent d�obtenir le tableau suivant :

nnk 0 1 2 3 4 5 6
1 1 �2
2 �1 3 �2
3 1 �4 5 �2
4 �1 5 �9 7 �2
5 1 �6 14 �16 9 �2
6 �1 7 �20 30 �25 11 �2

On en déduit que 8>><>>:
2V1 = xV0;
2V3 = �x2V1 + 3xV2;
2V5 = x3V2 � 4x2V3 + 5xV4;
2V7 = �x4V3 + 5x3V4 � 9x2V5 + 7xV6:

Théorème 115 (E). Ecriture de U2n sur la base B?V :
Pour tout entier n � 1; on a

2U2n =

n�1X
k=0

en;kx
n�kVn+k�1 avec en;k =

1

2
(an�1;k + dn;k) + �n;k:

De plus, (en;k)n�1; k�0 est une famille d�entiers qui véri�ent les relations de récurrence

en;k = �en�1;k + en�1;k�1 + an�1;k (n � 2, k � 1),

avec en;0 = (1� (�1)n) =2 (n � 1) ; et e1;k = �0;k (k � 0):

Les relations de récurrence permettent d�obtenir le tableau suivant :

nnk 0 1 2 3 4 5
1 1
2 0 2
3 1 �2 3
4 0 2 �4 4
5 1 �4 8 �8 5
6 0 2 �8 14 �12 6
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On en déduit que 8>><>>:
2U2 = xV0;
2U4 = 0x

2V0 + 2xV2;
2U6 = x3V2 � 2x2V3 + 3xV4;
2U8 = 0x

4V3 + 2x
3V4 � 4x2V5 + 4xV6:

6.3.2 Preuve des Théorèmes

Le Théorème 110 découle du Lemme suivant

Lemme 116 detC2n( Bn;U) = detC2n�1(B?n;U) = 1 et detC2n( Bn;V ) = detC2n�1( B?n;V ) = 2:

Preuve. Prouvons la première égalité, la preuve des autres égalités est similaire.

detC2n(Bn;U) = detC2n(W0;W1; :::;Wn) où Wk = xn�kUn+k+1

= detC2n(W0;W1 �W0; :::;Wn�1 �Wn�2;Wn �Wn�1);

or

Wj �Wj�1 = xn�jUn+j+1 � xn�j+1Un+j = xn�j(Un+j+1 � xUn+j) = xn�jyUn+j�1:

Ainsi
detC2n(Bn;U) = detC2n(xnUn+1; xn�1yUn; xn�2yUn+1; :::; yU2n�1):

La "composante" sur x2n de W0 = xnUn+1 est égale à 1.

La "composante" sur x2n de xn�jyUn+j�1 est égale à 0, ainsi

detC2n(Bn;U) = detC2n�2(x
n�1Un; x

n�2Un+1; :::; U2n�1)

= detC2n�2(x
n�1�jUn+j)0�j�n�1

= detC2n�2(Bn�1;U)
= detC2n�4(Bn�2;U) = ::: = detC0(B0;U) = 1:

�
Soient E; Am; Bm; Cm; Dm; Em les opérateurs de (Q [x; y])N dé�nis par

E ((Wn)n) = (Wn+1)n

E est l�opérateur "avance" et on convient d�écrire : EWn = Wn+1

Am = (x� E)m + 2
Pm

k=1E
k (x� E)m�k (m � 0) ;

Bm = � (E � x)m (m � 0) ;
Cm = 2Em + 2Bm � xEm�1 (m � 1) ;
Dm = (E � x)m�1 (x� 2E) (m � 1) ;

Em =
1

2
(xAm�1 +Dm + 2Cm) (m � 0) :
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On a alors

Am =
mX
k=0

am;kx
m�kEk avec am;k = (�1)k+1

�
m

k

�
+ 2 (�1)m�k

mX
j=0

(�1)j
�

j

m� k

�
;

Bm =

mX
k=0

bm;kx
m�kEk avec bm;k = (�1)m�k+1

�
m

k

�
;

Cm =
m�1X
k=0

cm;kx
m�kEk avec cm;k = 2 (�1)m�k+1

�
m

k

�
� �m�1;k;

Dm =
mX
k=0

dm;kx
m�kEk avec dm;k =

(�1)m�k+1 (m+ k)

m

�
m

k

�
;

Em =
m�1X
k=0

em;kx
m�kEk avec em;k =

1

2
(am�1;k + dm;k) + �m;k:

Avec ces notations, les relations des théorèmes A, B, C, D et E se traduisent par les
relations suivantes (à prouver) :

a: 8n 2 N AnVn = 2U2n+1;

b: 8n 2 N BnUn = 0;

c: 8n 2 N� CnUn = V2n�1;

d: 8n 2 N� DnVn�1 = 0;

e: 8n 2 N� EnVn�1 = 2Un:

Pour cela, le lemme suivant nous sera utile :

Lemme 117 Pour tous entiers n et m; nous avons

1. (x� E)n Um = (�y)n Um�n et (x� E)n Vm = (�y)n Vm�n (m � n � 0) ;
2. Vn = 2Un+1 � xUn (n � 0) ;
3. Vn = Un+1 + yUn�1 (n � 1) ;

4.
nX
k=1

(�y)n�k V2k = U2n+1 � (�y)n (n � 0) :

Preuve.

1. On procède par récurrence sur n, en observant que pour n = 1, on a (x� E)n Um =
xUm � Um+1 = �yUm�1 et que (x� E)n Vm = �yUm�1, pour m � 1:

2. Pour tout entier n 2 N, posons : Sn := 2Un+1�xUn. On constate que : S0 = 2, S1 = x
et Sn = xSn�1 + ySn�2 pour n � 2: Ainsi pour tout n 2 N : Vn = Sn = 2Un+1 � xUn:
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3. Pour tout entier n � 1, nous avons, d�après la relation précédente Vn = Un+1 +
(Un+1 � xUn) = Un+1 + yUn�1:

4. Pour tout entier n 2 N, posons Tn := U2n+1�
Pn

k=1 (�y)
n�k V2k: La relation à prouver

équivaut à Tn = (�y)n (n � 0) : On remarque alors que, d�après la relation 1 de ce
lemme, nous avons pour tout entier n � 1 :

Tn + yTn�1 = U2n+1 + yU2n�1 � V2n = 0;

(Tn)n�0 est ainsi une suite géométrique de raison (�y) et de premier terme T0 = 1. Il
en résulte que pour tout entier n 2 N : Tn = (�y)n :

�
Preuve des relations a., b., c., d. et e.

a. Pour tout entier n 2 N, on a
AnVn = ((x� E)n + 2

Pn
k=1E

k (x� E)n�k)Vn
= (�y)n V0 + 2

Pn
k=1 (�y)

n�k V2k (d�après le 1du lemme)
= 2U2n+1:

b. Pour tout entier n 2 N, on a
BnUn = � (E � x)n Un

= � (�y)n U0 (d�après le 1 du lemme)
= 0:

c. Pour tout entier n 2 N�, on a
CnUn = (2En + 2Bn � xEn�1)Un

= 2U2n + 2BnUn � xU2n�1;

or BnUn = 0 (d�après a.), ainsi

CnUn = 2U2n � xU2n�1
= V2n�1:

d. Pour tout entier n 2 N�, on a
DnVn�1 = (x� 2E) (E � x)Vn�1

= (x� 2E)V0
= xV0 � 2V1
= 0:

e. Pour tout entier n 2 N�, on a
EnVn�1 =

�
1
2
xAn�1 +

1
2
Dn + En

�
Vn�1

= 1
2
xAn�1Vn�1 +

1
2
DnVn�1 + V2n�1:

or An�1Vn�1 = 2U2n�1 (d�après c.) et DnVn�1 = 0 (d�après b.), il est en résulte que

EnVn�1 = xU2n�1 + V2n�1
= 2U2n (d�après le 2 du lemme).

�
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Remarque 118 Les Théorèmes A, B, C, D et E généralisent les résultats obtenus pour les
polynômes de Chebyshev de la section précédente. En e¤et

1

2
Vn(2x; 1) = Tn(x) est le polynôme de Chebyshev de première espèce,

Un+1(2x; 1) = Un(x) est le polynôme de Chebyshev de deuxième espèce,

avec �
Tn(x) = 2xTn�1 � Tn�2;
T0 = 1; T1 = x;

et
�
Un(x) = 2xUn�1 � Un�2;
U0(x) = 1; U1 = 2x:



Chapitre 7

La valuation : un outil remarquable

7.1 Somme de puissances d�inverses d�une progression
arithmétique

En 1915, Taeisinger a montré que le nombre harmonique Hn := 1+
1
2
+ � � �+ 1

n
n�est jamais

un entier sauf pour H1: Plus généralement, Kurschak en 1918, a montré que la somme
des inverses d�entiers consécutifs (qui n�est rien d�autre qu�une progression arithmétique de
raison un), ne commençant pas nécessairement par 1, n�est jamais un entier [154, p.157].
En 1932, le célèbre Paul Erdös a montré que la somme des inverses d�entiers en progression
arithmétique n�est jamais un entier [122].

Nous nous proposons de donner quelques extensions de ces résultats. Cela nous permettra
de mettre en évidence leur intime lien avec les fractions égyptiennes et de comprendre un
peu mieux la structure des nombres parfaits.

Soient n un entier positif et p un nombre premier. On dé�nit la p-valuation de n comme
étant l�unique entier positif vp (n) véri�ant n = u:pvp(n) avec gcd (u; p) = 1:

Notre approche se base sur l�inégalité fondamentale concernant la valuation d�une somme
de deux entiers consécutifs. Soient n et m deux entiers, il est bien établi que vp (n+m) �
min fvp (n) ; vp (m)g, avec la propriété remarquable suivante :

si vp (n) > vp (m) alors vp (n+m) = vp (m) :

On va commencer par introduire le théorème suivant, dont la preuve repose essentiellement
sur le postulat de Bertrand (postulat démontré par Chebyshev).

Théorème 119 Soient n un entier � 2 et �2; : : : ; �n des entiers positifs. Alors

Hn (�) = Hn (�2; : : : ; �n) := 1 +
1

2�2
+ � � �+ 1

n�n
(7.1)

n�est jamais un entier.
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Lorsque �2 = � � � = �n = 1 on obtient le Théorème de Taeisinger.

Preuve. Soit P le plus grand nombre premier � n: Il est bien connu, d�après le postulat
de Bertrand, qu�il existe un nombre premier Q véri�ant P < Q < 2P: On en déduit que
n < 2P: Ainsi, P est premier avec tous les entiers k 2 n (P ) := f1; 2; : : : ; ng n fPg :
Supposons que Hn (�) est un entier. En posant Dn (�) = 2

�2 � � �n�n ; on obtient

Dn (�)Hn (�)�
X
k2n(P )

Dn (�)

k�k
=
Dn (�)

P�P
:

Le membre de gauche admet P comme facteur dans sa décomposition, alors que le membre
de droite est premier à P: Ceci contredit le fait que Hn (�) est un entier. �
En utilisant les mêmes arguments, on établit les résultats suivants

Corollaire 120 Le nombre rationnel

1. 1
2
+ 1

3
+ 1

5
+ � � �+ 1

pn
n�est jamais un entier, où pn est le ni�eme nombre premier,

2. 1
n1
+ 1

n2
+ � � � + 1

nk
n�est jamais un entier, avec n1 < � � � < nk et nk étant un nombre

premier,

3. 1
n1
+ 1

n2
+ � � �+ 1

nk
n�est jamais un entier, pour tous n1; n2; : : : ; nk pourvu que l�un des

nj soit le plus grand premier � nk:

On va maintenant considérer le cas d�une progression arithmétique. En s�appuyant sur un
résultat démontré par Shorey et Tijdeman [295, 1990], on établit une extension du Théorème
d�Erdos et de Kurshak.

Théorème 121 (Shorey et Tijdeman) Soient a et d deux entiers premiers entre eux et

k un entier � 2: Posons � =
kQ
j=1

(a+ (j � 1) d) et P := max
pj�

p; le plus grand facteur premier

de �; alors pour d > 1; on a P � k:

En d�autres termes, le plus grand premier �gurant dans une progression arithmétique, non
triviale (termes consécutifs), est toujours plus grand que la longueur de la progression. Ce
qui est assez remarquable.

Théorème 122 Soient a; d et k des entiers véri�ant gcd (a; d) = 1; k � 2; et a; a + d; a +
2d; : : : ; a+(k � 1) d; une progression arithmétique: Alors pour tous entiers �0; �1; : : : ; �k�1;
le nombre rationnel

Ak (�) =
1

a�0
+

1

(a+ d)�1
+ � � �+ 1

(a+ (k � 1) d)�k�1 (7.2)

n�est jamais un entier.
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Lorsque �0 = �1 = � � � = �k�1 = 1, on retrouve le Théorème d�Erdös, si de plus d = 1; on
retrouve le Théorème de Kurshak.

Preuve. Supposons qu�il existe i et j; i < j tel que le plus grand premier P (donné par le
Théorème 119) est facteur commun de a + (i� 1) d et a + (j � 1) d , ce qui entraîne que
P divise a + (i� 1) d et a + (j � 1) d ainsi P divise la di¤érence (i� j) d: En exploitant
le fait que gcd (P; d) = 1 (comme conséquence de gcd (a; d) = 1), on en déduit que P
divise (j � i) et �nalement en utilisant le Théorème 121 de Shorey et Tijdeman, on obtient
k � P < j � i � k; d�où la contradiction. Le reste de la preuve est analogue à celle donnée
au Théorème 119. �
Le théorème suivant est classique en théorie de la valuation.

Théorème 123 Soient n1; n2; : : : ; nk des entiers positifs. On suppose qu�il existe un nombre
premier P tel que vP (njP ) est maximale, non nulle, pour un unique jP 2 f1; 2; : : : ; kg : Alors

1

n1
+
1

n2
+ � � �+ 1

nk
(7.3)

n�est jamais un entier.

Remarque 124 Nombres parfaits et fractions égyptiennes [145].

On dit qu�un entier, non nul, est parfait si il est égal à la somme de ses diviseurs propres.
Exemples : 6 = 1 + 2 + 3 et 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14: Il est bien connu que la somme des
inverses des diviseurs (distincts de 1) d�un nombre parfait est égale à un. Pour les exemples
précédents, nous avons : 1

2
+ 1

3
+ 1

6
= 1 et 1

2
+ 1

4
+ 1

7
+ 1

14
+ 1

28
= 1 (Une expression de

la forme 1
a1
+ 1

a2
+ � � � + 1

ak
est dite fraction égyptienne de longueur k, où les ai sont des

entiers distincts): Les sommes des dénominateurs qui constituent la fraction égyptienne sont
appelés nombres égyptiens : 2 + 3 + 6 = 11 et 2 + 4 + 7 + 14 + 28 = 55 sont des nombres
égyptiens.

Qu�est ce qui fait que la somme des inverses (en dehors de un) d�un nombre égyptien
donne un entier ? La raison principale est due au fait que la valuation maximale de chaque
nombre premier qui apparaît au niveau des dénominateurs ressort deux fois, ce qui n�est pas
conforme aux hypothèses du Théorème 123.

La même situation se produit pour la suite utilisée par Soundararajan [304, 2005], dé�nie
par

a1 = 2; ak+1 = 1 + a1a2 � � � ak; et véri�ant
1

a1
+ � � �+ 1

ak
+

1

a1 � � � ak
= 1:

Il n�est pas di¢ cile de voir que pour i 6= j; gcd (ai; aj) = 1; la valuation de chaque nombre
premier apparaît au moins deux fois (dans l�un des ai et dans leur produit).

Corollaire 125 Soit a1; a2; : : : ; ak une suite �nie d�entiers telle que la somme de leur in-
verses est un entier. Alors pour chaque nombre premier P; il existe i et j; 1 � i < j � k
tels que

vp (ai) = vp (aj) :
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Preuve. C�est une conséquence du Théorème 123. �

7.2 Sur une factorisation des entiers

Il est bien connu que tout entier n 2 Nr f0g admet une unique écriture de la forme :
n = qm2 avec m 2 Nr f0g et q 2 Nr f0g ; q sans facteur carré.
Le Théorème suivant constitue une extension de ce résultat.

Théorème 126 Soit k un entier � 2: Alors pour tout entier n � 1; il existe une unique
suite d�entiers fa1; a2; : : : ; akg véri�ant

n = a1a
2
2 : : : a

k
k

où a1; a2; : : : ; ak�1 sont premiers entre eux et sans facteur carré.

Preuve. Pour n = 1; on a trivialement a1 = 1: Pour n � 2; la factorisation canonique
donne n =

Q
p=n

pvp(n); où vp (n) est la valuation p-adique de n: Pour tout nombre premier p

divisant l�entier n; la division euclidienne de vp (n) par k donne

vp (n) = kqp + rp; avec rp 2 f1; 2; : : : ; k � 1g :

Posons alors

aj : =
Y

p=n et rp=j

p =
Y

p=n et vp(n)�j(mod k)

p; (1 � j � k � 1) ;

ak : =
Y
p=n

pqp =
Y
p=n

pbvp(n)=kc:

Montrons ainsi l�unicité de la décomposition. Si

n = a1a
2
2 : : : a

k
k

alors
vp (n) = vp (a1) + 2vp (a2) + � � �+ kvp (ak)

avec
vp (aj) 2 f0; 1g pour 1 � j � k � 1;

comme ils sont premiers entre eux, on en déduit qu�il existe au plus un entier 1 � j � k� 1
tel que vp (aj) 6= 0:
On peut ainsi a¢ rmer que

� Si k divise vp (n) on a vp (a1) = vp (a2) = � � � = vp (ak�1) = 0 et vp (ak) = vp (n) =k:
� Sinon, il existe un unique entier s 2 f1; 2; : : : ; k � 1g tel que vp (as) = 1 et vp (aj) =
0 pour tous 1 � j � k � 1 et j 6= s:

En conclusion vp (n) = kvp (ak) + s et vp (ak) = bvp (n) =kc : �



Chapitre 8

Autour de l�hyperdéterminant

8.1 Introduction

Le concept d�hyperdéterminant a été introduit par Cayley au milieu du 19i�eme siècle comme
une extension du déterminant classique opérant sur les tenseurs (hypercubes).

M = (Mi1;i2;:::;ik)1�i1;i2;:::;ik�n

Il a proposé plusieurs généralisations, principalement citées dans les articles :

� On the theory of determinants (1843).
� Mémoires sur les hyperdeterminants (1846).
� On the theory of permutants (1851).

La généralisation la plus simple a été pratiquement abandonnée. La dernière référence
répandue qui en parle est celle de Muir, dans son livre sur la théorie des déterminants. Il
leur réserve un chapitre intitulé : "Determinants of higher class".

Cependant il existe une référence, beaucoup moins répandue, qui en parle de manière assez
détaillée ; le livre russe dû à N.P. Sokolov

� Introduction to the theory of multidimensional matrices (1972).

L�hyperdéterminant est dé�ni comme étant le polynôme invariant d�un tenseur d�ordre pair
(2k) ayant un nombre pair d�indices dé�ni sur un espace vectoriel de dimension n.

det (Mi1;i2;:::;i2k)
n
1 =

1

n!

X
�1;���;�2k2Sn

"(�1 � � ��2k)
nY
i=1

M�1(i)����2k(i):

(Trivialement ce déterminant vaut zéro si le tenseur M est d�ordre impair).

Ces dernières années l�hyperdéterminant a été à l�origine de plusieurs articles : Haukkanen
(1992), Gherardelli (1993), Barvinok (1995), Luque et Thibon (2002, 2003, 2004), Luque
(2006).
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Comme exemple d�application de ces hyperdéterminants : Ils permettent l�évaluation de
certaines intégrales multiples comme celles de Selberg et d�Aomoto :

Sn(a; b; 
) =

Z 1

0

� � �
Z 1

0

j�(x)j2

nY
i=1

xa�1i (1� xi)
b�1dx1 � � � dxn;

Aa;b;kn (y) =

Z 1

0

� � �
Z 1

0

j�(x)j2k
nY
i=1

(y � xi)x
a�1
i (1� xi)

b�1dx1 � � � dxn

où
�(x) = det(xj�1i ) =

Y
i<j

(xj � xi):

et tout récemment, une application aux polynômes de Jack [43].

Nous avons aussi traité le cas des hyperdéterminants associés à des tenseurs d�ordre entier
(non nécessairement pair) via une interprétation ou illustration que l�on a développé dans
[22]. On distingue les deux cas : ordre pair et ordre impair.

Et dans [47], sachant que le cas impair ne donne pas un invariant, on montre qu�en fait
ça engendre un groupe d�invariant. Comme motivation, on y donne une interprétation géo-
métrique de la loi de Gauss [132, 1801] relativement aux formes quadratiques, récemment
découverte par M. Bhargava [65, 2001] et [66, 2004], déjà pressenti par D. Shanks [288,
1989], et tout dernièrement étudié et appliqué à la cryptographie par O. Orcière [259, 2006].

Pour notre part, dans ce chapitre, nous nous proposons d�établir un analogue de l�inégalité
de Gram, connue dans un espace de Hilbert, pour les espaces L2k; (k � 1) : Pour ce faire,
on va introduire un analogue du produit scalaire dans les L2k:

8.2 Le 2k-produit scalaire et norme associée

Dé�nition 127 Soient E un R� e:v: et h�; : : : ; �i2k l�application dé�nie par

h�; : : : ; �i2k : E � E � � � � � E �! R
(x1; : : : ; x2k) 7�! hx1; : : : ; x2ki2k

On dira que h�; : : : ; �i2k est un 2k-produit scalaire si

1. 8� 2 S


x�(1); : : : ; x�(2k)

�
2k
= hx1; : : : ; x2ki2k ;

2. hy1 + �z1; : : : ; x2ki2k = hy1; : : : ; x2ki2k + � hz1; : : : ; x2ki2k ;
3. hx; : : : ; xi2k � 0 et on a l�égalité ssi x = 0:

Remarque 128 Lorsque k = 1, on retrouve le produit scalaire classique.

Exemple 129 E = Rm ou RN hx; y; : : : ; zi2k =
P

i xiyi � � � zi:
E : ensemble des fonctions intégrables sur 
 et hf; g; : : : ; hi2k =

R


fg � � �h:
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Dans la suite, les résultats que nous allons présenter sont relatifs à ces deux exemples.

Le théorème suivant est une compilation de plusieurs résultats établis et démontrés dans
[25].

Théorème 130 Le 2k-produit scalaire satisfait les propriétés suivantes :

1. L�application x 7! kxk2k := hx; x; : : : ; xi
1
2k
2k est une norme sur L

2k: C�est la norme
usuelle de L2k:

2. La norme de L2k provient d�un 2k-produit scalaire et véri�e l�inégalité de Hölder

hx; y; : : : ; zi2k � kxk2k kyk2k � � � kzk2k :

3. Le 2k-produit scalaire est continu par rapport à la norme induite

si lim
n
kxn � xk2k = limn kyn � yk2k = � � � limn kzn � zk2k = 0

alors
lim
n
kxnk2k = kxk2k et lim hxn; yn; : : : ; zni2k = hx; y; : : : ; zi2k :

4. Le 2k-produit scalaire s�exprime en fonction de la norme associée

hx; yi2 =
1

2:2!

�
kx+ yk22 � kx� yk22

�
hx; y; z; ti4 =

1

23:4!

�
kx+ y + z + tk44 � kx� y + z � tk44

�kx+ y � z + tk44 � kx+ y + z � tk44
+ kx� y � z + tk44 + kx� y + z � tk44
+ kx+ y � z � tk44 � kx� y � z � tk44

�
plus généralement

hx1; x2; : : : ; x2ki2k =
1

22k(2k)!

0@





2kX
i=1

xi







2k

2k

+
2kX
j=1

(�1)j
X

1�i1<���<ij�2k







2kX
i=1

xi � 2
jX
l=1

xil







2k

2k

1A :

5. On démontre le Théorème de la projection dans L2k en utilisant le 2k-produit scalaire.

8.3 Coe¢ cient de corrélation "mutuelle"

Pour des variables aléatoiresX1; X1; : : : ; X2k; on dé�nit la covariance de la manière suivante

cov(X1; X2; : : : ; X2k) := E

 
2kY
i=1

(Xi � EXi)

!
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et l�écart moyen d�ordre 2k par

�2k(x) :=
�
E((x� EX))2k

� 1
2k :

En posant
hX1; X2; : : : ; X2ki2k = cov(X1; X2; : : : ; X2k)

il est naturel de dé�nir le coe¢ cient de corrélation mutuelle de la manière suivante

�
X1;X2;:::;X2k

:=
cov(X1; X2; : : : ; X2k)

�2k(X1)�2k(X2) � � ��2k(X2k)

de plus on a le résultat suivant

Théorème 131 Le coe¢ cient de corrélation mutuelle se comporte comme un cosinus

�1 � �
X1;X2;:::;X2k

� 1:

8.4 L�inégalité de Gram généralisée

Inégalité de Gram dans le cas classique : Soit H un espace de Hilbert muni du produit
scalaire h�; �i et soit le déterminant de Gram

G(x1; : : : ; xn) := det(hxi; xji)1�i;j�n =

���������
hx1; x1i � � � hx1; xni
hx2; x1i � � � hx2; xni
...

...
hxn; x1i � � � hxn; xni

���������
alors

G(x1; : : : ; xn) � 0:

Soit E un espace vectoriel muni d�une forme 2k�linéaire symetrique notée h�; : : : ; �i2k
On peut munir E 
 � � � 
 E = E


n
d�une forme 2k�linéaire symétrique (associée à

h�; : : : ; �i2k) notée h(�; : : : ; �)i et dé�nie par

h(x1 
 � � � 
 xn; y1 
 � � � 
 yn; � � � ; z1 
 � � � 
 zn)i :=
nY
i=1

hxi; yi; : : : ; zii2k :

Posons
x1 ^ x2 ^ � � � ^ xn :=

X
�2Sn

"(�)x�(1) 
 x�(2) 
 � � � 
 x�(n):

On obtient alors
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kx1 ^ x2 ^ � � � ^ xnk2k

= h(x1 ^ � � � ^ xn; x1 ^ � � � ^ xn; : : : ; x1 ^ � � � ^ xn)i
=

X
�1;:::;�2k2Sn

"(�1 � � ��2k)


(x�1(1) 
 � � � 
 x�1(n); : : : ; x�2k(1) 
 � � � 
 x�2k(n))

�
=

X
�1;:::;�2k2Sn

"(�1 � � ��2k)
nY
i=1



x�1(i); x�2(i); : : : ; x�2k(i)

�
= n! det(hxi1 ; xi2 ; : : : ; xi2ki)n1

qui n�est rien d�autre que l�hyperdéterminant de Gram, d�où le théorème suivant1 :

Théorème 132 Identité de Lagrange généralisée

det(hxi1 ; xi2 ; : : : ; xi2ki)n1 =
1

n!
kx1 ^ x2 ^ � � � ^ xnk2k

vu que le second membre est positif, nous obtenons l�inégalité de Gram.

Application : En combinant le coe¢ cient de corrélation mutuelle et l�hyperdéterminant
de Gram via

hX1; X2; : : : ; X2ki2k = cov(X1; X2; : : : ; X2k)

on obtient l�hyperdéterminant du tenseur des corrélations mutuelles. C�est l�équivalent pour
k = 1 du déterminant de la matrice des variances -covariances ou de la matrice des corréla-
tions.

8.5 Une inégalité dans les espaces euclidiens

Comme application du raisonnement précédent, nous établissons l�inégalité suivante, qui
en soit peut être redémontrer directement, mais l�approche que nous présentons à l�avantage
de se généraliser au 2k�produit scalaire.

Théorème 133 L�inégalité suivante a lieu

2

nY
i=1

hxi; yii �
nY
i=1

kxik2 +
nY
i=1

kyik2

Preuve. Pour � = x1 
 � � � 
 xn � y1 
 � � � 
 yn; on a

h(�; �)i = h(x1 
 � � � 
 xn � y1 
 � � � 
 yn; x1 
 � � � 
 xn � y1 
 � � � 
 yn)i
= h(x1 
 � � � 
 xn; x1 
 � � � 
 xn)i � h(x1 
 � � � 
 xn; y1 
 � � � 
 yn)i

� h(y1 
 � � � 
 yn; x1 
 � � � 
 xn)i+ h(y1 
 � � � 
 yn; y1 
 � � � 
 yn)i
=

Qn
i=1 hxi; xii � 2

Qn
i=1 hxi; yii+

Qn
i=1 hyi; yii

on conclut par h(�; �)i � 0: �
1Pour k = 1, cela donne une preuve simple de l�inégalité de Gram [24]. En fait, cette approche permet

aussi d�expliciter le terme "Lagrange", connu dans le cas discret, par rapport à des espaces plus abstraits.
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8.6 Un analogue via les déterminants (et les hyperdé-
terminants)

Aussi, en faisant (voir [26]) le développement par rapport à

� =
X
�2Sn

" (�) x�(1) 
 x�(2) 
 � � � 
 x�(n) �
X
�2Sn

" (�) y�(1) 
 y�(2) 
 � � � 
 y�(n);

nous établissons ce qui suit :

Théorème 134 L�inégalité suivante a lieu

2:

���������
hx1; y1i � � � hx1; yni
hx2; y1i � � � hx2; yni
...

. . .
...

hxn; y1i � � � hxn; yni

��������� �
���������
hx1; x1i � � � hx1; xni
hx2; x1i � � � hx2; xni
...

. . .
...

hxn; x1i � � � hxn; xni

���������+
���������
hy1; y1i � � � hy1; yni
hy2; y1i � � � hy2; yni
...

. . .
...

hyn; y1i � � � hyn; yni

���������
que l�on peut encore écrire

det (hxi; xji)1�i;j�n � 2: det (hxi; yji)1�i;j�n + det (hyi; yji)1�i;j�n � 0:

Si on adopte la même démarche pour le 2k�produit scalaire, nous obtenons des identités
remarquables relatives aux hyperdéterminants.

8.7 Identité de Lagrange généralisée

Le but de cette section est de donner une généralisation de l�identité de Lagrange; et donc,
vu que le second membre est positif, de l�inégalité de Buniakovsky-Cauchy.

Soient a1; : : : ; as; b1; : : : ; bs 2 C: Posons

Dk =
2k�1X
k=0

(�1)j
�
2k � 1
j

��P
a2k�jbj

� �P
ajb2k�j

�
où
P
ajb2k�j désigne

Pi=s
i=1 a

j
i b
2k�j
i :

Théorème 135 Identité de Lagrange généralisée

Dk =
X
i<j

(aibj � ajbi)
2k :
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Comme le second membre est positif, on obtient l�inégalité de Cauchy-Buniakovsky géné-
ralisée. Ce qui donne pour les premières valeurs�P

a2i
� �P

b2i
�
� (
P
aibi)

2 =
X
i<j

(aibj � ajbi)
2 �! Lagrange:

�P
a4i
� �P

b4i
�
+ 3

�P
a2i b

2
i

�2 � 4 �P a3i bi
� �P

aib
3
i

�
=

X
i<j

(aibj � ajbi)
4

Preuve. Il su¢ t de considérer l�hyperdéterminant de Gram pour k = 1 et hx; y; : : : ; zi =P
i xiyi � � � zi: �
Pour le cas impair nous renvoyons à [28].

Remarque 136 Pour d�autres extensions et applications de ces inégalités discrètes, on
pourra consulter [23].



Annexe A

Approche combinatoire pour
expliciter les autocovariances d�un
modèle ARMA périodique

A.1 Introduction

Cette section est consacrée au calcul de la fonction d�autocovariances d�un modèle autoré-
gressif moyenne mobile à coe¢ cients périodiques dépendant du temps (Periodic AutoRegres-
sive Moving Average models, PARMA). Un processus aléatoire fyt; t 2 Zg du second-ordre
(E (y2t ) <1) est dit admettre une représentation PARMA d�ordre p et q et de période S,
s�il est solution de l�équation aux di¤érences stochastiques suivante

yt �
pX
j=1

�
(t)
j yt�j = "t �

qX
j=1

�
(t)
j "t�j, t 2 Z; (A.1)

où f"t; t 2 Zg est un processus bruit blanc périodique, i.e., une suite de variables aléatoires
non corrélées (E("t"t�h) = 0 pour h 6= 0) de fonction moyenne E("t) nulle et de fonction
variance E("2t ) = �2t . Les paramètres �

(t)
j , �

(t)
j et �2t sont périodiques en t de période S, i.e.

�
(t+Sn)
j = �

(t)
j ; n 2 Z et ainsi de suite. Ces modèles ont été largement étudiés lors de ces trois

dernières décennies. Le but étant de représenter plusieurs séries chronologiques rencontrées
dans divers domaines scienti�ques (tels que l�économie, l�hydrologie, la météorologie et le
traitement de signal) caractérisés par une structure de corrélation périodique, structure
qui ne peut être su¢ samment expliquée par les modèles ARMA saisonniers à coe¢ cients
constants (Seasonal ARMA, SARMA). Ils sont aussi utilisés dans l�analyse multivariée a�n
de réduire sensiblement le nombre de paramètres correspondants.

Cependant, comparés à la formulation SARMA, les modèles PARMA requièrent une
représentation comprenant une structure d�autocovariance plus complexe ainsi qu�un plus
grand nombre de paramètres à prendre en charge. Ceci complique la mise en oeuvre ainsi que
l�analyse des propriétés algébriques et probabilistes de tels modèles. Par ailleurs, il est bien

128
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connu que l�outil fondamental pour la représentation des modèles de séries chronologiques,
notamment les modèles PARMA, est la fonction d�autocovariances 
(t)h = E (ytyt�h). En
outre, la fonction 
(t)h permet d�évaluer la fonction de vraisemblance d�un modèle PARMA,
d�estimer ses paramètres, de calculer la variance asymptotique de ses estimateurs et de
prévoir les valeurs futures des séries qu�il se propose de générer. Cependant, le calcul de 
(t)h
a suscité peu d�intérêt dans la littérature, probablement en raison de la complexité inhérente
à l�absence de symétrie et par là même de la propriété de Toeplitz dans sa structure.

Les méthodes de calcul de 
(t)h proposées dans la littérature (voir Bentarzi et Aknouche,
2005) sont généralement basées sur l�approche de l�équation aux di¤érences qui fait appel
aux dites équations de Yule-Walker périodiques. Cette approche a été adoptée d�abord par
Li et Hui (1988) qui donnent les autocovariances de démarrage 
(v)h (i.e. relativement aux
(p+ 1) premiers retards, h � p, 1 � v � S) comme solutions du système linéaire

A
 = y;

où 
 est le (p+1)S�1-vecteur des autocovariances de démarrage. Ce système est cependant
encombrant tant du point de vue analytique que du point de vue numérique puisque la
matrice A n�est pas donnée explicitement mais formée à partir d�un algorithme approprié.
En adoptant la même approche, Shao et Lund (2004) ont montré que pour r = max(p; q)+1

les r � S autocovariances de démarrage (
(v)h 0 � h � r, 1 � v � S) peuvent être obtenues
en résolvant, par rapport à 
, le système d�équations linéaires

�U
 = �;

où � et U sont, respectivement, des matrices de dimensions rS�(p+1)rS et (p+1)rS�rS.
Contrairement au résultat de Li et Hui (1988), ces matrices sont données explicitement mais
la méthode demeure relativement encombrante puisqu�elle requiert un nombre d�opérations
considérablement plus grand dû au produit de matrices qui sont de taille plus grande.

En se basant sur la même approche (équation aux di¤érences), nous proposons une al-
ternative pour calculer les autocovariances d�un modèle PARMA. La méthode proposée
calcule les S (p+ 1) autocovariances de démarrage en se basant sur la résolution d�un sys-
tème linéaire dont la matrice est donnée explicitement avec une forme analytique à structure
circulaire, naturellement en adéquation avec la périodicité du modèle.

A.2 La méthode

Réécrivons le modèle PARMA (A.1), en faisant ressortir la périodicité, comme suit

pX
j=0

�
(v)
j yv�j+nS =

qX
j=0

�
(v)
j "v�j+nS, 1 � v � S, n 2 Z; (A.2)

où �(v)0 = �
(v)
0 = �1. Soit 
(v)h = E (yv+nSyv+nS�h) la fonction d�autocovariance de retard

h 2 Z et de saison v. Alors, il est bien connu (Li et Hui, 1988 ; Shao et Lund, 2004) qu�en
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multipliant (A.2) par yv+nS�h et en prenant l�espérance des deux membres de l�équation
obtenue, la fonction d�autocovariances 
(v)h ; 1 � v � S, h 2 Z est solution de l�équation aux
di¤érences linéaire à coe¢ cients périodiques (dite équations de Yule-Walker périodiques)



(v)
h �

pX
j=1

�
(v)
j 


(v�j)
h�j = �

qX
j=h

�
(v)
j  

(v�h)
j�h �2v�j1[h�q]; h � 0; (A.3)

où les covariances croisées normalisées  (v)k ; v = 1; :::; S, k 2 Z, coe¢ cients de l�unique
représentation causale du processus PARMA fyt; t 2 Zg, sont données par (voir e.g. Lund
et Basawa, 2000 ; Shao et Lund, 2004)

 
(v)
k = ��(v)k 1[k�q] +

min(k;p)X
j=1

�
(v)
j  

(v�j)
k�j ; k � 1; v= 1; :::; S; (A.4)

où  (v)0 = 1 et 1A désigne la fonction indicatrice. La solution de (A.3) existe et est unique
pourvu que le modèle (A.1) soit causal (e.g., Bentarzi, 1998).

Pour déterminer la fonction d�autocovariance à partir de l�équation aux di¤érences (A.3),
nous avons besoin des valeurs de démarrage 
(v)h , 0 � h � p et 1 � v � S. Une fois que ces
valeurs sont connues, les 
(v)h (h > p) sont calculées récursivement à partir de (A.3) tout en
faisant appel à (A.4). Les autocovariances 
(v)h pour des retards négatifs sont obtenues en
utilisant la relation 
(v)�h = 


(v+h)
h . L�objet de ce paragraphe est la formulation d�un système

linéaire destiné à calculer la fonction d�autocovariance pour les p+1 premiers retards et ce,
via la relation (A.3) pour 0 � h � p et 1 � v � S.

Soient 
 = (

(1)
0 ; :::; 


(1)
p ; 


(2)
0 ; :::; 


(2)
p ; :::; 


(S)
0; ; :::; 


(S)
p )0 le S(p + 1)-vecteur des autocova-

riances et � le S(p+ 1)-vecteur dé�ni par

�hS+v =

qX
j=h

�
(v)
j  

(v�h)
j�h �2v�j; 1 � v � S et 0 � h � p:

Considérons la famille de matrices fondamentales '(v)h (h � 0, 1 � v � S) d�ordre (p+ 1)�
(p+ 1)

'
(v)
h =

0BBBBBBBB@

0h�(p+1�h) 0h�h

��(v)h ��(v)h+1 � � � ��(v)p
0 ��(v)h 0 � � � 0

. . . . . . . . .
...

...
. . . 0

0 � � � 0 ��(v)h

0(p+1�h)�h

1CCCCCCCCA
(0 � h � p) (A.5)

et '(v)h = 0(p+1)�(p+1); pour h � p + 1; à partir de laquelle est dé�nie la matrice �(v)k (k,
v 2 f1; :::; Sg) comme suit

�
(v)
k =

X
i�1�k(modS)

'
(v)
i ; pour v; k 2 f1; :::; Sg : (A.6)
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Formons à partir des
�
�
(v)
k

�
la matrice circulaire par blocs d�ordre S(p+ 1)� S(p+ 1)

� =

0BBBBBB@
�
(1)
1 �

(1)
2 � � � �

(1)
S�1 �

(1)
S

�
(2)
S �

(2)
1 � � � �

(2)
S�2 �

(2)
S�1

...
...

. . .
...

...
�
(S�1)
3 �

(S�1)
4 � � � �

(S�1)
1 �

(S�1)
2

�
(S)
2 �

(S)
3 � � � �

(S)
S �

(S)
1

1CCCCCCA ;

où 0m�n est la matrice nulle de dimension m� n. Alors, nous avons le résultat suivant.

Proposition 137 Le vecteur des autocovariances de démarrage, 
, est l�unique solution du
système linéaire suivant

�
 = �; (A.7)

pourvu que le modèle (A.1) soit causal.

Preuve. Le système (A.7) s�obtient directement en explicitant (A.3) pour 1 � v � S et
0 � h � p, et en réarrangeant les coe¢ cients de 
(v)h . �
La propriété d�être circulaire par blocs permet de réduire les calculs. En e¤et, la formule
(A.6) peut être utilisée seulement pour évaluer le premier bloc �(1)

k , k = 1; :::; S. Les autres
blocs �(v)k (v = 2; :::; S) en sont déduits en remplaçant les paramètres �(1)j par �(v)j pour
j = 1; :::; p.

On se propose, maintenant, de donner explicitement la forme de �; élément par élément.
Si on note � =(�i;j)1�i;j�(p+1)S, alors en écrivant i = � (p+ 1) + � et j = 
 (p+ 1) + �,
l�expression de �i;j devient

�i;j = ��(p+1)+�;
(p+1)+� = Coef
;�

�
�
(�+1)
S��+�+1

�
=

X
�����(modS)

Coef
;�

�
'
(v)
�+1

�
;

où Coefk;l (A) désigne le (k; l)-ème coe¢ cient du bloc '
(v)
�+1.

A.3 Illustration

A�n de rendre les choses plus palpables, nous allons donner deux exemples.

Exemple 3.1 Considérons le modèle causal PARMA(6; q) de période S = 3: En expli-
citant l�équation (A.3) pour 1 � v � 3 et 0 � h � 6, les autocovariances de démarrage


(1)
0 ; :::; 


(1)
6 ; 


(2)
0 ; :::; 


(2)
6 ; :::; 


(3)
0; ; :::; 


(3)
6 du modèle peuvent être données par système (A.6)

avec
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Il est clair que la matrice � peut être écrite par blocs comme suit

� =

0B@ �
(1)
1 �

(1)
2 �

(1)
3

�
(2)
3 �

(2)
1 �

(2)
2

�
(3)
2 �

(3)
3 �

(3)
1

1CA
avec
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Les trois matrices �(v)1 ;�
(v)
2 et �(v)

3 peuvent être factorisées comme suit

�
(v)
1 = '

(v)
0 +'

(v)
3 +'

(v)
6

�
(v)
2 = '

(v)
2 +'

(v)
5

�
(v)
3 = '

(v)
1 +'

(v)
4

où

Exemple 3.2 De façon similaire, si on considère un modèle causal PARMAS(6; q) avec
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p = 6 et S = 9, alors on obtient

� =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

'
(1)
0 0 0 '

(1)
6 '

(1)
5 '

(1)
4 '

(1)
3 '

(1)
2 '

(1)
1

'
(2)
1 '

(2)
0 0 0 '

(2)
6 '

(2)
5 '

(2)
4 '

(2)
3 '

(2)
2

'
(3)
2 '

(3)
1 '

(3)
0 0 0 '

(3)
6 '

(3)
5 '

(3)
4 '

(3)
3

'
(4)
3 '

(4)
2 '

(4)
1 '

(4)
0 0 0 '

(4)
6 '

(4)
5 '

(4)
4

'
(5)
4 '

(5)
3 '

(5)
2 '

(5)
1 '

(5)
0 0 0 '

(5)
6 '

(5)
5

'
(6)
5 '

(6)
4 '

(6)
3 '

(6)
2 '

(6)
1 '

(6)
0 0 0 '

(6)
6

'
(7)
6 '

(7)
5 '

(7)
4 '

(7)
3 '

(7)
2 '

(7)
1 '

(7)
0 0 0

0 '
(8)
6 '

(8)
5 '

(8)
4 '

(8)
3 '

(8)
2 '

(8)
1 '

(8)
0 0

0 0 '
(9)
6 '

(9)
5 '

(9)
4 '

(9)
3 '

(9)
2 '

(9)
1 '

(9)
0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:



Annexe B

Norme ou q-norme

L�identité du parallélogramme stipule que pour tous x et y dans un Hilbert, on a

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(kxk2 + kyk2)

entraînant ainsi l�inégalité du parallélogramme

kx+ yk2 � 2(kxk2 + kyk2):

S. Saitoh [284] a constaté que cette inégalité est beaucoup plus souple à manipuler que
l�inégalité triangulaire. Cette dernière lui a servi à établir, de manière canonique, que la
somme "naturelle" de deux espaces de Hilbert est un espace de Hilbert. Cependant, on sait
que dans tout espace normé, l�inégalité triangulaire entraîne l�inégalité du parallélogramme.
Ceci nous motive pour introduire une extension à l�inégalité triangulaire. Plus précisément,
on introduit la notion de q-norme en remplaçant, dans la dé�nition d�une norme, l�inégalité
triangulaire par

kx+ ykq � 2q�1 (kxkq + kykq) ; où q est un réel � 1:

On établit que toute q-norme est une norme au sens classique, et inversement. On a adopté
les notation de Johnson et Lindenstrauss [185].

Dé�nition 138 Soient X un espace vectoriel sur R ou C et q 2 [1;1). On appelle q-norme
sur X toute application k � k : X ! [0;1) véri�ant les conditions suivantes :

1. kxk = 0, x = 0;

2. k�xk = k�kkxk pour tout x 2 X et tout scalaire �;

3. kx+ ykq � 2q�1 (kxkq + kykq) pour tous x; y 2 X:

Nous commencerons par établir le résultat, facile, suivant :

136
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Proposition 139 Toute norme au sens classique est une q-norme.

Preuve. L�application t 7�! f(t) =
1 + tq

2
�
�
1 + t

2

�q
est croissante sur [1;1). Donc

�
1 + kyk=kxk

2

�q
� 1 + (kyk=kxk)q

2
pour kxk � kyk

(sinon prendre kxk=kyk).

Ce qui donne





x+ y

2





q � �kxk+ kyk2

�q
� kxkq + kykq

2
pour tous x; y 2 X.

Il s�ensuit que k:k est une q-norme. �
Le résultat suivant est important en soi, puisqu�il établit un lien (sous certaines conditions
simples) entre l�inégalité triangulaire et la convexité de la boule unité.

Théorème 140 Soient X un espace vectoriel sur R ou C et k � k : X ! [0;1) une ap-
plication véri�ant 1. et 2. dans la dé�nition de la q-norme. Alors k � k est une norme si et
seulement si l�ensemble B = fx j kxk � 1g est convexe.

Preuve. Si k � k est une norme, alors B est trivialement un ensemble convexe.

Inversement, on suppose que B est convexe. Pour x; y 2 X tels que x 6= 0 et y 6= 0, posons
x0 = x=kxk et y0 = y=kyk on a x0; y0 2 B: De plus �x0+ (1� �) y0 2 B pour tout 0 � � � 1:
En particulier, pour � = kxk= (kxk+ kyk) on obtient

k x

kxk+ kyk +
y

kxk+ kykk = k�x
0 + (1� �) y0k � 1:

Et donc kx+ yk � kxk+ kyk: �
Le Théorème que nous venons d�établir nous permet de montrer le résultat principal de
cette section

Théorème 141 Toute q-norme est une norme au sens classique.

Preuve. Il su¢ t de montrer que B = fx : kxk � 1g est convexe. Soit x; y 2 B; on a alors

kx+ ykq � 2q�1 (kxkq + kykq) � 2q�1 (1 + 1) = 2q:

donc k (x+ y) =2k2 � 1; ainsi 1
2
x+

�
1� 1

2

�
y 2 B:

Par conséquent si A :=
�
k
2n
j n = 1; 2; : : : ; k = 0; 1; : : : ; 2n

	
, on a, pour tout � 2 A; �x +

(1� �) y 2 B:
Soient 0 � � � 1 et z = �x + (1� �) y: Comme A est dense dans [0; 1], il existe une
suite décroissante frng dans A telle que t lim

n
rn = �: En posant �n =

1�rn
1�� ; nécessairement
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0 � �n � 1; lim
n
�n = 1 et

rn+�n�1
rn

� 1: Donc rn+�n�1
rn

x 2 B et rn 2 A; et nous concluons
que

�nz = ��nx+ (1� �) �ny = rn
rn + �n � 1

rn
x+ (1� rn) y 2 B:

Ainsi �nkzk = k�nzk � 1 pour tout n: En faisant tendre n vers l�in�ni, on obtient kzk � 1;
i.e. z 2 B: �



Annexe C

Sur une inégalité intégrale
"déterminantale"

Inspirés par un résultat démontré par Bai-Ni Guo et Xin Jiang [143], nous prouvons une
inégalité qui généralise leur résultat, au cas de plusieurs fonctions.

Dans leur article, les auteurs suscités démontrent ce qui suit

Théorème 142 Soient 
 un domaine de Rn et f; g 2 L (
) telles que f � 0 et g � 0: On
pose I (f) :=

R


f (x) dx:

Considérons h : 
! R telle que h2 2 L (
) : Si

I (f) I (gh) = I (fh) I (g)

alors
I
�
fh2
�
(I (g))2 + I

�
gh2
�
(I (f))2 � I (fh) I (gh) I (f + g) (C.1)

et l�égalité a lieu si et seulement si h est constante.

On présente une autre formulation de ce Théorème qui nous permettra de percevoir une
généralisation à plusieurs fonctions.

Théorème 143 (bis) Soient 
 � Rn et f; g 2 L (
) telles que f (x) � 0 et g (x) � 0 pour
tous x 2 
.
Considérons h : 
! R telle que h2 2 L (
) : si

I (f) I (gh) = I (fh) I (g) ;

alors ���� I (g) I (fh)
I (gh) I (fh2)

���� � 0 et ���� I (f) I (gh)
I (fh) I (gh2)

���� � 0;
I (f)

���� I (f) I (gh)
I (fh) I (gh2)

����+ I (g)

���� I (g) I (fh)
I (gh) I (fh2)

���� � 0;
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(cette dernière relation est équivalente à l�inégalité (C.1)).

Si de plus I (f) I (g) 6= 0; on a égalité si est seulement si h est constante.

Preuve. Il su¢ t de prouver la première inégalité. L�inégalité de Schwarz donne

(I (fh))2 � I
�
fh2
�
I (f) ;

ainsi ���� I (f) I (fh)
I (fh) I (fh2)

���� � 0 et donc

���� I (f) I (g) I (fh)
I (fh) I (g) I (fh2)

���� � 0
en exploitant l�égalité I (f) I (gh) = I (fh) I (g), on obtient

I (f)

���� I (g) I (fh)
I (gh) I (fh2)

���� � 0
on en déduit ainsi l�inégalité pour I (f) 6= 0 (le cas I (f) = 0 est trivial, il entraîne I (fh) =
0). �
Pour voir un peu l�évolution de la généralisation, nous donnons le cas de trois fonctions.

Théorème 144 Soient 
 � Rn et f; g; h 2 L (
) telles que f (x) � 0; g (x) � 0 et h (x) � 0
pour tout x 2 
.
Considérons u : 
! R telle que uk 2 L (
) ; k = 1; 2; 3; 4:
On pose

�(f; g; h) =

������
I (f) I (gu) I (hu2)
I (fu) I (gu2) I (hu3)
I (fu2) I (gu3) I (hu4)

������ :
Si pour r = 1; 2; 3

I (f) I (gur) = I (fur) I (g) ;

I (g) I (hur) = I (gur) I (h) ;

I (h) I (fur) = I (hur) I (f) ;

alors

�(f; g; h) � 0; �(g; h; f) � 0; et �(h; f; g) � 0;
(I (f))2�(f; g; h) + (I (g))2�(g; h; f) + (I (h))2�(h; f; g) � 0:

Si de plus I (f) I (g) I (h) 6= 0; alors on a égalité si et seulement si u est constante.

Dans le cas de plusieurs fonctions, nous obtenons
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Théorème 145 Soient 
 � Rn et f1; f2; : : : ; fm 2 L (
) ; m � 2 telles que fk (x) � 0 pour
tout x 2 
 et k 2 f1; : : : ;mg.
Considérons u : 
! R telle que uk 2 L (
) pour k = 1; : : : ; 2m� 2:
Posons pour � 2 Sm (groupe des permutations de f1; : : : ;mg);

�� (f1; f2; : : : ; fm) :=

���������
I
�
f�(1)

�
I
�
f�(2)u

�
� � � I

�
f�(m)u

m�1�
I
�
f�(1)u

�
I
�
f�(2)u

2
�

� � � I
�
f�(m)u

m
�

...
...

. . .
...

I
�
f�(1)u

m�1� I
�
f�(2)u

m
�
� � � I

�
f�(m)u

2m�2�
��������� :

Si pour r = 1; : : : ; 2m� 3; et pour tous i; j : 1 � i 6= j � m on a

I (fi) I (fju
r) = I (fiu

r) I (fj)

alors

�� (f1; f2; : : : ; fm) � 0 pour toute permutation circulaire � de Sm,X
�2Sm = � circulaire

�
I
�
f�(1)

��m�1
�� (f1; f2; : : : ; fm) � 0:

Si de plus
mQ
k=1

I (fk) 6= 0; on a égalité si et seulement si u est constante.

Preuve. Il su¢ t de montrer la première inégalité, la seconde en est une conséquence.

Sans perte de généralité, il convient de faire la preuve pour � = Id:

Posons G (x1; x2; : : : ; xm) := det (hxi; xji) ; il est bien établi que G (x1; x2; : : : ; xm) � 0
(appelée inégalité de Gram).

On a

G
�
f
1
2
m; f

1
2
mu; : : : ; f

1
2
mu

m�1
�
� 0; avec hf; gi =

Z



fg

alors
I (f1) I (f2) � � � I (fm�1)G

�
f
1
2
m; f

1
2
mu; : : : ; f

1
2
mu

m�1
�
� 0

ce qui équivaut à���������
I (f1) I (fm) I (f2) I (fmu) � � � I (fm�1) I (fmu

m�2) I (fmu
m�1)

I (f1) I (fmu) I (f2) I (fmu
2) � � � I (fm�1) I (fmu

m�1) I (fmu
m)

...
...

. . .
...

...
I (f1) I (fmu

m�1) I (f2) I (fmu
m) � � � I (fm�1) I (fmu

2m�3) I (fmu
2m�2)

��������� � 0
et en utilisant les hypothèses, on obtient���������

I (f1) I (fm) I (f2u) I (fm) � � � I (fm�1u
m�2) I (fm) I (fmu

m�1)
I (f1u) I (fm) I (f2u

2) I (fm) � � � I (fm�1u
m�1) I (fm) I (fmu

m)
...

...
. . .

...
...

I (f1u
m�1) I (fm) I (f2u

m) I (fm) � � � I (fm�1u
2m�3) I (fm) I (fmu

2m�2)

��������� � 0
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c�est-à-dire

(I (fm))
m�1�Id (f1; f2; : : : ; fm) � 0 ie : �Id (f1; f2; : : : ; fm) � 0 pour I (fm) 6= 0:

Le cas I (fm) = 0 est trivial ()
R


fmu = 0)

R


fmu:u = 0 � � � ). �



Annexe D

Rails (champs) du triangle de Pascal

Soit n un entiers non nul. Nous appelons rails ou champs du triangle de Pascal, de direction
(q; r) 2 Z� � N�; les suites dé�nies par

T (q;r)(n; k) =

�
n� qk

rk

�
; (k = 0; : : : ; bn= (r + q)c ).

et les champs intermédiaires de direction (q; r) 2 Z� �N� et d�ordre p = 1; 2; : : : ; r� 1 sont
dé�nis par

T (q;r;p)(n; k) =

�
n� qk

rk + p

�
; (k = 0; : : : ; bn= (r + q)c ).

A part le cas trivial, c�est à dire les lignes du triangle de Pascal, il est utile d�illustrer
l�évolution de ces suites de nombres à travers quelques exemples concrets.

Nous allons présenter les champs du triangle de Pascal pour les suites suivantes :

T (�1;2)(n; k) =
�
n+k
2k

�
; T (�1;2;1)(n; k) =

�
n+k
2k+1

�
:

T (1;1)(n; k) =
�
n�k
k

�
:

T (1;2)(n; k) =
�
n�k
2k

�
; T (1;2;1)(n; k) =

�
n�k
2k+1

�
:

T (1;4)(n; k) =
�
n�k
4k

�
; T (1;4;1)(n; k) =

�
n�k
4k+1

�
; T (1;4;2)(n; k) =

�
n�k
4k+2

�
; T (1;4;3)(n; k) =

�
n�k
4k+3

�
:

T (2;2)(n; k) =
�
n�2k
2k

�
; T (2;2;1)(n; k) =

�
n�2k
2k+1

�
:

T (2;3)(n; k) =
�
n�2k
3k

�
; T (2;3;1)(n; k) =

�
n�2k
3k+1

�
; T (2;3;2)(n; k) =

�
n�2k
3k+2

�
:
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1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

1 13 78 286 715 1287 1706 1706 1287 715 286 78 13 1

1 14 91 364 1001 2002 2993 3412 2993 2002 1001 364 91 14 1
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Conclusion

Tout au long de ce document, nous avons étudié des propriétés combinatoires de suites
numériques, principalement les suites numériques liées aux champs ou rails du triangle de
Pascal, de direction (q; r) 2 Z� � N� :

T (q;r)(n; k) =

�
n� qk

rk

�
xn�(q+r)kyk; k = 0; : : : ; bn= (r + q)c ; (?)

les propriétés de ces suites et des sommes partielles de ces suites ont fait l�objet du chapitre
premier.

Dans le chapitre troisième, pour chaque n �xé, nous avons établi l�unimodalité de la suite
(T (n; k))k; pour (q; r) = (1; 2); (�1; 2) et (�1; r) lorsque x = y = 1:

Pour (q; r) = (1; 1); nous avons établi l�unimodalité de la suite (T (n; k))k lorsque (x; y) =
(2; 1) et (1; 2); ainsi que pour la suite compagnon :

W (1;1)(n; k) =
n

n� k

�
n� k

k

�
xn�2kyk

pour les mêmes valeurs de (x; y): (Le cas (x; y) = (1; 1) étant traité par Tanny et Zucker
pour la suite (T (n; k))k et par Benoumhani pour la suite (W (n; k))k).

Tous les autres cas restent, à notre connaissance, encore ouverts. La moindre information
serait la bienvenue. Nous avons aussi établi l�unimodalité des éléments du triangle de Pascal
étendu, à savoir celle des coe¢ cients biqnomiaux. Ces derniers ont des liens étroits, propriétés
établies au chapitre deuxième, avec la suite de Fibonacci généralisée, avec les polynômes
exponentiels de Bell, et avec la suite des convolées de la loi uniforme discrète. Il serait tout
aussi intéressant d�étudier les propriétés des coe¢ cients multiqnomiaux, ce qui correspond
à la pyramide de Pascal étendue.

La suite donnée par (?) est associée, via la suite des sommes partielles à la suite récurrente
linéaire donnée par :

Tn = x

�
r

1

�
Tn�1 � x

�
r

2

�
Tn�2 + � � �+ (�1)r�1xr

�
r

r

�
Tn�r + yTn�r�q

Ce qui nous amène à l�étude de suites récurrentes linéaires. Nous avons explicité le terme
général d�une suite récurrente linéaire à coe¢ cients dans un anneau commutatif. Ce résultat
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nous a permis, entre autres, comme une alternative à l�approche de Jordan, de calculer les
puissances successives d�une matrice carrée donnée. Ainsi, en exploitant les deux approches,
des identités combinatoires remarquables en découlent.

Au chapitre quatrième, nous avons établi la fonction génératrice d�une suite indicée par
une progression arithmétique. Des questions naturelles surviennent alors :

� peut-on exprimer la fonction génératrice d�une suite indicée par une progression poly-
nomiale (comme l�a fait T. Tao pour la recherche des nombres premiers en progression
polynomiale voir arXiv).

� reprendre le même travail pour les fonctions génératrices à deux variables, je pense que
pour ce faire, nous devons passer par les hyperdéterminants de Vandermonde.

Au chapitre cinquième, nous avons évalué des sommes combinatoires liées aux nombres
de Fibonacci et de Lucas généralisés. Nous y avons particulièrement explicité les sommes
d�ordre deux. Nous pensons que les sommes d�ordre pair peuvent être évaluées sans trop de
di¢ cultés.

Le chapitre sixième a fait l�objet d�une étude liée aux polynômes bivariés de Fibonacci et
de Lucas, généralisant ainsi les résultats déjà établis pour les polynômes de Chebyshev. Il me
semble réalisable d�étendre ces travaux aux polynômes de Gegenbauer et, plus généralement,
aux polynômes de Humbert.

Au chapitre septième, nous avons mis en évidence que la somme des puissances des inverses
d�une progression arithmétique n�est jamais un entier, généralisant ainsi les travaux de Kur-
schak, Taiesinger et Erdös. Peut-on établir un analogue pour les progressions polynomiales ?
D�autres questions intéressantes liées à cette section paraissent importantes :

� Dans le cas où 1
n1
+ 1
n2
+� � �+ 1

nk
est un entier tel que 2 < n1 < n2 < � � � < nk. Que peut-on

dire des diviseurs premiers des ni? Existe-t-il une in�nité de solutions pour lesquelles les
ni sont composés au plus de deux facteurs premiers ? Trois facteurs premiers ? Quatre ?

� Concernant la somme harmonique 1+ 1
2
+ � � �+ 1

n
; en tant que fraction irréductible an=bn;

quel est le comportement asymptotique de an? Quels sont ses diviseurs premiers ?

En�n au dernier chapitre, nous donnons deux conséquences liées à l�hyperdéterminant de
Gram discret : une extension de l�inégalité de Buniakovski-Cauchy et une inégalité dans les
espaces euclidiens.

Dans l�annexe A, nous avons proposé une approche combinatoire pour expliciter les valeurs
de démarrage de l�équation aux di¤érences déterminant la fonction d�autocovariance d�un
modèle ARMA périodique (PARMA).

Dans l�annexe B, on a établi une caractérisation de la norme.

Dans l�annexe C, on présente une extension d�une inégalité due à Gûo et Jiang, générali-
sation que l�on peut envisager aux hyperdéterminants (passant ainsi à plusieurs variables).

Je terminerai cette conclusion en a¤ectant aux di¤érents chapitres de cette thèse les publi-
cations et les prépublications correspondantes, et en précisant que la grande majorité de leur
contenu est reprise dans cette thèse (sauf celles citées en introduction). Le chapitre premier
est concerné par [29] ; le second par [33] et [42] ; le troisième par [35], [36] et partiellement
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par [32] et [36] ; le quatrième par [45] et le complément de [32] ; le cinquième par [37] et le
complément de [36] ; le sixième par [39] et [38] ; le septième par [44] ; le huitième par [25],
[26], [24], [23], [22], [27], [28] et [30] ; l�annexe A par [3] ; l�annexe B par [46] et l�annexe C par
[31]. Par contre, les références [34], [40], [43] et [47] sont seulement citées en introduction.
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