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Introduction

Parmi les polynémes de partition les plus connus en combinatoire énumérative, nous
citons les polynémes partiels de Bell qui ont été introduits par Bell (en 1927) [8]. Ces
polynoémes ont été précédemment utilisé par Faa di Bruno (en 1855) [28] pour exprimer les
dérivées des fonctions composées. Par la suite, ces polynomes ont trouvé de nombreuses
applications en combinatoire, en théorie des probabilités et des statistiques, ainsi qu’en
théorie des nombres. Ils ont aussi joué et continuent a jouer un réle trés important dans des
différentes applications et dans la détermination de plusieurs propriétés et identités ma-

thématiques. Pour plus d’informations sur ces polynémes voir par exemple [20, 23, 49, 50].

En 1939, Touchard [63] dans son étude de certaines permutations cycliques a introduit de
nouveaux polyndémes de partition qui ont été par la suite appelés polyndémes de Touchard
et classés dans la série d’extension des polynomes partiels de Bell. Quelques propriétés al-
gébriques, combinatoires et probabilistiques de ces polyndémes ont été étudiés par Touchard
[63], Chrysaphinon [22], Charalambides [20] et Kuzmier et al. [41].

Toujours dans le but de généraliser les polyndémes de partition et motivés par les travaux
de Duncan [27], et en s’inspirant de la définition du polynéme de partition d’un systéme
d’ensemble fini dans [64], nous sommes menés & définir le polynéme de partition selon

le concept suivant :

Etant donné un ensemble fini V' a n éléments (appelés sommets). Soit F C P (V') un sous
ensemble de parties de V. Un systéme héréditaire est la donnée d’un couple (V, F) qui

vérifie les conditions suivantes :

1. oeF
2. V= 4
AEF

3.5 SeFetS cSalors S eF.

Les éléments de F sont appelés les indépendants du systéme (V, F). Dans la suite, nous

représentons le systéme héréditaire (V, F) par ’ensemble de ses indépendants F.
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Le polynoéme de partition associé & F, noté p (F,x), est défini comme suit :

p(f,ﬂf) = Zai (‘7:)'7"17
i>1
ou a; (F) est le nombre de partitions des sommets de V' en i indépendants (éléments de

F) non vides.

Ici une partition de ’ensemble V' est une collection, 7w C F, de sous ensembles non vides

v=_JA

Aem
Si nous prenons par exemple V = {a,b,c} et F = {@,{a},{b},{c},{a,b},{a,b,c}} alors

telle que

p(F,x) =2+ 2>+

Il est facile de voir que 1’ensemble des stables d’un graphe G = (V, E) (un stable est un
ensemble de sommets sans arétes) est un systéme héréditaire, nous ’appelons le systéme
héréditaire des stables. Le polynéme de partition associé a ce systéme est connu dans

la littérature sous le nom de o-polynéme [38].

Les polyndémes de partition généralisent plusieurs polyndémes classiques tels que les po-

lynémes de Bell, de Touchard, les o-polyndémes et ainsi que d’autres.

Un autre polynome associé aux partitions d’un ensemble de sommets d’un graphe est le

polynéme chromatique d’un graphe G = (V, E), défini par

P(G7$) = Zai (f)xla
i>1
ol F est le systéme héréditaire des stables de G, 2t =z (x —1)---(x —i+1)sii > 1et

20 =1.

Dans le cas du systéme héréditaire des stables, nous pouvons facilement remarquer que les
deux polynomes (o-polynome et chromatique) ont respectivement les mémes coefficients
par rapport aux bases {xi}i>l et {xi}pl.

L’objectif de cette thése est d’exploiter des polynémes de partition associés & des classes
particuliéres de graphes afin de déduire des identités, des relations récurrentes ainsi que
des propriétés d’unimodularité, log-concavité, fréquence de Polya pour des nombres de
Stirling restreints tels que les nombres (ry,...,ry,)-Stirling de deuxiéme espece [52] et par
la suite donner des preuves simples pour plusieurs propriétés des nombres r-Stirling citées
dans [17].
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Dans le premier chapitre nous présentons les éléments de base utilisés dans cette thése,
en rappelant les interprétations combinatoires, les fonctions génératrices et quelques pro-
priétés de certaines suites telles que les suites de partition, les suites de permutation, les
coefficients binomiaux ainsi que les notions de graphe, les polynémes de partition et les

polynémes chromatiques.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons quelques relations entre les polynémes de Tou-
chard, les polyndémes partiels de Bell et les polynémes r-Bell. Par la suite nous exploitons
ces relations et les polynomes de type binomial afin de dériver certaines identités et rela-

tions relatives aux polynoémes de Touchard.

En 1984, Broder [17] a introduit et étudié le nombre 7-Stirling de deuxiéme espece {Z}T,
qui compte le nombre de partitions de 1’ensemble [n] = {1,2,...,n} en k sous ensembles
non vides (appelés blocs) tels que les r premiers éléments soient dans des blocs différents.
Les polynomes r-Bell qui lui sont associés ont été introduits et étudiés (en 2011) par Mez
[45].

Dans le troisiéme chapitre nous avons introduit et étudié les nombres (71, . .., 7,)-Stirling

de deuxiéme espéce {Z}m . » qui comptent le nombre de partitions de I'ensemble [n] en
T

k sous ensembles non vides (appelés blocs) tels que les éléments de chacun des p sous

ensembles disjoints Ry, ,..., R, de [n], soient, respectivement, dans des blocs différents.

Ce chapitre a été motivé par les travaux de Mez6 sur les polynomes r-Bell [45] ainsi que
ceux de Mihoubi et al. sur les nombres (rq,...,7p)-Stirling de deuxiéme espece [52], dans

lesquels ils ont établi

1. la log-concavité des nombres (r1,...,7,)-Stirling de second espeéce [43],
2. des relations récurrentes généralisées pour les polynomes (ri,...,7,)-Bell [43] , et

3. les fonctions génératrices ordinaires associées & ces nombres et a ces polynomes.

Dans notre contribution, nous donnons plus de propriétés sur les nombres r,-Stirling de

deuxiéme espéce et les polynomes r,-Bell, (ici r, désigne le vecteur (r1,...,7p)).

~1
Dans le quatriéme chapitre, nous montrons que la suite ({";:_:P} s 0<k<n+|rp_1];|rp_1| = > T‘i>
p rp -

=1
n+|rp|

est strictement log-concave et nous donnons aussi une approximation au nombre { P
p rp

quand n — oo pour un k fixé et nous écrivons B,, (z;r)) dans la base

{Brk (2i1p) : 0 <k < |rp_1]} €t Buim (251p),
et dans la famille des bases

{Zij (z;rp +jep) :0< 5 < n}
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Comme conséquences, nous donnons des identités pour les nombres r,,-Stirling de deuxieme
espéce et a la fin du chapitre, nous donnons les fonctions génératrices horizontales asso-
ciées aux nombres r,-Stirling de deuxiéme espéce et les fonctions génératrices ordinaires

associées aux polynomes r,-Bell.

Au cinquiéme chapitre nous établissons une relation entre les polynémes chromatiques
de certaines classes de graphes et les nombres de Stirling de deuxiéme espéce (restreints).
Nous introduisons aussi d’autres variétés des nombres de Stirling de deuxiéme espéce qui
expriment le nombre de partitions soumis & des contraintes et nous relions ces nombres
aux polynomes chromatiques de certaines classes particulieres de graphes [44] et nous
déduisons par la suite quelques propriétés combinatoires. Pour un graphe donné G = (V, E)
d’ordre n > 1, 'expression du polynome chromatique sous forme factorielle est donnée par

P(G,A) = > a; (G) (N voir [26, Thm. 1.4.1], avec (A\): = A(A—=1)---(A—i+1) si
i=x(G)
i>1et (W2 =1, a;(G) est le nombre de partitions de 'ensemble des sommets, V, en

i ensembles independants (c’est & dire, deux sommets adjacents dans G n’appartiennent
pas au méme bloc). Nous notons x (G) le nombre chromatique de G.

Le contenu de ce chapitre a été motivé par les résultats de Duncan et al. [27] sur les
nombres de Stirling de deuxiéme espéce associés aux graphes et ceux par Mihoubi et al.
[52, 43] sur les nombres (rq,...,r,)-Stirling de deuxiéme espéce. Etant donné un graphe
quelconque H, nous donnons une relation récurrente aux coefficients ay (G U H) pour
certaines classes particuliéres de graphes G et quelques résultats sur la log-concavité et la

fréquence de Pdlya pour des suites relatives a ces coefficients.
Nous terminons cette thése par une conclusion et des perspectives.

Cette these a fait 'objet de divers travaux publiés et communications :

1. M. S. Maamra and M. Mihoubi, The (r1,...,7,)-Bell polynomials. Integers 14
(2014) Article A34.

2. M. S. Maamra and M. Mihoubi, Note on some restricted Stirling numbers of the
second kind, Comptes Rendus Mathematique, Volume 354, Issue 3, March 2016,
231-234.

3. M. Mihoubi and M. S. Maamra, Touchard polynomials, partial Bell Polynomials
and polynomials of binomial type. J. Integer Seq. 14 (2011), Article 11.3.1.

4. M. Mihoubi and M. S. Maamra, The (rq,...,7p)-Stirling numbers of the second
kind. Integers 12 (2012) Article A35.

5. M. S. Maamra, M. Mihoubi, Some applications of the chromatic polynomials :
arXiv preprint, arXiv :0905045, 4 feb 2014.
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ries, International Conference on Discrete Mathematics & Computer Science, "DI-
MACOS’11", May 5- 8, 2011, University Hassan II — Mohammedia- Casablanca,

Maroc.

7. M. S. Maamra,Touchard polynomials and partial Bell polynomials, Congrés des
Mathématiciens Algériens - CMA2012, 7 et 8 mars 2012, Université Badji Mokhtar,
Annaba, Algérie.



Chapitre 1

Eléments de la combinatoire

énumeérative

1.1 Dénombrement

Ce chapitre est consacré aux notations et définitions que nous avons besoin dans les

chapitres qui suivent. Elles sont principalement extraites des ouvrages [9, 20, 23].

Nous notons dj, le symbole de Kronecker est défini comme suit :
5. — 1 sik=r,
B0 sik £
1.1.1 r-permutation

Définition 1.1 Soit [n] = {1,2,...,n} un ensemble a n objets distincts. Pour 0 < r <mn,
une r-permutation de [n] est la fagon d’arranger r objets de [n] en une liste. Lorsque r = n,

une n-permutation est simplement appelée une permutation.

Le nombre de r-permutations de [n], noté P vaut

P'l=n(n—-1)---(n—r+1).

T

Si nous utilisons la notation factorielle n! =n (n —1)---2.1, alors
n!
P =

Par convention, nous posons 0! = 1. Nous notons P}’ =1 et P}’ =nl.

11
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1.1.2 r-combinaison

Définition 1.2 Soit [n] = {1,2,...,n} un ensemble a n objets distincts. Pour 0 <r < n,

une r-combinaison de [n] est un sous ensemble de [n] a r éléments.

Le nombre de r-combinaisons d’un ensemble [n] vaut

N
r) rl rl(n—r)

En particulier

1.1.3 Factorielle descendante

Définition 1.3 Soient x un nombre réel ou complexe et n € N*, la fonction factorielle

descendante d’ordre n, notée (x)", est définie par :

()r=z(x—1)---(x—n+1) sin>1 et 22=1.

Notons que pour z,y € Cet k,7 € Z, on a
ET = gk (x—k) et (z+n-—1)"*=(-1)"(—z2)"

et pour k € N*, nous posons
1

()=t = m

1.1.4 Factorielle montante

Définition 1.4 Soient x un nombre réel ou complexe et n € N*, la fonction factorielle

montante d’ordre n, notée (z)" , est définie par :

()" =z(x+1)---(z+n—-1) sin>1 et (z)°=1.

Nous avons
(—a)" = (=1)" (&)" et (—2)" = (=1)" (a)".
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1.1.5 Coefficient binomial

Définition 1.5 Soient x un nombre réel ou complexe et n € N, le coefficient binomial,

T
noté < >, est défini par :
n

La formule binomiale et I'identité de Vandermonde [3] sont données respectivement

par :
n
X _
(+y)" =) (k)xky” ,
k=0
et
— (n k \n—k
@rae=3 () @Har
k=0
Définition 1.6 Soient ki,...,ky,,m > 1 des entiers relatifs, nous définissons le coeffi-
. . . , kl + ...+ km
cient multinomial, noté , par :
ki,...km

k k Ty Stki20, i€ [m] et 0 ailleurs.
1y--+sm 1:° " Rm-

Ce coeflicient est une généralisation du coefficient binomial et apparait dans l'identité

suivante :

O G
et hm=n 1y---5vm

1.1.6 Principe d’inclusion-exclusion

En combinatoire, le principe d’inclusion-exclusion ( PIE) permet d’exprimer le nombre
d’éléments (ou cardinal) d’une réunion finie d’ensembles finis en fonction du nombre d’élé-
ments des ces ensembles et de leurs intersections. Il est une conséqunce de la formule de

développement de produit suivant

I+z)(I+mz2) - (14z,) = Z (HIZ> . (1.1)

1C{1,2,...n} \icl

Théoréme 1.7 Pour toute collection A1, ..., A, d’ensembles finis, nous avons :
n
Ual= > N4
i=1 GAIC{L,...n} icl
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Preuve. Pour prouver le PIE, soit I C {1,2,...,n} un ensemble fini et soit I’ensemble

A= J A et posons f; : A — {0, 1} la fonction caractéristique de ’ensemble A4;, c’est a

el
1 siaé€A;,
fi(a) = {

0 sinon.

dire

n
Pour tout a € A, nous avons [] (1 — f;(a)) = 0 et, nous appliquons la formule (1.1) en

=1
posant z; = — f; (a) , nous obtenons
>, (H fi <a>) =0.
IC{12,...n} iel

Par sommation sur a € A de ces égalités, nous obtenons :

0=> > }(—1)” (Hﬂ-(a))— > }(—1)'” (ZHE(@)- (1.2)

a€ATC{1,2,..,n i€l I1C{1,2,....n acAiel

Il suffit maintenant de remarquer que le produit [] fi (a) est la fonction caractéristique
el
de I'ensemble (] A;, nous obtenons donc ’égalité
i€l

S I fita) =

a€A el

N

icl

En particulier, pour I = &, nous posons par convention [[ f; (a) = 1. Par conséquent
i€o

Il fi@=>1=14.

acAIED acA

De ’équation (1.2) nous déduisons que

= > =

@£IC{12,...n}

N

el

1.1.7 Dénombrement des injections

Nous rappelons que le nombre des applications de [n] dans [k] est k™.

Soit I([n], [k]), I’ensemble des applications injectives de [n] dans [k]. Sin > k cet ensemble

est vide. Si n = 0, on convient qu’il existe une application injective (et une seule) de
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I'ensemble vide dans [k]; son image est vide. Il est clair que I([n], [k]) ne dépend que de

n et k. Désormais, nous supposons que n < k et posons

I(n, k) = [I([n], [K])] .

Nous avons k choix pour 'image de 1, £ — 1 choix pour 'image de 2, et ainsi de suite
jusqu’a n pour lequel on a kK —n + 1 choix pour son image. Donc le nombre d’applications

injectives d’un ensemble & n éléments dans un ensemble & k éléments (k > n) est

Ink)=k(k—-1)--(k—n+1)= —F+ =

1.1.8 Dénombrement des surjections

Notons Y ([n], [k]) I'ensemble des applications surjectives de [n] dans [k]. Supposons que

k < n sinon ’ensemble est vide.

Nous utilisons le principe d’inclusion-exclusion pour énumérer le nombre d’applications
[n] — [k] (K < m) qui ne sont par surjectives. A cet effet, pour 1 < i < k, notons A;
I’ensemble des applications [n] — [k] telles que i n’est pas atteint par 'application. Il est
clair que pour des entiers 1 <14y <--<17; <n, on a ‘Ail NN AZ-].‘ = (k—j)™, car chaque
élement de [n] peut étre affecté & un des k — j entiers de [k] autorisés. Ainsi, d’apres le

principe d’inclusion exclusion, si on note Surj(n,k) =Y ([n], [k])|, nous aurons

-

@
I
—

k" — Surj(n,k) = A;

I
] =

(7 JAun-ay)

1 1<i1<<i;<n

7 (5) -,

<.
Il

I
™=

1

.
Il

c’est a dire

k

Surj(n, k) = k" — J}i:l (=1)77t (j) (k—j)" = ZO (—1)! (j) (k=)™

J]=

Pour plus de détails voir [29].

1.2 Fonctions génératrices

Les fonctions génératrices sont utilisées pour :
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— représenter efficacement des suites en codant les termes d’une suite comme coefficients
des puissances d’une variable z dans une série formelle;

— résoudre de nombreux types de problémes d’énumération, tels que le nombre de facons
de sélectionner ou de distribuer des objets de différentes sortes, sous réserve d’une
variété de contraintes ;

— résoudre les relations de récurrence en traduisant une telle relation entre les termes
d’une suite en une équation impliquant une fonction génératrice. Cette équation peut
alors étre résolue pour trouver une forme explicite de la fonction génératrice. A partir
de cette forme, les coefficients de la fonction génératrice peuvent étre trouvés, et par
la suite, résoudre la relation de récurrence initiale;

— prouver des identités combinatoires en tirant partie des relations relativement simples
entre les fonctions qui peuvent étre traduites en identités impliquant les termes de la
suite.

— pour étudier de nombreuses propriétés des suites, telles que leur utilisation pour établir

des formules asymptotiques des termes d’une suite.

Définition 1.8 Soit C le corps des nombres complexes et soit x une indéterminée sur C.

Une série formelle sur C o une indéterminée x est [”expression :

A(z) = Z anx",

n>0

ot ag,a1,.. sont des nombres réels

Si A(z) = 3 a,a™, alors a,, le n®™¢ coefficient de A (), pour lequel nous écrivons
n>0

an = [z"] A (z).

Dans cette thése, nous considérons seulement les séries formelles d’indice non négatif, c’est
a dire a; = 0 pour tout k£ < 0. Le coeflicient ag est appelé le coefficient constant de la

série formelle A(x) et nous écrivons

apg = A (0) .
L’ensemble des séries formelles sur C est désigné par C [[z]] .

Définition 1.9 Une série formelle A(x) est dite réversible s’il existe une série formelle

notée A~Y(z) (appelée réciproque de A) telle que



17

Combinatoire de certaines classes de polynomes de partition M.S. MAAMRA
..} des nombres

ey Ak

Définition 1.10 La fonction génératrice ordinaire de la suite {ag, a1,

réels est la série formelle :
o
ag) = Z apx”.

Nous allons maintenant énoncer quelques propriétés importantes sur les séries formelles
qui seront utilisées dans le traitement des fonctions génératrices
o0
= 3 braP. Alors

o0
Proposition 1.11 Soient O(a;) = 3 apz”® et O(by) =
k=0 k=0

O(ag) + O(by) = Z ap + b)) " = O(ay, + by), (1.3)
k=0
et
k
O(ag) x O(by) Z Za]bk —j =0 Zajbk_j (1.4)
k=0 \j=0 7=0
ey Oy ..} deS

Définition 1.12 La fonction génératrice exponentielle de la suite {ag, a1,

nombres réels est la série formelle

Zakkl: l)

o0 o0
Proposition 1.13 Soient E(a;) = > ak% et E(bg) = >, bk%. Alors
k=0 k=0

oo k
E(ar) + E(bp) =Y (ax + b)) o= = Elay, + by), (1.5)
k=0
et
00 k k

Elab_; \ zF k
E(ay) x E(b) = B Y ) <,)a~b_~ 1.6
(@) > Bb) =3 | > =5 | & ]ZO] bk (1.6)

k=0 \j=0

Pour les suites a double indices nous avons les définitions suivantes
Définition 1.14 La fonction génératrice verticale de la suite {anm},, oy €St la série

an m Z akl

infinie
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La fonction génératrice horizontale de la suite {anm}, oy €5t la série infinie
K

oo
Hk(an,m) = Zaklxl.
=0

La fonction génératrice ordinaire double (bivariée ordinaire) de la suite {anm},, ,en
)

des nombres réels est la série infinie
e.) o
I k
OD(a;) = g g ap e 2",
1=0 k=l

La fonction génératrice exponentielle double (bivariée exponentielle) de la suite {a 1} oy

des nombres réels est la série infinie

Remarque 1.15 Dans le cas ot la suite {ak, } |, oy €St triangulaire (c’est a dire ag; =
0 pour k < 1), il est plus commode d’utiliser la fonction génératrice suivante (dite fonction

génératrice mixte) :

1.3 Log-concavité et unimodularité

La log-concavité et 'unimodularité sont des propriétés importantes des suites combina-
toires et ont été trouvées dans de nombreuses applications et sujets tels que la combinatoire,

l'algebre, la géométrie et les statistiques, pour plus de détails voir par exemple [16, 61]

Définition 1.16 Soit {a,} une séquence de nombres réels positifs. Elle est dite :

— Unimodale si ag < a1 < ---<ag > - > ay, pour un certain d € N*
— Log-concave st a?_H > ajaiyo pour tout 0 <i<n

— Strictement log-concave si 0%2+1 > a;ai42 pour tout 0 <7< n

La log-concavité d’une suite {a,} est équivalente a la concavité de la suite {loga,}, i.e.

log a; + log a;ia

2
a;j 1 > a;ai42 < loga;y1 > 5

Remarque 1.17 [l est connu que pour tout entier n, la suite de terme général (Z) est

log-concave et que le produit de deux suites positives log-concaves est une suite log-concave.
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Définition 1.18 Soit q un indeterminé et {fn(q)},>o une suite de polynomes en q. Si
pour n > 1, les coefficients du polynéme f2(q) — fu_1(q)far1(q) sont non négatifs (> 0),

nous disons que {fn(q)},>o est g-log-concave.

La g¢-log-concavité des polynomes joue un role important dans la preuve de la log-

concavité des suites combinatoires (voir [66]).

Proposition 1.19 (Inégalité de Newton [33, p. 104]) Soient ag, a1, ..., a, des nombres
n .
réels. Si tous les zéros du polynome P(x) = Y a;x* sont des réels, alors les coefficients de

k=0
P satisfont o Uinégalité suivante :

1 1

ai > <1+.> <1+.) ai+1a;-1, 1<i<n-—1,
i n—i1

Définition 1.20 Une suite de nombres réels {ak}kzo est appelée une suite de fréquence

de Polya (ou une suite de PF) si la matrice infinie (aj_i)fj.:o est totalement positive (c’est

a dire tous les mineurs ont un déterminant non négatif) ow nous adoptons la convention

que ap = 0 pour k < 0.Ce concept est étendu & des suites finies en complétant la suite

avec des termes nuls

Proposition 1.21 (Caractérisation de Aissen-Schoenberg-Whitney) [4] : Une
suite finie {ag,a1,...,an} est une suite de PF si et seulement si toutes les racines du

polynome y apx® sont réelles.

Les racines de la fonction génératrice ordinaire d’une suite finie jouent un role important

dans I’étude de la log-concavité.

Une approche classique pour prouver la log-concavité d’une suite finie est d’utiliser I'in-
égalité de Newton [33]. En particulier, a partir de cette inégalité (1.19), une suite de PF

est nécessairement log-concave. Pour plus de détails sur les suites de PF, voir [35] .

1.4 Permutations

Définition 1.22 Une permutation o d’un ensemble fini C est une bijection

c:C —C.

Définition 1.23 On appelle orbite de ¢ € C' d’une permutation o, le sous ensemble de
C contenant les éléments c, o (c),0%(c),...,a" 1 (c), ou k est le plus petit entier > 1

satisfaisant o* (c) = ¢, appelé la longueur de Uorbite. Si k = 1, on dit que c est un point

fize.
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Définition 1.24 Une permutation est dite cyclique si l'orbite de tout élément de C est
C, c’est a dire

C:{c,a(c),aQ(c),...,a”_l(c)}, n=|C|.

En général, toute permutation o peut étre décomposée en cycles ou en permutations
cycliques, c’est & dire en orbites de o formant une partition II de C' de telle sorte que
chaque restriction og de o, B € Il est une permutation cyclique. La partition en orbites

est appelée partition sous jacente & o et on note p (o) = II.
Lorsque ensemble C' est totalement ordonné C' = (¢q, ca, ..., ¢y, ), il existe plusieurs fagons
de faire correspondre & o une liste ou ordre total sur C :

og—o(c1)o(ca)...o(cy).

La seconde représentation consiste d’abord & donner la représentation d’une permutation
cyclique. Si o est cyclique, le plus petit élément de C est placé en premier sur la liste ,

puis par ses images o

n—1 (

o —co(c)o?(c1)...o c1).

Ainsi, une permutation cyclique correspond & un ordre linéaire dont le premier élément

est le minimum de C.

Le nombre de permutations cycliques est alors (n — 1)!. Si o se décompose en cycles

0= {UB}BEH

les blocs de II sont d’abord triés dans ’ordre décroissant et a chaque cycle est attribué son

ordre linéaire correspondant, et ensuite les listes sont juxtaposées dans l’ordre de blocs :
0 —0B,0B,_,---0B-
Par exemple, la permutation (ce, ¢4, c1)(cs, 9, c3), (¢7, cg, cg) correspond a la liste
687359124

qui est une bijection. Par exemple a la liste 798564132 correspond la permutation ¢ =
(798)(56)(4)(132), qui est obtenu selon la premieére obtention des minimums locaux en
traversant la liste de gauche & droite, puis décomposer la liste en cycles, chacun avec des

éléments entre deux minimums locaux :
798564132 — 798|56|4]|132 — (798)(56)(4)(132)

Dans ce qui suit nous posons C' = [n] et S, 'ensemble des permutations de [n].
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Définition 1.25 Soito € S,,. Un ensemble T de [n] de cardinalité deuzx (& deux éléments)
est appelé une transposition de o si nous transposons l’ordre de ces deux éléments, a savoir

sii,jeT, i<j=—=0(i)>o0(j).

Définition 1.26 La signature d’une permutation, notée sign, est donnée par la parité du

nombre de ses transpositions.
sign(0) = [[  1(o.{i,4})
{i,i}eP2[n]

ot
—1  si {i,j} est une transposition de o

1 sinon.

I(o,{i,j}) = {
1l est facile de vérifier que

](UOTv {Z7]}) = I(U’ {T (Z) 7T(j)})l(7—7 {Z)]})
et par la suite
sign (o1) = sign (o) sign (7) .

Nous déduisons alors que la signature
sign : S, — {—1,1}

est une fonction multiplicative.
La signature du cycle (12...n) est (—1)”_1 puisqu’il contient n — 1 transpositions. Pour

un cycle quelconque o = (1,0 (1),...,0nt (1)) il existe une permutation n telle que

(12...n) =non~ L.

Par la multiplicativité de la signature, nous avons alors sign (o) = (—1)”_1 pour un cycle
de longueur n.

La signature d’une permutation de S, ne dépend donc que du nombre k de ses cycles

Sigl’l (O’) = H (_]_)‘B‘*l — (_1)nfk ]

Bell
1.5 Nombres de Stirling et nombres de Bell

1.5.1 Partition et Nombres de Stirling de deuxiéme espéce

Définition 1.27 une partition d’un ensemble C est une collection de sous ensembles, non
vides, de C, deux & deux disjoints et dont 'union est C. Les éléments d’une partition sont

appelés des blocs. Une partition a k blocs est appelée une k-partition.
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Considérons I'ensemble I (C) de toutes les partitions de I'ensemble C. Si C' = @, I1 (o)

se compose d’un seul élément, et est dit la partition vide.

Définition 1.28 Une partition de l’ensemble [n] = {1,...,n} est dite de type 111272 ... pin

st elle contient :
A1 blocs de cardinalité 1

A9 blocs de cardinalité 2

An blocs de cardinalité n

Définition 1.29 Le nombre de Stirling de deuxiéme espéce, noté Z}, oun etk sont des

entiers non négatifs, est défini comme étant le cardinal de l’ensemble des partitions a k

blocs sur un ensemble a n éléments. En d’autres termes :

(v} = m @,

ot 1Ty, ([n]) désigne 'ensemble des partitions de l’ensemble [n] en k blocs.

Proposition 1.30 Le nombre de partitions de type 1*12*2 ... n* d'un ensemble & n élé-
n

ments (ou n = Z i\;) est
i=1
n!

(I ()Am AL A

n
Proposition 1.31 Le nombre de Stirling de deuxiéme espéce {k} est donné par ” expression

(I ()M AL A,

A+ An=k, AM1+2X o+-+nAp=n

Proposition 1.32 [20] Les nombres de Stirling de deuziéme espéce {Z} satisfont aux

conditions initiales et o la formule récursive suivantes :

o -
o} - o e
(2 - e ed)
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{E} k=1|k=2k=3|k=4|k=5 k=6
n=1 1

n=2| 1| 1

n=3 1| 3| 1

n=4| 1| 7| 6| 1

n=5| 1| 15| 25| 10| 1
n=6| 1| 31| 90| 65| 15| 1

Fic. 1.1 — Nombre de Stirling de deuxiéme espéce

Proposition 1.33 [20] Pour tout k > 0, les fonctions génératrices exponentielle et ordi-

naire des nombres de Stirling de deuxiéme espéce sont données respectivement par
nl|z" 1 k n k i 1
T A n __ s\
Z{k}n!_kz!( 1)" et Z{k}m =z H(l Jjx) .
n>0 n>0 7=0

Le tableau suivant nous donne certaines valeurs du nombre de Stirling de deuxiéme espéce

1.5.2 Nombres de Bell

Définition 1.34 Le nombre de Bell, noté By, compte le nombre de partitions d’un en-

semble a n éléments.

n
Puisque e pour 0 < k < n, compte le nombre de partitions de [n] en k sous ensembles

disjoints, nous obtenons immédiatement la relation suivante :

n
n
B, = .
=4
k=0
Les nombres de Bell vérifient la relation récurrente suivante :

- n
Bri1= <k>Bk, Bo=1.

k=0

Le tableau suivant nous donne certaines valeurs du nombre de Bell
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=

—
[ o]
Lad
e
L
[}
|
=]

B,|1|2(5|15|52 (203 |877|4140

F1G. 1.2 — Nombre de Bell

Proposition 1.35 Pour tout k > 0, les fonctions génératrices exponentielle et ordinaire

des nombres de Bell sont données respectivement par

k

Z Bn% =7l et Z B,z = Zxk H (1-— jx)_l )

n=0 ' n>0 k>0 j=0
1.5.3 Nombres r-Stirling de deuxiéme espéce

Le nombre r-Stirling de deuxiéme espéce, noté {Z} , compte le nombre de partitions de
T

I’ensemble [n] en k blocs non vides et disjoints de telle sorte que les éléments 1,2,...,r

soient dans des blocs différents. Broder dans [17] a donné des interprétations combinatoires

et quelques propriétés algébriques a ces nombres. Il a aussi établi plusieurs identités, des

relations recurrentes ainsi que les fonctions génératrices associées a ces nombres.

Proposition 1.36 [17, Thms. 2 et 4] Les nombres r-Stirling de deuziéme espéce vérifient

les propriétés suivantes :

{Z}T = 0, n<r (1.7)
{Z}T = Oy, n=r

RS G S (A ST (18)
{Z}T - {Z}T_l_(T_l){ngl}r_l; n>r>1 (1.9)

Proposition 1.37 [17, (39)] La fonction génératrice mizte du nombre r-Stirling de deuziéme

espece est :

Z {TH_T} ﬁzk:exp(z (expt —1)+rt) (1.10)

k+r]. n!
n,k>0 + r

Les deux tableaux suivants nous donnent respectivement certaines valeurs des nombres

2-Stirling et 3-Stirling de deuxiéme espéce (nous avons utilisé la formule 1.8)
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{} k=2|k=3|k=4|k=5|k=6
=2 1

n=3 2 1

n=4 4 5 1

n=>5 8| 19 9 1
n=6| 16| 65| 55| 14 1
n=7| 32| 211| 285| 125| 20

Fi1G. 1.3 — Nombre 2-Stirling de deuxiéme espéce

{Th|k=3|k=4|k=5|k=6 k=7
n=73 1

n=4 3 1

n=>5 9 7 1

n = 27| 37| 42 1

n=7| 8| 175 97| 18 1
n=8| 243| 781| 660| 205| 25

Fi1a. 1.4 — Nombre 3-Stirling de deuxiéme espeéce

25
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Plusieurs auteurs ont étudié ces nombres et ont donné leur role en probabilité, en ap-
proximations, en congruences et en d’autres domaines. Par exemple, Chrysaphinou [22] a
introduit les polynémes de Touchard et leur relation avec les nombres r-Stirling ainsi que
d’autres types de nombres, Hsu et al [34] ont étudié les propriétés et les approximations
d’une famille de nombres de Stirling, Mez6 [45, 46] a étudié les nombres r-Bell et le maxi-
mum des nombres r-Stirling. Mihoubi et al [51] ont donné des propriétés relatives aux

nombres r-Stirling. D’autres résultats sur ces nombres ont été publiés dans [17, 20, 55]

1.5.4 Nombres r-Bell

Le nombre r-Bell, noté B, ,, est le nombre de partitions d’'un ensemble a n + r éléments
tel que, dans chaque partition, les r premiers éléments sont dans des blocs différents. Ce
nombre est donné par la formule [45] :

n
n+r
Bn,r = { } .
kZ:O k+r),

Les nombres r-Bell vérifient la relation de récurrence suivante [18] :

Bn,’r’Jrl = Z (Z) Bk,r-

k=0

et admettent la fonction génératrice exponentielle donnée par [45, Thm. 3.1]

[e.9] Zn
Z Bnr— =exp(e” —1+rz).
— n!

1.5.5 Permutations et nombres de Stirling de premiére espéce

Définition 1.38 Une permutation sur ensemble [n] = {1,...,n} est dite de type 1}12*2 . ..

st sa décomposition en cycles contient :
A1 cycles de cardinalité 1

Ao cycles de cardinalité 2

An cycles de cardinalité n

Proposition 1.39 Le nombre de permutations de type 1'12*2 ... p v sur un ensemble &
n

n éléments (ou n = ZMZ) est
i=1

(DM () Al AL
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[}ﬂ e (Bl [ = Emi | |
n=1 1

=2 1 1

n=3 AR 1

n=4 6| 11 6 1

n=5| 24| 50| 35| 10 1
n=6| 120 274| 225| 85| 15 1

Fic. 1.5 — Nombre de Stirling de premiére espéce

n
Définition 1.40 Soit [k} le nombre de permutations avec axactement k cycles (disjoints)

sur un ensemble a n éléments. Alors

m - 2 (- 2

)M A
A+ A=k, Ai+2X\a++nip=n (7)™ Agl-- - An!

ce nombre est dit le nombre de Stirling de premiére espéce.

Proposition 1.41 [20] Pour tout n > k > 1, les nombres de Stirling de premiére espéce

vérifient les propriétés suivantes.

e
[g — 0, n>0,
o L)

Proposition 1.42 [17] Pour tout k > 0, les fonctions génératrices horizontale et verticale

du nombre de Stirling de premiére espéce sont données respectivement par

f: m oF = (2)% et Z m %’: _ (—1)* [lo§!(1 —aj)]k.

k=1 n>0

Le tableau suivant nous donne certaines valeurs du nombre de Stirling de premiére espéce



Combinatoire de certaines classes de polynomes de partition M.S. MAAMRA 28

[}’({]3 k=3|k=4|k=5k=6|k=7|k=8
n=273 1

_— 3 1

n=5| 12 7 1

w=6| 60| 47| 12 1

n=7| 360| 342| 119 18 1

n=8| 2520| 2754 | 1175 | 245| 25 1

Fi1G. 1.6 — Nombre 3-Stirling de premiére espéce

1.5.6 Nombres r-Stirling de premiére espéce

n
Pour tout entier positif r la quantité { k} désigne le nombre de permutations sur l’en-

,
semble [n] = {1,2,...,n} ayant exactement k cycles de telle sorte que les r premiers élé-
ments de [n] soient dans des cycles distincts. La relation de récurrence est la méme que

celle des nombres de Stirling de premiére espéce.

Proposition 1.43 Pour tout n > k > 1, les nombres de r-Stirling de premiére espéce

vérifient les propriétés suivantes.

EBEEIEIE

:(n_l)[nkl}rJr[Z—ﬂr si m>r.

Broder, dans son article [17], a démontré que :

n+r| " 1 1\ 1 k
o 2 () (10e[—— > >
g[k—i—Jrnl k!(l—x) <Og<1—x>> , m2r20,

Zm " = 2" () (@tr+1) - (@+n—1), n>r>0.
k>0 T

Les deux tableaux suivants nous donnent respectivement certaines valeurs des nombres

2-Stirling et 3-Stirling de premiére espéce
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1.6 Suites de type binomial

Les suites de type binomial ont été introduites par Rota, Kahaner et Odlyzko en 1973 [57]
et jouent un role important dans la théorie du calcul ombral [56]. En dehors du contexte
du calcul ombral, les suites de polynomes de type binomial possédent la propriété des
suites qui sont complétement déterminées par leur valeur lorsqu’elles sont évaluées en un
seul point. Plusieurs suites polynomiales importantes, telles que les polynomes d’Abel et
les polynoémes de Bell, sont de type binomial. Le point de départ sont les familles de
polynoémes de type binomial. Elles satisfont aux propriétés des puissances et & celles de

I'identité binomiale.

1.6.1 Opérateur

Un opérateur sur les polynémes est une application linéaire

T: Cle]] — Clla]].

Puisque une suite polynomiale {p,(z)} donne une base de C [[z]], un opérateur @ est

déterminé par les valeurs Qpy(z).

L’opérateur identité I transforme tout polynome & lui-méme et si T est un opérateur,

nous notons par convention 7° = 1.

Si a est un élément de C , 'opérateur de décalage, noté E?, est 'opérateur qui transforme

un polynéme p(z) a p(x + a). Nous écrivons E! = E.
Un opérateur Q est shift-invariant si QFE® = E*Q pour tout élément a dans C.

L’opérateur shift-invariant le plus familier est I’opérateur de différenciation D, défini
o0

par Da" = na""!. L’opérateur Z an, D™ est également shift-invariant.

n=0
Un opérateur @ : C[[z]] — C/[[z]] est un opérateur delta si @ est Shift-invariant et

Qx = ¢, ou c est une constante non nulle.

Proposition 1.44 [39] Soit Q un opérateur delta et p(x) un polynéme de degré n. Alors

Qp(zx) est un polynéme de degré (exactement) n — 1.
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1.6.2 Suites polynomiales de type binomial

Définition 1.45 Une suite de polynomes {p,(z)} est dite de type binomial si elle sa-

tisfait auxr conditions suivantes :

po(z) = 1,
deg<pn) = n,

p(z+y) = Z<Z>pk () Pn—t (y) -
k=0

Remarque 1.46 A partir de l'identité binomiale nous pouvons déduire facilement que le

terme constant du polynéme py(t) est nul pour tout n > 0.

Lemme 1.47 Une famille de polynémes de type binomial {p,(x)}est complétement dé-
terminée par leurs valeurs au point 1. Autrement dit, si {q,(x)} est une autre famille de
polynomes de type binomial telle que pour tout m, pp(1) = gn(1) alors les deux familles

sont les mémes, c’est a dire pp(x) = gn(x) pour tout n > 0.

Preuve. Comme les deux familles satisfont & ’identité binomiale, alors pour tout j > 1

nous avons,
j
pn(j) = pa|l14+1+---+1

= Y (e O ) )

ki+tko+-+kj=n Y

- 2 (kl,kz,n. m)q’“ Dk, (1)~ 2t (1)

ki+kot+-+kj=n T

nous obtenons donc p,, (z) = g, (). O

Théoréme 1.48 [39] Soit {pn(z)} une suite polynomiale et Q : C[[z]] — C[[z]] 'opé-

rateur défini par Qpn(x) = npp—1 (z). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La suite {p,(z)} est de type binomial.
2. @ est un opérateur delta.

3. L’opérateur @) est représenté par la série formelle :

oo

Dn
Q:Q(D) = Zanﬁa
n=1 '
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ot D est lopérateur de différenciation et q(t) est une série formelle dont le terme

constant est nul (ag = 0) et a; # 0.

4. Les deux relations suivantes sont satisfaites et équivalentes :

> (t)"
et = o (z) B

n!

00 m

ezf(t) = an (:E)ﬁ’
n=0 ’

ot f(t) et q(t) sont des séries formelles a terme constant nul et telles que f(q(t)) =

q(f(t) =t.

Proposition 1.49 [39] Une famille de polynomes {p,(x)} est de type binomial si et seule-

ment si sa fonction génératrice exponentielle est de la forme
o0 t"
> pnl@) 5 =€, (1.11)
o n!

ot ' est une série formelle réversible.

A partir de cette proposition nous pouvons facilement déduire le corollaire suivant :

Corollaire 1.50 Les polynomes de type binomial (py, (x)) sont définis par la relation

T

S = (e

n>0 n>0

avec po (z) =1 et p1 (x) # 0 pour x # 0.

1.7 Graphe

1.7.1 Deéfinitions

Un graphe G = (V, E) est constitué de V', un ensemble non vide de sommets (ou nceuds)
et E, une famille d’arétes (qui représente des sous ensembles de V' contenant un ou deux
éléements). Chaque aréte, notée uv (u et v sont des sommets du graphe), a un ou deux
sommets qui lui sont associés, appelés ses extrémités. Une aréte est dite incidente & ses

extrémités.

L’ensemble des sommets V' d’un graphe G peut étre infini. Un graphe avec un ensemble

de sommets infini ou un nombre infini d’arétes est appelé un graphe infini, tandis qu’un
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graphe avec un ensemble de sommets fini et un ensemble d’arétes fini est appelé un graphe
fini.

Dans cette thése, nous allons considérer que tous les graphes sont finis.
Un graphe est dit simple si

— chaque aréte est incidente & deux sommets différents et

— deux arétes ne sont pas incidentes & la méme paire de sommets

A noter que, dans un graphe simple, chaque aréte est associée & une paire non ordonnée
de sommets, et aucune autre aréte n’est associé a cette méme paire. Par conséquent, toute
aréte d’un graphe simple est associée a {u, v}, et nous pouvons dire aussi, sans confusion

possible, que {u,v} est une aréte du graphe.

Deux sommets u et v dans un graphe G sont appelés adjacents (ou voisins) dans G si

u et v sont les extrémités d’une aréte e de G.

La réunion de deux graphes simples G1 = (V1, E1) et Gy = (Va, E3) est le graphe simple
dont ’ensemble des sommets soit V] U V4 et celui des arétes E1 U Ey. La réunion de Gy et

G est désigné par G U Gs.

1.7.2 Voisinage et connexité

Soit m un entier positif et G un graphe simple. Une chaine de longueur n reliant le
sommet v & v dans G est une séquence de n arétes ey, ...,e, de G pour laquelle il existe
une séquence u = g, L1, ..., Ln—1, Ty = v de sommets tels que e; (1 =1,...,n) a, pour
extrémités les sommets xz;_1 et x;. Nous notons cette chaine par sa séquence de sommets
xo, X1, ..., T (parce que la liste de ces sommets détermine la chaine d’une maniére unique).
La chaine est dite un cycle si elle commence et se termine au méme sommet, c’est & dire,
si w = v, et a une longueur (le nombre de ses arétes) supérieure a zéro. Un cycle ou une
chaine est dit(e) simple s’il (elle) ne contient pas la méme aréte plus d’une fois. Un graphe

est dit connexe si pour toute paire de sommets (z,y) il existe une chaine reliant = a y.

L’ensemble de tous les voisins d'un sommet v de G = (V, E), noté N(v), est appelé le
voisinage de v. Si A est un sous-ensemble de V', nous notons N(A) I’ensemble de tous les

sommets G qui sont adjacents & au moins un sommet dans A. Ainsi, N(4) = | N(v).
veEA
Un sommet v du graphe G est dit universel si N (v) = V\ {v}.
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1.7.3 Classes particuliéres de graphes

Un graphe complet sur n sommets, noté K,,, est un graphe simple qui contient exacte-
ment une aréte entre chaque paire de sommets distincts. Un arbre & n sommets, noté T,
est un graphe connexe sans cycle simple. Un graphe vide & n sommets, noté O,,, est un

graphe sans arétes.

Un sous-graphe d’un graphe G = (V, E) est un graphe H = (W, F),ou W C Vet FF C E.
Un tel graphe H de G est un sous-graphe propre de G si H # G.

Soit G = (V, E) un graphe simple. Le graphe induit par un sous-ensemble W de ’ensemble
des sommets V est le graphe (W, F'), ou 'ensemble des arétes I’ contient une aréte de
si et seulement si les deux extrémités de cette aréte appartiennent a W. Un sous graphe
d’un graphe G est dit un stable s’il ne contient pas d’arétes. Une clique d’un graphe G

est un sous graphe complet du graphe G.

Nous appelons graphe biparti complet tout graphe s’écrivant G = (X UY, A), ou X et
Y sont deux ensembles de sommets disjoints et ou A = {zy,z € X;y € Y'}. Si nous posons
p = |X| et ¢ = |Y|, nous notons ce graphe K, ,. En particulier le graphe K, (n > 1) est

appelé un graphe étoile.

Plus généralement, le graphe & n sommets obtenu en partitionnant ’ensemble des som-
mets en p sous-ensembles disjoints V1, ..., V}, de cardinaux respectifs 71, ..., 7, (de sorte que
V=WU..UV,etn=r1+ --+r,) et en reliant entre eux tous les couples de sommets
n’appartenant pas & un méme V; est appelé graphe multiparti complet correspondant

a la partition rq,...,7, et noté Ky ., .

1.7.4 Coloration

Une k-coloration d’un graphe simple G = (V, E) est une application ¢ de V dans [k] =
{1,2,...,k} vérifiant
{z,y} e E=c(z) #c(y),

c’est & dire, affectation d’une couleur & chaque sommet du graphe de sorte que deux

sommets adjacents ne sont pas affectés de la méme couleur.

Le nombre chromatique d’un graphe G = (V| E), noté x(G), est le nombre minimum

de couleurs nécessaires pour une coloration de ce graphe.
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1.7.5 Opérations sur les graphes

Ajout d’une aréte : a € I étant une aréte de (G, nous posons

G+a=(V,EU{a}),

Contraction d’une aréte : Soient G = (V,E) un graphe et une aréte a € E. La
contraction de a signifie que nous contractons les deux sommets de a = zy en un seul
nouveau sommet, puis nous enlevons toutes les arétes multiples qui peuvent surgir par
cette contraction. Le graphe résultant est noté G.a, et il est formellement défini comme
suit :

Ge= (V' E"
ou

Vo= (V\{z,y}) Uiz},
E' = {e€E:enzy=0}U{zt:t e V\{z,y},tx € E ou ty € E};

ici z ¢ V désigne un nouveau sommet.

1.8 Polynoémes de partition

1.8.1 Systéme héréditaire

Définition 1.51 FEtant donné un ensemble fini V' a n éléments (appelés sommets), et une

famille de sous ensembles F C 2V. Le couple (V, F)est dit un systéme héréditaire si :

1. o e F,
2. V= 4,
AEF

3. SiSeFetS S alors S € F,

les éléments de Fsont appelés les indépendants du systéme héréditaire (V,F).

Remarque 1.52 Dans ce qui suit, nous exprimons le systéme héréditaire (V,F), par

l’ensemble F de ses indépendants.
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2 3

T
1

FiGc. 1.7 — Graphe Maison

1.8.2 Polyndéme de partition

Définition 1.53 Le polynome de partition associé o F, noté p(F,x), est défini comme
suit :

p(Fia) =Y ai(F)a,

i>1
ot a; (F) est le nombre de partitions de ’ensemble des sommets V, en i indépendants non

vides. Ici une partition de l'ensemble V' est une collection m C F de sous ensembles non

v=_]JA

Aem

vides telle que

Exemple 1.54 Soient V = {a,b,c} et F = {@,{a},{b},{c},{a,b},{a,b,c}}. Alors

p(F,x)=a+ 2+

1.8.3 o-polynéme d’un graphe

L’ensemble des stables d'un graphe G = (V, E) (un stable est un ensemble de sommets
sans arétes) est un systéme héréditaire, noté & et on Pappelle aussi un systéme héréditaire
des stables. Le polyndéme de partition associé au systéme <, est connu dans la literature

sous le nom de o-polynéome du graphe G [38]

o(G,x)= Z a;x’,
i=x(G)

ol a; est le nombre de partitions de ’ensemble V' en ¢ stables disjoints.

A titre d’exemple, et pour fixer les idées, supposons que G soit un graphe G = (V, E)
avec V =1{1,2,3,4,5} et £ = {12,23,34,45,25} (voir Fig. 1.7).

Dans ce graphe ’ensemble & des stables du graphe G, est donc

S=A{2, {1}, {2}, {3}, {4}, {5} . {1, 3}, {1, 4} ,{2,4} ,{3,5}}.



Combinatoire de certaines classes de polynomes de partition M.S. MAAMRA 36

Si nous notons Il (V) I'ensemble des partitions de ’ensemble V' a k blocs, alors nous

avons :

I3 (V) = {{{1,3},{2,4}, {53}, H{L41,{2},{3,5}), {{1},{2,4},{3,5}}}
My (V) = ({53}, {23 {4}, {53}, {{1,4}.{2}, (3} {5}}}

UL}, {2,41, {3353}, {1}, {2} {4}, {3,5}}}
s (V) = {{{t}, {2}, {3}, {4}, {511}

Par conséquent
a1 =l (V)| =0, aa =11 (V)| =0, azs =|U3(V)| =3, ag = [TI4 (V)| =4, et a5 = |II5 (V)| = 1.
Le o-polynome du graphe G est donc

o (G, x) =323 + 42t + 2

Si G = O, ( le graphe vide & n sommets), le o-polynéme du graphe G n’est autre que le

polynéme de Bell classique, c’est & dire
o(G,x) =B (x):i Wk
9 n k:O k: .

Comme nous ’avons montré dans notre exemple, les partitions du systéme héréditaire des
stables (d'un graphe GG) peuvent étre énumérées, en les regroupant en fonction du nombre
de blocs qu’elles contiennent. Par conséquent, pour tout x (G) < k < n, nous notons
S (G, k) pour définir le nombre de partitions des sommets du graphe G, en exactement k

blocs.

Bien sir, pour un graphe vide O,,, le nombre S (G, k) n’est autre que le nombre de Stirling

S (G, k) = {Z}

SiG=K,UO, ,alors S (G, k) n’est autre que le nombre r—Stirling de deuxiéme espéce

[17]
S (G, k) = {” Z r}r.

Motivé par les résultats de Broder [17], nous avons étudié, dans cette thése, le o-polynome

de deuxiéme espéce

du graphe K, U---UK, UO,, (p entier) et nous I’avons baptisé¢, le polynome (ry,...7p)-
Bell [43].

Ce travail nous a poussé & étudier les nombres associés & ce polynome, dits les nombres
(r1,...rp)-Stirling de deuxiéme espéce, qui généralisent les nombres de Stirling mentionnés

ci-dessus.
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1.8.4 Polynémes de Bell exponentiels

Définition 1.55 Les polynomes partiels (exponentiels) de Bell sont les polynomes

By i (1,22, ...) de nombre infini de variables x1, xa, ..., définis par leur fonction génératrice
verticale
> oo (S "
ZBn,k ($17$23"'7$n—k‘+1)m = H me% .
n=~k m=1

Définition 1.56 Les polynomes complets (exponentiels) de Bell sont les polynomes

Ay, (x1,x9,...) définis par leur fonction génératrice exponentielle :

exp (me ) ZA (x1,22,...) t”!’

ou en d’autres termes, ils sont définis par

Ay (z1, T2, ..) ZBnk (r1,22,...), n>1, et Agy(z1,22,..):=1.

Théoréme 1.57 Les polynomes partiels de Bell, By, , (x1, %2, ...), admettent lexpression

. I k1 ) k2
Bn,k (SC]_,CCQ,... Z kjl'ka (?) (g) ceey

w(n,k

exacte :

ot w(n, k) est l'ensemble de toutes les solutwns (k1, ko, ...) des entiers naturels tels que :
ki+ko+ks+..=k et k1 +2ky+3ks+...=

et on a

By, (z1, 22, ...) Z Z k:l'kg Tl (ml)kl (%)b

k=1 m(n,k)

Ici, les indices dans le polynéme B,, ;, nous indique la partition d’'un ensemble & n éléments
en k blocs. L’indice de la variable z; nous indique la présence d’un bloc & 7 éléments dans
une partition donnée et I'exposant du monéme xg indique qu’il existe j blocs de taille ¢

dans une partition.

Le polynome A, (z,z,...) est dit polynome de Bell univarié ou tout simplement poly-

néme de Bell et est noté B, (x).

Proposition 1.58 Nous avons

n! n
Bpi(z,z,...) = = { }mk,
kl+,§n_k kilkal. ! (AP (20)F2 ()P k

B, (x) = ZBn,k: (z,z,
k=1

P

Il 3

—

—N
> 3

——
8
.E‘



Combinatoire de certaines classes de polynomes de partition M.S. MAAMRA 38

Nous rappelons ici que les polynomes de Bell vérifient la relation de recurrence suivante :

xkzn:_o <Z> By (z).

B, (x)

Proposition 1.59 Nous avons

B0, =112 ..) = (_1)n—k [Z]’

k
Box(1,1,1,.) = {Z}

Istvan Mezd [45] a défini le polynome r-Bell comme suit :

" n+r
B (2] :Z{k‘—i-?“} o

k=0

B, (0L 11,2,.) = m

La fonction génératrice exponentielle de la suite des polyndémes r-Bell est donnée par

I'expression suivante [45, Thm. 3.1] :

oo Zn
Z B () o T exXp (x (e —1)+rz2).
n=0 :

1.8.5 Polynémes de Touchard

Définition 1.60 /[22] Les polynémes de Touchard notés T, = T, i(x1,...591,--.),
n=12,...; k=0,1,...,n sont définis par

ot H (n,k) est l'ensemble de toutes les solutions (ki,. .., kn,7,,...,m) des entiers naturels

tels que :
n

iki:k et Zi(ki—l—?“i):n.
=1

i=1

Il est facile de voir que T30 = By, (Y1, ..., Yn) €t Ty = 2§ = By p.

Proposition 1.61 [22] La fonction génératrice verticale de la suite des polynomes T, j

est
. ad Zn . 1 k (Z)
Ti(2) = Z_;)Tn,kn! =7 {z(2)}" e?
ol

x(z) = Zaz]ﬁ et y(z)= Zyjﬁ'
= !

j=1



Combinatoire de certaines classes de polynomes de partition M.S. MAAMRA 39

Proposition 1.62 [22] La foncton génératrice mizte de la suite des polynomes de Tou-

chard est
T(Z,U) = Z ZTn’kguk = exp ('LL(L' (Z) +vy (z)) = exp <Z ('LLJIk + yk:) kl) .
k=0n=~k k=1
Proposition 1.63 [22] Pour des valeurs particuliéres de x; et y;, j = 1,2,..., nous

avons les relations suivantes :

Sizij= -1 ety; =0, alors T), , = [Z}

Sixj=1ety; =0, alors T} = {Z}

SZI'J:L Yy =r ety]:()’]:2,, alorska:{Z::__:} .
r

Proposition 1.64 [22] Siz; =z, y1 =1 ety; =0,j=2,..., alors

n—+r E
T =
n,k {k"f‘?"}rx 3

Bpy(x) = Y Tup
k=0
1.8.6 Polynéme chromatique

Nous terminons ce chapitre par des notions plus élémentaires. Nous avons vu au para-
graphe 1.7.4 la maniére de colorier les sommets d’un graphe avec k couleurs. On peut

également se demander quel est le nombre de facons distinctes de réaliser un tel coloriage.

Soit G = (V; F') un graphe simple ayant au moins un sommet et k£ > 1. Notons Pg(k)

(ou P (G, k)) le nombre de colorations possibles

f:V—={123,..,k}

de GG avec au plus k couleurs. Pg est une fonction croissante a valeurs entiéres Py : N* —

N.
Il est clair que :

— si k < x(G) alors Pg(k) =0;
- si k> x(G) alors Pg(k) > 0;

(x(G) est le nombre chromatique de G). Par conséquent x(G) est le plus petit entier
positif k tel que Pg(k) > 0.
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(!

G G+ uv: H :

F1G. 1.8 — Opérations d’ajout et de contraction d’une aréte

Proposition 1.65 [26] Pour tout entier positif k,

!
g
3
S

) = k",
~ P(Opn, k) =k" et
k(k—1)""",
Proposition 1.66 [21] Le nombre de k-colorations de G est égal au nombre de k-colorations
de G dans lesquelles u et v sont colorés différemment, plus le nombre de k-colorations de

G dans lesquelles u et v sont de la méme couleur.

Etant donné que le nombre des k-colorations de G dans lesquelles u et v sont colorés
différemment est le nombre de k-colorations de G+uwv alors que le nombre des k-colorations
de G dans lequel u et v sont de méme couleur est le nombre des k-colorations du graphe

H obtenu en contractant u et v (voir Fig. 1.8), il s’ensuit que :

Théoréme 1.67 [21] Soit G un graphe contenant des sommets non adjacents u et v et

soit H le graphe obtenu de G en contractant u et v. Nous avons :

P(G,k)=P(G + uv, k) + P(H).
Nous allons déduire de ce théoréme particuliérement simple que Py peut étre considéré,
dans une certaine mesure, comme un polynoéme ou plus précisément comme une fonction

polynomiale de la variable entiére k.

En continuant ainsi, comme le montre la figure 1.9, nous obtenons :

P(G,k) = k> + 4k% + 3K3.
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-

Fi1G. 1.9 — Somme de deux polynémes chromatiques

<7 - @ v
=(® ) (X A)
(=) (= 4)-(-4)
(R W) (=-A)
(F X)) (K A) (X A)

Fic. 1.10 — Calcul du polynome chromatique




Combinatoire de certaines classes de polynomes de partition M.S. MAAMRA 42

Proposition 1.68 [21] Pg est une fonction polynomiale.

Preuve. Montrons qu’il existe un polynéme (qui est nécessairement unique) Fg € Z[z]

tel que Yk > 1 Fg(k) = Pg(k). Raisonnons par récurrence sur m = |E|.
Sim =0 alors Pg(k) = k", (n = |V]), donc Pg est la fonction polynomiale z™.

Supposons que ’assertion est vraie pour m : soit G un graphe simple ayant m + 1 arétes.
La fonction Fg = Pgyq+ Pg.q est une fonction polynomiale par hypothése de récurrence ;
d’aprés le théoreme précédent, elle satisfait Fiz(k) = Pg(k) pour tout entier k; donc Py

est elle-méme fonction polynomiale. O

Pg est appelé polyndome chromatique de G. Nous avons ainsi :

Pg(z) = Pgya(r) — Pgu(z), VYacE.

Théoréme 1.69 [26] Soit G = (V; E) un graphe ayant pour composantes connezes (G;)i<i<c,

alors
re= ][ Ps
1<i<e
Preuve. En effet les composantes connexes ont des colorations indépendantes. ]

Théoréme 1.70 [26] Soit G = (V, E) un graphe simple. Alors :

P(G,z) = Zai (F) at,

i>1
ou F est le systéme héréditaire des stables de G et vt =z (x —1)---(x — k + 1).
Remarque 1.71 Dans le cas du systéme héréditaire des stables, nous pouvons facilement

remarquer que les deux polynéomes (de partition et chromatique) ont respectivement les

mémes coefficients par rapport aux bases {:Uk}zzl et {$E}Z:1.



Chapitre 2

Polynémes de Touchard,
Polynomes partiels de Bell et

Polynomes de type binomial

2.1 Introduction

Parmi les polyndémes de partition les plus connus en combinatoire, nous avons cité
dans le premier chapitre les polynémes partiels de Bell qui ont été introduits par Bell
[8]. Ces polynomes ont joué et continuent a jouer un réle important dans des différentes
applications et dans la détermination de plusieurs propriétés et identités combinatoires,
voir [1, 20, 23, 49, 50].

Un autre polynéme de partition, appelé le polynéme de Touchard, introduit par Tou-
chard [63] et qui présente une extension des polynomes partiels de Bell. Quelques pro-
priétés algébriques, combinatoires et probabilistiques de ces polynémes ont été étudié par

Touchard [63], Chrysaphinon [22], Charalambides [20], Kuzmier et Leonova [41].

Dans ce chapitre, nous donnons quelques relations entre le polynéme de Touchard et les
polynémes partiels de Bell et par la suite nous exploitons ces relations et les caratéristiques

des suites polynomiales de type binomial afin de dériver quelques identités.

43
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2.2 Notations et hypothéses

Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations et les hypothéses suivantes :

p=2 D’f—dk P

x T odgk? TR T gk ’

T=x0

Pour x € R, ot R est ’ensemble des nombres réels, nous posons

<:c):x(x—1)"-(x—/€+1) pour k=12, et <x> — 1.

k k! 0

Aussi, pour tous les entiers non négatifs n, m nous notons

1, si m divise n, 1, sin>m,
Homn) = 0, sinon ot lnzm) = 0, sinon

Soient {x;; j > 1} et {y ;; j > 1} deux suites de nombres réels, nous notons les polynomes

de Touchard
Tok (xj395) = Tk (T1, . Tns Y1, - Yn), 12>k 2>0,
et les polyndémes partiels de Bell
By i (xj) = Bpi(x1,...,2n) = Thi (21,...,20;0,...,0), n>k>0.
Pour n < 0, soit {f, (z)} une suite de type binomial, nous posons

fn (:L’) =0, Tn,k (azj;yj) =0 et Bn,k (J?]) =0.

2.3 Principaux résultats

Dans cette section, nous établissons quelques relations entre les polynémes de Touchard,
les polynomes partiels de Bell et ceux de type binomial. Par la suite, nous utilisons ces
relations afin de développer plusieurs identités pour les polynomes de Touchard. Tout

d’abord nous rappelons la proposition suivante :

Proposition 2.1 [49] Soit { f, (z)} une suite de type binomial. Pour un nombre réel a on

considére dans la suite suivante {fy, (x;a)} définie par :

. xzfp(an+x)
fn (z30) = an+z

La suite { fy, (x;a)} est aussi de type binomial.
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Pour plus de détails sur les suites de type binomial voir [2].

Théoréme 2.2 Soient n, k,m des entiers tels que : n >k >1, m > 1, a un nombre réel

et {xz,} une suite de nombres réels, alors

n
m

ka (xj; —m (] — 1)!aj/m1(m/j)) = Bn,k (:1?]) — am'( )Bnm,k ((EJ) .

Preuve. Soit y, = —m (n — 1)!a% Limn)- Pour a = 0 le théoréme est trivial, autrement,
pour |t| < |a|_1/m nous avons
exp Zyza = exp —Za =exp(In(l—at™))=1—at™,
i>1 j>1
donc
" 1 t t
ZTn,k (%‘%Z/j)a ] (szz‘ exp Zylﬁ
n>k i>1 i>1
k
1 1
= zi— | (1—at™)
i>1
tn
m
= By (25) o] (—at )
n>k
= ZBnk xj) — —athBnk ;)
n>k n>k
tn—‘rm
= ZBnk (x5) aank (x5)
n>k n>k
n! tn
= Z (Bn,k (l‘j) — (Li(n — m)!Bn_me (l’ﬂ) ok
n>k
Ainsi le théoréme est démontré par identification des coefficients associés a t™. O

Proposition 2.3 [}9] Soit {f,(x)} une suite de type binomial avec fo(x) = 1. Alors pour
tous nombres réels a,b et tous entiers n,k; n >k > 1, nous avons

. BB ) (e e

Si nous posons x, = n fy—1 (z;b) dans le théoréme 2.2 et nous utilisons la proposition

2.3 nous obtenons le corollaire suivant :
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Corollaire 2.4 Soit (f, (x)) une suite de polynoéme de type binomial, alors nous avons

n_i (kx; b n—m—k (kx;b
Tk (jfj 1(x;b) 5 —m (j — 1)'a7/m1(mla)) %l (f (nk£ k)! ) B a’f(n _ 7’:1(— k)l)> '

Exemple 2.5 Pour f, (x) = z™ dans le corollaire 2.4 avons

b( ) y—m (j— 1)‘aj/m1(m‘]))
(b(n—k)+ kx)n_k_l (b(n—m — k) + ka)" ™1
—a 1(n>m+k)
k)! (n—m—k)! =
et pour fy () =n! (x) dans le corollaire 2.4 nous avons
n
b(j—1)+=x
. j—1 . i /m
Tn,k .%'j' ,—m (j — 1)!(1] 1(m|j)

b(j—1)+z ’

<b(n—k)+kx> <b(n—m—k)+kx

n—k n—m-—k

B - 1
x(k—l)! b(n—k)+kx @ b(n—m—k)+kx (n>m+k)

Comme ci-dessus, pour des cas particuliers des polynomes de Touchard, la proposition

suivante donne une autre expression en termes de polyndémes de type binomial.

Proposition 2.6 Soient b, deux réels et { f, ()} une suite de polynomes de type bino-

mial. Nous avons

To (i1 (2):aDf; (0)) = ( >fn e (ke + o).

Plus généralement, si b # 0 nous avons

L (G =D +a) i (b)
o <” R T )

n ok (b(n—k)+kz+ )
(k>(k:x+a) b(n—k)+kr+a

Preuve. Soit
i

t" t
L+) fa(@) S=exp |2} vis (2.1)
n>1 i>1

la fonction génératrice exponentielle de la suite {f,, (z)} (1.11) et posons x,, = n fr—1 (z) .

Nous avons nécéssairement y, = D fy, (0) (nous dérivons les deux cotés de l'identité (2.1)
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au point x = 0 et nous déduisons ¥, par identification). Nous avons aussi

Zﬂﬁz; = Zifi—l (z) ;

i>1 ’ i>1
-1
- TGy
i>1
t’L
= D filo)5
i>0
4
= 14 fil)g
i>1
i
= texp | @ Z y’ﬁ
i>1
Par conséquent nous avons
. k .
" 1 tt th
ZTn,k (l‘j;ayj)a = H Zl'zﬁ exp | o ylﬁ
nzk i>1 i>1
= P (kz + ) Zylﬁ
i>1
tk n
n>0
n n
= ) <k> Facte (kz + @) =
n>k :

Par la suite, nous obtenons
. n
T (ify-12):005; 0) = () fuos i+ ).

Afin de finir la preuve de la proposition, nous remplagons f, () par f, (z;b) dans la

derniére identité. O

Exemple 2.7 Pour f, (z) = x™ dans la proposition 2.6 nous avons

T (25 (G = 1) + 2P 50 (= 1) (b))

= <Z> (kx + a) (b(n — k) + kz + )" F1
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T
et pour fn (z) = n!( > dans la proposition 2.6 nous avons
n

Ty (b(j f!f)+x<b(j;_1>l+ x);a<—1)j‘1 (j—l)!)
ol ka + o n(n—k)+kz+a
B k!n(n—k)+k:c+a< n—k )

Ainsi on peut enoncer ce qui suit :

Corollaire 2.8 Soient r,s,p des entiers non négatifs, r > 1 et {xy,} une suite de nombres

réels avec r1 = 1 nous avons

T . js Bri1)(j-1)+s,r(—1)+s (mz) EB(H 1)j, m( i)
LG -1 +s) <(7"+1)(j—1)+8> rj ((r+1)] >
r(j—1)+s rJ
_ <TL> ks +p B(T—H)(n k)+ks+p,r(n—k)+ks+p (ml)
E)r(n—Fk)+ks+p (r+1)(n—k)+ks+p
r(n—Fk)+ks+p
. . . . xn+ 1
Preuve. Pour x2 # 0 soit {f, ()} une suite de type binomial telle que f, (1) = n+1-

De l'identité connue
) n
B (i85 (1) = (1) o

nous obtenons
n+k\ !

Prenons b = r, x = s et @ = p dans la proposition 2.6 afin d’obtenir

i (G =1 +s) filri)\ _(n fot (r(n—k)+ ks +p)
Tn’k<j8 r(j—1)+s P rj >—<k>(k:s+p) rin—Fk)+ks+p

Ainsi, il suffit d’utiliser 'identité

fn (k) = (n Z k) _1Bn+k,k ()

pour exprimer dans la derniére identité f;_1 (r (¢ — 1) + s) et fr—r (s(n — k) + ks + p) par
le polynoéme partiel de Bell.

Pour le cas x5 = 0 les corollaires restent vrais par continuité O

Exemple 2.9 En utilisant le corollaire 2.8 et lidentité By, 1 (11,2, ..., (¢ + 1)1,0,...) =

n! k
k! (TL — k:)q de [6], nous obtenons

(v (), )

n! ks+p (r(n—k)—i—ks—i—p)
q

Elr(n—Fk)+ks+p n—k
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k
ol < ) sont des coefficients définis par [’équation suivante :
n
q

24 ... ok _ kY n
(1—{—m—|—m + —|—:13) Z<n>qw

n>0

Aussi, pour n, =1, 2, = (—=1)"" (n = 1)! ou 2, = n! nous obtenons des identités reliant

avec les polynomes de Touchard aux nombres de Stirling de premiére et seconde espéce.

Les deux propositions suivantes donnent des relations entre les polyndémes de Touchard

et les derivées successives de polynomes de type binomial.

Proposition 2.10 Soient b un nombre réel, b # 0, et {f, (z)} une suite de polynomes de

type binomial, nous avons :
Tk (Df; (0);2Df;(0)) = *Dkfn( )

ou plus généralement,

(S0 0) 1 2

ot a fn (bn+m))

Preuve. Soit {f, (z)} une suite de type binomial définie par I’équation (2.1) et z,, =

nfn—1 (x). Nous avons nécessairement y,, = D f,, (0) et

k
> DFfo (@) Zyz q| e nyzg =k Tk (yj;wyj)g-
n>k i>1 i>1 n>k
alors
Tk (y5325) = Tuk (DF; (0):2Df; (0)) = fD’“fn ().
Aprés cela, nous remplagons f, () par f, (z;b) dans la derniére identité. O

Exemple 2.11 Pour f, (z) = x™ dans la proposition 2.10 nous avons

(@7 s 0P ) = i e 2 1) ),

et pour f, (x) = n! dans la proposition 2.10 nous avons

2 (G0) 5 0)) - GE)
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Proposition 2.12 Soient b, «, 5 des nombres réels, v un entier positif et {f, (x)} une

suite de polynomes de type binomial, nous avons :

Toi (D20 (i1 (e +2)) 1aDf; (0)

(lZg) Tokr (Blj=1) + 3D fj-1(0) 1(j>9); (kz + ) D f; (0)) ,

ou plus généralement,

£ (D1 DI 00D b)) )

z=0

b(j—-1)+x+z2 b
kr)! Jim1(b(F—1 b;
= (k') T er (Bl(j:1)+jfj Ilyéjgyl) )) L(j>2); (kz + ) flfjj)>.

Preuve. Soit {f, ()} une suite de type binomial définie par 'équation (2.1) et z, =

nD._ (€%% f,_1 (z + z)), nous avons nécessairement y, = D f,, (z) (0) et

Nk N\ K
% szj: = ZzD ( (:c—i—z))%
i>1 i>1
- PO (D (R )
ik

= EF (0 (B+ I F (1)

~ U o (¢2F (1))

kl
1 ) t t
= 7 5t+zl?/i—15 exp kay,ﬁ
i>2 i>1
Alors
" 1 ¢ ¢
D Toklzjoyy) = = | D T exp | @) uiz
n>k i>1 i>1
1 ¢
= Bt—l—Zzy@ 1 o | exp (kx—i—a)Zyiﬂ
i>2 i>1
(k )

t’n
= ZTnkr Blj=1) + JYj-11(j>2); (kx + )y )*,

n>k

nous obtenons donc

Tk (ijQ:O (66ij_1 (x + z)) ;aD f; (0))
(kr)!

= %] T kr (Bl(jzl) + jyj—ll(j22); (kz + ) Df; (0)) .

Pour finir la preuve, remplacer f, (x) par f, (z;b) dans la derniére identité O
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Exemple 2.13 Pour f, (x) = 2™ dans la proposition 2.12 nous avons

T (D20 (@ +2) (G = 1)+ 27725 1))

r)! | |
) (’:!) ks <Bl(j:1) +7 (0 = 1) 1) (ko + a) (bj)]_l) .

Proposition 2.14 Soient {z,} et {y,} deux suites de nombres réels et r un entier positif,
nous avons
()
Bk .;Tjwfl r(Tiyi) | = u Lot (r—1)k e (Ti5 Kyi) -
' jH+r—1 ’ ’ n+(r—1)k ' ’
(75 (e0e)

Preuve. D’aprés la définition de la fonction génératrice exponentielle des polynémes de
Touchard nous avons
k kr

t" tt t
ZTn,T(xiQyi)m = inﬁ exp kzyzﬁ

n>r (r! i>1 ’ i>1
(

kr)! tn
= | )k Z Tn,kr (xi; kyz) ﬁv
(T') n>kr ’
ceci montre que
(r))* k!
Tn,kr (.’L‘i; kyz) = (kT‘)' Bn,k 0, Ce ,0, TTJ« (.%'7;; yz) 7Tr+1,r (:BZ'; yz) gooe s
r—1

et puisque nous avons dans [20, p. 450]

n! a1
By (0,...0, a0, aps1,...) = B, il
n,k (Oa O,CL Qr41 ) (n — (’l“ — 1) k)' (r—1)k,k <(Z T 1)'>

donc
1l

(r)* nlk! J!
k) = B S SN AR
Tn,kr (xjvkyj> (k'r’)'(n—(r—l) k)' n—(r—1)k,k (T—l—j)'TT 1—j, ($ y)

11 suffit maintenant de changer n par n + (r — 1) k pour arriver a prouver la proposition.
O

Exemple 2.15 Soient r,s,p, q des entiers non négatifs avec q > 1. En utilisant la propo-

sition 2.14, nous obtenons

gl (rs+p) r(j—1)+rs+p
B””‘“(r(j—l)wsw( j—1 >q)
n! k(rs+p) (r(n—k)—i—k(rs—f—p))
Klr(n—Fk)+k(rs+p) n—k "
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n+s—1
r+s—1

B (i+r+s=2\\ _nl/n+tk(r+s-1)-1
e k! E(r+s)—1

Puisque nous avons dans [22, Thm. 3.3]

T (=G0 = "7 e T (i) = {00

r+s r+s
<IZ> [n—i—(r—i—s—l)k}
(n?;q;32k> (r+s)k ks

kr
: <n+§f>1>k>{“gzm},ﬁ-

(r—1)k

|
A partir de Uidentité T, (i; (i — 1)ls) = n'<
7!

> donnée en [20, p. 453] nous

obtenons

Ces identités et la proposition 2.14 nous donnent

r j+r+s—1}
S

B -
o <j~|—r1>[ r+s

r—1

r jH+r+s—1
Bog | 77—~
<]+r—1> r+s s

r—1




Chapitre 3

Nombres (7“1, . ,Tp)-Stirling de

deuxiéme espéce

3.1 Introduction

Nous rappelons que le nombre de Stirling de deuxiéme espéce, noté {Z}, est le nombre
de partitions de ’ensemble [n] en k blocs non vides disjoints. Dans [32] nous trouverons

une excellente introduction & ces nombres.

Le nombre r-Stirling de deuxiéme espéce, noté {Z} , compte le nombre de partitions
T

de l'ensemble [n] en k blocs non vides disjoints de telle sorte que les élements 1,2,...,7

soient dans des blocs différents. Broder dans [17] a donné des interprétations combinatoires

et quelques propriétés algébriques a ces nombres. Il a aussi établi plusieurs identités, des

relations recurrentes et les fonctions génératrices de ces nombres.

Plusieurs auteurs ont étudié ces nombres et ont donné leur réle en probabilité, en ap-
proximations, en congruences et en d’autres domaines. Par exemple, Chrysaphinou [22]
a introduit les polynoémes de Touchard et leur relation avec les nombres r-Stirling ainsi
que d’autres types de nombres, Hsu et al. [34] ont étudié les propriétés et les approxima-
tions d’une famille de nombres de Stirling, Mez6 [45, 46] a étudié les nombres r-Bell et le

maximum des nombres r-Stirling.

Mihoubi et al. [51] ont donné des propriétés relatives aux nombres r-Stirling. D’autres

résultats sur ces nombres ont été publiés dans [17, 20, 55].

Dans ce chapitre nous donnons une certaine généralisation aux nombres r-Stirling. Cette
généralisation consiste a définir les nombres (r, s)-Stirling de deuxiéme espéce et par la

suite les nombres (ry,...,rp)-Stirling de deuxiéme espéce et a établir :

53
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— Une généralisation des formules de Dobinski [25].

Une interprétation combinatoire du coefficient de (Z)E pour k = 0,1,2,..., dans le

polynome P, (z,rp) = (2 + 1)+ -+ (2 + 1) 2=L avec ¢t € R.

Des inégalités qui généralisent celles données par Bouroubi [15] sur les polynémes de

Bell & une seule variable.

Quelques propriétés sur les nombres (rq,...,7,)-Stirling de deuxiéme espéce.
P g

3.2 Nombres (7, s)-Stirling de deuxiéme espéce

Soient R et S deux sous ensembles de {1,2,...,n} avec |R| = r et |S| = s. Nous
nous intéressons en premier lieu au nombre de k-partitions (partition d’un ensemble en
exactement k blocs) de {1,2,...,n} tel que les éléments de R (resp.S) soient dans des

blocs différents. Ce nombre, noté {Z}m et dit (r, s)-Stirling de deuxiéme espéce. Nous

U7l

Par la propriété de la symétrie des nombres (r, s)-Stirling de seconde espéce par rapport

avons évidemment

au couple (r,s), nous pouvons supposer, sans perdre de généralités, que r < s, R =

{1,...;r}et S={r+1,...,r+s}.

3.2.1 Relations récurrentes combinatoires

Dans cette section, nous commencons d’abord par donner un théoréme dans lequel nous
exprimons les nombres r-Stirling de deuxiéme espéce en fonction des nombres de Stirling
de deuxieéme espéce classiques. Ce théoréme permet de déduire de nombreux résultats

combinatoires qui seront mentionnés dans la suite de ce chapitre.

Théoréme 3.1 Nous avons

BowteE Qe -
0

1=

Preuve. Soit 7 une partition de I’ensemble [n] en k blocs. Supposons que cette partition
soit composée de ¢ blocs sous forme de singletons parmi les r premiers éléments et (k — )

blocs non vides extraits de 'ensemble {r 4+ 1,...,n}.

Dan ce cas, pour ¢ = 0,1,...,r , il existe | . | fagons pour extraire i singletons parmi
i

les éléments de l'ensemble {1,2,...,r} et {Z B T} fagons pour partitionner ’ensemble
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{r+1,...,n} en k — i blocs.
Les éléments de ’ensemble {i + 1,...,7}, seront par la suite insérés dans les (k — i) blocs

(construits ci-dessus) en

(k —i)!

(k=) ((k—i) = (r =) +1) =

(k—r)!
fagons. Alors, le nombre de partitions de ensemble {1,...,n} en k blocs tels que les
éléments de ’ensemble {1,...,r} soient dans des blocs différents est

(- x (e

0

Exemple 3.2 FEn posant r = 1, nous aurons la relation récurrente classique des nombres

de Stirling de deuxiéme espéce

n 1 n—1 n—1
= — k! k—1)!
B L L e (]
n—1 n—1
= k .
Ve
En utilisant I'identité 3.1, nous pouvons établir la fonction génératrice mixte des nombres

r-Stirling. C’est a dire

> {n+r} A exp (z (expt — 1) +rt).

k+r). n!
n,k>0 T r

Le théoréme suivant est la version du théoréme précedent appliquée aux nombres (7, s)-

Stirling de deuxiéme espéce.

Théoréme 3.3 Nous avons

0, - e SOf e

1 "/ n—r .
— 7(1€—7“)' (z){k—z} (k—1)!, n>r+s
T i=0 s

Preuve. Soit 7 une partition de I’ensemble [n] en k blocs. Supposons que cette partition
soit composée de i blocs sous forme de singletons parmi les r premiers éléments et (k — 7)
blocs non vides extraits de I’ensemble {r +1,...,n}.

r
Dan ce cas, pour ¢ = 0,1,...,r , il y a <> fagons pour former ¢ singletons parmi les
i
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éléments de l’ensemble {1,...,r} et {2_ T} partitions de l'ensemble {r +1,...,n} en
—if,

k — i sous ensembles tels que les éléments {r + 1, ..., + s} soient dans des blocs différents.

Les r — ¢ éléments de 1’ensemble {i + 1,...,7} peuvent étre insérés dans les k — i blocs en

(k —9)!

(k=) (k=) = (r =) +1) = =5

fagons. Alors le nombre de partitions de I'ensemble {1, ...,n} en k blocs tels que les éléments

de {1,...,7} (resp. {r + 1,...,m + s}) sont dans des blocs différents est :

(i}, -z O e

A partir de la propriété de symétrie de ces nombres par rapport au couple (r,s) nous

obtenons la deuxiéme égalité dans (3.2). O

Les deux théorémes suivants nous donnent quelques relations recurrentes qui généralisent

celles qui ont été données en (3.1) et [17].

Théoréme 3.4 Les nombres (r,s)-Stirling de deuziéme espéce satisfont auxr propriétés

sutvantes :
n )
{k} = 0 sin<r+souk<souk>n, (3.3)
" = rist sin=r+sets<k<r+s
Ef,.  (k—r)(k—s)(r+s—k) B - - ’

n - n—1 n n—1 s
k r,s a k 7,8 k—1 r,s mmerre

Preuve. Pour partitionner un ensemble & n éléments, il est évident que les hypothéses
suivantes doivent étre satisfaites : n > r + s et Max(r,s) < k < n.

Pour n = r + s et max(r,s) < k < n , nous utilisons I'une des identités du théoréme 3.3.

En effet
n 1 * (s n—=s
= — k—7)!
{k} (k—s)!;<j>( & {k—j}r
_ 1 i s (h— j)! r
(k=8 \y J k—j
Jj=0 r
et du fait que, pour j =0,...,s, on a
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il s’ensuit que

{Z}m - <k—1>'<k—)' R Terer

)

Pour n > r + s, nous présentons deux démonstrations (I'une combinatoire et la seconde

algébrique) :

Démonstration combinatoire : Soit 7 une partition de ’ensemble [n] en & blocs telle
que les éléments de {1,...,r} (resp.{r +1,...,r + s}) soient dans des blocs différents .
Cette partition est formée :

- Soit & partir d’une partition de ’ensemble [n — 1] en k blocs et en ajoutant par la suite

n—1
I’élément n & chacun des k blocs. Alors Il existe dans ce cas k{ I } partitions.
T,8

- Soit & partir d’une partition de I'ensemble [n — 1] en k& — 1 blocs et en ajoutant par

X -1
la suite ensemble {n} en tant que k"¢ bloc. Alors Il existe dans ce cas {n }
.8

k—1
partitions.
Evidemment, pour n > r + s la distribution des éléments 1,...,r et des éléments r +
1,...,7+ s dans les différents blocs n’a aucune influence sur ce processus. Par conséquent,

nous avons
A A
T8 7,8 s
Démonstration algébrique : Posons
n n—1 n—1
e (IR Ay S e
Alors, en utilisant I'une des identités du théoréme 3.3, nous obtenons

=3 () (k@:)!j)!

=0

o A e e 3

Vu que n — s > r nous utilisons l'identité

e A IS (S
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pour évaluer la valeur de o. Autrement dit :
o= RO G el
- g () el
() e e {55

= 0.

Donc

g

Théoréme 3.5 Les nombres (r, s)-Stirling de deuxiéme espéce satisfont aux relations sui-

e a9

—1
= {Z} —(s—l){nk } , m>r+s, rs>1.
r,s—1 r,s—1

Preuve. Par symétrie de {Z}m sur r, s, nous démontrons seulement la premiére partie
I

vantes :

des identités du théoréme 3.5 (La deuxiéme partie se démontre de la méme maniére).

Démonstration combinatoire. La premiére partie des identités du théoréme 3.5 peut

étre écrite sous la forme suivante :

I AR F A 1

Le nombre {Z} — {Z}m représente le nombre de partitions de I'ensemble {1,...,n}

en k blocs tels que les éléments 1,...,r — 1 et r+1,...,7 + s soient respectivement dans

r—1,s

des blocs différents et 1’élément r se trouve dans I'un des blocs contenant un élément
de lensemble {1,...,7 —1}. Ce nombre est aussi égal a (r — 1) {";1}7“_178 car de telles
partitions peuvent étre obtenues en r — 1 facons & partir des partitions de I'’ensemble
{1,...,n} — {r} en k blocs (les éléments 1,...,r — 1 sont dans des blocs différents) et

en insérant 1’élément r dans 'un des r — 1 blocs contenant un élément de 1’ensemble
{1,...,7m—1}.

Démonstration algébrique. En utilisant l'identité (1.9), les nombres r-Stirling de

deuxiéme espéce satisfont

S B S
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Donc, d’aprés l'identité (3.2) nous avons

SIS B = oW [ (G b

’ J

O
3.2.2 Fonctions génératrices des nombres (r, s)-Stirling
Lemme 3.6 Pourr < s+ k, nous avons
S .
k+ j)! .
D! (:pk r+1 s> = <S> (kD , bt et
) = 2w
D? <wk (x + 1)S> = zDj] (xkil (x + 1)8) +rDI ! (a:kil (x + 1)5> .
Preuve. L’identité
S S
.%'k (x + 1)5 _ xk <S> .’L‘j _ <S> .%'k+j
7=0 J 7=0 J
montre que
S .
s\ (k+J)! ey
(1) = 30 () 2L e
v ( ) JZ::O j)(k+j—m)!
Pour la deuxiéme identité, d’aprés la formule de Leibnitz nous pouvons écrire
D! (xk (x + 1)S> = Dj (mmk_l (x+ 1)S>
T
=y <:) Di (z) D~ (mk_l (z + 1)3)
i=0
= zD! (ZL’k_l (x + 1)8) +rDr1 (mk_l (x + 1)s> .
O
Théoréme 3.7 Nous avons
n+r+s| t" 1 k
Z{ ket s }n' = 575 (1) D1 (2" (1)) (3:5)

n>0
En particulier, pour r = 0 nous obtenons la fonction génératrice verticale des nombres

r-Stirling :

Z{n+ S} o = % (exp (t) — 1)kexp (st).

|
= k+s) n!
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Preuve. Supposons que 7 < s (le cas r > s pourra étre étudié d’'une maniére similaire).

Pour k£ < r nous avons

S - SOl

n!
n>0 n>0 7=0 T

- T2 ()esfi)

n>0 ]rk

n+r t"
TR Z (> (k) Z {k+j—r+r}rn!

j=r—k n>k+j—r

1 o (k+j)! (s i
= = t — t) — 1),

peP et 3 ) e

D’apres le lemme 3.6 nous déduisons que
n+r+ s} o1 s
— —exp(rt)D . 1( (ac—l—l))
et pour k > r nous avons

Z ’I’Z+T+S tn _ Z n+7"+8 tn
kE+s ), n! B k+s ), n!

n>0 n>k—r

1< "
- > = (S> (l{:+s—j)!{ki+i } ~
n>k—r  j=0 J ST J) e

1 </s n+r] t"
= — ) (E+9)! o —
n;c_rk:!j_o (;) (k) {k—k]}rn!
1 < s n+r) t"
= — k+ 9! —
k!;)( ) <9) 2 {kz—i—j}Tn!

n>k—r+j
1 N (k+j) (s jr
= P (rt) Zm <]> (exp (t) — 1)FF

j=0

1 r s
= L exp (Tt) Dz =exp(t)—1 (xk (‘T+ 1) ) :

Nous notons que pour k = 0 ou k = 1 dans (3.5) nous obtenons

!
{n+r+s} _ L
§ r,s (S_T)!
n+r+s s! 1
R D (s 1— )
{ s+1 } (5—r+1) (s 0™ =" (s 1)

Corollaire 3.8 Nous avons

n+r+s| t"
Z { k+s } ﬁzk = Dgzexp(t)fl ((:L' + 1)5 exXp (xz + Tt)) . (36)
n,k>0 7,8
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En particulier, pour r = 0 nous avons

Z {n+ S} ﬁzk = exp (z (exp (t) — 1) + st).

k+s).n!
n,k>0 + s

3.2.3 Polynémes (r,s)-Bell

Définition 3.9 Les polynomes (r, s)-Bell sont définis comme suit :

n+r

n+r+s k

B, (z;7,8) = ) { } & n>o.
k=0 k+8 r,8

Pour z = 1, les nombres B, (1;7,s) sont appelés les nombres (r, s)-Bell. Ces nombres
comptent le nombre total des partitions d’un ensemble a n + r + s éléments tels que les

éléments des ensembles

n+r
n+r+s
Buir =3 {0
r,8

k=0

{1,...,r} et {r+1,...,7 4 s} soient respectivement dans des blocs différents.

Nous rappelons que dans [17], les nombres de Stirling et les nombres r-Stirling de

deuxiéme espéce ont les expressions suivantes :

{Z} = ,i.;:@ (=D 5",
{Zi:} - ;;(f) (=" G+ )",

et que les polyndmes de Bell et les polynomes r-Bell ont les formules de Dobinski respec-

tives suivantes [45] :

I 3 (4 B E )y

=0 i>07"
n . n
n+r +7)
By (zr) :Z{k—i-'r} zk:exp(—z)z(‘j 7 ) 2.
j=0 r j=>0

Le théoréme suivant donne des expressions similaires pour les polynomes (r, s)-Bell et les
nombres (7, s)-Stirling de deuxiéme espéce. Ces expressions coincident avec les cas des
nombres de Stirling (resp. Bell) pour 7 = 0 et s = 0 et les nombres r-Stirling (resp. r-Bell)

pour 7 = 0.



Combinatoire de certaines classes de polynomes de partition M.S. MAAMRA 62

Théoréme 3.10 (Formule de Dobinski [45]) Nous avons

(j+s)"

B (z7,5) = exp(=2) }_ (j + )" 5! z, (3.7)
Jj=0
et .
n+r+s _ 1 SRV B\ vk e
{ k+s }nsk!;(ﬂ ) (j)( DG +s)" (3.8)

Preuve. A partir de (3.5) nous avons

" n+r+s| t" .
B, (z71,8) — = —
Shnay = {1}

n>0 ’ n,k>0
— 1 k s\ k
= Z 7 exp(rt) Dy exp(1)— (:B (x+1) ) z
k>0
o (@2)
= exp (Tt) Dw exp(t)—1 (JS + 1) Z k!
k>0
= Di_ep—1 ((z+1)"exp (z2 + 1))

= exp(rt — 2) Dy_qp)—1 (7 +1)"exp ((:U +1)2))

= exp(”—z D; =exp(t 12 z+1 ]+Sf

7>0
= exp(st—z)Z(j—i— s)* 7(zexl?'(t))]
j>0 I
N P e (9
~ exp( >j2>;<]+> Y
= e ()Y G+ YU
>0 J: n>0 w
= exp( Z Z]+s (j+s)" ]—
n>0 "j>0 )

L’identité (3.8) pourra étre déduite a partir de (3.7) par identification des coefficients des
2", U
3.2.4 Identités et conséquences

Corollaire 3.11 Pour 1 <r < s nous avons

n+r+s+1] =~ (n jH+r+s jH+r+s
{ k+s }r,s _z;(]> ({k+5_1}r,5+r{k+s_1}7"—1,5) '

=
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Preuve. A partir de (3.1), nous obtenons :

n+r4+s tm
k _
S s

n>0
= (14:—11)‘ exp (rt) D;:exp(t)_l (:1: (xk_l (x + 1)S>) ;

et, en utilisant la deuxiéme identité du lemme 3.6, nous obtenons

n—+r+s tm
k i
Z{ ks }n'

n>0

= rexp (nt) (exp (1) — 1) Dy 1 (257 (2 4 1))

(k—1)!
r 1 k-1 s
MCES (1) D, —exp(ty -1 (“ (@+1) )
ntr4s) ntr—1+s &
_ 1 — n!
e S R B T 0 Lraetot I

n>0

n—+r+s n+r—1+s tm
= exp(t)z f _q +r P 1 —
n>0 +s T,8 +s r—1,s n.
Z{'I’L‘i‘?”‘f’S} ﬁ
= k+s—1 nsn!’

ce qui donne par identificaton

n+r+s n+r+s " (n j+r+s j+r—1+s
k prm—
{ k+s }ns—i_{k—ks—l}ns Z(]) ({k#—s—l}m—i_r{ k+s—1

Jj=0
En utilisant (3.3), nous obtenons 'identité demandée.

En utilisant (3.7) nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.12 Pour r < s, nous avons

zdi (z°exp (2) By (z;1,8)) = z°exp(z) Bp+1 (251, 8),
z

L (e (2) Bu(sirs) = exp(z) Bu(sirs+1),
2
Bpii(zy1,8) = zBp(z;m,s+ 1)+ 8By, (231, 8) .

Corollaire 3.13 Nous avons

- s+1

By (z;r,s) = [ ] By (z),
kgok—i_s_r—i_ls—r—kl
" (n+s k

Buairs) = AT By insan),

k=0

63

)

g

(3.12)
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ou

By (2) = By (2:0,0) = i{Z}zk

k=0

Preuve. A partir de [17, Thm. 21] nous avons

(249)" = (zs—r+1) = [ . ] *
k=0 k+s_r+ls—r+l
5> e RO
k:010k+8_r+15_r+1 l
donc
. . 2
Bo(zirys) = exp(=2)} (i+9)"
j>0
r k )
s+1 k 1 2J
= exp(—2) [ } { }J ?
§<§§k+3—T+l s—r+1 l J!
r k 4
s+1 k ~lz]
R s AR
kZ—Og k+8_r+1s_r+1 l ; ]'
_ ZT:[ s+1 } zk:{k}zl
k:0k+sir+1sfr+1l:0 l
- 1
- Z[ . } By (2),
k=0k+s_r+1s—r+1

et d’apres [17, Corollaire 9] nous obtenons

T s+1
Z|: s+1 :| Zk _ Zf(sfrJrl) Z |:S + 1:| Zlc — (Z + S)E.
prd k+s—r+1],_, Pt ko ]e i1

Dans [17, Thm. 22] nous avons

n __ - n+s k

=l

k=0 s

donc

. . n 2

B, (z1,5) = exp(—2))_ (G+8) (G +s)" 5
5 g!
720

: .
n+s . r ok ?
— w3 {1 T Uity
k=0 55>0
n

n+s ) rﬂ
s j=>0

k=0

" (n+s k
= By (z; .
Z{k—i—s}sz o(z;r, s+ k)

k=0

64
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Corollaire 3.14 Pour r < s, nous avons

Balirs) = S0 [ B ),
() = e [

n
ol [k‘] sont les nombres de Stirling de premiére espéce et

By, (z;1) :== Z{Zi_:} & n>o0.

k=0

Preuve. Il suffit d’utiliser dans (3.7) et (3.8) l'identité connue

T

S NE U I

=0

65

(3.13)

(3.14)

g

Le théoréme suivant nous montre que les coefficients de z& du polynome (z + s)" (z + s)*

sont les nombres (r, s)-Stirling de deuxiéme espéce.

Théoréme 3.15 Nous avons

n—+r
<z+s>”<z+s>r=2{n+r+s} -
k=0 ]{I—I-S 78

Preuve. En utilisant (3.14) et [17, Thm. 22] nous obtenons

s - per [y
_ ;(—1)“" m (2 4 8)"t
ety |

=0

T] (z+ s)i
= (z+9)"(z+9)".

1

(3.15)

g

Comme conséquence de (3.15), en utilisant [17, Thm. 22] et la deuxiéme identité de (3.2),

nous pouvons affirmer que pour n = 0 dans (3.15) nous avons :

k=0 k=0

e o T (S
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3.3 Nombres (r1,...,7,)-Stirling de deuxiéme espéce

3.3.1 Introduction

Définition 3.16 Soient Ry, ..., R, des sous-ensembles de l’ensemble [n] = {1,2,...,n},

avec

1. |R;| = r; pour tout i =1,2,...,p,
2. |RiNR;| =@ pour tout i,j=1,...,p et i#j.

)
T1,72,..,Tp
compte le nombre de partitions de l’ensemble [n] en k sous-ensembles non vides

n
Le nombre (r1,...,rp)-Stirling de deuziéme espéce, p > 1 ,noté par { }

(appelés blocs), tel que les éléments de chacun des p sous ensembles Ry = [r1],
Ry =[ri+r\[m],...., Rp=1[r1+ -+ rp]\[r1+ -+ rp_1] soient respectivement

dans des blocs différents..

A partir de cette définition, nous pouvons facilement vérifier que les nombres (11,72, ...,7p)-

Stirling de deuxiéme espéce satisfont les propriétés suivantes :

k
T + --- 4+ 7, nous ne pouvons pas partitionner l’ensemble [n] en p sous-ensembles

n .
1,{ } =0, n<mr+--+mr ok < max(ry,...,rp) car si n <
T1,e0sTp

R; et si k < 7y = max(ry,...,7p), nous ne pouvons pas trouver une partition en k

sous-ensembles non vides tels que les éléments de R soient dans des blocs différents.

n n .
2. {k}T T :{k}, siry,...,rp €4{0,1},

1rTp
n n .
3. = siry,...,rp—1 €{0,1},
k kJ,
T1s--sTp P
n n n
4. = =
Ty Tp Tseens Tp 10 T peees rp,1
n n .
5. = pour toute permutation o sur 'ensemble {1,...,p}.
k), k
15--Tp To(1)s+To(p)
A partir de la prorpiété 5, nous remarquons la symétrie du nombre (71, ...,7p)-Stirling
de deuxiéme espéce par rapport aux nombres ry,...,7,, nous pouvons donc, sans perdre

de généralité, supposer que r1 <rg <--- < 7.
Dans ce chapitre nous noterons

dn
_ DZ:zo = 7(1 - ,
Z z=z2

—rp=(ry,...,mp),
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_ ‘rp‘ :T1+...+Tp’
~ Pi(z,tp) = (z4+1p) (2 +71p) L (2 +7p) 2L avec t € R.

3.3.2 Relations récurrentes combinatoires

Broder dans [17] a introduit les nombres r-Stirling de deuxiéme espéce et a montré d’une
maniére combinatoire que ces nombres vérifient les relations suivantes (voir [17, Thms. 2

et 4]) :

n

i = 0, n<r,

T

} = 57‘,k7
g n—1 + n—1 -
. ko, k=1 "0
n n n—1
= —(r—1 >r>1.
k}r {k}'r—l (T ) { k }r—l’ et

Dans cette section nous montrerons que les nombres r,-Stirling de deuxiéme espéce sa-

> 3

> 3

{
{
{
{

tisfont a des relations recurrentes similaires a celles des nombres de Stirling de deuxiéme
espéce ainsi qu’a celles des nombres r-Stirling de deuxiéme espéce mais avec des conditions

initiales modifiées (voir les théorémes 3.18 et 3.19 ci dessous).

Théoréme 3.17 Soit rpo = (r1,...,Ta—1,Ta+1,---57p); 1 < a < p. Les nombres rp-

Stirling de deuzriéme espéce peuvent étre exprimer sous la forme suivante :

{Z} - <k—1ra)jzo (ot | =g

Preuve. Vu le role symétrique que jouent les éléments 7q,...7, dans les nombres r)-
Stirling nous considérons, sans perdre de généralité, seulement le cas ot a = p.

. . T .o -
Pour ¢ = 0,...,p, il existe < ® )facons pour former ¢ singletons en utilisant les éléments
i

de l'ensemble R, et {nk— Ta} facons pour partitionner l’ensemble [n] \ R, en k — i
rp—1

sous ensembles de sorte que les éléments de chaque sous ensemble R; ¢ = 1,...,p — 1,
soient dans des blocs différents.

Les r, — i ¢léments restant de ’ensemble R, et qui ne sont pas encore utilisés dans la
(k —1)!

(k—mp)!
fagons. Alors le nombre de partitions de ’ensemble [n] en k sous ensembles tels que les

partition peuvent étre insérés dans les k — i sous ensembles déja construits en

éléments de chaque ensemble R; ¢ = 1, ..., p soient respectivement dans des blocs différents
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est

O

Théoréme 3.18 Les nombres r,-Stirling de deuziéme espéce ’satisfont a la relation ré-

G, G,

Preuve. Pour former une partition de I’ensemble [n] en k sous ensembles non vides, nous

currente suivante :

construisons.

— une partition de P'ensemble [n — 1] en k sous ensembles non vides et ajoutons 1’élément

. . n—1 .
n a'un des blocs de la partition construite, nous aurons dans ce cas k{ i } partitions,
r

p
ou bien

— une partition de '’ensemble [n — 1] en k — 1 sous ensembles non vides et ensuite nous

ajoutons ’ensemble {n} a la partition construite pour former une partition a k blocs,
n—1

nous aurons dans ce cas partitions.
kE—-1),
D
Evidemment, pour n > |r,|, la répartition des éléments des ensembles R; i =1,...,p, en
différents sous ensembles n’est pas influencée par ce processus. O

Théoréme 3.19 Soit e; le i°™ vecteur de la base canonique de Uespace RP. Alors, pour
tout 1 =1,...,p; le nombre r,-Stirling de deuzieme espéce satisfait a la relation récurrente

suwvante :

-1
{n} :{n} —|—(ri—1){n } , n>rp|, T,y > 1
k r k rp,—e; k rp,—e;
P P ¢ P v

Preuve. Pour tout ¢ = 1,...,p, I'identité du théoréme peut s’écrire comme suit :

- {"} 1}%_% - {Z} ) {Z}_

Le nombre du coté droit de cette nouvelle identité représente le nombre de partitions de

I'ensemble [n] en k sous ensembles non vides tels que :

— les éléments des ensembles Ry, ..., Ri—1, R\ {|ri|},..., R), soient respectivement dans
des blocs différents,

— Délément |r;| appartient & I'un des blocs de partition qui contiennent un élément de
d’ensemble R\ {|r;|}.
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n—1
k
en (r; — 1) fagons a partir des partitions de ’ensemble [n]\ {|r;|} en k sous ensembles non

Ce nombre est aussi égal & (r; — 1) { } car ces partitions peuvent étre obtenues
rpo—e;

vides tels que les éléments des ensembles Ry, ..., Ri—1, R\ {|ri|},..., R, soient respec-
tivement dans des blocs differents et en insérant par la suite 1’élément |r;| dans I'un des

|r;] — 1 blocs contenant un élément de ’ensemble R;\ {|r;|}. O

Théoréme 3.20 Pour r < s nous avons

n+r+s t" 1 . . .
Z{ ks } T exp (rt) D! _ exp(t)—1 (ﬂs (x+1) ) .
n>0 r,s

Preuve. pour £ < 7, en appliquant le theoréme 3.17 et posant p = 2, = 2, r; = r,

ro=8n<«<n+r+setk<«—k+ s nous avons

SO ol ol (R el

n>0 n>0 7=0

Posons s < s — j, nous aurons sous la contrainte k4 j > r

Z{”Ziis}rﬁ—z Z( ) w!{Ziz}ﬁ

n>0 n>0 j=r—k

" n>0j=r—k

1 < s n+r t"
= — k4 ) —.

k!j§k<j>( +J)n§0{k+j—r+r}rn!

D’apres la définition de la fonction génératrice verticale du nombre r-Stirling de deuxiéme

espéce [17, Thm. 16], nous déduisons que

n+r+s tn - s ) 1 ktj—r
o= = [ ) SR — | t
Z{ k+s }n' T <j>( MR ey 1 (¢ =1) exp(rt)

n>0 j=r—k
1 L (s\ (k+! ktj—r
= — ¢ _\WWTI)E (gt
et 3 ()i -

= %exp (rt) Dl _ exp(t)—1 (:L‘k (x + 1)8) )
Pour k& > r, sous la condition n +1r + s > k+ s alors n > k — r et par la suite nous avons,
Z n+r+s " Z n+r+s t"
nzo{ k+s }n' - @k—r{ ks }n'
En appliquant le theoréme 3.18 et posant p =2, a =2, 711 =7r,rpo =8, n«<n+r+set
k < k + s nous avons

0 (peesy SR o > ol LR el

n>0 n>k—r
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Posons s — j « 7,
n>0 k+s n>k—r k+ ‘7
Sous la condition n +r >k + j = n > k — r + j, nous aurons
n+7"—|—s} S 1<> n+r) t"
3 - e > s
| Z i) |
= { k+s ), nl k il k+3),.n!
Vu que la fonction génératrice verticale des nombres r-Stirling est donnée par
n+r)| t" 1
Z{k—i—r} = (¢! —1) exp(rt).
n>0 T

Nous avons donc

n+r-+s t" 1 /s n+r t"
A - k4 ) b
Z{ k+s }msn! — k! (]>( +J) Z {(k—r—l—j)jtr}rn!

n=0 J n>k—r+j
1 (s\ (k+5)! ktj—r
= = )= (e"—1 exp(rt
k!j0<3>(k+3—7“)( ) (rt)
1 —~ (s\ _(k+)! t ktj—r
= —exp(rt <) ; e —1 .
P )j:O j (kﬂ—?")( )

D’apres le lemme 3.6 nous déduisons que

n+r+s| t" 1 .
Z{ k+s } E = k" eXp(Tt)DI exp(t)— 1( (LL’+]_) )

n>0

Théoréme 3.21 Pour r <ry <--- <1, nous avons

Z n+rp[] "
kE+rp rpn!

n>0
1 .
Tp— 1
= gexp(rlt)D;}l —exp(t)— D;22 —y D$Z—11:Z‘p_2 $ 1 H % +1 Tit+1 .
=1

Preuve. Par récurence sur p. En utilisant le Théoréme 3.20, le théoréme est vrai pour

p =2 (en posant r = 71, § = r2). En supposant que 1’assertion est vraie pour p > 2, posons

1 p .
A = k:' eX}D(rlt)DgC1 —exp(t)— D;22 —y .D;r;:zp_l (55];1_[(% + 1)n+1>

i=1
-1
1 1 ro Tp k Tp+1 1 Tit1
= DDy Dy o Dy, | @ (2 1) [[@+v
) i=1
1 el p—1
T +1 k=i i
= exp(rlt)le1 —exp(t)— Dz DTgp:zp_l < pj >xp+3 H (2 + 1)7+1
j=0 i=1
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D’apres le lemme 3.6 nous aurons
_ % Tp+1 (k + J)
k! J ) (k+j—mp)!
x exp(rit) D" _

D’apres ’hypothése de la recurrence, nous avons
1

_ Z{ n + |rp| }t"
k+j—rp+my r,,”!

n>0

_ Z{”+ |rp|} "
= : .
= k+7 r, 1!

Alors

Tp+1 .
_ Tpr1) (k+ 5)! n+ |rp| "
A = Z( j ) k! 2 k+j f,n!

j=0 n>0

. "”§<rp+1>{n+|rp|} (k+ j)!

— , '
n>0  j=0 k] rp k!

D’apres le théoréme 3.17, nous pouvons écrire

{n+ rp+1|} Z <+> {n+ |rp|} (1 )]
k + errl rpi1 ' k +17 rp ’

donc

_Z{n+|rp+1\} "
>0 k+ Tp4+1 rpi1 n!

Théoréme 3.22 Soit

n—HrP*l‘ n+|r |
By (z,1) = Y. {ka’} K on>0
P Jr

k=0

Pour ri <--- <1, nous avons
2k
By, (z,rp) = exp(— ZP (k,rp) —

et
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p—1
2 Tl ktj—rp ) Tit1
r1= exp( ) D$2 =1 "’ Dxp—l:l‘p—2 <$p1 H (:I:z + 1) ¢ .
=1

p—1
_ ktji—
mDE:exp(t) D;22 =1 D;Zfllzwpﬂ (xp—{ " H (xz + 1)7’ H)
=1

(3.16)

(3.17)
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Preuve. En utilisant le théoréme 3.21 nous obtenons

tTL To—
ZBn(z;rp)ﬁ = exp(rt —2) Dy 1Dy - Dib i, s
n>0 )

p—1
(exp (z(zp—1 +1)) H (z; + 1)”+1> .
i=1

Le développement de exp (z (xp—1 + 1)) et la dérivation par rapport a x,—1 nous donnent

Tp—
> Bu(ziry) = =Y exp(rit —z) DI} _ —ep()-1 Dy Dy
n>0 j=0
2 N
o @+ 7 [ @i 1
J: i=1
Tp—
::eXI)(Tlt-—-Z)l)$i =exp(t)— 11);2 zl"'lsz—izfp—3
I
DG+ )t (a7 T s+ 1)
720 I
et par des dérivations successives nous obtenons
2]
ZB z; rp — =exp(rit — z ZPO (jsrp) (zg + 1)7HP77 il
n>0 3>0

z1=exp(t)—1

= exp(=2) ) _Po (j;tp) exp((j+rp)t)

7>0
= exp ( Z ZP JiTp) =
n>0"" j>0

Donc, par identification, nous déduisons la premiere identité (3.16). La deuxiéme identité

(3.17) se déduit a partir du développement suivant :

B (z1p) = Z (—1)" Py (jirp) Z,j Zk,Z( ) V) P, (jirp) -

4,720 k>0 j=0

g

A partir du théoréme 3.22 nous pouvons déduire que :

Corollaire 3.23 Pour r < --- <7, nous avons

Z{nﬁ';ﬁ'}j = ka(,t)i(k) (1) Py (i) exp (1),

n>0 j=0 J
n+|r t" . zexp (t))’
> { k:+’rp’} = exp (ryt = 2) D Po (i) %
n,kZO p rP ' ]20 j
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3.3.3 Identités et conséquences

Soient {py, (%)},,5¢ €t {qn ()}, deux suites de polynomes de degré n, telles que chaque

polynéme p, (x) peut etre exprimé comme combinaison linéaire des polynomes de la suite

{an (2)},,50, cest a dire

Pn (.%') = Z Qn, kqEk (.%')
k=0

Les nombres a,, ;, sont appelés des coefficients de connexion (voir [5]).

Beaucoup de familles de nombres en combinatoire, comme par exemple les coefficients
binomiaux, les nombres de Stirling de premiére et deuxiéme espéce et le nombre de Lah,
peuvent étre interprétés comme des coefficients de connexion entre des suites de polynomes

appropriés. Dans ce qui suit nous citons les nombres suivants :

1. Les coeflicients binomiaux
n "L (n\ n+1 n n
1" = = .
@) k;)(k)x <k+1> <k+1>+<k>

2 Les nombres de stirling de deuxiéme espéce

s (i meonfdi b

3 Les nombres de stirling de premiére espéce

Une interpretation combinatoire des nombres r-Stirling en tant que constantes de connexion

entre le polynome 2% et le polynome (z + )" est donnée en [17] par la relation

n
(z+7r)" = Z{ZI:} 2E.
k=0 T

Dans le théoréme ci dessous, nous généralisons ce résultat en donnant une interpretation
combinatoire des nombres r,-Stirling en tant que coefficients de connexion entre le poly-
nome zE et le polynome P, (z,1,).

En d’autres termes nous écrivons le polynéome P, (z,r,) sous forme d’une combinaison
linéaire des factorielles descendantes, ce qui prouve que les nombres r,-Stirling peuvent

étre interprétés comme des coefficients de connexion Voir [5]
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Théoréme 3.24 Pour r <ry <--- <1, nous avons

n+‘rp—1‘ n+ ‘I‘ ‘
CICESE O g
D Jry

k=0

Preuve. D’aprés le théoréme 3.22, nous avons

n+|rp_1] ntlrp—1]
n+ Iy D'y (Bu (2,1,))
By, (z,1p) = E {k+rp} 2 = E =0 l7!1 P22 n>0.
k=0 P Jrp 1=0

Donc, en appliquant la formule de Leibniz, nous aurons

ol () B (ery)) = 3 (7)) Dheo (B rmy)

m

B
— { k+mrp v
en plus nous avons

ce qui implique
m - n+ ’rP’ l
DIy (exp (2) By (2.1p)) = Po (myxy) = 3 mh, 0<m<n el
I

Alors, le polynome

=0

s’annule en tout entier non négatif z = m. Il résulte que

’I’L+‘I‘p_1| TL+ |r |
Plem) = 0 {H—rp} -
p rp

=0

O

Les trois corollaires donnés ci-dessous sont des conséquences des théorémes 3.22 et 3.24.
n+ [y

Le premier corallaire donne une expression du nombre { bt
T
p

} en fonction des termes
r

r
{ i } et les nombres r-Stirling de deuxéme espéce.
kE+mrp -
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Corollaire 3.25 Pourry <1y <--- <1, nous avons

. .
{"Hrp‘} zz{,‘rp‘} {”ﬂ”’?} L 0<k<n+|r .
kE+ry ), = JHrp)e, U0+ )

p
En particulier, pour p =2 et r < s, nous avons

min{k,r}

{n+r+s} _ Z <s>(r>{n+r+s—j} i 0<k<nir
k+s rs o i) \J k+j S ) S KRS

Preuve. A partir des théorémes de 3.22 et 3.24 nous obtenons

k
n z

Bu(zry) = exp(=2) Y (k+rp)" Po(kyry) o
k>0 )

n+|rp_1] ‘I‘ ‘ Sk
= exp(—2) Z (k+ rp)" Z {] +prp} (ki)J m

k>0 §=0

n+\rp,1\
n r 1
= eXp(—Z) Z (kf + Tp) Zk Z {j —|—p7' } F
p)r,

£>0 j=0 =)

[rp—1] n
_ s E : || Z (k+rp) .
= exp(=) {j"‘rp} (k=) '

7=0 Tp k>j

[rp—1] . n
_ Ty (k+J+7p)" Ky
= oxp(=2) | D {j + 7 ) I

§=0 rp k>0

= [Ty k+3+7"p k
= exp(—=2) Z it Z z
Tp

j=0 k>0

Vu que le polynome r-Bell s’écrit sous la forme suivante (voir [45, Thm. 5.1])

G+7)" 0 = [n+7r) &

B e — B
per) =exp (-0 3 s L e
>0 k=0 r

alors

Z(k+j+rp)nzk_zn:{n+]+rp} zk
| = ; ;
>0 k! o Bt

[rp_1] .
B (ZI') — c |rp| JZ n‘i']‘{'rp Zi
e It g,
p*l‘ n .
_ {.|rp| } Z{n+]+rp} Zi+j
, J+ 7 1+7+Ty 4y
) ntrp_1] (Zk:{ Ir, | } {n+j+rp} )zk
— = Jj+rp - kE+rp i+

ce qui donne

75
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Corollaire 3.26 Pourry <ry <--- <1, nous avons

d
i (27 exp(2)By (2,1p)) = 2P exp(z)Bnt1(2,1p),
2

diz (exp(2)Byp (z,1p)) = exp(2)By (z,1p +¢p),

Bpii(z,rp) = 2By (z,rp+ep) +1pBy(2,1p).

ot ey, est le p*®™¢ vecteur de la base canonique de l’espace R".

Preuve. Dans le théoréme 3.22 nous avons démontré que

k
z

By (z.1p) = exp(=2) ) Pu (k,1y) 7o
k>0 ’

donc, nous avons l'identité

k
2 exp(2) By (2,1,) = #7 Y Pa (k1) -

k>0 )

Cette identité montre que
d . SkArp—1
- (27 exp(2) By (2,1p)) = Z (k +1p) P (k,rp) i c
k>0

zk
= 2'® Z Py (kv rp) y
k>0 ’

= 2'7exp(z)Bpi1 (z,1p) .

Pour la deuxiéme identité du corollaire, nous avons

k
z
exp(2)By (z,1p) = Z P, (k,rp) o

k>0
ce qui implique
p Zk:—l
P (exp(2)By (z,1p)) = Z P (K, 1) (k—=1)!

k>0
K
- an(kJrl,rp)g

k>0

= exp(2)By, (z,rp+e€p).
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Pour la troisiéme identité, nous avons

Bnt1 (Z7rp) = exp( ZPn-H k rp
k>0

k
z

= oxp(=2) Y (= +1p) Pu(komy) o
k>0 )

Sk

= exp( ZP (k,rp) — +TPZP krp) i
k>0 k>0

Corollaire 3.27 Pour g <ro <--- <1y, nous avons

{n+|rp|+k:} :Z”:<k){n+lrpl} Gty
rp+J+k ke, i) \rp+i+if, .

=0

Preuve. En utilisant le corollaire précédent et la formule de Leibniz, nous obtenons
k

k i
exp(=2) g (@XD(B (1)) = B vty ) = 3 () 450 ().
=0

Le résultat du corollaire découle de la définition des polynomes By, (z, 1, + kep) et By, (2, 1p)

dans la derniére identité. O

Le théoréme 3.22 peut etre utilisé pour généraliser la distribution de Poisson discréte
ainsi que les inégalités données par Bouroubi [15] sur les polynomes de Bell a une seule

variable. Dans ce contexte, nous avons la proposition suivante :

1 1
Proposition 3.28 Soit t un nombre réel, a, 5 deux nombres réels positifs avec —+— =1
e

B

et pour ry <ro < --- <1, posons

)\k
B (A ) =exp(— ZPtkrp)k', teR,rp > 1.
k>0

Pour X\ > 0, soit X une variable aléatoire définie par sa probabilité discréte
P, (k,rp) AP

Pr( X =k = -A)—, k=0,1,2,....
( ) Bt()\ )exp( )k'7 07 <
Alors Ar)
T Bt+£l? arp
EX+r,) =——=, xR,
( p) Bt(/\,l‘p)
et

Biyayy (Ni1p) By (A1) > By (Ni1p) By (As1p), 2,y >0,
Biiaty (Ai1p) < (Birar (Ai1p) ™ (Bipgy (irp)?, 2,y €R,
(Brvw (57 < (Bury 5y (B (5 ) V=0, 0 < <y,
(Bity (X; ry))? < Biyy—o (A1p) Biiyta (N1p), 0<z<y.
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Preuve. L’égalité de ’espérance est évidente. La premiére inégalité se déduit & partir de

I'inégalité suivante

EX 48" >E(X +s5)"E(X +5)Y, z,y>0,
et pour obtenir la seconde inégalité nous utilisons I'inégalité de Holder

B+ < @0+ (BC+9)™) ", ayer
La troisiéme inégalité provient de I'inégalité de Lyapunov
BX+)M)7" < BEX +)), 0<z<y,
et la quatriéme inégalité provient de I'inégalité de Schwarz
EX+s))? <EX+s) "EX +s)™", 0<az<y.

Pour plus de détails voir [10]. O



Chapitre 4
Polynémes (7“1, . ,rp)-Bell

4.1 Introduction

En 1984, Broder [17] a introduit et étudié le nombre 7-Stirling de deuxiéme espece {Z}T,
qui énumere le nombre de partitions de ’ensemble [n] = {1,2,...,n} en k sous ensembles

non vides (appelés blocs) tels que les r premiers éléments soient dans des blocs différents.
En 2011, Mez6 [45] a introduit et étudié les polynomes r-Bell.

En 2012, Mihoubi et al. [52] ont introduit et étudié les nombres (rq,...,r,)-Stirling de
deuxiéme espéce {Z}Tl . » qui énumeérent le nombre de partitions de I’ensemble [n] en
yoensTp

k sous ensembles non vides (appelés des blocs) tels que les éléments de chacun des p

ensembles
Rl : :{1,...,7“1},
R2 . :{T1—|—1,...,7‘1+7“2},
R, : ={ri+--rpa+1,....m1+--+1,}

soient respectivement dans des blocs différents.

Le contenu de ce chapitre a été motivé par I’étude des polynomes r-Bell [45] et les nombres

(r1,...,7p)-Stirling de deuxiéme espece [52], dans lesquels nous allons établir

— la log-concavité des nombres (rq,...,7p)-Stirling de deuxiéme espece,
— des relations récurrentes généralisées pour les polynomes (rq,...,r,)-Bell , et

— les fonctions génératrices ordinaires associées & ces nombres et & ces polynomes.

Vu la symeétrie des nombres (r1,...,r,)-Stirling de deuxiéme espéce par rapport aux

parameétres 71, ...,7p, NOUS pouvons supposer, sans perdre de généralités, que r1 < rg <

79
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--+ < rp. A travers ce chapitre nous utiliserons les notations et les définitions suivantes :

r, : =(ry,...,mp),
|rp| Do=ETrL R T,
P (z;rp) :(z+rp)t(z+rp)7"—1~-(z—i—rp)rp‘l, t e R,
n‘HI‘P*]-‘ n+ ’I' ’
By (zrp) @ = { p} 2 n>0
kzzzo k+71p Tp

et e; représente le "¢ vecteur de la base canonique de I’espace vectoriel R?.

Dans [52], Nous avons démontré ce qui suit :

k
Z
By (z1p) = exp(—2) > Py (k;rp) o (4.1)
k>0 ’
TL+|I‘p_1| n+ ‘I‘ ‘
P, (z;rp) = { P } 2E, (4.2)
P g} k+mrp r

Dans ce qui suit nous utiliserons les nombres suivants :
—1|—k 1 T'p—1 . . .
ag (ry-1) = (—Dlr1F S [ ] {-p }: dp—1l =J1 4+ dp-1,
lj | J1 Jp—1

ol [Z] sont les nombres de Stirling de premiére espéce.

En utilisant 'identité connue

Jj=0
nous pouvons affirmer que nous avons

[rp—1]

D ag (rpr)uf = (W) (u) 2=t (4.3)

k=0
Dans notre contribution, nous donnons plus de propriétés pour les nombres r,-Stirling de

deuxieme espece et les polynomes ry,-Bell. Ce chapitre est organisé comme suit :

Dans le paragraphe suivant, nous montrons que la suite ({Tj:j’"} ; 0<k<n+|r,_|
P rp

n+|rp|

est strictement log- concave et nous donnons aussi une approximation au nombre { ftr
p rp

quand n — oo pour un k fixé.

Dans le troisiéme paragraphe nous écrivons B, (z;r,) dans la base
{Bnak (2imp) : 0 < k < |rpal},
et Bpim (2;1p) dans la familles des bases

{Zij (z;rp +jep) :0< 5 < n}
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Comme conséquences, nous donnons aussi des identités pour les nombres r,-Stirling de

deuxiéme espéce.

Dans le quatriéme paragraphe, nous donnons la fonction génératrice verticale associée aux
nombres r,-Stirling de deuxie¢me espéce et la fonction génératrice ordinaire des polynomes
r,-Bell.

4.2 Log-concavité des nombres r,-Stirling

Dans ce paragraphe, nous discutons les racines réelles du polynéme By, (z;1,), la log-
concavité de la suite <{7?jr|:;’ |} , 0<k<n+ |rp1|> , le plus grand indice maximisant le
Tp

nombre {Z}rp et nous donnons une approximation au nombre {%ﬁ}; | }rp quand n tend vers
I'infini. Le cas p = 1 a été étudié par Mez6 [46] et une autre étude a été donnée par Zhao
[71] pour une large classe des nombres de Stirling.

Dans la suite de ce chapitre, si I'ordre des parametres 71, ...,7, est inconnu, nous repré-
sentons le polynome By, (z;rp) par By, (2;71,...,7p) pour lesquels les parametres r1,...,7,

sont pris dans un ordre quelconque.
Théoréme 4.1 Les racines du polynome By, (z;1,) sont des réelles non positives.
Pour démontrer ce théoréme, nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 4.2 Soit j,p des entiers non négatifs et posons

. J
B (51y) = exp (=2) 5 (277 exp (2) B (517)

n
ot rg =0 et By (z;10) := By (z) = Y {}}2*. Alors, nous avons
k=0

7(3) (z51p) = 2" B, (2571, .oy rp, J) ST G <,

B

B]) (Z;rp):Bn(Z;Tl,...,Tp,j) SijZT]N

n

) p+1) (

avec deg BY =n+ lrp| . En particulier, nous avons BY z;rp) = By, (251p41) -

Preuve. La définition de BY (z;1p) et I'identité (4.1) montrent que nous avons

. dJ Lkt
exp (2) BY (2 rp) = 12 an (k;rp) T
k>0 ’

- kArp—g
= X G G ) ()

k>max(0,j—rp)
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Alors pour 0 < j < 7, nous obtenons

. . Zk‘-‘r’!’p—j
exp (2) szj) (z31p) = Z (k4 1p)" (k4 1p)™ - (B + 1) 2= (kb + Tp)lT
k>0 '
= 2"V exp (2) Bn (2571, .., 7p, 7))
et pour j > r, nous obtenons
() n r r . Zk+Tp—j
exp (z) By (z31p) = Z (k+1p)" (k+mp)™- - (b +rp) =2 (k +1p)t T
k>j—rp
ok
=D (k4 5)" (bt )™ (b4 )2t (k4 )2 o
k>0 '
=exp(z) By (%571,...,7p,7) -
Il est évident que nous avons deg Bflj ) = n+ |rp| et pour j = rpp1 > 7, nous obtenons
Bl (z;1p) = By (2371, ..., Tp, py1) = By (251p41) - O

Preuve. (Preuve du théoréme 4.1 ). Nous utilisons la récurrence sur p pour démontrer

que les racines des polynomes By, (z;r),) sont réélles et non positives.

En effet, pour p = 0 le polynome de Bell classique B, (z;rg) = By, (z) a seulement des
racines réelles non positives et pour p = 1 le polynéome B,, (z;r1) est le polynome r;-Bell

qui a été introduit dans [45] et a été démontré qu’il n’a que des racines réelles non positives.

Supposos maintenant que, pour 1 <r; <rp <--- <7y, lesracines du polynome By, (z;1))
sont réelles et négatives, notées z1,..., Zpyp, | avec 0> 21 > -+ > Zp e |-
Nous prouverons que le polynéme B,(lj ) (z;rp) n’a que des racines réelles non positives et
A T . ,
nous concluons que le polynéome By, (z;1p1) = BSL pr1) (z;rp) n’a que des racines réelles

non positives (voir le lemme 4.2) .

Premiérement, nous examinons les polynomes B,,(l] ) (z;1rp) pour j < 7p.

En effet, les énoncés ci dessus montrent que la fonction

fa (z:1p) = exp (2) BYY) (z:1p) = 27 exp (2) By (2:1p)

s’annule au point 29,21, ..., Zpq|r, 4] &Ve€ 2o = 0> 21 > -+ > Zpyp, et 20 =0 (de

multiplicité rp,). le lemme 4.2 nous donne

d
7, (n (z1p)) = exp (2) B (zi1p) = 277 exp (2) Bu (2371, - Tp1, 7 1),

et en appliquant le théoréme de Rolle & la fonction f,, (z;r,) nous concluons que sa dérivée

4 (f, (2;1p)) s’annule en certains points z1, ... s Tngrp_y| avec 0> 1 > 21 > 9 > 29 >
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© 2 Tntfr,_q| 2 Zntlr,_q|- Par conséquent, le polynome B,(f) (z;rp) s’annule au points
T1y. . Tytlr,_,| €6 au point zo =0 (de multiplicité r, — 1). Le nombre de ces racines est

(n+[rp-1]) + (rp = 1) = n+ |rp — 1.

. 1 ] . I .
Puisque BtV (z;rp) est de degré m + |rp| (voir le lemme 4.2), il doit avoir exactement
n + |rp| racines finies, alors la racine qui manque, notée |y |41, ne peut pas étre un

nombre complexe.

Par le fait que les coefficients de z* dans le polynome B, (z;71,. .. ,Tp—1,Tp, 1) sont po-
sitifs, la racine @, |r, |11 doit étre négative aussi.

Donc, le polynome B,(Ll) (z;rp) an+ |rp_1]| + 1 racines réelles négatives et z = 0 est une

racine avec une multiplicité r, — 1. De la méme maniere, nous appliquons le théoreme de
Rolle 4 la fonction £ (f,, (2;1,)) pour conclure que le polynome B (z;rp) an+|rp_1|+2
admet des racines réelles négatives et z = 0 est une racine avec une multiplicité r, — 2
et ainsi de suite. Donc, chacun des polynomes B7(10) (z51p), B,(LI) (z51p),. .., BT(LT”_U (z;1p)

n’a que des racines réelles non positives.

Deuxiémement, nous examinons les polynoémes ng ) (z;1p) pour rp < j < rpyq.

En effet, nous avons Bff” ) (0;rp) # 0 et considérons la fonction

drpfl

an (z;rp) = exp (2) BT(ALTp_l) (z51p) = zexp (2) Bp (2,71, ..., Tp—1,Tp, Tp—1) -

Comme il a été démontré ci dessus, cette fonction a n+|r,| —1 et admet des racines réelles
négatives et la racine z = 0, donc le théoréme de Rolle montre que sa dérivée

dr (rp)

dz—rpfn (z;rp) = exp (2) Bp™ (z;1p) = exp (2) Bp (2,71, .., Tp—1,Tp, Tp)
a au moins n + |rp| — 1 racines réelles négatives. Ceci signifie que le polynome

ng) (ZQ rp) = By (Z; 1y .- 7TP—1’TP’TP) ’

a au moins n + |rp| — 1 racines réelles négatives et puisqu’il est de degré n + |r,|, alors la
racine qui manque ne peut pas étre un nombre complexe.
Par le fait que les coefficients de zF dans B, (z;71,.. ., Tp—1,Tp,Tp) sont positifs, cette
. . A 4 . . A T . 2
racine doit étre négative aussi. Donc le polyndéme B7(L ») (z;rp) a n + |rp| racines réelles

négatives.

N . . L, N . Tp
D’une maniére similaire, nous appliquons le théoréme de Rolle & la fonction ddz—rp fn (z51p)

et nous déduisons que le polynome Bff’ﬁl) (z;1rp) an+|rp| admet des racines réelles néga-

tives et ainsi de suite. Donc chacun des polynomes B,STP ) (z51p),. .., Bff” +1) (z;1p) s’annule
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seulement en des nombres négatifs. Donc, le polynéme By, (z;1p41) = Bl (2;1p) n’a

que des racines réelles négatives (voir le lemme 4.2). O

En utilisant I'inégalité de Newton [33, p. 52] 1.19 nous pouvons facilemnt déduire le

corollaire suivant :

Corollaire 4.3 La suite {{’?ﬂ:;"} , 0<k<n+ |rp1|} est strictement log-concave (et
Tp

donc unimodale).

Cette propriété d’unimodularité, montre que la séquence ({Z}r ,0 < k < n) admet un
D
indice K € {0,1,...,n} pour lequel {}é}rp étant le maximum de {Z}rp.

Une application de I'inégalité de Darroch [24] nous aidera a localiser cet indice.

Théoréme 4.4 [24] (Inégalité de Darroch) Soient ag, ai,..., a, des nombres réels. Si
n

toutes les racines du polynéme P(x) = > a;z’ sont réelles et négatives et P(1) > 0, alors
k=0
la valeur de K pour lequel ai est maximisé satisfait o 'inégalité suivante :
P'(1)

P(1) < 1.

Le corollaire suivant nous donne un intervalle contenant cet indice.

Corollaire 4.5 Soit Ky, r, le plus grand indice qui mazimise le nombre {Z}r . Nous avons
p

Bn—H (1; rp)
‘Kn—HrP,rP - < Bn (1;1.71)) — (Tp + 1) < 1.

+rpl
+Tp

T
Tp r Kn+|rp|,rp rp n+Tp rp

P

Preuve. Puisque la suite { Z } est strictement log-concave, il existe un indice K, ||y | r,
rp ’

pour lequel

Alors, en appliquant le théoréme 4.1 et le théoréme de Darroch, nous obtenons

diZBn (Z; rp) ‘Zzl

Kotiryx, — B, (Lir)) <1.
Ensuite nous utilisons la premiére identité donnée dans [49, Corollaire 12] par
(B, (211,)) = B (55y) - (2 4 1) Bu (1))
pour obtenir
B m) =B (i)~ () B (15ry),

d’ot, découle I'inégalité désirée.
O
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4.3 Reécurrences généralisées et conséquences

Dans ce paragraphe, les différentes représentations du polynéme B, (z;rp) dans diffé-

rentes bases ou des familles de base sont données par les théorémes 4.6 et 4.9.

En effet, une représentation dans la base {B,,yx (2;7p) : 0 <k < |rp,_1|} est donnée par

le théoréme suivant :

Théoréme 4.6 Nous avons

lrp—1]
By (z1p) = Z ak (rp—1) Btk (27p) » (4.4)
k=0
rp—1]
By, (z;1ptq) = ag (Tp—1) Bntk (257ps .-, Tptq) - (4.5)
k=0
Preuve. En utilisant le fait que (k 4 7)™ = Zm (—1)rm—I [ } (k +rp)’ , nous obtenons
j=0 J

By, (z;rp) = exp ( ZP (kirp) —

k>0
Tm 7« _:[rm PO (k, rp) i Zk
= e () 13 (- w[.}mw "
== J 1 (k+rp)™ k!

:Z Tm_j[ -}Bn+j(z§rp_7”mem)v m=12....p—1,
J

et en utilisant le méme processus, nous obtenons

Tp—1
Tp—1
(z;rp) Z Z 1)re-1l=lp-1] [ﬁ] [-p }Bnﬂjp—ﬂ (27p)

J1=0 Jp—1=0 jp—l
[rp—1] r1 rp_1
R K
. J Jp—1
lip—11=Fk

[rp—1]

= Z ax, (rp—1) Btk (257p) -

=0

o

Ceci implique la premiére identité (4.4).

Maintenant, & partir du lemme 4.2 nous pouvons écrire
d'r+1

dzTr+1

(2" exp (2) By (2;1p))

d"pt+1

dz"p+1

exp (—

= 3 (rp1) exp (—2) ~— (277 exp () Buyi (237))
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En utilisant le lemme 4.2 nous obtenons :

[rp—1]
Bn (z1p11) = Z ak (tp—1) Btk (2 7p, Tp+1) -
k=0
Nous pouvons répéter ce processus ¢ fois pour obtenir la deuxiéme identité (4.5). ]

Ainsi, les nombres r,-Stirling admettent une expression en termes des nombres r-Stirling

usuels donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 4.7 Nous avons

lrp—1] .
n+\rp\} {n+3+7”p}
= a; (rp—1).
{]f“‘?"p v JZ ka_i_rp er(P 1)

=0

Preuve. En utilisant le théoréme 4.6, le polynome B,, (z;r,) peut s’écrire comme suit :

[rp—1| [rp—1] n+j n+j+r
Z a; (Tp—1) Bpyj (z31p) = Z aj (rp-1) Z{ k47 p} 2
p Tp

j=0 j=0 k=0
ntlrp—1|  [rp-1f .
k n+J+7rp
S SR SN s
k=0 §=0 p I,
nt|rp—1]
et puisque By, (z;1r,) = kZ_:O { Zﬂ;”'}rpzk, nous déduisons l’identité du corollaire par
identification des coefficients de z*. O

Dans [43], nous avons prouvé ce qui suit

ZB” (z;1p) %7: = By (zexp (t) ;rp) exp (2 (exp (t) — 1) + 1pt) .
n>0

Le théoréme suivant donne plus de détails sur la fonction génératrice exponentielle des

polynomes r,-Bell et qui sera utilisée ultérieurement pour déduire de nouvelles identités.

Théoréme 4.8 Nous avons

ZBner (2 rp)

n>0

= B (zexp (1) 11y exp (= (exp (1) — 1) + 7y1)

n
rp—1] dm+k

= Y (1) o (e (2 (exp (1) — 1)+ 70)).
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Preuve. En utilisant (4.1) nous obtenons

i m k: tn
ZBn+m (27 rp) ﬁ = Z exp ZPO k; I'p) (k + Tp) + k' H
= © a0 k>0 ’
2Fexp ((k+rp)t
= exp ZPO k I‘p) (k + ) P ((k' p) )
k>0 .

= By, (zexp (t);rp) exp (z (exp (t) — 1) + rpt) .

Pour la deuxiéme égalité du théoréme, nous utilisons le théoréme 4.6 pour obtenir

[rp—1]

t" ¢
ZB”""" (z; rp) -] = Z a (I‘p_1) ZBn+m+k (2 7’p) !
n>0 k=0 n>0
IrP 1‘ dm+k tn
- Z a, (rp-1) dim+k ZB 27p) n!
k=0 n>0
Irp—l‘ dm+l{;
= ay (rp-1) ey (exp (2 (exp (t) — 1) +1pt)) .
k=0

En utilisant des arguments combinatoires Spivey [60] a démontré I'identité suivante :

b EE (Y0

k=0 j=0

ol B,, est le n®™¢ nombre de Bell , c’est & dire le nombre de partitions d’un ensemble & n

éléments en sous ensembles non vides.

Apres cela, Belbachir et al.. [7] et Gould et al. [31] ont démontré, en utilisant des méthodes
différentes, que le polynéome By im (2) = Bpim (2;0) admet une relation de recurrence

relative a la famille {ziBj (z)} comme suit :
Buen (@)= 23 {"H (1)t (1.6)
k=0 j=0

Quatre ans plus tard, Xu [70] a donné une relation récurrente sur une large famille des

nombres de Striling, et Mihoubi [50] a étendu la relation (4.6) aux polynomes r-Bell comme

Bumr (1) =33 T ()t @, (4.7)

k=0 j=0

suit :

D’autres relations récurrentes ont été données par Mez6 [47]. Le théoréme suivant généra-
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lise les identités (4.6), (4.7) et les identités de Carlitz [18, 19] données par

Bhim (1;7) = i {erT}an (Lik+r),

= k+r

Bn(l;r—i—s):i

[s +7r
k=0

SV NG

88

et montre que By, (2;1p) admet les coefficients de récurrence des nombres r-Stirling

dans les familles de bases

{27 By, (z;1p + jep) : 0< j <n},

{27 Bmyi (7 +7): 0<i<|rpa], 0<j <n},

ou By, (1;7) est le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments en sous ensembles non

vides tels que les r premiers éléments soient dans des blocs différents.

Théoréme 4.9 Nous avons

n
n+r j )

Bn+m (Z;rp) = E { p} Z]Bm (z;rp+.7€p)a

7=0 j+Tp Tp

[tp—1] n

n—+r j ;
Bpim (zi1p) = Z Z{ .+Tp} a; (Tp—1) 27 Bmi (25mp + 7).,
i=0 j=o \J T Jr,

} (C1)" By (1)

n—+r , ) t"
T (251p) ::Z Z{ ; p} 2! B, (z;1p + jep) o
.: rp .

La seconde identité donnée dans ([52, Corollaire 12]) par

exp (2) B (z;1p + €p) = i (exp (2) Bm (231p)) ,

dz
peut étre utilisée pour obtenir
. &
exp (2) B, (z;1p + jep) = i (exp (2) B (2;1p)) .

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

L’identité (4.11) et la fonction génératrice exponentielle du nombre r-Stirling [17, Thm.

16] dont 'expression s’écrit comme suit :

o1 ;
3 P L (exp (£) = 1) exp (ryt)
j+ry J nl g P
n>j Pory
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montrent que

) 1
T (231p) = ZBm (z;rp + jep) z]ﬁ (exp (t) — 1)7 exp (rpt)
Jj=0 '

(2 (exp () ~ Y

— exp (ryt — 2) Z% (exp () B (:1) ;

Jj=0
Maintenant, d’apreés le développement de Taylor-Maclaurin nous avons

j L
j>ojzj (exp (2) B (23 1)) (‘7')

= exp (u) By (u;Tp) -

Donc, ce dévelppement et le théoréme (4.8) montrent que nous avons

T (2;1p) = exp (rpt — z) exp (zexp (t)) By, (zexp (t) ;1p)

"
= ZB”JF’” (z51p) T
n>0
En comparant les coefficients de t” dans les deux expressions du polynéme T}, (2;rp), nous
arrivons a démontrer l'identité (4.8) de ce théoréme.
La seconde identité (4.9) se déduit en remplacant B, (z;rp, + je,) par son expression
donnée dans le théoréeme 4.9 par :

[Tp—1]

Z a; (tp—1) Bmi (25 +7p) -
1=0

Pour la troisiéme identité ( 4.10), soit

n—+r nei
Aim z[ ] B (i)
]"’pr

En utilisant I'identité (4.1) et I'identité connue suivante (voir [17, Thm. 21]) :

(k+1,)" = Z[M”’] W,
Tp

pard ¥ +7p
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nous obtenons

= (—1)"exp ( ZP (k;rp) k' (—kz—errrp)
k>0

= exp ( ZP (k;rp) k”
k>n

= z"exp ( ZP (k+n;rp) k
E>0 ’

= 2"Bp (z;1p + nep) .
O

Comme conséquences du théoreme 4.9, quelques identités pour les nombres r)-Stirling de

second espéce peuvent étre déduites comme le montre le corollaire suivant.

Corollaire 4.10 Nous avons

k
; itry S \k—itr), ktry )

=0
n .
Z {m +J+ ’rp’} [n + Tp} (_1)n—j _ {m + ‘rp‘ + n} 7 (4.13)
j=0 k—i—n—l—rP rp J +TP Tp k+Tp+TL rp+nep
n .
7=0 k’—i—’l“p Tp J +T‘p Tp

Preuve. A partir de la premiére identité du théoréme 4.9 nous avons

n

n+r j .

Bpim (z51p) :Z{ ~+rp} 2By (2;1p + jep) ,
—o \J T,

qui peut étre écrite comme suit :

n m+(rp_1|
n+m+|rp|} Zkzz{”+rp} o Z {m—i—]rp]} i
kE+rp r Jjtrp i+ Tp rp

» j=0 Tp i=0

D

ntmtr,_i| {
k=0

nt+m+lrp_1|  k
- ¥ Zkz{m+|rp|} { n+Tp }
— it ) kE—i+mry, -
Donc, l'identité (4.12) se déduit par identification des coefficients de z* dans le dernier

développement. En utilisant la définition de By, (z;1p) et la troisiéme identité du théoréme
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4.9, la deuxiéme et la troisieme identité (4.13 et 4.14) du corollaire 4.10 nous aurons

I’expression suivante :

mt Iyl m+ |rp,| +n
k
B ity +nep) = ) {k+rp+n} o
k=0 p rp+nep

et le développement (théoréme 4.9 expression (4.10))

n+rp

n
By, (z;1p +nep) = z_”z [j .
2

] (=1 B, (i)
=0 p

Sl I A S LB el
N j+rp k+rp -

§=0 Tp k=0

ey :
_m nt|rp_1] . n m+j+|rp| n+ 1y Iy
- Z < Z k- e (_)
Tp o Jp, LJTTp

k=0 §=0 Tp

m+|rp_1] n .
_ Zp Lk m+j+rp|| [n+rp (—1)" |
— kE+n+mrp, r, LT TP

k=—n J Tp

4.4 Fonctions génératrices ordinaires

La fonction génératrice horizontale des nombres r-Stirling de deuxiéme espeéce [17, Co-

rollaire 10] est donnée par ’expression :
n—+r k
=TT (- t)t. :
S e =¢Tla- e+ (1.15)
n>k r j=0

Un résultat analogue pour les nombres r)-Stirling est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 4.11 Soit .
> n+ |rp| k
By, (z1p) = g { p} 2",
k=0 k+ ‘I'p‘ Tp

Alors, nous avons

_ ktlrp—_1]
n+ |r| N 1\ o
Z{k+,rp,} " = ¢ <t> 2 I[[ a-@+pn™, (416
n>k Pl rp §=0

Zén(z;rp)tn:C)”...(i)m 3 Al (4.17)

k
20 2l T] (1= (ry + )1
=0
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Preuve. Nous utilisons le corollaire 4.7 pour obtenir

n+rp} n { n—|—|rp| } n
t" = t
Z{k+|rp| Z k+lrp-1] +1p

Tp n>k

n>k -
- rpfaj (rpl)t_jz{k iﬁ;y +7p } gt
e ok p-1l +7p),
:rpz_la.(r )t‘j Z { n+rp } )
= - wsi Kt Il )
et puisque {k+|::ﬁ”p}rp =0pourn=~k,...,k+|rp_1| — 1, nous obtenons

Z n+’r10’ g Z n—i—rp £ r’zl ( )t—j
k+ [rpl f,, k+|rp 1| +7p A

n>k n>k+|rp_1] Tp 7=0

La premiére fonction génératrice (4.16) du théoréme découle de 'utilisation de (4.3) et

(4.15). Pour (4.17), nous utilisons la définition de B, (z;1,) et le dernier développement.
O

4.5 Fonctions génératrices du nombre r,-Bell ordonné

Définition 4.12 Une partition ordonnée d’un ensemble fini S est une collection ordonnée

de blocs non vides et disjoints A1, Ao, ... , Ay telle que
k
J4i=s.
i=1

Exemple 4.13 13|2|45 13[45]2 2|13|45 24513 45|13|2 45213

sont des partitions ordonnées différentes de l’ensemble [5] et qui correspondent a la méme
partition non ordonnée {{1,3},{2},{4,5}}.

Théoréme 4.14 [29] Le nombre de partitions ordonnées d’un ensemble a n élémens en

)

(C’est le nombre de surjections de [n] dans [k]).

exactement k blocs est

Soit F}, [30] le nombre de partitions ordonnées d’un ensemble & n éléments et F,, le

nombre de partitions ordonnées d’un ensemble & n éléments tel que les r premiers éléments



Combinatoire de certaines classes de polynomes de partition M.S. MAAMRA 93

soient dans des blocs différents. Nous savons que

n ‘ En
F, = Z(:)J!{?}:ngﬂ et
J:

k>0

" n+r (k+r)(k+r)"
For = Z(Hr)!{j“}r:z or k1 :

=0 k>0

Dans ce qui suit nous notons
n+|rp 1

Fa(siry) = S G+ rp)!{” * 'rp|}rpzj.

j=0 I

Le théoréme suivant nous donne, dans un cas particulier, un résultat similaire & celui des

nombres ry,-Stirling.

Théoréme 4.15 Pour |z| <1 etm =0,1,2,... nous avons
n+|rp_1 Jj+m+1
. n+|r z
S+ Pl et =S G L (2T
. J+rp 1—-2

k>0 7=0 Tp

En particulier pour z = % :
n+rp—1]

k+m)™ P, (k;rp , n+ |rp
Z( . 27>n+k+1( ) - > (J+m>!{ j_:_yrp’}r '

k>0 j=0 P

Pour r,_1 = 0 la fonction génératrice ci-dessus devient

S e et =3 {07 (2

k>0 j=0
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Preuve. En utilisant la fonction génératrice ordinaire de la suite {(k + m)™ P, (k;rp); k > 0},

nous obtenons

> (k+m)™ P, (k;rp)

k>0
n+|rp—1| n+ |I‘ | '
_ sz+m+1 Z { . p } (k +m)mkl
k>0 §=0 J+Tp rp
”Jr‘rp 1|
_ { n + |I'p|} LS (k) ke
j+r >
"-Hl‘ 1
_ ~ {n + \rp\} g1 47 g
m—+j
i J+rp dz =
n+|rp_1| m+j—1
_ < [n+ |yl g+l 4 ar Lo Z i
— Litmp demti\1-z =
n+|rp_1] j4+m+1
A z
= (m+3)!{ .+rp} <1_Z> el <1,
j=0 I I,
d’otu le théoréme est démontré. O

Remarque 4.16 Le théoréme 4.15 montre que le polynome z"»T1F), (z;1p) peut s”écrire

comme suit :

5 k+rp+1
2R, (z31p) = Z (k + Tp)n (k + Tp)r*l‘ o (k+ 7’p)rﬁ (Z + 1) 7
k>0

Aussi, la fonction

n+|rp_1|
Hnm (z rp) _ exp( 2/2) Z (] +m)!{n‘+ |I'p|} LJtm

§=0 I+ )y,

satisfait a ’équation
d
Z2£ (Hn,m (2:1p)) = Hpmt1 (231p) -
Corollaire 4.17 Soient o, X des nombres rééls tels que a > n+ |rp_1| —1 et A > —1.

Nous avons

ZF(k+A+1)(k+m)!Pn(k:;rp)
F'k+a+AX+m+3) k!

k>0

ntrp—1]

~ A z; { +|rp|}rF(j+)\+1)F(a—j+1)(j+m)!,
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ot
1 0
A= t T — tzfl —#) dt ‘
F(Oz+m+2)I’(a+>\+2)e () /0 exp (—t)dt, x>0
En particulier, pour n = 0, r,_1 = 0 nous obtenons
(k) LerArD _ T(A+1)T (a+1)
&\ m JT(k+ta+tri+m+3)  Tla+m+2)T(a+Ar+2)

avec a > —1, A> -1, meN.

Preuve. En multipliant les deux cotés de I’identité du théoréme 4.15 par z

nous obtenons

D (k4 m)™ P, (ksry) 2H (1= 2)

k>0

iyl n+ |rp) . 4
- 3 <j+m>!{. } (L 2)ed

j=0 IHTp )y,

A—m—1 (1 _

95

Z>o¢+m+1

et en intégrant les deux cotés de la nouvelle identité sur 'intevalle [0, 1] nous obtenons

> (k+m)™ Py (kiry) B(k+ A+ 1,0+ m+2)

k>0
n+lrp_1]
- Z (j+m)!{n,+|r”|} BG+A+1L,a—j+1),
— J+7p
j=0 rp
I'(a)T (b)

L’identité connue 3 (a,b) = termine la preuve.

I' (a+b)

Théoréme 4.18 Nous avons

exp (rpt) zexp (t)

n>0

En particulier, pour rp_1 = 0 et r, = r, nous avons

< n+r)
Fo(zr) = (J+m)9 . 2,
= J+r),
tm rlexp (rt
ZFn(z;r)—' = p(rt) 1 |2l <L
n>0 s (1-=z (exp (t) - 1))

Preuve. La fonction génératrice exponentielle de la suite {F}, (z;rp);n > 0} est

" n+lry,|] t"
SR () b = Z<k+7~p>!zkz{ e } o
P Jr,™

n>0 ) k>0 n>0

tn
ZFn (235 n! (1 — 2 (exp (t) — 1))’”P+1F0 <1 — 2 (exp (t) — 1),rp> <1
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En utilisant le corollaire [52, Corollaire 9] nous obtenons
tn
ZFn (z;1p) ]
n>0
exp Tpt)
= D (k) —— Z() 1)*7 Py (i rp) exp (jt)
k>0 =0
k
, zexp (t)) , —z
= exp (rpt) ZPO JiTp) QZ (k+7+ rp)!(k')
>0 J: k>0 ’
; E+rp,+J
= e () 32 (1 00 P smy) oo (0 30 (U7 ) (-t
720 k0 P
j 1
exp (—t) , , 2 Jt+rpt
= IS iy R (o e 1)
Jj=>0
et puisque a partir du théoréme 4.15 nous avons
‘rpfl‘ |I' | p j+7‘p+1
> (k1) Py (ksry) et = (j—i—rp)!{. b } ( ) ,
>0 = J+7p r 1—-=2
alors
tTL
ZFn (Z; rp) H
n>0
Irp_i] jHrp+l
_ eXp(—t)pzl(]_i_T){ ’p’ } zileXp(t) '
2rptl = JHrp)e, \1— F1exp (t)
rp—1] GArp+1
_t P
R SUTET, o iy e —
2P = J+rpl,, (z+1)exp(—t) — =
exp (—t) ( z >
= F 3Ty ).
((z+1)exp (—t) — z) " "\ G+ 1)exp(—t)—z" 7
O
en particulier, quand r,_; = 0 dans le théoréme 4.18 nous obtenons Fy (z;r) = 7! et
rlexp (rt) 1
F, (z;r) , F, (z;0) — , |zl < 1.
nz;(] (z—l—l zexp (t)) ! n§>:0 T 2t 1—zexp(t) 12
(4.19)

Le théoréme suivant utilise la fonction génératrice
partiels de Bell pour déduire une identité sur les
rappelons que les polynomes partiels de Bell (expon

leur fonction génératrice :

donnée dans (4.19) et les polynomes
polynomes partiels de Bell. En effet,

entiels) By, i, (1, T2, ..) sont définis par

= moo (& "
ZBTL,]C (CC]_,(L'Q,...)E = H me% .
n=k m=1
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Ces polynomes étudiés intensivement par Bell [8] paraissent comme un outil mathématique

standard et surviennent en analyse combinatoire. Pour plus de détails, voir [23, 51, 52].

Théoréme 4.19 Nous avons

Byyri1r4+1 (Fo(2:0),2F (2;0),3F5 (2;0),...)
1 n+r+1)— n) .
e _— 1 ! j_
T!(T+1)!( r+1 )Z(J—i_r){j}z

J=0

Preuve. Montrons l'identité
n )\ (k+r n—k
= — . 4.20
HENBINNC (420

n .
En effet, en exprimant le polynome de Bell usuel B, (z;0) = > {?}zﬂ en termes des
j=0

k A
polynomes r-Bell By (z;7) = > I;i:}rzf, 0 < k <mn, nous obtenons

Zj
Ba(50) = exp(-2) 352
iz

. 2’

— )Y G

Jj=0 '

" /n
= Z(k)Bk CRIC s

ou d’une maniére équivalente

2 -2 @i e

ce qui implique l'identité (4.20).
Maintenant, les identités (4.19) impliquent

r+1

tn rlexp (rt) 2
Fp(z;71) — = = rlexp (1) Fn(20) —
; n! (z41—zexp () r;) n!
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Alors, en multipliant les deux cotés extrémes par t"*! nous obtenons

tn+r+1
ZF (z;7) trH:ZF (z;7)
n>0 n>0
4
p— F? . . e —
D ]
n t"
= (r+1)!z< >Fn 1 (1) =
50 r—+1 n

r+1

= rlexp (rt) ZnFn 1(2;0) —

n>1

t’n

= 1+ Dlexp(rt) | D Burp1 (GFj-1(20)) -

n>r+1
et ceci implique
t’l’b
> Buyi1 (Fo(2;0),2F1 (20),3F (%0),...) —
n>r+1 G

n
n!

- ff{prﬂ 'Z<r+1> v Gir)
= m;;of; (ch:O <Z> <Tf_ 1) (=) F_yy (2;7")) :

Ce développement et I'identité (4.20) impliquent

Bn+r+1 r41 F() zZ; 0) 2F1 (Z O) 3F2 (270),)

(" 1)k () oA
= Hl.(”;fiil) () o (gpuen{t) -
T R e

=

(r+1) rl(r+1)! (=r
(—r

k
_ 1 n+r+1 ;
N r!(r—{—l)!( r+1 )Z;J—i_r {} ’

et ceci implique, par identification, I'identité désirée.
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4.6 Récurrence pour les polynémes r,-Bell ordonnés

Soient [}] le nombre de Stirling de premiére espéce et les nombres (4.3)

ax (tp1) = (—)Flh S H[} poal = 1+ dpr.

. 1 —1
=k Jp

Le polynéme F), (z;r,) peut sécrire dans la base {F,y (2;7p): 0 <k <n+|r,_1|}

comme suit :

Théoréme 4.20 Nous avons

[rp—1]
Fy(zirp) = ak (Tp—1) Fok (257p)
k=0
ou plus généralement
rp—1]
F, (Z§rp+q) = aj (rp—l)Fn+k (Zirpa---arp—l-q)'
k=0

Preuve. En utilisant le fait que

(ot =30 (-1 |7 ot
— J
j
et (4.18) nous obtenons
k
) _ o T Z
F,(zr,) = z+1“’“,§0 k4 )" (k+ 7)™ (k+rp)p<1+z>
B Zk+rp (k + rp)™- '(k—i—Tp)T”( z \*
z+17“p+1k>0 (k + rp)™ 1+2
X3 (~1) M (k4 1)
=0 J
= z + 1 rp—i-l Z |: :|
xz(k + Tp)nﬂ (k + Tp)Ll' - (k+ Tp)ip < ; >k
= (k 4 7p)tm 1+ 2

Tm
= Z (71)”*] |:T;n:| Fn+j (Z;rp - 7,‘Tnem)v m = 1’27 e P L.
7=0
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Alors

Fo(z1py) = i Zl (— 1)l [m] rp—l}pnﬂp_ﬂ(z;rp)

: : ' -1
=0 jp—1=0 N p

[rp—1]
_ 71 Tp—1
_ (_1)|rp71| an+k (1) Z [ } [.p ]
k=0 g tl=k e
[rp—1]

= ag (tp—1) Fopp (237p) -

k=0
O
Le théoréme suivant exprime le polynéme F), (z;r,) dans la famille de bases
{szn(z;j+7“p+1); j:O,...,\rp_ll}.
Théoréme 4.21 Nous avons
‘rp—ll |I' | )
F, (z;1p) = Z {j —l—pr} 2y (2] +1p) -
7=0 rp
Preuve. A partir du théoréme 4.18 et par le fait que Fy (z;7) = r! nous avons
ZF (z;r )ﬁ = exp(—t)u™ T Fy (zu;r,), u= exp () |z <1
B R z+1—zexp(t) '
n>0
= exp(—t)u " Fy (zu;ry)
‘rpfl‘ |r | . )
j=0 Ul
lrp—1]
Ty } j . "
= 2 FY Falzi+m)
|
= {j +1p r om0 n!
nlrp—l‘ |I' |
- SO Sne
> { ; } Z %) T )
n>0'" =0 \J Ty,
Par conséquent le théoréme est démontré. O

Corollaire 4.22 Nous avons

{n—i—\rp\} _'r“'{ yr,,y} {n+j+rp}
k+mp v i Jj+rp k+mp i+

Tp
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Preuve. En utilisant 'identité des théorémes 4.18 et 4.21 nous obtenons

ntrp—1]

n+ |1yl
Fo(zrp) = Z (k:+7’p)!{k+rp} 2F
k=0 P lry
[rp—1]

Zan (27] + TP)

= Tyl N n+j+1p i

= Z z]Z(z—I—j—i—rp)! . z
= J+7p o $=0 1+t 4y
ntlrp—1| [rp-1f

U {5} frri)
k=0 j=0 J+Tp rp T Jtrp

g

Remarque 4.23 L’identité du corollaire 4.22 est la méme que celle du corollaire 11 donné

dans [49].



Chapitre 5

Restrictions des nombres de

Stirling de deuxiéme espéce

5.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’exploiter quelques propriétés des polynémes chromatiques
d’un graphe pour étudier plusieurs restrictions des nombres de Stirling de deuxiéme espéce.
Nous rappelons que les polynémes chromatiques ont été introduits d’abord en 1912 pour les
graphes plannaires, par George David Birkhoff [11] qui cherchait & démontrer le théoréme
des quatre couleurs. Par la suite ils ont été étudiés par Whitney [68, 69], Birkhoff et Lewis

[12], Read [54] et plusieurs autres auteurs.

Le polyndéme chromatique peut étre utilisé comme un outil pour trouver le nombre de
partitions possibles en sous ensembles indépendants de sommets d’un graphe. Il peut
aussi étre utilisé pour déduire des identités relatives au nombre de partitions possibles
d’un ensemble fini sous cetaines restrictions particuliéres telles que le nombre de Stirling

de deuxiéme espéce [67].

5.2 Deéfinitions

Pour un graphe donné G = (V,E) d’ordre n et A € N, une application f : V —
{1,2,..., A} est appelée une A-coloration de G si f(u) # f(v) pour tous sommets u et v
adjacents dans G. Les deux A-colorations f et g de G sont dites distinctes si f(x) # g(x)

pour un certain = dans G. Le polynome chromatique, noté P(G, \), compte le nombre des
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A-colorations de GG. Par exemple, il est connu que pour n > 1, nous avons :

P(On,\) = A\,
P(Kn,A) = (N)*,
P(Ty,A) = AX(A—1)""1,

ol Oy, est le graphe d’ordre n et sans arétes, K, est le graphe complet d’ordre n, T, est
un arbre d'ordre n et (A2 =AA—=1)---(A—n+1)sin>1et (V)2 =1.

Plus généralement, le polynéome chromatique d’un graphe G peut s’écrire comme suit
(voir [26, Thm. 1.4.1]) :

PEN = Y (@) (W
i=x(G)
ol «; (G) est le nombre de partitions de ’ensemble V' en i sous ensembles indépendents

(appelés blocs) et x (G) est le nombre chromatique du graphe G.

Pour une utilisation ultérieure, nous rappelons que, si Gi = (Vi, E1) et Go = (Va, E9)
sont des graphes dont leurs ensembles des sommets respectifs sont disjoints, leur réunion
est définie par le graphe G1 U Gy = (V1 UV, By U E3) et par conséquent P(Gp U Ga, \) =
P(G1,\)P(G2, \), (voir par exemple [26, Sec. 1.2])

Dans ce chapitre, pour un graphe donné H, nous présentons quelques propriétés des
familles de graphes O,,UH, K,,UH et T,,UH. Nous donnons quelques relations recurrentes
pour les coefficients oy, (O, U H) , o, (K, U H) et o, (T}, U H) des polynomes chromatiques
de ces trois familles de graphes et quelques résultats sur la log-concavité la fréquence de
Pélya-pour des suites associées a ces coefficients. Nous présentons aussi trois applications

sur certaines classes restreintes des nombres de Stirling de deuxiéme espéce restreints.

5.3 Relations récurrentes et quelques conséquences

Soient H un graphe & h sommets, O,, le graphe a n (> 1) sommets et sans arétes et
posons Oy le graphe sans sommets, K,, le graphe complet a n (> 1) sommets avec Ky un

graphe sans sommets et T}, un arbre & n (> 1) sommets avec Tp un arbre sans sommets.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques relations récurrentes pour les coefficients ay, (O, U H) ,

ai (KnUH), ai (T, U H) ainsi que quelques conséquences.

Lemme 5.1 Soient k un entier non négatif, A\, des nombres réels. Nous avons

(A —2) NE= ML (1 — o) AR,
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Preuve. L’identité recherchée découle de expression A2 donnée par :
MEL_NEN—k)=XeN—z+z -k =M\—z) - \(k—2).

Proposition 5.2 Soient n, k des entiers non négatifs. Supposons que

P (G, A) = (A —8p—-1) P(Gp-1,\) avecn > ng,

104

pour un certain entier ng non négatif et des nombres réels sg, ..., sp—1 tels que sg = 0.

Pour n > nog, Nous avons

(k — sp—1) ax (Gp—1) + a—1 (Gn—1) si x(Gn) <k<n

0 sinon

673 (Gn) = {

Preuve. Il est évident que si k < x (G) ou k > n, oy (G,,) = 0.

Pour x (G) < k < n, en utilisant le lemme 5.1 nous arriverons facilement a déduire la

valeur de oy, (Gy,)

g

Proposition 5.3 [26] Soit H un graphe contenant un K, comme un sous-graphe, et soit

G le graphe obtenu a partir de H en ajoutant un nouveau sommet w qui est adjacent

seulement aux sommets de K, (w est dit un sommet simplicial), alors nous avons

P(G,\) = (A—1)P(H,\).

Théoréme 5.4 Soient n, s, k des entiers non négatifs (> 0) avec 0 < s < n. Alors,

ar (O, UH) =0 stk < x(H) ouk >n+h et pour x (H) <k <n+h nous avons

o (O U H) = zk: {S:j}gj (On_s U H).

j=x(H) J

En particulier, pour s = n, nous obtenons

o (O U H) = Zk: {n_l:j}aj (H),

J=x(H) J

ot les nombres {Z}r sont les nombres r-Stirling de deuziéme espéce.

Preuve. A partir de [26, Sec. 1.2] nous avons pour 0 < s <n
P(O,UH,\) =XNP(O,—sUH,\).
Donc, puisque le graphe O, U H est d’ordre n + h et

X (On U H) = max (x (On) , x (H)) = max (1, x (H)) = x (H),
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nous pouvons dire que si k < x (H) ou k > n + h,
(677 (On U H) =0

Dans le cas ou x (H) < k < n+ h, nous avons

n+h n+h—s ‘ n+h—s '
> ap(OnUH)NE=X Y 0 (Op s UH) (N, = > 0 (On-s UH) X (A
k=x(H) Jj=x(H) J=x(H)

En utilisant identité connue (z + j)° = > 7, {ZE ’ (2)E, voir [17], nous pouvons écrire

s J_ iy s NS > 5+ iy _ ok
NV =P = S )

et puisque (AL (A — )& = (A2 nous obtenons

X (V) = Z{ZH} (VR = f{;’} (VE.

k=0 k=j
Alors
n+h n+h—s s+j S+j
k
> ax(OnUH)(NE = 'Z aj(On_SUH)Z{ N }()\)
k=x(H) j=x(H) k=j J
n+h k S+j
k
- > Y wOnum {7
k=x(H) J=x(H) J

g

Théoréme 5.5 Soient n, s, k des entiers non négatifs (> 0) avec 0 < s < n. Alors,
ap (KphUH) =0 si k <max(n,x (H)) ouk >n+h et pour max(n,x (H)) <k <n+h
nous avons

k

ap (K, UH) = Y (ksj) (j+ 5 —n)H=r a; (Kp_s U H).
j=max(n—sx(H))

En particulier, pour s = n, nous avons

k n )
ay (K UH) = .Z (k ) () 0y (H),
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Preuve. A partir de [26, Sec. 1.2] nous avons P (K, UH,A\)=(A—n+1)P(K,_1 UH,\),

nous pouvons facilement déduire que :
P(K,UHA)=A\X-n+s),P(K,_sUH,\), 0<s<n.
Puisque le graphe K,, U H est d’ordre n + h et
(K U H) = max (x (Kn) , x () = max (n, x ().
nous pouvons dire que pour k < max (n,x (H)) ou k > n + h, nous avons
ai (K, UH) =0,

et pour x (H) < k < n, nous avons

n+h n—s+h
Y ap(KnUH)(N), = (A—n+s)* > a; (Kn_s UH) (M.
k=max(n,x(H)) j=max(n—s,x(H))
n—s+h

= > aj (Ku_sUH) (A —n+s)EN\)L.
j=max(n—s,x(H))

Par le fait que la suite des polynémes ((A)%,n > 0) est de type binomial, ’expression

(A —n + 5)% (M) peut s’écrire comme suit :

A=—n+s) N, = A—j+i+s—n)EN)L

= Z(Z) (G+s—n)FA—j)ENY
k=0

= ~(5) s —n)=E ()
S () e
s+j

- Z(k:?) (j + s —n)=H=E ()E,
k=j

Dong, il résulte que

n+h

Y (K UH) (V"
k=max(n,x(H))
n—s-+h s+j

= . S . s+j—k
= Z aj(KnSUH)Z(k_j> (j+s—n)H=E Ak
j=max(n—s,x(H)) k=j
n+h k s A
= Y. > <k B j> (j+s—n) T FEa; (K, ;UH).
k=max(n,x(H)) j=max(n—s,x(H))

L’identification des coefficients de ()\)E compléte la démonstration. U
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Théoréme 5.6 Soient n, s, k des entiers non négatifs avec 0 < s < n. Alors
ar (T, UH) =0 pour k < max (2 — 0(n=1) — 26(n=0)s X (H)) ou k>n+h,
et, pour max (2 = O(n=1) = 26(n=0); X (H)) <k <n+ h nous avons

k .

s+j5—1

an(T,UH)= { kil } a; (Tp_y UH).
j=max(k—s,0) J=1

En particulier, pour s = n, nous obtenons

L fs4j—1

ap (T, UH) = Z{S I ! 1 },_10@' (H)
j=1 J
Preuve. Vu que le graphe T}, U H est d’ordre n + h et que nous avons
X (T U H) = max (x (T,) , x (H)) = max (2 = (n=1) — 20(n=0), X (H)) ,
alors nous déduisons que si k < max (2 — S(n=1) = 20(n=0); X (H)) ou k >n + h alors
ap (T,UH) =0,
et pour max (2 = O(n=1) = 26(n=0)> X (H)) <k<n+h
P(T,UH,\) =P (T, )P(HX\)=AX(A=1)""1P(H, N,

ce qui donne
P(T,UH XN =WAN-1)°P(T,—sUH,\), 0<s<n.

Cette relation est équivalente a

n-+h n—+h—s

Y (TUH)(N = Y a; (Thos UH) (A= 1)* (W)
k=0 j=0

De méme que A* (A\)2 (voir la preuve du théoréme 5.4), nous obtenons
s+j .
NS s+j—1 k
a-vi= T o
k=j J

Alors, la derniére équation devient

ko , B k
Zak (T,UH)(\* = Z a;j (Tn—s U H) Z{ k—1 }._1 (M)
k=0 7=0 k=3 J
n+h k .
k s+j—1
= Z (A ‘ Z { E—1 }laj (Th-s UH),
k=0 j=max(k—s,0) J
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Corollaire 5.7 Soient n, k des entiers et

HY:=0,UH pour O=0, K, T.

Supposons que n > nOD, o nOO = né( = ng —1=0.

Si x (HE) <k <n+ h, nous obtenons
Qy (HE) = (k — SE_1> Qg (HE—I) + Qg1 (HE_1> ,
K
n

et ay, (HnD) =0 autrement, ot s9 =0, s .
De plus, x (H?) = x (H), x (HY)=mazx(n,x (H)) et x (Hy) = maz (x (Tn), x (H)) -

Preuve. Il suffit d’observer que P (HE, )\) = ()\ — 3571) P (HEA, )\) , > nOD, (voir pro-
position 5.3) et appliquer la proposition 5.2. Nous notons que la derniére égalité et les
valeurs de (HE) sont bien connues comme résultats dans la littérature (voir par exemple
[26, Sect. 2]). O

Pour la proposition suivante, nous rappelons quelques définitions et résultats sur la

log-concavité, la fréquence de Pdélya et la g-log-convexité.

Une suite (uy;n > 0) de nombres réels non négatifs est appelée log-concave (LC) si
Ui 1 U1 < u? pour tout i > 0, et, elle est une suite de fréquence de Pélya (ou une
suite PF ) si tous les mineurs de la matrice A = (u;—;); ;>0 ont des déterminants non
négatifs (ou uy = 0 si k < 0), pour plus d’information voir [35]. Une suite de polynomes
réels (Pn(q),n > 0) est dite g-log-convexe si le polynome P,,(¢)? — P,—1(q)Poy1(q) a des
coefficients non négatifs pour tout n > 1, (voir [58, 59, 71]).

En particulier, soit (T'(n, k), n,k > 0) une suite de nombres non négatifs satisfaisant

pour n > k > 1 la récurrence suivante :

T (n. k) (ain +agk +a3)T (n—1,k)+ (bin + b2k +b3) T (n—1,k—1), si0<k <n
n, k) =

0 sinon
avecT(0,0)>0, a1 >0,a1+a2>0, a1+a3>0et by >0,b1+by >0, b1 +by+0b3>0.

Il a été montré :

1. dans [40, Thm. 2] que, pour chaque n fixé, la suite (T (n, k), 0 < k < n) est stricte-

ment log-concave.

2. si nous avons aghy > aibs et ag (b + b2 +b3) > (a1 + a3) be, cette suite est de

fréquence de Pélya [65, Cor. 3] et de plus,
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3. en posant Tp, (¢) = > p_o T (n, k) q~, si (agby — a1ba) n+agbok +aszbs —aszby > 0 pour
0 < k < n, alors, la suite des polynomes (T}, (¢), n > 0) est g-log-convexe [42, Thm.
4.1].

Proposition 5.8 Pour n,k > 0, soit

n

k

HY o) et U a) =Y Ubhd"
k=0

O _
Unk = Oy (

Alors,

1. pour 0= 0, K, la suite (UEk, 0<k< n) est strictement log-concave,
2. pour = 0, K, T, elle est une suite de fréquence de Pdlya et

3. pour = 0, K, la suite des polynémes (UnD (q)) est q-log-conveze.

Preuve. Nous avons U(?o = UO{(O =ap(H) =1et Ug:o = apy1 (71 UH) = 1. De plus,

pour n > k > 1, le Corollaire 5.7 implique
UnD,k = U571,k71 + <k +h+ng — ”E—l) Uan,k-

Dong, la log-concavité découle de [40, Thm. 2], la fréquence de Pélya de [65, Cor. 3] et la
g-log-convexité de [42, Thm. 4.1]. O

5.4 Application au graphe K, U---UK, UO,

Soit p > 1 un entier. Nous considérons le graphe Gy, r, = K, U---U Krp U O,, d’ordre

n+mr1+---+rp, dont le nombre chromatique

X (Gn,rp) = max (X (K’"l) % (Krp) ,X(On)> =max (r1,...,7p, 1).

Avant tout, nous rappelons la définition du nombre (71, ..., 7,)-Stirling de deuxiéme espece

introduit par Mihoubi et al. dans [43, 52] .

Définition 5.9 Soit Ry, ..., R, des sous ensembles de l'ensemble [n] avec |R;| = r; et R;N

R; = @ pour touti,j =1,...,p, i # j. Le nombre (r1,...,rp)-Stirling de deuziéme espéce,

p > 1, noté { ]?}Tl . » compte le nombre de partitions de l’ensemble n] :={1,2,...,n} en
el p

k sous ensembles non vides (appelés blocs) tels que les éléments de chacun des p ensembles

Ry,..., R, soient dans des blocs différents.
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A partir de cette définition, nous pouvons facilement voir que ces nombres vérifient les
propriétés suivantes :

n
{k} =0, n<r+--+rouk<max(ry,...,rp,1),
T1,--Tp

{:} :{Z} siry,...,rp—1 € {0,1},
Tl T

n n .
{ i } = { } pour toute permutation o sur 'ensemble {1,...,p}.
T1,--Tp ra(l),...,r(,(p)

En outre, pour r1 < rg < -+ < 1y, le coefficient oy, (Gnmp) représente le nombre de
partitions de l'ensemble a n + |rp| sommets du graphe G, r, en k sous ensembles indé-
pendents (appelés blocs), et par la définition du graphe G, r,, les éléments de chacun des
p sous graphes KTI""’KTP doivent étre dans des blocs distincts. Donc, ce nombre est

exactement {"J“llr" |}r . Alors, nous pouvons dire que
P

n+[rp|
o (Gnn) = {"
I'p

En particulier
ay (K, UOy) = {”ZT} et g (Op) = {Z}

Maintenant, nous présentons de nouvelles démonstrations & certaines propriétés des nombres

(r1,...,7p)-Stirling de deuxiéme espéce ainsi que d’autres résultats.

Théoréme 5.10 Pourry <1y < --- <rp, le polynome (z + rp) 2+ -+ (2 +1rp) 2= (2 +1p)"

peut s’écrire dans la base {(Z)E, E=0,1,...,n+ |rp,1|} comme suit

”+|rp—1|
L, Tp—1 n_ n + |rp| k
(z+mp)t+ -+ (2 +rp)2= (2 +1p) ) { ko) (2)%,

k=0
oury = (r1,...,7p) €t |rp| :=11+ -+ 1y En particulier, nous avons
(4
(z47)" = { } (2)E.
kzo k+r),

Preuve. A partir de [26, Sec. 1.2], le polynéme chromatique du graphe G, peut s’écrire

sous la forme suivante :

P(Gnryz+1p) = P(Onyz41y)P(Kpp,z41p) P (Kpy,z+1p)
= (z+471rp)" (z4+rp)2(z4+1p)2 - (2 +1p)2,
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et, par définition du polynéme chromatique nous avons,

n+|rp_1| n—l— |I' |
P(G”vrp’z—l_rp) = Z { k‘+7“p
k=0 4

} (z+ Tp)kwp
rp

_ ngpjll {” * ’rp’}rp (2 + 1) (2)E.

e k+rp

ce qui termine la démonstration du théoréme. O

Remarque 5.11 A partir de [62] ou [26, p. 102] nous avons l’identité suivante

I e (R :
Qp (Gn,rp) T JZ%( 1) <])P (Gn,rpvj)v

ou d’une maniére équivalente,

n+ [y 1 kit
p = - -1 k+’”P—j< . p> L () "
s } G 2 Y g )T
k
1 k—j kE+r . . .
= — —1)F 7 p LE N T n
(k‘*‘rp)!jzg( ) <j+rp) G+7) U rp) (3 1)

k
1 i (kY . . , 1
= a0 (G GG
" j=0
Donc, les deux valeurs initiales de ces nombres sont données par

{”+|rp|}r = (rp)" (rp)L- - (rp)2=t,

r
p P

{nrjlrﬂ}rp = (rp+ 1) (rp+ D)2 (rp + 1) — (rp) 2 (1p) 2= ()"

Maintenant, posons K, UH := K, U---UK, UO, (i=1,...,p) dans le théoréme 5.2

et nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 5.12 Soient n,k des entiers non négatifs avec n > |r,|. Alors, pour i fizé dans

lensemble {1,...,p}, sir; > 1 nous avons

n n—1 n—1
{k}r B {k_l}r —e-+(k+1_ri){ k }r —e"
p p 2 j4 7

¢ vecteur de la base canonique de l’espace RP.

ot e; est le 1°™

Un cas particulier du dernier corollaire, lorsque p = 1 nous obtenons l'identité connue

U= o e )

En posant H := an1 U---u Krp dans le théoréme 5.4 nous obtenons le corollaire suivant :

suivante
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Corollaire 5.13 Soient n,k des entiers tels que rp <k <n etn > \rp\ . Nous avons

k .

n s+ n—=s
:E <s<n-— .
{k} { k }J{ J } Osssninl

P J=rp P

En particulier, pour s = 1, ces nombres obéissent a la relation récurrente suivante :
n n— 1} n—1
G L
{k}rp {k —1 rp k rp
et pour s = n — |rp| nous obtenons
k .
nlo_ Z n—|rp| + 7 [Irpl
k. : k g i
p J1="p ] ry
En particulier, pour p = s = 1 dans le corollaire 5.13, nous obtenons 'identité connue
n n—1 n—1
= k
{k}r {k_l}r+ { k }7'7

et pour s =n —|r,|, p =2 et (r1,72) = (1,7) dans le corollaire 5.13, nous obtenons

G, = e, =

Maintenant, a ’aide de la proposition 5.8, nous pouvons énoncer le corollaire suivant :

Corollaire 5.14 Pour 0 < k <n posons
U (n, k) = {n—l— ‘rp‘} ‘
]{: + |rp| rp
Alors, la suite (U (n,k), 0 <k <n) est log-concave et une suite de fréquence de Pdlya ,

et la suite des polynomes (U, (q),n > 0) définie par

[+ |1yl k
Un(‘]): { p}q
kzo k+ vyl ),

est une suite q-log-convexe.

5.5 Application au graphe Ky,..r, U O,

Soit p > 2 un entier. Pour une deuxi¢me application des polynémes chromatiques, nous
considérons dans cette section le graphe K, = Ky, U O, d’ordre n+r1+--- 417, et

dont le nombre chromatique

X (Kn,rp) = max (X (Krl,“.,rp) % (On)) = max (p,1) = p.
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D’une maniére similaire aux nombres (71, ..., rp,)-Stirling de deuxiéme espéce, nous présen-
tons ici une nouvelle classe des nombres de Stirling qui ont aussi une relation de récurrence
triangulaire.

Pour commencer, nous donnons la définition suivante :

Définition 5.15 Soient Ry,..., R, des sous ensembles de l’ensemble [n] avec |R;| = r;
et Ry N R; = @ pour tout i,j = 1,...,p, i # j. Le nombre K (rq,...,rp)-Stirling de
deuziéme espéce noté {Z}K(n,..‘,rp)’ compte le nombre de partitions de l’ensemble [n] en k
sous ensembles non vides (appelés blocs) tel que si x € R; ety € R; avec i # j, alors

chaque bloc ne doit pas contenir simultanément x et y.

A partir de cette définition, nous donnons les propriétés suivantes :

k

{n} = {n} siry,...,mp €{0,1},
k K(r1,...,mp) k ri+...+7p

W -
k K(ri,...,rp)

En outre, pour 71 < 79 < --- < 7, le coefficient oy, (Kmrp) représente le nombre de

n
{} = 0, n<ri+---+rpouk<p,
K(ri,..,mp)

—N

n .
k‘} pour toute permutation o sur ensemble {1,...,p}.
K(Ta(l)""zTa(p)

partitions de I'ensemble & n + |rp| sommets du graphe K, r, en k sous ensembles indepen-
dants (appelés blocs), et par la définition du graphe K, deux éléments du sous graphe

Kyy,..rp, T € Ri ety € Rj, avec i # j, ne peuvent pas appartenir au méme bloc. Donc, ce

+~-~+rp}
k K(r1,...,rp)

n+ri+-o+r n+ |rp|
Qe (Kn’rp) = { k p} = { k p } .
K(Tlv“'vrp) K(PP)

En posant H := K, ., dans le théoréme 5.4 nous obtenons

nombre est exactement {"+T1 . Alors, nous pouvons dire

Corollaire 5.16 Soient n, k des entiers tels que p < k <n et n > |r,|. Nous avons

k .
n s+j}{n—s}

:Z ) , 0<s<n—|rp.
{k}K(rp) { kLU g Ik,

Jj=p
Pour s =1 nous déduisons que ces nombres obéissent a la relation de récurrence :

{Z} :k{”;l} +{Z_1} . n>k> 1.
K(rp) K(rp) ~ Uk,

et pour s =n — |rp| dans le corollaire 5.16, nous obtenons

k .
(1 _yfrmiea
ke, 4 k iUJ k)

J=p
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En particulier, pour s =1 = --- =1, = 1 dans le corollaire 5.16 nous obtenons 'identité

R AR v,

k), k), k—1),

Remarque 5.17 En posant s =1 et k =p oup+ 1 dans le corollaire 5.16 et a l’aide des
identités données dans [72] et [26, Lemme 4.4.2] par

|rp|} { |rp| } < ri—1
= 17 = 2'7 - D,
{ P JK(,) P+ ke, 2

J=1

connue :

nous obtenons les deux premiéres valeurs de ces nombres

(- 05
Pk (ry) p )

_ _ 1 P
{ n } _ {n |rp|+p}+{n rp| +p+ } oty
p+1 K(l‘p) p+1 D p+1 p+1 j=1

Proposition 5.18 Soit

Alors, nous avons
(exp (A B ()\; Kn,up)) , n>1,
Tp ()\) )

ot By, (\) = Z?:o {?})\j est le polynome de Bell classique.

S[=

B (X Knyr,) = Aexp(—A)
B (X Kox,) = Br,(V)---

Sy

Preuve. A partir du corollaire 5.16 nous avons

n+\rp\} K {n+!rp!—1} ! {n+\rp\—1} k
> M=k = A
{ k K(rp) k k—1 K(rp)

k>1 k>1 K(rp) k>1
ce qui donne la premiére identité. La deuxiéme découle du [26, Lemma 4.4.1]. O
Corollaire 5.19 Pour n > |r,|, la suite des nombres {Z}K(rp), k=pp+1,...,n, est

log-concave.

Preuve. Nous appliquons le théoréme de Rolle sur la fonction f,, (A) := exp (A) B ()\; Kn,rp)
et nous utilisons le fait que les racines du polynéme B,, (A) sont réélles et non positives (voir
par exemple [65]) pour conclure que (par récurrence sur n) que le polynéme B ()\; Kn,rp)
a seulement des racines réélles non positives. Par la suite, nous appliquons l'inégalité de

Newton [33, p. 52] pour compléter la démonstration. O
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5.6 Application au graphe T, U---UT, UO,

Soit p > 1 un entier. Pour donner une troisiéme application des polynémes chromatiques,

nous considérons dans cette section le graphe 75, ., = TT1 U---u TTp U O,. Ic

X (Tmrp) = max (X (Trl) sy X (Trp) ,X(On)> =min (ry,...7p,2).

De la méme facon que les nombres ci dessus, nous présentons ici une nouvelle classe des
nombres de Stirling qui ont aussi une relation de récurrence triangulaire. Alors, nous

commencons par donner la définition suivante :

Définition 5.20 Soient R1,..., R, des sous ensembles de l’ensemble [n] avec |R;| = r;
et RiNR; = @ pour tout i,j = 1,...,p, i # j. Le nombre T (ry,...,rp)-Stirling de

deuxiéme espéce, noté {Z}T(Tl compte le nombre de partitions de l’ensemble [n] en k

yeesTp)’
sous ensembles non vides (appelés blocs) tels que l’élément minimum de l’ensemble R; ne

peut pas étre dans le méme bloc qui contient un autre élément de R;, i =1,...,p.

A partir de cette définition, nos pouvons déduire ce qui suit :

{n} = 0, n<ri+---+rpork<min(ry,...7p,2),
k T(r1,...,mp)
n n .
{k} = {k‘} 1fr1,...,7“p6{0,1},
T(rlr"?TP)
n n .
{kz} = { } pour toute permutation o sur ’ensemble {1,... p}.
T(’f’l,...,T‘p) K(TU(1)7“‘7TU(1)))

En outre, puisque les arbres de méme ordre ont le méme polynéme chromatique, il est
suffisant d’appliquer de tels résultats aux graphes étoiles. Donc, choisir 7} en tant que
graphe étoile & 7; sommets (7; = Ky ,,—1 ) et dont I’élément minimum est le sommet

universel de R; (I’ensemble des sommets de 1'arbre T;).

Donc, le coefficient a, (T n,rp) représente le nombre de partitions de 'ensemble & n + |rp)|
sommets du graphe T, ., en k ensembles indépendants (appelés blocs), et par défini-
tion du graphe Ty, r,, le sommet universel de T;, (i = 1,...,p) ne peut pas étre dans

le méme bloc qui contient un autre élément de 7,. Donc, ce nombre est exactement

{n+r1+};...+rp }T(rl,...,rp)'

Alors, nous pouvons conclure que

n + r + e + T n + r
ar, (Tor,) = { 1 k p} - { k| p|} '
T(r1,....,rp) T(rp)
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Théoréme 5.21 Pour1l <7y <1y <--- <1y, le polynome 2P (z— l)m"_p peut s’écrire

dans la base {()\)E, k=0,1,....,n+ |rp|} comme suit :

7’L+|I‘p‘ TL+ |I' |
T(rp)

k=0

En outre, nous avons

{n—i—|rp|} _ {n—|—|rp|} '
ke, ko Jrey-pt1)

Preuve. A partir de [26, Sec. 1.2], le polynome chromatique du graphe T}, r, est
P(Tn?rp,z) = P(On,z)P(Trl,z)---P(TTp,z) (5.1)
_ (Z)n+p (z — 1)|rp|—p
n+|rp|
n+ |rp| .
= Z { ) P } (2)t.
i=0 T(rp)
Ceci donne le premier résultat. En particulier, nous avons
" (n+r
oy = T G
k
k=0 T(r)
et en combinant ce résultat avec I'identité (5.1) nous obtenns le deuxiéme résultat O

En choisissant H := T, r, U -UT, r, dans le théoréme 5.4 nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 5.22 Soient n, k des entiers tels quet 2 < k < n et n > |r,|. Alors, pour

1<r < <1y, nous avons
n b s+7] [n—s
B SPHTh ozezemr
T(rp) j=2 J J T(rp)

En particulier, pour s = 1, ces nombres satisfont a la relation de récurrence triangulaire

T (A
Flre,y Wk =1lrq,) ko dre,

et pour s = n — |ry| nous obtenons

k .
n -y n!rp!+3}{|rp|}
{k‘}T(rp) { k iLd ey

Jj=2

sutvante :

Pouri=1,...,p, en posant s =1et T,, UH = T,n1 U---u Trp U O,, dans le théoréme

5.6 nous obtenons le corollaire suivant :
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Corollaire 5.23 Soient n, k des entiers tels qut 1 < k <mn etn > |r,|. Alors, pour i fixé

(t=1,...,p) avec r; > 1, nous avons

Qg (Gn,rp) = (k - 1) L (Gn,rp—ei) + ag-1 (Gn,rp—ei) , n>1

Remarque 5.24 Pour 1 < 7 < --- < rp, alors d’une maniére similaire a la remarque

5.11, nous avons

k
”+rp} 12 k=5 (K ntp (s Iep|—
=5 (DT )= 1),
{ ke re,y Ko J

et puisque x (Tn,rp) = 2, quand r1,...7p > 1, alors les deux premiéres valeurs de ces

nombres sont données par :

{n + |I'p|} — 2n+p—1 {n + ’rp’} — 3n+p—1 % 2\rp|—p—1 _ 2n+p—1
2 ey 3 ey

et pour 1y = --- =1, = 1 nous avons

el = 1)

De maniére similaire au corollaire 5.14, nous avons

Corollaire 5.25 Pour 0 < k < n posons
V(n,k) = {"+ ‘rp‘} .
kol e,

Alors, la suite {V (n,k), 0 <k <n} est log-concave et de fréquence de Pdlya, et la suite
des polynomes {V,, (q) ,n > 0} définie par

_ ~[n+ |rp] k
Vn (Q) - Z{k _|_ |rp|}T(rp)q

k=0

est une suite q-log-convexe.



Conclusion et Perspectives

Dans cette thése, nous avons essayé d’étudier les polynémes de partition associés & une
classe particuliére de graphes et leur contribution dans le domaine de la combinatoire

énumerative.

Ce travail n’est qu’'une premiére investigation et un point de départ pour mener les

chercheurs a travailler sur d’autres classes de graphes.

Des perspectives ont déja exploité ce travail pour trouver d’autres identités relatives aux

differenciation et les opérateurs de création et d’annihilation en mécanique quantique.

A travers les chapitres de cette thése, nous pouvons savoir & quel point les polynomes de
partition peuvent étre un outil trés efficace pour extraire facilement des identités, et des
relations récurrentes qui étaient tres difficiles & déduire a travers des techniques classiques

de la combinatoire énumérative

Les polyndémes de partition et les polyndémes chromatiques peuvent étre utilisés pour

résoudre ou exprimer plusieurs concepts mathématiques et combinatoires.

Le nombre Stirling du deuxiéme espéce {Z} énumere le nombre de partitions d’un en-
semble de taille n en k blocs non vides. Une interprétation théorique graphique de ce
nombre (le nombre de partitions du graphe vide (sans arétes) d’ordre n en k sous ensembles
indépendants non-vides), admet une généralisation naturelle aux graphes arbitraires com-
posés d’un stable a n sommets et p cliques (les nombres (71, ..., r,)-Stirling de deuxiéme

espece).

Une interprétation plus analytique, le coefficient de z* dans le polynome de partition p(z)
(ou le coefficient de xzt dans le polynéme chromatique) pourra étre donnée et plus préci-
sément en mécanique quantique (les opérateurs bosoniques de création et d’annihilation)
[13, 14, 37].

Les nombres de Stirling de deuxiéme espeéce satisfont aussi a la relation suivante :

@D)" f(z) = {Z}kak.

k>0

118
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ol f est une fonction arbitraire et D est la différenciation par rapport a x. Plus généra-
lement, chaque mot w en alphabet {z, D} pourra étre identifié par un nombre de Stirling
de deuxiéme espéce restreint. Cette identification reste & étre représentée et interprétée

par les polynémes chromatiques.
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