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Introduction

Parmi les polynômes de partition les plus connus en combinatoire énumérative, nous

citons les polynômes partiels de Bell qui ont été introduits par Bell (en 1927) [8]. Ces

polynômes ont été précédemment utilisé par Faa di Bruno (en 1855) [28] pour exprimer les

dérivées des fonctions composées. Par la suite, ces polynômes ont trouvé de nombreuses

applications en combinatoire, en théorie des probabilités et des statistiques, ainsi qu�en

théorie des nombres. Ils ont aussi joué et continuent à jouer un rôle très important dans des

di¤érentes applications et dans la détermination de plusieurs propriétés et identités ma-

thématiques. Pour plus d�informations sur ces polynômes voir par exemple [20, 23, 49, 50].

En 1939, Touchard [63] dans son étude de certaines permutations cycliques a introduit de

nouveaux polynômes de partition qui ont été par la suite appelés polynômes de Touchard

et classés dans la série d�extension des polynômes partiels de Bell. Quelques propriétés al-

gébriques, combinatoires et probabilistiques de ces polynômes ont été étudiés par Touchard

[63], Chrysaphinon [22], Charalambides [20] et Kuzmier et al. [41].

Toujours dans le but de généraliser les polynômes de partition et motivés par les travaux

de Duncan [27], et en s�inspirant de la dé�nition du polynôme de partition d�un système

d�ensemble �ni dans [64], nous sommes menés à dé�nir le polynôme de partition selon

le concept suivant :

Etant donné un ensemble �ni V à n éléments (appelés sommets). Soit F � P (V ) un sous
ensemble de parties de V . Un système héréditaire est la donnée d�un couple (V;F) qui
véri�e les conditions suivantes :

1. ? 2 F

2. V =
S
A2F

A

3. Si S 2 F et S0 � S alors S0 2 F :

Les éléments de F sont appelés les indépendants du système (V;F). Dans la suite, nous
représentons le système héréditaire (V;F) par l�ensemble de ses indépendants F :

6
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Le polynôme de partition associé à F , noté � (F ; x) ; est dé�ni comme suit :

� (F ; x) =
X
i�1

ai (F)xi;

où ai (F) est le nombre de partitions des sommets de V en i indépendants (éléments de

F) non vides.

Ici une partition de l�ensemble V est une collection, � � F ; de sous ensembles non vides
telle que

V =
[
A2�

A:

Si nous prenons par exemple V = fa; b; cg et F = f?; fag ; fbg ; fcg ; fa; bg ; fa; b; cgg alors

� (F ; x) = x3 + x2 + x:

Il est facile de voir que l�ensemble des stables d�un graphe G = (V;E) (un stable est un

ensemble de sommets sans arêtes) est un système héréditaire, nous l�appelons le système

héréditaire des stables. Le polynôme de partition associé à ce système est connu dans

la littérature sous le nom de �-polynôme [38].

Les polynômes de partition généralisent plusieurs polynômes classiques tels que les po-

lynômes de Bell, de Touchard, les �-polynômes et ainsi que d�autres.

Un autre polynôme associé aux partitions d�un ensemble de sommets d�un graphe est le

polynôme chromatique d�un graphe G = (V;E); dé�ni par

P (G; x) =
X
i�1

�i (F)xi;

où F est le système héréditaire des stables de G; xi = x (x� 1) � � � (x� i+ 1) si i � 1 et
x0 = 1:

Dans le cas du système héréditaire des stables, nous pouvons facilement remarquer que les

deux polynômes (�-polynôme et chromatique) ont respectivement les mêmes coe¢ cients

par rapport aux bases
�
xi
	
i�1 et

�
xi
	
i�1 :

L�objectif de cette thèse est d�exploiter des polynômes de partition associés à des classes

particulières de graphes a�n de déduire des identités, des relations récurrentes ainsi que

des propriétés d�unimodularité, log-concavité, fréquence de Polyà pour des nombres de

Stirling restreints tels que les nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce [52] et par

la suite donner des preuves simples pour plusieurs propriétés des nombres r-Stirling citées

dans [17].
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Dans le premier chapitre nous présentons les éléments de base utilisés dans cette thèse,

en rappelant les interprétations combinatoires, les fonctions génératrices et quelques pro-

priétés de certaines suites telles que les suites de partition, les suites de permutation, les

coe¢ cients binomiaux ainsi que les notions de graphe, les polynômes de partition et les

polynômes chromatiques.

Dans le deuxième chapitre, nous donnons quelques relations entre les polynômes de Tou-

chard, les polynômes partiels de Bell et les polynômes r-Bell. Par la suite nous exploitons

ces relations et les polynômes de type binomial a�n de dériver certaines identités et rela-

tions relatives aux polynômes de Touchard.

En 1984, Broder [17] a introduit et étudié le nombre r-Stirling de deuxième espèce
�
n
k

	
r
;

qui compte le nombre de partitions de l�ensemble [n] = f1; 2; : : : ; ng en k sous ensembles
non vides (appelés blocs) tels que les r premiers éléments soient dans des blocs di¤érents.

Les polynômes r-Bell qui lui sont associés ont été introduits et étudiés (en 2011) par Mez½o

[45].

Dans le troisième chapitre nous avons introduit et étudié les nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling

de deuxième espèce
�
n
k

	
r1;:::;rp

; qui comptent le nombre de partitions de l�ensemble [n] en

k sous ensembles non vides (appelés blocs) tels que les éléments de chacun des p sous

ensembles disjoints R1; ; : : : ; Rp de [n], soient, respectivement, dans des blocs di¤érents.

Ce chapitre a été motivé par les travaux de Mez½o sur les polynômes r-Bell [45] ainsi que

ceux de Mihoubi et al. sur les nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce [52], dans

lesquels ils ont établi

1. la log-concavité des nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de second espèce [43],

2. des relations récurrentes généralisées pour les polynômes (r1; : : : ; rp)-Bell [43] , et

3. les fonctions génératrices ordinaires associées à ces nombres et à ces polynômes.

Dans notre contribution, nous donnons plus de propriétés sur les nombres rp-Stirling de

deuxième espèce et les polynômes rp-Bell, (ici rp désigne le vecteur (r1; : : : ; rp)).

Dans le quatrième chapitre, nous montrons que la suite
��n+jrpj

k+rp

	
rp
; 0 � k � n+ jrp�1j ; jrp�1j =

p�1P
i=1
ri

�
est strictement log-concave et nous donnons aussi une approximation au nombre

�n+jrpj
k+rp

	
rp

quand n!1 pour un k �xé et nous écrivons Bn (z; rp) dans la base

fBn+k (z; rp) : 0 � k � jrp�1jg et Bn+m (z; rp) ;

et dans la famille des bases �
zjBm (z; rp + jep) : 0 � j � n

	
:
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Comme conséquences, nous donnons des identités pour les nombres rp-Stirling de deuxième

espèce et à la �n du chapitre, nous donnons les fonctions génératrices horizontales asso-

ciées aux nombres rp-Stirling de deuxième espèce et les fonctions génératrices ordinaires

associées aux polynômes rp-Bell.

Au cinquième chapitre nous établissons une relation entre les polynômes chromatiques

de certaines classes de graphes et les nombres de Stirling de deuxième espèce (restreints).

Nous introduisons aussi d�autres variétés des nombres de Stirling de deuxième espèce qui

expriment le nombre de partitions soumis à des contraintes et nous relions ces nombres

aux polynômes chromatiques de certaines classes particulières de graphes [44] et nous

déduisons par la suite quelques propriétés combinatoires. Pour un graphe donnéG = (V;E)

d�ordre n � 1; l�expression du polynôme chromatique sous forme factorielle est donnée par
P (G;�) =

nP
i=�(G)

�i (G) (�)
i, voir [26, Thm. 1.4.1], avec (�)i = � (�� 1) � � � (�� i+ 1) si

i � 1 et (�)0 = 1, �i (G) est le nombre de partitions de l�ensemble des sommets, V; en

i ensembles independants (c�est à dire, deux sommets adjacents dans G n�appartiennent

pas au même bloc). Nous notons � (G) le nombre chromatique de G.

Le contenu de ce chapitre a été motivé par les résultats de Duncan et al. [27] sur les

nombres de Stirling de deuxième espèce associés aux graphes et ceux par Mihoubi et al.

[52, 43] sur les nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce. Etant donné un graphe

quelconque H; nous donnons une relation récurrente aux coe¢ cients �k (G [H) pour
certaines classes particulières de graphes G et quelques résultats sur la log-concavité et la

fréquence de Pólya pour des suites relatives à ces coe¢ cients.

Nous terminons cette thèse par une conclusion et des perspectives.
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Chapitre 1

Eléments de la combinatoire

énumérative

1.1 Dénombrement

Ce chapitre est consacré aux notations et dé�nitions que nous avons besoin dans les

chapitres qui suivent. Elles sont principalement extraites des ouvrages [9, 20, 23].

Nous notons �k;r le symbole de Kronecker est dé�ni comme suit :

�k;r =

�
1 si k = r;
0 si k 6= r;

1.1.1 r-permutation

Dé�nition 1.1 Soit [n] = f1; 2; : : : ; ng un ensemble à n objets distincts. Pour 0 � r � n;
une r-permutation de [n] est la façon d�arranger r objets de [n] en une liste. Lorsque r = n,

une n-permutation est simplement appelée une permutation.

Le nombre de r-permutations de [n] ; noté Pnr vaut

Pnr = n (n� 1) � � � (n� r + 1) :

Si nous utilisons la notation factorielle n! = n (n� 1) � � � 2:1, alors

Pnr =
n!

(n� r)! :

Par convention, nous posons 0! = 1: Nous notons Pn0 = 1 et P
n
n = n!:

11
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1.1.2 r-combinaison

Dé�nition 1.2 Soit [n] = f1; 2; : : : ; ng un ensemble à n objets distincts. Pour 0 � r � n,
une r-combinaison de [n] est un sous ensemble de [n] à r éléments.

Le nombre de r-combinaisons d�un ensemble [n] vaut�
n

r

�
=
Pnr
r!
=

n!

r! (n� r)! :

En particulier �
n

0

�
= 1;�

n

n

�
= 1:

1.1.3 Factorielle descendante

Dé�nition 1.3 Soient x un nombre réel ou complexe et n 2 N�, la fonction factorielle
descendante d�ordre n, notée (x)n, est dé�nie par :

(x)n = x (x� 1) � � � (x� n+ 1) si n � 1 et x0 = 1:

Notons que pour x; y 2 C et k; r 2 Z; on a

xk+r = xk (x� k)r et (x+ n� 1)n = (�1)n (�x)n

et pour k 2 N�; nous posons
(x)�k =

1

(x+ k)k
:

1.1.4 Factorielle montante

Dé�nition 1.4 Soient x un nombre réel ou complexe et n 2 N�, la fonction factorielle
montante d�ordre n, notée (x)n , est dé�nie par :

(x)n = x (x+ 1) � � � (x+ n� 1) si n � 1 et (x)0 = 1:

Nous avons

(�x)n = (�1)n (x)n et (�x)n = (�1)n (x)n :
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1.1.5 Coe¢ cient binomial

Dé�nition 1.5 Soient x un nombre réel ou complexe et n 2 N; le coe¢ cient binomial,
noté

�
x

n

�
; est dé�ni par : �

x

n

�
=
(x)n

n!
:

La formule binomiale et l�identité de Vandermonde [3] sont données respectivement

par :

(x+ y)n =

nX
k=0

�
x

k

�
xkyn�k;

et

(x+ y)n =

nX
k=0

�
n

k

�
(x)k (y)n�k :

Dé�nition 1.6 Soient k1; : : : ; km;m � 1 des entiers relatifs, nous dé�nissons le coe¢ -

cient multinomial, noté
�
k1 + : : :+ km
k1; : : : km

�
; par :

�
k1 + � � �+ km
k1; : : : ; km

�
=
(k1 + � � �+ km)!
k1! � � � km!

si ki � 0; i 2 [m] et 0 ailleurs.

Ce coe¢ cient est une généralisation du coe¢ cient binomial et apparaît dans l�identité

suivante :

(x1 + � � �+ xm)n =
X

k1+���+km=n

�
k1 + � � �+ km
k1; : : : ; km

�
xk11 � � �xkmm :

1.1.6 Principe d�inclusion-exclusion

En combinatoire, le principe d�inclusion-exclusion ( PIE) permet d�exprimer le nombre

d�éléments (ou cardinal) d�une réunion �nie d�ensembles �nis en fonction du nombre d�élé-

ments des ces ensembles et de leurs intersections. Il est une conséqunce de la formule de

développement de produit suivant

(1 + x1) (1 + x2) � � � (1 + xn) =
X

I�f1;2;:::;ng

 Y
i2I
xi

!
: (1.1)

Théorème 1.7 Pour toute collection A1; : : : ; An d�ensembles �nis, nous avons :�����
n[
i=1

Ai

����� = X
? 6=I�f1;:::;ng

(�1)jIj�1
�����\
i2I
Ai

�����



Combinatoire de certaines classes de polynômes de partition M.S. MAAMRA 14

Preuve. Pour prouver le PIE, soit I � f1; 2; : : : ; ng un ensemble �ni et soit l�ensemble
A =

S
i2I
Ai et posons fi : A �! f0; 1g la fonction caractéristique de l�ensemble Ai; c�est à

dire

fi (a) =

(
1 si a 2 Ai;
0 sinon.

Pour tout a 2 A; nous avons
nQ
i=1
(1� fi (a)) = 0 et, nous appliquons la formule (1.1) en

posant xi = �fi (a) ; nous obtenons

X
I�f1;2;:::;ng

(�1)jIj
 Y
i2I
fi (a)

!
= 0:

Par sommation sur a 2 A de ces égalités, nous obtenons :

0 =
X
a2A

X
I�f1;2;:::;ng

(�1)jIj
 Y
i2I
fi (a)

!
=

X
I�f1;2;:::;ng

(�1)jIj
 X
a2A

Y
i2I
fi (a)

!
: (1.2)

Il su¢ t maintenant de remarquer que le produit
Q
i2I
fi (a) est la fonction caractéristique

de l�ensemble
T
i2I
Ai; nous obtenons donc l�égalité

X
a2A

Y
i2I
fi (a) =

�����\
i2I
Ai

����� :
En particulier, pour I = ?; nous posons par convention

Q
i2?

fi (a) = 1. Par conséquent

X
a2A

Y
i2?

fi (a) =
X
a2A

1 = jAj :

De l�équation (1.2) nous déduisons que

jAj =
X

? 6=I�f1;2;:::;ng
(�1)jIj�1

�����\
i2I
Ai

����� :
�

1.1.7 Dénombrement des injections

Nous rappelons que le nombre des applications de [n] dans [k] est kn:

Soit I([n] ; [k]), l�ensemble des applications injectives de [n] dans [k]. Si n > k cet ensemble

est vide. Si n = 0, on convient qu�il existe une application injective (et une seule) de
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l�ensemble vide dans [k] ; son image est vide. Il est clair que I([n] ; [k]) ne dépend que de

n et k. Désormais, nous supposons que n � k et posons

I (n; k) = jI([n] ; [k])j :

Nous avons k choix pour l�image de 1, k � 1 choix pour l�image de 2, et ainsi de suite
jusqu�à n pour lequel on a k�n+1 choix pour son image. Donc le nombre d�applications
injectives d�un ensemble à n éléments dans un ensemble à k éléments (k � n) est

I (n; k) = k (k � 1) � � � (k � n+ 1) = k!

(k � n)! = (k)
n :

1.1.8 Dénombrement des surjections

Notons
P
([n] ; [k]) l�ensemble des applications surjectives de [n] dans [k]. Supposons que

k � n sinon l�ensemble est vide.

Nous utilisons le principe d�inclusion-exclusion pour énumérer le nombre d�applications

[n] ! [k] (k � n) qui ne sont par surjectives. A cet e¤et, pour 1 � i � k, notons Ai

l�ensemble des applications [n] ! [k] telles que i n�est pas atteint par l�application. Il est

clair que pour des entiers 1 � i1 <���< ij � n, on a
��Ai1 \ ��� \Aij �� = (k� j)n, car chaque

élément de [n] peut être a¤ecté à un des k � j entiers de [k] autorisés. Ainsi, d�après le
principe d�inclusion exclusion, si on note Surj(n;k) = j

P
([n] ; [k])j ; nous aurons

kn � Surj(n; k) =

�����
k[
i=1

Ai

�����
=

kX
j=1

(�1)j�1
X

1�i1<���<ij�n

��Ai1 \ ���Aij ��
=

kX
j=1

(�1)j�1
�
k

j

�
(k � j)n;

c�est à dire

Surj(n; k) = kn �
kX
j=1

(�1)j�1
�
k

j

�
(k � j)n =

kX
j=0

(�1)j
�
k

j

�
(k � j)n:

Pour plus de détails voir [29].

1.2 Fonctions génératrices

Les fonctions génératrices sont utilisées pour :
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� représenter e¢ cacement des suites en codant les termes d�une suite comme coe¢ cients

des puissances d�une variable x dans une série formelle ;

� résoudre de nombreux types de problèmes d�énumération, tels que le nombre de façons

de sélectionner ou de distribuer des objets de di¤érentes sortes, sous réserve d�une

variété de contraintes ;

� résoudre les relations de récurrence en traduisant une telle relation entre les termes

d�une suite en une équation impliquant une fonction génératrice. Cette équation peut

alors être résolue pour trouver une forme explicite de la fonction génératrice. A partir

de cette forme, les coe¢ cients de la fonction génératrice peuvent être trouvés, et par

la suite, résoudre la relation de récurrence initiale ;

� prouver des identités combinatoires en tirant partie des relations relativement simples

entre les fonctions qui peuvent être traduites en identités impliquant les termes de la

suite.

� pour étudier de nombreuses propriétés des suites, telles que leur utilisation pour établir

des formules asymptotiques des termes d�une suite.

Dé�nition 1.8 Soit C le corps des nombres complexes et soit x une indéterminée sur C.
Une série formelle sur C à une indéterminée x est l�expression :

A(x) =
X
n�0

anx
n;

où a0; a1;::: sont des nombres réels

Si A(x) =
P
n�0

anx
n, alors an le n�eme coe¢ cient de A (x), pour lequel nous écrivons

an = [x
n]A (x) :

Dans cette thèse, nous considérons seulement les séries formelles d�indice non négatif, c�est

à dire ak = 0 pour tout k < 0. Le coe¢ cient a0 est appelé le coe¢ cient constant de la

série formelle A(x) et nous écrivons

a0 = A (0) :

L�ensemble des séries formelles sur C est désigné par C [[x]] :

Dé�nition 1.9 Une série formelle A(x) est dite réversible s�il existe une série formelle

notée A�1(x) (appelée réciproque de A) telle que

A
�
A�1 (x)

�
= A�1 (A (x)) = x:
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Dé�nition 1.10 La fonction génératrice ordinaire de la suite fa0; a1; :::; ak; :::g des nombres
réels est la série formelle :

O(ak) =

1X
k=0

akx
k:

Nous allons maintenant énoncer quelques propriétés importantes sur les séries formelles

qui seront utilisées dans le traitement des fonctions génératrices.

Proposition 1.11 Soient O(ak) =
1P
k=0

akx
k et O(bk) =

1P
k=0

bkx
k. Alors

O(ak) +O(bk) =
1X
k=0

(ak + bk)x
k = O(ak + bk); (1.3)

et

O(ak)�O(bk) =
1X
k=0

0@ kX
j=0

ajbk�j

1Axk = O
0@0@ kX

j=0

ajbk�j

1A1A : (1.4)

Dé�nition 1.12 La fonction génératrice exponentielle de la suite fa0; a1; :::; ak; :::g des
nombres réels est la série formelle

E(ak) =
1X
k=0

ak
xk

k!
= O(

ak
k!
):

Proposition 1.13 Soient E(ak) =
1P
k=0

ak
xk

k! et E(bk) =
1P
k=0

bk
xk

k! . Alors

E(ak) + E(bk) =
1X
k=0

(ak + bk)
xk

k!
= E(ak + bk); (1.5)

et

E(ak)� E(bk) =
1X
k=0

0@ kX
j=0

k!ajbk�j
j! (k � j)!

1A xk

k!
= E

0@0@ kX
j=0

�
k

j

�
ajbk�j

1A1A : (1.6)

Pour les suites à double indices nous avons les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 1.14 La fonction génératrice verticale de la suite fan;mgn;m2N est la série
in�nie

Vl(an;m) =
1X
k=0

akl
xk

k!
:
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La fonction génératrice horizontale de la suite fan;mgn;m2N est la série in�nie

Hk(an;m) =
1X
l=0

aklx
l:

La fonction génératrice ordinaire double (bivariée ordinaire) de la suite fan;mgn;m2N
des nombres réels est la série in�nie

OD(ak;j) =

1X
l=0

1X
k=l

ak;lx
lzk:

La fonction génératrice exponentielle double (bivariée exponentielle) de la suite fak;lgk;l2N
des nombres réels est la série in�nie

ED(ak;j) =
1X
l=0

1X
k=0

ak;l
xl

l!

zk

k!
:

Remarque 1.15 Dans le cas où la suite fak;l g k;l2N est triangulaire (c�est à dire ak;l =
0 pour k < l), il est plus commode d�utiliser la fonction génératrice suivante (dite fonction

génératrice mixte) :

� (x; z) =
1X
l=0

1X
k=0

ak;lx
l z
k

k!
:

1.3 Log-concavité et unimodularité

La log-concavité et l�unimodularité sont des propriétés importantes des suites combina-

toires et ont été trouvées dans de nombreuses applications et sujets tels que la combinatoire,

l�algèbre, la géométrie et les statistiques, pour plus de détails voir par exemple [16, 61]

Dé�nition 1.16 Soit fang une séquence de nombres réels positifs. Elle est dite :

� Unimodale si a0 � a1 � � � � � ad � � � � � an pour un certain d 2 N�

� Log-concave si a2i+1 � aiai+2 pour tout 0 � i � n
� Strictement log-concave si a2i+1 > aiai+2 pour tout 0 � i � n

La log-concavité d�une suite fang est équivalente à la concavité de la suite flog ang ; i.e.

a2i+1 � aiai+2 () log ai+1 �
log ai + log ai+2

2
:

Remarque 1.17 Il est connu que pour tout entier n, la suite de terme général
�
n
k

�
est

log-concave et que le produit de deux suites positives log-concaves est une suite log-concave.
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Dé�nition 1.18 Soit q un indeterminé et ffn(q)gn�0 une suite de polynômes en q. Si
pour n � 1, les coe¢ cients du polynôme f2n(q) � fn�1(q)fn+1(q) sont non négatifs (� 0),
nous disons que ffn(q)gn�0 est q-log-concave.

La q-log-concavité des polynômes joue un rôle important dans la preuve de la log-

concavité des suites combinatoires (voir [66]).

Proposition 1.19 (Inégalité de Newton [33, p. 104]) Soient a0; a1; : : : ; an des nombres

réels. Si tous les zéros du polynôme P (x) =
nP
k=0

aix
i sont des réels, alors les coe¢ cients de

P satisfont à l�inégalité suivante :

a2i �
�
1 +

1

i

��
1 +

1

n� i

�
ai+1ai�1; 1 � i � n� 1;

Dé�nition 1.20 Une suite de nombres réels fakgk�0 est appelée une suite de fréquence
de Polya (ou une suite de PF) si la matrice in�nie (aj�i)

1
i;j=0est totalement positive (c�est

à dire tous les mineurs ont un déterminant non négatif) où nous adoptons la convention

que ak = 0 pour k < 0:Ce concept est étendu à des suites �nies en complétant la suite

avec des termes nuls

Proposition 1.21 (Caractérisation de Aissen-Schoenberg-Whitney) [4] : Une

suite �nie fa0; a1; : : : ; ang est une suite de PF si et seulement si toutes les racines du
polynôme

Pn
k=0 akx

k sont réelles.

Les racines de la fonction génératrice ordinaire d�une suite �nie jouent un rôle important

dans l�étude de la log-concavité.

Une approche classique pour prouver la log-concavité d�une suite �nie est d�utiliser l�in-

égalité de Newton [33]. En particulier, à partir de cette inégalité (1.19), une suite de PF

est nécessairement log-concave. Pour plus de détails sur les suites de PF, voir [35] .

1.4 Permutations

Dé�nition 1.22 Une permutation � d�un ensemble �ni C est une bijection

� : C ! C:

Dé�nition 1.23 On appelle orbite de c 2 C d�une permutation �; le sous ensemble de

C contenant les éléments c; � (c) ; �2 (c) ; : : : ; �k�1 (c) ; où k est le plus petit entier � 1

satisfaisant �k (c) = c, appelé la longueur de l�orbite. Si k = 1, on dit que c est un point

�xe.
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Dé�nition 1.24 Une permutation est dite cyclique si l�orbite de tout élément de C est

C; c�est à dire

C =
�
c; � (c) ; �2 (c) ; : : : ; �n�1 (c)

	
; n = jCj :

En général, toute permutation � peut être décomposée en cycles ou en permutations

cycliques, c�est à dire en orbites de � formant une partition � de C de telle sorte que

chaque restriction �B de �; B 2 � est une permutation cyclique. La partition en orbites
est appelée partition sous jacente à � et on note p (�) = �:

Lorsque l�ensemble C est totalement ordonné C = (c1; c2; :::; cn), il existe plusieurs façons

de faire correspondre à � une liste ou ordre total sur C :

� ! � (c1)� (c2) : : : � (cn) :

La seconde représentation consiste d�abord à donner la représentation d�une permutation

cyclique. Si � est cyclique, le plus petit élément de C est placé en premier sur la liste ,

puis par ses images �

� ! c1� (c1)�
2 (c1) : : : �

n�1 (c1) :

Ainsi, une permutation cyclique correspond à un ordre linéaire dont le premier élément

est le minimum de C.

Le nombre de permutations cycliques est alors (n� 1)!: Si � se décompose en cycles

� = f�BgB2�

les blocs de � sont d�abord triés dans l�ordre décroissant et à chaque cycle est attribué son

ordre linéaire correspondant, et ensuite les listes sont juxtaposées dans l�ordre de blocs :

� ! �Bk�Bk�1 : : : �B1 :

Par exemple, la permutation (c2; c4; c1)(c5; c9; c3); (c7; c6; c8) correspond à la liste

687359124

qui est une bijection. Par exemple à la liste 798564132 correspond la permutation � =

(798)(56)(4)(132), qui est obtenu selon la première obtention des minimums locaux en

traversant la liste de gauche à droite, puis décomposer la liste en cycles, chacun avec des

éléments entre deux minimums locaux :

798564132! 798j56j4j132! (798)(56)(4)(132)

Dans ce qui suit nous posons C = [n] et Sn l�ensemble des permutations de [n] :
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Dé�nition 1.25 Soit � 2 Sn. Un ensemble T de [n] de cardinalité deux ( à deux éléments)
est appelé une transposition de � si nous transposons l�ordre de ces deux éléments, à savoir

si i; j 2 T; i < j =) � (i) > � (j) :

Dé�nition 1.26 La signature d�une permutation, notée sign, est donnée par la parité du

nombre de ses transpositions.

sign (�) =
Y

fi;jg2P2[n]
I (�; fi; jg)

où

I (�; fi; jg) =
(
�1
1

si fi; jg est une transposition de �
sinon.

Il est facile de véri�er que

I (�o�; fi; jg) = I (�; f� (i) ; � (j)g) I (� ; fi; jg)

et par la suite

sign (o�) = sign (�) sign (�) :

Nous déduisons alors que la signature

sign : Sn ! f�1; 1g

est une fonction multiplicative.

La signature du cycle (12 : : : n) est (�1)n�1 puisqu�il contient n � 1 transpositions. Pour
un cycle quelconque � =

�
1; � (1) ; : : : ; �n�1 (1)

�
il existe une permutation � telle que

(12 : : : n) = ����1:

Par la multiplicativité de la signature, nous avons alors sign (�) = (�1)n�1 pour un cycle
de longueur n.

La signature d�une permutation de Sn ne dépend donc que du nombre k de ses cycles

sign (�) =
Y
B2�

(�1)jBj�1 = (�1)n�k :

1.5 Nombres de Stirling et nombres de Bell

1.5.1 Partition et Nombres de Stirling de deuxième espèce

Dé�nition 1.27 une partition d�un ensemble C est une collection de sous ensembles, non

vides, de C, deux à deux disjoints et dont l�union est C. Les éléments d�une partition sont

appelés des blocs. Une partition à k blocs est appelée une k-partition.
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Considérons l�ensemble �(C) de toutes les partitions de l�ensemble C. Si C = ?, �(?)
se compose d�un seul élément, et est dit la partition vide.

Dé�nition 1.28 Une partition de l�ensemble [n] = f1; : : : ; ng est dite de type 1�12�2 � � �n�n

si elle contient :

�1 blocs de cardinalité 1

�2 blocs de cardinalité 2
...

�n blocs de cardinalité n

Dé�nition 1.29 Le nombre de Stirling de deuxième espèce, noté
�
n

k

�
, où n et k sont des

entiers non négatifs, est dé�ni comme étant le cardinal de l�ensemble des partitions à k

blocs sur un ensemble à n éléments. En d�autres termes :�
n

k

�
= j�k ([n])j ;

où �k ([n]) désigne l�ensemble des partitions de l�ensemble [n] en k blocs.

Proposition 1.30 Le nombre de partitions de type 1�12�2 � � �n�n d�un ensemble à n élé-

ments (où n =
nX
i=1

i�i) est

n!

(1!)�1 � � � (n!)�n �1! � � ��n!

Proposition 1.31 Le nombre de Stirling de deuxième espèce
�
n

k

�
est donné par l�expression

X
�1+���+�n=k; �1+2�2+���+n�n=n

n!

(1!)�1 � � � (n!)�n �1! � � ��n!
:

Proposition 1.32 [20] Les nombres de Stirling de deuxième espèce
�
n

k

�
satisfont aux

conditions initiales et à la formule récursive suivantes :�
0

0

�
= 1;�

n

0

�
= 0; n > 0;�

n+ 1

k

�
=

�
n

k � 1

�
+ k

�
n

k

�
:
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Fig. 1.1 �Nombre de Stirling de deuxième espèce

Proposition 1.33 [20] Pour tout k � 0, les fonctions génératrices exponentielle et ordi-
naire des nombres de Stirling de deuxième espèce sont données respectivement par

X
n�0

�
n

k

�
xn

n!
=
1

k!
(ex � 1)k et

X
n�0

�
n

k

�
xn = xk

kY
j=0

(1� jx)�1 :

Le tableau suivant nous donne certaines valeurs du nombre de Stirling de deuxième espèce

1.5.2 Nombres de Bell

Dé�nition 1.34 Le nombre de Bell, noté Bn; compte le nombre de partitions d�un en-

semble à n éléments.

Puisque
�
n

k

�
; pour 0 � k � n; compte le nombre de partitions de [n] en k sous ensembles

disjoints, nous obtenons immédiatement la relation suivante :

Bn =
nX
k=0

�
n

k

�
:

Les nombres de Bell véri�ent la relation récurrente suivante :

Bn+1 =
nX
k=0

�
n

k

�
Bk; B0 = 1:

Le tableau suivant nous donne certaines valeurs du nombre de Bell
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Fig. 1.2 �Nombre de Bell

Proposition 1.35 Pour tout k � 0, les fonctions génératrices exponentielle et ordinaire
des nombres de Bell sont données respectivement par

X
n�0

Bn
xn

n!
= ee

x�1 et
X
n�0

Bnx
n =

X
k�0

xk
kY
j=0

(1� jx)�1 :

1.5.3 Nombres r-Stirling de deuxième espèce

Le nombre r-Stirling de deuxième espèce, noté
�
n
k

	
r
; compte le nombre de partitions de

l�ensemble [n] en k blocs non vides et disjoints de telle sorte que les éléments 1; 2; : : : ; r

soient dans des blocs di¤érents. Broder dans [17] a donné des interprétations combinatoires

et quelques propriétés algébriques à ces nombres. Il a aussi établi plusieurs identités, des

relations recurrentes ainsi que les fonctions génératrices associées à ces nombres.

Proposition 1.36 [17, Thms. 2 et 4] Les nombres r-Stirling de deuxième espèce véri�ent

les propriétés suivantes :�
n

k

�
r

= 0; n < r (1.7)�
n

k

�
r

= �k;r; n = r�
n

k

�
r

= k

�
n� 1
k

�
r

+

�
n� 1
k � 1

�
r

; n > r (1.8)�
n

k

�
r

=

�
n

k

�
r�1
� (r � 1)

�
n� 1
k

�
r�1
; n � r � 1 (1.9)

Proposition 1.37 [17, (39)] La fonction génératrice mixte du nombre r-Stirling de deuxième

espèce est : X
n;k�0

�
n+ r

k + r

�
r

tn

n!
zk = exp (z (exp t� 1) + rt) (1.10)

Les deux tableaux suivants nous donnent respectivement certaines valeurs des nombres

2-Stirling et 3-Stirling de deuxième espèce (nous avons utilisé la formule 1.8)
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Fig. 1.3 �Nombre 2-Stirling de deuxième espèce

Fig. 1.4 �Nombre 3-Stirling de deuxième espèce
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Plusieurs auteurs ont étudié ces nombres et ont donné leur rôle en probabilité, en ap-

proximations, en congruences et en d�autres domaines. Par exemple, Chrysaphinou [22] a

introduit les polynômes de Touchard et leur relation avec les nombres r-Stirling ainsi que

d�autres types de nombres, Hsu et al [34] ont étudié les propriétés et les approximations

d�une famille de nombres de Stirling, Mez½o [45, 46] a étudié les nombres r-Bell et le maxi-

mum des nombres r-Stirling. Mihoubi et al [51] ont donné des propriétés relatives aux

nombres r-Stirling. D�autres résultats sur ces nombres ont été publiés dans [17, 20, 55]

1.5.4 Nombres r-Bell

Le nombre r-Bell, noté Bn;r; est le nombre de partitions d�un ensemble à n+ r éléments

tel que, dans chaque partition, les r premiers éléments sont dans des blocs di¤érents. Ce

nombre est donné par la formule [45] :

Bn;r =
nX
k=0

�
n+ r

k + r

�
r

:

Les nombres r-Bell véri�ent la relation de récurrence suivante [18] :

Bn;r+1 =
nX
k=0

�
n

k

�
Bk;r:

et admettent la fonction génératrice exponentielle donnée par [45, Thm. 3.1]
1X
n=0

Bn;r
zn

n!
= exp (ez � 1 + rz) :

1.5.5 Permutations et nombres de Stirling de première espèce

Dé�nition 1.38 Une permutation sur l�ensemble [n] = f1; : : : ; ng est dite de type 1�12�2 � � �n�n

si sa décomposition en cycles contient :

�1 cycles de cardinalité 1

�2 cycles de cardinalité 2
...

�n cycles de cardinalité n

Proposition 1.39 Le nombre de permutations de type 1�12�2 � � �n�n sur un ensemble à

n éléments (où n =
nX
i=1

i�i) est

n!

(1)�1 � � � (n)�n �1! � � ��n!
:
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Fig. 1.5 �Nombre de Stirling de première espèce

Dé�nition 1.40 Soit
�
n

k

�
le nombre de permutations avec axactement k cycles (disjoints)

sur un ensemble à n éléments. Alors�
n

k

�
=

X
�1+���+�n=k; �1+2�2+���+n�n=n

n!

(1)�1 � � � (n)�n �1! � � ��n!
:

ce nombre est dit le nombre de Stirling de première espèce.

Proposition 1.41 [20] Pour tout n � k � 1; les nombres de Stirling de première espèce
véri�ent les propriétés suivantes.�

0

0

�
= 1;�

n

0

�
= 0; n > 0;�

n

k

�
=

�
n� 1
k � 1

�
� (n� 1)

�
n� 1
k

�
:

Proposition 1.42 [17] Pour tout k � 0, les fonctions génératrices horizontale et verticale
du nombre de Stirling de première espèce sont données respectivement par

nX
k=1

�
n

k

�
xk = (x)n et

X
n�0

�
n

k

�
xn

n!
=
(�1)k [log (1� x)]k

k!
:

Le tableau suivant nous donne certaines valeurs du nombre de Stirling de première espèce
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Fig. 1.6 �Nombre 3-Stirling de première espèce

1.5.6 Nombres r-Stirling de première espèce

Pour tout entier positif r la quantité
�
n

k

�
r

désigne le nombre de permutations sur l�en-

semble [n] = f1; 2; :::; ng ayant exactement k cycles de telle sorte que les r premiers élé-
ments de [n] soient dans des cycles distincts. La relation de récurrence est la même que

celle des nombres de Stirling de première espèce.

Proposition 1.43 Pour tout n � k � 1; les nombres de r-Stirling de première espèce

véri�ent les propriétés suivantes.�
n

k

�
r

= 0 si n < r;�
n

k

�
r

= �kr si n = r;�
n

k

�
r

= (n� 1)
�
n� 1
k

�
r

+

�
n� 1
k � 1

�
r

si n > r:

Broder, dans son article [17], a démontré que :

X
n�0

�
n+ r

k + r

�
r

xn

n!
=

1

k!

�
1

1� x

�r �
log

�
1

1� x

��k
; n � r � 0;

X
k�0

�
n

k

�
r

xk = xr (x+ r) (x+ r + 1) � � � (x+ n� 1) ; n � r � 0:

Les deux tableaux suivants nous donnent respectivement certaines valeurs des nombres

2-Stirling et 3-Stirling de première espèce
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1.6 Suites de type binomial

Les suites de type binomial ont été introduites par Rota, Kahaner et Odlyzko en 1973 [57]

et jouent un rôle important dans la théorie du calcul ombral [56]. En dehors du contexte

du calcul ombral, les suites de polynômes de type binomial possèdent la propriété des

suites qui sont complètement déterminées par leur valeur lorsqu�elles sont évaluées en un

seul point. Plusieurs suites polynomiales importantes, telles que les polynômes d�Abel et

les polynômes de Bell, sont de type binomial. Le point de départ sont les familles de

polynômes de type binomial. Elles satisfont aux propriétés des puissances et à celles de

l�identité binomiale.

1.6.1 Opérateur

Un opérateur sur les polynômes est une application linéaire

T : C [[x]] �! C [[x]] :

Puisque une suite polynomiale fpn(x)g donne une base de C [[x]] ; un opérateur Q est

déterminé par les valeurs Qpn(x).

L�opérateur identité I transforme tout polynôme à lui-même et si T est un opérateur,

nous notons par convention T 0 = I:

Si a est un élément de C , l�opérateur de décalage, noté Ea; est l�opérateur qui transforme
un polynôme p(x) à p(x+ a). Nous écrivons E1 = E.

Un opérateur Q est shift-invariant si QEa = EaQ pour tout élément a dans C.

L�opérateur shift-invariant le plus familier est l�opérateur de di¤érenciation D, dé�ni

par Dxn = nxn�1. L�opérateur
1X
n=0

anD
n est également shift-invariant.

Un opérateur Q : C [[x]] �! C [[x]] est un opérateur delta si Q est Shift-invariant et

Qx = c, où c est une constante non nulle.

Proposition 1.44 [39] Soit Q un opérateur delta et p(x) un polynôme de degré n. Alors

Qp(x) est un polynôme de degré (exactement) n� 1.
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1.6.2 Suites polynomiales de type binomial

Dé�nition 1.45 Une suite de polynômes fpn(x)g est dite de type binomial si elle sa-
tisfait aux conditions suivantes :

p0 (x) = 1;

deg (pn) = n;

pn (x+ y) =
nX
k=0

�
n

k

�
pk (x) pn�k (y) :

Remarque 1.46 A partir de l�identité binomiale nous pouvons déduire facilement que le

terme constant du polynôme pn(t) est nul pour tout n > 0.

Lemme 1.47 Une famille de polynômes de type binomial fpn(x)gest complètement dé-
terminée par leurs valeurs au point 1. Autrement dit, si fqn(x)g est une autre famille de
polynômes de type binomial telle que pour tout n; pn(1) = qn(1) alors les deux familles

sont les mêmes, c�est à dire pn(x) = qn(x) pour tout n � 0.

Preuve. Comme les deux familles satisfont à l�identité binomiale, alors pour tout j � 1
nous avons,

pn (j) = pn

0@ jz }| {
1 + 1 + � � �+ 1

1A
=

X
k1+k2+���+kj=n

�
n

k1; k2; : : : ; kj

�
pk1 (1) pk2 (1) � � � pkj (1)

=
X

k1+k2+���+kj=n

�
n

k1; k2; : : : ; kj

�
qk1 (1) qk2 (1) � � � qkj (1)

= qn (j) ;

nous obtenons donc pn (x) = qn (x) : �

Théorème 1.48 [39] Soit fpn(x)g une suite polynomiale et Q : C [[x]] �! C [[x]] l�opé-
rateur dé�ni par Qpn(x) = npn�1 (x). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La suite fpn(x)g est de type binomial.

2. Q est un opérateur delta.

3. L�opérateur Q est représenté par la série formelle :

Q = q (D) =

1X
n=1

an
Dn

n!
;
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où D est l�opérateur de di¤érenciation et q(t) est une série formelle dont le terme

constant est nul (a0 = 0) et a1 6= 0.

4. Les deux relations suivantes sont satisfaites et équivalentes :

ext =
1X
n=0

pn (x)
q (t)n

n!
;

exf(t) =

1X
n=0

pn (x)
tn

n!
;

où f(t) et q(t) sont des séries formelles à terme constant nul et telles que f(q(t)) =

q(f(t)) = t:

Proposition 1.49 [39] Une famille de polynômes fpn(x)g est de type binomial si et seule-
ment si sa fonction génératrice exponentielle est de la forme

1X
n=0

pn (x)
tn

n!
= exF (t); (1.11)

où F est une série formelle réversible.

A partir de cette proposition nous pouvons facilement déduire le corollaire suivant :

Corollaire 1.50 Les polynômes de type binomial (pn (x)) sont dé�nis par la relation

X
n�0

pn (x)
tn

n!
=

0@X
n�0

pn (1)
tn

n!

1Ax ;
avec p0 (x) = 1 et p1 (x) 6= 0 pour x 6= 0:

1.7 Graphe

1.7.1 Dé�nitions

Un graphe G = (V;E) est constitué de V , un ensemble non vide de sommets (ou n�uds)

et E, une famille d�arêtes (qui représente des sous ensembles de V contenant un ou deux

éléments). Chaque arête, notée uv (u et v sont des sommets du graphe), a un ou deux

sommets qui lui sont associés, appelés ses extrémités. Une arête est dite incidente à ses

extrémités.

L�ensemble des sommets V d�un graphe G peut être in�ni. Un graphe avec un ensemble

de sommets in�ni ou un nombre in�ni d�arêtes est appelé un graphe in�ni, tandis qu�un
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graphe avec un ensemble de sommets �ni et un ensemble d�arêtes �ni est appelé un graphe

�ni.

Dans cette thèse, nous allons considérer que tous les graphes sont �nis.

Un graphe est dit simple si

� chaque arête est incidente à deux sommets di¤érents et

� deux arêtes ne sont pas incidentes à la même paire de sommets

A noter que, dans un graphe simple, chaque arête est associée à une paire non ordonnée

de sommets, et aucune autre arête n�est associé à cette même paire. Par conséquent, toute

arête d�un graphe simple est associée à fu; vg, et nous pouvons dire aussi, sans confusion
possible, que fu; vg est une arête du graphe.

Deux sommets u et v dans un graphe G sont appelés adjacents (ou voisins) dans G si

u et v sont les extrémités d�une arête e de G.

La réunion de deux graphes simples G1 = (V1; E1) et G2 = (V2; E2) est le graphe simple

dont l�ensemble des sommets soit V1 [ V2 et celui des arêtes E1 [E2. La réunion de G1 et
G2 est désigné par G1 [G2.

1.7.2 Voisinage et connexité

Soit n un entier positif et G un graphe simple. Une chaîne de longueur n reliant le

sommet u à v dans G est une séquence de n arêtes e1; :::; en de G pour laquelle il existe

une séquence u = x0; x1; :::; xn�1; xn = v de sommets tels que ei (i = 1; : : : ; n) a, pour

extrémités les sommets xi�1 et xi. Nous notons cette chaîne par sa séquence de sommets

x0; x1; :::; xn (parce que la liste de ces sommets détermine la chaîne d�une manière unique).

La chaîne est dite un cycle si elle commence et se termine au même sommet, c�est à dire,

si u = v, et a une longueur (le nombre de ses arêtes) supérieure à zéro. Un cycle ou une

chaîne est dit(e) simple s�il (elle) ne contient pas la même arête plus d�une fois. Un graphe

est dit connexe si pour toute paire de sommets (x; y) il existe une chaine reliant x à y:

L�ensemble de tous les voisins d�un sommet v de G = (V;E), noté N(v), est appelé le

voisinage de v. Si A est un sous-ensemble de V , nous notons N(A) l�ensemble de tous les

sommets G qui sont adjacents à au moins un sommet dans A. Ainsi, N(A) =
S
v2A

N(v).

Un sommet v du graphe G est dit universel si N (v) = V n fvg :
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1.7.3 Classes particulières de graphes

Un graphe complet sur n sommets, noté Kn, est un graphe simple qui contient exacte-

ment une arête entre chaque paire de sommets distincts. Un arbre à n sommets, noté Tn,

est un graphe connexe sans cycle simple. Un graphe vide à n sommets, noté On, est un

graphe sans arêtes.

Un sous-graphe d�un graphe G = (V;E) est un graphe H = (W;F ), oùW � V et F � E.
Un tel graphe H de G est un sous-graphe propre de G si H 6= G.

SoitG = (V;E) un graphe simple. Le graphe induit par un sous-ensembleW de l�ensemble

des sommets V est le graphe (W;F ), où l�ensemble des arêtes F contient une arête de E

si et seulement si les deux extrémités de cette arête appartiennent à W . Un sous graphe

d�un graphe G est dit un stable s�il ne contient pas d�arêtes. Une clique d�un graphe G

est un sous graphe complet du graphe G.

Nous appelons graphe biparti complet tout graphe s�écrivant G = (X [Y;A), où X et

Y sont deux ensembles de sommets disjoints et où A = fxy; x 2 X; y 2 Y g. Si nous posons
p = jXj et q = jY j, nous notons ce graphe Kp;q: En particulier le graphe K1;n (n � 1) est
appelé un graphe étoile.

Plus généralement, le graphe à n sommets obtenu en partitionnant l�ensemble des som-

mets en p sous-ensembles disjoints V1; :::; Vp de cardinaux respectifs r1; :::; rp (de sorte que

V = V1 [ ::: [ Vr et n = r1 + � � �+ rp) et en reliant entre eux tous les couples de sommets
n�appartenant pas à un même Vi est appelé graphe multiparti complet correspondant

à la partition r1; :::; rp et noté Kr1;:::;rp .

1.7.4 Coloration

Une k-coloration d�un graphe simple G = (V;E) est une application c de V dans [k] =

f1; 2; : : : ; kg véri�ant
fx; yg 2 E =) c (x) 6= c (y) ;

c�est à dire, l�a¤ectation d�une couleur à chaque sommet du graphe de sorte que deux

sommets adjacents ne sont pas a¤ectés de la même couleur.

Le nombre chromatique d�un graphe G = (V;E), noté �(G); est le nombre minimum

de couleurs nécessaires pour une coloration de ce graphe.
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1.7.5 Opérations sur les graphes

Ajout d�une arête : a 2 E étant une arête de G, nous posons

G+ a = (V;E [ fag);

Contraction d�une arête : Soient G = (V;E) un graphe et une arête a 2 E. La
contraction de a signi�e que nous contractons les deux sommets de a = xy en un seul

nouveau sommet, puis nous enlevons toutes les arêtes multiples qui peuvent surgir par

cette contraction. Le graphe résultant est noté G:a; et il est formellement dé�ni comme

suit :

G:e = (V 0; E0)

où

V 0 = (V nfx; yg) [ fzg;

E0 = fe 2 E : e \ xy = ;g [ fzt : t 2 V nfx; yg; tx 2 E ou ty 2 Eg;

ici z =2 V désigne un nouveau sommet.

1.8 Polynômes de partition

1.8.1 Système héréditaire

Dé�nition 1.51 Etant donné un ensemble �ni V à n éléments (appelés sommets), et une

famille de sous ensembles F � 2V . Le couple (V;F)est dit un système héréditaire si :

1. ? 2 F ;

2. V =
S
A2F

A;

3. Si S 2 F et S0 � S alors S0 2 F ;

les éléments de Fsont appelés les indépendants du système héréditaire (V;F).

Remarque 1.52 Dans ce qui suit, nous exprimons le système héréditaire (V;F), par
l�ensemble F de ses indépendants:
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Fig. 1.7 �Graphe Maison

1.8.2 Polynôme de partition

Dé�nition 1.53 Le polynôme de partition associé à F , noté � (F ; x) ; est dé�ni comme
suit :

� (F ; x) =
X
i�1

ai (F)xi;

où ai (F) est le nombre de partitions de l�ensemble des sommets V; en i indépendants non
vides. Ici une partition de l�ensemble V est une collection � � F de sous ensembles non

vides telle que

V =
[
A2�

A:

Exemple 1.54 Soient V = fa; b; cg et F = f?; fag ; fbg ; fcg ; fa; bg ; fa; b; cgg : Alors

� (F ; x) = x3 + x2 + x:

1.8.3 �-polynôme d�un graphe

L�ensemble des stables d�un graphe G = (V;E) (un stable est un ensemble de sommets

sans arêtes) est un système héréditaire, noté = et on l�appelle aussi un système héréditaire
des stables. Le polynôme de partition associé au système =; est connu dans la literature
sous le nom de �-polynôme du graphe G [38]

� (G; x) =

nX
i=�(G)

aix
i;

où ai est le nombre de partitions de l�ensemble V en i stables disjoints.

A titre d�exemple, et pour �xer les idées, supposons que G soit un graphe G = (V;E)

avec V = f1; 2; 3; 4; 5g et E = f12; 23; 34; 45; 25g (voir Fig. 1.7).

Dans ce graphe l�ensemble = des stables du graphe G; est donc

= = f?; f1g ; f2g ; f3g ; f4g ; f5g ; f1; 3g ; f1; 4g ; f2; 4g ; f3; 5gg :
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Si nous notons �k (V ) l�ensemble des partitions de l�ensemble V à k blocs, alors nous

avons :

�3 (V ) = fff1; 3g ; f2; 4g ; f5gg ; ff1; 4g ; f2g ; f3; 5gg ; ff1g ; f2; 4g ; f3; 5ggg

�4 (V ) = fff1; 3g ; f2g f4g ; f5gg ; ff1; 4g ; f2g ; f3g f5ggg

[ fff1g ; f2; 4g ; f3g f5gg ; ff1g ; f2g f4g ; f3; 5ggg

�5 (V ) = fff1g ; f2g ; f3g ; f4g ; f5ggg

Par conséquent

a1 = j�1 (V )j = 0; a2 = j�1 (V )j = 0; a3 = j�3 (V )j = 3; a4 = j�4 (V )j = 4; et a5 = j�5 (V )j = 1:

Le �-polynôme du graphe G est donc

� (G; x) = 3x3 + 4x4 + x5

Si G = On ( le graphe vide à n sommets), le �-polynôme du graphe G n�est autre que le

polynôme de Bell classique, c�est à dire

� (G; x) = Bn (x) =
nX
k=0

�
n

k

�
xk:

Comme nous l�avons montré dans notre exemple, les partitions du système héréditaire des

stables (d�un graphe G) peuvent être énumérées, en les regroupant en fonction du nombre

de blocs qu�elles contiennent. Par conséquent, pour tout � (G) � k � n, nous notons

S (G; k) pour dé�nir le nombre de partitions des sommets du graphe G; en exactement k

blocs.

Bien sûr, pour un graphe vide On, le nombre S (G; k) n�est autre que le nombre de Stirling

de deuxième espèce

S (G; k) =

�
n

k

�
:

Si G = Kr [On , alors S (G; k) n�est autre que le nombre r�Stirling de deuxième espèce
[17]

S (G; k) =

�
n+ r

k

�
r

:

Motivé par les résultats de Broder [17], nous avons étudié, dans cette thèse, le �-polynôme

du graphe Kr1 [ � � � [Krp [On; (p entier) et nous l�avons baptisé, le polynôme (r1; : : : rp)-
Bell [43].

Ce travail nous a poussé à étudier les nombres associés à ce polynôme, dits les nombres

(r1; : : : rp)-Stirling de deuxième espèce, qui généralisent les nombres de Stirling mentionnés

ci-dessus.
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1.8.4 Polynômes de Bell exponentiels

Dé�nition 1.55 Les polynômes partiels (exponentiels) de Bell sont les polynômes

Bn;k (x1; x2; :::) de nombre in�ni de variables x1; x2; :::; dé�nis par leur fonction génératrice

verticale
1X
n=k

Bn;k (x1; x2; :::; xn�k+1)
tn

n!
=
1

k!

 1X
m=1

xm
tm

m!

!k
:

Dé�nition 1.56 Les polynômes complets (exponentiels) de Bell sont les polynômes

An (x1; x2; :::) dé�nis par leur fonction génératrice exponentielle :

exp

 1X
m=1

xm
tm

m!

!
=

1X
n=0

An (x1; x2; : : :)
tn

n!
;

ou en d�autres termes, ils sont dé�nis par

An (x1; x2; ::) :=
nX
k=1

Bn;k (x1; x2; :::) ; n � 1; et A0 (x1; x2; ::) := 1:

Théorème 1.57 Les polynômes partiels de Bell, Bn;k (x1; x2; :::) ; admettent l�expression

exacte :

Bn;k (x1; x2; :::) =
X
�(n;k)

n!

k1!k2!:::

�x1
1!

�k1 �x2
2!

�k2
:::;

où � (n; k) est l�ensemble de toutes les solutions (k1; k2; :::) des entiers naturels tels que :

k1 + k2 + k3 + ::: = k et k1 + 2k2 + 3k3 + ::: = n;

et on a

Bn (x1; x2; :::) =
nX
k=1

X
�(n;k)

n!

k1!k2!:::kn!

�x1
1!

�k1 �x2
2!

�k2
::::

Ici, les indices dans le polynôme Bn;k nous indique la partition d�un ensemble à n éléments

en k blocs. L�indice de la variable xi nous indique la présence d�un bloc à i éléments dans

une partition donnée et l�exposant du monôme xji indique qu�il existe j blocs de taille i

dans une partition.

Le polynôme An (x; x; :::) est dit polynôme de Bell univarié ou tout simplement poly-

nôme de Bell et est noté Bn (x).

Proposition 1.58 Nous avons

Bn;k (x; x; :::) =
X

k1+���+kn=k

n!

k1!k2!:::kn! (1!)
k1 (2!)k2 :::: (n!)kn

xk =

�
n

k

�
xk;

Bn (x) =

nX
k=1

Bn;k (x; x; :::) =

nX
k=1

�
n

k

�
xk:
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Nous rappelons ici que les polynômes de Bell véri�ent la relation de recurrence suivante :

Bn (x) = x

nX
k=0

�
n

k

�
Bk (x) :

Proposition 1.59 Nous avons

Bn;k (0!;�1!; 2!; :::) = (�1)n�k
�
n

k

�
;

Bn;k (0!; 1!; 2!; :::) =

�
n

k

�
;

Bn;k (1; 1; 1; :::) =

�
n

k

�
:

Istvan Mez½o [45] a dé�ni le polynôme r-Bell comme suit :

Bn;r (x) =

nX
k=0

�
n+ r

k + r

�
r

xk:

La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynômes r-Bell est donnée par

l�expression suivante [45, Thm. 3.1] :
1X
n=0

Bn;r (x)
zn

n!
= exp (x (ez � 1) + rz) :

1.8.5 Polynômes de Touchard

Dé�nition 1.60 [22] Les polynômes de Touchard notés Tn;k = Tn;k(x1; : : : ; y1; : : :),

n = 1; 2; : : : ; k = 0; 1; : : : ; n sont dé�nis par

Tn;k =
X
H(n;k)

n!

k1!k2!:::

�x1
1!

�k1
� � �
�x2
2!

�kn �y1
1!

�r1
� � �
�y2
2!

�rn
;

où H (n; k) est l�ensemble de toutes les solutions (k1; : : : ; kn; r1 ; :::; rn) des entiers naturels

tels que :
nX
i=1

ki = k et
nX
i=1

i(ki + ri) = n:

Il est facile de voir que Tn;0 = Bn (y1; : : : ; yn) et Tn;n = xn1 = Bn;n:

Proposition 1.61 [22] La fonction génératrice verticale de la suite des polynômes Tn;k
est

Tk(z) =

1X
n=0

Tn;k
zn

n!
=
1

k!
fx(z)gk ey(z)

où

x(z) =

1X
j=1

xj
zj

j!
et y(z) =

1X
j=1

yj
zj

j!
:
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Proposition 1.62 [22] La foncton génératrice mixte de la suite des polynômes de Tou-

chard est

T (z; u) =
1X
k=0

1X
n=k

Tn;k
zn

n!
uk = exp (ux (z) + y (z)) = exp

 1X
k=1

(uxk + yk)
zk

k!

!
:

Proposition 1.63 [22] Pour des valeurs particulières de xj et yj ; j = 1; 2; : : : ; nous

avons les relations suivantes :

Si xj = (j � 1)! et yj = 0, alors Tn;k =
�
n

k

�
:

Si xj = 1 et yj = 0; alors Tn;k =
�
n

k

�
:

Si xj = 1; y1 = r et yj = 0; j = 2; : : : ; alors Tn;k =
�
n+ r

k + r

�
r

:

Proposition 1.64 [22] Si xj = x; y1 = r et yj = 0; j = 2; : : : ; alors

Tn;k =

�
n+ r

k + r

�
r

xk;

Bn;r (x) =

nX
k=0

Tn;k:

1.8.6 Polynôme chromatique

Nous terminons ce chapitre par des notions plus élémentaires. Nous avons vu au para-

graphe 1.7.4 la manière de colorier les sommets d�un graphe avec k couleurs. On peut

également se demander quel est le nombre de façons distinctes de réaliser un tel coloriage.

Soit G = (V ;E) un graphe simple ayant au moins un sommet et k � 1. Notons PG(k)
(ou P (G; k)) le nombre de colorations possibles

f : V ! f1; 2; 3; :::; kg

de G avec au plus k couleurs. PG est une fonction croissante à valeurs entières PG : N� !
N.

Il est clair que :

� si k < �(G) alors PG(k) = 0 ;

� si k � �(G) alors PG(k) > 0 ;

(�(G) est le nombre chromatique de G). Par conséquent �(G) est le plus petit entier

positif k tel que PG(k) > 0.
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Fig. 1.8 �Opérations d�ajout et de contraction d�une arête

Proposition 1.65 [26] Pour tout entier positif k,

� P (Kn; k) = kn;

� P (On; k) = kn et

� P (Tn; k) = k (k � 1)n�1 :

Proposition 1.66 [21] Le nombre de k-colorations de G est égal au nombre de k-colorations

de G dans lesquelles u et v sont colorés di¤éremment, plus le nombre de k-colorations de

G dans lesquelles u et v sont de la même couleur.

Etant donné que le nombre des k-colorations de G dans lesquelles u et v sont colorés

di¤éremment est le nombre de k-colorations de G+uv alors que le nombre des k-colorations

de G dans lequel u et v sont de même couleur est le nombre des k-colorations du graphe

H obtenu en contractant u et v (voir Fig. 1.8), il s�ensuit que :

Théorème 1.67 [21] Soit G un graphe contenant des sommets non adjacents u et v et

soit H le graphe obtenu de G en contractant u et v. Nous avons :

P (G; k) = P (G+ uv; k) + P (H):

Nous allons déduire de ce théorème particulièrement simple que PG peut être considéré,

dans une certaine mesure, comme un polynôme ou plus précisément comme une fonction

polynomiale de la variable entière k.

En continuant ainsi, comme le montre la �gure 1.9, nous obtenons :

P (G; k) = k5 + 4k4 + 3k3:
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Fig. 1.9 �Somme de deux polynômes chromatiques

Fig. 1.10 �Calcul du polynôme chromatique
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Proposition 1.68 [21] PG est une fonction polynomiale.

Preuve. Montrons qu�il existe un polynôme (qui est nécessairement unique) FG 2 Z[x]
tel que 8k � 1 FG(k) = PG(k). Raisonnons par récurrence sur m = jEj:

Si m = 0 alors PG(k) = kn, (n = jV j), donc PG est la fonction polynomiale xn.

Supposons que l�assertion est vraie pour m : soit G un graphe simple ayant m+1 arêtes.

La fonction FG = PG+a+PG:a est une fonction polynomiale par hypothèse de récurrence ;

d�après le théorème précédent, elle satisfait FG(k) = PG(k) pour tout entier k ; donc PG

est elle-même fonction polynomiale. �

PG est appelé polynôme chromatique de G. Nous avons ainsi :

PG(x) = PG+a(x)� PG:a(x); 8a 2 E:

Théorème 1.69 [26] Soit G = (V ;E) un graphe ayant pour composantes connexes (Gi)1�i�c,

alors

PG =
Y
1�i�c

PGi

.

Preuve. En e¤et les composantes connexes ont des colorations indépendantes. �

Théorème 1.70 [26] Soit G = (V;E) un graphe simple. Alors :

P (G; x) =
X
i�1

�i (F)xi;

où F est le système héréditaire des stables de G et xi = x (x� 1) � � � (x� k + 1).

Remarque 1.71 Dans le cas du système héréditaire des stables, nous pouvons facilement

remarquer que les deux polynômes (de partition et chromatique) ont respectivement les

mêmes coe¢ cients par rapport aux bases
�
xk
	n
k=1

et
�
xk
	n
k=1

:



Chapitre 2

Polynômes de Touchard,

Polynômes partiels de Bell et

Polynômes de type binomial

2.1 Introduction

Parmi les polynômes de partition les plus connus en combinatoire, nous avons cité

dans le premier chapitre les polynômes partiels de Bell qui ont été introduits par Bell

[8]. Ces polynômes ont joué et continuent à jouer un rôle important dans des di¤érentes

applications et dans la détermination de plusieurs propriétés et identités combinatoires,

voir [1, 20, 23, 49, 50].

Un autre polynôme de partition, appelé le polynôme de Touchard, introduit par Tou-

chard [63] et qui présente une extension des polynômes partiels de Bell. Quelques pro-

priétés algébriques, combinatoires et probabilistiques de ces polynômes ont été étudié par

Touchard [63], Chrysaphinon [22], Charalambides [20], Kuzmier et Leonova [41].

Dans ce chapitre, nous donnons quelques relations entre le polynôme de Touchard et les

polynômes partiels de Bell et par la suite nous exploitons ces relations et les caratéristiques

des suites polynomiales de type binomial a�n de dériver quelques identités.

43
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2.2 Notations et hypothèses

Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations et les hypothèses suivantes :

D � d

dx
; Dk � dk

dxk
; Dkx=x0 �

dk

dxk

����
x=x0

;

Pour x 2 R; où R est l�ensemble des nombres réels, nous posons�
x

k

�
=
x (x� 1) � � � (x� k + 1)

k!
pour k = 1; 2; � � � et

�
x

0

�
= 1.

Aussi, pour tous les entiers non négatifs n;m nous notons

1(mjn) =

(
1; si m divise n;

0; sinon
et 1(n�m) =

(
1; si n � m;
0; sinon.

Soient fxj ; j � 1g et fy j ; j � 1g deux suites de nombres réels, nous notons les polynômes
de Touchard

Tn;k (xj ; yj) := Tn;k (x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn) ; n � k � 0;

et les polynômes partiels de Bell

Bn;k (xj) := Bn;k (x1; : : : ; xn) = Tn;k (x1; : : : ; xn; 0; : : : ; 0) ; n � k � 0:

Pour n < 0; soit ffn (x)g une suite de type binomial, nous posons

fn (x) = 0; Tn;k (xj ; yj) = 0 et Bn;k (xj) = 0:

2.3 Principaux résultats

Dans cette section, nous établissons quelques relations entre les polynômes de Touchard,

les polynômes partiels de Bell et ceux de type binomial. Par la suite, nous utilisons ces

relations a�n de développer plusieurs identités pour les polynômes de Touchard. Tout

d�abord nous rappelons la proposition suivante :

Proposition 2.1 [49] Soit ffn (x)g une suite de type binomial. Pour un nombre réel a on
considère dans la suite suivante ffn (x; a)g dé�nie par :

fn (x; a) :=
xfn (an+ x)

an+ x
:

La suite ffn (x; a)g est aussi de type binomial.
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Pour plus de détails sur les suites de type binomial voir [2].

Théorème 2.2 Soient n; k;m des entiers tels que : n � k � 1; m � 1; a un nombre réel
et fxng une suite de nombres réels, alors

Tn;k

�
xj ;�m (j � 1)!aj=m1(m=j)

�
= Bn;k (xj)� am!

�
n

m

�
Bn�m;k (xj) :

Preuve. Soit yn = �m (n� 1)!a
n
m 1(mjn): Pour a = 0 le théorème est trivial, autrement,

pour jtj < jaj�1=m nous avons

exp

0@X
i�1

yi
ti

i!

1A = exp

0@�X
j�1

aj
tmj

j

1A = exp (ln (1� atm)) = 1� atm;

donc

X
n�k

Tn;k (xj ; yj)
tn

n!
=

1

k!

0@X
i�1

xi
ti

i!

1Ak exp
0@X
i�1

yi
ti

i!

1A
=

1

k!

0@X
i�1

xi
ti

i!

1Ak (1� atm)
=

0@X
n�k

Bn;k (xj)
tn

n!

1A (1� atm)
=

X
n�k

Bn;k (xj)
tn

n!
� atm

X
n�k

Bn;k (xj)
tn

n!

=
X
n�k

Bn;k (xj)
tn

n!
� a

X
n�k

Bn;k (xj)
tn+m

n!

=
X
n�k

�
Bn;k (xj)� a

n!

(n�m)!Bn�m;k (xj)
�
tn

n!
:

Ainsi le théorème est démontré par identi�cation des coe¢ cients associés à tn: �

Proposition 2.3 [49] Soit ffn(x)g une suite de type binomial avec f0(x) = 1. Alors pour
tous nombres réels a; b et tous entiers n; k ; n � k � 1; nous avons

Bn;k

�
f0 (b) ; : : : ;

ibfi�1 (a (i� 1) + b)
a (i� 1) + b ; : : :

�
=

�
n

k

�
bfn�k (a (n� k) + b)

a (n� k) + b

Si nous posons xn = n fn�1 (x; b) dans le théorème 2.2 et nous utilisons la proposition

2.3 nous obtenons le corollaire suivant :
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Corollaire 2.4 Soit (fn (x)) une suite de polynôme de type binomial, alors nous avons

Tn;k

�
jfj�1 (x; b) ;�m (j � 1)!aj=m1(mjj)

�
=
n!

k!

�
fn�k (kx; b)

(n� k)! � a
fn�m�k (kx; b)

(n�m� k)!

�
:

Exemple 2.5 Pour fn (x) = xn dans le corollaire 2.4 avons

Tn;k

�
jx (b (j � 1) + x)j�2 ;�m (j � 1)!aj=m1(mjj)

�
= x

n!

(k � 1)!

 
(b (n� k) + kx)n�k�1

(n� k)! � a(b (n�m� k) + kx)
n�m�k�1

(n�m� k)! 1(n�m+k)

!

et pour fn (x) = n!
�
x

n

�
dans le corollaire 2.4 nous avons

Tn;k

0BB@xj!
�
b (j � 1) + x

j � 1

�
b (j � 1) + x ;�m (j � 1)!aj=m1(mjj)

1CCA

= x
n!

(k � 1)!

0BB@
�
b (n� k) + kx

n� k

�
b (n� k) + kx � a

�
b (n�m� k) + kx

n�m� k

�
b (n�m� k) + kx 1(n�m+k)

1CCA :
Comme ci-dessus, pour des cas particuliers des polynômes de Touchard, la proposition

suivante donne une autre expression en termes de polynômes de type binomial.

Proposition 2.6 Soient b; � deux réels et ffn (x)g une suite de polynômes de type bino-
mial. Nous avons

Tn;k (jfj�1 (x) ;�Dfj (0)) =

�
n

k

�
fn�k (kx+ �) :

Plus généralement, si b 6= 0 nous avons

Tn;k

�
jx
fj�1 (b (j � 1) + x)
b (j � 1) + x ;�

fj (bj)

bj

�
=

�
n

k

�
(kx+ �)

fn�k (b (n� k) + kx+ �)
b (n� k) + kx+ � :

Preuve. Soit

1 +
X
n�1

fn (x)
tn

n!
= exp

0@xX
i�1

yi
ti

i!

1A (2.1)

la fonction génératrice exponentielle de la suite ffn (x)g (1.11) et posons xn = n fn�1 (x) :
Nous avons nécéssairement yn = Dfn (0) (nous dérivons les deux côtés de l�identité (2.1)
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au point x = 0 et nous déduisons yn par identi�cation). Nous avons aussiX
i�1

xi
ti

i!
=

X
i�1

ifi�1 (x)
ti

i!

= t
X
i�1

fi�1 (x)
ti�1

(i� 1)!

=
X
i�0

fi (x)
ti

i!

= 1 +
X
i�1

fi (x)
ti

i!

= t exp

0@xX
i�1

yi
ti

i!

1A :
Par conséquent nous avons

X
n�k

Tn;k (xj ;�yj)
tn

n!
=

1

k!

0@X
i�1

xi
ti

i!

1Ak exp
0@�X

i�1
yi
ti

i!

1A
=

tk

k!
exp

0@(kx+ �)X
i�1

yi
ti

i!

1A
=

tk

k!

X
n�0

fn (kx+ �)
tn

n!

=
X
n�k

�
n

k

�
fn�k (kx+ �)

tn

n!
:

Par la suite, nous obtenons

Tn;k (jfj�1 (x) ;�Dfj (0)) =

�
n

k

�
fn�k (kx+ �) :

A�n de �nir la preuve de la proposition, nous remplaçons fn (x) par fn (x; b) dans la

dernière identité. �

Exemple 2.7 Pour fn (x) = xn dans la proposition 2.6 nous avons

Tn;k

�
xj (b (j � 1) + x)j�2 ;� (j � 1) (bj)j�2

�
=

�
n

k

�
(kx+ �) (b (n� k) + kx+ �)n�k�1
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et pour fn (x) = n!
�
x

n

�
dans la proposition 2.6 nous avons

Tn;k

�
j!x

b (j � 1) + x

�
b (j � 1) + x

j � 1

�
;� (�1)j�1 (j � 1)!

�
=

n!

k!

kx+ �

n (n� k) + kx+ �

�
n (n� k) + kx+ �

n� k

�
:

Ainsi on peut enoncer ce qui suit :

Corollaire 2.8 Soient r; s; p des entiers non négatifs, r � 1 et fxng une suite de nombres
réels avec x1 = 1 nous avons

Tn;k

0BB@ js

(r (j � 1) + s)
B(r+1)(j�1)+s;r(j�1)+s (xi)�

(r + 1) (j � 1) + s
r (j � 1) + s

� ;
p

rj

B(r+1)j;rj (xi)�
(r + 1) j

rj

�
1CCA

=

�
n

k

�
ks+ p

r (n� k) + ks+ p
B(r+1)(n�k)+ks+p;r(n�k)+ks+p (xi)�

(r + 1) (n� k) + ks+ p
r (n� k) + ks+ p

� :

Preuve. Pour x2 6= 0 soit ffn (x)g une suite de type binomial telle que fn (1) =
xn+ 1

n+ 1
:

De l�identité connue

Bn;k (jfj�1 (1)) =

�
n

k

�
fn�k (k)

nous obtenons

fn (k) =

�
n+ k

k

��1
Bn+k;k (xi) ; n � 0; k � 1:

Prenons b = r; x = s et � = p dans la proposition 2.6 a�n d�obtenir

Tn;k

�
js
fj�1 (r (j � 1) + s)
r (j � 1) + s ; p

fj (rj)

rj

�
=

�
n

k

�
(ks+ p)

fn�k (r (n� k) + ks+ p)
r (n� k) + ks+ p :

Ainsi, il su¢ t d�utiliser l�identité

fn (k) =

�
n+ k

k

��1
Bn+k;k (xi)

pour exprimer dans la dernière identité fi�1 (r (i� 1) + s) et fn�k (s (n� k) + ks+ p) par
le polynôme partiel de Bell.

Pour le cas x2 = 0 les corollaires restent vrais par continuité �

Exemple 2.9 En utilisant le corollaire 2.8 et l�identité Bn+k;k (1!; 2!; : : : ; (q + 1)!; 0; : : :) =
n!

k!

�
k

n� k

�
q

de [6], nous obtenons

Tn;k

 
j!s

r (j � 1) + s

�
r (j � 1) + s

j � 1

�
q

;
(j � 1)!p

r

�
rj

j

�
q

!

=
n!

k!

ks+ p

r (n� k) + ks+ p

�
r (n� k) + ks+ p

n� k

�
q

;
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où
�
k

n

�
q

sont des coe¢ cients dé�nis par l�équation suivante :

�
1 + x+ x2 + � � �+ xq

�k
=
X
n�0

�
k

n

�
q

xn

:

Aussi, pour xn = 1; xn = (�1)n�1 (n� 1)! ou xn = n! nous obtenons des identités reliant
avec les polynômes de Touchard aux nombres de Stirling de première et seconde espèce.

Les deux propositions suivantes donnent des relations entre les polynômes de Touchard

et les derivées successives de polynômes de type binomial.

Proposition 2.10 Soient b un nombre réel, b 6= 0, et ffn (x)g une suite de polynômes de
type binomial, nous avons :

Tn;k (Dfj (0) ;xDfj (0)) =
1

k!
Dkfn (x) ;

ou plus généralement,

Tn;k

�
fj (bj)

bj
;x
fj (bj)

bj

�
=
1

k!
Dk
�

x

bn+ x
fn (bn+ x)

�
:

Preuve. Soit ffn (x)g une suite de type binomial dé�nie par l�équation (2.1) et xn =
nfn�1 (x). Nous avons nécessairement yn = Dfn (0) et

X
n�k

Dkfn (x)
tn

n!
=

0@X
i�1

yi
ti

i!

1Ak exp
0@xX

i�1
yi
ti

i!

1A = k!
X
n�k

Tn;k (yj ;xyj)
tn

n!
:

alors

Tn;k (yj ;xyj) = Tn;k (Dfj (0) ;xDfj (0)) =
1

k!
Dkfn (x) :

Aprés cela, nous remplaçons fn (x) par fn (x; b) dans la dernière identité. �

Exemple 2.11 Pour fn (x) = xn dans la proposition 2.10 nous avons

Tn;k

�
(bj)j�1 ;x (bj)j�1

�
=

n!

(k!)2
(bn+ x)n�k�1 (b (n� 1) + x) ;

et pour fn (x) = n! dans la proposition 2.10 nous avons

Tn;k

�
j!

bj

�
bj

j

�
;x
j!

bj

�
bj

j

��
=
n!

k!
Dk
�

x

bn+ x

�
bn+ x

n

��
:
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Proposition 2.12 Soient b; �; � des nombres réels, r un entier positif et ffn (x)g une
suite de polynômes de type binomial, nous avons :

Tn;k

�
jDrz=0

�
e�zfj�1 (x+ z)

�
;�Dfj (0)

�
=

(kr)!

k!
Tn;kr

�
�1(j=1) + jDfj�1 (0) 1(j�2); (kx+ �)Dfj (0)

�
;

ou plus généralement,

Tn;k

�
jDrz=0

(x+ z) fj�1 (b (j � 1) + x+ z)
b (j � 1) + x+ z e�z

�
;�
fj (bj)

bj

=
(kr)!

k!
Tn;kr

�
�1(j=1) + j

fj�1 (b (j � 1))
b (j � 1) 1(j�2); (kx+ �)

fj (bj)

bj

�
:

Preuve. Soit ffn (x)g une suite de type binomial dé�nie par l�équation (2.1) et xn =
nDrz=0

�
e�zfn�1 (x+ z)

�
, nous avons nécessairement yn = Dfn (x) (0) et

1

k!

0@X
i�1

xi
ti

i!

1Ak =

0@X
i�1

iDrz=0

�
e�zfi�1 (x+ z)

� ti
i!

1Ak

=
tk

k!
F (t)kx

�
Drz=0

�
e�zF (t)z

��k
=

tk

k!
F (t)kx (� + lnF (t))kr

=
tk

k!
Dkrz=0

�
e�zF (t)kx+z

�
=

1

k!

0@�t+X
i�2

iyi�1
ti

i!

1Akr exp
0@kxX

i�1
yi
ti

i!

1A :
Alors

X
n�k

Tn;k (xj ;�yj)
tn

n!
=

1

k!

0@X
i�1

xi
ti

i!

1Ak exp
0@�X

i�1
yi
ti

i!

1A
=

1

k!

0@�t+X
i�2

iyi�1
ti

i!

1A exp
0@(kx+ �)X

i�1
yi
ti

i!

1A
=

(kr)!

k!

X
n�k

Tn;kr
�
�1(j=1) + jyj�11(j�2); (kx+ �) yj

� tn
n!
:

nous obtenons donc

Tn;k

�
jDrz=0

�
e�zfj�1 (x+ z)

�
;�Dfj (0)

�
=

(kr)!

k!
Tn;kr

�
�1(j=1) + jyj�11(j�2); (kx+ �)Dfj (0)

�
:

Pour �nir la preuve, remplacer fn (x) par fn (x; b) dans la dernière identité �
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Exemple 2.13 Pour fn (x) = xn dans la proposition 2.12 nous avons

Tn;k

�
jDrz=0

�
(x+ z) (b (j � 1) + x+ z)j�2 e�z

�
;� (bj)

j�1
�

=
(kr)!

k!
Tn;kr

�
�1(j=1) + j (b (j � 1))j�2 1(j�2); (kx+ �) (bj)j�1

�
:

Proposition 2.14 Soient fxng et fyng deux suites de nombres réels et r un entier positif,
nous avons

Bn;k

0BB@ r�
j + r � 1
r � 1

�Tj+r�1;r (xi; yi)
1CCA =

�
kr

k

�
�
n+ (r � 1) k
(r � 1) k

�Tn+(r�1)k;kr (xi; kyi) :
Preuve. D�après la dé�nition de la fonction génératrice exponentielle des polynômes de

Touchard nous avons0@X
n�r

Tn;r (xi; yi)
tn

n!

1Ak =
1

(r!)k

0@X
i�1

xi
ti

i!

1Akr exp
0@kX

i�1
yi
ti

i!

1A
=

(kr)!

(r!)k

X
n�kr

Tn;kr (xi; kyi)
tn

n!
;

ceci montre que

Tn;kr (xi; kyi) =
(r!)k k!

(kr)!
Bn;k

0@0; : : : ; 0| {z }
r�1

; Tr;r (xi; yi) ; Tr+1;r (xi; yi) ; : : :

1A ;
et puisque nous avons dans [20, p. 450]

Bn;k (0; : : : 0; ar; ar+1; : : :) =
n!

(n� (r � 1) k)!Bn�(r�1)k;k
�

i!ai+r�1
(i+ r � 1)!

�
:

donc

Tn;kr (xj ; kyj) =
(r!)k n!k!

(kr)! (n� (r � 1) k)!Bn�(r�1)k;k
�

j!

(r � 1� j)!Tr�1�j;r (xi; yi)
�
:

Il su¢ t maintenant de changer n par n+ (r � 1) k pour arriver à prouver la proposition.
�

Exemple 2.15 Soient r; s; p; q des entiers non négatifs avec q � 1: En utilisant la propo-
sition 2.14, nous obtenons

Bn;k

 
j! (rs+ p)

r (j � 1) + rs+ p

�
r (j � 1) + rs+ p

j � 1

�
q

!

=
n!

k!

k (rs+ p)

r (n� k) + k (rs+ p)

�
r (n� k) + k (rs+ p)

n� k

�
q

:
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A partir de l�identité Tn;r (i!; (i� 1)!s) =
n!

r!

�
n+ s� 1
r + s� 1

�
donnée en [20, p. 453] nous

obtenons

Bn;k

�
j!

�
j + r + s� 2
r + s� 1

��
=
n!

k!

�
n+ k (r + s� 1)� 1

k (r + s)� 1

�
Puisque nous avons dans [22, Thm. 3.3]

Tn;r ((i� 1)!; (i� 1)!s) =
�
n+ s

r + s

�
s

et Tn;r
�
1; s1(i=1)

�
=

�
n+ s

r + s

�
s

Ces identités et la proposition 2.14 nous donnent

Bn;k

0BB@ r�
j + r � 1
r � 1

��j + r + s� 1
r + s

�
s

1CCA =

�
kr

k

�
�
n+ (r � 1) k
(r � 1) k

��n+ (r + s� 1) k
(r + s) k

�
ks

;

Bn;k

0BB@ r�
j + r � 1
r � 1

��j + r + s� 1
r + s

�
s

1CCA =

�
kr

k

�
�
n+ (r � 1) k
(r � 1) k

��n+ (r + s� 1) k
(r + s) k

�
ks

:



Chapitre 3

Nombres
�
r1; : : : ; rp

�
-Stirling de

deuxième espèce

3.1 Introduction

Nous rappelons que le nombre de Stirling de deuxième espèce, noté
�
n
k

	
; est le nombre

de partitions de l�ensemble [n] en k blocs non vides disjoints. Dans [32] nous trouverons

une excellente introduction à ces nombres.

Le nombre r-Stirling de deuxième espèce, noté
�
n
k

	
r
; compte le nombre de partitions

de l�ensemble [n] en k blocs non vides disjoints de telle sorte que les élements 1; 2; : : : ; r

soient dans des blocs di¤érents. Broder dans [17] a donné des interprétations combinatoires

et quelques propriétés algébriques à ces nombres. Il a aussi établi plusieurs identités, des

relations recurrentes et les fonctions génératrices de ces nombres.

Plusieurs auteurs ont étudié ces nombres et ont donné leur rôle en probabilité, en ap-

proximations, en congruences et en d�autres domaines. Par exemple, Chrysaphinou [22]

a introduit les polynômes de Touchard et leur relation avec les nombres r-Stirling ainsi

que d�autres types de nombres, Hsu et al. [34] ont étudié les propriétés et les approxima-

tions d�une famille de nombres de Stirling, Mez½o [45, 46] a étudié les nombres r-Bell et le

maximum des nombres r-Stirling.

Mihoubi et al. [51] ont donné des propriétés relatives aux nombres r-Stirling. D�autres

résultats sur ces nombres ont été publiés dans [17, 20, 55]:

Dans ce chapitre nous donnons une certaine généralisation aux nombres r-Stirling. Cette

généralisation consiste à dé�nir les nombres (r; s)-Stirling de deuxième espèce et par la

suite les nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce et à établir :

53



Combinatoire de certaines classes de polynômes de partition M.S. MAAMRA 54

� Une généralisation des formules de Dobinski [25].

� Une interprétation combinatoire du coe¢ cient de (z)k pour k = 0; 1; 2; : : : ; dans le

polynôme Pt (z; rp) = (z + rp)
r1 + � � �+ (z + rp)rp�1 avec t 2 R:

� Des inégalités qui généralisent celles données par Bouroubi [15] sur les polynômes de

Bell à une seule variable.

� Quelques propriétés sur les nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce.

3.2 Nombres (r; s)-Stirling de deuxième espèce

Soient R et S deux sous ensembles de f1; 2; : : : ; ng avec jRj = r et jSj = s. Nous

nous intéressons en premier lieu au nombre de k-partitions (partition d�un ensemble en

exactement k blocs) de f1; 2; : : : ; ng tel que les éléments de R (resp:S) soient dans des

blocs di¤érents. Ce nombre, noté
�
n
k

	
r;s
et dit (r; s)-Stirling de deuxième espèce. Nous

avons évidemment �
n

k

�
r;s

=

�
n

k

�
s;r

Par la propriété de la symétrie des nombres (r; s)-Stirling de seconde espèce par rapport

au couple (r; s), nous pouvons supposer, sans perdre de généralités, que r � s; R =

f1; : : : ; rg et S = fr + 1; : : : ; r + sg :

3.2.1 Relations récurrentes combinatoires

Dans cette section, nous commençons d�abord par donner un théorème dans lequel nous

exprimons les nombres r-Stirling de deuxième espèce en fonction des nombres de Stirling

de deuxième espèce classiques. Ce théorème permet de déduire de nombreux résultats

combinatoires qui seront mentionnés dans la suite de ce chapitre.

Théorème 3.1 Nous avons�
n

k

�
r

=
1

(k � r)!

rX
i=0

�
r

i

��
n� r
k � i

�
(k � i)!: (3.1)

Preuve. Soit � une partition de l�ensemble [n] en k blocs. Supposons que cette partition

soit composée de i blocs sous forme de singletons parmi les r premiers éléments et (k � i)
blocs non vides extraits de l�ensemble fr + 1; : : : ; ng.

Dan ce cas, pour i = 0; 1; : : : ; r , il existe
�
r

i

�
façons pour extraire i singletons parmi

les éléments de l�ensemble f1; 2; : : : ; rg et
�
n� r
k � i

�
façons pour partitionner l�ensemble
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fr + 1; : : : ; ng en k � i blocs.
Les éléments de l�ensemble fi+ 1; : : : ; rg ; seront par la suite insérés dans les (k � i) blocs
(construits ci-dessus) en

(k � i) � � � ((k � i)� (r � i) + 1) = (k � i)!
(k � r)!

façons. Alors, le nombre de partitions de l�ensemble f1; : : : ; ng en k blocs tels que les
éléments de l�ensemble f1; : : : ; rg soient dans des blocs di¤érents est�

n

k

�
r

=
1

(k � r)!

rX
i=0

�
r

i

��
n� r
k � i

�
(k � i)!:

�

Exemple 3.2 En posant r = 1, nous aurons la relation récurrente classique des nombres

de Stirling de deuxième espèce�
n

k

�
=

1

(k � 1)!

��
n� 1
k

�
k! +

�
n� 1
k � 1

�
(k � 1)!

�
= k

�
n� 1
k

�
+

�
n� 1
k � 1

�
:

En utilisant l�identité 3.1, nous pouvons établir la fonction génératrice mixte des nombres

r-Stirling. C�est à direX
n;k�0

�
n+ r

k + r

�
r

tn

n!
zk = exp (z (exp t� 1) + rt) :

Le théorème suivant est la version du théorème précedent appliquée aux nombres (r; s)-

Stirling de deuxième espèce.

Théorème 3.3 Nous avons�
n

k

�
r;s

=
1

(k � s)!

sX
j=0

�
s

j

��
n� s
k � j

�
r

(k � j)! (3.2)

=
1

(k � r)!

rX
i=0

�
r

i

��
n� r
k � i

�
s

(k � i)!; n � r + s

Preuve. Soit � une partition de l�ensemble [n] en k blocs. Supposons que cette partition

soit composée de i blocs sous forme de singletons parmi les r premiers éléments et (k � i)
blocs non vides extraits de l�ensemble fr + 1; : : : ; ng.

Dan ce cas, pour i = 0; 1; : : : ; r , il y a
�
r

i

�
façons pour former i singletons parmi les
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éléments de l�ensemble f1; :::; rg et
�
n� r
k � i

�
s

partitions de l�ensemble fr + 1; :::; ng en

k� i sous ensembles tels que les éléments fr + 1; :::; r + sg soient dans des blocs di¤érents.
Les r � i éléments de l�ensemble fi+ 1; :::; rg peuvent être insérés dans les k � i blocs en

(k � i) ::: ((k � i)� (r � i) + 1) = (k � i)!
(k � r)!

façons. Alors le nombre de partitions de l�ensemble f1; :::; ng en k blocs tels que les éléments
de f1; :::; rg (resp. fr + 1; :::; r + sg) sont dans des blocs di¤érents est :�

n

k

�
r;s

=
1

(k � r)!

rX
i=0

�
r

i

��
n� r
k � i

�
s

(k � i)!

A partir de la propriété de symétrie de ces nombres par rapport au couple (r; s) nous

obtenons la deuxième égalité dans (3.2). �

Les deux théorèmes suivants nous donnent quelques relations recurrentes qui généralisent

celles qui ont été données en (3.1) et [17].

Théorème 3.4 Les nombres (r; s)-Stirling de deuxième espèce satisfont aux propriétés

suivantes :�
n

k

�
r;s

= 0 si n < r + s ou k < s ou k > n; (3.3)�
n

k

�
r;s

=
r!s!

(k � r)! (k � s)! (r + s� k)! si n = r + s et s � k � r + s;�
n

k

�
r;s

= k

�
n� 1
k

�
r;s

+

�
n� 1
k � 1

�
r;s

si n > r + s:

Preuve. Pour partitionner un ensemble à n éléments, il est évident que les hypothèses

suivantes doivent être satisfaites : n � r + s et Max(r; s) � k � n.
Pour n = r + s et max(r; s) � k � n , nous utilisons l�une des identités du théorème 3.3.
En e¤et �

n

k

�
r;s

=
1

(k � s)!

sX
j=0

�
s

j

�
(k � j)!

�
n� s
k � j

�
r

=
1

(k � s)!

sX
j=0

�
s

j

�
(k � j)!

�
r

k � j

�
r

et du fait que, pour j = 0; : : : ; s; on a�
r

k � j

�
r

= �k�j;r;
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il s�ensuit que �
n

k

�
r;s

=
1

(k � s)!

�
s

k � r

�
r! =

r!s!

(k � s)! (k � r)! (s+ r � k)! :

Pour n > r + s, nous présentons deux démonstrations (l�une combinatoire et la seconde

algébrique) :

Démonstration combinatoire : Soit � une partition de l�ensemble [n] en k blocs telle

que les éléments de f1; : : : ; rg (resp: fr + 1; : : : ; r + sg) soient dans des blocs di¤érents .
Cette partition est formée :

- Soit à partir d�une partition de l�ensemble [n� 1] en k blocs et en ajoutant par la suite

l�élément n à chacun des k blocs. Alors Il existe dans ce cas k
�
n� 1
k

�
r;s

partitions.

- Soit à partir d�une partition de l�ensemble [n� 1] en k � 1 blocs et en ajoutant par

la suite l�ensemble fng en tant que k�eme bloc. Alors Il existe dans ce cas
�
n� 1
k � 1

�
r;s

partitions.

Evidemment, pour n > r + s la distribution des éléments 1; : : : ; r et des éléments r +

1; : : : ; r+s dans les di¤érents blocs n�a aucune in�uence sur ce processus. Par conséquent,

nous avons �
n

k

�
r;s

= k

�
n� 1
k

�
r;s

+

�
n� 1
k � 1

�
r;s

:

Démonstration algébrique : Posons

� =

�
n

k

�
r;s

� k
�
n� 1
k

�
r;s

�
�
n� 1
k � 1

�
r;s

:

Alors, en utilisant l�une des identités du théorème 3.3, nous obtenons

� =
sX
j=0

�
s

j

�
(k � 1� j)!
(k � s)!

�
�
(k � j)!

�
n� s
k � j

�
r

� k (k � j)
�
n� 1� s
k � j

�
r

� (k � s)
�
n� 1� s
k � 1� j

�
r

�
:

Vu que n� s > r nous utilisons l�identité�
n� s
k � j

�
r

= (k � j)
�
n� s� 1
k � j

�
r

+

�
n� s� 1
k � j � 1

�
r

;
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pour évaluer la valeur de �. Autrement dit :

� =

sX
j=0

�
s

j

�
(k � 1� j)!
(k � s)!

�
�j (k � j)

�
n� 1� s
k � j

�
r

+ (s� j)
�
n� 1� s
k � 1� j

�
r

�

= � 1

(k � s)!

sX
j=0

�
s

j

�
(k � j)!j

�
n� 1� s
k � j

�
r

+
1

(k � s)!

sX
j=0

�
s

j

�
(k � 1� j)! (s� j)

�
n� 1� s
k � 1� j

�
r

= 0:

Donc �
n

k

�
r;s

= k

�
n� 1
k

�
r;s

+

�
n� 1
k � 1

�
r;s

:

�

Théorème 3.5 Les nombres (r; s)-Stirling de deuxième espèce satisfont aux relations sui-

vantes : �
n

k

�
r;s

=

�
n

k

�
r�1;s

� (r � 1)
�
n� 1
k

�
r�1;s

(3.4)

=

�
n

k

�
r;s�1

� (s� 1)
�
n� 1
k

�
r;s�1

; n � r + s; rs � 1:

Preuve. Par symétrie de
�
n
k

	
r;s
sur r; s; nous démontrons seulement la première partie

des identités du théorème 3.5 (La deuxième partie se démontre de la même manière).

Démonstration combinatoire. La première partie des identités du théorème 3.5 peut

être écrite sous la forme suivante :

(r � 1)
�
n� 1
k

�
r�1;s

=

�
n

k

�
r�1;s

�
�
n

k

�
r;s

:

Le nombre
�
n
k

	
r�1;s �

�
n
k

	
r;s
représente le nombre de partitions de l�ensemble f1; : : : ; ng

en k blocs tels que les éléments 1; : : : ; r � 1 et r + 1; : : : ; r + s soient respectivement dans
des blocs di¤érents et l�élément r se trouve dans l�un des blocs contenant un élément

de l�ensemble f1; : : : ; r � 1g : Ce nombre est aussi égal à (r � 1)
�
n�1
k

	
r�1;s car de telles

partitions peuvent être obtenues en r � 1 façons à partir des partitions de l�ensemble
f1; : : : ; ng � frg en k blocs (les éléments 1; : : : ; r � 1 sont dans des blocs di¤érents) et
en insérant l�élément r dans l�un des r � 1 blocs contenant un élément de l�ensemble
f1; : : : ; r � 1g :

Démonstration algébrique. En utilisant l�identité (1.9), les nombres r-Stirling de

deuxième espèce satisfont

(r � 1)
�
n� 1
k

�
r�1

=

�
n

k

�
r�1
�
�
n

k

�
r

; n � r � 1:
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Donc, d�après l�identité (3.2) nous avons

(r � 1)
�
n� 1
k

�
r�1;s

=
1

(k � s)!

sX
j=0

�
s

j

�
(k � j)!

�
(r � 1)

�
n� 1� s
k � j

�
r�1

�

=
1

(k � s)!

sX
j=0

�
s

j

�
(k � j)!

��
n� s
k � j

�
r�1
�
�
n� s
k � j

�
r

�

=

�
n

k

�
r�1;s

�
�
n

k

�
r;s

:

�

3.2.2 Fonctions génératrices des nombres (r; s)-Stirling

Lemme 3.6 Pour r � s+ k; nous avons

Drx

�
xk (x+ 1)s

�
=

sX
j=0

�
s

j

�
(k + j)!

(k + j � r)!x
k+j�r et

Drx

�
xk (x+ 1)s

�
= xDrx

�
xk�1 (x+ 1)s

�
+ rDr�1x

�
xk�1 (x+ 1)s

�
:

Preuve. L�identité

xk (x+ 1)s = xk
sX
j=0

�
s

j

�
xj =

sX
j=0

�
s

j

�
xk+j

montre que

Drx

�
xk (x+ 1)s

�
=

sX
j=0

�
s

j

�
(k + j)!

(k + j � r)!x
k+j�r:

Pour la deuxième identité, d�après la formule de Leibnitz nous pouvons écrire

Drx

�
xk (x+ 1)s

�
= Drx

�
xxk�1 (x+ 1)s

�
=

rX
i=0

�
r

i

�
Dix (x)D

r�i
x

�
xk�1 (x+ 1)s

�
= xDrx

�
xk�1 (x+ 1)s

�
+ rDr�1x

�
xk�1 (x+ 1)s

�
:

�

Théorème 3.7 Nous avonsX
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=
1

k!
exp (rt)Drx=exp(t)�1

�
xk (x+ 1)s

�
: (3.5)

En particulier, pour r = 0 nous obtenons la fonction génératrice verticale des nombres

r-Stirling : X
n�k

�
n+ s

k + s

�
s

tn

n!
=
1

k!
(exp (t)� 1)k exp (st) :
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Preuve. Supposons que r � s (le cas r � s pourra être étudié d�une manière similaire).
Pour k � r nous avonsX

n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=

X
n�0

1

k!

sX
j=0

�
s

j

�
(k + s� j)!

�
n+ r

k + s� j

�
r

tn

n!

=
X
n�0

1

k!

sX
j=r�k

�
s

j

�
(k + j)!

�
n+ r

k + j

�
r

tn

n!

=
1

k!

sX
j=r�k

�
s

j

�
(k + j)!

X
n�k+j�r

�
n+ r

k + j � r + r

�
r

tn

n!

=
1

k!
exp (rt)

sX
j=r�k

(k + j)!

(k + j � r)!

�
s

j

�
(exp (t)� 1)k+j�r :

D�après le lemme 3.6 nous déduisons queX
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=
1

k!
exp (rt)Drx=exp(t)�1

�
xk (x+ 1)s

�
et pour k > r nous avonsX

n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=

X
n�k�r

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!

=
X
n�k�r

1

k!

sX
j=0

�
s

j

�
(k + s� j)!

�
n+ r

k + s� j

�
r

tn

n!

=
X
n�k�r

1

k!

sX
j=0

�
s

j

�
(k + j)!

�
n+ r

k + j

�
r

tn

n!

=
1

k!

sX
j=0

(k + j)!

�
s

j

� X
n�k�r+j

�
n+ r

k + j

�
r

tn

n!

=
1

k!
exp (rt)

sX
j=0

(k + j)!

(k + j � r)!

�
s

j

�
(exp (t)� 1)k+j�r

=
1

k!
exp (rt)Drx=exp(t)�1

�
xk (x+ 1)s

�
:

�

Nous notons que pour k = 0 ou k = 1 dans (3.5) nous obtenons�
n+ r + s

s

�
r;s

=
s!

(s� r)!s
n et�

n+ r + s

s+ 1

�
r;s

=
s!

(s� r + 1)!

�
(s+ 1)n+1 � sn (s+ 1� r)

�
:

Corollaire 3.8 Nous avonsX
n;k�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
zk = Drx=exp(t)�1 ((x+ 1)

s exp (xz + rt)) : (3.6)
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En particulier, pour r = 0 nous avonsX
n;k�0

�
n+ s

k + s

�
s

tn

n!
zk = exp (z (exp (t)� 1) + st) :

3.2.3 Polynômes (r; s)-Bell

Dé�nition 3.9 Les polynômes (r; s)-Bell sont dé�nis comme suit :

Bn (z; r; s) =
n+rX
k=0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

zk; n � 0:

Pour z = 1; les nombres Bn (1; r; s) sont appelés les nombres (r; s)-Bell. Ces nombres

comptent le nombre total des partitions d�un ensemble à n + r + s éléments tels que les

éléments des ensembles

Bn (1; r; s) =
n+rX
k=0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

f1; : : : ; rg et fr + 1; : : : ; r + sg soient respectivement dans des blocs di¤érents.

Nous rappelons que dans [17], les nombres de Stirling et les nombres r-Stirling de

deuxième espèce ont les expressions suivantes :�
n

k

�
=

1

k!

kX
j=0

�
k

j

�
(�1)k�j jn;

�
n+ r

k + r

�
r

=
1

k!

kX
j=0

�
k

j

�
(�1)k�j (j + r)n ;

et que les polynômes de Bell et les polynômes r-Bell ont les formules de Dobinski respec-

tives suivantes [45] :

Bn (z) : =

nX
j=0

�
n

k

�
zk = exp (�z)

X
j�0

jn

j!
zj ;

Bn (z; r) : =

nX
j=0

�
n+ r

k + r

�
r

zk = exp (�z)
X
j�0

(j + r)n

j!
zj :

Le théorème suivant donne des expressions similaires pour les polynômes (r; s)-Bell et les

nombres (r; s)-Stirling de deuxième espèce. Ces expressions coincident avec les cas des

nombres de Stirling (resp. Bell) pour r = 0 et s = 0 et les nombres r-Stirling (resp. r-Bell)

pour r = 0.
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Théorème 3.10 (Formule de Dobinski [45]) Nous avons

Bn (z; r; s) = exp (�z)
X
j�0

(j + s)r
(j + s)n

j!
zj ; (3.7)

et �
n+ r + s

k + s

�
r;s

=
1

k!

kX
j=0

(j + s)r
�
k

j

�
(�1)k�j (j + s)n : (3.8)

Preuve. A partir de (3.5) nous avonsX
n�0
Bn (z; r; s)

tn

n!
=

X
n;k�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
zk

=
X
k�0

1

k!
exp(rt)Drx=exp(t)�1

�
xk (x+ 1)s

�
zk

= exp (rt)Drx=exp(t)�1

0@(x+ 1)sX
k�0

(xz)k

k!

1A
= Drx=exp(t)�1 ((x+ 1)

s exp (xz + rt))

= exp (rt� z)Drx=exp(t)�1 ((x+ 1)
s exp ((x+ 1) z))

= exp (rt� z)Drx=exp(t)�1
X
j�0

(x+ 1)j+s
zj

j!

= exp (st� z)
X
j�0

(j + s)r
(z exp (t))j

j!

= exp (�z)
X
j�0

(j + s)r
zj exp ((j + s) t)

j!

= exp (�z)
X
j�0

(j + s)r
zj

j!

X
n�0

(j + s)n

n!
tn

= exp (�z)
X
n�0

tn

n!

X
j�0

(j + s)r (j + s)n
zj

j!
:

L�identité (3.8) pourra être déduite à partir de (3.7) par identi�cation des coe¢ cients des

zk. �

3.2.4 Identités et conséquences

Corollaire 3.11 Pour 1 � r � s nous avons�
n+ r + s+ 1

k + s

�
r;s

=
nX
j=0

�
n

j

� �
j + r + s

k + s� 1

�
r;s

+ r

�
j + r + s

k + s� 1

�
r�1;s

!
:
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Preuve. A partir de (3.1), nous obtenons :

k
X
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!

=
1

(k � 1)! exp (rt)D
r
x=exp(t)�1

�
x
�
xk�1 (x+ 1)s

��
;

et, en utilisant la deuxième identité du lemme 3.6, nous obtenons

k
X
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!

=
1

(k � 1)! exp (rt) (exp (t)� 1)D
r
x=exp(t)�1

�
xk�1 (x+ 1)s

�
+

r

(k � 1)! exp (rt)D
r�1
x=exp(t)�1

�
xk�1 (x+ 1)s

�
= (exp (t)� 1)

X�
n+ r + s

k � 1 + s

�
r;s

tn

n!
+ r exp (t)

X
n�0

�
n+ r � 1 + s
k � 1 + s

�
r�1;s

tn

n!

= exp (t)
X
n�0

 �
n+ r + s

k + s� 1

�
r;s

+ r

�
n+ r � 1 + s
k + s� 1

�
r�1;s

!
tn

n!

�
X
n�0

�
n+ r + s

k + s� 1

�
r;s

tn

n!
;

ce qui donne par identi�caton

k

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

+

�
n+ r + s

k + s� 1

�
r;s

=
nX
j=0

�
n

j

� �
j + r + s

k + s� 1

�
r;s

+ r

�
j + r � 1 + s
k + s� 1

�
r�1;s

!
:

En utilisant (3.3), nous obtenons l�identité demandée. �

En utilisant (3.7) nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.12 Pour r � s; nous avons

z
d

dz
(zs exp (z)Bn (z; r; s)) = zs exp (z)Bn+1 (z; r; s) ; (3.9)

d

dz
(exp (z)Bn (z; r; s)) = exp (z)Bn (z; r; s+ 1) ; (3.10)

Bn+1 (z; r; s) = zBn (z; r; s+ 1) + sBn (z; r; s) : (3.11)

Corollaire 3.13 Nous avons

B0 (z; r; s) =

rX
k=0

�
s+ 1

k + s� r + 1

�
s�r+1

Bk (z) ;

Bn (z; r; s) =

nX
k=0

�
n+ s

k + s

�
s

zkB0 (z; r; s+ k) ; (3.12)
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où

Bn (z) = Bn (z; 0; 0) =
nX
k=0

�
n

k

�
zk:

Preuve. A partir de [17, Thm. 21] nous avons

(z + s)r = (z + s� r + 1)r =
rX
k=0

�
s+ 1

k + s� r + 1

�
s�r+1

zk

=
rX
k=0

kX
l=0

�
s+ 1

k + s� r + 1

�
s�r+1

�
k

l

�
zl:

donc

B0 (z; r; s) = exp (�z)
X
j�0

(j + s)r
zj

j!

= exp (�z)
X
j�0

 
rX
k=0

kX
l=0

�
s+ 1

k + s� r + 1

�
s�r+1

�
k

l

�
jl

!
zj

j!

= exp (�z)
rX
k=0

kX
l=0

�
s+ 1

k + s� r + 1

�
s�r+1

�
k

l

�X
j�0
jl
zj

j!

=

rX
k=0

�
s+ 1

k + s� r + 1

�
s�r+1

kX
l=0

�
k

l

�
zl

=

rX
k=0

�
s+ 1

k + s� r + 1

�
s�r+1

Bk (z) ;

et d�après [17, Corollaire 9] nous obtenons

rX
k=0

�
s+ 1

k + s� r + 1

�
s�r+1

zk = z�(s�r+1)
s+1X

k=s�r+1

�
s+ 1

k

�
s�r+1

zk = (z + s)r :

Dans [17, Thm. 22] nous avons

(z + s)n =
nX
k=0

�
n+ s

k + s

�
s

zk;

donc

Bn (z; r; s) = exp (�z)
X
j�0

(j + s)r (j + s)n
zj

j!

= exp (�z)
nX
k=0

�
n+ s

k + s

�
s

X
j�0

(j + s)r jk
zj

j!

= exp (�z)
nX
k=0

�
n+ s

k + s

�
s

zk
X
j�0

(j + s+ k)r
zj

j!

=

nX
k=0

�
n+ s

k + s

�
s

zkB0 (z; r; s+ k) :

�
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Corollaire 3.14 Pour r � s; nous avons

Bn (z; r; s) =
rX
i=0

(�1)r�i
�
r

i

�
Bn+i (z; s) ; (3.13)

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

=
rX
i=0

(�1)r�i
�
r

i

��
n+ i+ s

k + s

�
s

; (3.14)

où
�
n

k

�
sont les nombres de Stirling de première espèce et

Bn (z; r) :=
nX
k=0

�
n+ r

k + r

�
r

zk; n � 0:

Preuve. Il su¢ t d�utiliser dans (3.7) et (3.8) l�identité connue

(j + s)r =

rX
i=0

(�1)r�i
�
r

i

�
(j + s)i :

�

Le théorème suivant nous montre que les coe¢ cients de zk du polynôme (z + s)n (z + s)r

sont les nombres (r; s)-Stirling de deuxième espèce:

Théorème 3.15 Nous avons

(z + s)n (z + s)r =
n+rX
k=0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

zk: (3.15)

Preuve. En utilisant (3.14) et [17, Thm. 22] nous obtenons

X
k

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

zk =
rX
i=0

(�1)r�i
�
r

i

�X
k

�
n+ i+ s

k + s

�
s

zk

=
rX
i=0

(�1)r�i
�
r

i

�
(z + s)n+i

= (z + s)n
rX
i=0

(�1)r�i
�
r

i

�
(z + s)i

= (z + s)n (z + s)r :

�

Comme conséquence de (3.15), en utilisant [17, Thm. 22] et la deuxième identité de (3.2),

nous pouvons a¢ rmer que pour n = 0 dans (3.15) nous avons :

rX
k=0

�
r + s

k + s

�
r;s

zk =
rX
k=0

k!

�
s

k

��
r

k

�
zr�k = (z + s)r =

rX
k=0

�
r + s

k + s

�
s

zk:
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3.3 Nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce

3.3.1 Introduction

Dé�nition 3.16 Soient R1; : : : ; Rp des sous-ensembles de l�ensemble [n] = f1; 2; : : : ; ng,
avec

1. jRij = ri pour tout i = 1; 2; : : : ; p;

2. jRi \Rj j = ? pour tout i; j = 1; : : : ; p et i 6= j:

Le nombre (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce, p � 1 ,noté par
�
n

k

�
r1;r2;:::;rp

,

compte le nombre de partitions de l�ensemble [n] en k sous-ensembles non vides

(appelés blocs), tel que les éléments de chacun des p sous ensembles R1 = [r1] ;

R2 = [r1 + r2]n [r1] ; : : : ; Rp = [r1 + � � �+ rp]n [r1 + � � �+ rp�1] soient respectivement
dans des blocs di¤érents..

A partir de cette dé�nition, nous pouvons facilement véri�er que les nombres (r1; r2; : : : ; rp)-

Stirling de deuxième espèce satisfont les propriétés suivantes :

1.
�
n

k

�
r1;:::;rp

= 0; n < r1 + � � � + rp où k < max (r1; : : : ; rp) car si n <

r1 + � � � + rp nous ne pouvons pas partitionner l�ensemble [n] en p sous-ensembles
Ri et si k < rM = max (r1; : : : ; rp) ; nous ne pouvons pas trouver une partition en k

sous-ensembles non vides tels que les éléments de RM soient dans des blocs di¤érents.

2.
�
n

k

�
r1;:::;rp

=

�
n

k

�
; si r1; : : : ; rp 2 f0; 1g ;

3.
�
n

k

�
r1;:::;rp

=

�
n

k

�
rp

si r1; : : : ; rp�1 2 f0; 1g ;

4.
�
n

k

�
r1;:::;rp

=

�
n

k

�
r1;:::;rp ;0

=

�
n

k

�
r1;:::;rp;1

;

5.
�
n

k

�
r1;:::;rp

=

�
n

k

�
r�(1);:::;r�(p)

pour toute permutation � sur l�ensemble f1; : : : ; pg :

A partir de la prorpiété 5, nous remarquons la symétrie du nombre (r1; : : : ; rp)-Stirling

de deuxième espèce par rapport aux nombres r1; : : : ; rp; nous pouvons donc, sans perdre

de généralité, supposer que r1 � r2 � � � � � rp.

Dans ce chapitre nous noterons

� Dnz=z0 =
dn

dzn

����
z=z0

;

� rp = (r1; : : : ; rp) ;
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� jrpj = r1 + � � �+ rp;
� Pt (z; rp) = (z + rp)

t (z + rp)
r1 � � � (z + rp)rp�1 avec t 2 R:

3.3.2 Relations récurrentes combinatoires

Broder dans [17] a introduit les nombres r-Stirling de deuxième espèce et a montré d�une

manière combinatoire que ces nombres véri�ent les relations suivantes (voir [17, Thms. 2

et 4]) : �
n

k

�
r

= 0; n < r;�
n

k

�
r

= �r;k;�
n

k

�
r

= k

�
n� 1
k

�
r

+

�
n� 1
k � 1

�
r

; n > r;�
n

k

�
r

=

�
n

k

�
r�1
� (r � 1)

�
n� 1
k

�
r�1
; n � r � 1:

Dans cette section nous montrerons que les nombres rp-Stirling de deuxième espèce sa-

tisfont à des relations recurrentes similaires à celles des nombres de Stirling de deuxième

espèce ainsi qu�à celles des nombres r-Stirling de deuxième espèce mais avec des conditions

initiales modi�ées (voir les théorèmes 3.18 et 3.19 ci dessous).

Théorème 3.17 Soit rp;� = (r1; : : : ; r��1; r�+1; : : : ; rp) ; 1 � � � p. Les nombres rp-

Stirling de deuxième espèce peuvent être exprimer sous la forme suivante :�
n

k

�
rp

=
1

(k � r�)

r�X
j=0

�
r�
j

��
n� r�
k � j

�
rp;�

(k � j)!:

Preuve. Vu le rôle symétrique que jouent les éléments r1; : : : rp dans les nombres rp-

Stirling nous considérons, sans perdre de généralité, seulement le cas où � = p.

Pour i = 0; : : : ; p, il existe
�
r�
i

�
façons pour former i singletons en utilisant les éléments

de l�ensemble Rp et
�
n� r�
k � i

�
rp�1

façons pour partitionner l�ensemble [n] n Rp en k � i

sous ensembles de sorte que les éléments de chaque sous ensemble Ri i = 1; : : : ; p � 1,
soient dans des blocs di¤érents.

Les rp � i éléments restant de l�ensemble Rp et qui ne sont pas encore utilisés dans la

partition peuvent être insérés dans les k � i sous ensembles déjà construits en (k � i)!
(k � rp)!

façons. Alors le nombre de partitions de l�ensemble [n] en k sous ensembles tels que les

éléments de chaque ensemble Ri i = 1; : : : ; p soient respectivement dans des blocs di¤érents
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est �
n

k

�
rp

=
1

(k � r�)

r�X
j=0

�
r�
j

��
n� r�
k � j

�
rp;�

(k � j)!:

�

Théorème 3.18 Les nombres rp-Stirling de deuxième espèce �satisfont à la relation ré-

currente suivante : �
n

k

�
rp

= k

�
n� 1
k

�
rp

+

�
n� 1
k � 1

�
rp

Preuve. Pour former une partition de l�ensemble [n] en k sous ensembles non vides, nous

construisons.

� une partition de l�ensemble [n� 1] en k sous ensembles non vides et ajoutons l�élément

n à l�un des blocs de la partition construite, nous aurons dans ce cas k
�
n� 1
k

�
rp

partitions,

ou bien

� une partition de l�ensemble [n� 1] en k � 1 sous ensembles non vides et ensuite nous
ajoutons l�ensemble fng à la partition construite pour former une partition à k blocs,

nous aurons dans ce cas
�
n� 1
k � 1

�
rp

partitions.

Evidemment, pour n > jrpj, la répartition des éléments des ensembles Ri i = 1; : : : ; p; en
di¤érents sous ensembles n�est pas in�uencée par ce processus. �

Théorème 3.19 Soit ei le i�eme vecteur de la base canonique de l�espace Rp. Alors, pour
tout i = 1; : : : ; p; le nombre rp-Stirling de deuxième espèce satisfait à la relation récurrente

suivante :�
n

k

�
rp

=

�
n

k

�
rp�ei

+ (ri � 1)
�
n� 1
k

�
rp�ei

; n � jrpj ; r1; : : : ; rp � 1:

Preuve. Pour tout i = 1; : : : ; p, l�identité du théorème peut s�écrire comme suit :

(ri � 1)
�
n� 1
k

�
rp�ei

=

�
n

k

�
rp

�
�
n

k

�
rp�ei

:

Le nombre du côté droit de cette nouvelle identité représente le nombre de partitions de

l�ensemble [n] en k sous ensembles non vides tels que :

� les éléments des ensembles R1; : : : ; Ri�1; Ri� fjrijg ; : : : ; Rp soient respectivement dans
des blocs di¤érents,

� l�élément jrij appartient à l�un des blocs de partition qui contiennent un élément de
d�ensemble Ri� fjrijg.
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Ce nombre est aussi égal à (ri � 1)
�
n� 1
k

�
rp�ei

car ces partitions peuvent être obtenues

en (ri � 1) façons à partir des partitions de l�ensemble [n]� fjrijg en k sous ensembles non
vides tels que les éléments des ensembles R1; : : : ; Ri�1; Ri� fjrijg ; : : : ; Rp soient respec-
tivement dans des blocs di¤erents et en insérant par la suite l�élément jrij dans l�un des
jrij � 1 blocs contenant un élément de l�ensemble Ri� fjrijg. �

Théorème 3.20 Pour r � s nous avonsX
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=
1

k!
exp (rt)Drx=exp(t)�1

�
xk (x+ 1)s

�
:

Preuve. pour k � r; en appliquant le theorème 3.17 et posant p = 2; � = 2; r1 = r;

r2 = s; n n+ r + s et k  k + s nous avonsX
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=
X
n�0

1

k!

sX
j=0

�
s

j

�
(k + s� j)!

�
n+ r

k + s� j

�
r

tn

n!
:

Posons s s� j; nous aurons sous la contrainte k + j � rX
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=

X
n�0

1

k!

sX
j=r�k

�
s

j � j

�
(k + j)!

�
n+ r

k + j

�
r

tn

n!

=
1

k!

X
n�0

sX
j=r�k

�
s

j

�
(k + j)!

�
n+ r

k + j

�
r

tn

n!

=
1

k!

sX
j=r�k

�
s

j

�
(k + j)!

X
n�0

�
n+ r

k + j � r + r

�
r

tn

n!
:

D�après la dé�nition de la fonction génératrice verticale du nombre r-Stirling de deuxième

espèce [17, Thm. 16], nous déduisons queX
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=

1

k!

sX
j=r�k

�
s

j

�
(k + j)!

1

(k + j � r)!
�
et � 1

�k+j�r
exp(rt)

=
1

k!
exp(rt)

sX
j=r�k

�
s

j

�
(k + j)!

(k + j � r)!
�
et � 1

�k+j�r
=

1

k!
exp (rt)Drx=exp(t)�1

�
xk (x+ 1)s

�
:

Pour k > r, sous la condition n+ r+ s � k+ s alors n � k� r et par la suite nous avons,X
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=
X
n�k�r

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
:

En appliquant le theorème 3.18 et posant p = 2; � = 2; r1 = r , r2 = s; n n+ r + s et

k  k + s nous avonsX
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=
X
n�k�r

1

k!

sX
j=0

�
s

j

�
(k + s� j)!

�
n+ r

k + s� j

�
r

tn

n!
;
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Posons s� j  j;X
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=
X
n�k�r

1

k!

sX
j=0

�
s

j

�
(k + j)!

�
n+ r

k + j

�
r

tn

n!
:

Sous la condition n+ r � k + j =) n � k � r + j; nous auronsX
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=

sX
j=0

1

k!

�
s

j

�
(k + j)!

X
n�k�r+j

�
n+ r

k + j

�
r

tn

n!
:

Vu que la fonction génératrice verticale des nombres r-Stirling est donnée parX
n�0

�
n+ r

k + r

�
r

tn

n!
=
1

k!

�
et � 1

�k
exp(rt):

Nous avons doncX
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=

sX
j=0

1

k!

�
s

j

�
(k + j)!

X
n�k�r+j

�
n+ r

(k � r + j) + r

�
r

tn

n!

=
1

k!

sX
j=0

�
s

j

�
(k + j)!

(k + j � r)
�
et � 1

�k+j�r
exp(rt)

=
1

k!
exp(rt)

sX
j=0

�
s

j

�
(k + j)!

(k + j � r)
�
et � 1

�k+j�r
:

D�après le lemme 3.6 nous déduisons queX
n�0

�
n+ r + s

k + s

�
r;s

tn

n!
=
1

k!
exp(rt)Drx=exp(t)�1

�
xk (x+ 1)s

�
:

�

Théorème 3.21 Pour r1 � r2 � � � � � rp nous avonsX
n�0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

tn

n!

=
1

k!
exp(r1t)D

r1
x1=exp(t)�1D

r2
x2=x1 � � �D

rp�1
xp�1=xp�2

 
xkp�1

p�1Y
i=1

(xi + 1)
ri+1

!
:

Preuve. Par récurence sur p. En utilisant le Théorème 3.20, le théorème est vrai pour

p = 2 (en posant r = r1; s = r2). En supposant que l�assertion est vraie pour p � 2, posons

A =
1

k!
exp(r1t)D

r1
x1=exp(t)�1D

r2
x2=x1 � � �D

rp
xp=xp�1

 
xkp

pY
i=1

(xi + 1)
ri+1

!

=
1

k!
exp(r1t)D

r1
x1=exp(t)�1D

r2
x2=x1 � � �D

rp
xp=xp�1

 
xkp (xp + 1)

rp+1

p�1Y
i=1

(xi + 1)
ri+1

!

=
1

k!
exp(r1t)D

r1
x1=exp(t)�1D

r2
x2=x1 � � �D

rp
xp=xp�1

0@rp+1X
j=0

�
rp+1
j

�
xk+jp

p�1Y
i=1

(xi + 1)
ri+1

1A :
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D�après le lemme 3.6 nous aurons

A =
1

k!

rp+1X
j=0

�
rp+1
j

�
(k + j)!

(k + j � rp)!

� exp(r1t)Dr1x1=exp(t)�1D
r2
x2=x1 � � �D

rp�1
xp�1=xp�2

 
x
k+j�rp
p�1

p�1Y
i=1

(xi + 1)
ri+1

!
:

D�après l�hypothèse de la recurrence, nous avons

1

(k + j � rp)!
Dr1x1=exp(t)�1D

r2
x2=x1 � � �D

rp�1
xp�1=xp�2

 
x
k+j�rp
p�1

p�1Y
i=1

(xi + 1)
ri+1

!

=
X
n�0

�
n+ jrpj

k + j � rp + rp

�
rp

tn

n!

=
X
n�0

�
n+ jrpj
k + j

�
rp

tn

n!
:

Alors

A =

rp+1X
j=0

�
rp+1
j

�
(k + j)!

k!

X
n�0

�
n+ jrpj
k + j

�
rp

tn

n!

=
X
n�0

tn

n!

rp+1X
j=0

�
rp+1
j

��
n+ jrpj
k + j

�
rp

(k + j)!

k!

D�après le théorème 3.17, nous pouvons écrire�
n+ jrp+1j
k + rp+1

�
rp+1

=
1

k!

rp+1X
j=0

�
rp+1
j

��
n+ jrpj
k + j

�
rp

(k + j)!;

donc

A =
X
n�0

�
n+ jrp+1j
k + rp+1

�
rp+1

tn

n!
:

�

Théorème 3.22 Soit

Bn (z; rp) =

n+jrp�1jX
k=0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

zk; n � 0

Pour r1 � � � � � rp nous avons

Bn (z; rp) = exp(�z)
X
k�0

Pn (k; rp)
zk

k!
; (3.16)

et �
n+ jrpj
k + rp

�
rp

=
1

k!

kX
j=0

�
k

j

�
(�1)k�j Pn (j; rp) : (3.17)
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Preuve. En utilisant le théorème 3.21 nous obtenonsX
n�0
Bn (z; rp)

tn

n!
= exp (r1t� z)Dr1x1=exp(t)�1D

r2
x2=x1 � � �D

rp�1
xp�1=xp�2 

exp (z (xp�1 + 1))

p�1Y
i=1

(xi + 1)
ri+1

!
:

Le développement de exp (z (xp�1 + 1)) et la dérivation par rapport à xp�1 nous donnentX
n�0
Bn (z; rp)

tn

n!
=
X
j�0

exp (r1t� z)Dr1x1=exp(t)�1D
r2
x2=x1 � � �D

rp�1
xp�1=xp�2 

zj

j!
(xp�1 + 1)

j
p�1Y
i=1

(xi + 1)
ri+1

!
= exp (r1t� z)Dr1x1=exp(t)�1D

r2
x2=x1 � � �D

rp�2
xp�2=xp�30@X

j�0
(j + rp)

rp�1 (xp�2 + 1)
j+rp z

j

j!

p�3Y
i=1

(xi + 1)
ri+1

1A ;
et par des dérivations successives nous obtenons

X
n�0
Bn (z; rp)

tn

n!
= exp (r1t� z)

X
j�0
P0 (j; rp) (x1 + 1)

j+rp�r1 z
j

j!

������
x1=exp(t)�1

= exp (�z)
X
j�0
P0 (j; rp)

zj

j!
exp ((j + rp) t)

= exp (�z)
X
n�0

tn

n!

X
j�0
Pn (j; rp)

zj

j!
:

Donc, par identi�cation, nous déduisons la première identité (3.16). La deuxième identité

(3.17) se déduit à partir du développement suivant :

Bn (z; rp) =
X
i;j�0

(�1)i Pn (j; rp)
zi+j

i!j!
=
X
k�0

zk

k!

kX
j=0

�
k

j

�
(�1)k�j Pn (j; rp) :

�

A partir du théorème 3.22 nous pouvons déduire que :

Corollaire 3.23 Pour r1 � � � � � rp nous avons

X
n�0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

tn

n!
=
exp (rpt)

k!

kX
j=0

�
k

j

�
(�1)k�j P0 (j; rp) exp (jt) ;

X
n;k�0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

zk
tn

n!
= exp (rpt� z)

X
j�0
P0 (j; rp)

(z exp (t))j

j!
:
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3.3.3 Identités et conséquences

Soient fpn (x)gn�0 et fqn (x)gn�0 deux suites de polynômes de degré n, telles que chaque
polynôme pn (x) peut etre exprimé comme combinaison linéaire des polynomes de la suite

fqn (x)gn�0, c�est à dire

pn (x) =
nX
k=0

an;kqk (x)

Les nombres an;k sont appelés des coe¢ cients de connexion (voir [5]).

Beaucoup de familles de nombres en combinatoire, comme par exemple les coe¢ cients

binomiaux, les nombres de Stirling de première et deuxième espèce et le nombre de Lah,

peuvent être interprétés comme des coe¢ cients de connexion entre des suites de polynômes

appropriés. Dans ce qui suit nous citons les nombres suivants :

1. Les coe¢ cients binomiaux

(x+ 1)n =
nX
k=0

�
n

k

�
xk;

�
n+ 1

k + 1

�
=

�
n

k + 1

�
+

�
n

k

�
:

2 Les nombres de stirling de deuxième espèce

xn =
nX
k=0

�
n

k

�
xk;

�
n+ 1

k + 1

�
= (k + 1)

�
n

k + 1

�
+

�
n

k

�
:

3 Les nombres de stirling de première espèce

xn =

nX
k=0

�
n

k

�
xk;

�
n+ 1

k + 1

�
= n

�
n

k + 1

�
+

�
n

k

�
:

Une interpretation combinatoire des nombres r-Stirling en tant que constantes de connexion

entre le polynôme zk et le polynôme (z + r)n est donnée en [17] par la relation

(z + r)n =

nX
k=0

�
n+ r

k + r

�
r

zk:

Dans le théorème ci dessous, nous généralisons ce résultat en donnant une interpretation

combinatoire des nombres rp-Stirling en tant que coe¢ cients de connexion entre le poly-

nôme zk et le polynôme Pn (z; rp).

En d�autres termes nous écrivons le polynôme Pn (z; rp) sous forme d�une combinaison

linéaire des factorielles descendantes, ce qui prouve que les nombres rp-Stirling peuvent

être interprétés comme des coe¢ cients de connexion Voir [5]
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Théorème 3.24 Pour r1 � r2 � � � � � rp nous avons

Pn (z; rp) =

n+jrp�1jX
k=0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

zk

Preuve. D�après le théorème 3.22, nous avons

Bn (z; rp) =

n+jrp�1jX
k=0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

zk =

n+jrp�1jX
l=0

Dlz=0 (Bn (z; rp))

l!
zl; n � 0:

Donc, en appliquant la formule de Leibniz, nous aurons

Dmz=0 (exp (z)Bn (z; rp)) =
mX
l=0

�
m

l

�
Dlz=0 (Bn (z; rp))

=
mX
l=0

�
m

l

�
l!

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

=
mX
l=0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

ml;

en plus nous avons

exp(z)Bn (z; rp) =
X
k�0

Pn (k; rp)
zk

k!
;

ce qui implique

Dmz=0 (exp (z)Bn (z; rp)) = Pn (m; rp) =
mX
l=0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

ml; 0 � m � n+ jrp�1j :

Alors, le polynôme

Qn (z; rp) := Pn (z; rp)�
n+jrp�1jX
l=0

�
n+ jrpj
l + rp

�
rp

zl;

s�annule en tout entier non négatif z = m. Il résulte que

Pn (z; rp) =

n+jrp�1jX
l=0

�
n+ jrpj
l + rp

�
rp

zl:

�

Les trois corollaires donnés ci-dessous sont des conséquences des théorèmes 3.22 et 3.24.

Le premier corallaire donne une expression du nombre
�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

en fonction des termes�
jrpj
k + rp

�
rp

et les nombres r-Stirling de deuxème espèce.
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Corollaire 3.25 Pour r1 � r2 � � � � � rp nous avons�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

=
nX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

�
n+ j + rp
j + rp

�
j+rp

; 0 � k � n+ jrp�1j :

En particulier, pour p = 2 et r � s; nous avons�
n+ r + s

k + s

�
r;s

=

minfk;rgX
j=0

�
s

j

��
r

j

��
n+ r + s� j

k + j

�
r+s�j

j!; 0 � k � n+ r:

Preuve. A partir des théorèmes de 3.22 et 3.24 nous obtenons

Bn (z; rp) = exp(�z)
X
k�0

(k + rp)
n P0 (k; rp)

zk

k!

= exp(�z)
X
k�0

(k + rp)
n

0@n+jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

(k)j

1A zk

k!

= exp(�z)
X
k�0

(k + rp)
n zk

0@n+jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

1

(k � j)!

1A
= exp(�z)

0@jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

X
k�j

(k + rp)
n

(k � j)! z
k

1A
= exp(�z)

0@jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

X
k�0

(k + j + rp)
n

k!
zk+j

1A
= exp(�z)

0@jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

zj
X
k�0

(k + j + rp)
n

k!
zk

1A :
Vu que le polynôme r-Bell s�écrit sous la forme suivante (voir [45, Thm. 5.1])

Bn (z; r) = exp (�z)
X
i�0

(i+ r)n

i!
zi =

nX
k=0

�
n+ r

k + r

�
r

zk;

alors X
k�0

(k + j + rp)
n

k!
zk =

nX
k=0

�
n+ j + rp
k + j + rp

�
j+rp

zk;

ce qui donne

Bn (z; rp) =

jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

zj
nX
i=0

�
n+ j + rp
i+ j + rp

�
j+rp

zi

=

jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

nX
i=0

�
n+ j + rp
i+ j + rp

�
j+rp

zi+j

=

n+jrp�1jX
j=0

 
kX
i=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

�
n+ j + rp
k + rp

�
j+rp

!
zk:
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�

Corollaire 3.26 Pour r1 � r2 � � � � � rp nous avons

z
d

dz
(zrp exp(z)Bn (z; rp)) = zrp exp(z)Bn+1 (z; rp) ;

d

dz
(exp(z)Bn (z; rp)) = exp(z)Bn (z; rp + ep) ;

Bn+1 (z; rp) = zBn (z; rp + ep) + rpBn (z; rp) :

où ep est le pi�eme vecteur de la base canonique de l�espace Rn:

Preuve. Dans le théorème 3.22 nous avons démontré que

Bn (z; rp) = exp(�z)
X
k�0

Pn (k; rp)
zk

k!
;

donc, nous avons l�identité

zrp exp(z)Bn (z; rp) = z
rp
X
k�0

Pn (k; rp)
zk

k!
:

Cette identité montre que

z
d

dz
(zrp exp(z)Bn (z; rp)) =

X
k�0

(k + rp)Pn (k; rp)
zk+rp�1

k!
z

= zrp
X
k�0

Pn+1 (k; rp)
zk

k!

= zrp exp(z)Bn+1 (z; rp) :

Pour la deuxième identité du corollaire, nous avons

exp(z)Bn (z; rp) =
X
k�0

Pn (k; rp)
zk

k!
;

ce qui implique

d

dz
(exp(z)Bn (z; rp)) =

X
k�0

Pn (k; rp)
zk�1

(k � 1)!

=
X
k�0

Pn (k + 1; rp)
zk

k!

= exp(z)Bn (z; rp + ep) :
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Pour la troisième identité, nous avons

Bn+1 (z; rp) = exp (�z)
X
k�0

Pn+1 (k; rp)
zk

k!

= exp (�z)
X
k�0

(z + rp)Pn (k; rp)
zk

k!

= exp (�z)

24zX
k�0

Pn (k; rp)
zk

k!
+ rp

X
k�0

Pn (k; rp)
zk

k!

35 :
�

Corollaire 3.27 Pour r1 � r2 � � � � � rp nous avons�
n+ jrpj+ k
rp + j + k

�
rp+kep

=

nX
i=0

�
k

i

��
n+ jrpj
rp + j + i

�
rp

(j + i)i :

Preuve. En utilisant le corollaire précédent et la formule de Leibniz, nous obtenons

exp(�z) d
k

dzk
(exp(z)Bn (z; rp)) = Bn (z; rp + kep) =

kX
j=0

�
k

j

�
dj

dzj
Bn (z; rp) :

Le résultat du corollaire découle de la dé�nition des polynômesBn (z; rp + kep) etBn (z; rp)

dans la dernière identité. �

Le théorème 3.22 peut etre utilisé pour généraliser la distribution de Poisson discrète

ainsi que les inégalités données par Bouroubi [15] sur les polynômes de Bell à une seule

variable. Dans ce contexte, nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.28 Soit t un nombre réel, �; � deux nombres réels positifs avec
1

�
+
1

�
= 1

et pour r1 � r2 � � � � � rp posons

Bt (�; rp) = exp (��)
X
k�0

Pt (k; rp)
�k

k!
; t 2 R; rp � 1:

Pour � > 0; soit X une variable aléatoire dé�nie par sa probabilité discrète

Pr (X = k) =
Pt (k; rp)

Bt (�; rp)
exp (��) �

k

k!
; k = 0; 1; 2; : : : :

Alors

E (X + rp)
x =

Bt+x (�; rp)

Bt (�; rp)
; x 2 R;

et

Bt+x+y (�; rp)Bt (�; rp) � Bt+x (�; rp)Bt+y (�; rp) ; x; y � 0;

Bt+x+y (�; rp) � (Bt+�x (�; rp))1=� (Bt+�y (�; rp))1=� ; x; y 2 R;

(Bt+x (�; rp))
1=x � (Bt+y (�; rp))1=y (Bt (�; rp))1=x�1=y ; 0 < x � y;

(Bt+y (�; rp))
2 � Bt+y�x (�; rp)Bt+y+x (�; rp) ; 0 � x � y:
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Preuve. L�égalité de l�espérance est évidente. La première inégalité se déduit à partir de

l�inégalité suivante

E (X + s)x+y � E (X + s)x E (X + s)y ; x; y � 0;

et pour obtenir la seconde inégalité nous utilisons l�inégalité de Hölder

E (X + s)x+y � (E (X + s)�x)1=�
�
E (X + s)�y

�1=�
; x; y 2 R:

La troisième inégalité provient de l�inégalité de Lyapunov

(E (X + s)x)1=x � (E (X + s)y)1=y ; 0 < x � y;

et la quatrième inégalité provient de l�inégalité de Schwarz

(E (X + s)y)2 � E (X + s)y�x E (X + s)y+x ; 0 � x � y:

Pour plus de détails voir [10]. �



Chapitre 4

Polynômes
�
r1; : : : ; rp

�
-Bell

4.1 Introduction

En 1984, Broder [17] a introduit et étudié le nombre r-Stirling de deuxième espèce
�
n
k

	
r
;

qui énumère le nombre de partitions de l�ensemble [n] = f1; 2; : : : ; ng en k sous ensembles
non vides (appelés blocs) tels que les r premiers éléments soient dans des blocs di¤érents.

En 2011, Mez½o [45] a introduit et étudié les polynômes r-Bell.

En 2012, Mihoubi et al. [52] ont introduit et étudié les nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de

deuxième espèce
�
n
k

	
r1;:::;rp

; qui énumèrent le nombre de partitions de l�ensemble [n] en

k sous ensembles non vides (appelés des blocs) tels que les éléments de chacun des p

ensembles

R1 : = f1; : : : ; r1g ;

R2 : = fr1 + 1; : : : ; r1 + r2g ;
...

Rp : = fr1 + � � � rp�1 + 1; : : : ; r1 + � � �+ rpg

soient respectivement dans des blocs di¤érents.

Le contenu de ce chapitre a été motivé par l�étude des polynômes r-Bell [45] et les nombres

(r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce [52], dans lesquels nous allons établir

� la log-concavité des nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce,

� des relations récurrentes généralisées pour les polynomes (r1; : : : ; rp)-Bell , et

� les fonctions génératrices ordinaires associées à ces nombres et à ces polynômes.

Vu la symétrie des nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce par rapport aux

paramètres r1; : : : ; rp; nous pouvons supposer, sans perdre de généralités, que r1 � r2 �

79
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� � � � rp. A travers ce chapitre nous utiliserons les notations et les dé�nitions suivantes :

rp : = (r1; : : : ; rp) ;

jrpj : = r1 + � � �+ rp;

Pt (z; rp) : = (z + rp)
t (z + rp)

r1 � � � (z + rp)rp�1 ; t 2 R;

Bn (z; rp) : =

n+jrp�1jX
k=0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

zk; n � 0

et ei représente le i�eme vecteur de la base canonique de l�espace vectoriel Rp:
Dans [52], Nous avons démontré ce qui suit :

Bn (z; rp) = exp (�z)
X
k�0
Pn (k; rp)

zk

k!
; (4.1)

Pn (z; rp) =

n+jrp�1jX
k=0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

zk: (4.2)

Dans ce qui suit nous utiliserons les nombres suivants :

ak (rp�1) = (�1)jrp�1j�k
X

jjp�1j=k

�
r1
j1

�
� � �
�
rp�1
jp�1

�
; jjp�1j = j1 + � � �+ jp�1;

où
�
n
k

�
sont les nombres de Stirling de première espèce.

En utilisant l�identité connue

(u)r =

rX
j=0

(�1)r�j
�
r

j

�
uj ;

nous pouvons a¢ rmer que nous avons

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)u
k = (u)r1 � � � (u)rp�1 : (4.3)

Dans notre contribution, nous donnons plus de propriétés pour les nombres rp-Stirling de

deuxième espèce et les polynomes rp-Bell. Ce chapitre est organisé comme suit :

Dans le paragraphe suivant, nous montrons que la suite
��n+jrpj

k+rp

	
rp
; 0 � k � n+ jrp�1j

�
est strictement log- concave et nous donnons aussi une approximation au nombre

�n+jrpj
k+rp

	
rp

quand n!1 pour un k �xé.

Dans le troisième paragraphe nous écrivons Bn (z; rp) dans la base

fBn+k (z; rp) : 0 � k � jrp�1jg ;

et Bn+m (z; rp) dans la familles des bases�
zjBm (z; rp + jep) : 0 � j � n

	
:
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Comme conséquences, nous donnons aussi des identités pour les nombres rp-Stirling de

deuxième espèce.

Dans le quatrième paragraphe, nous donnons la fonction génératrice verticale associée aux

nombres rp-Stirling de deuxième espèce et la fonction génératrice ordinaire des polynomes

rp-Bell.

4.2 Log-concavité des nombres rp-Stirling

Dans ce paragraphe, nous discutons les racines réelles du polynôme Bn (z; rp) ; la log-

concavité de la suite
��n+jrpj

k+rp

	
rp
; 0 � k � n+ jrp�1j

�
; le plus grand indice maximisant le

nombre
�
n
k

	
rp
et nous donnons une approximation au nombre

�
n+jrpj
m+rp

	
rp
quand n tend vers

l�in�ni. Le cas p = 1 a été étudié par Mez½o [46] et une autre étude a été donnée par Zhao

[71] pour une large classe des nombres de Stirling.

Dans la suite de ce chapitre, si l�ordre des paramètres r1; : : : ; rp est inconnu, nous repré-

sentons le polynôme Bn (z; rp) par Bn (z; r1; : : : ; rp) pour lesquels les paramètres r1; : : : ; rp

sont pris dans un ordre quelconque.

Théorème 4.1 Les racines du polynôme Bn (z; rp) sont des réelles non positives.

Pour démontrer ce théorème, nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 4.2 Soit j; p des entiers non négatifs et posons

B(j)n (z; rp) := exp (�z)
dj

dzj
(zrp exp (z)Bn (z; rp)) ;

où r0 := 0 et Bn (z; r0) := Bn (z) =
nP
k=0

�
n
k

	
zk: Alors, nous avons

B(j)n (z; rp) = z
rp�jBn (z; r1; : : : ; rp; j) si j < rp;

B(j)n (z; rp) = Bn (z; r1; : : : ; rp; j) si j � rp;

avec degB(j)n = n+ jrpj : En particulier, nous avons B(rp+1)n (z; rp) = Bn (z; rp+1) :

Preuve. La dé�nition de B(j)n (z; rp) et l�identité (4.1) montrent que nous avons

exp (z)B(j)n (z; rp) =
dj

dzj

0@X
k�0
Pn (k; rp)

zk+rp

k!

1A
=

X
k�max(0;j�rp)

(k + rp)
n (k + rp)

r1 � � � (k + rp)rp�1 (k + rp)j
zk+rp�j

k!
:
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Alors pour 0 � j < rp nous obtenons

exp (z)B(j)n (z; rp) =
X
k�0

(k + rp)
n (k + rp)

r1 � � � (k + rp)rp�1 (k + rp)j
zk+rp�j

k!

= zrp�j exp (z)Bn (z; r1; : : : ; rp; j) ;

et pour j � rp nous obtenons

exp (z)B(j)n (z; rp) =
X

k�j�rp

(k + rp)
n (k + rp)

r1 � � � (k + rp)rp�1 (k + rp)j
zk+rp�j

k!

=
X
k�0

(k + j)n (k + j)r1 � � � (k + j)rp�1 (k + j)rp z
k

k!

= exp (z)Bn (z; r1; : : : ; rp; j) :

Il est évident que nous avons degB(j)n = n + jrpj et pour j = rp+1 � rp nous obtenons
B
(rp+1)
n (z; rp) = Bn (z; r1; : : : ; rp; rp+1) = Bn (z; rp+1) : �

Preuve. (Preuve du théorème 4.1 ). Nous utilisons la récurrence sur p pour démontrer

que les racines des polynômes Bn (z; rp) sont réélles et non positives.

En e¤et, pour p = 0 le pôlynome de Bell classique Bn (z; r0) = Bn (z) a seulement des

racines réelles non positives et pour p = 1 le polynôme Bn (z; r1) est le polynôme r1-Bell

qui a été introduit dans [45] et a été démontré qu�il n�a que des racines réelles non positives.

Supposos maintenant que, pour 1 � r1 � r2 � � � � � rp; les racines du polynôme Bn (z; rp)
sont réelles et négatives, notées z1; : : : ; zn+jrp�1j avec 0 > z1 � � � � � zn+jrp�1j:
Nous prouverons que le polynôme B(j)n (z; rp) n�a que des racines réelles non positives et

nous concluons que le polynôme Bn (z; rp+1) = B
(rp+1)
n (z; rp) n�a que des racines réelles

non positives (voir le lemme 4.2) .

Premièrement, nous examinons les polynômes B(j)n (z; rp) pour j < rp:

En e¤et, les énoncés ci dessus montrent que la fonction

fn (z; rp) := exp (z)B
(0)
n (z; rp) = z

rp exp (z)Bn (z; rp) ;

s�annule au point z0; z1; : : : ; zn+jrp�1j avec z0 = 0 > z1 � � � � � zn+jrp�1j et z0 = 0 (de

multiplicité rp): le lemme 4.2 nous donne

d

dz
(fn (z; rp)) = exp (z)B

(1)
n (z; rp) = z

rp�1 exp (z)Bn (z; r1; : : : ; rp�1; rp; 1) ;

et en appliquant le théorème de Rolle à la fonction fn (z; rp) nous concluons que sa dérivée
d
dz (fn (z; rp)) s�annule en certains points x1; : : : ; xn+jrp�1j avec 0 > x1 � z1 � x2 � z2 �
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� � � � xn+jrp�1j � zn+jrp�1j: Par conséquent, le polynôme B
(1)
n (z; rp) s�annule au points

x1; : : : ; xn+jrp�1j et au point x0 = 0 (de multiplicité rp � 1). Le nombre de ces racines est
(n+ jrp�1j) + (rp � 1) = n+ jrpj � 1:

Puisque B(1)n (z; rp) est de degré n + jrpj (voir le lemme 4.2), il doit avoir exactement
n + jrpj racines �nies, alors la racine qui manque, notée xn+jrp�1j+1; ne peut pas être un
nombre complexe.

Par le fait que les coe¢ cients de zk dans le polynôme Bn (z; r1; : : : ; rp�1; rp; 1) sont po-

sitifs, la racine xn+jrp�1j+1 doit être négative aussi.

Donc, le polynôme B(1)n (z; rp) a n+ jrp�1j+ 1 racines réelles négatives et z = 0 est une
racine avec une multiplicité rp � 1: De la même manière, nous appliquons le théorème de
Rolle à la fonction d

dz (fn (z; rp)) pour conclure que le polynôme B
(2)
n (z; rp) a n+ jrp�1j+2

admet des racines réelles négatives et z = 0 est une racine avec une multiplicité rp � 2
et ainsi de suite. Donc, chacun des polynômes B(0)n (z; rp) ; B

(1)
n (z; rp) ; : : : ; B

(rp�1)
n (z; rp)

n�a que des racines réelles non positives.

Deuxièmement, nous examinons les polynômes B(j)n (z; rp) pour rp � j � rp+1:

En e¤et, nous avons B(rp)n (0; rp) 6= 0 et considérons la fonction

drp�1

dzrp�1
fn (z; rp) = exp (z)B

(rp�1)
n (z; rp) = z exp (z)Bn (z; r1; : : : ; rp�1; rp; rp�1) :

Comme il a été démontré ci dessus, cette fonction a n+ jrpj�1 et admet des racines réelles
négatives et la racine z = 0, donc le théorème de Rolle montre que sa dérivée

drp

dzrp
fn (z; rp) = exp (z)B

(rp)
n (z; rp) = exp (z)Bn (z; r1; : : : ; rp�1; rp; rp) ;

a au moins n+ jrpj � 1 racines réelles négatives. Ceci signi�e que le polynôme

B
(rp)
n (z; rp) = Bn (z; r1; : : : ; rp�1; rp; rp) ;

a au moins n+ jrpj � 1 racines réelles négatives et puisqu�il est de degré n+ jrpj ; alors la
racine qui manque ne peut pas être un nombre complexe.

Par le fait que les coe¢ cients de zk dans Bn (z; r1; : : : ; rp�1; rp; rp) sont positifs, cette

racine doit être négative aussi. Donc le polynôme B(rp)n (z; rp) a n + jrpj racines réelles
négatives.

D�une manière similaire, nous appliquons le théorème de Rolle à la fonction drp

dzrp fn (z; rp)

et nous déduisons que le polynôme B(rp+1)n (z; rp) a n+ jrpj admet des racines réelles néga-
tives et ainsi de suite. Donc chacun des polynômes B(rp)n (z; rp) ; : : : ; B

(rp+1)
n (z; rp) s�annule
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seulement en des nombres négatifs. Donc, le polynôme Bn (z; rp+1) = B
(rp+1)
n (z; rp) n�a

que des racines réelles négatives (voir le lemme 4.2). �

En utilisant l�inégalité de Newton [33, p. 52] 1.19 nous pouvons facilemnt déduire le

corollaire suivant :

Corollaire 4.3 La suite
��n+jrpj

k+rp

	
rp
; 0 � k � n+ jrp�1j

�
est strictement log-concave (et

donc unimodale).

Cette propriété d�unimodularité, montre que la séquence (
�
n
k

	
rp
; 0 � k � n) admet un

indice K 2 f0; 1; : : : ; ng pour lequel
�
n
K

	
rp
étant le maximum de

�
n
k

	
rp
.

Une application de l�inégalité de Darroch [24] nous aidera à localiser cet indice.

Théorème 4.4 [24] (Inégalité de Darroch) Soient a0; a1; : : : ; an des nombres réels. Si

toutes les racines du polynôme P (x) =
nP
k=0

aix
i sont réelles et négatives et P (1) > 0; alors

la valeur de K pour lequel ak est maximisé satisfait à l�inégalité suivante :����K � P 0(1)P (1)

���� < 1:
Le corollaire suivant nous donne un intervalle contenant cet indice.

Corollaire 4.5 Soit Kn;rp le plus grand indice qui maximise le nombre
�
n
k

	
rp
: Nous avons����Kn+jrpj;rp � �Bn+1 (1; rp)Bn (1; rp)

� (rp + 1)
����� < 1:

Preuve. Puisque la suite
� n+jrpj
k+rp

	
rp
est strictement log-concave, il existe un indiceKn+jrpj;rp

pour lequel �
n+ jrpj
rp

�
rp

< � � � <
�
n+ jrpj
Kn+jrpj;rp

�
rp

> � � � >
�
n+ jrpj
n+ rp

�
rp

:

Alors, en appliquant le théorème 4.1 et le théorème de Darroch, nous obtenons�����Kn+jrpj;rp � d
dzBn (z; rp)

��
z=1

Bn (1; rp)

����� < 1:
Ensuite nous utilisons la première identité donnée dans [49, Corollaire 12] par

z
d

dz
(Bn (z; rp)) = Bn+1 (z; rp)� (z + rp)Bn (z; rp) :

pour obtenir
d

dz
Bn (z; rp)

����
z=1

= Bn+1 (1; rp)� (rp + 1)Bn (1; rp) ;

d�où, découle l�inégalité désirée.

�
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4.3 Récurrences généralisées et conséquences

Dans ce paragraphe, les di¤érentes représentations du polynôme Bn (z; rp) dans di¤é-

rentes bases ou des familles de base sont données par les théorèmes 4.6 et 4.9.

En e¤et, une représentation dans la base fBn+k (z; rp) : 0 � k � jrp�1jg est donnée par
le théorème suivant :

Théorème 4.6 Nous avons

Bn (z; rp) =

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)Bn+k (z; rp) ; (4.4)

Bn (z; rp+q) =

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)Bn+k (z; rp; : : : ; rp+q) : (4.5)

Preuve. En utilisant le fait que (k + rp)
rm =

rmP
j=0

(�1)rm�j
�
rm
j

�
(k + rp)

j ; nous obtenons

Bn (z; rp) = exp (�z)
X
k�0
Pn (k; rp)

zk

k!

= exp (�z)
X
k�0

rmX
j=0

(�1)rm�j
�
rm
j

�
P0 (k; rp)

(k + rp)
rm (k + rp)

n+j z
k

k!

=

rmX
j=0

(�1)rm�j
�
rm
j

�
Bn+j (z; rp � rmem) ; m = 1; 2; : : : ; p� 1;

et en utilisant le même processus, nous obtenons

Bn (z; rp) =

r1X
j1=0

� � �
rp�1X
jp�1=0

(�1)jrp�1j�jjp�1j
�
r1
j1

�
� � �
�
rp�1
jp�1

�
Bn+jjp�1j (z; rp)

=

jrp�1jX
k=0

(�1)jrp�1j�k Bn+k (z; rp)
X

jjp�1j=k

�
r1
j1

�
� � �
�
rp�1
jp�1

�

=

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)Bn+k (z; rp) :

Ceci implique la première identité (4.4).

Maintenant, à partir du lemme 4.2 nous pouvons écrire

exp (�z) d
rp+1

dzrp+1
(zrp exp (z)Bn (z; rp))

=

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1) exp (�z)
drp+1

dzrp+1
(zrp exp (z)Bn+k (z; rp)) :
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En utilisant le lemme 4.2 nous obtenons :

Bn (z; rp+1) =

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)Bn+k (z; rp; rp+1) :

Nous pouvons répéter ce processus q fois pour obtenir la deuxième identité (4.5). �

Ainsi, les nombres rp-Stirling admettent une expression en termes des nombres r-Stirling

usuels donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 4.7 Nous avons�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

=

jrp�1jX
j=0

�
n+ j + rp
k + rp

�
rp

aj (rp�1) :

Preuve. En utilisant le théorème 4.6, le polynôme Bn (z; rp) peut s�écrire comme suit :

jrp�1jX
j=0

aj (rp�1)Bn+j (z; rp) =

jrp�1jX
j=0

aj (rp�1)

n+jX
k=0

�
n+ j + rp
k + rp

�
rp

zk

=

n+jrp�1jX
k=0

zk
jrp�1jX
j=0

aj (rp�1)

�
n+ j + rp
k + rp

�
rp

et puisque Bn (z; rp) =
n+jrp�1jP
k=0

� n+jrpj
k+rp

	
rp
zk; nous déduisons l�identité du corollaire par

identi�cation des coe¢ cients de zk. �

Dans [43], nous avons prouvé ce qui suitX
n�0
Bn (z; rp)

tn

n!
= B0 (z exp (t) ; rp) exp (z (exp (t)� 1) + rpt) :

Le théorème suivant donne plus de détails sur la fonction génératrice exponentielle des

polynômes rp-Bell et qui sera utilisée ultérieurement pour déduire de nouvelles identités.

Théorème 4.8 Nous avonsX
n�0
Bn+m (z; rp)

tn

n!
= Bm (z exp (t) ; rp) exp (z (exp (t)� 1) + rpt)

=

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)
dm+k

dtm+k
(exp (z (exp (t)� 1) + rpt)) :
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Preuve. En utilisant (4.1) nous obtenons

X
n�0
Bn+m (z; rp)

tn

n!
=
X
n�0

0@exp (�z)X
k�0
P0 (k; rp) (k + rp)

n+m z
k

k!

1A tn

n!

= exp (�z)
X
k�0
P0 (k; rp) (k + rp)

m z
k exp ((k + rp) t)

k!

= Bm (z exp (t) ; rp) exp (z (exp (t)� 1) + rpt) :

Pour la deuxième égalité du théorème, nous utilisons le théorème 4.6 pour obtenir

X
n�0
Bn+m (z; rp)

tn

n!
=

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)
X
n�0
Bn+m+k (z; rp)

tn

n!

=

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)
dm+k

dtm+k

0@X
n�0
Bn (z; rp)

tn

n!

1A
=

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)
dm+k

dtm+k
(exp (z (exp (t)� 1) + rpt)) :

�

En utilisant des arguments combinatoires Spivey [60] a démontré l�identité suivante :

Bn+m =
nX
k=0

mX
j=0

�
m

j

��
n

k

�
jn�kBk;

où Bn est le n�eme nombre de Bell , c�est à dire le nombre de partitions d�un ensemble à n

éléments en sous ensembles non vides.

Après cela, Belbachir et al.. [7] et Gould et al. [31] ont démontré, en utilisant des méthodes

di¤érentes, que le polynôme Bn+m (z) = Bn+m (z;0) admet une relation de recurrence

relative à la famille
�
ziBj (z)

	
comme suit :

Bn+m (z) =
nX
k=0

mX
j=0

�
m

j

��
n

k

�
jn�kzjBk (z) : (4.6)

Quatre ans plus tard, Xu [70] a donné une relation récurrente sur une large famille des

nombres de Striling, et Mihoubi [50] a étendu la relation (4.6) aux polynômes r-Bell comme

suit :

Bn+m;r (x) =
nX
k=0

mX
j=0

�
m+ r

j + r

�
r

�
n

k

�
jn�kxjBk;r (x) : (4.7)

D�autres relations récurrentes ont été données par Mez½o [47]. Le théorème suivant généra-
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lise les identités (4.6), (4.7) et les identités de Carlitz [18, 19] données par

Bn+m (1; r) =

mX
k=0

�
m+ r

k + r

�
r

Bn (1; k + r) ;

Bn (1; r + s) =

sX
k=0

�
s+ r

k + r

�
r

(�1)s�k Bn+k (1; r) ;

et montre que Bn+m (z; rp) admet les coe¢ cients de récurrence des nombres r-Stirling

dans les familles de bases�
zjBm (z; rp + jep) : 0 � j � n

	
;�

zjBm+i (z; r + j) : 0 � i � jrp�1j ; 0 � j � n
	
;

où Bn (1; r) est le nombre de partitions d�un ensemble à n éléments en sous ensembles non

vides tels que les r premiers éléments soient dans des blocs di¤érents.

Théorème 4.9 Nous avons

Bn+m (z; rp) =
nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

zjBm (z; rp + jep) ; (4.8)

Bn+m (z; rp) =

jrp�1jX
i=0

nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

ai (rp�1) z
jBm+i (z; rp + j) ; (4.9)

znBm (z; rp + nep) =
nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

(�1)n�j Bm+j (z; rp) : (4.10)

Preuve. Soit

Tm (z; rp) :=
X
n�0

0@ nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

zjBm (z; rp + jep)

1A tn

n!
:

La seconde identité donnée dans ([52, Corollaire 12]) par

exp (z)Bm (z; rp + ep) =
d

dz
(exp (z)Bm (z; rp)) ;

peut être utilisée pour obtenir

exp (z)Bm (z; rp + jep) =
dj

dzj
(exp (z)Bm (z; rp)) : (4.11)

L�identité (4.11) et la fonction génératrice exponentielle du nombre r-Stirling [17, Thm.

16] dont l�expression s�écrit comme suit :X
n�j

�
n+ rp
j + rp

�
rp

tn

n!
=
1

j!
(exp (t)� 1)j exp (rpt)
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montrent que

Tm (z; rp) =
X
j�0
Bm (z; rp + jep) z

j 1

j!
(exp (t)� 1)j exp (rpt)

= exp (rpt� z)
X
j�0

dj

dzj
(exp (z)Bm (z; rp))

(z (exp (t)� 1))j

j!
:

Maintenant, d�après le développement de Taylor-Maclaurin nous avons

X
j�0

dj

dzj
(exp (z)Bm (z; rp))

(u� z)j

j!
= exp (u)Bm (u; rp) :

Donc, ce dévelppement et le théorème (4.8) montrent que nous avons

Tm (z; rp) = exp (rpt� z) exp (z exp (t))Bm (z exp (t) ; rp)

=
X
n�0
Bn+m (z; rp)

tn

n!
:

En comparant les coe¢ cients de tn dans les deux expressions du polynôme Tm (z; rp), nous

arrivons à démontrer l�identité (4.8) de ce théorème.

La seconde identité (4.9) se déduit en remplaçant Bm (z; rp + jep) par son expression

donnée dans le théorème 4.9 par :

jrp�1jX
i=0

ai (rp�1)Bm+i (z; j + rp) :

Pour la troisième identité ( 4.10), soit

A :=

nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

(�1)n�j Bm+j (z; rp) :

En utilisant l�identité (4.1) et l�identité connue suivante (voir [17, Thm. 21]) :

(k + rp)
n =

nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

kj ;
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nous obtenons

A = exp (�z)
X
k�0
Pm (k; rp)

zk

k!

nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

(�1)n�j (k + rp)j

= (�1)n exp (�z)
X
k�0
Pm (k; rp)

zk

k!

nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

(�k � rp)j

= (�1)n exp (�z)
X
k�0
Pm (k; rp)

zk

k!
(�k � rp + rp)n

= exp (�z)
X
k�n
Pm (k; rp) k

n z
k

k!

= zn exp (�z)
X
k�0
Pm (k + n; rp)

zk

k!

= znBm (z; rp + nep) :

�

Comme conséquences du théorème 4.9, quelques identités pour les nombres rp-Stirling de

second espèce peuvent être déduites comme le montre le corollaire suivant.

Corollaire 4.10 Nous avons
kX
i=0

�
m+ jrpj
i+ rp

�
rp

�
n+ rp

k � i+ rp

�
rp

=

�
n+m+ jrpj
k + rp

�
rp

; (4.12)

nX
j=0

�
m+ j + jrpj
k + n+ rp

�
rp

�
n+ rp
j + rp

�
rp

(�1)n�j =
�
m+ jrpj+ n
k + rp + n

�
rp+nep

; (4.13)

nX
j=0

�
m+ j + jrpj
k + rp

�
rp

�
n+ rp
j + rp

�
rp

(�1)n�j = 0; k < n: (4.14)

Preuve. A partir de la première identité du théorème 4.9 nous avons

Bn+m (z; rp) =
nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

zjBm (z; rp + jep) ;

qui peut être écrite comme suit :

n+m+jrp�1jX
k=0

�
n+m+ jrpj
k + rp

�
rp

zk =

nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

zj
m+jrp�1jX
i=0

�
m+ jrpj
i+ rp

�
rp

zi

=

n+m+jrp�1jX
k=0

zk
kX
i=0

�
m+ jrpj
i+ rp

�
rp

�
n+ rp

k � i+ rp

�
rp

:

Donc, l�identité (4.12) se déduit par identi�cation des coe¢ cients de zk dans le dernier

développement. En utilisant la dé�nition de Bn (z; rp) et la troisième identité du théorème
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4.9, la deuxième et la troisième identité (4.13 et 4.14) du corollaire 4.10 nous aurons

l�expression suivante :

Bm (z; rp + nep) =

m+jrp�1jX
k=0

�
m+ jrpj+ n
k + rp + n

�
rp+nep

zk;

et le développement (théorème 4.9 expression (4.10))

Bm (z; rp + nep) = z
�n

nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

(�1)n�j Bm+j (z; rp)

= z�n
nX
j=0

�
n+ rp
j + rp

�
rp

(�1)n�j
m+j+jrp�1jX

k=0

�
m+ j + jrpj
k + rp

�
rp

zk

=

m+n+jrp�1jX
k=0

zk�n
nX
j=0

�
m+ j + jrpj
k + rp

�
rp

�
n+ rp
j + rp

�
rp

(�1)n�j

=

m+jrp�1jX
k=�n

zk
nX
j=0

�
m+ j + jrpj
k + n+ rp

�
rp

�
n+ rp
j + rp

�
rp

(�1)n�j :

�

4.4 Fonctions génératrices ordinaires

La fonction génératrice horizontale des nombres r-Stirling de deuxième espèce [17, Co-

rollaire 10] est donnée par l�expression :

X
n�k

�
n+ r

k + r

�
r

tn = tk
kY
j=0

(1� (r + j) t)�1 : (4.15)

Un résultat analogue pour les nombres rp-Stirling est donné par le théorème suivant.

Théorème 4.11 Soit eBn (z; rp) := nX
k=0

�
n+ jrpj
k + jrpj

�
rp

zk:

Alors, nous avons

X
n�k

�
n+ jrpj
k + jrpj

�
rp

tn = tk+jrp�1j
�
1

t

�r1
� � �
�
1

t

�rp�1 k+jrp�1jY
j=0

(1� (rp + j) t)�1 ; (4.16)

X
n�0

eBn (z; rp) tn = �1
t

�r1
� � �
�
1

t

�rp�1 X
k�jrp�1j

zk�jrp�1jtk

kQ
j=0

(1� (rp + j) t)
: (4.17)
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Preuve. Nous utilisons le corollaire 4.7 pour obtenirX
n�k

�
n+ jrpj
k + jrpj

�
rp

tn =
X
n�k

�
n+ jrpj

k + jrp�1j+ rp

�
rp

tn

=

jrp�1jX
j=0

aj (rp�1) t
�j
X
n�k

�
n+ j + rp

k + jrp�1j+ rp

�
rp

tn+j

=

jrp�1jX
j=0

aj (rp�1) t
�j
X
n�k+j

�
n+ rp

k + jrp�1j+ rp

�
rp

tn;

et puisque
� n+rp
k+jrp�1j+rp

	
rp
= 0 pour n = k; : : : ; k + jrp�1j � 1; nous obtenons

X
n�k

�
n+ jrpj
k + jrpj

�
rp

tn =

0@ X
n�k+jrp�1j

�
n+ rp

k + jrp�1j+ rp

�
rp

tn

1A0@jrp�1jX
j=0

aj (rp�1) t
�j

1A :
La première fonction génératrice (4.16) du théorème découle de l�utilisation de (4.3) et

(4.15). Pour (4.17), nous utilisons la dé�nition de eBn (z; rp) et le dernier développement.
�

4.5 Fonctions génératrices du nombre rp-Bell ordonné

Dé�nition 4.12 Une partition ordonnée d�un ensemble �ni S est une collection ordonnée

de blocs non vides et disjoints A1; A2; : : : ; Ak telle que

k[
i=1

Ai = S:

Exemple 4.13 13 j2j 45 13 j45j 2 2 j13j 45 2 j45j 13 45 j13j 2 45 j2j 13

sont des partitions ordonnées di¤érentes de l�ensemble [5] et qui correspondent à la même

partition non ordonnée ff1; 3g ; f2g ; f4; 5gg :

Théorème 4.14 [29] Le nombre de partitions ordonnées d�un ensemble à n élémens en

exactement k blocs est

k!

�
n

k

�
:

(C�est le nombre de surjections de [n] dans [k]).

Soit Fn [30] le nombre de partitions ordonnées d�un ensemble à n éléments et Fn;r le

nombre de partitions ordonnées d�un ensemble à n éléments tel que les r premiers éléments



Combinatoire de certaines classes de polynômes de partition M.S. MAAMRA 93

soient dans des blocs di¤érents. Nous savons que

Fn =

nX
j=0

j!

�
n

j

�
=
X
k�0

kn

2k+1
et

Fn;r =
nX
j=0

(j + r)!

�
n+ r

j + r

�
r

=
X
k�0

(k + r)r (k + r)n

2r+k+1
:

Dans ce qui suit nous notons

Fn (z; rp) :=

n+jrp�1jX
j=0

(j + rp)!

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

zj :

Le théorème suivant nous donne, dans un cas particulier, un résultat similaire à celui des

nombres rp-Stirling.

Théorème 4.15 Pour jzj < 1 et m = 0; 1; 2; : : : nous avons

X
k�0

(k +m)m Pn (k; rp) z
k+m+1 =

n+jrp�1jX
j=0

(j +m)!

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

�
z

1� z

�j+m+1
:

En particulier pour z = 1
2 :

X
k�0

(k +m)m Pn (k; rp)

2m+k+1
=

n+jrp�1jX
j=0

(j +m)!

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

:

Pour rp�1 = 0 la fonction génératrice ci-dessus devient

X
k�0

(k +m)m (k + r)n zk+m+1 =
nX
j=0

(j +m)!

�
n+ r

j + r

�
r

�
z

1� z

�j+m+1
:
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Preuve. En utilisant la fonction génératrice ordinaire de la suite f(k +m)m Pn (k; rp) ; k � 0g ;
nous obtenons X

k�0
(k +m)m Pn (k; rp) z

k+m+1

=
X
k�0
zk+m+1

n+jrp�1jX
j=0

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

(k +m)m kj

=

n+jrp�1jX
j=0

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

zm+j+1
X
k�j

(k +m)m+j zk�j

=

n+jrp�1jX
j=0

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

zm+j+1
dm+j

dzm+j

0@X
k�j
zk+m

1A
=

n+jrp�1jX
j=0

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

zm+j+1
dm+j

dzm+j

 
1

1� z �
m+j�1X
i=0

zi

!

=

n+jrp�1jX
j=0

(m+ j)!

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

�
z

1� z

�j+m+1
; jzj < 1;

d�où le théorème est démontré. �

Remarque 4.16 Le théorème 4.15 montre que le polynôme zrp+1Fn (z; rp) peut s�écrire

comme suit :

zrp+1Fn (z; rp) =
X
k�0

(k + rp)
n (k + rp)

r1 � � � (k + rp)rp
�

z

z + 1

�k+rp+1
;

���� z

z + 1

���� < 1:
(4.18)

Aussi, la fonction

Hn;m (z; rp) := exp
�
z2=2

� n+jrp�1jX
j=0

(j +m)!

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

zj+m

satisfait à l�équation

z2
d

dz
(Hn;m (z; rp)) = Hn;m+1 (z; rp) :

Corollaire 4.17 Soient �; � des nombres rééls tels que � > n + jrp�1j � 1 et � > �1:
Nous avons X

k�0

� (k + �+ 1) (k +m)!

� (k + �+ �+m+ 3)

Pn (k; rp)

k!

= A

n+jrp�1jX
j=0

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

� (j + �+ 1)� (�� j + 1) (j +m)!;
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où

A =
1

� (�+m+ 2)� (�+ �+ 2)
et � (x) =

Z 1

0
tx�1 exp (�t) dt; x > 0:

En particulier, pour n = 0; rp�1 = 0 nous obtenonsX
k�0

�
k +m

m

�
� (k + �+ 1)

� (k + �+ �+m+ 3)
=

� (�+ 1)� (�+ 1)

� (�+m+ 2)� (�+ �+ 2)
;

avec � > �1; � > �1; m 2 N:

Preuve. En multipliant les deux côtés de l�identité du théorème 4.15 par z��m�1 (1� z)�+m+1

nous obtenons X
k�0

(k +m)m Pn (k; rp) z
k+� (1� z)�+m+1

=

n+jrp�1jX
j=0

(j +m)!

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

zj+� (1� z)��j

et en intégrant les deux côtés de la nouvelle identité sur l�intevalle [0; 1[ nous obtenonsX
k�0

(k +m)m Pn (k; rp)� (k + �+ 1; �+m+ 2)

=

n+jrp�1jX
j=0

(j +m)!

�
n+ jrpj
j + rp

�
rp

� (j + �+ 1; �� j + 1) ;

L�identité connue � (a; b) =
� (a) � (b)

� (a+ b)
termine la preuve. �

Théorème 4.18 Nous avonsX
n�0
Fn (z; rp)

tn

n!
=

exp (rpt)

(1� z (exp (t)� 1))rp+1
F0

�
z exp (t)

1� z (exp (t)� 1) ; rp
�
; jzj < 1:

En particulier, pour rp�1 = 0 et rp = r; nous avons

Fn (z; r) =

nX
j=0

(j + r)!

�
n+ r

j + r

�
r

zj ;

X
n�0
Fn (z; r)

tn

n!
=

r! exp (rt)

(1� z (exp (t)� 1))r+1
; jzj < 1:

Preuve. La fonction génératrice exponentielle de la suite fFn (z; rp) ;n � 0g estX
n�0
Fn (z; rp)

tn

n!
=
X
k�0

(k + rp)!z
k
X
n�0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

tn

n!
:
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En utilisant le corollaire [52, Corollaire 9] nous obtenonsX
n�0
Fn (z; rp)

tn

n!

=
X
k�0

(k + rp)!z
k exp (rpt)

k!

kX
j=0

�
k

j

�
(�1)k�j P0 (j; rp) exp (jt)

= exp (rpt)
X
j�0
P0 (j; rp)

(z exp (t))j

j!

X
k�0

(k + j + rp)!
(�z)k

k!

= exp (rpt)
X
j�0

(rp + j)
rp P0 (j; rp) (z exp (t))

j
X
k�0

�
k + rp + j

rp + j

�
(�z)k

=
exp (�t)
zrp+1

X
j�0

(rp + j)
rp P0 (j; rp)

�
z

z + 1
exp (t)

�j+rp+1
et puisque à partir du théorème 4.15 nous avons

X
k�0

(k + rp)
rp P0 (k; rp) z

k+rp+1 =

jrp�1jX
j=0

(j + rp)!

�
jrpj
j + rp

�
rp

�
z

1� z

�j+rp+1
;

alors X
n�0
Fn (z; rp)

tn

n!

=
exp (�t)
zrp+1

jrp�1jX
j=0

(j + rp)!

�
jrpj
j + rp

�
rp

 
z
z+1 exp (t)

1� z
z+1 exp (t)

!j+rp+1

=
exp (�t)
zrp+1

jrp�1jX
j=0

(j + rp)!

�
jrpj
j + rp

�
rp

�
z

(z + 1) exp (�t)� z

�j+rp+1
=

exp (�t)
((z + 1) exp (�t)� z)rp+1

F0

�
z

(z + 1) exp (�t)� z ; rp
�
:

�

en particulier, quand rp�1 = 0 dans le théorème 4.18 nous obtenons F0 (x; r) = r! etX
n�0
Fn (z; r)

tn

n!
=

r! exp (rt)

(z + 1� z exp (t))r+1
;
X
n�0
Fn (z; 0)

tn

n!
=

1

z + 1� z exp (t) ; jzj < 1:

(4.19)

Le théorème suivant utilise la fonction génératrice donnée dans (4.19) et les polynômes

partiels de Bell pour déduire une identité sur les polynômes partiels de Bell. En e¤et,

rappelons que les polynômes partiels de Bell (exponentiels) Bn;k (x1; x2; ::) sont dé�nis par

leur fonction génératrice :

1X
n=k

Bn;k (x1; x2; :::)
tn

n!
=
1

k!

 1X
m=1

xm
tm

m!

!k
:
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Ces polynômes étudiés intensivement par Bell [8] paraissent comme un outil mathématique

standard et surviennent en analyse combinatoire. Pour plus de détails, voir [23, 51, 52].

Théorème 4.19 Nous avons

Bn+r+1;r+1 (F0 (z; 0) ; 2F1 (z; 0) ; 3F2 (z; 0) ; : : :)

=
1

r! (r + 1)!

�
n+ r + 1

r + 1

� nX
j=0

(j + r)!

�
n

j

�
zj :

Preuve. Montrons l�identité�
n

j

�
=

nX
k=j

�
n

k

��
k + r

j + r

�
r

(�r)n�k : (4.20)

En e¤et, en exprimant le polynôme de Bell usuel Bn (z; 0) =
nP
j=0

�
n
j

	
zj en termes des

polynômes r-Bell Bk (z; r) =
kP
j=0

�
k+r
j+r

	
r
zj ; 0 � k � n; nous obtenons

Bn (z; 0) = exp (�z)
X
j�0
jn
zj

j!

= exp (�z)
X
j�0

(j + r � r)n z
j

j!

=
nX
k=0

�
n

k

�
Bk (z; r) (�r)n�k ;

ou d�une manière équivalente

nX
j=0

�
n

j

�
zj =

nX
j=0

zj
nX
k=j

�
n

k

��
k + r

j + r

�
r

(�r)n�k

ce qui implique l�identité (4.20).

Maintenant, les identités (4.19) impliquent

X
n�0
Fn (z; r)

tn

n!
=

r! exp (rt)

(z + 1� z exp (t))r+1
= r! exp (rt)

0@X
n�0
Fn (z; 0)

tn

n!

1Ar+1 :
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Alors, en multipliant les deux côtés extrêmes par tr+1 nous obtenonsX
n�0
Fn (z; r)

tn

n!
tr+1 =

X
n�0
Fn (z; r)

tn+r+1

n!

=
X
l�r+1

Fl�r�1 (z; r)
tl

(l � r � 1)!

= (r + 1)!
X
n�0

�
n

r + 1

�
Fn�r�1 (z; r)

tn

n!

= r! exp (rt)

0@X
n�1
nFn�1 (z; 0)

tn

n!

1Ar+1

= r! (r + 1)! exp (rt)

0@ X
n�r+1

Bn;r+1 (jFj�1 (z; 0))
tn

n!

1A ;
et ceci implique X

n�r+1
Bn;r+1 (F0 (z; 0) ; 2F1 (z; 0) ; 3F2 (z; 0) ; : : :)

tn

n!

=
exp (�rt)
r! (r + 1)!

X
n�0

�
n

r + 1

�
Fn�r�1 (z; r)

tn

n!

=
1

r! (r + 1)!

X
n�0

tn

n!

 
nX
k=0

�
n

k

��
k

r + 1

�
(�r)n�k Fk�r�1 (z; r)

!
:

Ce développement et l�identité (4.20) impliquent

Bn+r+1;r+1 (F0 (z; 0) ; 2F1 (z; 0) ; 3F2 (z; 0) ; : : :)

=
1

r! (r + 1)!

�
n+ r + 1

r + 1

� nX
k=0

�
n

k

�
(�r)n�k Fk (z; r)

=
1

r! (r + 1)!

�
n+ r + 1

r + 1

� nX
k=0

�
n

k

�
(�r)n�k

0@ kX
j=0

(j + r)!

�
k + r

j + r

�
r

zj

1A
=

1

r! (r + 1)!

�
n+ r + 1

r + 1

� kX
j=0

(j + r)!zj
nX
k=0

�
n

k

��
k + r

j + r

�
(�r)n�k

=
1

r! (r + 1)!

�
n+ r + 1

r + 1

� kX
j=0

(j + r)!

�
n

j

�
zj ;

et ceci implique, par identi�cation, l�identité désirée. �
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4.6 Récurrence pour les polynômes rp-Bell ordonnés

Soient
�
n
k

�
le nombre de Stirling de première espèce et les nombres (4.3)

ak (rp�1) = (�1)jrp�1j�k
X

jjp�1j=k

�
r1
j1

�
� � �
�
rp�1
jp�1

�
; jjp�1j = j1 + � � �+ jp�1:

Le polynôme Fn (z; rp) peut s�écrire dans la base fFn+k (z; rp) : 0 � k � n+ jrp�1jg
comme suit :

Théorème 4.20 Nous avons

Fn (z; rp) =

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)Fn+k (z; rp) ;

ou plus généralement

Fn (z; rp+q) =

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)Fn+k (z; rp; : : : ; rp+q) :

Preuve. En utilisant le fait que

(k + rp)
rm =

rmX
j=0

(�1)n�j
�
rm
j

�
(k + rp)

j ;

et (4.18) nous obtenons

Fn (z; rp) =
1

(z + 1)rp+1

X
k�0

(k + rp)
n (k + rp)

r1 � � � (k + rp)rp
�

z

1 + z

�k
=

1

(z + 1)rp+1

X
k�0

(k + rp)
n (k + rp)

r1 � � � (k + rp)rp
(k + rp)

rm

�
z

1 + z

�k
�
rmX
j=0

(�1)n�j
�
rm
j

�
(k + rp)

j

=
1

(z + 1)rp+1

rmX
j=0

(�1)n�j
�
rm
j

�

�
X
k�0

(k + rp)
n+j (k + rp)

r1 � � � (k + rp)rp
(k + rp)

rm

�
z

1 + z

�k
=

rmX
j=0

(�1)n�j
�
rm
j

�
Fn+j (z; rp � rmem) ; m = 1; 2; : : : ; p� 1:
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Alors

Fn (z; rp) =

r1X
j1=0

� � �
rp�1X
jp�1=0

(�1)jrp�1j�jjp�1j
�
r1
j1

�
� � �
�
rp�1
jp�1

�
Fn+jjp�1j (z; rp)

=

jrp�1jX
k=0

(�1)jrp�1j�k Fn+k (z; rp)
X

jjp�1j=k

�
r1
j1

�
� � �
�
rp�1
jp�1

�

=

jrp�1jX
k=0

ak (rp�1)Fn+k (z; rp) :

�

Le théorème suivant exprime le polynôme Fn (z; rp) dans la famille de bases�
zjFn (z; j + rp + 1) ; j = 0; : : : ; jrp�1j

	
:

Théorème 4.21 Nous avons

Fn (z; rp) =

jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

zjFn (z; j + rp) :

Preuve. A partir du théorème 4.18 et par le fait que F0 (z; r) = r! nous avonsX
n�0
Fn (z; rp)

tn

n!
= exp (�t)urp+1F0 (zu; rp) ; u =

exp (t)

z + 1� z exp (t) ; jzj < 1:

= exp (�t)urp+1F0 (zu; rp)

=

jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

zj
�
exp (�t)uj+rp+1 (j + rp)!

�
=

jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

zj
X
n�0
Fn (z; j + rp)

tn

n!

=
X
n�0

tn

n!

jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

zjFn (z; j + rp) :

Par conséquent le théorème est démontré. �

Corollaire 4.22 Nous avons�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

=

jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

�
n+ j + rp
k + rp

�
j+rp

:
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Preuve. En utilisant l�identité des théorèmes 4.18 et 4.21 nous obtenons

Fn (z; rp) =

n+jrp�1jX
k=0

(k + rp)!

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

zk

=

jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

zjFn (z; j + rp)

=

jrp�1jX
j=0

�
jrpj
j + rp

�
rp

zj
nX
i=0

(i+ j + rp)!

�
n+ j + rp
i+ j + rp

�
j+rp

zi

=

n+jrp�1jX
k=0

zk
jrp�1jX
j=0

(k + rp)!

�
jrpj
j + rp

�
rp

�
n+ j + rp
k + rp

�
j+rp

:

�

Remarque 4.23 L�identité du corollaire 4.22 est la même que celle du corollaire 11 donné

dans [49].



Chapitre 5

Restrictions des nombres de

Stirling de deuxième espèce

5.1 Introduction

L�objet de ce chapitre est d�exploiter quelques propriétés des polynômes chromatiques

d�un graphe pour étudier plusieurs restrictions des nombres de Stirling de deuxième espèce.

Nous rappelons que les polynômes chromatiques ont été introduits d�abord en 1912 pour les

graphes plannaires, par George David Birkho¤ [11] qui cherchait à démontrer le théorème

des quatre couleurs. Par la suite ils ont été étudiés par Whitney [68, 69], Birkho¤ et Lewis

[12], Read [54] et plusieurs autres auteurs.

Le polynôme chromatique peut être utilisé comme un outil pour trouver le nombre de

partitions possibles en sous ensembles indépendants de sommets d�un graphe. Il peut

aussi être utilisé pour déduire des identités relatives au nombre de partitions possibles

d�un ensemble �ni sous cetaines restrictions particulières telles que le nombre de Stirling

de deuxième espèce [67].

5.2 Dé�nitions

Pour un graphe donné G = (V;E) d�ordre n et � 2 N; une application f : V !
f1; 2; : : : ; �g est appelée une �-coloration de G si f(u) 6= f(v) pour tous sommets u et v

adjacents dans G. Les deux �-colorations f et g de G sont dites distinctes si f(x) 6= g(x)
pour un certain x dans G: Le polynôme chromatique, noté P (G;�), compte le nombre des

102
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�-colorations de G: Par exemple, il est connu que pour n � 1, nous avons :

P (On; �) = �n;

P (Kn; �) = (�)n ;

P (Tn; �) = � (�� 1)n�1 ;

où On est le graphe d�ordre n et sans arêtes, Kn est le graphe complet d�ordre n; Tn est

un arbre d�ordre n et (�)n = � (�� 1) � � � (�� n+ 1) si n � 1 et (�)0 = 1:

Plus généralement, le polynôme chromatique d�un graphe G peut s�écrire comme suit

(voir [26, Thm. 1.4.1]) :

P (G;�) =
nX

i=�(G)

�i (G) (�)
i ;

où �i (G) est le nombre de partitions de l�ensemble V en i sous ensembles indépendents

(appelés blocs) et � (G) est le nombre chromatique du graphe G.

Pour une utilisation ultérieure, nous rappelons que, si G1 = (V1; E1) et G2 = (V2; E2)

sont des graphes dont leurs ensembles des sommets respectifs sont disjoints, leur réunion

est dé�nie par le graphe G1 [G2 = (V1 [ V2; E1 [ E2) et par conséquent P (G1 [G2; �) =
P (G1; �)P (G2; �); (voir par exemple [26, Sec. 1.2])

Dans ce chapitre, pour un graphe donné H; nous présentons quelques propriétés des

familles de graphes On[H; Kn[H et Tn[H: Nous donnons quelques relations recurrentes
pour les coe¢ cients �k (On [H) ; �k (Kn [H) et �k (Tn [H) des polynômes chromatiques
de ces trois familles de graphes et quelques résultats sur la log-concavité la fréquence de

Pólya-pour des suites associées à ces coe¢ cients. Nous présentons aussi trois applications

sur certaines classes restreintes des nombres de Stirling de deuxième espèce restreints.

5.3 Relations récurrentes et quelques conséquences

Soient H un graphe à h sommets, On le graphe à n (� 1) sommets et sans arêtes et
posons O0 le graphe sans sommets, Kn le graphe complet à n (� 1) sommets avec K0 un
graphe sans sommets et Tn un arbre à n (� 1) sommets avec T0 un arbre sans sommets.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques relations récurrentes pour les coe¢ cients �k (On [H) ;
�k (Kn [H) ; �k (Tn [H) ainsi que quelques conséquences.

Lemme 5.1 Soient k un entier non négatif, �; x des nombres réels: Nous avons

(�� x)�k = �k+1 + (k � x)�k:
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Preuve. L�identité recherchée découle de l�expression �k+1 donnée par :

�k+1 = �k (�� k) = �k (�� x+ x� k) = �k (�� x)� �k (k � x) : �

Proposition 5.2 Soient n; k des entiers non négatifs. Supposons que

P (Gn; �) = (�� sn�1)P (Gn�1; �) avec n > n0;

pour un certain entier n0 non négatif et des nombres réels s0; : : : ; sn�1 tels que s0 = 0:

Pour n > n0; nous avons

�k (Gn) =

(
(k � sn�1)�k (Gn�1) + �k�1 (Gn�1)
0

si � (Gn) � k � n
sinon

Preuve. Il est évident que si k < � (G) ou k > n, �k (Gn) = 0:

Pour � (G) � k � n; en utilisant le lemme 5.1 nous arriverons facilement à déduire la
valeur de �k (Gn) �

Proposition 5.3 [26] Soit H un graphe contenant un Kr comme un sous-graphe, et soit

G le graphe obtenu à partir de H en ajoutant un nouveau sommet w qui est adjacent

seulement aux sommets de Kr (w est dit un sommet simplicial), alors nous avons

P (G;�) = (�� r)P (H;�) :

Théorème 5.4 Soient n; s; k des entiers non négatifs (� 0) avec 0 � s � n: Alors,

�k (On [H) = 0 si k < � (H) ou k > n+ h et pour � (H) � k � n+ h nous avons

�k (On [H) =
kX

j=�(H)

�
s+ j

k

�
j

�j (On�s [H) :

En particulier, pour s = n; nous obtenons

�k (On [H) =
kX

j=�(H)

�
n+ j

k

�
j

�j (H) ;

où les nombres
�
n
k

	
r
sont les nombres r-Stirling de deuxième espèce.

Preuve. A partir de [26, Sec. 1.2] nous avons pour 0 � s � n

P (On [H;�) = �sP (On�s [H;�) :

Donc, puisque le graphe On [H est d�ordre n+ h et

� (On [H) = max (� (On) ; � (H)) = max (1; � (H)) = � (H) ;
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nous pouvons dire que si k < � (H) ou k > n+ h;

�k (On [H) = 0

Dans le cas où � (H) � k � n+ h; nous avons

n+hX
k=�(H)

�k (On [H) (�)k = �s
n+h�sX
j=�(H)

�j (On�s [H) (�)j =
n+h�sX
j=�(H)

�j (On�s [H)�s (�)j :

En utilisant l�identité connue (z + j)s =
Ps
k=0

�
s+j
k+j

	
j
(z)k ; voir [17], nous pouvons écrire

�s (�)j = (�)j (�� j + j)s =
sX
k=0

�
s+ j

k + j

�
j

(�)j (�� j)k

et puisque (�)j (�� j)k = (�)k+j nous obtenons

�s (�)j =
sX
k=0

�
n+ j

k + j

�
j

(�)k+j =

s+jX
k=j

�
s+ j

k

�
j

(�)k :

Alors

n+hX
k=�(H)

�k (On [H) (�)k =

n+h�sX
j=�(H)

�j (On�s [H)
s+jX
k=j

�
s+ j

k

�
j

(�)k

=
n+hX

k=�(H)

(�)k
kX

j=�(H)

�j (On�s [H)
�
s+ j

k

�
j

:

Donc, nous obtenons

�k (On [H) =
kX

j=�(H)

�j (On�s [H)
�
s+ j

k

�
j

:

�

Théorème 5.5 Soient n; s; k des entiers non négatifs (� 0) avec 0 � s � n: Alors,

�k (Kn [H) = 0 si k < max (n; � (H)) ou k > n+ h et pour max (n; � (H)) � k � n+ h
nous avons

�k (Kn [H) =
kX

j=max(n�s;�(H))

�
s

k � j

�
(j + s� n)s+j�k �j (Kn�s [H) :

En particulier, pour s = n; nous avons

�k (Kn [H) =
kX

j=�(H)

�
n

k � j

�
(j)n+j�k �j (H) ;
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Preuve.A partir de [26, Sec. 1.2] nous avons P (Kn [H;�) = (�� n+ 1)P (Kn�1 [H;�) ;
nous pouvons facilement déduire que :

P (Kn [H;�) = (�� n+ s)s P (Kn�s [H;�) ; 0 � s � n:

Puisque le graphe Kn [H est d�ordre n+ h et

� (Kn [H) = max (� (Kn) ; � (H)) = max (n; � (H)) ;

nous pouvons dire que pour k < max (n; � (H)) ou k > n+ h; nous avons

�k (Kn [H) = 0;

et pour � (H) � k � n, nous avons

n+hX
k=max(n;�(H))

�k (Kn [H) (�)k = (�� n+ s)s
n�s+hX

j=max(n�s;�(H))
�j (Kn�s [H) (�)j :

=
n�s+hX

j=max(n�s;�(H))
�j (Kn�s [H) (�� n+ s)s (�)j :

Par le fait que la suite des polynômes ((�)n; n � 0) est de type binomial, l�expression

(�� n+ s)s (�)j peut s�écrire comme suit :

(�� n+ s)s (�)j = (�� j + j + s� n)s (�)j

=

sX
k=0

�
s

k

�
(j + s� n)s�k (�� j)k (�)j

=
sX
k=0

�
s

k

�
(j + s� n)s�k (�)k+j

=

s+jX
k=j

�
s

k � j

�
(j + s� n)s+j�k (�)k :

Donc, il résulte que

n+hX
k=max(n;�(H))

�k (Kn [H) (�)k

=
n�s+hX

j=max(n�s;�(H))
�j (Kn�s [H)

s+jX
k=j

�
s

k � j

�
(j + s� n)s+j�k (�)k

=

n+hX
k=max(n;�(H))

(�)k
kX

j=max(n�s;�(H))

�
s

k � j

�
(j + s� n)s+j�k �j (Kn�s [H) :

L�identi�cation des coe¢ cients de (�)k complète la démonstration. �
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Théorème 5.6 Soient n; s; k des entiers non négatifs avec 0 � s � n: Alors

�k (Tn [H) = 0 pour k < max
�
2� �(n=1) � 2�(n=0); � (H)

�
ou k > n+ h;

et, pour max
�
2� �(n=1) � 2�(n=0); � (H)

�
� k � n+ h nous avons

�k (Tn [H) =
kX

j=max(k�s;0)

�
s+ j � 1
k � 1

�
j�1
�j (Tn�s [H) :

En particulier, pour s = n; nous obtenons

�k (Tn [H) =
kX
j=1

�
s+ j � 1
k � 1

�
j�1
�j (H)

Preuve. Vu que le graphe Tn [H est d�ordre n+ h et que nous avons

� (Tn [H) = max (� (Tn) ; � (H)) = max
�
2� �(n=1) � 2�(n=0); � (H)

�
;

alors nous déduisons que si k < max
�
2� �(n=1) � 2�(n=0); � (H)

�
ou k > n+ h alors

�k (Tn [H) = 0;

et pour max
�
2� �(n=1) � 2�(n=0); � (H)

�
� k � n+ h

P (Tn [H;�) = P (Tn; �)P (H;�) = � (�� 1)n�1 P (H;�) ;

ce qui donne

P (Tn [H;�) = (�� 1)s P (Tn�s [H;�) ; 0 � s � n:

Cette relation est équivalente à

n+hX
k=0

�k (Tn [H) (�)k =
n+h�sX
j=0

�j (Tn�s [H) (�� 1)s (�)j :

De même que �s (�)j (voir la preuve du théorème 5.4), nous obtenons

(�� 1)s (�)j =
s+jX
k=j

�
s+ j � 1
k � 1

�
j�1

(�)k :

Alors, la dernière équation devient

n+hX
k=0

�k (Tn [H) (�)k =

n+h�sX
j=0

�j (Tn�s [H)
s+jX
k=j

�
s+ j � 1
k � 1

�
j�1

(�)k

=

n+hX
k=0

(�)k
kX

j=max(k�s;0)

�
s+ j � 1
k � 1

�
j�1
�j (Tn�s [H) ;

�
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Corollaire 5.7 Soient n; k des entiers et

H�
n := �n [H pour � = O; K; T:

Supposons que n > n�0 ; où n
O
0 = n

K
0 = n

T
0 � 1 = 0:

Si �
�
H�
n

�
� k � n+ h; nous obtenons

�k

�
H�
n

�
=
�
k � s�n�1

�
�k

�
H�
n�1

�
+ �k�1

�
H�
n�1

�
;

et �k
�
H�
n

�
= 0 autrement, où sOn = 0; s

K
n = n; et s

T
n = 1:

De plus, �
�
HO
n

�
= � (H) ; �

�
HK
n

�
= max (n; � (H)) et �

�
HT
n

�
= max (� (Tn) ; � (H)) :

Preuve. Il su¢ t d�observer que P
�
H�
n ; �

�
=
�
�� s�n�1

�
P
�
H�
n�1; �

�
; n > n�0 ; (voir pro-

position 5.3) et appliquer la proposition 5.2. Nous notons que la dernière égalité et les

valeurs de �
�
H�
n

�
sont bien connues comme résultats dans la littérature (voir par exemple

[26, Sect. 2]). �

Pour la proposition suivante, nous rappelons quelques dé�nitions et résultats sur la

log-concavité, la fréquence de Pólya et la q-log-convexité.

Une suite (un;n � 0) de nombres réels non négatifs est appelée log-concave (LC) si
ui�1ui+1 � u2i pour tout i > 0; et, elle est une suite de fréquence de Pólya (ou une

suite PF ) si tous les mineurs de la matrice A = (ui�j)i;j�0 ont des déterminants non

négatifs (où uk = 0 si k < 0), pour plus d�information voir [35]. Une suite de polynômes

réels (Pn(q); n � 0) est dite q-log-convexe si le polynôme Pn(q)2�Pn�1(q)Pn+1(q) a des
coe¢ cients non négatifs pour tout n � 1; (voir [58, 59, 71]).

En particulier, soit (T (n; k) ; n; k � 0) une suite de nombres non négatifs satisfaisant
pour n � k � 1 la récurrence suivante :

T (n; k) =

(
(a1n+ a2k + a3)T (n� 1; k) + (b1n+ b2k + b3)T (n� 1; k � 1) ; si 0 � k � n
0 sinon

avec T (0; 0) > 0; a1 � 0; a1+ a2 � 0; a1+ a3 � 0 et b1 � 0; b1+ b2 � 0; b1+ b2+ b3 � 0:

Il a été montré :

1. dans [40, Thm. 2] que, pour chaque n �xé; la suite (T (n; k) ; 0 � k � n) est stricte-
ment log-concave.

2. si nous avons a2b1 � a1b2 et a2 (b1 + b2 + b3) � (a1 + a3) b2; cette suite est de

fréquence de Pólya [65, Cor. 3] et de plus,
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3. en posant Tn (q) =
Pn
k=0 T (n; k) q

k; si (a2b1 � a1b2)n+a2b2k+a2b3�a3b2 � 0 pour
0 < k � n; alors, la suite des polynômes (Tn (q) ; n � 0) est q-log-convexe [42, Thm.
4.1].

Proposition 5.8 Pour n; k � 0; soit

U�n;k = �k+h+n�0

�
H�
n+n�0

�
et U�n (q) =

nX
k=0

U�n;kq
k:

Alors,

1. pour � = O;K; la suite
�
U�n;k; 0 � k � n

�
est strictement log-concave,

2. pour � = O;K; T; elle est une suite de fréquence de Pólya et

3. pour � = O;K; la suite des polynômes
�
U�n (q)

�
est q-log-convexe.

Preuve. Nous avons UO0;0 = UK0;0 = �h (H) = 1 et UT0;0 = �h+1 (T1 [H) = 1: De plus,

pour n � k � 1, le Corollaire 5.7 implique

U�n;k = U
�
n�1;k�1 +

�
k + h+ n�0 � n�n�1

�
U�n�1;k:

Donc, la log-concavité découle de [40, Thm. 2], la fréquence de Pólya de [65, Cor. 3] et la

q-log-convexité de [42, Thm. 4.1]. �

5.4 Application au graphe Kr
1
[ � � � [Krp [On

Soit p � 1 un entier. Nous considérons le graphe Gn;rp = Kr1 [ � � � [Krp [ On d�ordre
n+ r1 + � � �+ rp dont le nombre chromatique

�
�
Gn;rp

�
= max

�
�
�
Kr1

�
; : : : ; �

�
Krp

�
; � (On)

�
= max (r1; : : : ; rp; 1) :

Avant tout, nous rappelons la dé�nition du nombre (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce

introduit par Mihoubi et al. dans [43, 52] .

Dé�nition 5.9 Soit R1; : : : ; Rp des sous ensembles de l�ensemble [n] avec jRij = ri et Ri\
Rj = ? pour tout i; j = 1; : : : ; p; i 6= j: Le nombre (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce,
p � 1; noté

�
n
k

	
r1;:::;rp

; compte le nombre de partitions de l�ensemble [n] := f1; 2; : : : ; ng en
k sous ensembles non vides (appelés blocs) tels que les éléments de chacun des p ensembles

R1; : : : ; Rp soient dans des blocs di¤érents.
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A partir de cette dé�nition, nous pouvons facilement voir que ces nombres véri�ent les

propriétés suivantes :�
n

k

�
r1;:::;rp

= 0; n < r1 + � � �+ rp ou k < max (r1; : : : ; rp; 1) ;�
n

k

�
r1;:::;rp

=

�
n

k

�
rp

si r1; : : : ; rp�1 2 f0; 1g ;�
n

k

�
r1;:::;rp

=

�
n

k

�
r�(1);:::;r�(p)

pour toute permutation � sur l�ensemble f1; : : : ; pg :

En outre, pour r1 � r2 � � � � � rp; le coe¢ cient �k
�
Gn;rp

�
représente le nombre de

partitions de l�ensemble à n + jrpj sommets du graphe Gn;rp en k sous ensembles indé-
pendents (appelés blocs), et par la dé�nition du graphe Gn;rp ; les éléments de chacun des

p sous graphes Kr1 ; : : : ;Krp doivent être dans des blocs distincts. Donc, ce nombre est

exactement
�n+jrpj

k

	
rp
: Alors, nous pouvons dire que

�k
�
Gn;rp

�
=

�
n+ jrpj
k

�
rp

:

En particulier

�k (Kr [On) =
�
n+ r

k

�
r

et �k (On) =
�
n

k

�
:

Maintenant, nous présentons de nouvelles démonstrations à certaines propriétés des nombres

(r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce ainsi que d�autres résultats.

Théorème 5.10 Pour r1 � r2 � � � � � rp; le polynôme (z + rp)r1+� � �+ (z + rp)rp�1 (z + rp)n

peut s�écrire dans la base
n
(z)k ; k = 0; 1; : : : ; n+ jrp�1j

o
comme suit

(z + rp)
r1 + � � �+ (z + rp)rp�1 (z + rp)n =

n+jrp�1jX
k=0

�
n+ jrpj
k

�
rp

(z)k ;

où rp := (r1; : : : ; rp) et jrpj := r1 + � � �+ rp: En particulier, nous avons

(z + r)n =

nX
k=0

�
n+ r

k + r

�
r

(z)k :

Preuve. A partir de [26, Sec. 1.2], le polynôme chromatique du graphe Gn;rp peut s�écrire

sous la forme suivante :

P
�
Gn;rp ; z + rp

�
= P (On; z + rp)P (Kr1 ; z + rp) � � �P

�
Krp ; z + rp

�
= (z + rp)

n (z + rp)
r1 (z + rp)

r2 � � � (z + rp)rp ;
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et, par dé�nition du polynôme chromatique nous avons,

P
�
Gn;rp ; z + rp

�
=

n+jrp�1jX
k=0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

(z + rp)
k+rp

=

n+jrp�1jX
k=0

�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

(z + rp)
rp (z)k :

ce qui termine la démonstration du théorème. �

Remarque 5.11 A partir de [62] ou [26, p. 102] nous avons l�identité suivante

�k
�
Gn;rp

�
=
1

k!

kX
j=0

(�1)k�j
�
k

j

�
P
�
Gn;rp ; j

�
;

ou d�une manière équivalente,�
n+ jrpj
k + rp

�
rp

=
1

(k + rp)!

k+rpX
j=rp

(�1)k+rp�j
�
k + rp
j

�
(j)r1 � � � (j)rp jn

=
1

(k + rp)!

kX
j=0

(�1)k�j
�
k + rp
j + rp

�
(j + rp)

r1 � � � (j + rp)rp (j + rp)n

=
1

k!

kX
j=0

(�1)k�j
�
k

j

�
(j + rp)

r1 � � � (j + rp)rp�1 (j + rp)n :

Donc, les deux valeurs initiales de ces nombres sont données par�
n+ jrpj
rp

�
rp

= (rp)
n (rp)

r1 � � � (rp)rp�1 ;�
n+ jrpj
rp + 1

�
rp

= (rp + 1)
r1 � � � (rp + 1)rp�1 (rp + 1)n � (rp)r1 � � � (rp)rp�1 (rp)n :

Maintenant, posons Kri [H := Kr1 [ � � � [Krp [ On (i = 1; : : : ; p) dans le théorème 5.2
et nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 5.12 Soient n; k des entiers non négatifs avec n � jrpj. Alors, pour i �xé dans
l�ensemble f1; : : : ; pg, si ri � 1 nous avons�

n

k

�
rp

=

�
n� 1
k � 1

�
rp�ei

+ (k + 1� ri)
�
n� 1
k

�
rp�ei

;

où ei est le i�eme vecteur de la base canonique de l�espace Rp:

Un cas particulier du dernier corollaire, lorsque p = 1 nous obtenons l�identité connue

suivante �
n

k

�
r

=

�
n� 1
k � 1

�
r�1

+ (k + 1� r)
�
n� 1
k

�
r�1
:

En posant H := Kr1 [ � � � [Krp dans le théorème 5.4 nous obtenons le corollaire suivant :
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Corollaire 5.13 Soient n; k des entiers tels que rp � k � n et n � jrpj : Nous avons�
n

k

�
rp

=
kX

j=rp

�
s+ j

k

�
j

�
n� s
j

�
rp

; 0 � s � n� jrpj :

En particulier, pour s = 1; ces nombres obéissent à la relation récurrente suivante :�
n

k

�
rp

=

�
n� 1
k � 1

�
rp

+ k

�
n� 1
k

�
rp

;

et pour s = n� jrpj nous obtenons�
n

k

�
rp

=
kX

j=rp

�
n� jrpj+ j

k

�
j

�
jrpj
j

�
rp

:

En particulier, pour p = s = 1 dans le corollaire 5.13, nous obtenons l�identité connue�
n

k

�
r

=

�
n� 1
k � 1

�
r

+ k

�
n� 1
k

�
r

;

et pour s = n� jrpj ; p = 2 et (r1; r2) = (1; r) dans le corollaire 5.13, nous obtenons�
n

k

�
r

=

�
n

k

�
1;r

= (r + 1)

�
n� 1
k

�
r

+

�
n

k

�
r+1

:

Maintenant, à l�aide de la proposition 5.8, nous pouvons énoncer le corollaire suivant :

Corollaire 5.14 Pour 0 � k � n posons

U (n; k) =

�
n+ jrpj
k + jrpj

�
rp

:

Alors, la suite (U (n; k) ; 0 � k � n) est log-concave et une suite de fréquence de Pólya ,
et la suite des polynômes (Un (q) ; n � 0) dé�nie par

Un (q) =
nX
k=0

�
n+ jrpj
k + jrpj

�
rp

qk

est une suite q-log-convexe.

5.5 Application au graphe Kr1;:::;rp [On

Soit p � 2 un entier. Pour une deuxième application des polynômes chromatiques, nous
considérons dans cette section le graphe Kn;rp = Kr1;:::;rp [On d�ordre n+ r1+ � � �+ rp et
dont le nombre chromatique

�
�
Kn;rp

�
= max

�
�
�
Kr1;:::;rp

�
; � (On)

�
= max (p; 1) = p:
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D�une manière similaire aux nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième espèce, nous présen-

tons ici une nouvelle classe des nombres de Stirling qui ont aussi une relation de récurrence

triangulaire.

Pour commencer, nous donnons la dé�nition suivante :

Dé�nition 5.15 Soient R1; : : : ; Rp des sous ensembles de l�ensemble [n] avec jRij = ri

et Ri \ Rj = ? pour tout i; j = 1; : : : ; p; i 6= j: Le nombre K (r1; : : : ; rp)-Stirling de

deuxième espèce noté
�
n
k

	
K(r1;:::;rp)

; compte le nombre de partitions de l�ensemble [n] en k

sous ensembles non vides (appelés blocs) tel que si x 2 Ri et y 2 Rj avec i 6= j; alors

chaque bloc ne doit pas contenir simultanément x et y.

A partir de cette dé�nition, nous donnons les propriétés suivantes :�
n

k

�
K(r1;:::;rp)

= 0; n < r1 + � � �+ rp ou k < p;�
n

k

�
K(r1;:::;rp)

=

�
n

k

�
r1+:::+rp

si r1; : : : ; rp 2 f0; 1g ;�
n

k

�
K(r1;:::;rp)

=

�
n

k

�
K(r�(1);:::;r�(p))

pour toute permutation � sur l�ensemble f1; : : : ; pg :

En outre, pour r1 � r2 � � � � � rp; le coe¢ cient �k
�
Kn;rp

�
représente le nombre de

partitions de l�ensemble à n+ jrpj sommets du graphe Kn;rp en k sous ensembles indepen-
dants (appelés blocs), et par la dé�nition du graphe Kn;rp ; deux éléments du sous graphe

Kr1;:::;rp , x 2 Ri et y 2 Rj , avec i 6= j; ne peuvent pas appartenir au même bloc. Donc, ce
nombre est exactement

�n+r1+���+rp
k

	
K(r1;:::;rp)

: Alors, nous pouvons dire

�k
�
Kn;rp

�
=

�
n+ r1 + � � �+ rp

k

�
K(r1;:::;rp)

:=

�
n+ jrpj
k

�
K(rp)

:

En posant H := Kr1;:::;rp dans le théorème 5.4 nous obtenons

Corollaire 5.16 Soient n; k des entiers tels que p � k � n et n � jrpj : Nous avons�
n

k

�
K(rp)

=
kX
j=p

�
s+ j

k

�
j

�
n� s
j

�
K(rp)

; 0 � s � n� jrpj :

Pour s = 1 nous déduisons que ces nombres obéissent à la relation de récurrence :�
n

k

�
K(rp)

= k

�
n� 1
k

�
K(rp)

+

�
n� 1
k � 1

�
K(rp)

; n � k � 1:

et pour s = n� jrpj dans le corollaire 5.16, nous obtenons�
n

k

�
K(rp)

=
kX
j=p

�
n� jrpj+ j

k

�
j

�
jrpj
j

�
K(rp)

:
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En particulier, pour s = r1 = � � � = rp = 1 dans le corollaire 5.16 nous obtenons l�identité
connue : �

n

k

�
p

= k

�
n� 1
k

�
p

+

�
n� 1
k � 1

�
p

:

Remarque 5.17 En posant s = 1 et k = p ou p+1 dans le corollaire 5.16 et à l�aide des

identités données dans [72] et [26, Lemme 4.4.2] par�
jrpj
p

�
K(rp)

= 1;

�
jrpj
p+ 1

�
K(rp)

=

pX
j=1

2rj�1 � p;

nous obtenons les deux premières valeurs de ces nombres�
n

p

�
K(rp)

=

�
n� jrpj+ p

p

�
p

;

�
n

p+ 1

�
K(rp)

=

�
n� jrpj+ p
p+ 1

�
p

+

�
n� jrpj+ p+ 1

p+ 1

�
p+1

0@ pX
j=1

2rj�1 � p

1A :
Proposition 5.18 Soit

B
�
�;Kn;rp

�
:=
X
k�0

�
n+ jrpj
k

�
K(rp)

�k:

Alors, nous avons

B
�
�;Kn;rp

�
= � exp (��) d

d�

�
exp (�)B

�
�;Kn�1;rp

��
; n � 1;

B
�
�;K0;rp

�
= Br1 (�) � � �Brp (�) ;

où Bn (�) =
Pn
j=0

�
n
j

	
�j est le polynôme de Bell classique.

Preuve. A partir du corollaire 5.16 nous avonsX
k�1

�
n+ jrpj
k

�
K(rp)

�k =
X
k�1
k

�
n+ jrpj � 1

k

�
K(rp)

�k +
X
k�1

�
n+ jrpj � 1
k � 1

�
K(rp)

�k

ce qui donne la première identité. La deuxième découle du [26, Lemma 4.4.1]. �

Corollaire 5.19 Pour n � jrpj ; la suite des nombres
�
n
k

	
K(rp)

; k = p; p + 1; : : : ; n; est

log-concave.

Preuve.Nous appliquons le théorème de Rolle sur la fonction fn (�) := exp (�)B
�
�;Kn;rp

�
et nous utilisons le fait que les racines du polynôme Bn (�) sont réélles et non positives (voir

par exemple [65]) pour conclure que (par récurrence sur n) que le polynôme B
�
�;Kn;rp

�
a seulement des racines réélles non positives. Par la suite, nous appliquons l�inégalité de

Newton [33, p. 52] pour compléter la démonstration. �
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5.6 Application au graphe Tr
1
[ � � � [ Trp [On

Soit p � 1 un entier. Pour donner une troisième application des polynômes chromatiques,
nous considérons dans cette section le graphe Tn;rp = Tr1 [ � � � [ Trp [On: Ici

�
�
Tn;rp

�
= max

�
�
�
Tr1
�
; : : : ; �

�
Trp

�
; � (On)

�
= min (r1; : : : rp; 2) :

De la même façon que les nombres ci dessus, nous présentons ici une nouvelle classe des

nombres de Stirling qui ont aussi une relation de récurrence triangulaire. Alors, nous

commençons par donner la dé�nition suivante :

Dé�nition 5.20 Soient R1; : : : ; Rp des sous ensembles de l�ensemble [n] avec jRij = ri

et Ri \ Rj = ? pour tout i; j = 1; : : : ; p; i 6= j: Le nombre T (r1; : : : ; rp)-Stirling de

deuxième espèce, noté
�
n
k

	
T (r1;:::;rp)

; compte le nombre de partitions de l�ensemble [n] en k

sous ensembles non vides (appelés blocs) tels que l�élément minimum de l�ensemble Ri ne

peut pas être dans le même bloc qui contient un autre élément de Ri; i = 1; : : : ; p:

A partir de cette dé�nition, nos pouvons déduire ce qui suit :�
n

k

�
T (r1;:::;rp)

= 0; n < r1 + � � �+ rp or k < min (r1; : : : rp; 2) ;�
n

k

�
T (r1;:::;rp)

=

�
n

k

�
if r1; : : : ; rp 2 f0; 1g ;�

n

k

�
T (r1;:::;rp)

=

�
n

k

�
K(r�(1);:::;r�(p))

pour toute permutation � sur l�ensemble f1; : : : ; pg :

En outre, puisque les arbres de même ordre ont le même polynôme chromatique, il est

su¢ sant d�appliquer de tels résultats aux graphes étoiles. Donc, choisir Ti en tant que

graphe étoile à ri sommets (Ti = K1;ri�1 ) et dont l�élément minimum est le sommet

universel de Ri (l�ensemble des sommets de l�arbre Ti).

Donc, le coe¢ cient �k
�
Tn;rp

�
représente le nombre de partitions de l�ensemble à n+ jrpj

sommets du graphe Tn;rp en k ensembles indépendants (appelés blocs), et par dé�ni-

tion du graphe Tn;rp ; le sommet universel de Tri (i = 1; : : : ; p) ne peut pas être dans

le même bloc qui contient un autre élément de Tri . Donc, ce nombre est exactement�n+r1+���+rp
k

	
T (r1;:::;rp)

:

Alors, nous pouvons conclure que

�k
�
Tn;rp

�
=

�
n+ r1 + � � �+ rp

k

�
T (r1;:::;rp)

:=

�
n+ jrpj
k

�
T (rp)

:
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Théorème 5.21 Pour 1 � r1 � r2 � � � � � rp; le polynôme zn+p (z � 1)jrpj�p peut s�écrire
dans la base

n
(�)k ; k = 0; 1; : : : ; n+ jrpj

o
comme suit :

zn+p (z � 1)jrpj�p =
n+jrpjX
k=0

�
n+ jrpj
k

�
T (rp)

(z)k ;

En outre, nous avons �
n+ jrpj
k

�
T (rp)

=

�
n+ jrpj
k

�
T (jrpj�p+1)

:

Preuve. A partir de [26, Sec. 1.2], le polynôme chromatique du graphe Tn;rp est

P
�
Tn;rp ; z

�
= P (On; z)P (Tr1 ; z) � � �P

�
Trp ; z

�
(5.1)

= (z)n+p (z � 1)jrpj�p

=

n+jrpjX
i=0

�
n+ jrpj
i

�
T (rp)

(z)i :

Ceci donne le premier résultat. En particulier, nous avons

zn+1 (z � 1)r�1 =
nX
k=0

�
n+ r

k

�
T (r)

(z)k ;

et en combinant ce résultat avec l�identité (5.1) nous obtenns le deuxième résultat �

En choisissant H := Tr1[� � �[Trp dans le théorème 5.4 nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 5.22 Soient n; k des entiers tels quet 2 � k � n et n � jrpj : Alors, pour
1 � r1 � � � � � rp; nous avons�

n

k

�
T (rp)

=

kX
j=2

�
s+ j

k

�
j

�
n� s
j

�
T (rp)

; 0 � s � n� jrpj :

En particulier, pour s = 1; ces nombres satisfont à la relation de récurrence triangulaire

suivante : �
n

k

�
T (rp)

=

�
n� 1
k � 1

�
T (rp)

+ k

�
n� 1
k

�
T (rp)

;

et pour s = n� jrpj nous obtenons�
n

k

�
T (rp)

=
kX
j=2

�
n� jrpj+ j

k

�
j

�
jrpj
j

�
T (rp)

:

Pour i = 1; : : : ; p; en posant s = 1 et Tri [H := Tr1 [ � � � [ Trp [ On dans le théorème

5.6 nous obtenons le corollaire suivant :
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Corollaire 5.23 Soient n; k des entiers tels qut 1 � k � n et n � jrpj : Alors, pour i �xé
(i = 1; : : : ; p) avec ri � 1; nous avons

�k
�
Gn;rp

�
= (k � 1)�k

�
Gn;rp�ei

�
+ �k�1

�
Gn;rp�ei

�
; n � 1:

Remarque 5.24 Pour 1 � r1 � � � � � rp; alors d�une manière similaire à la remarque
5.11, nous avons�

n+ jrpj
k

�
T (rp)

=
1

k!

kX
j=0

(�1)k�j
�
k

j

�
jn+p (j � 1)jrpj�p ;

et puisque �
�
Tn;rp

�
= 2; quand r1; : : : rp > 1, alors les deux premières valeurs de ces

nombres sont données par :�
n+ jrpj
2

�
T (rp)

= 2n+p�1;

�
n+ jrpj
3

�
T (rp)

= 3n+p�1 � 2jrpj�p�1 � 2n+p�1;

et pour r1 = � � � = rp = 1 nous avons�
n

k

�
T (rp)

=

�
n

k

�
:

De manière similaire au corollaire 5.14, nous avons

Corollaire 5.25 Pour 0 � k � n posons

V (n; k) =

�
n+ jrpj
k + jrpj

�
T (rp)

:

Alors, la suite fV (n; k) ; 0 � k � ng est log-concave et de fréquence de Pólya, et la suite
des polynômes fVn (q) ; n � 0g dé�nie par

Vn (q) =
nX
k=0

�
n+ jrpj
k + jrpj

�
T (rp)

qk

est une suite q-log-convexe.



Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse, nous avons essayé d�étudier les polynômes de partition associés à une

classe particulière de graphes et leur contribution dans le domaine de la combinatoire

énumerative.

Ce travail n�est qu�une première investigation et un point de départ pour mener les

chercheurs à travailler sur d�autres classes de graphes.

Des perspectives ont déjà exploité ce travail pour trouver d�autres identités relatives aux

di¤erenciation et les opérateurs de création et d�annihilation en mécanique quantique.

A travers les chapitres de cette thèse, nous pouvons savoir à quel point les polynômes de

partition peuvent être un outil très e¢ cace pour extraire facilement des identités, et des

relations récurrentes qui étaient très di¢ ciles à déduire à travers des techniques classiques

de la combinatoire énumérative

Les polynômes de partition et les polynômes chromatiques peuvent être utilisés pour

résoudre ou exprimer plusieurs concepts mathématiques et combinatoires.

Le nombre Stirling du deuxième espèce
�
n

k

�
énumère le nombre de partitions d�un en-

semble de taille n en k blocs non vides. Une interprétation théorique graphique de ce

nombre (le nombre de partitions du graphe vide (sans arêtes) d�ordre n en k sous ensembles

indépendants non-vides), admet une généralisation naturelle aux graphes arbitraires com-

posés d�un stable à n sommets et p cliques (les nombres (r1; : : : ; rp)-Stirling de deuxième

espèce).

Une interprétation plus analytique, le coe¢ cient de xk dans le polynôme de partition p(x)

(ou le coe¢ cient de xk dans le polynôme chromatique) pourra être donnée et plus préci-

sément en mécanique quantique (les opérateurs bosoniques de création et d�annihilation)

[13, 14, 37].

Les nombres de Stirling de deuxième espèce satisfont aussi à la relation suivante :

(xD)n f (x) =
X
k�0

�
n

k

�
xkDk:

118
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où f est une fonction arbitraire et D est la di¤érenciation par rapport à x. Plus généra-

lement, chaque mot w en alphabet fx;Dg pourra être identi�é par un nombre de Stirling
de deuxième espèce restreint. Cette identi�cation reste à être représentée et interprétée

par les polynômes chromatiques.
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