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Introduction

Dans la théorie classique de 'ordonnancement, on suppose que les machines ne peuvent
traiter qu’une seule tache a la fois. Or, en réalité il existe un autre type de machines
qu’on peut appeler "machines a traitement par batch” et qui sont capables de traiter
plusieurs taches simultanément. Pour ces machines, le regroupement des taches en
batchs pour subir un certain traitement est nécessaire et les taches d’un méme batch
sont traitées simultanément (chauffage simultané des pieces dans un four, peinture
simultanée des pieces, laminage simultané des pieces, transport simultané des pieces
par véhicule autoguidé, etc.). Dans ces cas, les taches d’un méme batch doivent étre
compatibles (les mémes propriétés physiques ou chimiques, formes, couleurs, longueurs,
etc.).

La motivation principale de 'ordonnancement par batch est 'ordonnancement des
opérations de chauffage dans I'industrie des semi-conducteurs. ’étape finale dans la
production des circuits intégrés est I'opération de chauffage, ou les puces sont chargées
sur une plaque, ensuite placées dans un four et exposées a de hautes températures.
Le but de 'opération de chauffage est d’exposer les puces au stress thermique sur une
grande période afin de déterminer d’éventuels défauts de fabrication.

Dans chacune des situations précédentes 1’atelier de production est composé d’une
cellule A contenant plusieurs types de machines ordinaires pouvant traiter plusieurs
types de pieces. A la sortie de cette cellule, chaque piece a une date de disponibilité qui
est égale a la date de sa sortie de la cellule. Ces pieces seront ensuite transférées vers
une autre cellule B, contenant un ensemble de machines a traitement par batch, pour
subir d’autres traitements. Comme machines a traitement par batch, on peut penser
a un four de chauffage; chaque piece doit étre chauffée, pendant une certaine durée, a
une certaine température T. Notons, qu’a chaque four est associée une capacité (c’est-
a-dire qu’il ne peut contenir qu’un certain nombre de pieces simultanément). Notons,
aussi, que si des pieces sont traitées simultanément dans un méme four, alors la date de
fin de traitement de chacune de ces pieces (qui forment un batch) est égale a la date de
fin de traitement de la piece qui nécessite le plus de temps de traitement (c.-a-d. ayant
le plus long temps de traitement). Et compte tenu des propriétés physiques, chimiques
ou autres, certaines pieces ne peuvent pas étre chauffées simultanément dans un meéme
four. La question, qui est posée, est: comment ordonnancer les pieces sur les machines
de la cellule B en temps minimal?
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Dans cette these, nous considérons le probleme de I'ordonnancement de taches indépen-
dantes (sans constraintes d’antériorité) sur des machines a traitement par batch en
minimisant le temps de fin de traitement de I’ensemble des taches (makespan). Nous
supposons qu’il existe une relation de compatibilité entre les taches, ou deux taches
sont dites compatibles si elles peuvent étre traitées simultanément dans un méme batch.
Cette relation est représentée par un graphe GG = (V, E) ou V est ’ensemble des taches
et une paire de taches est dans F si et seulement si ces dernieres sont compatibles.
La capacité de la machine & traitement par batch peut étre finie (elle ne peut traiter
qu’un nombre fini de taches a la fois) ou infinie (elle peut traiter un nombre illimité de
taches a la fois). Chaque tache a un temps de traitement et une date de disponibilité
qui sont des entiers naturels. Le temps de traitement d’un batch est égal au maximum
des temps de traitement des taches appartenant a celui-ci. Toutes les taches d’un méme
batch commencent leur exécution a une méme date et terminent leur exécution a une
méme date. L'interruption des taches n’est pas autorisée.

Une application concrete ou la contrainte de compatibilité de taches est représentée
par un graphe a été décrite dans [32, 60]. Une tole d’acier passe a travers une machine
a k outils pour subir des opérations de poinconnage. Dépendant de la position des
trous sur la tole, des trous constituant un batch sont poinconnés simultanément dans
chaque phase de la machine. Le temps de traitement d’une opération de poinconnage
est, évidemment, le méme pour tous les trous, mais il peut étre différent si nous
considérons le cas ou quelques trous (spéciaux) sont obtenus par plusieurs opérations
de poingonnage. Si les trous (ou les différentes opérations de poingonnage qui sont les
taches) sont représentés par des sommets d’un graphe & et les arétes indiquent la com-
patibilité entre les trous, alors ce probleme devient un cas particulier du probleme que
nous considérons.

Cette nouvelle combinaison de I'ordonnancement par batch et de graphes de compatibi-
lité définis entre les taches apparait comme un concept nouveau et intéressant utilisant,
a la fois, la théorie de I'ordonnancement et la théorie des graphes.

Cette these est organisée comme suit :

Dans le chapitre 1, nous abordons les principaux termes et notions utilisés tout au long
de cette these. Nous commencons par les graphes, ensuite ’'ordonnancement, et nous
terminons par la complexité des problemes.

Le chapitre 2, est consacré aux principaux résultats qui existent dans le domaine de
I’ordonnancement par batchs. Nous commencons par énumérer les principales motiva-
tions de 'ordonnancement par batchs. Ensuite, nous proposons quelques notations et
définitions nécessaires. Par la suite, nous proposons une classification de ces problemes,
similaire a celle qui existe pour les problemes de 'ordonnancement classique. Et nous
terminons, ce chapitre, par 1’état de I’art.
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Le chapitre 3, est consacré a la définition du probleme traité dans cette these ainsi
que les différentes notations nécessaires a sa définition. Un exemple illustratif est aussi
donné. Nous proposons ensuite une modélisation mathématique du probleme sous forme
d’un programme linéaire en nombres réels avec variables bivalentes. Dans le cas ou les
dates de disponibilité des taches seraient toutes nulles, différentes formulations sont
simplifiées et présentées. Un commentaire termine ce chapitre.

Nous montrons, dans les chapitres 4, 5, 6, et 7 que le probleme est NP-difficile dans le
cas, respectivement, d’'un graphe quelconque, d’un graphe scindé, d’un graphe biparti
et du complémentaire d’un graphe biparti. Il n’est donc pas possible de trouver un
algorithme polynomial pour résoudre le probleme général ou méme certains de ces
sous-problemes, a moins que P=NP. Notons que les techniques utilisées sont spécifiques
au probleme étudié. Nous utilisons, pour certains types de problemes, des preuves
simples par restriction ou des techniques de remplacement local. Pour d’autres types
de problemes nous utilisons des techniques de construction plus complexes.

Nous proposons, dans les chapitres 4, 5, 6 et 7 un ensemble d’algorithmes polynomiaux
exacts pour résoudre certains sous-problemes polynomiaux dans le cas, respectivement,
d’un graphe de compatibilité quelconque et d’une capacité de la machine a traitement
par batch est égale a 2, d’'un graphe scindé, d’un graphe biparti et du complémentaire
d’un graphe biparti. Notons qu’un algorithme polynomial est spécifique au probleme
a résoudre. Nous faisons appel, pour certains types de problemes, a des algorithmes
classiques comme ceux du couplage maximum, du couplage de poids maximum, du flot
maximum, etc. Pour d’autres types de problemes, nous utilisons des algorithmes de
listes, de programmation dynamique, etc.

Nous proposons au début du chapitre 8 des algorithmes polynomiaux exacts pour
résoudre le probleme dans le cas d’un graphe complet (c’est-a-dire toutes les taches
sont deux a deux compatibles). L'un aborde le cas ou la capacité de la machine a
traitement par batch est infinie, et les autres, le cas ou la capacité de la machine
a traitement par batch est finie avec des conditions sur les taches. A la fin de ce
chapitre nous étudions deux types de graphes spéciaux que nous construisons aux deux
derniers paragraphes. Pour chacun de ces deux graphes nous présentons des méthodes
de résolution polynomiales exactes.

Comme le probleme général et quelques sous-problemes sont NP-difficiles dont cer-
tains au sens fort, il est donc peu probable qu’il pourra exister un algorithme polyno-
mial pour résoudre tous ces problemes, a moins que P=NP. Néanmoins, Pour résoudre
le probleme général, nous présentons dans le chapitre 9, des méthodes exactes (par
séparation et évaluation) dont le temps de calcul est, évidemment, exponentiel, ce qui
explique qu’elles ne sont utilisables que sur des problemes de petites tailles. Pour les
problemes de grandes tailles, les méthodes exactes connues ne sont plus envisageables,
de par leur temps de calcul. Il est donc nécessaire dans ce cas, d’utiliser des méthodes
approchées (heuristiques) qui donnent des solutions pas toujours optimales, mais ob-
tenues rapidement. Ces solutions peuvent ensuite servir de solutions initiales pour les
méthodes par séparation et évaluation ou des méthodes amélioratrices. Notons que les
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méthodes approchées sont largement utilisées pour appréhender ce genre de problemes.
Les deux méthodes, exactes et heuristiques, sont basées sur le rangement des taches.

Enfin, une conclusion termine cette these avec un résumé des principaux résultats
présentés. Nous proposons aussi des perspectives a ce travail.



Chapitre 1

Graphes, ordonnancement et
complexité

Nous abordons, dans ce chapitre, les principaux termes et notions utilisés tout au long
de cette these, sans trop détailler et sans entrer dans le fond du probleme. Le lecteur
intéressé par de plus amples informations pourra consulter les différents ouvrages dédiés
a cet effet, dont certains sont mentionnés dans la bibliographie. Nous commencons
par les graphes, ensuite I'ordonnancement, et nous terminons par la complexité des
problemes.

1.1 Graphes et réseaux

Un graphe (simple et sans boucles) est défini par un couple de deux ensembles GG =
(V, E): V est un ensemble de sommets, également appelés noeuds, et F est un ensemble
de couples (distincts) de sommets (distincts) appelés arétes. Les petits graphes se
représentent graphiquement par un ensemble de points ou de petits cercles désignant
les sommets, et par des lignes représentant les arétes.

Nous donnons ci-dessous quelques définitions utilisées en théorie des graphes.

Deux graphes G = (V. F) et ' = (V| E') sont dit isomorphes s’il existe une fonction
bijective f: V — V telle que (7, j) € F si et seulement si (f(¢), f(y)) € E'.

Un graphe ' = (V', E') est dit sous-graphe induit du graphe G = (V. E) si V! C V
et F’ est ’ensemble de toutes les arétes de E qui relient les sommets de V' (c.-a-d.
V(e,7) € V' (1,7) € E' si et seulement si (1,7) € E).

Le graphe complémentaire de ¢ noté G est le graphe G = (V, ) avec E = P(V)\ E

ou P(V) est ’ensemble de tous les couples (distincts) de sommets (distincts) possibles.
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Un graphe est complet si toute paire de sommets forme une aréte. Une clique d’un
graphe est un sous graphe complet.

Un stable est un sous-ensemble de sommets sans arétes. En particulier si un graphe G
est sans arétes, on dit que le graphe est stable.

Un graphe GG = (V, E) est dit biparti s’il existe une partition V' = 53 U S, de ses
sommets en deux stables S7 et S5.

Soit un graphe G=(V,E), désignons par:
— 0(G) le nombre minimum de cliques qui partitionnent V.

() le nombre minimum de stables qui partitionnent V.

|
2

le nombre maximum de sommets d’un stable.

- oG

(
— w((G) le nombre maximum de sommets d’une clique.
(

)
)

Un graphe GG = (V, F) est dit parfait si, pour tout sous graphe induit G/ nous avons:
w(G") = ~4(G") ou oG =60(G").

Parmi les graphes parfaits classiques, on distingue deux grandes classes [67]:

1. Graphes triangulés (a cordes): Un graphe est dit a cordes si tout cycle (qui
est une suite d’arétes (i1,%3), (2,93)s .., (Ip=1,1p), (1p, 1)) de longueur supérieure
strictement a 3 possede une corde (qui est une aréte joignant deux sommets non
consécutifs du cycle).

2. Graphes de comparabilité: Un graphe est dit de comparabilité s’il admet une
orientation transitive (notons que tout graphe biparti est un graphe de compa-
rabilité).

et les cas particuliers [67]:

1. Graphes d’intervalles: Un graphe est dit d’intervalles si on peut représenter ses
sommets par des intervalles de sorte que deux sommets sont reliés par une aréte si
et seulement si les intervalles correspondants s’intersectent. Notons qu’un graphe
( est d’intervalles si et seulement si (& est triangulé et & est de comparabilité.

2. Graphes scindés: Un graphe est dit scindé s’il existe une partition V = SU K de
ses sommets en un stable S et une clique K. Notons qu'un graphe G est scindé
si et seulement si GG et G sont des graphes triangulés.
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D’autres graphes parfaits ont été étudiés dans la littérature, nous citons: les "line-
graphs” de bipartis, les graphes i-triangulés, les graphes de parité, les graphes de
Meyniel, les graphes faiblement triangulés, les graphes parfaitement ordonnables, les
graphes alternés, les graphes fortement parfaits, les graphes Bip, les graphes de quasi-
parité, etc.

Un réseau (de transport), noté R = (X,U,C), est un graphe orienté (chaque aréte a
une orientation et est appelée arc) G = (X,U) ou chaque arc u € U est muni d’'un
nombre C, > 0 appelé "la capacité de 'arc u”. Lorsqu’on fait circuler un flot sur le
graphe (G, ce nombre indique la limite supérieure du flux admissible sur ’arc u.

1.2 Ordonnancement

rdonnancer c’est programmer 'exécution d’un ensemble de taches (travaux, tasks
Ord "est I’ tion d’ ble de taches (t , task
ou jobs en anglais) en attribuant des ressources aux taches et en fixant leurs dates
d’exécution. Les problemes d’ordonnancement apparaissent dans le suivi des projets,
les ateliers de production, les emplois du temps, en informatique, etc. En effet, les
taches peuvent représenter des pieces mais également des projets, des programmes ou
encore des activités etc. De méme, les ressources peuvent représenter des machines in-
dustrielles mais également des processeurs ou des personnes etc. Les différentes données
d’un probleme d’ordonnancement sont donc les taches, les contraintes, les ressources et
les objectifs. Une ressource est un moyen matériel, financier ou humain a disposition
pour la réalisation d’une tache. Les contraintes représentent les limites imposées par
I’environnement, tandis que "objectif est le critere d’optimisation.

Les ordonnancements sont généralement représentés par des diagrammes dits de Gantt
(voir ’exemple de la figure 1.1). Ceux-ci indiquent, selon une échelle temporelle donnée,
l'occupation des machines par les différentes taches, les temps morts (parties ha-
churées) dus essentiellement aux éventuelles indisponibilités des taches ou contraintes
d’antériorité et les éventuelles indisponibilités des machines dues aux changements de
taches, d’outils, etc.

Machine 1 Tache 6
Machine 2| Tache 1 Tache 5 Tache 3
Machine 3 Tache 4 Tache 2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 temps

Fic. 1.1: Exemple de diagramme de Gantt.
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1.3 Complexité

L’expérience montre que certains problemes sont plus faciles que d’autres a résoudre
sur un ordinateur. Une théorie de la complexité a été développée et permet mathémati-
quement de classer les problemes faciles et difficiles en deux classes: la classe P et la
classe NP-complet. Nous exposons dans ce qui suit, les grands principes de la théorie
de la complexité des problemes.

1.3.1 Les classes P, NP et NP-complet

Pour pouvoir exposer la notion de classes de problemes, il est tout d’abord nécessaire
de distinguer les problemes de décision des problemes d’optimisation. Un probleme
de décision est un probleme pour lequel la réponse est "oui” ou "non”. Notons qu’il
est possible d’associer a chaque probleme d’optimisation, un probleme de décision en
introduisant un seuil & correspondant a la fonction objectif f. Le probleme de décision
devient : "existe-t-il une solution réalisable (S) telle que f(5) < (ou >) k77.

Il est alors possible de définir la classe P (Polynomial) qui regroupe les problemes de
décision résolus par des algorithmes polynomiaux. Un algorithme polynomial est défini
comme un algorithme dont le temps d’exécution est en O(p(x)) ou p est un polynome
et x est la longueur d’entrée (c.-a-d. le nombre de données) d’une instance du probleme.

La classe NP (Non deterministic Polynomial) regroupe les problemes qui peuvent étre
résolus en temps polynomial par des algorithmes non déterministes (un algorithme est
dit non déterministe s’il comporte des instructions de choix). Pour ces algorithmes, si
a chaque instruction, le bon choix est effectué, le temps de calcul est polynomial. Si au
contraire tous les choix sont énumérés, I’algorithme devient déterministe et son temps
de calcul devient exponentiel. De facon informelle, un probleme de décision appartient
a NP si on peut vérifier en un temps polynomial si une solution ”potentielle” donnée
satisfait la question posée.

Les algorithmes polynomiaux sont évidemment des cas particuliers des algorithmes non
déterministes. Aussi tout probleme de décision qui peut étre résolu par un algorithme
polynomial, et qui donc appartient a la classe P, appartient également a la classe NP.

D’ou PC NP.

Parmi les problemes de la classe NP, une large classe de problemes, les problemes N P-
complets, sont équivalents entre eux quant a l'existence d’un algorithme polynomial
pour les résoudre. C’est-a-dire, s’il existe un algorithme polynomial pour résoudre un
seul de ces problemes, alors il en existe un pour chaque probleme de la classe NP.
Afin de décrire cette classe d’équivalence, définissons tout d’abord la transformation
(réduction) polynomiale entre deux problemes. Soient D1 et D2, deux problemes de
décision. La transformation polynomiale de D1 vers D2 (noté D1 o D2) peut étre vue
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comme une fonction f de I’ensemble des instances de D1 vers ’ensemble des instances
de D2 qui satisfait aux deux conditions suivantes:

1. f est calculable par un algorithme polynomial.

2. Pour toute instance I de D1, I a pour réponse "oui” (pour D1) si et seulement si
f(I) a pour réponse "oui” (pour D2).

D’une maniere équivalente, D1 se transforme (réduit) polynomialement a D2, s’il existe
un algorithme de résolution de D1, qui fait appel a un algorithme de résolution de D2, et
qui est polynomial lorsque la résolution de D2 est comptabilisée comme une opération
élémentaire.

On dit alors d’un probleme de décision qu’il est NP-complet si tout probleme de la
classe NP se transforme polynomialement a lui.

Ainsi, il est nécessaire de connaitre des problemes connus pour étre NP-complets. Le
premier probleme qui a été prouvé comme étant NP-complet, par S.A. Cook en 1970,
est le probleme de satisfiabilité (SAT) qui peut étre défini comme suit : étant donné une
expression booléenne sous forme normale conjonctive (de la forme de conjonctions de
disjonctions ), existe-t-il une affectation en ”vrai” et "faux” de ses variables de maniere
a ce que 'expression booléenne prenne la valeur ”vrai” 7 Dans le cas ou la réponse est
oui, I'expression sera dite satisfiable.

1.3.2 Prouver la NP-complétude d’un probleme

La démonstration d’appartenance d’un probleme de décision a la classe des problemes
NP-complets est tres importante puisque, une fois cette démonstration faite, on peut
considérer comme peu vraisemblable 'existence d’un algorithme polynomial pour ré-
soudre ce probleme. Prouver qu’un probleme de décision D est NP-complet consiste en
les quatre étapes suivantes:

1. Montrer que D appartient a NP.
2. Choisir D’, un probleme NP-complet connu.
3. Construire une transformation f de D’ vers D.

4. Prouver que f est une transformation polynomiale.
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1.3.3 NP-complétude au sens fort

Un algorithme pseudo-polynomial est définit comme un algorithme dont le temps
d’exécution est en O(p(x)) ol p est un polynoéme et x est la longueur des données
d’une instance du probleme. Par exemple, en ordonnancement, un algorithme est po-
lynomial si son temps d’exécution peut s’exprimer comme un polynéome du nombre de
taches, par contre, s’il s’exprime comme un polynoéme en temps de traitement maximal
(par exemple), il sera dit pseudo-polynomial.

Un probleme de décision D est dit NP-complet au sens fort, si:

1. D est un probleme a nombres.

2. Il n’existe aucun polynome ¢ tel que Maxz[I] < g(Nbre[l]) pour toute instance |
de D.

3. D est NP-complet.

4. 1l n’existe aucun algorithme pseudo-polynomial pour le résoudre.

ou (pour un codage raisonnable A) Nbre[l] correspond au nombre de symboles utilisés
pour décrire I et Max[I] correspond a la magnitude du plus grand nombre de I.

Soient D1 et D2, deux problemes de décision. La transformation pseudo-polynomiale
de D1 vers D2 (noté D1 o D2) peut étre vue comme une fonction f de ’ensemble des
instances de D1 vers I’ensemble des instances de D2 qui satisfait aux quatre conditions
suivantes :

1. f est calculable par un algorithme polynomial en Max1[l] et Nbrel[l].

2. Pour toute instance I de D1, I a pour réponse "oui” (pour D1) si et seulement si
f(I) a pour réponse "oui” (pour D2).

3. Il existe un polynome ¢ tel que, pour toute instance I de D1, ¢1(Nbre2[f(I)]) >
Nbrel[l].

4. 11 existe un polynéme (a deux variables) ¢2 tel que, pour toute instance I de D1,

Maz2[f(I)] < ga(Max1[I], Nbrel[l]).
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Le probleme 3-Partition suivant est NP-complet au sens fort [59].

3-Partition:

Etant donnés un ensemble A a 3m éléments, une borne entiere b et une taille a; pour
chaque élément a € A, telle que % < a; < % et telle que Y a; = mb. Existe-t-il m
a€A
ensembles disjoints Sy,...,.9,, tels que pour tout 1 <3 <m, > a; =5b?
a€S;

Pour montrer qu’un probleme de décision D est NP-complet au sens fort, comme pour
NP-complet (au sens faible), il suffit de considérer les quatre étapes suivantes:

—_

. Montrer que D appartient a NP.

2. Choisir D’, un probleme NP-complet au sens fort connu.

3. Construire une transformation f de D’ vers D.

.

. Prouver que f est une transformation pseudo-polynomiale.

1.3.4 Quelques problemes NP-complets

Nous présentons ici quelques problemes NP-complets dont la NP-complétude n’a pu
étre démontrée que grace a l'existence du premier probleme NP-complet. Ce sont les
six problemes de base exposés par Garey et Johnson [59], qui ont enrichi par la suite
la littérature concernant la complexité des problemes.

3SAT (3-satisfiabilité):

Etant donné une expression booléenne sous forme normale conjonctive ou chaque dis-
jonction contient, exactement, 3 variables. Existe-t-il une affectation en ”"vrai” et ”faux”
de ses variables de maniere a ce que 'expression booléenne prenne la valeur "vrai” ?

3DM (3-Dimensional Matching):

Etant donné un ensemble M de triplets (M C X xY x Z, ou X, Y et Z sont disjoints
et de méme cardinalité ¢). Existe-t-il un sous-ensemble M’ C M tel que | M’ |= ¢ et
les triplets de M’ sont deux a deux disjoints?

Recouvrement:
Etant donnés un graphe G = (V, F) et un entier k. Existe-t-il X C V tel que | X |< k
et toute aréte de (G a au moins une de ses extrémités dans X7
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Clique:
Etant donnés un graphe G = (V, F) et un entier k. Existe-t-il X C V tel que | X |> k
et tous les sommets de X sont deux a deux adjacents?

Cycle Hamiltonien:
Etant donné un graphe GG = (V. F). Existe-t-il un cycle passant une et une seule fois
par chacun des sommets de V'7

Partition:
Etant donnés n entiers positifs aq,...,a,. Existe-t-il un sous-ensemble J C [ =
{1,2,....n} tel que 3" a; = Y a;?

ed eI\J

Donnons ci-dessous deux problemes classiques d’ordonnancement réputés pour étre
NP-complets (le second est NP-complet au sens fort).

Deux processeurs:

Etant donnés n taches indépendantes et non morcelables, chaque tache T; a un temps
de traitement p;, et un nombre k. Existe-t-il un ordonnancement de ces taches sur deux
processeurs de durée inférieure ou égale a k7

Un processeur:

Etant donnés n taches indépendantes et non morcelables, chaque tache T; a une date
de disponibilité r;, un temps de traitement p; et une date échue d;. Existe-t-il un
ordonnancement de ces taches sur un processeur qui respecte les dates de disponibilité
et les dates échues?

La figure 1.2 ci-dessous représente les différentes transformations utilisées pour prouver
la NP-complétude des six premiers problemes présentés ci-dessus.

SAT
|
3-SAT
3-DM Recouvrement
|
Partition Clique Circuit Hamiltonien

Fia. 1.2: Enchainement des preuves de la NP-complétude.
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1.3.5 Optimisation combinatoire et problemes NP-difficiles

Un probleme d’optimisation combinatoire est un probleme mathématique ou il faut
déterminer un "meilleur” élément parmi un nombre fini, mais souvent tres élevé,
d’éléments. La difficulté de résolution d’un tel probleme réside dans le fait que la
solution doit étre cherchée dans un ensemble de tres grande cardinalité.

Un probleme d’optimisation combinatoire est dit NP-difficile (resp. au sens fort) si le
probleme de décision associé est NP-complet (resp. au sens fort).

Le probleme d’optimisation combinatoire suivant, associé a Deux processeurs, est

NP-difficile.

"Etant donné n taches indépendantes et non morcelables ou chaque tache T; a un temps
de traitement p;. Déterminer un ordonnancement de ces taches sur deux processeurs
avec une durée de fin de traitement minimale.”

1.4 Méthodes classiques de résolution

Nous savons qu’il existe des problemes de complexité différente. Les problemes appar-
tenant a la classe P ont des algorithmes polynomiaux permettant de les résoudre. Ces
algorithmes sont spécifiques au probleme a résoudre. Nous citons ci-dessous quatre de
ces problemes.

1. Couplage maximum: Etant donné un graphe ¢ = (V, E). Déterminer un sous-
ensemble d’arétes I/' C F de cardinalité maximum tel que deux arétes quel-
conques de F’ ne soient pas adjacentes. Un algorithme en O(mn'/?) a été proposé
par V.V. Vazirani en 1994 pour résoudre ce probleme. (n = |V| et m = |E|)

2. Couplage de poids maximum: Etant donné un graphe GG = (V, E) ou chaque
aréte est munie d’un poids. Déterminer un sous-ensemble £’ C F de poids (la
somme des poids de ses arétes) maximum tel que deux arétes quelconques de
E’ ne soient pas adjacentes. Pour résoudre ce probleme, H.N. Gabow en 1990 a
proposé un algorithme en O(mn + n?logn).

3. Flot maximum: Etant donné un réseau R = (X, U, C'). Déterminer un flot maxi-
mum f dans R. Pour résoudre ce probleme, un algorithme en O(n?\/m) a été
proposé par J. Cheriyan et 5S.N. Maheshwari en 1989.

4. Ordonnancement avec des dates d’arrivées: Etant donnés n taches indépendantes
et non morcelables ou chaque tache T; a un temps de traitement p; et une date
d’arrivée r;. Déterminer un ordonnancement de ces taches sur une machine avec
une durée de fin de traitement minimale. Ce probleme est résolu en O(nlogn) en
rangeant les taches par ordre croissant de leurs dates d’arrivées.
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Pour les problemes appartenant a la classe NP-complet (ou NP-difficile), I’existence
d’algorithmes polynomiaux semble peu réaliste. Ainsi, différentes méthodes de résolu-
tion (méthodes exactes ou heuristiques), sont largement utilisées pour appréhender ces
problemes. Nous citons ci-dessous les méthodes les plus connues. Pour de plus amples
informations, le lecteur pourra se reporter aux différents ouvrages et articles traitant
ces méthodes.

1.4.1 Méthodes exactes

Le temps de calcul de ces méthodes exactes est exponentiel ce qui explique qu’elles
ne sont utilisables que sur des problemes de petites tailles. Parmi ces méthodes, on
trouve:

La programmation dynamique

Introduite par Bellman dans les années 50 [6], la programmation dynamique décom-
pose un probleme de dimension n en n sous-problemes de dimensions 1. Le systeme est
alors constitué de n étapes que l'on résout séquentiellement, le passage d’une étape a
une autre se fait a partir des lois d’évolution du systeme et d’une décision.

Le principe d’optimalité est basé sur I'existence d’une équation récursive permettant
de décrire la valeur optimale du critere a une étape en fonction de sa valeur a ’étape
précédente.

La méthode par séparation et évaluation

La méthode par séparation et évaluation est basée sur une énumeération implicite et
intelligente de ’ensemble des solutions réalisables. Pour cela, la séparation consiste
a décomposer le probleme initial en plusieurs sous-problemes qui sont a leur tour
décomposables. Ce processus peut se visualiser sous forme d’un arbre d’énumération.
Pour chaque sous-probleme (nceud de I’arbre), la procédure d’évaluation calcule (dans
le cas d’un probleme de minimisation) une borne inférieure de la solution obtenue a
partir de ce sous-probleme. Au préalable, une borne supérieure de la solution optimale a
été calculée et est utilisée pour éviter I’exploration de noeuds dont la valeur de la borne
inférieure est supérieure a la valeur de la borne supérieure. Cette borne supérieure est
réactualisée lorsqu’une solution réalisable de valeur inférieure est trouvée. Ainsi, ’ex-
ploration de certaines branches de ’arbre est coupée, ce qui permet de ne pas énumérer
réellement toutes les solutions.
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La modélisation

La modélisation analytique d’un probleme permet, non seulement de mettre en évidence
I'objectif et les différentes contraintes du probleme, mais également, parfois de le
résoudre. ’idéal est d’obtenir un programme linéaire dont les variables sont réelles.
Dans ce cas, il existe des solveurs efficaces pour le résoudre. Des que le probleme com-
porte des variables entieres ou le modele n’est pas linéaire, il devient plus difficile a
résoudre.

Néanmoins, il est parfois surprenant de voir qu’un probleme particulier de taille intéres-
sante peut étre résolu par la programmation mathématique. Il est donc justifié de
commencer a étudier un probleme en proposant une ou plusieurs modélisations analy-
tiques. De plus, cette démarche a été simplifiée car il existe, actuellement, des langages
de modélisation (comme MPL) permettant d’écrire les programmes linéaires de fagon
formelle, proche de I’écriture mathématique, et pouvant étre couplés directement a un
solveur comme CPLEX.

1.4.2 Heuristiques

Pour les problemes de grandes tailles, les méthodes exactes ne sont pas envisageables de
par leur temps de calcul. Il est dans ce cas possible d’utiliser des méthodes approchées
qui donnent des solutions certes sous-optimales, mais obtenues rapidement. Ces solu-
tions peuvent ensuite servir de solutions initiales pour les méthodes par séparation et
évaluation ou des méthodes amélioratrices. Parmi ces méthodes, on trouve:

Les méthodes constructives

Les méthodes par construction progressive sont des méthodes itératives ou a chaque
itération, une solution partielle est complétée. La plupart de ces méthodes sont des
algorithmes gloutons car elles considerent les éléments dans un certain ordre sans jamais
remettre en question un choix, une fois qu’il a été effectué. De principe tres simple, ces
algorithmes permettent de trouver une solution tres rapidement.

Les méthodes de descente

Ce sont des heuristiques de recherche locale les plus simples. Elles consistent a recher-
cher dans le voisinage de la solution courante, une solution de cout plus faible. Elles
procedent ainsi jusqu’a arriver a un optimum local. Ces méthodes ont I"avantage d’étre
rapides, mais s’arrétent dés qu’un optimum local est atteint, méme si celui-ci n’est pas
de bonne qualité.
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Le recuit simulé

Cette méthode considere une solution initiale et recherche dans son voisinage une autre
solution pouvant devenir solution courante. L’originalité de cette méthode est qu’il
est possible de se diriger vers une solution voisine de moins bonne qualité avec une
probabilité non nulle. Ceci permet d’échapper aux optimas locaux. C’est une méthode
qui a été inspirée du recuit des métaux en métallurgie.

La recherche Tabou

Le principe de la méthode est le suivant: a chaque itération le voisinage (complet ou
partiel) de la solution courante est examiné et la solution minimisant ’augmentation
du colit est sélectionnée. Pour éviter le phénomene de cyclage, la méthode interdit de
revisiter une solution déja visitée. Pour cela, une liste taboue contenant les solutions
visitées est utilisée.

Les algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques fonctionne sur une analogie avec la reproduction des étres
vivants. On part d’une population (ensemble de solutions) initiale sur laquelle des
opérations de reproduction, de croisement ou de mutation vont étre réalisées dans
I’objectif d’exploiter au mieux les caractéristiques et propriétés de cette population.
Ces opérations doivent mener a une amélioration (en terme de qualité des solutions) de
I’ensemble de la population puisque les bonnes solutions sont encouragées a échanger,
par croisement, leurs caractéristiques et a engendrer des solutions encore meilleures.



Chapitre 2

Ordonnancement par batchs et état
de l’art

Ce chapitre est consacré aux principaux résultats qui existent dans le domaine de
I’ordonnancement par batchs. Nous commencons par énumérer les principales motiva-
tions de 'ordonnancement par batchs. Ensuite, nous proposons quelques notations et
définitions nécessaires. Par la suite, nous donnons une classification de ces problemes,
similaire a celle qui existe pour les problemes de 'ordonnancement classique. Enfin,
nous terminons le chapitre par 1’état de I’art.

2.1 Motivation

Dans les problemes de 'ordonnancement classique, deux hypotheses importantes sont
communément considérées :

a) a chaque instant, une machine ne peut traiter qu'une seule tache a la fois et
q ) p q
(b) a chaque instant, une tache ne peut étre traitée que par, au plus, une machine.

En pratique, on rencontre de nombreuses situations ou ces hypotheses sont a lever.
Dans la suite de cette these nous allons nous intéresser aux problemes de 'ordonnan-
cement ou la premiere hypothese est levée, c’est-a-dire les problemes de 'ordonnance-
ment ou une machine peut traiter plusieurs taches simultanément. Nous appellerons
ce type de machines "machines a traitement par batch”. Citons quelques situations
caractéristiques:

1. Chauffage simultané des pieces dans un four (dans I'industrie du verre, du métal,
etc.), on attend d’avoir rempli un four avant de le mettre en marche, ceci afin de
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minimiser les facteurs énergétiques. Il faut donc regrouper les pieces ayant des
caractéristiques de cuisson identiques et correspondant a la capacité d’un four.

2. Laminage simultané des pieces (dans I'industrie métallurgique).
3. Peinture simultanée des pieces.

4. Transport simultané des pieces par bateau, camion, véhicule autoguidé, etc. ou
on regroupe les produits répondant a une certaine norme pour les transporter
d’un endroit a un autre.

Dans toutes ces situations, le regroupement des taches en batchs pour subir un certain
traitement est nécessaire, et les taches d’'un méme batch (groupe de taches) pouvant
s’exécuter simultanément doivent étre compatibles (les mémes propriétés physiques ou
chimiques, formes, couleurs, longueurs, etc.).

La capacité de la machine peut étre le nombre maximal de pieces qu’elle peut recevoir,
ou une valeur physique telle que le poids, le volume ou la longueur (ou hauteur) des
pieces présentes dans le batch.

La motivation principale de 'ordonnancement par batchs est I'ordonnancement des
opérations de chauffage dans I'industrie des semi-conducteurs. ’étape finale dans la
production des circuits intégrés est I'opération de chauffage, ou les puces sont chargées
sur une planche, ensuite placées dans un four et exposées a de hautes températures.
Le but de 'opération de chauffage est d’exposer les puces au stress thermique sur une
grande période afin de déterminer d’éventuels défauts de fabrication.

L’objectif, pour ces problemes de 'ordonnancement par batchs, est de déterminer le

nombre de batchs et la capacité de chacun de ces batchs afin de minimiser (ou maxi-
miser) le critere d’optimisation considéré.

2.2 Notations et définitions

Pour une bonne compréhension des différents problemes que nous allons étudier, nous
commencons par proposer les notations suivantes:

n: le nombre de taches.
p; . le temps de traitement de la tache numéro 1.
r;: la date de disponibilité de la tache numéro 1.

d; : la date échue de la tache numeéro 2.
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D : une date échue commune pour toutes les taches.

C;: la date de fin de traitement de la tache numéro z.

w; : un poids associé a la tache numéro 1.

L; = C; — d;: tardiveté (décalage temporel ou retard algébrique) de la tache numéro .
T; = max{C; — d;,0} : retard de la tache numéro .

1 st C; > d;

U, = { i : indicateur de retard de la tache numéro 1.
0 stnon

F; = C; —r;: le temps de flot (flow time) de la tache numéro i.

NT : pas de taches en retard (No tardy jobs)

Définition 2.1 Soient x = (x1,...,2,) et y = (Y1,...,y,) deux vecteurs de nombres
entiers. On dit que x et y sont en accord (agreable en anglais), ce qu’on note par

x Ty T, lorsque:Yi, 5 (i #7) six; <x; alorsy;, <vy;.

D’une maniere équivalente, x et y sont en accord s’il existe une matrice de permutations
P telle que les éléments du vecteur Px soient rangés par ordre croissant et les éléments
du vecteur Py soient rangés par ordre croissant.

Dans le cas de trois vecteurs, on utilise la notation = T y 1 z 1 qui signifie que =, y et
z sont en accord (ou encore que x est en accord avec y, y est en accord avec z et x est
en accord avec z).

2.3 Classification

Etant donné la diversité des problemes de ’ordonnancement, un formalisme permettant
de distinguer les différents problemes de I'ordonnancement entre eux et de les classifier
est utilisé. Ce formalisme comporte trois champs a/3/v permettant de décrire les
différentes entités d’un probleme d’ordonnancement.

Afin de faciliter la description et la classification de ces problemes de ’'ordonnancement
par batchs en présence de machines a traitement par batch, nous allons adopter ce
méme formalisme et ’adapter au probleme étudié.
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2.3.1 Champ «o: ressources

Ce champ o décrit I'environnement des ressources utilisées (machines): type de ma-
chines, nombre de machines et type d’atelier. Il est composé de plusieurs sous-champs
et désigné par o = ajas(... — ajay).

— ay € {P, B} décrit le type de machine.

— a1 = P: machine discrete.

— a1 = B: machine a traitement par batch.
— ay € {0, k} dénote le nombre de machines.

— a3y = (: nombre de machines variable.

— oy = k: nombre de machines égal a k (k € IN*).

— —: indique que 'atelier est de type flow shop.

2.3.2 Champ 5 : contraintes

Ce champ ( décrit les différentes contraintes et caractéristiques des machines et des
taches. Il est composé de 6 sous-champs et désigné par g = (1, B2, O3, B4, Bs, Js-

~ B e, CFIF,G=(V,E),G= (5,5 F),G= (5K E),G=(K,KyE),G=
INT,...}.

~ 1 = 0: pas de contraintes d’'incompatibilité entre les taches (toutes les
taches sont deux a deux compatibles).

— 1 = C'F: taches divisées en familles compatibles.

— (31 = I F: taches divisées en familles incompatibles

- 01 ="7G = (V,E)”: les contraintes de compatibilité entre les taches sont
représentées sous forme d’un graphe quelconque.

- 01 = "7G = (51,52; FE)”: les contraintes de compatibilité entre les taches
sont représentées sous forme d’un graphe biparti.

- 01 ="G = (5, K; FE)”: les contraintes de compatibilité entre les taches sont
représentées sous forme d’un graphe scindé.

- 01 ="7G = (Ky, Ky E): les contraintes de compatibilité entre les taches
sont représentées sous forme d’un graphe complémentaire d’un graphe bi-
parti.

— 1 = "G = INT”: les contraintes de compatibilité entre les taches sont

représentées sous forme d’un graphe d’intervalles.

— ete.
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~ By e{b,b="Fk,b>n,ba,ba = a,ba = oo}.

~ (35 = b: la capacité de la machine a traitement par batch est quelconque.

— (B = 7b = k7: la capacité de la machine a traitement par batch est une
constante égale a k (1 < k < n).

— (B, =7b>n":la capacité de la machine a traitement par batch est infinie.

(pour ces trois premiers cas, b est un nombre de tiches et pour les trois cas
suivants, ba est soit un poids, soit un volume, etc. et la capacité est donnée
par le poids total, le volume total, etc.)

— (35 = ba: la capacité de la machine a traitement par batch est quelconque.

— (35 = "ba = a” : la capacité de la machine a traitement par batch est une
constante égale a a.

— (35 = 7ba = o0” : la capacité de la machine a traitement par batch est infinie.

- ﬁ?) € {®7 ri}'
~ 33 = () : toutes les dates de disponibilité sont nulles.

— (33 = r;: 1l existe des dates de disponibilité pour les taches.

= B € {0, pi = p, Pimi, Pmi = p}-
~ B4 =10: les temps de traitement des taches sont différents.

— PB4 = "p; = p’: les temps de traitement des taches sont tous égaux a p
(constants).

— (34 = ppi ¢ le temps de traitement d’une tache differe d’une machine a ’autre
et les temps de traitement des taches sont différents.

— B4 ="pmi = p" : le temps de traitement d’une tache differe d’'une machine a
I"autre et les temps de traitement des taches sont tous égaux sur une méme
machine.

- 65 € {delvcil}

~ 85 = (0:il n’y a pas des dates échues pour les taches ou il existe des dates
échues pour les taches dans le cas ou le critere d’optimisation serait en
fonction de ces dernieres.

— (5 = d;: il existe des dates échues pour les taches qui sont des dates de fin
de traitement souhaitées.

~ Bs = d;: il existe des dates d’échéances impératives pour les taches qui sont
des dates de fin de traitement impératives.
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- ﬁG € {Qvai}'

— (6 = (: seules les temps de traitement, les dates de disponibilité ou les dates
échues sont prises en considération.

— (3¢ = a;: a chaque tache est associé un poids, un volume, une hauteur, etc.

Remarque 2.1 Dans le cas ou les taches seraient divisées en familles :

1-les temps de traitement des taches d’une méme famille sont identiques.

2- Les taches d’une méme famille sont deux a deux compatibles.

2.3.3 Champ ~: critere d’optimisation

Le troisieme champ ~ décrit le critere d’optimisation. On cherche a minimiser v avec:

Y - {Cm(w, ZCZ, ZwiCZ», Tm(w, ZTZ, ZwiTi, Lm(w, ZUZ, ZwiUi, Z|CZ — l)|7 }

ot Xpwe = max {X:} ., IXi= 3 X, et NwX; =Y wX;
=1

1<i<n =1
avec X € {C, F, L, T,U} et

— Cpaz : le makespan (date de fin de traitement de I'ensemble des taches).
— X : la somme des dates de fin de traitement.

— Yw;C;: la somme pondérée des dates de fin de traitement.

— Tus: le plus grand retard.

— YT : la somme des retards.

— Yw;T;: la somme pondérée des retards.

— Ly o le décalage temporel maximum.

— XU, : la somme du nombre de taches en retard.

- Yw;U; : la somme pondérée du nombre de taches en retard.
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— Y|C; — D|: la somme des retards et avances des taches.

— etc.

2.3.4 Exemples
Considérons les exemples suivants:

Exemple 2.1 soit le probléme B1/1F,b,r;/ L a.. Il indique qu’on veut traitern taches
indépendantes sur une (seule) machine a traitement par batch de capacité variable.
Chaque tache est caractérisée par une date de disponibilité, un temps de traitement et
une date d’échue. Les taches sont divisées en familles incompatibles, c.-a-d. les taches
d’une méme famille sont compatibles entre elles et les taches de deux familles distinctes
sont incompatibles entre elles. On veut minimiser le plus grand décalage temporel.

Exemple 2.2 Soit le probleme Bl /ba,a;/Cpay. Il indique qu’on veut traiter n taches
indépendantes sur une (seule) machine a traitement par batch de capacité variable.
Chaque tache est caractérisée par un poids et un temps de traitement. Les taches sont
toutes compatibles. On veut minimiser la date de fin de traitement de l'ensemble des
taches.

Exemple 2.3 Soit le probléeme Bl — P1/b > n,py = p/3C;. Il indique qu’on veut
traiter n taches indépendantes sur une (seule) machine a traitement par batch de capa-
cité infinie ensuite sur une machine ordinaire (flow shop). Chaque tache est caractérisée
par un temps de traitement sur la premiere machine et toutes les taches ont un meéme
temps de traitement sur la deuriéeme machine. Les taches sont toutes compatibles. On
veut minimiser la somme des dates de fin de traitement.

2.4 Etat de Dart

Ce paragraphe est consacré a 1’état de 'art. On y trouve, différentes complexités de
différents problemes de ’ordonnancement par batchs rencontrés dans la littérature ainsi
que les méthodes de résolution existantes. Tous ces différents problemes de ’ordonnan-
cement par batchs sont présentés dans les trois sous paragraphes suivants, et sont
classés en trois catégories: problemes polynomiaux, problemes difficiles et problemes
ouverts (complexité inconnue).

D’autres problemes plus spécifiques, le plus souvent industriels et difficilement classi-
fiables, ont été étudiés dans la littérature, pour plus d’informations consulter la biblio-
graphie.
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2.4.1 Problemes polynomiaux

Les tableaux 2.1 et 2.2 résument les principaux résultats de la complexité algorithmique
concernant les problemes polynomiaux de ’ordonnancement par batchs.

Type Complexité Référence
algorithmique

B1/b,ri,pi = p/Cran O(n) [80]

Bl/b, rispPi = P, Ji/(]max O(nQ) [80]
avec r; T d; T

B0 T Oonlogtmartp )] |
avec p; Td; T

Bl/bvpz = p/Tmax O(nlogn) [89]

BUbripi = pTose || Olbnlog((n — 1)p)) | 89
avec r; T d; T

Bl/b, iy Pi :p/ZUZ O(an) [89]
avec r; T d; T

B1/b/%U; O(bn?) [89]
avec p; Td; T

B1/b,p; = p/XU; O(nlogn) [89]

B1/b,r; /T O(bnlog¥p;) [90]
avecr; Tp; Td; 1
avecr; T pi 1d; T

B1/b,ri,p;i = p/XC1 O(n?) [123]

Bl/bv T, Pi = p/Lmax O(TLS) [123]
avec r; T d; T

B1/b>n,r;,p; = p/Xw;C; || O(n?) [47

B1/b > n,r;/Yw,C; O(n?logn) [47]
avec r; € {0,r}

B1/b>n/Chas O(n) [34]

B1/b>n/YU; O(n?) [34]

B1/b > n/YC; O(nlogn) [34]

B1/b > n/Yw,C; O(nlogn) [34]

B1/b>n/Lpyax O(n?) [34]

B1/b,d;/C ras min{O(nlogn), O(“)} | [34]

TAB. 2.1: Problemes polynomiauz.
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Type Complexité Référence

algorithmique
B1/TF,b/Yw,C; O(nlogn) [121]
B1/IF,b/C,0 O(n) [121]
B1/TF. b/ L O(nlogn) [121]
B1/TF b, r;/Crar O(nlogn) [121]
B1/CF b=2/%C; O(f?) [74]

(f est le nombre

de familles)
Bl — P1/b,pl; = p/Cras O(nlogn) 3]
Pl — B1/b,p2; = p/Cras O(nlogn) 3]
Bl — B1/by, by, pli = p,p2; = p/Crian O(n?) (3]
Bl — B1/by, by, pl; = p,p2; = p/XC; O(n?) (3]
Bl — P1/IF.b/Chan O(nlogn) 3]
Bl — P1/b=k,pl; = p/Chax O(nlogn) [100]
Bl — P1/b=Fk,p2; = p/Crax O(n?) [100]
Bl — P1/b> 1n/Cpus O(n?) [100]
Bl — B1/b>n/Cphax O(nlogn) [101]
Bl — Bl — B1/b > n/Cpux O(n*?) [101]
Bl/G = (K, Ky E),b>n,p; € {1,t}/Craz || O(n?) [46]
B1/G = INT, b, pi = 1/Coas 0(n?) [55]
B1/G = INT,b>1/Cra O(n?) [55]

TAB. 2.2: Problémes polynomiauz (suite).

31
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2.4.2 Problémes difficiles

32

Les tableaux 2.3 et 2.4 résument les principaux résultats concernant les problemes

difficiles de ’ordonnancement par batchs. Un probleme de décision (resp. d’optimisation
combinatoire) est dit difficile s’il est NP-complet (resp. NP-difficile).

‘ Type H Algorithmes proposés ' H Référence ‘
Bl/bv ri/Tmax [89]
Bm/b,ri/Crax H [89]
Bm/b,ri/ Lo H [89]
Bm/b,ri/ Lo H [89]

avec p; Td; T
B1/b,r;/NT [90]
avec r; T d; T
Bl/bv ri/Tmax [90]
avec r; T d; T
avec r; T d; T
B1/b > n/Yw;U; O(n*P) [34]
B1/b > n/YwT; O(n*P) [34]
B1/b=2/%U; [34]
Bl1/b=2/Lu [34]
B1/b=2/%T; [34]
P = ZEI bi
B1/b > n/XT; [92]
B1/b>n,r/Yf; O(n*p?) [92]
B1/b > n,r/ frmax O(n*p?) [92]
f est une fonction réguliere
PE it B
B1/b > n,r;/Yw,C; O(2kn*nlogn) [47]
avec r; € {ry,...,71}
avec p; € {p1,. .-, P}

TAB. 2.3: Probléemes difficiles.
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Type H Algorithmes proposés! H Référence ‘
B1/b,r;/Cpas B&B, H [114]
B1/b=2,r;/Cpax [91]
avec r; € {0,r}
B1/ri/Crax H [91]
B1/ri/Crae O(nck(fjlpi)k_l) [91]
k est le nombre de dates de
disponibilité distinctes et
¢ une constante
Bl/ba,a;/Cpax H [52]
Bl/ba,a;/Cpax B&B, H [120]
Bl/[F, ba,ai/ZwiCi H [49]
B1/1F,b/¥T; PD, H [95]
Bm/IF,b/C,,0. H [121]
Bm/IF,b, | L H [121]
B1/IF,b,r;/ Lo H [121]
B1/1F,b/%|C; — D PD [36]
Pl — Bl — P1/b,p2; = p/Chiaz H 3]
Bl — ... — Bl/by,....b,,
pli=p,....pm; = p/Crrus H [115]
Bl — ... — Bl/by,....b,,
pli=p,....,pm; = p/XC; H [115]
Bl — P1/b=k/Cpux H [100]
Bl — ... — B1/b>n/Chun O(nmr=2+1+Im/r]) [101]
si r=nombre de batchs
est fixé
Bl1/G =(V,E),b>n/Chu [46]
ou G est le complémentaire d’'un graphe:
- biparti
- scindé
- line-graph L(H) d’un multigraphe
biparti régulier avec A(H) =3
- biparti cubique
- biparti k-régulier

TAB. 2.4: Probléemes difficiles (suite).
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2.4.3 Problemes ouverts (complexité inconnue)

Le tableau 2.5 résume les principaux résultats pour les problemes ouverts (de com-
plexité inconnue) de 'ordonnancement par batchs.

‘ Type H Algorithmes proposés! H Référence ‘
B1/b > n/¥T; [34]
B1/b/%C; O(ntt=1) [34]
B1/CF b/%C; PD [34]
B1/b/%C; B&B [51]
B1/b/%C; H [51]
B1/CF.b/%|C; — D| || PD [36]
B1/CF b/%C; PD [42]
B1/CF b/%C; OPT, H [74]
B1/b/%C; B&B, H [42]
Bm/b/%C; H [42]

TAB. 2.5: Probléemes ouverts.

B&B: Séparation et évaluation (Branch and Bound).
PD: Programmation dynamique.
H: Heuristique.

(): aucun algorithme n’a été proposé.



Chapitre 3

Notations, position du probleme et
modélisation mathématique

Le début de ce chapitre est consacré a la définition du probleme traité dans cette these
ainsi que les différentes notations nécessaires a sa définition. Un exemple illustratif est
aussi donné.

Nous proposons ensuite une modélisation mathématique du probleme sous forme d’un
programme linéaire en nombres réels avec variables bivalentes. Dans le cas ou les dates
de disponibilité des taches seraient toutes nulles, différentes formulations sont sim-
plifiées et présentées.

Un commentaire termine ce chapitre.

3.1 Notations et position du probleme

Nous considérons dans cette these le probleme de 'ordonnancement de n taches indé-
pendantes T4,...,T, sur une machine & traitement par batch en minimisant le temps
de fin de traitement (le makespan) ou:

1. Nous supposons qu’il existe une relation de compatibilité entre les taches, deux
taches sont dites compatibles si elles peuvent étre traitées simultanément dans
un méme batch. Cette relation est représentée par un graphe G = (V, E) ou V
est 'ensemble des taches et une paire de taches est dans E si et seulement si ces
dernieres sont compatibles.
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2. La capacité de la machine a traitement par batch peut étre finie (elle peut traiter
au plus b taches a la fois) ou infinie ( elle peut traiter un nombre illimité de taches
a la fois).

3. Chaque tache T; a un temps de traitement p; et une date de disponibilité r;.

4. Le temps de traitement d’un batch est égal au maximum des temps de traitement
des taches appartenant a celui-ci.

5. Toutes les taches d’'un méme batch commencent leur exécution a une méme date
et terminent leur exécution a une méme date.

6. L’interruption des taches n’est pas autorisée.

Pour un ordonnancement quelconque des taches sur la machine a traitement par batch,
notons:

pb; = %na];({pi}: le temps de traitement du batch B;.
.€B,

rb; = %neaéi{ri}: la date de disponibilité du batch B;.

sb; 1 la date de début de traitement du batch B;.

— (b la date de fin de traitement du batch B;.

D; : la date de début de traitement de la tache T;.

— C;: la date de fin de traitement de la tache T; (elle est égale a Cb; si T; € B;).

Notons que nous cherchons une partition By,..., B, (|B;| < b pour j =1,...,q) des
taches T1,...,T, qui minimise la date de fin de traitement de I’ensemble des batchs.
Bien que les taches d’'un méme batch forme une clique dans le graphe de compatibilité
(7, cette partition n’est pas nécessairement la partition minimum en cliques, chacune
de taille inférieure ou égale a b, du graphe G.

Remarque 3.1 Le nombre de batchs n’est pas fixé au départ, mais il est a déterminer.
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3.2 Exemple illustratif

Pour bien illustrer le probleme, défini dans le paragraphe précédent, considérons I’exem-
ple 3.1 ci-dessous.

Exemple 3.1 Nous disposons de 5 taches indépendantes Ty, Ty, T5, Ty et Ty a traiter

sur une machine a traitement par batch. Les temps de traitement des taches sont donnés
dans le tableau 3.1.

Ti T1 T2 T3 T4 T5
[T 1 3]4]1

TAB. 3.1: Temps de traitement des taches de 'exemple 3.1.

Premier cas: Probleme B1/b=2/C,,...

Ici les taches sont deux a deux compatibles, c’est-a-dire que le graphe de compatibilité
est complet. La capacité de la machine a traitement par batch est égale a 2. Les taches
sont toutes disponibles a I'instant 0.

La solution optimale est :

— Le nombre de batchs est égal a 3;

By ={1T\,1T5} ; pby =maz{l,1} =1 ;
By = {15, T4} ; pby=max{3,4} =4 ;
By = {15} ;o opbs =1

?

- Cmax:6;

— [ordonnancement optimal est représenté par la figure 3.1.

1y, T 13,1} T

0 1 2 3 4 5 6 temps

Fia. 3.1: Ordonnancement optimal du premier cas.
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Second cas: Probleme B1/G = (V. E),b=2/C\,4z.

La capacité de la machine a traitement par batch est égale a 2. Les taches sont toutes
disponibles a I'instant 0. Le graphe de compatibilité est représenté par la figure 3.2 ci-
dessous (V ={1,2,3,4,5} et £ ={(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(4,5)}). Ici, par exemple,
les taches T} et T, sont incompatibles, on ne doit pas les traiter dans un méme batch.
Par contre, les taches T et T5 sont compatibles, on peut les traiter dans un méme

batch.

Fic. 3.2: Graphe de compatibilité du deuxieme cas.
La solution optimale est :

— Le nombre de batchs est égal a 3;

By, ={T1,15} ; pby =maz{l,3} =3 ;
By ={1,,T,} ; pby=max{l,4} =4
B3 = {T5} 3 pbg 1

?

- Cmax:8;

— [ordonnancement optimal est représenté par la figure 3.3.

Tl ) T3 T2 ) T4 T5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 temps

Fic. 3.3: Ordonnancement optimal du deuxiéme cas.

Remarquons que cette solution ne reste par optimale si on ajoute une aréte entre les
taches Ts et Ty.



CHAPITRE 3. NOTATIONS, POSITION DU PROBLEME ET MODELISATION 39

Troisieme cas: Probleme B1/G = (V, E),b=2,r;/Cyas.

Le graphe de compatibilité est le méme que celui représenté par la figure 3.2 du second
cas. La capacité de la machine a traitement par batch est toujours égale a 2. Les dates
de disponibilité sont données dans le tableau 3.2. Comme les taches d’un méme batch
commencent leur exécution a une méme date alors chaque batch n’est disponible que
lorsque toutes ses taches sont disponibles.

Ti T1 T2 T3 T4 T5
)l 010 | 1113 |5

TAB. 3.2: Dates de disponibilité des taches de ['ezemple 3.1.

La solution optimale est la suivante:

— Le nombre de batchs est égal a 3;
By, = {11} ;opby =1 : rby =0 ;
By ={1,,1T5} ; pby=max{l,3} =3 ; rby=maz{0,1} =1 ;
By ={1,,T5} ; pbs=max{d,1} =4 ; rby=maz{3,5} =5 ;

- Cmax:9;

— [’ordonnancement optimal est représenté par la figure 3.4.

T1 T2 5 T3 T4 9 T5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 temps

Fic. 3.4: Ordonnancement optimal du troisieme cas.

Remarque 3.2 5i on augmente la capacité d’une machine a traitement par batch, la
durée totale de l'ordonnancement peut ne pas diminuer. Dans le pire des cas, cette
durée reste inchangée (car on peut garder la méme solution).
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3.3 Modélisation mathématique
Considérons les variables bivalents suivantes:
~_J 1 silatache T; appartient au batch B;
YT 0 sinon
pouri=1,...,net j=1,...,n (le nombre maximal possible de batches est égal a n)

et soient

1
U5 = 0

SInon

st les taches T; et T} sont compatibles

pouri=1,....net 3=1,...,n avec 1 # j.

3.3.1 Probleme B1/G = (V,E),r;,b/Cax

Ce probleme se traduit par le programme linéaire (MQG), en variables bivalentes et

réelles, présenté ci-dessous.

La fonction objectif (3.1) vise la minimisation de la date de fin de traitement du dernier
batch. La contrainte (3.2) assure qu'une tache appartient & un et un seul batch. La
contrainte (3.3) interdit au nombre de taches d’un batch de dépasser la capacité de
la machine a traitement par batch. La contrainte (3.4) interdit le chevauchement de
deux batchs. La contrainte (3.5) assure le respect de la date de disponibilité de chaque
tache. La contrainte (3.6) interdit a deux taches incompatibles d’appartenir a un méme

batch.

min Cb,

=

l’ijzl
1

ECH
Il

-

J}”Sb
=1

Cb; — x4p; > Cbj4

Y aiChy—pi >
i=1

l’” —|— J}i/]‘ — Uyt S 1
vi; € {0,1}
Cb]‘ IR

—_ = =
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Remarque 3.3 5i, pour une solution optimale quelconque, on a Cb; = Cb;_y ou

> xi; = 0 pour une certaine valeur 3, alors le batch B; est vide. Le nombre de batches
=1

e e
non vides est, done, €gal a Y min{l, 3 x;;}.
i=1 i=1

3.3.2 Probleme B1/G = (V,E),b > n,p; = p/Cax

Nous proposons dans ce paragraphe une modélisation mathématique (SM1) du prob-
leme, sous forme d’un programme linéaire en variables bivalentes et réelles, dans le cas
ou les dates de disponibilité seraient toutes nulles, les temps de traitement identiques
et la capacité de la machine a traitement par batch infinie.

min Y _ pb; (3.9)

7=1
J}Z']‘—I-l’i/]‘—aiilgl izl,...,n, i'zl,...,n,i;éi’etjzl,...,n (310)
zuyp <pb; i=1,....netj=1,....n (3.11)
r; €401} i=1,...,netj=1,...,n (3.12)
(3.13)

pb; e IR j7=1,....n

Dans toute solution optimale, nous avons pb; € {0,p} pour j =1,...,n

3.3.3 Probleme B1/G = (V,E),b > n/Ca:

Dans le cas ou les dates de disponibilité seraient toutes nulles et la capacité de la ma-
chine a traitement par batch infinie, nous proposons dans ce paragraphe une modélisa-
tion mathématique (SM2) du probleme, sous forme d’un programme linéaire en va-
riables bivalentes et réelles.

min Y _ pb; (3.14)

7=1
vijtap—ap <1l di=1,...,n,i=1,....on, i#£7 e j=1,...,n (3.15)
zupi <pb;  i=1,...netj=1,...,n (3.16)
r; €401} i=1,...,netj=1,...,n (3.17)
pbjelR j=1,....n (3.18)

pb; est soit nul si aucune tache n’est affectée au batch B, soit égal au maximum des
temps de traitement des taches appartenant au batch B;.
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3.3.4 Probleme B1/G = (V,E),b,p; = p/Chax

Dans ce paragraphe est présentée, sous forme d’un programme linéaire en variables
bivalentes et réelles, une modélisation mathématique (SM3) du probleme dans le cas
ou les dates de disponibilité seraient toutes nulles, les temps de traitement identique
et la capacité de la machine a traitement par batch finie.

min Y _ pb; (3.19)
7=1
J}Z']‘pgpb]‘ izl,..., ( )
day<b  j=1,....n (3.22)
=1
r; €401} i=1,...,netj=1,...,n ( )
pb; e IR j7=1,....n ( )

Dans toute solution optimale, nous avons pb; € {0,p} pour j =1,...,n.

3.3.5 Probleme B1/G = (V,E),b/Cax

Nous proposons dans ce paragraphe une modélisation mathématique (SM4) du prob-
leme, sous forme d’un programme linéaire en variables bivalentes et réelles, dans le
cas ou les dates de disponibilité seraient toutes nulles et la capacité de la machine a
traitement par batch finie.

min Y _ pb; (3.25)
j=1

J}Z']‘—I-l’i/]‘—aiilgl izl,..., ,i’zl,...,n, i;éi’etjzl,...,n

rip <pby  i=1,..., )

(3.26)
(3.27)
injgb j=1,....,n (3.28)
(3.29)
(3.30)

;€401 i=1,...netj=1,...
pb; e IR j7=1,....n

pb; est soit nul si aucune tache n’est affectée au batch B, soit égal au maximum des
temps de traitement des taches appartenant au batch B;.
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3.3.6 Dimensions de chaque modele

Le nombre de variables et le nombre de contraintes d’un modele mathématique linéaire
sont deux indices par lesquels on peut mesurer la dimension et Iefficacité de la modélisa-
tion donnée. Le nombre de variables de chaque modele est de n? variables bivalentes
et n variables réelles. Le nombre de contraintes de chaque modele est donné dans le

tableau 3.3.

Modele | Nombre de contraintes
MG n> + 2n
SM1 n3
SM2 n3
SM3 n+n
SM4 n®+n

TAB. 3.3: Nombres de contraintes des différents modéles.

Le but de 'expérience est d’avoir une idée sur la capacité de résoudre les différents
sous-problemes avec ces modeles. Le jugement final sur la possibilité d’application de
ces modeles dépend du logiciel et des équipements informatiques disponibles.

3.4 Quelques remarques

Le probleme Bm/b = 1/C},.: est équivalent au probleme d’ordonnancement sur ma-
chines paralleles Pm//C,,... En conséquence, ces problemes d’ordonnancement par
batchs sont NP-difficiles pour m > 2. Il reste la classe des problemes d’ordonnance-
ment sur une machine a traitement par batch avec b > 2. Notons que le cas b = 1
coincide avec le probleme d’ordonnancement classique sur une seule machine.

Le probleme B1/G = (V. FE),b > n,p; = 1/Cpas peut étre résolu en temps poly-
nomial si le probleme de la partition du graphe G en nombre minimum de cliques
est polynomial. De ce fait, si s est le nombre minimum de cliques, alors C,,,, = s.
Le probleme est donc polynomial si le graphe de compatibilité est un graphe parfait.

Nous donnons ci-dessous une liste non exhaustive de graphes ou ce probleme est résolu
en temps polynomial.

— graphes arc-circulaires [62].
— graphes triangulés [61].

— graphes de comparabilité [66].
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et les cas particuliers [67]:
— graphes scindés.
— graphes de permutations.

— graphes d’intervalles.

Le probleme ou GG est un graphe d’intervalle a des applications intéressantes. Dans [32]
un probleme de I'industrie des feuilles de métal est donné.

Demange et al. [46] se sont intéressés aux problemes d’ordonnancement de taches sur
une machine a traitement par batch dans le cas ou les taches d’'un méme batch forme-
raient un stable (c’est-a-dire deux & deux incompatibles). Ils ont considéré le graphe
d’incompatibilité qui est le complémentaire du graphe de compatibilité et ils ont traité
le cas ou la machine a traitement par batch est de capacité infinie (elle peut traiter
une infinité de taches a la fois). Une partie de leur papier a été inspirée des travaux
de Boudhar et Finke [25]. Les types de problemes et les types de graphes étudiés sont
résumés dans le chapitre précédent réservé a I’état de I’art.



Chapitre 4

Graphe quelconque

Nous considérons dans ce chapitre le cas d’un graphe quelconque et nous montrons que
plusieurs sous-problemes du probleme général sont difficiles en utilisant des techniques
spécifiques a chaque sous-probleme étudié. Nous utilisons, pour certains types de sous-
problemes, des preuves simples par restriction ou des techniques de remplacement local.
Pour d’autres types de sous-problemes nous utilisons des techniques de construction
plus complexes. Il n’est donc pas possible de trouver un algorithme polynomial pour
résoudre le probleme général ou méme certains de ces sous-problemes, a moins que

P=NP.

A la fin de ce chapitre nous montrons que le probleme est polynomial si la capacité de
la machine a traitement par batch est égale a 2 et les dates de disponibilités des taches
sont toutes nulles.

4.1 Probléemes difficiles

Nous montrons dans ce paragraphe que le probleme est difficile lorsque les temps de
traitement des taches sont tous égaux a 1 pour des cas particuliers de machines (capa-
cité fixée a une constante ou capacité infinie) ou de graphes de compatibilité (Clique
particuliere ou Partition minimum en cliques connue).

4.1.1 capacité finie

Nous considérons dans ce paragraphe le cas ou la machine a traitement par batch a
une capacité finie. c’est-a-dire qu’elle ne peut traiter qu’un ensemble fini de taches
simultanément. Nous montrons que, lorsque la capacité de la machine a traitement par
batch est supérieure ou égale a 3 et toutes les taches sont disponibles a I'instant zéro,
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le probleme est difficile. Aussi, nous montrons que, lorsque la capacité de la machine
a traitement par batch est égale 2, le probleme est difficile en présence de dates de
disponibilité.

Ordonnancement statique'

Nous considérons dans ce paragraphe le cas ou les dates de disponibilité des taches
sont toutes nulles.

Nous montrons que le probleme est difficile si les temps de traitement des taches sont
tous identiques a 1 et si la capacité de la machine a traitement par batch est supérieure
ou égale a 3.

Théoreme 4.1 Le probléme B1/G = (V,E),b = k,p; = 1/Cpus avec k > 3 est NP-
difficile.

Preuve. Soit PIIS (Partition Into Isomorphic Sub-graphs) le probleme de décision
suivant : Etant donnés deux graphes H = (V. E) et H' = (V/,E') avec | V |=¢ | V' |
pour un certain entier ¢ # 0. Question: Peut-on partitionner les sommets de H en ¢
sous-ensembles disjoints Vi, ..., V, tels que, pour tout i (1 < < ¢), le graphe induit
par V; est isomorphe a H'? PIIS est NP-Complet méme si H' est un graphe fixé et
complet avec | V' |> 3 [59].

Considérons le cas ot H' est un graphe complet de taille | V' | avec 3 <| V' [< Z et
montrons que PIIS se réduit polynomialement au probleme de décision BSCG suivant :
n=l V]

T ={T,...,T,} (a chaque sommet ¢ de V', nous associons une tache T;),
p;=1poures=1,...,n,

b=[V'|avec3 <b< % et

G=H.

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inférieur ou égal a y = ¢?

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que PIIS a une solution (c’est-a-dire que la réponse a la question posée
est ‘oui’) si et seulement si BSCG a une solution.

Si le probleme PIIS a une solution, alors le graphe H peut étre partitionné en ¢ cliques
Vi,...,V, ot la taille de chaque clique est égale a | V' |. Nous construisons une solution
pour BSCG, comme suit: Dans chaque batch B; (1 < j < ¢) nous mettons les taches
qui correspondent a la clique V;. Le temps de traitement de chaque batch B; (1 < j < ¢)
est donc égal a p avec C'b; = j pour tout j (1 < 5 < q) et 11%‘2%1{Cj} = q.

1. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [27]
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Si le probleme BSCG a une solution avec un makespan inférieur ou égal a ¢, alors il y
a exactement ¢ batchs et dans chaque batch il y a exactement b taches (car n = bq).
Comme a chaque batch correspond un graphe complet, alors il existe une partition des
sommets de (¢ en ¢ sous-ensembles disjoints Vi,..., V; tel que pour tout ¢ (1 < < gq),
le graphe induit par V; est complet et de taille | V7 |. O

Dans le théoreme 5.1 précédent, la capacité de la machine a traitement par batch est

inférieure ou égale a 7.

Ordonnancement dynamique?

Dans ce paragraphe nous considérons le cas ou les dates de disponibilité des taches ne
sont pas toutes nulles. c’est-a-dire que différentes dates de disponibilité sont allouées
aux taches. Nous montrons que le probleme reste difficile méme si la capacité de la
machine a traitement par batch est égale a 2.

Théoréeme 4.2 Le probleme Bl /G = (V,E),b=2,r;,p; = 1/Crar est NP-difficile au

sens fort.

Preuve. Soit OCR le probleme de décision correspondant au probleme d’ordonnan-
cement sous contraintes de ressources P2/res.11,r;,p; = 1/C\40, défini comme suit :
Etant donnés deux processeurs Py et P, n taches T4,...,T, avec des temps de traite-
ment identiques tous égaux a 1, des dates de disponibilité ry,..., 7, , et m ressources
Ry, ..., R, (chaque tache T; nécessite pour son exécution au plus une unité de chaque
ressource Ry, ..., R, ). Question: Peut-on ordonnancer les taches Ty, ..., T, sur les pro-
cesseurs P, et P, avec un makespan inférieur ou égal a 7 OCR est NP-Complet au
sens fort [11].

1 sila tache T; nécessite la ressource R;
0 sinon

Soient R;(1) = {

Montrons que OCR se réduit polynomialement au probleme de décision BSCG suivant :

Les taches sont Ty,...,T, (les mémes),

p;=1poures=1,...,n,

r; pour 1 = 1,...,n (les mémes dates de disponibilité) et

G=(V,E)ouV = {l,....,n} et (i,j) € F si et seulement si Ri(:) + Rx(y) < 1
pour k =1,...,m (c.-a-d. les deux taches T; et T; ne nécessite pas une méme
ressource).

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inférieur ou égal a y = x7

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que OCR a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

2. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [25]
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Si OCR a une solution avec un makespan inférieur ou égal a z, alors il existe une
affectation des taches 17, ...,T, aux processeurs P; et P, telle que: Cpup <o, D; > 1
pour it = 1,...,n et R(Pi(t)) + Re(P(1)) < lpourt=0,...,.0—letk=1,....m
(ou P;(t) indique la tache affectée au processeur P; a Uinstant t, si P;(¢t) = () alors

Ry(P;(t)) =0 pour k=1,...,m).

Nous construisons une solution pour BSCG comme suit (voir la figure 4.1 ) : si une tache
est ordonnancée a 'instant ¢ alors nous formons le batch {Py(t), Py(t)} (les taches Pi(t)
et Py(t) sont compatibles car Ri(Pi(t)) + Ri(P2(t)) <1 pour k=1,...,m).

Processeurs
P, o Ps(t)
P Pi(t) e P, Pa(t)
0 t t+1 xtps O t t+1 x tps
a/ Une solution de OCR b/ La solution correspondante de BSCG

Fia. 4.1: Correspondance entre une solution de BSCG et une solution de OCR.

Donc BSCG a une solution avec un makespan inférieur ou égal a x.

Si BSCG a une solution avec un makespan inférieur ou égal a x, nous construisons une
solution pour OCR comme suit : Les taches appartenant au batch B; et ordonnancées
a l'instant ¢, sont dispatchées sur les deux processeurs Py et P, a I'instant ¢ (voir la
figure 4.1). Donc les contraintes de dates de disponibilité sont respectées et, aussi, les
contraintes de ressources sont respectées car les taches sont compatibles. Nous obtenons
donc, une solution pour OCR avec un makespan inférieur ou égal a z. g

4.1.2 Capacité infinie?

Nous considérons dans ce paragraphe le cas ou la machine a traitement par batch a une
capacité infinie. c’est-a-dire qu’elle peut traiter toutes les taches du probleme simul-
tanément. Nous montrons que le probleme est difficile méme si les dates de disponibilité
des taches sont toutes nulles.

Théoreme 4.3 Le probleme B1/G = (V,E),b =n,p;, = 1/Cya, est NP-difficile.

3. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [28]
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Preuve. Soit PIC (Partition Into Cliques) le probleme de décision suivant: Etant
donnés un graphe H = (V, E') et un entier non nul ¢ <| V' |. Question: Peut-on parti-
tionner les sommets de H en k < ¢ sous-ensembles disjoints Vi,..., V} tels que pour
tout ¢ (1 < ¢ < k), le sous-graphe induit par V; est complet? PIC est NP-Complet pour
g >3 [59].

Montrons que PIC se réduit polynomialement au probleme de décision BSCG suivant :
n=V]

T ={T,...,T,} (A chaque sommet i de H on fait correspondre une tache T;),
p;=1poures=1,...,n,

b=n et

G=H.

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inférieur ou égal a y = ¢?

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que PIC a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Si le probleme PIC admet une solution alors le graphe H peut étre partitionné en k
cliques Vi,..., Vi ou | V; [< npouri=1,...,k On construit une solution pour BSCG
de la maniere suivante: On forme £k batchs By, ..., By ou chaque batch B; contient les
taches correspondant a la clique V;, ainsi Cb; = j pour j = 1,...,k avec | B; |[< n
pour 5y =1,....k. On a donc 11%22%{02} = k et le probleme BSCG admet une solution

de longueur inférieure ou égale a y.

Si le probleme BSCG admet une solution de durée inférieure ou égale a ¢, alors il existe
k (k < q) batchs By, ..., By avec Cb; = j pour j = 1,...,k (on ne considere que les
ordonnancements sans temps mort puisque les dates de disponibilité sont toutes nulles)
et | B; |[<npour j=1,...,k Comme a chaque batch correspond un graphe complet,
il existe une partition des sommets de (i et donc de H en k sous-ensembles disjoints
Vi,..., Vi tels que pour tout ¢ (1 < i < k) le sous-graphe induit par V; est une clique.
Donc PIC admet une solution. O

Le probleme est donc difficile méme si la capacité de la machine a traitement par batch
est infinie. Car une machine a traitement par batch ne peut contenir plus de n taches.

4.1.3 Clique particuliere?

Considérons le cas ou le graphe de compatibilité contient une clique K de taille ny > %
et ayant chaque sommet relié a tous les autres sommets du graphe (notons un tel graphe
par H,, + K,,). Les taches de la clique K ont toutes une date de disponibilité égale a
1 (notons ceci par rx = 1) et les taches restantes ont une date de disponibilité nulle

4. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [28]
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(notons ceci par ry = 0). Montrons que ce probleme est difficile si la capacité b est
variable, donc une donnée du probleme.

Théoréme 4.4 Le probleme B1/H,, + K,,,b,rg =0,rx = 1,p; = 1/Cpar avee ngy >

“oet ny > 3 (le sous-graphe H, contient au moins 3 sommels) est NP-difficile.

Preuve. Soit CLIQUE le probleme de décision suivant : Etant donnés un graphe H =
(V, E) (H contient au moins 3 sommets) et un entier positif k& # 0. Question : Est-ce que
H contient une clique de taille k& (un sous-graphe complet & k& sommets)? Ce probleme

est NP-Complet [109].

Montrons que CLIQUE se réduit polynomialement au probleme de décision BSCG
suivant :
n=ny+nyavecny =V |et ny = (k—1)(n; — k),
T=AT,....,T, }U{Ts+1,...,Tu} (A chaque sommet ¢ du graphe H on fait corres-
pondre une tache T; et auxquelles on ajoute (k — 1)(| V' | —k) taches),
p;=1poures=1,...,n,
ri=0pour:=1,...,n,
r,=1pouri=mn;+1,...,n,
b=k, (b est une donnée du probleme, 1 < b < ny) et
G=H, + K, =(V1UVy EyUFEyU E3) (voir la figure 4.2) ou
Vi={l,...,n1},
Vo={ni+1,...,n},
(1,7) € Fy si et seulement si (¢,j) € F,
(1,7) € Fy si et seulementsic € Vo, j € Vaet i # 5
(le sous-graphe K,, = (V3, Ey) est une clique de taille ny)
(1,7) € Fs si et seulement sii € Vj et j € V5.
Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inférieur ou égal a y =| V | =k + 17

K.,

Fia. 4.2: Construction du graphe de compatibilité .

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que CLIQUE a une solution si et seulement si BSCG a une solution.
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Soit f(b) = ny — 3ny = 36> — 3(ny + 1)b + 4ny. Nous avons A = 9n —30n; +9 >0
car ny > 3. Donc f(b) < 0 pour b € [by,by] ou by et by sont les racines de I’équation
f(b) =0. Comme 1 <b<ny, f(2) =23 —n1) <0et f(ny—1)=2(3—ny) <0 alors
f(b) <0. Donc ny > % ou encore ng > 7.

Supposons que CLIQUE admet une solution, donc il existe une clique de taille k& dans
le graphe H. On construit une solution pour BSCG comme suit. Supposons, sans perte
de généralité, que les sommets du graphe H sont ordonnés de la maniere suivante:
V=AL,....,k}U{k+1,...,] V |} ot les sommets 1,...,k forment une clique. Les
batchs sont (voir la figure 4.3):

Bl = {Tl,...,Tk} et
B = {Thi(j-1) } UL T0 +G-2)(k=1) 415 - - - » Doyt G=1)(k=1y } pOUT j =2,...,ng —k+1

avec Cb; =jpour j=1,...,ny —k+ 1.

Les batchs sont ordonnancés suivant 1’ordre croissant de leurs indices.

Bl B2 B] Bnl—k—l—l
T T k-1 v [ TgGne— | -+ | Thini—k+1)
T Th1 e N\l y@—n41| -+ | Thini—k)+2
T Thir o | Ths T
temps

Fia. 4.3: Construction d’une solution pour BSCG.

Crar = max{C;} =n; —k+1=|V | —-k+1.

1<i<n

Supposons que BSCG admet une solution de durée inférieure ou égale a | V' | —k + 1.
Comme le nombre de taches est égal a ny+(k—1)(ny —k) = k(ny—k+1) et le temps de
traitement de chaque tache est égal a 1, dans chaque batch il y a exactement k taches,
car toutes les taches ont été ordonnancées avec une durée égale a n; — k + 1. Comme
les taches T; (ny +1 < ¢ < n) ont une date de disponibilité égale a 1, elles seront
ordonnancées dans I'intervalle de temps [1,n; — k+1]. Le nombre de ces taches est égal
a (ny — k)(k —1). Dans l'intervalle de temps [1,n; — k + 1] reste a ordonnancer, ny — k
taches parmi les taches restantes. Finalement, les taches ordonnancées dans l'intervalle
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de temps [0,1] sont au nombre de k et elles appartiennent a {74,...,7,,} et forment
nécessairement une clique. Donc CLIQUE admet une solution. g

On constate que le probleme général est, aussi, difficile si les dates de disponibilité des
taches appartiennent a {0,1} avec, au moins, deux dates de disponibilité distinctes.

Remarque 4.1 Dans le théoreme précédent la capacité de la machine a traitement

par batch est inférieure ou égale a 5.

Preuve. Nous avons n = ny + (k — 1)(ny — k), donc n = —k* + (n; + 1)k et T =
ny+1—k>2(car k <ny—1). Ainsi, k < 2. O

4.1.4 Partition minimum en cliques connue”

Supposons qu’on connait une partition minimum en cliques du graphe de compatibi-
lité G. Soit b la taille maximale des batchs et soit By,..., Bs une partition minimum
réalisable, c.-a-d. | By |< b et s est minimum. Notons ce graphe de compatibilité par
G(K},...,K§). Méme dans ce cas, le probleme est difficile en présence de dates de
disponibilité.

Théoréme 4.5 Le probléeme B1/G(K}, ..., K§),b,ri,pi = 1/Cpaw est NP-difficile.

Preuve. Soit CLIQUE le probleme de décision suivant : Etant donnés un graphe H =
(V, E) et un entier £ > 0. Question: Est-ce que H contient une clique de taille & (un
sous-graphe complet a k sommets)? Ce probleme est NP-complet [59].

Montrons que CLIQUE se réduit polynomialement au probleme de décision BSCG
suivant :
n=ny+nygoun =|Vi|etna=(k—-1)] V|,
T={T,....,T., } U{T +1,..., T} (a chaque sommet ¢ de V est associé une tache T;
auxquelles nous ajoutons (k — 1) | V' | taches),

p;=1poures=1,...,n,
ri=0pourt=1,....n,r;,=1pouri=mny+1,...,n,
b=k et
G=(V1UVy, By U EyU Es) (voir la figure 4.4) ou,

Vi={l,....omi}h, Va={ni+1,...,n},

(1,7) € Fy si et seulement si (1,5) € F (B, = FE),

(1,7) € Fy si et seulementsic € Vo, j € Vaet i # 5

(le sous-graphe K,, = (Va, Ey) est une clique de taille ny) et

5. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [25]
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(1,7) € Fs si et seulement sii € Vj et j € V5.
Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inférieur ou égal a y =| V' |?

K.,

FiG. 4.4: Construction de G.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que CLIQUE a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Comme ny =| V |, ng =| V | (k—1) et K,, est un graphe complet, le graphe G a une
partition en | V' | cliques de taille k (chaque clique est composée d’un sommet de H
et k — 1 sommets de K,,). Cette partition est optimale, car le nombre de sommets du
graphe est égal a k | V |.

Si CLIQUE a une solution, alors il existe une clique de taille k£ dans le graphe H. On
construit une solution pour BSCG comme suit. Supposons, sans perte de généralité,
que les sommets de H sont rangés comme suit V ={1,... .k} U{k+1,...,|V |} ou
les sommets 1, ...,k forment une clique. Les batchs sont (voir la figure 4.5):

Bl - {Tl,. . .,Tk},

B; = {Tk-l-(j—l)} U {Tn1+(j—2)(k—1)+17 < Tm-l-(j—l)(k—.l)} pour j =2,...,n1 —k+1

B; = {Tw+(j—711+k—2)k+17 ce 7Tw+(j—n1+k—1)k} pour j =ny —k+2,...,m
ouw=ny+(n—k)(k—1)

avec:

Cby=1et Cb; =7 pour j=2,....,n;.

Les batchs sont ordonnancés dans 1’ordre croissant de leurs indices.

Crnae = max{C;} =ny =| V |.

1<i<n

Si BSCG a une solution avec un makespan inférieur ou égal a n; =| V |, alors dans
chaque batch il y a exactement k taches, car le nombre de taches est égal a ny +
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Bl B2 Bnl—k-l—l Bnl—k-I—Z Bn1
1y Lotk v | Thni=r41y | Th(ni—k+2) AR
T2 Tn1-|—1 AR Tk(nl—k)-I—Z
Tl Tk—l—l cee Tn1 Tk(nl—k—l—l)-l—l cee Tknl—k—l—l tpS
1 2.. .nl—k nl—k—l—l nl—k—I—Q . .n1—1 1
FiaG. 4.5: Construction d’une solution de OL.
(k — 1)ny = kny et le temps de traitement de toute tache est égale a 1. Comme

les taches T; (ny +1 < ¢ < n) ont une date de disponibilité égale a 1, alors elles
seront ordonnancées dans l'intervalle de temps [1, n1]. Le nombre de ces taches est égal
a ny(k — 1). Dans 'intervalle de temps [1,nq], sont ordonnancées les n; — k taches
restantes parmi les taches T; (1 < ¢ < ny), car (ny — )k = ny(k = 1) + (ny — k).
Finalement, les taches ordonnancées entre I'instant 0 et 'instant 1 sont au nombre de
k et forment nécessairement une clique. Donc CLIQUE a une solution. g

4.2 Problémes polynomiaux®

Nous montrons dans ce paragraphe que, dans le cas ou les dates de disponibilité seraient
toutes nulles et la capacité de la machine a traitement par batch égale a 2, le probleme
est résolu par un algorithme polynomial basé sur ’algorithme du couplage de poids
maximum.

Théoréme 4.6 Le probléeme B1/G = (V. FE),b = 2/C,q, se réduit au probléme du
couplage de poids maximum.

Preuve. Soit A la matrice d’incidence sommet-aréte du graphe de compatibilité G =

(V,E) ou

1 silaréte j est incidente au sommet 7
ai; = i
" 0 sinon

pouri=1...netj=1...q(qest le nombre d’arétes).

6. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [25]
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Soit ¢; = max{ps,,p, } le poids de I'aréte j, si I'aréte j est incidente aux sommets s;
et t]‘.

Le programme linéaire, correspondant a ce probleme, s’écrit comme suit :

n

. q q
min Cpur = (El cirj)+ > (1 — ‘21 ai;T;)p;
J= I=

=1

q
ajjr; <1 fore=1,....n
s.c. ¢ j=1

z; € {0,1} fory=1,...,q

ol

o 1 si les deux taches reliées par I'aréte j sont dans un méme batch
/ 0 sinon

q
— > c;x;: la somme des temps de traitement des batchs contenant deux taches.
=1

n q
- > (1= ‘21 a;jx;)pi - la somme des temps de traitement des batchs contenant une
]:

=1
seule tache.

q
-z a;;x; < 1 indique que chaque tache doit appartenir a, au plus, un batch

j
contenant deux taches.

Nous avons:

q n q n n q q
(X gr)+ X (1= Y ayaj)pe = (2 pi)— (X X aapi— 3 cjay)
7=1 =1 7=1 =1 1=1j7=1 7=1
n q n q
= (X pi)— (2 X aipiz; — 3 cjxj)
=1 7=1:=1 71=1
e q e
= (X pi)— 2 (2 agpi — ¢z
=1 7=1 =1
n q
= (X pi) — 2 (ps, +pe;, — max{p,,,py, });
=1 71=1
n q .
= (X pi) = X min{ps,,py, faj.
1= J=

n q
Puisque )* p; est une constante supérieure a ) min{py,, p;, }x;. Alors, minimiser C', 4,
=1 71=1
g
.. . . o C s e .

est équivalent a maximiser ‘21 ljx; ot [; = min{p,,,p;,; } si Iaréte j est incidente aux
]:

sommets s; et ¢;. Ainsi, le probleme se réduit au probleme du couplage de poids maxi-

mum. O

[algorithme MWMA suivant résout le probleme B1/G' = (V, E),b =2/Cqs.
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Algorithme MWMA ;

début

1- A partir du graphe GG = (V, E'), construire un nouveau graphe valué H = (V, F)
ou chaque aréte de F est valuée par min{p;, p;} si I'aréte est incidente aux
sommets ¢ et j.

2- Déterminer un couplage M de poids maximum dans le graphe H.

3- Former les batchs de la maniére suivante :

— Pour chaque couple de M, mettre les deux taches correspondantes dans
un meéme batch.

— Mettre chacune des taches restantes dans un batch.

4- Ordonnancer les batchs dans un ordre arbitraire et sans temps mort.
5- La date de fin de traitement est égale a la somme de tous les temps de traite-
ment a laquelle on soustrait la valeur du couplage de poids maximum.

fin.

Corollaire 4.7 L’algorithme MWMA résout le probléme B1/G = (V,E),b = 2/Cyqs
en O(n?).

Preuve. Le nombre maximum d’arétes possibles dans le graphe G est ﬂnz—_ll Par le
théoreme 6.1 et par le fait que le meilleur algorithme connu pour le probleme du cou-
plage de poids maximum est en O(n?). Alors, I’algorithme MWMA résout le probleme
en O(n?). O

Exemple 4.1 Nous disposons de 5 taches Ty, ..., Ts dont les temps de traitement sont
donnés dans le tableau 4.1. Le graphe de compatibilité est représenté par la figure 4.6.

i || Ty | Ty | T3 | Ty | T
|l L3214

TAB. 4.1: Temps de traitement des taches de Uexemple J.1.

Fic. 4.6: Graphe de compatibilité de ['exemple 4.1.
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Le déroulement de 1’algorithme est le suivant :

1- Construction du graphe H = (V,F) ou chaque aréte (7,j) est valuée par
min{p;, p;} (voir la figure 4.7).

FiG. 4.7: Le graphe valué H = (V, E).

2- Un couplage de poids maximum est M={(2,5),(3,4)}.

3- La solution optimale est:

By ={T7,T5} ; pby =4 ;
By ={T5,Ts} 5 pba=2 ;
By = {T1} ;o pbs=1

4- La date de fin de traitement est égale a 7.

L’ordonnancement optimal est représenté par la figure 4.8.

T2 5 T5 T3 ) T4 Tl

0 1 2 3 4 5 6 7 temps

Fia. 4.8: Ordonnancement optimal de Uexemple 4.1.

Corollaire 4.8 Le probleme B1/G = (V. FE),b=2,p; = 1/C\p4r se réduit au probléeme
de couplage mazximum.

Preuve. Dans la preuve du théoreme 6.1, nous avons min{p,,,p;, } = 1. Donc, mini-

q
miser C,q, revient a maximiser y x;. Ainsi, ce probleme est équivalent au probleme
j=1
du couplage maximum. O
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[algorithme MCMA suivant résout le probleme B1/G' = (V,E),b=2,p;, = 1/Cras.

Algorithme MCMA ;
début
1- Déterminer un couplage maximum M dans le graphe G.

2- Former les batchs de la maniére suivante :

— Pour chaque couple de M, mettre les deux taches correspondantes dans
un meéme batch.

— Mettre chacune des taches restantes dans un batch.

3- Ordonnancer les batchs dans un ordre arbitraire et sans temps mort.

4- La date de fin de traitement est égale au nombre de taches auquel on soustrait
la cardinalité du couplage.

fin.

Corollaire 4.9 L’algorithme MCMA résout le probléme B1/G = (V,E),b = 2,p; =
1/Craz €n O(n?*%).

Preuve. Le nombre maximum d’arétes possibles dans le graphe G est @ Par
le corollaire 6.3 et par le fait que le meilleur algorithme connu pour le probleme du

couplage maximum est en O(n*®). Alors, ’algorithme MCMA résout le probleme en

O(n*?). a

Exemple 4.2 Considérons 5 taches T, ..., Ts dont les temps de traitement sont tous
€gaur a 2. Le graphe de compatibilité est représenté par la figure 4.9.

Fic. 4.9: Graphe de compatibilité de ['exzemple 4.2.

Le déroulement de 1’algorithme est le suivant :

1- Un couplage maximum est {(1,3),(2,5)}.
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2- La solution optimale est:

By ={Ty,T5} ; pby =2 ;
By ={T5,T5} ; pbo=2 ;
By = {T4} ; pbs=2

3- La date de fin de traitement est égale a 6.

L’ordonnancement optimal est représenté par la figure 4.10.

Tl 9 T3 T2 9 T5 T4

0 1 2 3 4 5 6 temps

Fic. 4.10: Ordonnancement optimal de ['exemple 4.2.

Soit G=(V,E) un graphe ne contenant pas un sous-graphe complet & 3 sommets. Pour
ce graphe, les sous-ensembles de toute partition contiennent au plus 2 sommets. Donc,
le probleme B1/G = (V, E),b/Cq. est résolu en temps polynomial par application de
I’algorithme MWMA.

4.3 Inexistence d’un algorithme absolu’

Un algorithme absolu (ou fournissant une approximation absolue) est une heuristique
fournissant, pour toute instance du probleme, une solution approchée dont 1’écart par
rapport a la solution optimale est borné par une constante k. Nous montrons, ci-
dessous, qu’il n’est pas possible de trouver un algorithme absolu polynomial, a moins

que P=NP.

Théoreme 4.10 S7il existe un algorithme polynomial fournissant une approzximation
absolue pour le probléeme Bl1/G = (V, E),b/Cpaz, alors il existe également un algo-
rithme polynomial exact.

Preuve. Supposons qu’il existe un algorithme polynomial AP P fournissant une ap-
proximation absolue d’ordre k, c.-a-d. APP(I) — OPT(I) < k pour toute instance
I (OPT est un algorithme exact). On aura alors pour une instance /1, du probleme
Bl1/G =(V,E),b/Cpus, APP(I1)—OPT(I1) < k. Pour I'instance I2 obtenue a partir
de I1 en recopiant k+1 fois les données de I'1, on aura aussi: APP([2)—OPT(12) < k.

7. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [28]
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Comme les taches de I'instance 12 forment £ 4 1 familles de taches Fi, ..., Friq ou le
graphe de compatibilité de chaque famille est isomorphe au graphe de compatibilité G et
ou deux taches quelconques appartenant a deux familles différentes sont incompatibles

entre elles, alors OPT(12) = (k+ 1)OPT(11).

Construisons, a partir de APP, un algorithme polynomial APPX qui, en présence
de plusieurs copies d’une méme instance, ne fait que répéter pour chaque copie le
meilleur ordonnancement fourni par l'algorithme AP P sur les différentes copies. On
a alors APPX(I2) = (k+ 1)APP(I1), APP(I2) > APPX(I2) et APP(12) — (k +
HOPT(I1) < k. Donc (k+1)APP(I1)— (k+1)OPT(I1) < k. En divisant par k + 1,

on obtient APP(I1) — OPT(I1) < ﬁ < 1. Dou, APP(I1)=OPT(I1). O



Chapitre 5

Graphe scindé

Nous considérons dans ce chapitre le probleme ou le graphe de compatibilité est scindé
(un tel graphe est noté G = (5, K; E)). Nous établissons dans le premier paragraphe
la difficulté du probleme dans le cas ou la capacité de la machine a traitement par
batch serait supérieure ou égale a 3 dans le cas statique et supérieure ou égale a
2 dans le cas dynamique. Dans le deuxieme paragraphe, nous présentons plusieurs
algorithmes exacts polynomiaux pour résoudre plusieurs sous-problemes polynomiaux
(graphe scindé complet en présence de dates de disponibilité pour les taches, temps de
traitement tous identiques a 1 sans dates de disponibilité pour les taches, etc.).

5.1 Problemes difficiles

Nous montrons dans ce paragraphe, que le probleme d’ordonnancement est NP-difficile
pour b = k avec k > 3 dans le cas statique et k > 2 dans le cas dynamique.

5.1.1 Ordonnancement statique’

Nous montrons, dans ce sous-paragraphe, que le probleme est NP-difficile lorsque les
dates de disponibilité des taches sont toutes nulles.

Théoréeme 5.1 Le probleme B1/G = (S, K; FE),b =3/C\.. est NP-difficile.

Preuve. Considérons le probleme de décision BSCG associé a ce probleme.

1. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [15] et soumis
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Etant donné une instance arbitraire du probleme 3DM (définit dans la page 18), nous
construisons une instance pour le probleme BSCG de la maniere suivante :

Arrangeons l'ensemble M de sorte que M = M; U ... U M,, ou chaque sous-ensemble
M; contient tous les triplets contenant I’élément ;.

Les taches du probleme d’ordonnancement sont partitionnées en 4 groupes:

— Les taches de type A, notées par A; (1 = 1,...,|M|) et ayant un temps de trai-
tement égal a 2.

— Les taches de type B, notées par B; (1 = 1,...,q) et ayant un temps de traite-
ment égal a 2.

— Les taches de type C, notées par C; (i = 1,...,q) et ayant un temps de traite-
ment égal a 2.

— Les taches de type D, notées par D; (¢ = 1,...,2(|M]| — q)) et ayant un temps
de traitement égal a 3.

Les taches de type A sont incompatibles entre elles (elles forment le stable S de taille
|M| dans le graphe de compatibilité G) et les taches de type B, C' et D sont toutes
compatibles (elles forment la clique de taille 2| M| dans le graphe de compatibilité G).
Le nombre total de taches est égal a 3|M]|.

- Chaque tache de type A est associée a un élément de M.
- Chaque tache de type B est associée a un élément de Y.

- Chaque tache de type C est associée a un élément de Z.

On construit les autres arétes du graphe de compatibilité G comme suit (voir I'exemple

de la figure 5.1):

- Chaque tache A; (associée au triplet (2, yy(), 2n(i))) est compatible avec les
deux taches By et Ch).

- Toutes les taches de type A, qui correspondent aux éléments du méme sous-
ensemble M;, sont compatibles avec 2(|M;| — 1) taches de type D.

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inférieur ou égal a 3|M| — ¢?
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Stable Clique

Fia. 5.1: Graphe de compatibilité correspondant a linstance X = {x1,22} , Y =
{ylva} ’ Z = {21722} et M = {($17y2721)7($17y1721),($2,y1722),($2,y2721)} =
{($1,y2721),($1,y1721)}U{($27y1722),($2,y2721)}-

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que 3DM a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Premierement, supposons que le probleme 3DM a une solution, c.-a-d. qu’il existe un
sous-ensemble M’' C M tel que |M'| = ¢ et M’ ne contient pas deux éléments identiques
de X UY U Z. On construit une solution pour le probleme BSCG comme suit (voir la

figure 5.2):

- Les |M| — ¢ premiers batchs sont composés de deux taches de type D et d’une
tache de type A, ils correspondent aux triplets qui ne sont pas dans le sous-
ensemble M’. Le temps de traitement, de chacun, de ces batchs est égal a 3.

- Les ¢ batchs restantes sont composés d’une tache de type B, d'une tache de type
(' et d’une tache de type A, ils correspondent aux triplets du sous-ensemble M’.
Le temps de traitement, de chacun, de ces batchs est égal a 2.
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D17D27A2 D37D47A4 A17B2701 A37B1702

0 3 6 8 10 temps

Fic. 5.2: Une solution du probleme BSCG correspondant a une solution du probléme
3DM de la figure 5.1 (M’ = {(x1,y2,21), (x2,y1,22) }).

Le temps de fin de traitement de cet ordonnancement est égal a 3(|M| — ¢) + 2¢ =
3IM| — q.

Inversement, supposons que le probleme BSCG a une solution avec un temps de fin de
traitement inférieur ou égal a 3| M| — q.

Pour commencer, montrons qu’il n’existe pas de batchs contenant, chacun, 3 taches de
type D.

Supposons qu’il existe = batchs contenant, chacun, 3 taches de type D. Alors, le temps
de fin de traitement de 'ordonnancement (noté par Y) est supérieur ou égal a la somme
des temps de traitement de ces batchs + la somme des temps de traitement des batchs
contenant un ou deux taches de type D avec, au plus, une tache de type A ou une
tache de type B ou une tache de type C' + la somme des temps de traitement des
batchs ne contenant pas une tache de type D. Nous avons Y > 3z 4 3d + 2(|M| —d) ou
d= [ww est le nombre minimum de batchs qui peuvent contenir une ou deux
taches de type D, et |M| — d est le nombre minimum de batchs ne contenant par une
tache de type D (car les taches de type A sont incompatibles entre elles et leur nombre
est égal a |M]). Donc,

V> 3:1:—|—3W—|—2(|M|—2(|M|;M) s1 2(|M| — q) — 3x est pair
=1 3z + 3% +2(|M] - W) sinon

Ainsi,

V> 3IM| —q+2%  sixest pair
— | 3IM| =g+ =L sinon

Ce qui donne Y > 3|M| — q.

Finalement, dans toute solution de temps de fin de traitement inférieur ou égal a
3|M| — ¢, il ne peut exister un batch contenant 3 taches de type D.
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Montrons, aussi, qu’il ne peut exister de batchs contenant, chacun, une seule tache de
type D.

Supposons qu’il existe x batchs contenant, chacun, une tache de type D. Alors, le temps
de fin de traitement de 'ordonnancement (noté par Y) est supérieur ou égal a la somme
des temps de traitement de ces batchs + la somme des temps de traitement des batchs
contenant deux taches de type D avec une tache de type A ou une tache de type B ou
une tache de type C' + la somme des temps de traitement des batchs ne contenant pas

une tache de type D. Nous avons Y > 3z + 3(%) + 2(|M| — (%ﬂ) — )

. « 2| M|=g)— .. . .
avec x pair, ou w est le nombre minimum de batchs qui peuvent contenir deux

taches de type D, et |M|— (%ﬂ) — z le nombre minimum de batchs ne contenant
pas une tache de type D (car les taches de type A sont incompatibles entre eux et
leur nombre est égal a [M|). Donc, Y > 3|M| — g + %. Ce qui donne, Y > 3|M| — q.
Finalement, dans toute solution, de temps de fin de traitement inférieur ou égal a
3|M| — ¢, il n’existe pas de batchs contenant une seule tache de type D.

Le nombre de batchs contenant deux taches de type D est égal a |[M| — ¢. Donc,
La somme des temps de traitement de ces batchs est égale a 3(|M| — ¢). Comme le
nombre de taches de type A est égal a |M|, Alors le temps de fin de traitement de
I’ordonnancement, dans toute solution réalisable, est supérieur ou égal a 3(|M| — q) +
2(|M| = (IM| —q)) = 3(|M]| — q) + 2¢ = 3|M| — q. Donc, le temps de fin de traitement
de cette solution est égal & 3| M| — ¢. Ainsi, les batchs contenant deux taches de type
D contiennent, nécessairement, une tache de type A. Les ¢ autres batchs contiennent
une tache de type A, une tache de type B et une tache de type C.

Les taches de type A associées a tous les triplets d’un sous-ensemble M; (le sous-
ensemble M, contient tous les triplets contenant ;) sont connectées a 2(|M;| — 1)
taches de type D. Donc, une de ces taches est, nécessairement, ordonnancée avec une
tache de type B et une tache de type C (selon le graphe de compatibilité G). Donc,
dans les ¢ triplets correspondant aux ¢ batchs contenant une tache de type A, une
tache de type B et une tache de type C, il y a exactement xy,...,2, , y1,...,y, et
21,..., 45 1l s’en suit que le probleme 3DM a une solution. g

Théoréeme 5.2 Le probléeme Bl /G = (S, K; E),b=k/Cyq. est NP-difficile pour k >
4.

Preuve. Considérons le probleme de décision BSCG associé a ce probleme.

Etant donné une instance arbitraire du probleme 3DM, nous construisons une instance
du probleme BSCG comme suit :

Les taches du probleme d’ordonnancement sont partitionnées en 4 groupes:

— Les taches de type A, notées par A; (i = 1,...,q) et ayant un temps de traite-
ment égal a [M|+ 1.
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— Les taches de type B, notées par B; (1 = 1,...,q) et ayant un temps de traite-
ment égal a [M|+ 1.

— Les taches de type C, notées par C; (i = 1,...,q) et ayant un temps de traite-
ment égal a [M|+ 1.

— Les taches de type D, notées par D; (1 = 1,...,|M]) et ayant un temps de trai-
tement égal a |M|.

Le nombre total de taches est égal & |M| + 3g et b = k avec k > 4.

- Chaque tache de type A est associée a un élément de X.
- Chaque tache de type B est associée a un élément de Y.
- Chaque tache de type C est associée a un élément de Z.

- Chaque tache de type D est associée a un élément de M.

On construit les arétes du graphe scindé G comme suit (voir I'exemple de la figure

5.3):

- Les taches des types A, B et C sont toutes compatibles entre elles (elles forment
la clique K de taille 3¢).

- Chaque tache D; (associée au triplet (., Yy, 2n())) est compatible avec les
trois taches Ay, Byi) et Cp)-

- Les taches de type D sont incompatibles entre elles (elles forment le stable S de

taille |M]).

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inférieur ou égal & y = |[M|]* + ¢?
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Stable Clique

Fia. 5.3: Graphe de compatibilité scindé correspondant a Uinstance X = {xy, x5}

Y = {ylva} ) Z = {21722} et M = {(xlvy%zl) ) (xlvylvzl) ) (x27y1722) ’ (x27y2721)}
de 3DM.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que 3DM a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Premierement, supposons que le probleme 3DM a une solution, c.-a-d. qu’il existe un
sous-ensemble M’' C M tel que |M'| = ¢ et M’ ne contient pas deux éléments identiques
de XUY UZ. On construit une solution pour le probleme SP comme suit (voir la figure

5.4):

- Les |M| — g premiers batchs sont composés d'une tache de type D. Le temps de
traitement de, chacun de, ces batchs est égal a |M]|.

- Les ¢ batchs restantes sont composés d’une tache de type D et d’une tache de
chaque type A, B et (' dont le triplet correspondant est dans le sous-ensemble
M. Le temps de traitement de, chacun de, ces batchs est égal a |M| + 1.

La date de fin de traitement de cet ordonnancement est égale a (|M|—q)|M|+q(|M|+
) =M +q.
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D2 D4 D17A17B27CI D37A27B1702

0 4 8 13 18 temps

Fia. 5.4: Solution du probleme BSCG correspondant a la solution du probleme 3DM
de la ﬁgure 5.3 (M/ = {(xlvy%zl)? (x27y1722)})'

Inversement, supposons que le probleme BSCG a une solution avec une date de fin de
traitement inférieure ou égale a |[M|* + q.

Il n’est pas difficile de voir qu’il est impossible d’avoir une date de fin de traitement
inférieure & |[M|* 4 ¢, car le nombre de taches du stable S est |M| et chacune de ces
taches est compatible avec, exactement, trois taches (au nombre de 3¢) de la clique | K|
ayant un temps de traitement égal a |[M|+ 1. Donc, il y a ¢ batchs ayant, chacun, un
temps de traitement égal a [M|+ 1 (car |M|? + ¢ mod |[M| = q < |M| < |M| + 1).
dans chacun de ces batchs, il y a une tache de type A, une tache de type B et une
tache de type C (selon le graphe de compatibilité scindé (7). Ainsi, dans les ¢ triplets
correspondant aux ¢ batchs contenant, chacun, une tache de type A, une tache de type
B et une tache de type C, il y a exactement x1,...,2, , y1,...,Y; €t 21,...,2,. Il s’en
suit que le probleme 3DM a une solution. g

Par le théoreme précédent, il vient que le probleme B1/G = (S, K; E),b > n/Cqn est
NP-difficile méme si les taches du stable S ont toutes un méme temps de traitement
égal a p et les taches de la clique A" ont toutes un méme temps de traitement égal a

p+1.
Comme un graphe scindé est un graphe a cordes [67] alors le probleme est, aussi,

NP-difficile pour les graphes triangulés.

5.1.2 Ordonnancement dynamique?

Nous montrons, dans ce sous-paragraphe, que le probleme est NP-difficile lorsque les
temps de traitement des taches sont tous identiques et les dates de disponibilité des
taches ne sont pas toutes nulles.

Théoreme 5.3 Le probleme B1/G = (S, K; E),b=2,r;,p; = 1/Chu est NP-difficile

au sens fort.

Preuve. Considérons le probleme de décision BSCG associé a ce probleme.

2. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [17]
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Etant donné une instance arbitraire du probleme TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3

SAT, nous construisons une instance du probleme BSCG comme suit :

A chaque variable booléenne x; est associée huit taches: les trois premieres taches,
, ’ " , . . . .
notées par T;, T, et T, , représentent le choix d’avoir x; = vraz; les trois autres,

notées par I, F| et I, représentent I'alternative z; = fauz, et les deux taches
restantes, notées par G; et E;, sont pour la prise de décisions. Le nombre total

de taches est 24m.
- Toutes les taches ont un méme temps de traitement égal a 1.
- Les dates de disponibilité sont données a la table 5.1.

- Toutes les taches T}, F;, F; et G; pour ¢t = 1,...,3m sont compatibles entre elles,
elles forment la clique K. Toutes les taches TZ»/, TZ»”, FZ»/ et FZ»” pour : =1,...,3m
sont incompatibles entre elles, elles forment le stable S. Les autres contraintes
de compatibilité sont définies entre les taches ayant un méme indice i, elles sont

données a la figure 5.5.

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inférieur ou égal a 12m?

Tache Date de disponibilité
T; Tm — 2t(7)

T 9m — s(7)

T 3m — u(e)

F; Tm — (1)

P 8m — 2s(7)

E Tm — 2u(i)

E; 0

G 9m

TAB. 5.1: Dates de disponibilité des taches indicées 1.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous allons
montrer que TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT a une solution si et seulement

si BSCG a une solution.
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Clique Stable

Fic. 5.5: Graphe de compatibilité scindé des taches indicées 1.

Supposons que TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT a une solution (il existe une
affectation de la valeur de vérité "vrai” aux variables booléennes de X telle que chaque
clause de C' a exactement une variable booléenne ayant la valeur de vérité "vrai”).
Nous construisons une solution pour BSCG comme suit: (voir les figures 5.6 et 5.7)

- Pour chaque variable booléenne x; ayant une affectation ”vrai”, ordonnancer les
taches suivantes dans un méme batch.

— E; et T a linstant 3m — u(7),

K3

Fy et I a linstant 7m — ¢(i),

— Ty et T a linstant 9m — s(7) et
— G, et F! & Vinstant 12m — 1.

K3

- Pour chaque variable booléenne x; ayant une affectation "faux”, ordonnancer les
~ ! A \ . .
taches G; et T, dans, un méme batch, a 'instant 12m — 1.

- Pour chaque paire x; et x; de variables booléennes ayant une affectation "faux”
et

— pour chaque clause C,, (v = 2m+1,...,3m), ordonnancer a I'instant 7m—2u
et Tm—2u+1, respectivement, les deux taches F; et F; dans un méme batch
et les deux taches F; et F;/ dans un méme batch, telles que u(i) = u(j) = u
(les dates de disponibilité des taches F! et F;/ sont égales a Tm — 2u).

— pour chaque clause C; (t = m+1,...,2m), ordonnancer a 'instant 7m — 2¢
et Tm — 214 1, respectivement, les deux taches T} et T, dans un méme batch



CHAPITRE 5. GRAPHE SCINDE 71

et les deux taches T} et T;/ dans un méme batch, telles que t(i) = t(j) = ¢
(les dates de disponibilité des taches T; et T sont égales a Tm — 2t).

— pour chaque clause Cs (s = 1,...,m), ordonnancer a I'instant 8m — 2s et
8m — 2s + 1, respectivement, les deux taches F; et I dans un méme batch
et les deux taches Fj et F]/ dans un méme batch, telles que s(i) = s(j) = s

(les dates de disponibilité des taches F| et F]/ sont égales a 8m — 2s).

K3

L’ordonnancement obtenu est représenté par la figure 5.6.

iaffect. vral de C’ui affect. vrai de C’tiaffect. vral de CSE reste des i
| vrai i faux 1 faux ivrai . faux ivrai ' taiches :
T e
s BE & E 0 BnopE o L :
S A YR S |
T N at T et LT oo N L N} !

i 2m E 2m T i i
mT”i o2m F" omT" imF/ om F' imT/ m '+ 2mT"
0 m 3Im dm 6m 8m  9m 12m temps
Fic. 5.6: Ordonnancement des taches du probleme BSCG.
raffect. vrai de ', affect. vrai de Cyiaffect. vrai de C51  reste des |
'vrai ' faux ' faux 'vrai ! faux !'vrai ' tiches !
iyl oal g oai e
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F1G. 5.7: Solution du probléme BSCG correspondant a la solution (x; = vrai, xg = vrai
et ¥; = faux pour v = 2,3,4,5) du probléeme TRIPARTITE-ONE-THREFE 3-3 SAT :
X ={xy,...,x6}, m=2et F=(x1VaaVas)A(xsVasVag) Az VagVas)A(egV
23V ae) A (21 VasVag) A(xsVasV ag).

Inversement, supposons qu’il existe un ordonnancement avec une date de fin de trai-
tement C,,, < 12m. Comme le nombre total des taches du stable S est égal a 12m,
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alors C,,4; = 12m et deux taches de la clique K ne peuvent pas appartenir a un méme
batch. Ainsi, dans chaque batch, nous avons une tache de la clique K (T, F;, F; ou
;) et une tache du stable S (T;, T, F/ ou F/'). De la structure du graphe scindé de

compatibilité, nous concluons que pour chaque i, les huit taches T3, Fi, F;, Gi, T:, T/,

J 24

1 . .
© et I ne peuvent s’ordonnancer que selon les deux alternatives de configuration de

batchs suivantes:

I I 1 1
(a) T; avec T;, G; avec F:, F; avec F, et E; avec T, , ou

(b) T; avec TZ»”, (G; avec TZ»/, F; avec FZ»/ et F; avec FZ»”.

Les dates de disponibilité impliquent que toutes les 3m (&; taches doivent étre ordon-
nancées dans l'intervalle de temps [9m, 12m], et toutes les 3m E; taches doivent étre
ordonnancées dans 'intervalle de temps [0, 3m] (car les taches T; et F; sont disponibles
apres I'instant 3m).

Des considérations précédentes, nous avons:

— m des 3m T, taches doivent étre ordonnancées, avec m des 3m E; taches, entre
I'instant 0 et I'instant m (car les taches F sont disponibles aprés I'instant m).

— Aussi, 2m des 3m T; taches doivent étre ordonnancées, avec les 2m T, téaches
restantes, dans 'intervalle de temps [3m, 5m] (car les taches F; sont disponibles
aprés U'instant 5m et les taches T sont disponibles apres I'instant 8m).

— Ainsi, 2m des 3m I/ taches doivent étre ordonnancées, avec les 2m F; taches
restantes, dans U'intervalle de temps [m, 3m], et les m F" taches restantes doivent
étre ordonnancées dans l'intervalle de temps [5m, 6m] (car toutes les taches 7' et
F/ sont disponibles apres I'instant 6m) avec m des 3m F; taches.

— Aussi, 2m des 3m FZ»/ taches doivent étre ordonnancées dans l'intervalle de temps
[6m,8m] (car les taches T, sont disponibles aprés I'instant 8m) avec les 2m F;
taches restantes.

— Donc, les mT; taches restantes doivent étre ordonnancées dans l'intervalle de
temps [Sm, 9m] avec m des 3m T taches.

. ' TN . N ,
— Finalement, les m F; et 2m T, taches restantes doivent étre ordonnancées, entre

I'instant 9m et 'instant 12m, avec les 3m G; taches.
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Nous concluons que nous avons m sous-ensembles de taches (T;, F;, E;, G, T, T/, I/ et
F") qui apparaissent dans la configuration (a) et les 2m autres dans la configuration (b).
En procédant par récurrence sur s (s = 1,...,m), il vient des dates de disponibilité
des taches T' que, pour chaque s, les taches T; et T, ordonnancées dans un méme
batch a 'instant 9m — s, doivent avoir 'indice 7 tel que s(i) = s. Il s’en suit aussi
que, & partir des dates de disponibilité des taches F', que pour chaque s, les taches
F; et F]/ ordonnancées dans un méme batch a l'instant 8m — 2s et les taches F}, et F),
ordonnancées dans un méme bacth a 'instant 8m — 2s+ 1, doivent avoir les indices j et
k tels que s(j) = s(k) = s. Par des récurrences analogues sur ¢t (t =m+1,...,2m) et u
(u=2m+1,...,3m), respectivement, on montre que les taches F; et F, ordonnancées
dans un méme batch a l'instant 7m — ¢, doivent avoir I'indice 7 tel que t(:) =t et les
taches F; et T, , ordonnancées dans un méme batch a I'instant 3m — u, doivent avoir
I'indice ¢ tel que u(i) = w. Il vient que les m variables booléennes pour lesquelles les
sous-ensembles de taches correspondants apparaissent dans la configuration (a) auront
I’affectation "vrai” et les 2m autres variables booléennes auront 'affectation ”faux”,

ainsi nous avons une aflectation de valeur de vérité ”vrai” satisfaisant la fonction

booléenne F du probleme TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT. g
Théoreme 5.4 Le probléeme B1/G = (S, K; F),b=3,r;,p; = 1/Cpas est NP-difficile.

Preuve. Considérons le probleme de décision BSCG associé a ce probleme.

Etant donné une instance arbitraire du probleme 3DM, nous construisons une instance
du probleme BSCG comme suit :

Arrangeons l'ensemble M de sorte que M = M, U...U M, ou chaque sous-ensemble
M; contient tous les triplets contenant I’élément ;.

Les taches du probleme d’ordonnancement sont partitionnées en 4 groupes:

Les taches de type A, notées par A;; (1 = 1,...,q et 7 = 1,...,|M;]) et ayant

1—1
une date de disponibilité égale a Y~ |M;| (pour i = 1 nous avons Ay; = 0).
k=1

— Les taches de type B, notées par B; (i = 1,...,q) et ayant une date de disponi-
bilité nulle.

— Les taches de type C, notées par C; (i = 1,...,q) et ayant une date de disponi-
bilité nulle.

cqget g =1,002(|Mi] — 1)) et

— Les taches de type D, notées par D;; (1 = 1,
{j+1
2

ayant une date de disponibilité égale a ry,, + (r4,, est la date de disponibilité

de la tache r4,; ).
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Toutes les taches ont un temps de traitement égal a 1.

Les taches de type A sont incompatibles entre elles (elles forment le stable S de taille
|M| dans le graphe de compatibilité ) et les taches de types B, C' et D sont toutes
compatibles (elles forment la clique de taille 2| M| dans le graphe de compatibilité G).
Le nombre total de taches est égal a 3|M]|.

- Chaque tache de type A est associée a un élément de M.
- Chaque tache de type B est associée a un élément de Y.
- Chaque tache de type C est associée a un élément de Z.

Nous construisons les autres arétes du graphe de compatibilité G comme suit (voir
I’'exemple de la figure 5.8):

- Chaque tache A;; (associées au triplet (¢ ), Yg(i,j)s Zn(ij))) st compatible avec
les deux taches By ;) et Ch ).

- Chaque tache A;; est compatible avec les taches D pour k= 1,...,2(|M;| —1).

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inférieur ou égal a y = |M|?

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que 3DM a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Comme le nombre de taches est égal a 3| M|, alors, il y a |M| batchs et, dans chacun,
il v a 3 taches. Notons ces batchs par B;; (i = 1,...,qet j=1,...,|M]).

Premierement, supposons que le probleme 3DM a une solution, c.-a-d. qu’il existe
un sous-ensemble M’ C M telle que |M'| = ¢ et M’ ne contient pas deux éléments
identiques de X UY U Z. On construit une solution pour le probleme BSCG comme
suit (voir la figure 5.9):

- Chaque batch By (pour ¢ = 1,...,¢q) est composé d’une tache de type B, d'une
tache de C et d’une tache de type A;;, correspondant au triplet du sous-ensemble

M.

- Le reste des |M| — ¢ batchs B;; (pour j # 1) sont composés de deux taches de
type D (les taches D; 5;_1)—1 et D;(j—1)) et une tache de type A dont le triplet
correspondant n’est pas dans le sous ensemble M’.
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Stable Clique

Fic. 5.8: Graphe de compatibilité et dates de disponibilité correspon-
dant a Uinstance X = a2} , Y = Ay} , 72 = {z1,22} et
M = {(x17y2721)7(x17y1721)7(x%yle?)v(x?vy?le)} = {(xlvy%zl)v(xlvylvzl)} U
{(22, 51, 22), (22,2, 21) }-

Les dates de disponibilité de ces taches sont respectées et la date de fin de traitement
de cet ordonnancement est égal a |M|.

Réciproquement, supposons que le probleme BSCG a une solution avec une date de fin
de traitement inférieure ou égale a |M]|.

Considérons l'instant [M] et les |M,| dernieres taches Ag1, ..., Ay, Leurs dates de
q—1

disponibilité sont égales a Y. |M;| = |M| — |M,| et elles sont incompatibles entre
=1

elles. Donc, elles seront ordonnancées séparément dans les |M,| batchs By, ..., By,)-

Comme les dates de disponibilité des taches Dy; (5 = 1,...,2(|M,| — 1)) sont égales

a |[M|—|M,| + {%}, alors, pour j = 1,...,|M,| — 1, les deux taches D,q;_1 et D, 2;

seront ordonnancées dans le méme batch B, ;4. Finalement, dans le batch B, seront

ordonnancées avec une tache de type A, une tache de type B et une tache de type C
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A117B27CI A127D117D12 A217B17CQ A227D217D22

0 1 2 3 4 temps

FiG. 5.9: La solution du probleme BSCG correspondant a la solution du probléeme 3DM
de la ﬁgure 5.8 (M/ = {(xlv Y2, Zl)? (x27 Y, 22)})

(car ce sont les seules taches restantes compatibles avec la tache de type A).

2
En considérons les instants | M| —|M,|, |M|—(|M,|+|M,_1|), ..., |M|=3" |M;| = | M|,
1=q

nous obtenons, récursivement et de la méme maniere, que les batchs B,_q1,..., B3
contiennent une tache de type A, une tache de type B et une tache de type C. Donc,
dans les ¢ triplets, correspondant aux ¢ batchs By, ..., Byy,1ly a exactement 4, ..., 2,
Yty Yg et 21, ..., 2, Il s7en suit que le probleme 3DM a une solution. g

Théoreme 5.5 Le probleme B1/G = (S, K; E),b=k,r;,p; = 1/Chx est NP-difficile
pour k > 4.

Preuve. Considérons le probleme de décision BSCG associé a ce probleme.

Etant une instance arbitraire du probleme 3DM, nous construisons une instance du
probleme SP comme suit :

Les taches du probleme d’ordonnancement sont partitionées en 4 groupes:

— Les taches de type A, notées par A; (i = 1,...,q) et ayant une date de disponi-
bilité égale a | M| — q.

— Les taches de type B, notées par B; (i = 1,...,q) et ayant une date de disponi-
bilité égale a | M| — q.

— Les taches de type C, notées par C; (i = 1,...,q) et ayant une date de disponi-
bilité égale a | M| — q.

— Les taches de type D, notées par D; (i = 1,...,|M]|) et ayant une date de
disponibilité égale a 0.

Toutes les taches ont un temps de traitement égal a 1.
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Le nombre total de taches est égal & |M| + 3g et b = k avec k > 4.

Chaque tache de type A est associée a un élément de X.

- Chaque tache de type B est associée a un élément de Y.

Chaque tache de type C' est associée a un élément de 7.

Chaque tache de type D est associée a un élément de M.

Nous construisons les arétes du graphe de compatibilité scindé G comme suit (voir
I’exemple de la figure 5.10):

Stable Clique
0 2
0 2
0 2
0 2
2
2

Fic. 5.10: Dates de disponibilité et graphe de compatibilité scindé correspondant a
Uinstance X = {xy,22} , Y = {yi,02} , 7 = {z1,22} et M = {(x1,y2,71),
(xlvy17Zl)}(x%y1722)}(x27y2721)} de 3DM.

- Les taches de types A, B et (' sont toutes compatibles entre elles (elles forment
la clique K de taille 3¢).
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- Les taches de type D sont incompatibles entre elles (elles forment le stable S de
taille |M]).

- Chaque tache D; (associée au triplet (., Yy, 2n())) est compatible avec les
trois taches Ay, Byi) et Cp)-

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inférieur ou égal a y = |M|?

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que 3DM a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Premierement, supposons que le probleme 3DM a une solution, c.-a-d. qu’il existe
un sous-ensemble M’ C M telle que |M'| = ¢ et M’ ne contient pas deux éléments
identiques de X UY U Z. On construit une solution pour le probleme BSCG comme
suit (voir la figure 5.11):

- Les |[M| — ¢ premiers batchs sont composés chacun d’une seule tache de type D
et sont ordonnancées dans 'intervalle de temps [0, | M| — ¢.

- Les g batchs restants sont composés d’une tache de type D et une tache de chaque
type A, B et C dont le triplet correspondant est dans le sous-ensemble M’. Ces
batchs sont ordonnancés dans 'intervalle de temps [|[M| — g, |M]].

La date de fin de traitement de cet ordonnancement est égal a |M].

D2 D4 D17A17B27CI D37A27B1702

0 1 2 3 4 temps

Fia. 5.11: Solution du probleme BSCG correspondant a la solution du probleme 3DM
de la figure 5.10 (M' = {(x1,Y2, 21), (2, y1, 22) } ).

Inversement, supposons que le probleme BSCG a une solution avec une date de fin de
traitement inférieure ou égale a | M.

Dans le stable S il y a |[M] taches incompatibles entre elles, donc le nombre total de
batchs est égal & | M| ayant, chacun, une tache de type D. Comme les taches de type A,
B et C' ont une date de disponibilité égale a |M| — ¢, alors dans chacun de ces batchs,
ordonnancés apres U'instant |[M| — ¢, il y a une tache de type A, une tache de type B
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et une tache de type C (selon le graphe de compatibilité scindé ). Ainsi, dans les ¢
triplets correspondant aux ¢ derniers batchs contenant, chacun, une tache de type A,
une tache de type B et une tache de type C, il y a exactement xy,....2, , y1,...,Y,
et z1,..., 2, Il sen suit que le probleme 3DM a une solution. g

Du théoreme précédent, il en découle que le probleme B1/G = (S, K; E),b > n/Cpaz
est NP-difficile méme si les taches du stable S ont toutes une date de disponibilité nulle
et les taches de la clique A ont toutes une méme date de disponibilité.

Comme un graphe scindé est un graphe triangulé [67] alors le probleme est, aussi,
NP-difficile pour les graphes triangulés.

5.2 Problemes polynomiaux

Nous proposons, dans ce paragraphe, quelques algorithmes polynomiaux exacts pour
résoudre le probleme dans le cas ou le graphe de compatibilité serait un graphe scindé.

5.2.1 Ordonnancement statique?

Nous considérons, dans ce sous-paragraphe, le cas ou les dates de disponibilité des
taches sont toutes nulles.

capacité finie de la machine

Nous considérons, le cas ou les temps de traitement des taches sont tous identiques et
ou la capacité de la machine a traitement par batch est quelconque. Un algorithme po-
lynomial, basé sur I"algorithme du flot maximum dans un réseau, est donné ci-dessous.

Algorithme MFA ;
début

1- Construire un réseau R = (V| E’,C) comme suit (voir I’exemple de la figure
5.12):
— Connecter la source s a chaque sommet de la clique K par un arc de
capacité égale a 1;

— Connecter chaque sommet du stable S au puits p par un arc de capacité
égale a b—1;

3. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [15] et soumis
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— Un sommet de la clique K et un sommet du stable S sont connectés par
un arc de capacité égale a 1 si et seulement si ces deux sommets sont
connectés dans le graphe de compatibilité G;

2- Déterminer un flot maximum f dans le réseau R;

3- La solution optimale est:

— Chaque tache du stable S sera ordonnancée, dans un meéme batch, avec
les taches de la clique K correspondant aux arcs ayant un flux entrant

égal a 1;
— Le reste des taches de la clique K seront ordonnancées dans [WW
batchs;
K|—
4— Cmax — |S| —I_ ’V|X|b f—‘ ;

fin.

FiG. 5.12: (a) Un graphe scindé G=(S,K;E) et (b) le réseau correspondant R =
(V,E',C).

Théoreme 5.6 L algorithme MFA résout le probléme B1/G = (S, K; E),b,p; = 1/Chiaz
en O(n?).
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Preuve. La date de fin de traitement du probleme avec un graphe de compatibilité

complet est égale a [%1 Donc, comme les taches du stable S sont incompatibles entre
elles, la date de fin de traitement de I'ordonnancement, de toute solution réalisable,
s’écrit |S| + [MW ou f est le nombre de taches, de la clique K, ordonnancées avec

b
les taches du stable S. Minimiser |.S| + PKL_f
ser le nombre de taches, de la clique K, ordonnancées avec les taches du stable S. Par
conséquent, maximiser le flot du réseau R construit par I’algorithme MFA. La construc-
tion du réseau est de l'ordre de O(]S||K|). Comme le réseau est sans cycles et le flot
maximum est | K|, alors, la complexité du probleme pour trouver un flot maximum est
O(|S||K|?), par la méthode "minimum cost augmentation”[118]. Donc, la complexité

de I'algorithme MFA est O(n?). O

W, revient a maximiser f. Donc, maximi-

Exemple 5.1 Considérons 'ordonnancement de 6 taches Ty, ..., Ty sur une machine
a traitement par batch de capacité égale a 3. Les temps de traitement des taches sont
tous égaur a 1. Le graphe de compatibilité est donné a la figure 5.12a.

L’exécution de 'algorithme donne:

1- Le réseau est donné a la figure 5.12b avec b = 3;
2-f=3;

3- Les batchs sont :

By ={T1,,T4};
B2 = {T17T37T5};
By = {15} ;

4_Cmaw:3_ﬁ:3;

3

L’ordonnancement optimal est représenté par la figure 5.13.

T27 T4 T17 T37 T5 T6

0 1 2 3 temps

Fic. 5.13: L’ordonnancement optimal de 'exemple 5.1.

Capacité infinie de la machine

Dans le cas ou les temps de traitement des taches seraient tous identiques nous donnons,
ci-dessous, un algorithme linéaire pour le résoudre.
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Algorithme LA3;
début

1- Affecter chaque tache du stable S a un batch (notons ces batchs par By, ..., Bjg|);

2- Pour i :=1 a |5] faire
affecter au batch B; toutes les taches de la clique K" compatibles avec ses taches
fait ;

3- 571l existe une tache de la clique A" qui n’est pas compatible avec, au moins,
une tache du stable S, alors affecter le reste des taches au méme Bjg;1 ;

fin.

Théoreme 5.7 L’algorithme LASZ résout le probléme B1/G = (S, K; E),b > n,p; =
1/Craz €n O(n).

Preuve. Ce probleme est équivalent au probleme de la partition minimum en cliques
du graphe a cordes G, qui est a été résolu et discuté dans la littérature. Chaque tache
de la clique K est connectée a, au moins, une tache du stable S ou non. Dans le premier
cas Chqp = |5 et dans le second Cher = |S] + 1. Cette propriété est vérifiée en O(n).
O

Considérons, maintenant, ’algorithme MWMAA donné ci-dessous, qui résout le prob-
leme lorsque les taches du stable S ont toutes un méme temps de traitement égal a p
et chaque tache du stable S est compatible avec, au plus, deux taches de la clique K
ayant un temps de traitement supérieur a p.

Algorithme MWMAA ;

début

1- 20 := |S|p + max{pi};

2- Affecter toutes les taches du stable S aux différents batchs By, ..., Big|;

3- 571l existe, une tache de la clique K, ayant un temps de traitement supérieur
a p et non compatible avec, au moins, une tache du stable S, alors, affecter
toutes les taches de la clique K au batch Bjs41 et stop; cette solution est
optimale ;

4- Affectation des taches de la clique K ayant un temps de traitement inférieur
ou égal a p;

— Affecter toutes les taches non compatibles avec, au moins, une tache du

stable S au batch Bjg41;

— Affecter toutes les taches compatibles avec, au moins, une tache du stable
S au batchs appropriés de By,..., Bjg;

5- Construction du graphe valué GG = (V, F);

— Soit V I'ensemble des indices des taches restantes de la clique K (ayant
un temps de traitement supérieur a p et compatible avec, au moins, une

tache du stable S);
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—(1,7) est dans E si et seulement si les taches T; et T; sont compatibles
avec une méme tache du stable 5';

— Chaque aréte (i,7) € E est valuée par min{p;, p;} — p;

6- Déterminer un couplage M de poids maximum dans le graphe G = (V, E);
Z= % max(n) b 2 g (S04 M= VD s

(T:,T)eM
(pbisj+1 = 0 si Bigj41 est vide)
8- Si Z < Z0 et toutes les taches restantes de la clique K sont ordonnancées avec
les taches du stable S
alors La solution optimale est :

— Pour chaque couple de M, ordonnancer ses deux taches dans un méme
batch avec la tache correspondante du stable 5.

— Les autres taches sont ordonnancés chacune avec une tache du stable 5.
sinon La solution optimale est :

— Les taches du stable S sont ordonnancées seules.

— Les taches de la clique K sont ordonnancées dans le batch Bjg1;.
fsi;

fin.

Théoreme 5.8 L algorithme MWMAA résout le probleme B1/G = (S,K;E),b >

n/Cpaz €n temps polynomial sous les conditions suivantes :

a) les temps de traitement des taches du stable S sont tous identiques a p et

b) chaque tiche du stable S est compatible avee, au plus, deux taches de la clique K
ayant un temps de traitement supérieur a p.

Notons cette condition par: ps =pet |[{1; € K/ (1,5) € E et p; > plres| < 2.

Preuve. Il est claire que, dans une solution optimale, les taches du stable S sont
ordonnancées dans des batchs différents By, ..., B|g| et le nombre de batchs est soit
égal a |5, soit égal a |S|+ 1. Aussi, il existe une solution optimale ou toutes les taches
de la clique K ayant un temps de traitement inférieur ou égal a p sont ordonnancées

dans les batchs By,..., Bys|.

Considérons le cas ou toutes les taches restantes de la clique K, ayant un temps de

traitement supérieur a p, sont ordonnancées dans le méme batch Bjg41. 571l existe une

meilleure solution (c.-a-d. Crar < |S|p+ ¥1aj>g{pi}), alors, toutes les taches de la clique
€K

K, ayant un temps de traitement supérieur a p, doivent étre ordonnancées dans les

batchs By, ..., Bjg. Car la tache ayant le plus long temps de traitement doit étre dans

I'un des batchs By, ..., Bjg| et (a0 doit étre supérieur ou égal a (].5| — 1)p—|—1%nal>g{pi}—|—
€K
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pbisi+1 = |S|p + %ngic{pz} + (pbisj+1 — p) > |Slp + %ng;f{pz} si le batch Bjgj41 contient

une tache de la clique K ayant un temps de traitement supérieur a p, ce qui absurde.

Donc, s’il existe une tache de la clique K, ayant un temps de traitement supérieur a
p et non compatible avec, au moins, une tache du stable 5, on construit une solution
optimale simplement en affectant toutes les taches de la clique K au batch Bjg|41.

Maintenant, affectons toutes les taches de la clique K non compatibles avec, au moins,
une tache du stable S et ayant un temps de traitement inférieur ou égal a p au batch
Bjsj41. Aussi, affectons chaque tache de la clique K compatible avec, au moins, une
tache du stable S et ayant un temps de traitement inférieur ou égal a p au batch
approprié de By, ..., Byg|.

Supposons que toutes les taches restantes de la clique K (soit H ’ensemble de ces
taches) doivent étre ordonnancées avec les taches du stable S (chacune de ces taches
sera ordonnancée avec une tache du stable 5). Comme chaque tache du stable S est
compatible avec, au plus, deux taches de H, alors le temps de traitement du batch
contenant une tache du stable S est égal soit a p si aucune tache de H n’est ordon-
nancée dans ce batch, soit a p; si une tache (7;) de H est ordonnancée dans ce batch, soit
a max{p;,p;} si deux taches (T; et T;) de H sont ordonnancées dans ce batch. La date
de fin de traitement est, donc, égal a pbs11 + |S|p + > (max{ps,,pt, } —
aohee (T ) e
p) + B‘wnt;am une(psi —p)  (pbsjp1 = 0 si Bjgp1 est vide). Comme pbisi41 + |S|p
tache (Ts;) de H
est une constante, alors, il suffit de minimiser > (max{ps,,pe.} — p) +
e (T ) e
(ps; = p)-

B; contenant une
tache (Tsi) de H

Considérons le sous-ensemble F' = { tache du stable S compatible avec deux taches de

.

) { 1 sila tache T; € F et la tache T; € H sont compatibles
Soient a;; =

(0 sinon

et ¢; = max{ps,,ps, } (si les deux taches Ty, et T}, sont compatibles avec la tache T; € F').

Le modele linéaire correspondant a ce probleme est :

|| |H| ||

min Crar = (2 (¢ — p)a;) + ;(1 - ;az’m)(}?j —p)

=1
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|F|
s.C. Z amxz S 1 pour .] - 1 |H|
:1;26{01} pour 1 = 1,. |F|
ou

1 si les taches Ty, et T}, sont ordonnancées avec la méme tache T; € F
N :
! 0 sinon

||

— Y (¢; — p)z;: la somme des augmentations des temps de traitement des batchs
=1

contenant deux taches de H.
|H| 7| ) )

- Y (1= X aja;)(p; — p): la somme des augmentations des temps de traitement
7=1 =1
des batchs contenant une tache de H.
7] - . : o

— > aijz; <1 indique que chaque tache de H doit appartenir a, au plus, un batch
i=1

contenant deux taches.

Nous avons

|| |H| ||

Cmaac = E(Cz - p)xz + ];1(1 - 2; al]xl)(p] - p)

=1

|| |H| \H]| |F]

= Z(cz'—p)xﬁr];( p)—]E“Z ai;x;(p; — p)

=1

|| |H| |7 |H|
= Z;(cz - p)wz + jgl( p) - 22:1 ]Z g5 ( — p)
|H| || |H|
= ;(pj —p)+ ,:Zl(cz' —p- ; aij(p; — p));
|H| ||
= ];(pj —p) + ig(maX{pSi Pt —p— (ps; — ) — (pr, — P))Ti
|H| ||

= Z (pj - p) - Z (min{psmpti} - p)l‘Z

=1 =1

|H| |£]

> (p;—p) est une constante et est supérieure a y_ (min{ps,, p, } —p)a;. Donc, minimiser
7| . .

Crnaz est équivalent a maximiser Z Liz; ou [; = min{p,,,p;,} — p si la tache T; est

compatible avec les deux taches T, et T;,. Ainsi le modele linéaire se réduit au probleme
du couplage de poids maximum dans le graphe valué G = (V| E) ou V est 'ensemble
des indices des taches de H, (i,7) € F si et seulement si les deux taches T; et T} sont
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compatibles avec une tache du stable S et chaque aréte (7, j) est valuée par min{p;, p; } —
p.

Finalement,
Cnas = phispp +[Slp+ 52 (maz{ps,put—p)+ 5 (ps —p)
t&cZSS?Ti??%i) ZZEH t(zzche (Tsi) de H

=pbsi + |1Slp+ X max{p,p;} = [Mlp+ X pi— (|H]—=2|M|)p
(T.,T,)eM TigM

= > max{p,pit+ > pi+ (5] + |M[—[V])p+ pbisiq
(T,‘7 J)EM T:¢M

ou M est le couplage. O

Le nombre maximum d’arétes possibles dans le graphe G est |S]| et il existe un al-
gorithme pour le couplage de poids maximum en O(mn + n*logn) proposé par H.N.
Gabow [113]. Donc, la complexité de I’algorithme MWMAA est O(|S|| K|+ | K |*log| K1).

Par conséquent, 1’algorithme s’exécute en O(n?logn).

Exemple 5.2 Nous disposons de 12 taches Ty, ..., T3 a ordonnancer sur une machine
a traitement par batch d’une capacité infinie. Les temps de traitement des taches sont
donnés dans le tableau 5.2. Le graphe de compatibilité scindé est représenté par la figure

5.1

Ti || Ty | To | T5 | Ty | Ts | Te |17 | Ts | T | Tho | Thy | 112
pi|l 6 [ 87161935555 5 5

TAB. 5.2: Temps de traitement des taches de 'exemple 5.2.

L’exécution de 'algorithme donne:
1- 20 =5 x 6 + max{6,8,7,6,9,3} = 39;

2- Les 6 premiers batchs sont :

By = {T7} ; pbl =5
By ={Ts} ; pby=5
Bs ={Ts} ; pbs=5

By = {TIO} ; pb4 =5
Bs ={Tn} ; pbs=5 ;
Bs ={T2} ; pbs=5
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Stable Clique

Fic. 5.14: Graphe de compatibilité scindé de exemple 5.2.
3- Non;
4- B6 = {T127T6}; pb6 = 5,

5- Le graphe valué est représenté par la figure 5.15;

Fi1G. 5.15: Le graphe valué G = (V, E).

6- M = {(2,5),(3,4)};

-Z=9474+6+(6+2—-5)x5=37<39;

87
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8- La solution optimale est :

By = {17, T} i pby =6

By = {1} ; opby =5

By = {1y} ;o pba=5

By = {TIO} ;o pby = )

Bs = {T117T27T5} 7 pbs = )

Bg = {T127T67T37T4} i opbs =T
Crnaz = 37;

L’ordonnancement optimal est représenté par la figure 5.16.

T17T7 TS T9 TIO T27T57T11 T37T47T67T12

0 6 11 16 21 30 37 temps

Fic. 5.16: L’ordonnancement optimal de 'exemple 5.2.

5.2.2 Ordonnancement dynamique?

Nous considérons dans ce sous-paragraphe le cas ou le graphe scindé est complet ensuite
le cas ou les taches de la clique K sont toutes disponibles a 'instant 0.

Si chaque tache du stable S est compatible avec chaque tache de la clique K, alors on
peut penser a construire pour le stable S 'ordonnancement optimal pour le probleme
L/ri,p; = p/Cpasz, ensuite construire un ordonnancement réalisable avec une date
de fin de traitement supérieure ou égale a la date de fin de traitement de cet sous-
ordonnancement, qui est bien sur une borne inférieure. Soit ’algorithme DPAT suivant :

Algorithme DPAT1;
début

1- Ranger les taches du stable S suivant 'ordre croissant de leurs dates de dispo-
nibilité; (soit 74, ..., Tjs|)

2- 851 :=11;

3- Pour i :=2 a |9]
faire s5; := max{r;, sS;_1 + 1}
fait ;

4- Ordonnancer chaque tache T; du stable S a I'instant s.5;;

5- Ranger les taches de la clique K suivant l’ordre croissant de leurs dates de
disponibilité; (soit Tis|t1,- - ., Tjs+|K])

4. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [17]
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6- Pour j:=|S|+ 1 & |S]| + |K|
faire dK; := la plus petite date a laquelle on peut ordonnancer la tache T;
(la dates de disponibilité, les contraintes de compatibilité et la
capacité du batch sont respectés)

fait ;
7- Ordonnancer chaque tache 7T de la clique K a I'instant dA; ;

fin.

Théoreme 5.9 [ algorithme DPA1 résout le probléeme B1/G = (S, K; SxK),b,r;, p; =
1/Craz €n O(nlogn) (le cas ou le graphe scindé est complet).

Preuve. Dans ce cas, chaque tache du stable S est compatible avec toutes les taches
de la clique K.

Montrons qu’il existe une solution optimale ou chaque tache T; du stable S est ordon-
nancée exactement a 'instant s5; donné par ’algorithme DPA1. Supposons que, dans
une solution optimale, il existe une tache T; du stable S ordonnancée apres I'instant
sS5; (la tache T; est ordonnancée seule ou avec, au moins, une tache de la clique K). 3
cas peuvent apparaitre:

— aucun batch n’est ordonnancé a cet instant s5;. Dans ce cas, la tache T; est
simplement translatée et ordonnancée a l'instant s.5;.

— un batch contenant, seulement, des taches de la clique A est ordonnancé a I'ins-
tant s5;. Dans ce cas, permuter la tache T; avec une tache de ce batch.

— un batch contenant une tache du stable S et, éventuellement, des taches de la
clique K est ordonnancé a l'instant s5;. Dans ce cas, permuter les deux taches

du stable S.

En appliquant ce raisonnement au plus |S] fois, on obtient une solution optimale ou
chaque tache T; du stable S est ordonnancée avant ou a la méme date associée s.5;.
La tache T} doit étre ordonnancée a l'instant 557, car elle est disponible a cet instant
(sS1 =r1). La tache Ty doit étre ordonnancée a 'instant 55, car 53 = mawx{rz, s51 +

1}. En considérant les taches Ts,..., 15, on obtient, récursivement et de la méme
maniere, que les taches Ti,...,T|s doivent étre ordonnancées, respectivement, aux
instants s51,...,59s).

Supposons qu’il existe une solution By, ..., B;, Bix1,..., B, avec T, € B; et Ti € B;14
et ry > rp (c-a-d. dans 'ordonnancement, les taches de la clique K ne sont pas rangées
suivant l'ordre croissant de leurs dates de disponibilité apres avoir rangé les taches de
chaque batch suivant I'ordre croissant de leurs dates de disponibilité). Notons par y la
date de fin de traitement de cet ordonnancement. Formons, a partir de cette solution,

une nouvelle solution By, ..., B = B\ {1} U{Tw}, B{,; = Bipa \{Tw}U{1}},..., By
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et notons par y’' la date de fin de traitement de cet ordonnancement. Nous avons
Cb; < Ub; et C; < Cb; donc y' < y. Ainsi, il existe une solution optimale ot les taches
de la clique K sont rangées suivant ’ordre croissant de leurs dates de disponibilité.

Finalement, pour déterminer une solution optimale, il suffit, de ranger les taches de
la clique K suivant l'ordre croissant de leurs dates de disponibilité et ordonnancer
chacune d’elles, dans 1'ordre, a la plus petite date possible (en respectant la date de
disponibilité et la capacité du batch). O

Si les taches de la clique K ont une date de disponibilité nulle, alors il suffit de résoudre
le probleme 1/r;,p; = 1/Cpa pour les taches du stable S, construire un réseau de
transport et déterminer un flot maximum dans ce réseau. Pour avoir I’ordonnancement
optimal, il suffit de traiter les taches de la clique K ayant un flux égal a 1 avec une
tache du stable S dans un méme batch et le reste des taches de la clique K dans les
temps morts. Considérons ’algorithme DPMFA suivant :

Algorithme DPMFA ;

début

1- Ranger les taches du stable S suivant 'ordre croissant de leurs dates de dispo-
nibilité; (soit Ty, ..., Tjs|)

2- 851 =7y ;

3- Pour i :=2 a |9]
faire s5; := max{r;, sS;_1 + 1}
fait ;

4- Ordonnancer chaque tache T; du stable S a I'instant s.5;;

5- Soit X = {0,...,z} avec x > sS|g et ou chaque [i,7 + 1] ( € X) est un
intervalle de temps, et soit L ={x+1,..., 2+ |K|} ou chaque (sommet) x +1
correspond a la tache Tjg|4; de la clique K.

Définissons un réseau R, = (X U L, £, C) comme suit :

— Connecter la source s a chaque sommet ¢ € L par un arc de capacité égale
al;
— Connecter chaque sommet 7 € X au puits ¢ par un arc de capacité égale

ab—1sij€ {s5,...,85s} ouégale a bsij¢&{sS1,...,559};

— Connecter chaque sommet ¢ € L a tout sommet 7 € X \ {s5,...,554/},
par un arc de capacité égale a 1;

— Connecter un sommet ¢ € L a un sommet j € {sS51,...,s5g/} par un arc
de capacite égale a 1 si la tache Tis4i—» et la tache T; ayant sS; = j sont
compatibles ;

6- Soit ¢ le plus petit entier tel que 'ensemble ' = {0, ..., ¢} contient toutes les
valeurs sS5y,...,55g et % autres valeurs;
si g = 553
alors - Ordonnancer toutes les taches de la clique K dans les % intervalles

de temps libres;

- Cmaac = SS|S| + 17
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sinon - Déterminer, par dichotomie, le plus petit entier z (555 < 2 < q) tel
que le flot maximum, dans le réseau R, soit égal a |K| (toutes les
taches de la K sont affectées);

- Ordonnancer la tache Tig;; de la clique K a l'instant 57 € X si le flux
entre les sommets x + 1 et j est égal a 1;

_Cmaac:w‘l’l;

finsi ;

fin.

Théoréeme 5.10 L algorithme DPMFA résout le probléeme B1/G = (S,K; FE),b,rs,
r = 0,p; = 1/Cpar avec une complexité O(n%og%) (le cas ou les taches de la clique
K sont toutes disponibles a ['instant 0).

Preuve. Dans ce cas, chaque tache de la clique K est disponible avant, ou a la méme
date que, les taches du stable 5.

Montrons qu’il existe une solution optimale ou chaque tache T; du stable S est or-
donnancée exactement a l'instant s5; donné par I’algorithme DPMFA. Supposons que,
dans une solution optimale, il existe une tache T; du stable S ordonnancée apres I'ins-
tant s5; (la tache T; est ordonnancée seule ou avec, au moins, une tache de la clique
K'). 3 cas peuvent apparaitre:

— aucun batch n’est ordonnancé a cet instant s95;. Dans ce cas, le batch contenant
la tache T; est simplement translaté et ordonnancé a l'instant s.5;.

— un batch contenant, seulement, des taches de la clique A est ordonnancé a I'ins-
tant s5;. Dans ce cas, permuter les deux batchs.

— un batch contenant une tache du stable S et, éventuellement, des taches de la
clique K est ordonnancé a 'instant s95;. Dans ce cas, permuter les deux batchs.

En appliquant ce raisonnement au plus |S] fois, on obtient une solution optimale ou
chaque tache T; du stable S est ordonnancée avant ou a la méme date associée s.5;.
La tache T} doit étre ordonnancée a l'instant 557, car elle est disponible a cet instant
(sS1 =r1). La tache Ty doit étre ordonnancée a 'instant 55, car 53 = mawx{rz, s51 +

1}. En considérant les taches Ts,..., 15, on obtient, récursivement et de la méme
maniere, que les taches Ti,...,T)s doivent étre ordonnancées, respectivement, aux
instants s51,...,59s).

Pour ordonnancer les taches de la clique K, qui sont deux a deux compatibles et
disponibles a la méme date 0, il suffit de les affecter en utilisant la technique du flot
maximum définie dans ’algorithme DPMFA.
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La construction du réseau est de 'ordre de (|.S]+ %)|K| (on ne considere que |S|+ U%

sommets de X). Comme le réseau est sans cycles et le flux maximum borné par | K|,
alors, la complexité du probleme pour déterminer un flot maximum est O(|S|| K |*+ |Bb|3 )
en utilisant la méthode "minimum cost augmentation” [118]. Ainsi, la complexité de

cet algorithme est O(n’log¥) O

Exemple 5.3 Soient a ordonnancer 6 taches 11,15, 15, Ty,Ts et Tg sur une machine
a traitement par batch de capacité égale a 2. Les temps de traitement des taches sont
tous €gaux a 1. Les dates de disponibilité des taches sont données dans le tableau 5.3.
Le graphe de compatibilité scindé est représenté par la figure 5.17.

L\ |1y |15 | Ty | T5 | Ts
r, |1 12 (0 [0 [0 |O

TAB. 5.3: Dates de disponibilité des taches de ['ezemple 5.5.

F1G. 5.17: graphe de compatibilité scindé G = (S, K; F) de Uexemple 5.5.

L’exécution de 'algorithme donne:

-85 =1; 85 =2;
la tache T} est ordonnancée a 'instant 1;
la tache T; est ordonnancée a 'instant 2 ;

-g=3et FF={0,1,2,3};
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Fic. 5.18: Réseau Ry de exemple 5.3.

-x=2;

Le réseau correspondant Ry est représenté par la figure 5.18;

Les taches T5 et Ts sont ordonnancées a 'instant 0;

La tache T, est ordonnancée a I'instant 1;
La tache T5 est ordonnancée a I'instant 2;

Cmaac — 37

L’ordonnancement est représenté par la figure 5.19.

T57 T6

T17 T4

T27 T3

0

1

2

3 temps

Fic. 5.19: Ordonnancement de ['exemple 5.3.

93

Notons que cet algorithme résout, aussi, les problemes ou les dates de disponibilité des
taches du stable S3 ne sont pas toutes égales a 0.

Corollaire 5.11 L’algorithme DPMFA résout le probléme B1/G = (S,K;E),b

2,15, pi = 1/Chuas ot la condition 7si les taches T; (€ S) et T; (€ K ) sont compatibles
alors r; > r;7 est satisfaite (la tache T; est disponible avant, ou a la méme date que,
la date de disponibilité de la tache T;).
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Preuve. Remarquons que, si un batch Bj contient une tache T; € S avec d’autres
taches de la clique K alors la date de disponibilité de ce batch est égale a la date de
disponibilité de la tache T; c.-a-d. r;. Ainsi, la permutation de deux batchs dans le
preuve précédente est, aussi, possible. O

Aussi cet algorithme résout le probleme B1/G = (S, K; E),b=2,7;,p; = p/C ez avec
les conditions: r; = a;p pour i = 1,...,n et "si les taches T; (€ S) et T; (€ K)
sont compatibles alors r; > r;”. Il suffit, de résoudre le probleme avec «; comme
dates de disponibilité et, dans la solution optimale, multiplier toutes les dates de début
d’exécution par p.



Chapitre 6

Graphe biparti!

Nous considérons dans ce chapitre le cas d’un graphe biparti noté G = (S, S2; F). No-
tons que la taille de toute clique est inférieure ou égale a 2, donc toutes les contraintes
sur la taille du batch sont équivalentes a b = 2. Dans le premier paragraphe, nous mon-
trons que le probleme est difficile. Nous présentons, dans le second paragraphe, quelques
sous-problemes polynomiaux. Enfin, dans le dernier paragraphe nous présentons une
heuristique avec un rapport de performance dans le pire des cas egal a 2.

6.1 Probleme difficile

Nous montrons, dans ce paragraphe, que le probleme B1/G = (51, S9; E),b=2,r;,p; =
1/Cpnar est NP-difficile au sens fort.

Pour la preuve suivante, nous utilisons le probleme de décision ci-dessous, qui est
connu pour étre NP-Complet au sens fort [10], et utilisé dans la méme référence pour le
probleme d’ordonnancement a contraintes de ressources. Nous développons de nouvelles
idées, pour le probleme de 'ordonnancement par batchs avec un graphe de compatibilité
biparti, en s’inspirant des idées développées dans cette référence.

TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT: Etant donnés un ensemble X = {z; /
1 <¢ < 3m} de variables booléennes et une collection C' de 3m clauses sur X (c.-a-d.
une fonction booléenne ' = Cy A ... A (s, ou chaque clause C; est une disjonction),
tels que:

- aucune clause C; € (' ne contient une négation de variable booléenne.

1. Les résultats de ce chapitre sont publiés dans [18]
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- chaque clause C; € C a |C;] = 3.

- chaque variable z; € X apparait dans exactement trois clauses.

- 'ensemble des clauses est partitionable en trois sous-ensembles tels que chaque
variable booléenne apparait, exactement, une seule fois dans, exactement, une
seule clause de chaque sous ensemble.

Existe-t-il une affectation de la valeur de vérité ”vrai” aux variables booléennes de
X telle que chaque clause de C' a, exactement, une seule variable booléenne ayant la
valeur de vérité "vrai” ?

Les trois sous-ensembles de C' sont indicés C5 (s = 1,...,m) pour le premier sous-
ensemble, C; (t = m + 1,...,2m) pour le second et C,, (v = 2m + 1,...,3m) pour
le troisieme. Pour chaque variable x; € X (i = 1,...,3m), soient s(¢), (i) et u(7) les

indices des clauses ol z; apparait, c.-a-d. 2; € Uiy, Cisy et Cuy.

Théoréme 6.1 Le probleme Bl1/G = (S1,5%; E),b = 2,ri,p; = 1/Cpaz est NP-
difficile au sens fort.

Preuve. Considérons le probleme de décision BSCG associé a ce probleme.

Etant donné une instance arbitraire du probleme TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3

SAT, nous construisons une instance du probleme BSCG comme suit :

- A chaque variable booléenne x; est associée huit taches: les trois premieres taches,
, ’ " , . . . .
notées par T;, T, et T, , représentent le choix d’avoir x; = vraz; les trois autres,

notées par Fj, FZ»/ et FZ»”, représentent 'alternative x; = faux, et les deux taches
restantes, notées par G; et E;, sont pour la prise de décisions. Le nombre total

de taches est 24m.
- Toutes les taches ont un méme temps de traitement égal a 1.
- Les dates de disponibilité sont données a la table 6.1.

- Toutes les taches T}, F;, E; et G pour e = 1,...,3m sont incompatibles entre elles,
elles forment le stable S;. Toutes les taches T}, 1), I et F; pour i =1,...,3m
sont incompatibles entre elles, elles forment le stable S;. Les autres contraintes
de compatibilité sont définies entre les taches ayant un méme indice i, elles sont

données a la figure 6.1.
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Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inférieur ou égal a 12m?

Tache Date de disponibilité

T, Tm—20(0)
T 9m — s(7)
T/ 3m — u(e)
F Tm—t(i)
P 8m — 2s(7)
E Tm — 2u(i)
E; 0

G 9m

TAB. 6.1: Dates de disponibilité des taches indicées 1.

Stable 5] Stable S

Fic. 6.1: Graphe de compatibilité biparti des taches indicées 1.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous allons
montrer que TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT a une solution si et seulement

si BSCG a une solution.

Supposons que TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT a une solution (il existe une
affectation de la valeur de vérité "vrai” aux variables booléennes de X telle que chaque
clause de C' a exactement une variable booléenne ayant la valeur de vérité "vrai”).
Nous construisons une solution pour BSCG comme suit: (voir les figures 6.2 et 6.3)

- Pour chaque variable booléenne x; ayant une affectation ”vrai”, ordonnancer les
taches suivantes dans un méme batch.

— E; et T) alinstant 3m — u(i),
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— Fiet F! alinstant 7m — t(7),
— Ty et T a linstant 9m — s(7) et
— G, et F! alinstant 12m — 1.

K3

- Pour chaque variable booléenne x; ayant une affectation "faux”, ordonnancer les
~ ! A \ . .
taches G; et T, dans, un méme batch, a 'instant 12m — 1.

- Pour chaque paire x; et x; de variables booléennes ayant une affectation "faux”

et

— pour chaque clause C,, (v = 2m+1,...,3m), ordonnancer a I'instant 7m—2u

et Tm—2u+1, respectivement, les deux taches E; et F; dans un méme batch
et les deux taches F; et F;/ dans un méme batch, telles que u(i) = u(j) = u

(les dates de disponibilité des taches F; et F;/ sont égales a Tm — 2u).

K3

pour chaque clause C; (t = m+1,...,2m), ordonnancer a 'instant 7m — 2¢
et Tm —2t 41, respectivement, les deux taches T} et T dans un méme batch
et les deux taches T} et T;/ dans un méme batch, telles que t(i) = t(j) = ¢
(les dates de disponibilité des taches T; et T sont égales a Tm — 2t).

pour chaque clause Cs (s = 1,...,m), ordonnancer a l'instant 8m — 2s et
8m — 2s + 1, respectivement, les deux taches F; et I dans un méme batch
et les deux taches Fj et F]/ dans un méme batch, telles que s(i) = s(j) = s

(les dates de disponibilité des taches F! et F]/ sont égales a 8m — 2s).

L’ordonnancement obtenu est représenté par la figure 6.2.

affect. vrai de Cy aflect. vrai de Cyiaffect. vrai de C5i reste des |

| vrai i faux 1 faux ivrai i faux ivrai ' taiches i

T T ] T |

I : IS I E : Hl — : I I

& & 0 fiE £ IR |
T O T Y =

mEi 2m E 2m T imF 2m F imT Im G

mT”i o2m F" omT" imF/ om F' imT/ m ' +2mT'

0 m 3Im dm 6m 8m  9m 12m temps

Fic. 6.2: Ordonnancement des taches du probleme BSCG.
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F1G. 6.3: Solution du probléme BSCG correspondant a la solution (x; = vrai, xg = vrai
et ¥; = faux pour v = 2,3,4,5) du probléeme TRIPARTITE-ONE-THREFE 3-3 SAT :
X ={xy,...,x6}, m=2et F=(x1VaaVas)A(xsVasVag) Az VagVas)A(egV
23V ae) A (21 VasVag) A(xsVasV ag).

Inversement, supposons qu’il existe un ordonnancement avec une date de fin de traite-
ment C. < 12m. Comme le nombre total des taches dans chaque stable, 57 et S5, est
égal a 12m, alors, (., = 12m et dans chaque batch, nous avons une tache du stable
S1 (T, Fi, E; ou ;) et une tache du stable S, (T;, TZ»”, FZ»/ ou FZ»”). De la structure du
graphe biparti de compatibilité, nous concluons que pour chaque i, les huit taches T;
Fi, E;, Gi, T, T!', F/ et F." ne peuvent s’ordonnancer que selon les deux alternatives
de configuration de batchs suivantes:

! ! 1 1
(a) T; avec T, G; avec F;, F; avec F, et E; avec T, ,  ou

K3

(b) T: avec T\, Gy avec T:, I'; avec I et I; avec I .

K3

Les dates de disponibilité impliquent que toutes les 3m (&; taches doivent étre ordon-
nancées dans l'intervalle de temps [9m, 12m], et toutes les 3m E; taches doivent étre
ordonnancées dans 'intervalle de temps [0, 3m] (car les taches T; et F; sont disponibles
apres I'instant 3m).

Des considérations précédentes, nous avons:

H s . A ’ A
— m des 3m T, taches doivent étre ordonnancées, avec m des 3m [; taches, entre

I'instant 0 et I'instant m (car les taches F sont disponibles aprés I'instant m).

— Aussi, 2m des 3m T} taches doivent étre ordonnancées, avec les 2m T, téaches
restantes, dans 'intervalle de temps [3m, 5m] (car les taches F; sont disponibles

aprés U'instant 5m et les taches T sont disponibles apres I'instant 8m).
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— Ainsi, 2m des 3m I/ taches doivent étre ordonnancées, avec les 2m F; taches
restantes, dans U'intervalle de temps [m, 3m], et les m F" taches restantes doivent
étre ordonnancées dans l'intervalle de temps [5m, 6m] (car toutes les taches T} et

F/ sont disponibles apres I'instant 6m) avec m des 3m F; taches.

— Aussi, 2m des 3m FZ»/ taches doivent étre ordonnancées dans l'intervalle de temps
[6m,8m] (car les taches T, sont disponibles aprés I'instant 8m) avec les 2m F;
taches restantes.

— Donc, les mT; taches restantes doivent étre ordonnancées dans l'intervalle de
temps [Sm, 9m] avec m des 3m T taches.

. / / N . N ’
— Finalement, les m F; et 2m T, taches restantes doivent étre ordonnancées, entre

I'instant 9m et 'instant 12m, avec les 3m G; taches.

Nous concluons que nous avons m sous-ensembles de taches (1, F;, E;, Gy, T, T, F
et ') qui apparait dans la configuration (a) et les 2m autres dans la configuration (b).
En procédant par récurrence sur s (s = 1,...,m), il vient des dates de disponibilité
des taches T' que, pour chaque s, les taches T; et T, ordonnancées dans un méme
batch a 'instant 9m — s, doivent avoir 'indice 7 tel que s(i) = s. Il s’en suit aussi
que, & partir des dates de disponibilité des taches F', que pour chaque s, les taches
F; et F]/ ordonnancées dans un méme batch a l'instant 8m — 2s et les taches F}, et F),
ordonnancées dans un méme bacth a 'instant 8m — 2s+ 1, doivent avoir les indices j et
k tels que s(j) = s(k) = s. Par des récurrences analogues sur ¢t (t =m+1,...,2m) et u
(u=2m+1,...,3m), respectivement, on montre que les taches F; et F, ordonnancées
dans un méme batch a l'instant 7m — ¢, doivent avoir I'indice 7 tel que t(:) =t et les
taches F; et T, , ordonnancées dans un méme batch a I'instant 3m — u, doivent avoir
I'indice ¢ tel que u(i) = w. Il vient que les m variables booléennes pour lesquelles les
sous-ensembles de taches correspondants apparaissent dans la configuration (a) auront
I’affectation "vrai” et les 2m autres variables booléennes auront 'affectation ”faux”,
ainsi nous avons une affectation de valeur de vérité "vrai” satisfaisant la fonction

booléenne F du probleme TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT. g

6.2 Problemes polynomiaux

Nous considérons dans ce paragraphe le cas ou le graphe biparti est complet, ensuite
le cas ou les taches du stable S5 sont toutes disponibles a I'instant 0.

Si chaque tache du stable S; est compatible avec chaque tache du stable S,, alors on
peut penser a construire pour chaque stable S; et Sy I'ordonnancement optimal pour
le probleme 1/r;, p; = 1/C,,4,, ensuite fusionner ces deux sous-ordonnancements, pour
avoir un ordonnancement réalisable avec une date de fin de traitement supérieure, ou
égale, au maximum des dates de fin de traitement de ces deux sous-ordonnancements,
qui est évidemment une borne inférieure. Soit ’algorithme suivant :
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Algorithme DPA2;
début

1- Ranger les taches du stable S suivant 'ordre croissant de leurs dates de dis-
ponibilité; (soit Ty,...,T|s,)

2- 8511 :=ry;

3- Pour i :=2 a |5
faire s51; := max{r;, sS1;_1 + 1}
fait ;

4- Ordonnancer chaque tache T; du stable S a l'instant s51;;

5- Ranger les taches du stable S5 suivant l'ordre croissant de leurs dates de dis-

ponibilité; (soit Tis 415 - ,T|51|_|_|52|)
6- Pour j := |S|+ 1 & [S1| + |52]
faire s52; := la plus petite date a laquelle on peut ordonnancer la tache T;

(la date de disponibilité, les contraintes de compatibilité et la
capacité du batch sont respectés)
fait ;
7- Ordonnancer chaque tache T} du stable S; a I'instant s52; ;
fin.

Théoreme 6.2 [ algorithme DPAZ2 résout le probléme B1/G = (51, 59; 51 % 52),b =
2,15, pi = 1/Chaw en O(nlogn) (le cas ou le graphe biparti est complet).

Preuve. Dans ce cas, chaque tache du stable Sy est compatible avec toutes les taches

du stable S5.

Montrons qu’il existe une solution optimale ou chaque tache T; du stable S} est ordon-
nancée exactement a 'instant s51; donné par ’algorithme DPA2. Supposons que, dans
une solution optimale, il existe une tache T; du stable S; ordonnancée apres I'instant
s51; (la tache T; est ordonnancée seule ou avec, au moins, une tache du stable S3). 3
cas peuvent apparaitre:

— aucun batch n’est ordonnancé a cet instant sS1;. Dans ce cas, la tache T; est
simplement translatée et ordonnancée a l'instant s51;.

— un batch contenant, seulement, des taches du stable 53 est ordonnancé a I'instant
s51;. Dans ce cas, la tache T; est simplement translatée et ordonnancée a I'instant

SSL

— un batch contenant une tache du stable 5; et, éventuellement, des taches du
stable Sy est ordonnancé a I'instant s51;. Dans ce cas, permuter les deux taches

du stable 5;.
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En appliquant ce raisonnement au plus |S7] fois, on obtient une solution optimale ou
chaque tache T; du stable S est ordonnancée avant ou a la méme date associée s51;.
La tache Ty doit étre ordonnancée a l'instant s51;, car elle est disponible a cet ins-
tant (s5S1; = ry). La tache Ty doit étre ordonnancée a l'instant sS1y, car sS1y =
max{ry, s51; + 1}. En considérant les taches T5, ..., ts,|, on obtient, récursivement et
de la méme maniere, que les taches T1,...,T|s,| doivent étre ordonnancées, respective-
ment, aux instants sS1y,...,551g.

Supposons qu’il existe une solution By, ..., B;, Bix1,..., B, avec T, € B; et Ti € B;14
et ry > rp (c-a-d. dans 'ordonnancement, les taches du stable Sy ne sont pas rangées
suivant l'ordre croissant de leurs dates de disponibilité apres avoir rangé les taches de
chaque batch suivant I'ordre croissant de leurs dates de disponibilité). Notons par y la
date de fin de traitement de cet ordonnancement. Formons, a partir de cette solution,
une nouvelle solution By, ..., Bl = B\{T,}U{Tw}, Bi,; = B \{Tw }U{T}},..., By
et notons par y’' la date de fin de traitement de cet ordonnancement. Nous avons
Cb; < Ub; et C; < Cb; donc y' < y. Ainsi, il existe une solution optimale ot les taches
du stable Sy sont rangées suivant 1’ordre croissant de leurs dates de disponibilité.

Finalement, pour déterminer une solution optimale, il suffit, de ranger les taches du
stable Sy suivant 'ordre croissant de leurs dates de disponibilité et ordonnancer chacune
d’elles, dans 'ordre, a la plus petite date possible (en respectant la date de disponibilité
et la capacité du batch). O

Si toutes les taches du stable S ont une date de disponibilité nulle, alors on peut
penser a résoudre le probleme 1/r;, p; = 1/C,4, de la maniere suivante : construire un
couplage maximum, ensuite ordonnancer chaque paire de taches du couplage dans un
méme batch et le reste des taches (du stable S3) dans les temps morts. Considérons

I’algorithme DPMCMA suivant :

Algorithme DPMCMA ;
début

1- Ranger les taches du stable S suivant 'ordre croissant de leurs dates de dis-
ponibilité; (soit T71,...,T}s,|)

2- 8511 :=ry;

3- Pour i :=2 a |5
faire s51; := max{r;, sS1;_1 + 1}
fait ;

4- Ordonnancer chaque tache T; du stable S; a I'instant d1; ;

5- Soit X = {0,...,2} avec z > sS1;5,| et ou chaque [, 4+ 1] (1 € X) est un
intervalle de temps, et soit L ={x+1,...,24|52|} ou chaque (sommet) x + ¢
correspond a la tache T)g, |4, du stable 5.

Définir un nouveau graphe biparti H, = (X, L; F') comme suit :

— Connecter chaque sommet ¢ € L a tous les sommets j € X \ {sS514,...,

551s,|} par une aréte;
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— Connecter le sommet ¢ € L a un sommet j € {s51;,...,551g,} par une
aréete si la tache Tig,|4;—, et la tache T} ayant sS1; = j sont compatibles;

6- Soit ¢ le plus petit entier tel que 'ensemble ' = {0, ..., ¢} contient toutes les
valeurs s51q,...,551s,| et |S2| autres valeurs;
Sig =551
alors - Ordonnancer toutes les taches du stable S; dans les |Ss| intervalles de
temps libres ;

- Cmaac — 551|Sl| —|_17

sinon - Déterminer, par dichotomie, le plus petit entier  (sS1js,| < = < q) tel
que la cardinalité du couplage maximum, dans le graphe biparti H,,
soit égale a |93| (toutes les taches du stable Sy sont affectées);

- Ordonnancer chaque tache Tig, |;; du stable S; a 'instant j € X si les
sommets x + ¢ et j sont couplées dans le couplage ;

_Cmaac:w‘l’l;
finsi ;

fin.

Théoreme 6.3 L algorithme DPMCMA résout le probléeme B1/G = (51,5 E),b =
2,18, rs, = 0,p; = 1/Cuw avec une complexité de O(n*Slogn) (le cas ot les tdaches
du stable Sy sont toutes disponibles a Uinstant 0).

Preuve. Dans ce cas, chaque tache du stable S5 est disponible avant, ou a la méme
date que, les taches du stable 5.

Montrons qu’il existe une solution optimale ou chaque tache T; du stable S est or-
donnancée exactement a l'instant s51; donné par ’algorithme DPMCMA. Supposons
que, dans une solution optimale, il existe une tache T; du stable S; ordonnancée apres
I'instant s51; (la tache T; est ordonnancée seule ou avec, au moins, une tache du stable
Ss). 3 cas peuvent apparaitre:

— aucun batch n’est ordonnancé a cet instant s51;. Dans ce cas, le batch contenant
la tache T; est simplement translatée et ordonnancé a I'instant s51;.

— un batch contenant, seulement, des taches du stable 53 est ordonnancé a I'instant
s51;. Dans ce cas, permuter les deux batchs.

— un batch contenant une tache du stable 5; et, éventuellement, des taches du
stable S; est ordonnancé a l'instant s51;. Dans ce cas, permuter les deux batchs.

En appliquant ce raisonnement au plus |S7] fois, on obtient une solution optimale ou
chaque tache T; du stable 57 est ordonnancée avant ou a la méme date associé s51;.
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La tache Ty doit étre ordonnancée a l'instant s51;, car elle est disponible a cet ins-
tant (s5S1; = ry). La tache Ty doit étre ordonnancée a l'instant sS1y, car sS1y =
max{ry,sS1; +1}. En considérant les taches 75, ..., 1|, on obtient, récursivement et
de la méme maniere, que les taches T1,...,T|s,| doivent étre ordonnancées, respective-
ment, aux instants s514,...,5515,|.

Pour ordonnancer les taches du stable S5, qui sont deux a deux compatibles disponibles
a la méme date 0, il suffit, de les affecter en utilisant la technique du couplage maximum

définie dans I'algorithme DPMCMA.

Le nombre maximum de sommets dans le graphe H est de 'ordre de [S7| + |S2| (on
ne considere que |S1| 4 |Sz| sommets de X). Donc, la complexité du probleme pour
déterminer un couplage maximum O((]S1] + |S2])*®). Ainsi, la complexité de cet algo-
rithme est O(n*®logn) O

Exemple 6.1 Nous disposons de 6 taches Ty, Ty, T5, Ty, t5 et Ts a ordonnancer sur
une machine a traitement par batch de capacité égale a 2. Les temps de traitement des
taches sont tous égauxr a 1. Les dates de disponibilité des taches sont données dans le
tableau 6.2. Le graphe de compatibilité biparti est représenté par la figure 6.4.

Ti T1 T2 T3 T4 T5 T6
|1 (2 |0 [0 |0 [0

TAB. 6.2: Dates de disponibilité des taches de ['ezemple 6.1.

N )
)

F1G. 6.4: Graphe de compatibilité biparti G = (S, Se; F) de Uexemple 6.1.

L’exécution de cet algorithme donne:

- 851 =15 851, =2;
la tache T} est ordonnancée a 'instant 1;
la tache T; est ordonnancée a 'instant 2 ;
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-g=5et FF={0,1,2,3,4,5};

-x=3;

105

Le graphe biparti correspondant Hj est donné a la figure 6.5.

la tache T3 est ordonnancée a 'instant 2 ;

la tache Ty est ordonnancée a 'instant 0;

la tache T est ordonnancée a 'instant 3 ;

la tache T est ordonnancée a 'instant 1;

Cmaac — 47

L’ordonnancement est représenté par la figure 6.6.

Fia. 6.5: Graphe bipartt Hy de ['exemple 6.1.

T

T17 T6

T27 T3

15

1

2

3

4 temps

Fic. 6.6: Ordonnancement de 'exemple 6.1.

Notons que cet algorithme résout, aussi, les problemes ou les dates de disponibilité des

taches du stable S3 ne sont pas toutes égales a 0.

Corollaire 6.4 L’algorithme DPMCMA résout le probléeme B1/G = (51,52 F),b =
2,15, pi = 1/Chaw ot la condition "si les taches T; (€ Si) et T; (€ S3) sont compatibles

alors r; > r;”

la tache T;).

est satisfaite (la tache T; est disponible avant, ou a la méme date que,

Preuve. Remarquons que, si un batch Bj contient deux taches T; et T; (bien str
T, € Sy et T; € S,) alors la date de disponibilité de ce batch est égale a la date de
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disponibilité de la tache T; c.-a-d. r;. Ainsi, la permutation de deux batchs dans la
preuve précédente est, aussi, possible. O

Aussi, cet algorithme résout le probleme B1/G = (51,52 FE),b = 2,r,,p; = p/Criaz
avec les deux conditions: r; = ayp pour ¢ = 1,...,n et "si les taches T; (€ 51) et T;
(€ S3) sont compatibles alors r; > r;”. 1l suffit, de résoudre le probleme avec «o; comme
dates de disponibilité et, dans la solution optimale, multiplier toutes dates de début
d’exécution par p.

6.3 Heuristique

Nous présentons dans ce paragraphe, pour le probleme Bl/G = (S1,52;F),b =
2,74, pi = p/Cpaz, une algorithme approché polynomial garantissant un ration de per-
formance dans le mauvais cas borné par une constante fixée.

Notons par APP(I) la valeur de la solution obtenue par une heuristique pour une
instance [ de ce probleme et soit OPT(I) la valeur optimale. Une heuristique a une
performance garantie p (p > 1), si pour toute instance I de ce probleme, nous avons

R(I) = Gppes < -

Comme heuristique pour ce probleme, on peut penser a construire pour les deux stables
S1 et Sy les ordonnancements optimaux pour le probleme 1/r;, p; = p/Caz, ensuite
mélanger ces deux sous-ordonnancements optimaux pour avoir un ordonnancement
réalisable avec une date de fin de traitement supérieure, ou égale, au maximum des
dates de fin de traitement de ces deux sous-ordonnancements, qui est bien str une
borne inférieure. Nous modifions I"algorithme DP A2 du paragraphe précédent pour
obtenir I’heuristique DP H qui résout le probleme en temps polynomial.

Considérons la procédure suivante qui résout le probleme 1/r;,p; = p/Cran:

Procédure date(Ty, Ty, ..., Tk);

début

1- Ranger les taches par ordre croissant de leurs dates de disponibilité; (soit
Ty, ..., Ty)

2- 8511 :=ry;

3- Pour i:=2 a k
faire s51; := max{r;, sS1;_1 + p}
fait ;

fin;

?

Notons par sS51 la date de fin de traitement de 1’ordonnancement obtenu par la
procédure date appliquée aux taches du stable 57 et notons par s52 la date de fin
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de traitement de 'ordonnancement obtenu par la procédure date appliquée aux taches
du stable Ss. 11 est clair que max{sS51, 552} est une borne inférieure.

Supposons sans perte de généralité que s51 > s52. L’heuristique DPH s’écrit alors
comme suit :

Heuristique DPH ;
début
1- Considérons s51; la date de la tache T; obtenue par la procédure date appliquée
aux taches du stable 5y ;
2- Ordonnancer chaque tache T; du stable 57 a l'instant s51;;
3- Ranger les taches du stable Sy par ordre croissant de leurs dates de disponibi-
lité; (Soit T|51|_|_1, - ,T|51|_|_|52|)
4- Pour j := |Si|+ 1 & |S1| + |92
faire s52; := la plus petite date a laquelle on peut ordonnancer la tache T; (la
date de disponibilité, la contrainte de compatibilité et la capacité
du batch sont respectés)
fait ;
5- Ordonnancer chaque tache T du stable S; a 'instant s52; ;
fin.

Théoreme 6.5 L heuristique DPH fournie un ordonnancement avec une performance
min{| S |,|So |}

max{[S1],1%[} et cette borne est atteinte.

garantie p =1+

Preuve. Soit Sppy l'ordonnancement obtenu par 1’heuristique DPH et notons par
Cmaz(Sppr) la date de fin de traitement de Sppy.

Comme s51 > 552 nous avons : Crer(Sppr) = max{sS1ls|, 5525, |45} +p = s51 +

xp + p ou x est le nombre de taches du stable S5 ordonnancées seules, apres la date

sS1.
Soit S* solution optimale du probleme et C),,,(5*) sa date de fin de traitement.

Alors, Cpaz(5*) > 8S1 + p.

Donc, nous avons R([) <1+ sslfil—p'

Si |S1] > |Sz2], alors @ < |S3| et sS1+ p > |Si|p, done R(I) <1+ %

Si S1] < |8y, alors @ < |Sy] et sS1 4 p > |Sy|p, done R(I) <14 15

[S2]
Pourquoi # < |51]7 parce qu’en arrangeant, séparément, les taches Ty,...,Tjs,| du
stable S et les taches Tis,|11,. .., T|s,|+|s,| du stable Sy avec la procédure date et en

les décalant a droite jusqu’a la date sS1 4 p, comme on le voit sur la figure 6.7 :
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Tisi+1 ax Tisy|+1s.|

T, o Tis,|

0 sS1 temps

FiG. 6.7: Décalage des taches

Il vient, que le nombre maximum de taches du stable S5 qu’on peut ordonnancer seules,
apres I'instant sS1, est |Sq].

Nous présentons, maintenant, une instance pour laquelle cette borne est atteinte.

Nous avons 2n-1 taches Th,..., T, Thy1,. .., Ton_1. Chaque tache T; (1 <7 < n) ap-
partient au stable S; et a une date de disponibilité nulle. Chaque tache T; (n+1 < i <
2n —1) appartient au stable Sy et a une date de disponibilité égale & (¢ —n)p. Le graphe
biparti de compatibilité est construit comme suit: Chaque tache T; (1 <7 <n—1) du
stable S est compatible, seulement, avec la tache T,,1; du stable Ss.

Le makespan Cyq.(Sppr) de cet ordonnancement Sppy, donné par 1’heuristique DPH,
est égal a (2n—1)p (voir la figure 6.8). La valeur optimale du makespan pour I'instance
I est donné par C,q,.(5™) = np (voir la figure 6.9).

7 .. T, | Ton .. Tons

0 np (2n —1)p temps

Fia. 6.8: Ordonnancement Sppy

Tn T17 Tn—l—l s Tn—h T2n—]

0 P 2p (n—1)p np  temps

FiG. 6.9: Ordonnancement S*

Ainsi Emea(Sppr) _ (2n=llp _ 4 + min{|S1],1%1} _ 4 4ozl 9 _% 0

Omam(S*) np maX{|Sl|,|SQ|} - n

Corollaire 6.6 L’heuristique DPH fournie un ordonnancement avec une performance
garantie p < 2.

Preuve. La preuve est immédiate, il suffit de considérer |51| = |Sz|. O

Remarquons que la solution optimale de I’exemple du plus mauvais cas précédent peut
étre obtenue en temps polynomial par ’algorithme DPMCMA du chapitre précédent.



Chapitre 7

Complémentaire d’un graphe
biparti!

Nous considérons dans ce paragraphe, le graphe complémentaire d’un graphe biparti
(c.-a-d. un graphe formé de deux cliques K et Ky noté G = (K1, Ky; F)) dans le
cas ou la machine a traitement par batch aurait une capacité infinie. Nous montrons,
dans le premier paragraphe, que le probleme dynamique avec temps de traitement
identiques (égaux a 1) pour les taches est difficile. Dans le deuxieme paragraphe, nous
présentons un sous-probleme polynomial. Pour établir les résultats de ce chapitre, nous
nous sommes inspirés des idées développées dans la référence [46]

7.1 Probleme difficile

Théoréme 7.1 Le probléme Bl1/G = (Ki, Ky E),b > n,ri,p; = 1/Cpas est NP-
difficile au sens fort.

Preuve. Soit 1-PrExt le probleme de décision suivant : Etant donnés un graphe biparti
G = (51, 59; F) avec |S1US,| > 3 et trois sommets vy, v, vs. Existe-t-il une 3-coloration
(C1,C4,C3) des sommets de G de sorte que chaque sommet v; a la couleur C; pour
i =1,2,37 Le probleme 1-PrExt est NP-complet [14] pour vy, v, v3 € 5.

Etant donné une instance arbitraire du probleme 1-PrExt, nous construisons une ins-
tance du probleme de décision BSCG (associé au probleme B1/G = (Ky, Ky; E),b >
n,ri, pi = 1/Chnar) comme suit :

— Nous considérons le graphe complémentaire G = (K, Ky; E) de G = (51, Sy; E)
(voir les figures 7.1 et 7.2) auquel on ajoute 3 sommets uy, uz, us a la clique Ko

1. Les résultats de ce chapitre sont publiés dans [29]
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et les arétes (vy,uq), (va, uz), (vs, us) et (x,u;) pour @ € Ky \ {v1,v2,v5} (chaque
sommet u; est connecté a chaque sommet de Ky U K3 \ {vy, v, v3}).

— 1y, =7y, =t — 1 pour e =1,2,3 et r; = 0 pour les autres taches.

— Les temps de traitement des taches sont tous identiques a 1.

— La machine a traitement par batch a une capacité infinie.

Existe-t-il un ordonnancement avec une date de fin de traitement inférieure ou égale a

37

Fia. 7.1: Une instance du probleme 1-PrEx«t.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que 1-PrExt a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Si le probléme 1-PrExt a une solution, alors le graphe ¢ admet une 3-coloration. Nous
construisons une solution pour BSCG comme suit : Nous ordonnancons toutes les taches
du graphe G correspondant aux sommets du graphe G ayant la méme couleur C; (elles
sont deux a deux compatibles) et la tache u; (qui est compatible avec toutes les taches
associées a la clique K \ {v;,j # i}) dans un méme batch B; a la date ¢ — 1. La date
de fin de traitement de cet ordonnancement est égale a 3.
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FiG. 7.2: Linstance associ€e au probleme 1-PrExt de la figure 5.20.

Inversement, si le probleme BSCG a une solution, alors il existe 3 batchs By, By, Bs
tels que:

— les taches associées aux sommets us et vs sont traitées dans le batch Bs a I'instant

2

Y

— les taches associées aux sommets uy et v4 sont traitées dans le batch By a I'instant
1, et

— les taches associées aux sommets u; et v; sont traitées dans le batch B; a I'instant

0.

Ainsi, les sommets de B; \ {u;} forment nécessairement une clique dans le graphe G et
un stable dans le graphe . Par conséquent 1-PrExt a une solution. g
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7.2 Probleme polynomial

Nous considérons dans ce paragraphe le cas ou il y a deux dates de disponibilité dis-
tinctes (0 et r) pour les taches et les temps de traitement tous identiques a p.

Notons:
— V(0) 'ensemble des taches ayant une date de disponibilité nulle.

— V(r) 'ensemble des taches ayant une date de disponibilité égale a .

Supposons que |K; NV (r)] > |Ky NV (r)| et considérons 'algorithme TA suivant :

Algorithme TA;

début si les taches de V(r) ne forment pas une clique

alors  — Les taches de la clique K sont traitées dans un méme batch & l'ins-
tant r.

— Les taches de la clique K, sont traitées dans un méme batch a 'ins-
tant r + p.

— Chaz =17+ 2p.
sinon (les taches de V/(r) forment une clique)
si KonV(r)=10

alors _ Les tiches de la clique K5 sont traitées dans un méme batch
a 'instant 0.

— Les taches de la clique K7 sont traitées dans un méme batch
a Uinstant max{p, r}.

~ Chyar = max{p,r} + p.
sinon (K, NV (r) #0)

si les taches de V(0) forment une clique

alors _ Teg taches de la clique V(0) sont traitées dans un

meéme batch a I'instant 0.

— Les taches de la clique V(r) sont traitées dans un
méme batch a Uinstant max{p, r}.

~ Char = max{p,r} + p.

sinon (les taches de V(0) ne forment pas une clique )
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sir>p
alors _ [eg taches de la clique Ky \ V(r) sont traitées

dans un meme batch a I'instant 0.

— Les taches de la clique Ky \ V(r) sont traitées
dans un méme batch a 'instant p.

— Les taches de la clique V(r) sont traitées dans
un méme batch a I'instant max{2p,r}.

~ Char = max{2p,r} + p.

sinon — [es taches de la clique K; sont traitées dans un
meéme batch a 'instant r.

— Les taches de la clique K5 sont traitées dans un
méme batch a Uinstant r + p.

= Craz =1+ 2p.

fsi
fsi
fsi
fsi
fin.

Théoréme 7.2 Le probléeme B1/G = (K1, Koy E),b > n,r; € {0,1},pi = p/Chas est
résolu en O(n?) par lalgorithme TA.

Preuve. Si les taches de 'ensemble V() ne forment pas une clique, alors il existe deux
taches incompatibles T; et T; (T;,7; € V(r)) avec r; = r; = r. Donc, Cpax > 7+ 2p.
Dans ce cas, il suffit de traiter les taches de la clique K7 dans un méme batch a 'instant
r et les taches de la clique K, dans un méme batch a l'instant r 4+ p pour avoir un
makespan égal a r + 2p.

Sinon (c’est-a-dire que les taches de ’ensemble V () forment une clique), si KoNV(r) =
(), alors il existe deux taches incompatibles T; et T; (T; € Ky et T; € K3) avec r; = r
et r; = 0. Donc, Cpup > max{p,r} + p. Dans ce cas, il suffit de traiter les taches de
la clique Ky dans un méme batch a I'instant 0 et les taches de la clique K, dans un
méme batch a linstant max{p, r} pour avoir un makespan égal a max{p,r} + p.

Sinon (c’est-a-dire que les taches de I’ensemble V(r) forment une clique et KyNV(r) #
(), si les taches de V(0) forment une clique, alors il existe deux taches incompatibles T;
et T; (T; € V(0) et T; € V(r)) avec r; = 0 et r; = r. Donc, Cpep > max{p,r}+p. Dans
ce cas, il suffit de traiter les taches de la clique V(0) dans un méme batch a Iinstant
0 et les taches de la clique V(r) dans un méme batch a I'instant max{p,r} pour avoir
un makespan égal a max{p,r} + p.
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Sinon (c’est a dire que les taches de 1’ensemble V() forment une clique, Ky NV (r) # 0
et les taches de V(0) ne forment pas une clique) il existe deux taches incompatibles T;
et T; (1;,T; € V(0)) avec r; = r; = 0. Nous considérons ici deux sous-cas:

Sir > palors O > max{2p,r} + p. Dans ce cas, il suffit de traiter les taches de la
clique Ky \ V(r) dans un méme batch a Iinstant 0, les taches de la clique Ky \ V/(r)
dans un méme batch a U'instant p et les taches de la clique V() dans un méme batch
a U'instant max{2p,r} pour avoir un makespan égal a max{2p,r} + p.

Sinon (r < p) alors r+2p < max{2p,r}+ p et il faut donc traiter les taches de la clique
K7 a l'instant r et les taches de la clique K3 a 'instant r + p pour avoir un makespan
égal a r 4 2p.

Vérifier que les taches de V(0) ou V(r) forment une clique a une complexité O(| K1 || Kz|).
Par conséquent, 1’algorithme s’exécute en O(n?). O

Exemple 7.1 Considérons 'ordonnancement de 6 taches Ty, ..., Ts sur une machine
a traitement par batch avec une capacité infinie. Les temps de traitement sont tous
€gaur o 2 et les dates de disponibilité sont données dans le tableau 7.1. Le graphe de
compatibilité est représenté par la figure 7.3.

L |1 |1y |15 | Ty | T5 | T
313 10]01(3]0

TAB. 7.1: Dates de disponibilité des taches de ['exemple 7.1.

K, K

Fic. 7.3: Graphe de compatibilité de ['exzemple 7.1.
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L’exécution de 'algorithme donne:
- V(O) - {Tg, CT47 T6} 3
- V(@3) ={1, 1y, T5};
— les taches de V(3) forment une clique;
KN V(3) = (T} £0;

— les taches de V(0) ne forment pas une clique et r > p, donc:

By =Ky \V(3) = {14, Te} ; sb1=0 5 pb=2 ;

By = K1\ V(3) = {15} ;osby=2 5 pby=2
B3 = V(g) = {T17T27T5} 3 Sbg =4 ; pb3 =9 ;
- Cmaac — 6,

L’ordonnancement optimal est représenté par la figure 7.4.

T4, T6 T3 le T27 T5

0 2 4 6 temps

Fia. 7.4: L’ordonnancement optimal de ['exemple 7.1.

Exemple 7.2 Considérons les données de Uexemple précédent avec r =1 (les taches
Ty, Ty et Ts sont disponibles a Uinstant 1 et les autres a Uinstant 0).

Comme pour 'exemple précédent, ’exécution de 1’algorithme donne:

V(0) = {T5, T4, T5} ;

V(1) =A{T1, Ty, T5};

les taches de V(1) forment une clique;

- KynV() ={T5} #0;
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— les taches de V(0) ne forment pas une clique et r < p, donc:

Bi =K ={T.T3,T5} ; sbi=1 ; ph=2 ;
By = Ky = {14, T5,Te} ; sby=3 ; pby=2 ;

- Cmax:5;

L’ordonnancement optimal est représenté par la figure 7.5.

T17T27T3 T37T47T5

0 1 3 5  temps

Fia. 7.5: L’ordonnancement optimal de ['exemple 7.2.

116



Chapitre 8

Graphe complet et quelques
graphes spéciaux

Nous proposons au début de ce chapitre des algorithmes polynomiaux exacts pour
résoudre le probleme dans le cas d'un graphe complet (c’est-a-dire que toutes les taches
sont deux a deux compatibles). L'un aborde le cas ou la capacité de la machine a
traitement par batch est infinie (elle peut traiter un nombre illimité de taches a la
fois), et les autres, le cas ou la capacité de la machine a traitement par batch est finie
(elle peut traiter un nombre limité b de taches a la fois) avec certaines conditions sur
les taches.

A la fin de ce chapitre nous étudions quelques types de graphes spéciaux que nous
construisons aux paragraphes 3 et 4. Pour chacun de ces graphes spéciaux nous présen-
tons des algorithmes de résolution polynomiaux exacts en se basant sur les algorithmes
des deux premiers paragraphes.

8.1 Graphe complet et capacité infinie'

Nous proposons dans ce paragraphe, un algorithme polynomial exact, basé sur le ran-
gement des taches et la programmation dynamique, pour résoudre le probleme lorsque
toutes les taches sont deux a deux compatibles et la capacité de la machine a traitement
par batch est infinie, c’est-a-dire qu’elle peut traiter un nombre illimité de tache a la
fois.

Soit I'algorithme DPA3 suivant :

1. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [28]
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Algorithme DPA3;

début
1- Ranger les taches suivant 'ordre décroissant de leurs temps de traitement ;
2- Zy = —00;

3- Pour j :=1 a n faire

Z; := min {max {7, k_glg;ij{n}} + Prt1}

0<k<j

fait ;

4- Déterminer les batchs par retour arriere;

5- La date de fin de traitement est égale a 7, ;

fin.

Théoréme 8.1 L’algorithme DPA3 résout le probleme B1/b > n,r;/Cpar en O(n?).

Preuve. Ici toutes les taches sont compatibles entre elles. La preuve est faite en trois

étapes.

— Supposons qu’il existe une solution By,...,B;, ..., B;,..., B, avec1 < 3, T}, €

Bi, Ty € Bj et pi, < ppr (c.-a-d. que I'ensemble des taches n’est pas ordonné par
ordre décroissant des temps de traitement des taches), et notons par y la durée de
cet ordonnancement. Formons, a partir de cette solution, une nouvelle solution
By,...,Bl = B\ {I}},...,B! = B; U{1}},..., By, et notons par y' la durée
de cet ordonnancement. Nous avons pb. < pb; et pb; = pb; (car px < p}), donc
Cb; < Cb; et CV; < Cb;; ce qui signifie que y' est inférieure ou égale a y. D’ou,
il existe une solution optimale ou I’ensemble des taches est ordonné par ordre
décroissant des temps de traitement des taches.

Soit Z; la valeur minimale de la durée de 'ordonnancement des taches Th, ..., T}.
Si{Tkt1,...,T;} formeun batch a la fin de 'ordonnancement des taches T, ..., T;
alors la durée de 'ordonnancement des taches Th,..., 7T} est égale au maximum
entre la durée de 'ordonnancement des taches Ty, ..., T, augmentée de ppyq et
kglgﬁ]{rz} + pit1, donc la durée de 'ordonnancement des taches T4, ..., T} est
égale au maximum entre la durée de I'ordonnancement des taches T4, ..., T} et

max {r:} augmentée de pry1. D’ou la relation de récurrence:
F1<i<;

ZO = —x
Z; = Orgégj{maX{Zk, kglgxs]{rz}} +pre1t  pour j=1,....n

de laquelle est déduit I'algorithme.

Comme le nombre d’itérations a 1’étape j est égal a j, alors la complexité de
’algorithme est O(n?). O
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Exemple 8.1 Nous disposons de 4 taches T1,..., Ty dont les dates de disponibilité et
les temps de traitement sont donnés dans le tableau §8.1.

L | |1 | T5 | T,
T 0 4
pl31211]1

TAB. 8.1: Temps de traitement de Uexemple 8.1.

Le déroulement de 1’algorithme est le suivant :

1- Les taches sont déja ordonnées suivant 'ordre décroissant de leurs temps de
traitement ;

Q—ZOZ—OO'

?

3- Zy = min {max{—oo, max {0, }} + 3} = 3;
Zy = min{max {—oo, max {0,4}} 4+ 3, max {3, max{4}} + 2} = 6;
Zs = min{max {—oo, max{0,4,1}} + 3, max {3, max {4, 1}} + 2,
max {6, max{1}} + 1} =6;
Zy = min{max{—o0, max{0,4,1,2}} + 3, max {3, max {4, 1,2} } + 2,
max {6, max{1,2}} + 1, max {6, max{2}} + 1} = 6;

4- Les batchs sont déterminés, par retour arriere, comme suit :
—le premier batch est composé des taches T5,T5 et Ty (voir (**)), et
—le second batch est composé de la tache T (voir(*))
On obtient donc:
By = {1} ; rby=0 5 pb=3
By ={1,,15, T} ; rby=4 ; pby=2 ;

5- La durée de 'ordonnancement est 7, = 6;

L’ordonnancement optimal est représenté par la figure 8.1.

Tl T27 T37 T4

0 1 2 3 4 5 6 temps

Fia. 8.1: Ordonnancement optimal de 'exemple 8.1.
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8.2 Graphe complet et capacité finie?

Nous proposons, dans ce sous-paragraphe, un algorithme polynomial exact, basé sur la
programmation dynamique, pour résoudre le probleme lorsque toutes les taches sont
compatibles entre elles et la capacité de la machine a traitement par batch finie avec
une certaine condition sur les taches. Notons que le probleme B1/b = 2,r;/C,,., est
NP-difficile au sens fort [34] et qu’il a été étudié dans [38].

Lemme 8.2 [l existe une solution optimale ou les dates de disponibilité rb; des batchs
sont rangées dans lordre croissant.

Preuve. Supposons que, dans une solution optimale, il existe deux batchs B; et B;
ou rb; < rb; et B; ordonnancé apres B;. Alors, en ordonnancant le batch B; a la date
sb;, la nouvelle solution est aussi réalisable (les dates de disponibilité sont respectées)
et reste optimale, car la valeur du C,,, ne change pas (la date de fin de traitement
du batch By(j < k < i) est incrémentée au plus de pb; et la date de fin de traitement
du batch Bi(k > i) ne change pas). En appliquant ce raisonnement, un nombre fini de
fois, on obtient le résultat souhaité. O

Soit I'algorithme DPA4 suivant :

Algorithme DPA4;
début

1- Ranger les taches par ordre croissant de leurs dates de disponibilité et par
ordre décroissant de leurs temps de traitement en cas d’égalité des dates de
disponibilité;

2- Zy = —00;

3-Pour j:=1an
faire 7; := i ZryT;
aire 7, max{of?_ugl}skq{max{ kT b+ Dry1
fait ;

4- Déterminer les batchs par retour arriere;

5- La date de fin de traitement est égale a 7, ;
fin.

Remarque 8.1 La notation “r; T p; |7 indique que : ¥Yij (v # j) sir; <r; alorsp; > p;
(ou d’une maniére équivalente : il existe une séquence de tiches o celles-ci sont rangées
dans l'ordre croissant de leurs dates de disponibilité et dans ["ordre décroissant de leurs
temps de traitement).

2. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [28] ou bien [29]
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Théoréme 8.3 L’algorithme DPA/ résout le probléme B1/b,r;/C o avee v; T p; | et
en max{O(nlogn),O(nb)}.

Preuve. Ici toutes les taches sont compatibles entre elles. La preuve est faite en trois
étapes.

— Supposons qu’il existe une solution By, ..., B;, Bit1, ..., By, (sans perte de géné-
ralité, supposons que les taches d’'un quelconque batch sont rangées dans 'ordre
croissant de leurs dates de disponibilité et dans 'ordre décroissant de leurs temps
de traitement, et que les batchs sont rangés dans 'ordre croissant de leurs dates
de disponibilité (lemme 8.2)) avec T, la premiere tache de B;, T} la derniere tache
de B;, T, la premiere tache de B;y1, Ty la derniere tache de By et ry, > 1. (c.-
a-d. que les taches ne sont pas rangées dans l'ordre croissant de leurs dates de
disponibilité). Sachant que pb; = p,, rb; = ry, pbiy1 = p. et rbiy1 = rq. Notons
par y la longueur de cet ordonnancement.

Rangeons les taches des deux batchs B; et B;y; dans l'ordre croissant de leurs
dates de disponibilité et dans ’ordre décroissant de leurs temps de traitement, et
formons, a partir de cette solution, une nouvelle solution By,..., B}, Bl_|,.... B,
telle que dans B/ nous mettons la plus longue premiere séquence de taches ne
contenant pas 7} et respectant la taille du batch, et dans B, les taches res-
tantes. Notons par y’ la longueur de cette nouvelle solution. Trois cas peuvent se
présenter :

Soit ry < re (pa > pe), donce rb; < rb; (car Ty € Bl,y), pbi = pb; (car T, € B et
Pa > Pe), 71Uy = rbipy (car Ty € Bi ) et pbi, < pbiyy (car T, € B du fait que
ry > r.). Donc Cb}, < Cbiy.

Soit rq > e (pe > pa), donc rb; < rb; (car Ty, € Bi,,), pb: = pbiiq (car T. € B et
Pe > Pa), 70y = rbipy (car Ty € Bly) et pbl , < pb; (T, est soit dans B, soit
dans la premiere position de Bj,, si toutes les taches de By, sont dans B! avec

|Bl] = b). Donc Cb; < Cbiqyq.
Soit r, = r., donc deux sous-cas peuvent se présenter :

Soit p, > pe, en appliquant le méme raisonnement que celui de r, < r., on obtient

Cblyy < Chig.

Soit p, < pe, en appliquant le méme raisonnement que celui de r, > r., on obtient

Cblyy < Chig.

Par conséquent y’ est inférieure ou égale a y. Donc il existe une solution optimale
ou les taches sont rangées par ordre croissant de leurs dates de disponibilité et
par ordre décroissant de leurs temps de traitement.

— Soit Z; la valeur minimale de la longueur d’ordonnancement des taches 74, ..., 7).
Si {Tx41,...,T;} forment un batch a la fin de 'ordonnancement des taches
Ty,...,T; alors la longueur de 'ordonnancement des taches Ty,...,T; est égale
au maximum entre la longueur de 'ordonnancement des taches Ti,..., T} aug-
mentée de pyy1 et r;+ prt1. Par conséquent, la longueur de 'ordonnancement des
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taches Ty,...,T; est égale au maximum entre la longueur de l'ordonnancement
des taches Ty,..., T} et r; augmentée de pyy1. D'ou, la relation de récurrence:

Zy 1= —00
%= | Zps T =1,
! max{of?_lil}skq{max{ ks TJ} + pk+1} pour j , N

de laquelle est déduit I'algorithme.

— Comme le nombre d’itérations a 'itération j est égal a b, alors la complexité de

I’étape 3 de l'algorithme est en O(nb). Donc, la complexité de I'algorithme est
max{O(nlogn),O(nbd)}. O

Exemple 8.2 Soient a ordonnancer 4 taches Ty, T, Ts et Ty sur une machine a trai-

tement par batch avec une capacité €gale a 2. Les dates de disponibilité et les temps de
traitement sont donnés dans le tableau 8.2.

T\ Ty | Ty | Ts | Ty
T 0 1
p 3111

TAB. 8.2: Temps de traitement des taches de 'exemple 8.2.

L’exécution de 'algorithme donne:

1- Les taches sont déja ordonnées suivant ’ordre croissant de leurs dates de dis-
ponibilité et suivant 'ordre décroissant de leurs temps de traitement ;

2-Zy = —00;
3- 71 = min{max{—o00,0} + 3{*)}} =3;
Zy = min{max{—o0, 1} + 3, max{3,1} + 1}} = 4;
Z5 = min{max{3,2} + 1{**),max{4, 2)+1} =4;
Z; = min{max{4,4} + 1, max{4,4} + 1(***)} =5;

4- les batchs sont déterminés, par retour arriere, comme suit :

—le premier batch est composé de la tache Ty (voir (***));

—le second batch est composé des taches Ty et Ts (voir (**));
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—le troisieme batch est composé de la tache Ty (voir (*));

On obtient donc:

By = {T1} ;b =0 5 pby =3 ;
B2 = {TQ,Tg} 3 Tbl = 2 3 pbl = 1 3
By = {14} corbp=4 ; pby=1 ;

5- La durée de 'ordonnancement est 7, = 5;

L’ordonnancement optimal est représenté par la figure 8.2.

Tl T2 9 T3 T4

0 1 2 3 4 5 temps

Fia. 8.2: Ordonnancement optimal de 'exemple 8.2.

Remarque 8.2 La notation “r; T p; 17 indique que : ¥ij (1 # j) sir; <r; alors p; < p;
(ou d’une maniére équivalente : il existe une séquence de tiches o celles-ci sont rangées
dans l'ordre croissant de leurs dates de disponibilité et dans "ordre croissant de leurs
temps de traitement).

Comme les conditions "r; T p; 17, "ri T pi L7, "rs L pi 17 et 7r; | pi |7 sont équivalentes
(il suffit de remarquer par exemple que p; < p; si et seulement si M — p; > M — p; ou
M est un plus grand élément supérieur a max {pi}), alors le probleme avec 'une de

ces conditions est aussi résolu en temps polynomial.

La complexité du probleme a été, par la suite, améliorée. Nous donnons, ci-dessous, un
Nouvel algorithme avec une meilleure complexité.

Notons:

— "reste(a,b)” le reste de la division de a par b.
— "[a]” le plus petit entier supérieur a .

Soit LAT I'algorithme suivant basé sur le rangement des taches:
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Algorithme LAT1;
début

1- Ranger les taches par ordre croissant de leurs dates de disponibilité et par
ordre croissant de leurs temps de traitement en cas d’égalité des dates de

disponibilité;

2- k :=reste(n,b);
sik=0
alors k:=b
fsi;

3- By :={T1,.... T} ;
sby =1y
pby = pr;

4- pour i :=2 a [n/b]
faire - B; := {Thqi—2)p1s- - Lhg(i=1) } ;
- sb; := max{rpq -1y, sbic1 + pbi1};
- pbi = PryGi-iyp;
fait ;
5- La date de fin de traitement est égale a sbp, 1 + pn ;
fin.

Théoréme 8.4 L’algorithme LA1 résout le probleme B1/b,r;/C oy avee v; 1 p; T en
O(nlogn).

Preuve. Ici toutes les taches sont compatibles entre elles. La preuve est faite en trois
étapes.

— Supposons qu’il existe une solution By, ..., B;, Bit1, ..., By, (sans perte de géné-
ralité, nous supposons que les taches de chaque batch sont rangées dans 'ordre
croissant de leurs dates de disponibilité et dans 1’ordre croissant de leurs temps
de traitement, et les batchs sont rangés dans 1’ordre croissant de leurs dates de
disponibilité (lemme 8.2)) avec T} la derniere tache du batch B;, Ty la premiere
tache du batch Bii1, rp > rp (c-a-d. que les taches ne sont pas rangées dans
l'ordre croissant de leurs dates de disponibilité) et Ty» la derniere tache du batch
B;11. Notons par y la date de fin de traitement de cet ordonnancement.

Rangeons les taches des deux batchs B; et B;y1 par ordre croissant de leurs dates
de disponibilité et par ordre croissant de leurs temps de traitement, et formons, a
partir de cette solution, une nouvelle solution By, ..., B}, B! ,,..., B, telle que
B! contient la premiere plus longue séquence de taches ne contenant pas les taches
T}, et Tin et qui respecte la taille du batch, et B; , contient le reste des taches.
Notons par y’ la date de fin de traitement de ordonnancement.
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Si 7 < rper, nous avons rbi < rb; et pbl < pb; (car Ty, € Bl ), et vl = rbi et
pbi = pbiyy (car Ty € Bi, ). Donc Cbl; < Cbiyy.

Si ry = g, nous avons b, < rb; et pb < min{pb;, pbii1} , et bl < rb; et
pbi < max{pb;, pbiy,} (car Ty € Bl et Ty € Bi, ). Donc Cbl | < Cbiyy.

Ainsi, ¥’ est inférieure ou égale a y. Par conséquent, il existe une solution opti-
male ou les taches sont rangées par ordre croissant de leurs dates de disponibilité
et par ordre croissant de leurs temps de traitement.

— Considérons une solution donnée par 'algorithme LLA2 et soit m le nombre de
batchs de cette solution.

Si sb, = r, alors cette solution est optimale.

Si sb,, > r, alors il existe une séquence de batchs B,, ..., B,, ordonnancés sans
interruption (c.-a-d. Cb; = sbj4q pour j =¢,...,m — 1) avec le batch B, ordon-
nancé exactement a la date r,_ ¢, _q)p.

Bq = {Tn—(m—q+1)b+17 cee 7Tn—(m—q)b} )
qu = Tn—(m—q)b
pbq = Pn—(m—q)b s

Bq—l—l = {Tn—(m—q)b-l—lv s 7Tn—(m—q—1)b} )
rbq—l—l = Tn—(m—q-1)b s
pbq-l—l = Pn—(m—q—-1)b;

B, ={T\—p41,..., 10}

by = 1y ;
pbm = pn;

Comme sb; = 1,_(—qp alors I'algorithme minimise la date de fin de traitement
de la tache T),_(,,_q). Aussi, il minimise la date de fin de traitement de la tache
T (m—g—1)b (car dans le batch B, il y a exactement b taches et le temps de traite-
ment du batch B, est égal a p,_(,—q)). En procédant récursivement, on montre
que I’algorithme minimise la date de fin de traitement de la tache T,,.

— Il est facile de voir que la complexité de 1'algorithme est O(nlogn). g

Soit LA2 I'algorithme suivant basé sur le rangement des taches:
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Algorithme LA2;
début

1- Ranger les taches par ordre croissant de leurs temps de traitement ;
2- k :=reste(n,b);

sik=0
alors £ := b
fsi;
3- Bl = {Tlvak}7
pby = pr;

4- Pour i := 2 to [n/b]
faire - BZ = {Tk+(i—2)b+17 ceey Tk-l—(i—l)b} 3
- pb; = Prt(i-1)b 5
fait
5- Ordonnancer les batchs dans un ordre arbitraire et sans interruption;

[n/b]
6- La date de fin de traitement est 3 pb; ;
-

fin.
Corollaire 8.5 L’algorithme LA2 résout le probléme B1/b/C 4. €t en O(nlogn).

Preuve. Il est facile de voir que ce probleme est un cas particulier du probleme défini
dans le théoreme 8.4 ou les dates de disponibilité sont toutes nulles. Cet algorithme est

déduit de I’algorithme LAT. O

Pour ce probleme B1/b/C,4, un algorithme similaire, basé sur 'ordre décroissant des
temps de traitement, est donné dans [88].

8.3 Premier type de graphes spéciaux?

Proposition 8.6 Une solution optimale By, ..., B, pour un probléeme d’ordonnance-
ment par batch P ou toutes les taches sont compatibles entre elles ; est aussi optimale
pour le probleme d’ordonnancement par batch P’ identique a P contenant une graphe
de compatibilité G = (V, E) vérifiant: st (T;,T;) € By (sont ordonnancées dans un
méme batch) alors (i,j) € E.

Preuve. Supposons que cette solution n’est pas optimale pour le probleme d’ordon-
nancement par batch P’. Par conséquent, il existe, pour le probleme P’, une solution
Bi,..., B!, avec une durée d’ordonnancement inférieure strictement a Cb,,. Comme
chaque paire de taches dans chaque batch B! (1 < < m’) sont compatibles, alors cette

3. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [28]
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nouvelle solution est, aussi, réalisable pour le probleme P et elle est meilleure. Ceci
contredit le fait que la solution By,..., B,, est optimale. Donc la solution By,..., B,
est optimale pour le probleme P’. O

Notons par GK(n,b) le graphe G = (V,E)ou V = {l,...,n} et ¥i € V le sous-graphe

induit par le sous-ensemble de sommets V' = {i,....min{s +b— 1,n}} est une clique

(voir les exemples de la figure 8.3).
@ . GK(5,3)

S
D () —(3)
\<\J

F1G. 8.3: Exemples de graphes de type GK(n,b).

(X
<)

5)  : GK(5,4)

(o)

Soit I'algorithme suivant :

Algorithme DPAS5;
début

1- Renuméroter les taches de sorte que celles-ci soient rangées par ordre croissant
de leurs dates de disponibilité et par ordre décroissant de leurs temps de trai-
tement en cas d’égalité des dates de disponibilité et le graphe ainsi obtenu soit
de type GK(n,b) (Soit T1,...,T, cette séquence);

2- Zy = —00;

3-Pour j:=1an
faire 7, := i ZryT;
aire 7, max{of?_ugl}skq{max{ ko Ti b+ Prr1}
fait ;

4- Déterminer les batchs par retour arriere;
5- La date de fin de traitement est 7, ;

fin.

Remarque 8.3 La notation "GK(n,b) ANr; T p; |7 indique qu’il existe une séquence
ou une numérotation (Ty,...,T,) des taches telle que r; < rip1 et p; > piy1 pour
i=1,...,n—1 et le graphe de compatibilité ainsi obtenu est de type GK(n,b).
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Corollaire 8.7 L’algorithme DPAS5 résout le probléme B1/GK(n,b),b,1;/Cpaz avec
GK(n,b) Ari T pi L en max{O(nb),O(nlogn)}.

Preuve. Comme les taches de la solution optimale du probleme défini dans le théoreme
8.3 sont rangées par ordre croissant de leurs dates de disponibilité et par ordre décrois-
sant de leurs temps de traitement, la capacité de la machine a traitement par batch
est égale a b et les taches de n"importe quel batch sont toutes compatibles entre elles.
Alors, par la propositions 8.6, la solution obtenue par 1’algorithme DPA5 est optimale
pour ce probleme. Le nombre d’itérations a ’étape i est égal a b, donc ’algorithme est

en max{O(nb), O(nlogn)}. O

Exemple 8.3 Considérons Uordonnancement de 4 tache Ty, Ty, T5 et Ty sur une ma-
chine a traitement par batch avec une capacité égale a 2. Les temps de traitement et
les dates de disponibilité sont données dans le tableau 8.3. Le graphe de compatibilité
est représenté par la figure 8.4.

T\ Ty | Ty | T5 | Ty
T 0
pi I3 11 |1 |1

TAB. 8.3: Les données de l'exemple 8.5.

Fia. 8.4: Le graphe de compatibilité de 'exemple 8.3.

L’exécution de 'algorithme donne:

1- Les taches sont déja rangées par ordre croissant de leurs dates de disponibilité
et par ordre décroissant de leurs temps de traitement et le graphe est de type

GK(4,2);

Q—ZOZ—OO'

?
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3- 71 = min{max{—o00,0} + 3(*)}} =3;
Zy = min{max{—o0, 1} + 3, max{3,1} + 1}} = 4;
Zs = min{max{3,2} + 1(**),max{4, 2)+ 1} =4;
Zy = min{max{4,4} + 1, max{4,4} + 1(***)} =5;

4- Les batchs sont déterminés, par retour arriere, comme suit :

—le premier batch est composé de la tache Ty (voir (***));

—le second batch est composé des taches Ty et Ts (voir (**));

—le troisieme batch est composé de la tache Ty (voir (*));

On obtient donc:

By = {Tl}v
B2 = {TQ,Tg} et
By = {T4};

5- La date de fin de traitement de 'ordonnancement est 7, = 5;

L’ordonnancement optimal est représenté par la figure 8.5.

Tl T2 9 T3 T4

0 1 2 3 4 5 temps

Fia. 8.5: Ordonnancement optimal de 'exemple 8.3.

8.4 Second type de graphes spéciaux’

Notons par GM(n,b) (voir les exemples de la figure 8.6) le graphe GG = (V, F) ou:
- V={1,...,n},

— le sous-graphe induit par le sous-ensemble de sommets {1,...,k} (k = reste(n, b))
est une clique et

- Vie{k+1L,k+140,...,k+ 1+ (reste(n,b)— 1)b} le sous-graphe induit par les
sommets V' = {i,1+ 1,...,14+b— 1} est une clique.

4. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [30]
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1 @ P:’S L GM(5,3)

N

)

é (2 %\ >4R @ . GM(6,3)
\< N N ’

F1G. 8.6: Exemples de graphes de type GM(n,b).

N

Soit I'algorithme suivant :

Algorithme LA4;
début

1- Renuméroter les taches de sorte que celles-ci soient rangées par ordre croissant
de leurs dates de disponibilité et par ordre croissant de leurs temps de traite-
ment en cas d’égalité des dates de disponibilité et le graphe ainsi obtenu soit
de type GM(n,b) (Soit Ty, ..., T, cette séquence);

2- k :=reste(n,b);

sik=0
alors k:=b
fsi;
3- By :={T1,.... T} ;
sby =1y
pby = py;

4- Pour i :=2 a [n/b]
faire - Bz = {Tk-l—(i—Z)b-I—la ceey Tk—l—(i—l)b} 3
- sb; := max{rpq -1y, sbic1 + pbi1};
- pbi = Pry(i—1yp
fait ;
5- La date de fin de traitement est sbp, 41 + pn;
fin.

Remarque 8.4 La notation "GM(n,b) A r; T p; 17 indique qu’il existe une séquence
ou une numérotation (Ty,...,T,) des taches telle que r; < rip1 et pi < piy1 pour
i=1,...,n—1 et le graphe de compatibilité ainsi obtenu est de type GM(n,b).

Corollaire 8.8 L’algorithme LA/J résout le probleme B1/GM(n,b),b,r;/Cpas avec
GM(n,b) Ar; T p; T en O(nlogn).
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Preuve. Comme les taches de la solution optimale du probleme définie dans le théo-
reme 8.4 sont rangées par ordre croissant de leur dates de disponibilité et par ordre
croissant de leurs temps de traitement, la capacité de la machine a traitement par
batch est égale a b et les taches de chaque batch sont deux a deux compatibles. Par la
proposition 8.6, la solution obtenue par I’algorithme LA4 est optimale pour ce probleme.
Le rangement des taches s’exécute en O(nlogn). O

Exemple 8.4 Nous disposons de 5 taches Ty, T, T5, Ty et Ts a ordonnancer sur une
machine a traitement par batch avec une capacité égale a 2. Les temps de traitement
et les dates de disponibilité des taches sont données dans le tableau 8.4. Le graphe de
compatibilité est représenté par la figure 8.7.

Ti T1 T2 T3 T4 T5
|0 |3 |4 |5 |6
2 12 [3 |3 [4

TAB. 8.4: Les donnés de ['ezemple 8.4.

3 4 5
N
Fic. 8.7: Le graphe de compatibilité de 'exemple 8.4.

L’exécution de 'algorithme donne:

1- Les taches sont déja rangées par ordre croissant de leurs dates de disponibilité
et par ordre croissant de leurs temps de traitement et le graphe est de type

GM(5,2) ;
2-k=1;

3- By ={11}; sby =0; pb; = 2;

4- BQZ{T27T3}; 862:4;p62 :3’
B3:{T47T5}; 363:7,}?63:4,
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5- La date de fin de traitement est égale a 11;

L’ordonnancement optimal est représenté par la figure 8.8.

Tl T2 ’ T3 T4 ) T5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 temps

Fic. 8.8: Ordonnancement optimal de 'exemple 8.4.

Soit I'algorithme suivant :

Algorithme LAS5;

Début

1- Renuméroter les taches de sorte que celles-ci soient rangées par ordre croissant
de leurs temps de traitement et le graphe ainsi obtenu soit de type GM(n,b)
(Soit Ty, ..., T, cette séquence);

2- k :=reste(n,b);

Sik=0
alors £ := b
fsi;
3- Bl = {Tlvak}7
pby = pr;

4- Pour i :=2 a [n/b]
faire - BZ = {Tk+(i—2)b+17 ceey Tk-l—(i—l)b} 3
- pb; = Prt(i-1)b 5
fait ;
5- Ordonnancer les batchs dans un ordre arbitraire ;

6- La date de fin de traitement est égale a sbp, /1 + pn ;
fin.

Remarque 8.5 La notation "GM(n,b) A p; 17 indique qu’il existe une séquence ou
une numérotation (Ty,...,T,) des taches telle que p; < pipq pouri=1,...,n—1 et le
graphe de compatibilité ainsi obtenu est de type GM(n,b).

Corollaire 8.9 L’algorithme LA5 résout le probleme B1/GM(n,b),b/Char avee la
condition GM(n,b) A p; T en O(nlogn).
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Preuve. Comme les taches de la solution optimale du probleme B1/b/C,,,, sont
rangées par ordre croissant de leurs dates de disponibilité, la capacité de la machine a
traitement par batch est égale a b et les taches de chaque batch sont deux a deux com-
patibles. Par la proposition 8.6, la solution obtenue par ’algorithme LA5 est optimale
pour ce probleme. Le rangement des taches s’exécute en O(nlogn). g

Exemple 8.5 Nous avons 5 taches 11,15, 15, Ty et T5 a ordonnancer sur une machine
a traitement par batch avec une capacité égale a 2. Les temps de traitement des taches
sont données dans le tableau 8.5. Le graphe compatibilité est représenté par la figure

8.9.

Ti T1 T2 T3 T4 T5
2 121313 [4

TAB. 8.5: Temps de traitement des taches de 'exemple 8.5.

3 4 5
N
Fic. 8.9: Le graphe de compatibilité de 'exemple 8.5.

L’exécution de 'algorithme donne:

1- Les taches sont déja rangées par ordre croissant de leurs temps de traitement
et le graphe est de type GM(5,2);

2-k=1;

3- By = {11}; pby = 2;

4- By = {15, T5}; pby = 34
By = {T4,T5}; pbs = 4;

5- la date de fin de traitement de 'ordonnancement est égale a 9;



CHAPITRE 8. GRAPHE COMPLET ET QUELQUES GRAPHES SPECIAUX 134

L’ordonnancement optimal est représenté par la figure 8.10.

T17 T2

T37T4 T5
o 1 2 3 4 5 6 7 8

9 temps
Fic. 8.10: Ordonnancement optimal de ['exemple 8.5.



Chapitre 9

Résolution et expérimentations
numériques

Nous avons montré dans les chapitres précédents que le probleme général et nombreuses
sous-problemes particuliers sont NP-difficiles dont certains au sens fort, ’existence
d’algorithmes polynomiaux semble, donc, peu réaliste et ceci nous pousse a considérer
d’autres méthodes de résolution.

Pour résoudre ces problemes, nous présentons, dans ce chapitre, des méthodes exactes
(par séparation et évaluation) dont le temps de calcul est, évidemment, exponentiel, ce
qui explique qu’elles ne sont utilisables que sur des problemes de petites tailles. Pour
les problemes de grandes tailles, les méthodes exactes ne sont plus envisageables, de
par leur temps de calcul. Il est donc nécessaire dans ce cas, d’utiliser des méthodes
approchées (heuristiques) qui donnent des solutions, certes, pas toujours optimales,
mais obtenues rapidement. Ces solutions peuvent ensuite servir de solutions initiales
pour les méthodes par séparation et évaluation ou des méthodes amélioratrices. Notons
que les méthodes approchées sont largement utilisées pour appréhender ce genre de
problemes. Les deux méthodes, exactes et heuristiques, sont basées sur le rangement
des taches.

Enfin, les méthodes proposées dans ce chapitre sont testées et comparées sur des ins-
tances générées aléatoirement. Les résultats numériques obtenus sont donnés sous forme
de tableaux.
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9.1 Probléme B1/G = (V,E),b > n,p; =p/Chas’

Dans ce paragraphe, nous proposons des algorithmes exacts et des heuristiques pour
résoudre ce probleme.

Soient :

— (': la cardinalité d’un couplage maximum dans le graphe de compatibilité GG =

(V, E).
— (@) : le degré minimum du graphe G.

— A(G): le degré maximum du graphe G.
Proposition 9.1 C,,,, < (n — maz{6(G),C}).p

Preuve. Ce probleme est équivalent au probleme de la partition minimum en cliques
du graphe de compatibilité GG. Or, un graphe G admet une partition en k cliques
si et seulement si le graphe complémentaire de G admet une partition en k stables
et un graphe (G admet une partition en k stables si et seulement si il admet une k

coloration. Donc, le nombre de batchs est inférieur ou égal a v(G) ou v(G) est le

nombre chromatique du graphe complémentaire de G. Or, v(G) < A(G) + 1 [8] et

A(G) + 6(G) = n — 1. Donc, le nombre de batchs est inférieur ou égale a n — §(G).
Comme le nombre de batchs obtenu par le couplage maximum est C4+(n—2C") = n—C,

on obtient : Cr < (0 — max{d(G),C}).p O
Remarque 9.1 Linégalité précédente est serrée.

Preuve. Considérons le graphe de comptabilité ¢ = (V. F) ou |[V| = 2n et £ =
{(i,i4+n) pour i =1...n}. 1l est clair que:

— La date de fin de traitement est égale a np et

- (2n —max{d(G),CHp = (2n — maz{1l,n})p = np. O

1. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [27]
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9.1.1 Heuristiques

Considérons des heuristiques, basées sur le rangement des taches.
Soit ’heuristique H11 suivante :

Algorithme H11;
début
1- Ranger les taches (soit Ty,...,T,);
2-h:=1; By :={11};
3- Pour ¢ := 2 a n faire
si il existe un batch (soit Bj;) tel que toutes les taches de ce batch soient
compatibles avec la tache T;
alors B; := B; U{1;}
sinon h:=h+1; B, :={1}}
finsi
fait
fin.

Définition 9.1 On appelle nombre de compatibilité d’une tache T;, le nombre de taches
compatibles avec elle.

L’heuristique ci-dessus a été testée avec plusieurs types de procédures de tri, citons:

1. Ordre croissant des nombres de compatibilité des taches.
2. Ordre décroissant des nombres de compatibilité des taches.
3. Ordre aléatoire.

4. T7 est la tache ayant le plus petit nombre de compatibilité.
Ty (k= 2,...,n) est la tache ayant le plus petit nombre de compatibilité dans
I’ensemble des taches T\ {T1y,...,Tx_1}.

5. Ty est la tache ayant le plus grand nombre de compatibilité.
Ty (k=2,...,n) est la tache ayant le plus grand nombre de compatibilité dans
I’ensemble des taches T\ {T1y,...,Tx_1}.

6. T} est la tache ayant le plus petit nombre de compatibilité.
Ty (k= 2,...,n) est la tache ayant le plus petit nombre de compatibilité dans
Iensemble des taches {T1,...,Tx_1}.
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7. Ty est la tache ayant le plus grand nombre de compatibilité.
Ty (k=2,...,n) est la tache ayant le plus grand nombre de compatibilité dans
Iensemble des taches {T1,...,Tx_1}.

Nous avons remarqué que le tri numéro 6 donne de tres bons résultats.

Algorithme Tri6 ;
début

1- Oy est la tache qui a moins de taches compatibles
2-T:=T\{O};
3- L:={01}; (L est un ensemble ordonné, ¢ est l'ordre de la tache O;)
4- Pour 7 :=2 a n — 1 faire
— Pour chaque tache T; de T', calculer le nombre de taches de L compatibles
avec T; (soit Co;);
—Soit O; la tache de T telle que C'o; est minimal ;

ST =T\ {0
*L::LU{O]‘};
fait ;
5 L:=LUT;
fin.

Proposition 9.2 L ’algorithme Trit est en O(n?).

Preuve. Pour déterminer Oy , il faut n tests (en supposant que le nombre de com-
patibilité de chaque tache est déja calculé). Pour implémenter cet algorithme, prenons
comme structure de données une table T'[¢, 7] ou 7 est I'indice de la tache T;. T'[i, 1] est
un compteur indiquant le nombre de taches compatibles avec la tache T; et T'[i, 2] est
un pointeur qui pointe sur une liste chainée des taches compatibles avec la tache T;. A
chaque itération j de la boucle, il faut au maximum n opérations pour déterminer la
tache O; et au maximum n opérations pour la mise a jour de la table T' (mettre 0 a
la case T[1, j] et décrémenter de 1 toutes les cases T'[¢,2] des taches de L compatibles
avec une tache T; de T'. Le nombre d’opérations est donc borné par O(n?). g

Proposition 9.3 L’algorithme H11 est en O(n?).

Preuve. L’algorithme tri6 est en O(n?). A chaque itération 7 de la boucle, le nombre
de taches déja affectées étant 1 —1; donc, pour déterminer si la tache T; peut appartenir
a un batch, il faut faire (dans le pire des cas) ¢ — 1 tests. Ainsi, le nombre total de test

estborneparZi—lzﬂn—_ll. O

=2 2
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Nous avons remarqué aussi que les résultats obtenus seront meilleurs si nous considérons
le tri6 en premiere priorité et le tril en seconde priorité; c.-a-d. en cas d’égalité dans
le premier tri, on considérera le second.

Remarque 9.2 57 on utilise le tri numéro 1, qui est en O(nlogn), Uheuristique H11
sera en O(n?).

Cette heuristique a été améliorée en faisant des permutations aléatoires entre les taches
et pour chaque permutation, calculer une valeur approchée; et apres n permutations
prendre le minimum.

Algorithme H12;
début

1- min:=o0;

2- Pour ¢ := 1 a n faire
— générer aléatoirement deux nombres k et [ (1 < k,[ < n);
— permuter les deux taches T}, et 17;
— calculer une valeur approchée (val) par I’heuristique H11;

—s1 val < min
alors min:=val ; sauvegarder la solution
finsi

fait
fin.

Remarque 9.3 L heuristique H12 est en O(n?).

Preuve. Evident, car ’heuristique H11 est utilisée n fois. O

9.1.2 Méthodes exactes

Soient les variables

-} U silatache T; appartient au batch B,
Y=Y 0 sinon

pour:=1,...netr=1,.., k.
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et soient

g = 1 siles taches T; et T; sont compatibles
Y1 0 sinon

pouri=1,...netj=1,....,naveci #j

Le probleme se formule de la maniere suivante :

min k p (9.1)

Tip + 5 —a; <1 i=1l.n, j=1l.n, i #£jetr=1.k (9.2)
k

inr =1 1= 1..n (9.3)
r=1

z, €{0,1}  i=1l.netr=1.k (9.4)

La premiere contrainte indique que deux taches incompatibles ne peuvent pas appar-
tenir au méme batch. La seconde contrainte indique que chaque tache doit appartenir
a un et un seul batch. La fonction objectif montre qu’il suffit de minimiser le nombre

de batchs (c.-a-d. k).

Une solution réalisable de ce programme est en fait une partition du graphe de compa-
tibilité GG en cliques, qui est aussi une partition d’un ensemble a n éléments. Ainsi, une
partition d'un ensemble a n éléments, dont les éléments représentent les sommets du
graphe de compatibilité G ou chaque partie forme une clique, est une solution réalisable
de ce probleme.

Partant de cette idée, nous construisons un algorithme énumératif de type branch and
bound dont le principe est le suivant: En démarrant avec une solution initiale de s
batchs (soit obtenue par heuristique, soit estimée par la proposition 9.1) 'algorithme
prend les taches une a une (dans un certain ordre) et les affectent aux batchs en
construisant toutes les solutions réalisables possibles, et de ce fait il parcourt toute
I’arborescence des solutions réalisables. Si a un sommet donné de I’arborescence, toutes
les taches sont affectées (ou on est sur un neeud terminal) alors si le nombre de batchs de
cette solution est inférieur strictement a s, la meilleure solution trouvée sera remplacée
par cette nouvelle solution. Et si sur un nceud quelconque de ’arborescence, le nombre
de batchs obtenu est supérieur ou égal a s alors ce nceud est stérilisé, car on ne peut
obtenir une solution dont le nombre de batchs est inférieur strictement a s a partir
de ce nceud. L’algorithme construit une arborescence en la parcourant en profondeur
d’abord. Si le graphe est complet et si on ne considere pas la stérilisation alors les nceuds
terminaux de ’arborescence sont les différentes partitions possibles d’un ensemble a
n éléments. Le nombre de nceuds terminaux est donc tres inférieur au nombre de
partitions d’un ensemble a n éléments qui est égal au nombre de Bell B,.
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Algorithme OPT;

Procédure initialisation ;
début
- Ranger les taches (soit Ty,...,T,);
- s:=solution de I’heuristique H12 (ou la borne de la proposition 9.1);
- ki=0;
fin;
Procédure optimale(B;,..., By, i);
début si i > n (toutes les taches sont affectées)
alors si k < s
alors s := k et sauvegarder la solution courante
finsi
sinon si k < s
alors - pour j :=1 a k faire
si la tache T; peut étre traiter dans le batch B;
alors - B; := B; U {T}};
- optimale( By, ..., By, i+ 1);
- Bj = B\ {1i};
fsi
fait ;
- Byt1 :=T;; (créer un nouveau batch Bjyq)
- optimale(By, ..., Bry1,t + 1)
finsi
finsi
fin;
début
- initialisation ;
- optimale(pas de batchs(k=0),1);
fin.
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Nous avons remarqué que si nous considérons 1’algorithme tri6 pour ranger les taches,

nous obtenons de meilleurs temps de réponses, cela vient du fait que la stérilisation

de sommets n’est pas tres profonde; on a pu résoudre des problemes a 100 taches en

quelques minutes sur un terminal d’une station de travail UNIX.

Dans le tableau 9.2 sont indiqués les différents tests réalisés sur les instances du tableau

9.1. On remarquera que I’heuristique H12 améliore la solution donnée par I’heuristique
H11 dans presque 47% des cas ou la solution n’est pas optimale. Pour les problemes de

petite taille les solutions données par I’heuristique H12 sont presque toujours optimales.
Pour les problemes de grande taille les solutions données par ’heuristique H12 ne sont

pas tres éloignées de la solution optimale.
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Instance Nombre Nombre Densité
de taches d’arétes (%)

1 5 5 50,00
2 10 30 66,67
3 15 68 64,76
4 20 134 70,53
5 25 214 71,33
6 30 288 66,21
7 35 363 61,01
8 40 544 69,74
9 45 598 60,40
10 50 17 58,53
11 55 917 61,75
12 60 1166 65,88
13 65 1247 59,95
14 70 1328 54,99
15 75 1632 58,81
16 80 2103 66,55
17 85 2085 58,40
18 90 2493 62,25
19 95 2711 60,72
20 100 2863 57,84

TAB. 9.1: Les 20 différentes instances des différents tests. Les graphes sont générés
aléatoirement, créant les arétes uniformément entre les paires de taches. Les temps de
traitement sont tous égaux a 1 ou variables. Dans ce dernier cas, les différentes valeurs
utilisées sont générées aléatoirement et uniformément entre 1 et 10.
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Instance HI114tri6 H12 Solution Nombre Durée
optimale de nceuds (sec.)
1 2 29 2 3 <1
2 3 3° 3 4 <1
3 4 44 4 5 <1
4 4 44 4 13 <1
5 5 Ha 5 154 <1
6 7 64" 6 240 <1
7 8 8 7 132 <1
8 7 7 6 126 <1
9 9 SR 11 <1
10 10 10 9 1356 <1
11 11 100 9 1494 <1
12 11 9b 9 2422 <1
13 12 12 11 489 <1
14 13 13 11 135577 5
15 14 3% 12 309861 14
16 12 12 10 66086 2
17 15 144 12 686311 31
18 13 13 12 3217 <1
19 16 15° 13 303441 15
20 16 16 15 4582470 273

TAB. 9.2: Tests du probléeme B1/G = (V,E),b>n,p; = 1/Cps.

“: La solution obtenue est optimale.

b. La solution a été améliorée.
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9.2 Probléme B1/G = (V,E),b,p; = p/Chras’

Proposition 9.4 Nous avons [%1 P < Coazr < (n—C)p

Preuve. Le nombre de batchs obtenu par le couplage maximum est C' 4 (n — 2C') =
n—C, donc Cpor < (n—C)p. Comme le nombre de batchs est supérieur ou égal a [%1

alors Ch gz > [%1 P. O]

Remarque 9.4 Linégalité précédente est serrée.

Preuve. Considérons le probleme d’ordonnancement suivant :
— Le nombre de taches est égale a 2n.

— Le graphe de comptabilité G = (V, E) est tel que £ = {(i,¢ + n) pour 1 =
L,...,n}.

- b=n.

Il est clair que:

— La date de fin de traitement est égale a np,
- 2n—=C)p=(2n—n)p=np et

[l o

Les algorithmes utilisés sont les mémes que ceux du paragraphe précédent, auxquels il
faut ajouter un test pour que la taille d’un batch ne dépasse pas b (Appelons H21 et
H22 ces deux heuristiques).

Le tableau 9.3 résume les résultats des différents tests réalisés sur les instances du
tableau 9.1. On pourra remarquer que ’heuristique H22 améliore la solution donnée
par I’heuristique H21 dans presque 50% des cas ou la solution n’est pas optimale.
Pour les problemes de petite taille les solutions données par I’heuristique H22 sont
presque toujours optimales. Pour les problemes de grande taille les solutions données
par I'heuristique H22 ne sont pas tres éloignées de la solution optimale.

Aussi nous avons remarqué que si nous considérons l’algorithme tri6 pour ranger
les taches, nous obtenons de meilleurs temps de réponses, cela vient du fait que la
stérilisation des sommets n’est pas tres profonde; on a pu résoudre des problemes a
100 taches en quelques minutes sur un terminal d’une station de travail UNIX.

2. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [27]
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Instance b H214+tri6 H22 Solution Nombre Durée
optimale de neeuds (sec.)
1 2 3 3° 3 8 <1
2 3 14 44 4 23 <1
3 3 5 Ha 5 56 <1
4 4 5 Ha 5 116 <1
5 4 7 7 7 53956 1
6 4 8 8 8 114086 2
7 410 9b 9 163311 4
8 6 8 7mb 7 9795 <1
9 6 9 grh 8 11 <1
10 6 10 10 9 44970 1
11 7T 11 10° 9 128064 4
12 711 9b 9 2408 <1
13 712 12 11 481 <1
14 8 13 13 12 13074271 601
15 8 14 14 12 149697 7
16 8 12 12 11 11944883 481
17 9 15 144 12 4462441 238
18 9 13 13 12 9224 <1
19 9 16 15° 13 293800 16
20 10 16 16 15 3998189 260

TAB. 9.3: Tests du probléeme B1/G = (V, E),b,p; = p/Cpaz-

“: La solution obtenue est optimale.

b. La solution a été améliorée.
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9.3 Probléme B1/G = (V,E),b > n/C 4"’

. n—maz{8(G),C}
Proposition 9.5 (., < > Di QUEC PL 2 Po 2 oot 2 Py
=1

Preuve. Comme la date de fin de traitement de l’ordonnancement optimal est inférieure
ou égale a la date de fin de traitement de toute solution réalisable, elle est donc inférieure
ou égale a la solution obtenue par la partition minimum en cliques des sommets (taches)

k
du graphe G = (V, E') qui, elle-méme, est inférieure ou égale a 3 p; (en supposant que
=1

le graphe G = (V, F) admet une partition en k cliques). Or, d’a}n’és la proposition 9.1,
E<n-—max{d(G),C}. O

Remarque 9.5 Linégalité précédente est serrée.

Preuve. Considérons le probleme d’ordonnancement défini comme suit :

Le nombre de taches est égal a 2n.

Le graphe de comptabilité G = (V, E) est tel que £ = {(i,i + n) pour 1 =
L,...,n}.

— pi =l pouri=1,...,2n (tous les temps de traitement des taches sont identiques
et égaux a 1).

Il est clair que:

— La date de fin de traitement de I’ensemble des taches est égale a n (c.-a-d.
Crnaz = 1), €t

2n—maz{§(G),C'} n

- > pi=.l=n O

Les algorithmes (heuristiques et exacts) utilisés pour le probleme de ce paragraphe sont
les mémes que ceux utilisés pour le probleme défini au paragraphe 9.1, sauf qu’il faut
remplacer, dans la procédure optimale, le test k& < s par d < s ou d est la durée d’une
solution partielle et s la durée de la meilleure solution trouvée; et calculer avant le
premier appel de la procédure optimale, dans la boucle pour, la nouvelle valeur de d
comme suit :

3. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [27]
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si p; > pb;

alors - d :=d+ p; — pb;;
- pbj == pi;

finsi

ou pb; est le temps de traitement du batch B;, c.-a-d. le plus long temps de traitement
des taches affectées a B;.

et avant le second appel, ajouter:

pbry1 = pi; d = d+ p;.

Les nouveaux parametres de la procédure optimale sont donc:
Bi,.... By, pby,...,pby, d et 1.

Le premier appel de la procédure optimale, dans la procédure optimale, est :
Optimale( By, ..., Bk, pb1, ..., pbg,d, i + 1)

et le second appel est:

Optimale( By, ..., Bit1, pbi, ..., pbri1, d, i + 1).

Apres plusieurs tests, nous avons remarqué que le tri qui donne de meilleurs résultats
pour les deux methodes proposées (1’heuristique et I'algorithme optimal) est: ranger
les taches par ordre décroissant de leurs temps de traitement et en cas d’égalité choisir
la tache qui a moins de taches compatibles avec les taches déja rangées (Appelons H31
et H32 ces deux heuristiques).

Les résultats des différents tests réalisés sur les différentes instances du tableau 9.1 sont
résumées et indiqués dans le tableau 9.4 ci-dessous. On remarquera que I’heuristique
H32 améliore la solution donnée par ’heuristique H31 dans presque 61% des cas ou la
solution n’est pas optimale ou bien la solution optimale n’est pas encore connue. Pour
les problemes de petite taille les solutions données par I’heuristique H32 sont presque
toujours optimales. Pour les problemes de grande taille la solution obtenue par I'heu-
ristique H32 n’est pas tres éloignée de la solution obtenue par la procédure optimale.
Au-dela de 50 taches, le temps d’exécution (dépassant une heure sur un terminal d’une
station de travail UNIX) de la procédure optimale ne nous a pas permis de calculer
la solution optimale; cela ne nous a pas empéché d’utiliser cette procédure pour avoir
une bonne solution approchée en 'arrétant apres une certaine durée d’exécution qui
dépasse une heure dans tous les cas.
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Instance H31 H32 Procédure Nombre Durée
optimale  de nceuds  (sec.)

1 16 16 16 3 <1

2 19 19¢ 19 52 <1

3 33 29 26 75 <1

4 31 28" 26 148 <1

5 48 380 37 8450 <1

6 46 46 43 33475 <1

7 61 61 53 1759563 51

8 46 44% 40 363333 11

9 60 59° 55 307963419 9686

10 74 74 66 109544350 3557

11 90 85°  83¢ - -

12 79 79 72°¢ - -

13 90 90 90°¢ - -

14 103 102> 96° - -

15 101 101  97°¢ - -

16 97 94° 94 - -

17 121 117° 115° - -

18 115 114° 114° - -

19 107 105° 105° - -

20 139 139  139° - -

TAB. 9.4: Tests du probléme B1/G = (V,E),b > n/Chas.

: La solution a été améliorée.

: La solution obtenue est optimale.

d’exécution (elle n’est pas forcément optimale).

: Cette solution a été obtenue par arrét de la procédure apres une heure
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9.4 Probléme B1/G = (V,E),b/Cra’

%]

n—C'
Proposition 9.6 >~ pii—1)p < Chaw < 3 pie avec py 2 p2 2 ... 2 py.
=1 ;

Preuve. Comme la durée totale de I'ordonnancement optimale est inférieure ou égale

a la durée totale de toute solution réalisable, elle est donc inférieure ou égale a la durée

totale de la solution obtenue par le couplage de poids maximum qui, elle-méme, est
n—C n—

inférieure ou égale a >° p;. D’ou, Cur < Y pi. Aussi, la durée totale de 'ordonnan-
=1 =1

cement est supérieure ou égale a la durée totale de la solution du probleme B1/b/C,

5]

qui est égale a >° piy(i—1)- O
=1
Remarque 9.6 Linégalité précédente est serrée.

Preuve. Considérons le probleme d’ordonnancement suivant : le nombre de taches est
égale a 2n, le graphe de comptabilité G = (V, E) est tel que F = {(i,1 4+ n) pour i =
L...,n},pp=1pourt=1,...,2n et b = 2.

2n
2n—n

Il est clair que: Chpp =mn, Y, pi= >, 1 =net Zn: PleGi-1)p =10 g
=1 =1 =1

Les algorithmes (heuristiques et exacts) utilisés pour le probleme de ce paragraphe
sont les mémes, que ceux utilisés pour le probleme du paragraphe précédent, auxquels
il faut ajouter un test pour que la taille d'un batch ne dépasse pas b (Appelons H41 et
H42 ces deux heuristiques).

Dans le tableau 9.5 sont résumés les résultats des différents tests réalisés sur les
différentes instances du tableau 9.1. On pourra remarquer que ’heuristique H42 amé-
liore la solution donnée par 1’heuristique H41 dans presque 72% des cas ou la solu-
tion n’est pas optimale ou bien la solution optimale n’est pas encore connue. Pour
les problemes de petite taille les solutions données par 1’heuristique H42 sont presque
toujours optimales. Pour les problemes de grande taille la solution obtenue par I'heu-
ristique H42 n’est pas tres éloignée de la solution obtenue par la procédure optimale.
Au-dela de 50 taches, le temps d’exécution (dépassant une heure sur un terminal d’une
station de travail UNIX) de la procédure optimale ne nous a pas permis de calculer
la solution optimale; cela ne nous a pas empéché d’utiliser cette procédure pour avoir
une bonne solution approchée en arrétant son exécution apres une certaine durée.

4. Les résultats de ce paragraphe sont publiés dans [27]
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Instance b  H4l H42 Procédure Nombre Durée
optimale  de nceuds  (sec.)
1 2 20 20 20 8 <1
2 329 27%b 27 37 <1
3 3037 34 34 198 <1
4 4 31 30¢% 30 205 <1
5 4 46 42%b 49 1407 <1
6 4 58 57" 56 79545 2
7 4 064 64 64 197053 7
8 6 46 45° 44 337676 12
9 6 65 61¢* 61 78749730 3011
10 6 74 74 73 68564099 2934
11 790 89> 83¢° - -
12 7 80 80 73¢ - -
13 790 90 90°¢ - -
14 g8 103 102° 96° - -
15 8 101 101 97° - -
16 8 98 96  96° - -
17 9 121 117* 115° - -
18 9 115 114® 114° - -
19 9 107 105® 105° - -
20 10 139 139  139° - -

TAB. 9.5: Test du probléme B1/G = (V,E),b/Cpas.

: La solution obtenue est optimale.

: La solution a été améliorée.

d’exécution (elle n’est pas forcément optimale).

: Cette solution a été obtenue par arrét de la procédure apres une heure

150
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9.5 Probléme B1/G = (V. E),b>n.r;,p; =p/Cha

En utilisant le méme raisonnement que celui du lemme 8.2, on montre qu’il existe
une solution optimale ou les dates de disponibilité rb; des batchs sont rangées suivant
I’ordre croissant. Il suffit donc de ranger les taches par ordre croissant de leurs dates de
disponibilité et en cas d’égalité, on prendra la tache qui a moins de taches compatibles
avec les taches déja rangées.

Les algorithmes utilisés sont les mémes que ceux du paragraphe 9.1, sauf qu’il faut
remplacer, dans la procédure optimale, le test k& < s par d < s ou d est la durée d’une
solution partielle et s la durée de la meilleure solution trouvée. Ensuite, calculer avant
chaque appel de la procédure optimale la nouvelle valeur de d comme suit :

—d:=7rb +p;

— pour:¢:=2ak
faire si d < rb;
alors d :=rb; +p
sinon d:=d+p
finsi
fait

(Appelons H51 et H52 ces deux heuristiques).

Les nouveaux parametres de la procédure optimale sont donc:

Bi,....By, rby,...,rb, d et 1.

Le premier appel de la procédure optimale, dans la procédure optimale, est :
optimale(By, ..., By, rby, ... ,rbg,d,i + 1)

et le second appel est:

optimale(B1, ..., Byy1,7b1, ..., rbgy1,d 1+ 1).

Dans le tableau 9.6, sont donnés les différents tests réalisés sur les instances du tableau
9.1. On remarquera que I’heuristique H52 améliore la solution donnée par I’heuristique
H51 dans presque 47% des cas ou la solution n’est pas optimale ou bien la solution
optimale n’est pas encore connue. pour les problemes de petite taille, les solutions
données par I’heuristique H52 sont presque toujours optimales. Pour les problemes de
grande taille la solution obtenue par I'heuristique H52 n’est pas tres éloignée de la
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solution obtenue par la procédure optimale. Au-dela de 80 taches, le temps d’exécution
(dépassant une heure sur un terminal d’une station de travail UNIX) de la procédure
optimale ne nous a pas permis de calculer la solution optimale; cela ne nous a pas
empeché d’utiliser cette procédure pour avoir une bonne solution approchée en arrétant
celle-ci apres une certaine durée d’exécution.

9.6 Probleme B1/G = (V, E), b,7i,0i = P/ Chiae

Les algorithmes utilisés pour ce probleme sont les mémes que ceux présentés au para-
graphe précédent 9.5, auxquels il faut ajouter, bien sir, un test pour que la taille d’un
batch ne dépasse pas la valeur b qui est la capacité de la machine a traitement par
batch (Appelons H61 et H62 ces deux heuristiques).

Les différents tests réalisés sur les différentes instances du tableau 9.1 sont résumés
dans le tableau 9.7 de la page suivante. On pourra remarquer que ’heuristique H62
améliore la solution obtenue par I’heuristique H61 dans presque 62% des cas ou la
solution n’est pas optimale ou bien la solution optimale n’est pas encore connue. Pour
les problemes de petite taille les solutions obtenues par ’heuristique H62 sont presque
toujours optimales. Pour les problemes de grande taille la solution obtenue par I'heu-
ristique H62 n’est pas tres éloignée de la solution obtenue par la procédure optimale.
Au-dela de 80 taches, le temps d’exécution (dépassant une heure sur un terminal d’une
station de travail UNIX) de la procédure optimale ne nous a pas permis de calculer
la solution optimale; cela ne nous a pas empéché d’utiliser cette procédure pour avoir
une bonne solution approchée en 'arrétant apres une certaine durée d’exécution qui
peut dépassée une heure.

Notons que dans le cas d’un graphe biparti, une heuristique avec un rapport de perfor-
mance inférieur ou égal a 1 + % est donnée au paragraphe 6.3. De plus cette
borne de performance est atteinte pour certains exemples et est dans le mauvais cas
égale a 2. Cette heiristique peut se généraliser au cas ou les temps de traitement des

taches ne sont pas tous identiques.

Remarquons que, pour un graphe biparti, la taille maximale d’un batch est égale a
2, c’est-a-dire que toutes les contraintes sur la capacité de la machine a traitement
par batch se ramenent au cas b = 2. Cette heuristique peut donc remplacer les deux
heuristiques H61 et H62. Seulement, aucun test de comparaison n’a été réalisé entre
cette heuristique et les heuristiques H61 et H62, évidemment dans le cas d’un graphe
biparti.

D’autres heuristiques ou algorithmes exacts peuvent aussi étre proposés pour un graphe
biparti ou pour d’autres types de graphes et feront certainement 1’objet d’autres pu-
blications ou d’autres theses. Les tests de comparaison seront dans ce cas plus que
nécessaire.
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Instance H51 H52 Procédure Nombre Durée
optimale  de nceuds  (sec.)

1 22 22¢ 22 2 <1

2 30 30 30 2 <1

3 23 23% 23 2 <1

4 22 22¢ 22 2 <1

5 21 21 21 2 <1

6 26 26 25 79 <1

7 42 42% 42 2 <1

8 46 46 46 42 <1

9 46 45° 45 3 <1

10 42 42 41 174 <1

11 46 46 45 904 <1

12 46 46 45 181 <1

13 56 56 48 1441436 78

14 57 54 51 14774 <1

15 49 49 48 28560857 1893

16 51 49° 44 1037768 56

17 57 54°  52° - -

18 56 56 53¢ - -

19 60 59  55° - -

20 70 63°  63° - -

TAB. 9.6: Test du probléme B1/G = (V,E),b > n,r;,p; = p/Cras-

: La solution a été améliorée.

: La solution obtenue est optimale.

d’exécution (elle n’est pas forcément optimale).

: Cette solution a été obtenue par arrét de la procédure apres une heure
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Instance b  H61 H62 Procédure Nombre Durée
optimale  de nceuds  (sec.)

1 2 22 22¢ 22 2 <1
2 3 30  30° 30 2 <1
3 3 23 23 23 2 <1
4 422 220 922 2 <1
5 426 240 24 348 <1
6 4 30 30 29 9042 <1
7 4 43 43* 43 380 <1
8 6 46  46* 46 42 <1
9 6 46 45" 45 3 <1
10 6 42 42 41 52243 3

11 749 49 45 21571 <1
12 7T 46 46 45 176 <1
13 7 56 56 48 359437 22
14 8 57 544 51 12687 <1
15 8 51  50° 48 1873960 161
16 8 52 49® 44 912744 56
17 9 57  54b  52¢ - -

18 9 56 56 53¢ - -

19 9 60 59°  54° - -

20 10 70 63 63° - -

TAB. 9.7: Test du probléeme B1/G = (V,E),b,ri,p; = p/Craz-

: La solution obtenue est optimale.
: La solution a été améliorée.

: Cette solution a été obtenue par arrét de la procédure apres une heure
d’exécution (elle n’est pas forcément optimale).
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9.7 Probléeme B1/G =(V,E),b>n,r;/Cu.

Comme il existe une solution optimale ou les dates de disponibilité rb; des batchs sont
rangées suivant l'ordre croissant (lemme 8.2). Alors il suffit de ranger les taches par
ordre croissant de leurs dates de disponibilité et en cas d’égalité, on prendra la tache
qui a moins de taches compatibles avec les taches déja rangées.

Les algorithmes utilisés sont les mémes que ceux du paragraphe 9.3, sauf que la valeur
de d se calcule, avant chaque appel de la procédure optimale, de la maniere suivante :

— d:=1by + pby;

— pour:¢:=2ak
faire si d < rb;
alors d := rb; + pb;
sinon d := d + pb;
finsi
fait

(Appelons H71 et H72 ces deux heuristiques).

Les nouveaux parametres de la procédure optimale sont donc:

Bi,...,By, rby, ... rby, pby, ..., pby, d et 1.

Le premier appel de la procédure optimale, dans la procédure optimale, est :
optimale( By, ..., B, rby, ..., rbp, pby, ..., pbg,d,i + 1)

et le second appel est:

optimale(B1, ..., Byy1,7b1, ..., 7bgy1, pby, ..., pbryr,d i+ 1).

Dans le tableau 9.8 sont indiqués les différents tests réalisés sur les instances du tableau
9.1. On remarquera que I’heuristique H72 améliore la solution donnée par I’heuristique
H71 dans presque 45% des cas ou la solution n’est pas optimale ou bien la solution
optimale n’est pas encore connue. Pour les problemes de petite taille les solutions
données par ’heuristique H72 sont presque toujours optimales. Pour les problemes de
grande taille la solution obtenue par I'heuristique H72 n’est pas tres éloignée de la
solution obtenue par la procédure optimale. Au-dela de 45 taches, le temps d’exécution
(dépassant une heure sur un terminal d’une station de travail UNIX) de la procédure
optimale ne nous a pas permis de calculer la solution optimale; cela ne nous a pas
empeché d’utiliser cette procédure pour avoir une bonne solution approchée en arrétant
son exécution apres une certaine durée.
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Instance H71 H72 Procédure Nombre Durée
optimale  de nceuds  (sec.)
1 32 32% 32 5 <1
2 35 35* 35 28 <1
3 40 40 37 2405 <1
4 37 37 33 285 <1
5 46 46 43 159507 5
6 54 54 50 3414104 129
7 81 81 67 926611 33
8 70 68° 66 4739859 157
9 82 82 72 5600226 260
10 96 92> 80° - -
11 107 107 99¢ - -
12 95 95 90° - -
13 128 128  128¢° - -
14 135 129° 124° - -
15 126 123° 121° - -
16 118 115° 114° - -
17 158 142 142° - -
18 153 153 147¢ - -
19 152 136° 136° - -
20 170 162° 162° - -

TAB. 9.8: Test du probléeme B1/G = (V,E),b > n,r;/Chas.

: La solution a été améliorée.

: La solution obtenue est optimale.

d’exécution (elle n’est pas forcément optimale).

: Cette solution a été obtenue par arrét de la procédure apres une heure
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9.8 Probléeme B1/G =(V,E),b,7;/Ca:

Les algorithmes utilisés pour ce probleme sont les mémes que ceux du paragraphe
précédent, auxquels il faut ajouter un test pour que la taille d’un batch ne dépasse pas
b (Appelons H81 et H82 ces deux heuristiques).

Les différents tests réalisés sur les différentes instance du tableau 9.1 sont donnés dans
le tableau 9.9. On pourra remarquer que ’heuristique H82 améliore la solution donnée
par I'heuristique H81 dans presque 73% des cas ou la solution n’est pas optimale ou
bien la solution optimale n’est pas encore connue. Pour les problemes de petite taille
les solutions données par I'heuristique H82 sont presque toujours optimales. Pour les
problemes de grande taille la solution obtenue par I'heuristique H82 n’est pas tres
éloignée de la solution obtenue par la procédure optimale. Au-dela de 45 taches, le
temps d’exécution (dépassant une heure sur un terminal d’une station de travail UNIX)
de la procédure optimale ne nous a pas permis de calculer la solution optimale ; cela ne
nous a pas empéché d’utiliser cette procédure pour avoir une bonne solution approchée
en arretant celle-ci apres une certaine durée d’exécution.
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Instance b  HR&1 HK&2 Procédure Nombre Durée
optimale  de nceuds  (sec.)

1 2 32 32¢ 32 5 <1
2 3 40 40 39 41 <1
3 347 47 45 792 <1
4 4 43 38%b 38 1137 <1
5 4 62  60%" 60 303885 13
6 4 76 76 72 2246221 109
7 4 87 81t 81 267252 14
8 6 70  68° 67 1861624 77
9 6 91 91 79 21049790 1169
10 6 98 950  90° - -
11 7 116  114% 106° - -
12 7 111 109° 95¢ - -
13 7 128 128  129° . .
14 8 135 129° 124¢ - .
15 8 131 130° 129° - -
16 8 122 120° 117° - .
17 9 158 142b 1492° . .
18 9 153 153 147 - -
19 9 155 138% 138 - -
20 10 170 163" 162° - -

TAB. 9.9: Test du probléme B1/G = (V, E),b,1/Cpas.

: La solution obtenue est optimale.
: La solution a été améliorée.

: Cette solution a été obtenue par arrét de la procédure apres une heure
d’exécution (elle n’est pas forcément optimale).



Conclusion

L’ordonnancement par batchs est une extension récente de I’ordonnancement classique
ou une machine ne peut traiter qu'une seule tache a la fois. Il s’intéresse a 'ordonnan-
cement d’un groupe (ou lot) de taches qui doivent étre traitées simultanément. Dans
ce cas, les taches d’'un méme batch doivent étre compatibles. Cet aspect de compatibi-
lité de taches a été longuement ignoré, ce qui nous a amené a introduire cette notion
formelle de "graphe de compatibilité” a I’'ordonnancement par batchs. La compatibilité
entre les taches est donc représentée par un graphe (appelé graphe de compatibilité) ou
les sommets représentent les taches et deux sommets sont reliés, par une aréte, si elles
(les taches correspondantes) sont compatibles. Chaque batch contient uniquement les
taches deux a deux compatibles. Cette liaison entre la théorie de I'ordonnancement et
la théorie des graphes apparait comme un aspect nouveau tres intéressant.

Nous avons considéré, dans cette these, le probleme de 'ordonnancement d’un ensemble
de taches indépendantes sur une machine a traitement par batch en minimisant le temps
de fin de traitement, de I’ensemble des taches, en présence d’un graphe de compatibilité,
de temps de traitement et de dates de disponibilité pour les taches. Des applications
concretes, directes ou indirectes, de ce probleme existent et sont actuellement a 1’étude.

Le cas d’un graphe quelconque a été étudié et analysé. Nous avons montré que dans le
cas ou la capacité de la machine a traitement par batch serait égale a 2, le probleme
est polynomial sans la présence de dates de disponibilité. Ce probleme devient difficile
des que la capacité devient supérieure ou égale a 3 (méme avec la capacité illimitée).

Aussi, nous avons étudié et analysé plusieurs types de graphes comme les graphes
scindés, les graphes bipartis, les complémentaires de graphes bipartis, les graphes com-
plets, etc. Pour ces types particuliers de graphes, nous avons établi la difficulté du
probleme dans le cas ou la capacité de la machine a traitement par batch serait égale a
2 dans le cas dynamique, a 3 dans le cas statique ou a I'infinie. Néanmoins, nous avons
montrer qu’il est possible de trouver des algorithmes polynomiaux exacts pour résoudre
quelques problemes particuliers dont certains paraissent, a premiere vue, difficiles.
Ainsi, nous avons présenté plusieurs algorithmes polynomiaux exacts pour résoudre
de nombreux sous-problemes polynomiaux.

Pour résoudre le probleme dans le cas général (c’est-a-dire lorsque le graphe de com-
patibilité est quelconque), nous avons présenté des méthodes exactes (par séparation
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et évaluation) dont le temps de calcul est, évidemment, exponentiel, ce qui explique
qu’elles sont utilisables que sur des problemes de petites tailles. Pour les problemes
de grandes tailles, nous avons proposé des méthodes approchées (heuristiques) qui
donnent des solutions, certes, pas toujours optimales, mais obtenues rapidement. Les
deux méthodes, exactes et heuristiques, sont basées sur le rangement des taches. Ces
différentes méthodes ont été testées et comparées sur des instances générées aléatoire-
ment.

Dans les tableaux C.1 et C.2 des pages suivantes sont donnés les principaux types de
problemes étudiés et leurs complexités.

Etant donné la difficulté et la complexité du probleme général, nous pensons que les
algorithmes proposés (heuristiques et exacts) sont tres efficaces. Les différents algo-
rithmes ont été présentés d’une maniere simple et facilement compréhensible afin qu’ils
soient faciles a mettre en ceuvre.

Les durées d’exécution des algorithmes exacts non polynomiaux, dans le cas général, ne
sont pas absolues (temps CPU), car les programmes ont été exécutés sur un ordinateur
multitaches ou plusieurs processus s’exécutent simultanément. Nous avons remarqué
que, dans la majorité des cas, lors de I’exécution de la procédure optimale, la solution de
départ s’améliore au début et change que rarement par la suite. De ce fait, les solutions
obtenues par arrét de la procédure optimale apres une certaine durée d’exécution, ont
une grande chance d’étre optimales, ce qui fournit une tres bonne méthode approchée.

Beaucoup de problemes ont été étudiés dans cette these, certains sont difficiles, d’autre
sont faciles (au sens complexité) et beaucoup d’algorithmes ont été présentés, néan-
moins il reste beaucoup de choses a faire: améliorer les algorithmes existants, étudier
d’autres sous-problemes, proposer d’autres approches de résolution, etc.

Les résultats obtenus ouvrent la voie a de nouvelles pistes de recherches tres intéres-
santes :

1- Etendre ce travail a d’autres types de graphes.

2- Etendre ce travail a d’autres criteres d’optimalité comme la somme des dates
de fin de traitement (pondérée ou non).

3- Développer des métaheuristiques comme la recherche taboue, les algorithmes
génétiques ou le recuit simulé.

4- Considérer, pour les taches, des dates échues et utiliser des criteres d’optimalité
comme le retard maximum, somme des retards, nombre de taches en retard,. ..

5- etc.
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Probleme Algorithmes Paragraphe
proposés
Bl/G=(V,E),b=Fk,pi=1/Cpas (k> 3) 4.1.1.1
Bl/G =(V,E),b=2,ri,p; =1/Chax 4.1.1.2
Bl/G=(V,E),b>n,p; =1/Chas 4.1.2
Bl/Hnl + [(712767 rH = O,TK = 1,p2' = 1/Cmal, 4.1.3
avec ny > et ny > 3
Bl/G([(bl,...,[(bs),b,?“i,pi = 1/Cmal, 4.1.4

(le graphe G admet une partition
minimum en cliques)

Bl1/G = (S, K;E),b=k/Cpus (k>3) 5.1.1
Bl/G =(S,K;E),b=Fk,ri,p; =1/Crasx (k > 2) 5.1.2
Bl1/G = (51,5 E),b=2,1;,p; =1/Cpiaz 6.1
B1/G = (51,5 E),b=2,7;,p; = p/Craz H 6.3
Bl/G = (K1, K2y, E),b>n,ri,pi = 1/Chas 7.1
Bl1/G =(V,E),b>n,p; = p/Crax B&B,H 9.1
B1/G = (V,E),b,pi = p/Couss B&B,H 92
B1/G = (V,E),b>1/Crae B&B,H 93
B1/G = (V, E),b/Cras B&B,H 94
Bl1/G =(V,E),b>n,r,pi = p/Crax B&B,H 95
Bl1/G =(V,E),b,ri,pi = p/Craz B&B,H 9.6
B1/G = (V,E),b> n,7:/Crae B&B,H 97
B1/G = (V, E),b,ri/Cras B&B,H 938

TAB C.1: Résumé des principaux problemes difficiles.

B&B: Séparation et évaluation (Branch and Bound).
H: Heuristique.

() : aucun algorithme n’a été proposé.
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Probleme Complexité Para-
algorithmique graphe
Bl/G =(V,E),b=2/Cpu O(n?) 4.2
Bl/G=(V,E),b=2,p, =1/Cha O(n*?) 4.2
Bl1/G =(V,E),b/Cpar ol G est sans K O(n?) 4.2
B1/G = (V,E),b,pi =1/Cpur ot G est sans K3  O(n*?) 4.2
Bl/G=(V,E),b>n,p; =1/Chas
pour des graphes arc-circulaires O(n?) 3.4
pour des graphes triangulés O(n?) 3.4
pour des graphes de comparabilité O(n?) 3.4
Bl1/G = (S, K;E),b,p; =1/Chaz O(n?) 5.2.1.1
Bl/G = (S,K;E),b>n,p;, =1/Cha O(n) 5.2.1.2
Bl/G =(S,K;E),b>n/Ch.. avec O(n?*logn) 5.2.1.2
ps=pet {1; € K /[ (i,j) € E et p; > plres| <2
Bl1/G = (S, K;E),byrs,rx =0,p; = 1/Chyan O(n? ogZ) 5.2.2
Bl1/G = (5, K; Sx[&) b,ri,pi = 1/Cras O(nlogn) 5.2.2
Bl1/G = (51,52, E),b=2rs,rs, = 0,p; =1/Cria  O(n*®logn) 6.2
B1/G = (51, 52;S1x53),b=2,r;,p; = 1/Chrias O(nlogn) 6.2
Bl1/G = (K, Ky E),b>n,r; € {0,7},pi = p/Criaz  O(n?) 7.2
B1/b > n,r;/Cpax O(n?) 8.1
B1/b,7;/C oz max{O(nlogn),O(nb)} 8.2
avec r; T p; |
B1/b,r;/Cpas O(nlogn) 8.2
avec r; T p; 1
B1/b/C, 0 O(nlogn) 8.2
B1/GK(n,b),b,7:/Crax max{O(nlogn),O(nb)} 8.3
avec GK(n,b) Ar; T pi |
B1/GM(n ,b),b/Cmax O(nlogn) 8.4
avec GM(n,b) Ap; T
B1/GM(n,b),b,r;/Crax O(nlogn) 8.4
( Y

avec GM(n,b) Ar; Tp; T

TAB C.2: Résumé des principaux problemes polynomiaux.
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Résumé : Le travail présenté dans cette these, traite le probléme de I'ordonnancement de tiches indépendantes
sur des machines a traitement par batch en minimisant la date de fin de traitement (le makespan). Nous
supposons qu'il existe une relation de compatibilité¢ entre les taches, ou deux tiches sont dites compatibles si
elles peuvent étre traitées simultanément dans un méme batch. Cette relation de compatibilité est représentée par
un graphe G=(V,E) ou V est l'ensemble des tiches et une paire de tiches est dans E si et seulement si ces
derniéres (tdches) sont compatibles. Nous considérons plusieurs cas possibles de graphes : graphe quelconque,
graphe complet, graphe biparti, graphe scindé, complémentaire d'un graphe biparti, graphe spécial, etc. La
capacité de la machine a traitement par batch peut étre finie (elle ne peut traiter qu'un nombre fini de tiches a la
fois) ou infinie (elle peut traiter un nombre illimité de taches a la fois). Chaque tache a un temps de traitement et
une date de disponibilité qui sont des entiers naturels. Le temps de traitement d'un batch est égal au maximum
des temps de traitement des taches appartenant a celui-ci. Toutes les taches d'un méme batch commencent leur
exécution a une méme date et terminent leur exécution a une méme date. L'interruption des tiches n'est pas
autorisée.

Nous commencons par donner une formulation mathématique de ce probléme. Nous montrons que certains
sous-problémes sont difficiles a résoudre (NP-difficiles) et nous proposons plusieurs algorithmes polynomiaux
exacts pour résoudre des sous-problémes polynomiaux. Enfin, nous proposons des heuristiques et des algorith-
mes exacts de type Séparation et Evaluation pour résoudre le probléme avec des expérimentations numériques.
Cette nouvelle combinaison de l'ordonnancement par batchs et de graphes de compatibilité définis entre les
taches apparait comme un concept nouveau et intéressant utilisant, a la fois, la théorie de I'ordonnancement et la
théorie des graphes.

Mots clés : Ordonnancement par batchs, machine a traitement par batch, graphe de compatibilité, date de fin de
traitement, heuristique, séparation et évaluation.

Abstract: The work, presented in this thesis, deals with the problem of scheduling multiple independent jobs on
batch processing machines in order to minimize the makespan (final completion time). We suppose that there
exists a relation of compatibility between jobs, where two jobs are said to be compatible if they can be
processed simultaneously in the same batch. This relation of compatibility is represented by a graph G=(V,E)
where V is the set of jobs and any pair of jobs is in E if and only if they are compatible. We consider several
possible cases of graphs: arbitrary graph, complete graph, bipartite graph, split graph, complementary of a
bipartite graph, special graph, etc. The capacity of the batch processing machine is finite (it can process a finite
number of jobs simultaneously) or infinite (it can process all jobs simultaneously). A job has a processing time
and a release time that are assumed to be positive integers. The processing time of a batch is equal to the
maximum processing time of any job assigned to it. All jobs in a batch start at a same date and finish at a same
date. Preemption is not allowed.

We begin with a mathematical formulation of this problem. We show that several subproblems are difficult
(NP-hard). We propose certain exact polynomial algorithms to solve several polynomial subproblems. Then, we
propose heuristics and exact algorithms of Branch and Bound variety to solve the problem with numerical
experimentations.

This new combination of batches scheduling with a compatibility graphs, defined between jobs, is an original
contribution and appears to be a new and an interesting concept relating scheduling theory and graph theory.

Keywords: batch scheduling, batch processing machine, compatibility graph, makespan, heuristic, branch and
bound.
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