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Introduction

Dans la th�eorie classique de l'ordonnancement, on suppose que les machines ne peuvent
traiter qu'une seule tâche �a la fois. Or, en r�ealit�e il existe un autre type de machines
qu'on peut appeler "machines �a traitement par batch" et qui sont capables de traiter
plusieurs tâches simultan�ement. Pour ces machines, le regroupement des tâches en
batchs pour subir un certain traitement est n�ecessaire et les tâches d'un même batch
sont trait�ees simultan�ement (chau�age simultan�e des pi�eces dans un four, peinture
simultan�ee des pi�eces, laminage simultan�e des pi�eces, transport simultan�e des pi�eces
par v�ehicule autoguid�e, etc.). Dans ces cas, les tâches d'un même batch doivent être
compatibles (les mêmes propri�et�es physiques ou chimiques, formes, couleurs, longueurs,
etc.).

La motivation principale de l'ordonnancement par batch est l'ordonnancement des
op�erations de chau�age dans l'industrie des semi-conducteurs. L'�etape �nale dans la
production des circuits int�egr�es est l'op�eration de chau�age, o�u les puces sont charg�ees
sur une plaque, ensuite plac�ees dans un four et expos�ees �a de hautes temp�eratures.
Le but de l'op�eration de chau�age est d'exposer les puces au stress thermique sur une
grande p�eriode a�n de d�eterminer d'�eventuels d�efauts de fabrication.

Dans chacune des situations pr�ec�edentes l'atelier de production est compos�e d'une
cellule A contenant plusieurs types de machines ordinaires pouvant traiter plusieurs
types de pi�eces. A la sortie de cette cellule, chaque pi�ece a une date de disponibilit�e qui
est �egale �a la date de sa sortie de la cellule. Ces pi�eces seront ensuite transf�er�ees vers
une autre cellule B, contenant un ensemble de machines �a traitement par batch, pour
subir d'autres traitements. Comme machines �a traitement par batch, on peut penser
�a un four de chau�age ; chaque pi�ece doit être chau��ee, pendant une certaine dur�ee, �a
une certaine temp�erature T. Notons, qu'�a chaque four est associ�ee une capacit�e (c'est-
�a-dire qu'il ne peut contenir qu'un certain nombre de pi�eces simultan�ement). Notons,
aussi, que si des pi�eces sont trait�ees simultan�ement dans un même four, alors la date de
�n de traitement de chacune de ces pi�eces (qui forment un batch) est �egale �a la date de
�n de traitement de la pi�ece qui n�ecessite le plus de temps de traitement (c.-�a-d. ayant
le plus long temps de traitement). Et compte tenu des propri�et�es physiques, chimiques
ou autres, certaines pi�eces ne peuvent pas être chau��ees simultan�ement dans un même
four. La question, qui est pos�ee, est : comment ordonnancer les pi�eces sur les machines
de la cellule B en temps minimal?
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Dans cette th�ese, nous consid�erons le probl�eme de l'ordonnancement de tâches ind�epen-
dantes (sans constraintes d'ant�eriorit�e) sur des machines �a traitement par batch en
minimisant le temps de �n de traitement de l'ensemble des tâches (makespan). Nous
supposons qu'il existe une relation de compatibilit�e entre les tâches, o�u deux tâches
sont dites compatibles si elles peuvent être trait�ees simultan�ement dans un mêmebatch.
Cette relation est repr�esent�ee par un graphe G = (V;E) o�u V est l'ensemble des tâches
et une paire de tâches est dans E si et seulement si ces derni�eres sont compatibles.
La capacit�e de la machine �a traitement par batch peut être �nie (elle ne peut traiter
qu'un nombre �ni de tâches �a la fois) ou in�nie (elle peut traiter un nombre illimit�e de
tâches �a la fois). Chaque tâche a un temps de traitement et une date de disponibilit�e
qui sont des entiers naturels. Le temps de traitement d'un batch est �egal au maximum
des temps de traitement des tâches appartenant �a celui-ci. Toutes les tâches d'un même
batch commencent leur ex�ecution �a une même date et terminent leur ex�ecution �a une
même date. L'interruption des tâches n'est pas autoris�ee.

Une application concr�ete o�u la contrainte de compatibilit�e de tâches est repr�esent�ee
par un graphe a �et�e d�ecrite dans [32, 60]. Une tôle d'acier passe �a travers une machine
�a k outils pour subir des op�erations de poin�connage. D�ependant de la position des
trous sur la tôle, des trous constituant un batch sont poin�conn�es simultan�ement dans
chaque phase de la machine. Le temps de traitement d'une op�eration de poin�connage
est, �evidemment, le même pour tous les trous, mais il peut être di��erent si nous
consid�erons le cas o�u quelques trous (sp�eciaux) sont obtenus par plusieurs op�erations
de poin�connage. Si les trous (ou les di��erentes op�erations de poin�connage qui sont les
tâches) sont repr�esent�es par des sommets d'un graphe G et les arêtes indiquent la com-
patibilit�e entre les trous, alors ce probl�eme devient un cas particulier du probl�eme que
nous consid�erons.

Cette nouvelle combinaison de l'ordonnancement par batch et de graphes de compatibi-
lit�e d�e�nis entre les tâches apparâ�t comme un concept nouveau et int�eressant utilisant,
�a la fois, la th�eorie de l'ordonnancement et la th�eorie des graphes.

Cette th�ese est organis�ee comme suit :

Dans le chapitre 1, nous abordons les principaux termes et notions utilis�es tout au long
de cette th�ese. Nous commen�cons par les graphes, ensuite l'ordonnancement, et nous
terminons par la complexit�e des probl�emes.

Le chapitre 2, est consacr�e aux principaux r�esultats qui existent dans le domaine de
l'ordonnancement par batchs. Nous commen�cons par �enum�erer les principales motiva-
tions de l'ordonnancement par batchs. Ensuite, nous proposons quelques notations et
d�e�nitions n�ecessaires. Par la suite, nous proposons une classi�cation de ces probl�emes,
similaire �a celle qui existe pour les probl�emes de l'ordonnancement classique. Et nous
terminons, ce chapitre, par l'�etat de l'art.
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Le chapitre 3, est consacr�e �a la d�e�nition du probl�eme trait�e dans cette th�ese ainsi
que les di��erentes notations n�ecessaires �a sa d�e�nition. Un exemple illustratif est aussi
donn�e. Nous proposons ensuite une mod�elisation math�ematique du probl�eme sous forme
d'un programme lin�eaire en nombres r�eels avec variables bivalentes. Dans le cas o�u les
dates de disponibilit�e des tâches seraient toutes nulles, di��erentes formulations sont
simpli��ees et pr�esent�ees. Un commentaire termine ce chapitre.

Nous montrons, dans les chapitres 4, 5, 6, et 7 que le probl�eme est NP-di�cile dans le
cas, respectivement, d'un graphe quelconque, d'un graphe scind�e, d'un graphe biparti
et du compl�ementaire d'un graphe biparti. Il n'est donc pas possible de trouver un
algorithme polynomial pour r�esoudre le probl�eme g�en�eral ou même certains de ces
sous-probl�emes, �a moins que P=NP. Notons que les techniques utilis�ees sont sp�eci�ques
au probl�eme �etudi�e. Nous utilisons, pour certains types de probl�emes, des preuves
simples par restriction ou des techniques de remplacement local. Pour d'autres types
de probl�emes nous utilisons des techniques de construction plus complexes.

Nous proposons, dans les chapitres 4, 5, 6 et 7 un ensemble d'algorithmes polynomiaux
exacts pour r�esoudre certains sous-probl�emes polynomiaux dans le cas, respectivement,
d'un graphe de compatibilit�e quelconque et d'une capacit�e de la machine �a traitement
par batch est �egale �a 2, d'un graphe scind�e, d'un graphe biparti et du compl�ementaire
d'un graphe biparti. Notons qu'un algorithme polynomial est sp�eci�que au probl�eme
�a r�esoudre. Nous faisons appel, pour certains types de probl�emes, �a des algorithmes
classiques comme ceux du couplage maximum, du couplage de poids maximum, du 
ot
maximum, etc. Pour d'autres types de probl�emes, nous utilisons des algorithmes de
listes, de programmation dynamique, etc.

Nous proposons au d�ebut du chapitre 8 des algorithmes polynomiaux exacts pour
r�esoudre le probl�eme dans le cas d'un graphe complet (c'est-�a-dire toutes les tâches
sont deux �a deux compatibles). L'un aborde le cas o�u la capacit�e de la machine �a
traitement par batch est in�nie, et les autres, le cas o�u la capacit�e de la machine
�a traitement par batch est �nie avec des conditions sur les tâches. A la �n de ce
chapitre nous �etudions deux types de graphes sp�eciaux que nous construisons aux deux
derniers paragraphes. Pour chacun de ces deux graphes nous pr�esentons des m�ethodes
de r�esolution polynomiales exactes.

Comme le probl�eme g�en�eral et quelques sous-probl�emes sont NP-di�ciles dont cer-
tains au sens fort, il est donc peu probable qu'il pourra exister un algorithme polyno-
mial pour r�esoudre tous ces probl�emes, �a moins que P=NP. N�eanmoins, Pour r�esoudre
le probl�eme g�en�eral, nous pr�esentons dans le chapitre 9, des m�ethodes exactes (par
s�eparation et �evaluation) dont le temps de calcul est, �evidemment, exponentiel, ce qui
explique qu'elles ne sont utilisables que sur des probl�emes de petites tailles. Pour les
probl�emes de grandes tailles, les m�ethodes exactes connues ne sont plus envisageables,
de par leur temps de calcul. Il est donc n�ecessaire dans ce cas, d'utiliser des m�ethodes
approch�ees (heuristiques) qui donnent des solutions pas toujours optimales, mais ob-
tenues rapidement. Ces solutions peuvent ensuite servir de solutions initiales pour les
m�ethodes par s�eparation et �evaluation ou des m�ethodes am�elioratrices. Notons que les
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m�ethodes approch�ees sont largement utilis�ees pour appr�ehender ce genre de probl�emes.
Les deux m�ethodes, exactes et heuristiques, sont bas�ees sur le rangement des tâches.

En�n, une conclusion termine cette th�ese avec un r�esum�e des principaux r�esultats
pr�esent�es. Nous proposons aussi des perspectives �a ce travail.



Chapitre 1

Graphes, ordonnancement et

complexit�e

Nous abordons, dans ce chapitre, les principaux termes et notions utilis�es tout au long
de cette th�ese, sans trop d�etailler et sans entrer dans le fond du probl�eme. Le lecteur
int�eress�e par de plus amples informations pourra consulter les di��erents ouvrages d�edi�es
�a cet e�et, dont certains sont mentionn�es dans la bibliographie. Nous commen�cons
par les graphes, ensuite l'ordonnancement, et nous terminons par la complexit�e des
probl�emes.

1.1 Graphes et r�eseaux

Un graphe (simple et sans boucles) est d�e�ni par un couple de deux ensembles G =
(V;E) : V est un ensemble de sommets, �egalement appel�es n�uds, et E est un ensemble
de couples (distincts) de sommets (distincts) appel�es arêtes. Les petits graphes se
repr�esentent graphiquement par un ensemble de points ou de petits cercles d�esignant
les sommets, et par des lignes repr�esentant les arêtes.

Nous donnons ci-dessous quelques d�e�nitions utilis�ees en th�eorie des graphes.

Deux graphes G = (V;E) et G0 = (V;E0) sont dit isomorphes s'il existe une fonction
bijective f : V �! V telle que (i; j) 2 E si et seulement si (f(i); f(j)) 2 E0.

Un graphe G0 = (V 0; E 0) est dit sous-graphe induit du graphe G = (V;E) si V 0 � V
et E0 est l'ensemble de toutes les arêtes de E qui relient les sommets de V 0 (c.-�a-d.
8(i; j) 2 V 0 (i; j) 2 E0 si et seulement si (i; j) 2 E).

Le graphe compl�ementaire de G not�e G est le graphe G = (V;E) avec E = P (V ) n E
o�u P (V ) est l'ensemble de tous les couples (distincts) de sommets (distincts) possibles.
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Un graphe est complet si toute paire de sommets forme une arête. Une clique d'un
graphe est un sous graphe complet.

Un stable est un sous-ensemble de sommets sans arêtes. En particulier si un graphe G
est sans arêtes, on dit que le graphe est stable.

Un graphe G = (V;E) est dit biparti s'il existe une partition V = S1 [ S2 de ses
sommets en deux stables S1 et S2.

Soit un graphe G=(V,E), d�esignons par :

{ �(G) le nombre minimum de cliques qui partitionnent V .

{ 
(G) le nombre minimum de stables qui partitionnent V .

{ !(G) le nombre maximum de sommets d'une clique.

{ �(G) le nombre maximum de sommets d'un stable.

Un graphe G = (V;E) est dit parfait si, pour tout sous graphe induit G0 nous avons :
!(G0) = 
(G0) ou �(G0) = �(G0).

Parmi les graphes parfaits classiques, on distingue deux grandes classes [67] :

1. Graphes triangul�es (�a cordes) : Un graphe est dit �a cordes si tout cycle (qui
est une suite d'arêtes (i1; i2); (i2; i3); : : : ; (ip�1; ip); (ip; i1)) de longueur sup�erieure
strictement �a 3 poss�ede une corde (qui est une arête joignant deux sommets non
cons�ecutifs du cycle).

2. Graphes de comparabilit�e : Un graphe est dit de comparabilit�e s'il admet une
orientation transitive (notons que tout graphe biparti est un graphe de compa-
rabilit�e).

et les cas particuliers [67] :

1. Graphes d'intervalles : Un graphe est dit d'intervalles si on peut repr�esenter ses
sommets par des intervalles de sorte que deux sommets sont reli�es par une arête si
et seulement si les intervalles correspondants s'intersectent. Notons qu'un graphe
G est d'intervalles si et seulement si G est triangul�e et G est de comparabilit�e.

2. Graphes scind�es : Un graphe est dit scind�e s'il existe une partition V = S [K de
ses sommets en un stable S et une clique K. Notons qu'un graphe G est scind�e
si et seulement si G et G sont des graphes triangul�es.
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D'autres graphes parfaits ont �et�e �etudi�es dans la litt�erature, nous citons : les "line-
graphs" de bipartis, les graphes i-triangul�es, les graphes de parit�e, les graphes de
Meyniel, les graphes faiblement triangul�es, les graphes parfaitement ordonnables, les
graphes altern�es, les graphes fortement parfaits, les graphes Bip, les graphes de quasi-
parit�e, etc.

Un r�eseau (de transport), not�e R = (X;U;C), est un graphe orient�e (chaque arête a
une orientation et est appel�ee arc) G = (X;U) o�u chaque arc u 2 U est muni d'un
nombre Cu � 0 appel�e "la capacit�e de l'arc u". Lorsqu'on fait circuler un 
ot sur le
graphe G, ce nombre indique la limite sup�erieure du 
ux admissible sur l'arc u.

1.2 Ordonnancement

Ordonnancer c'est programmer l'ex�ecution d'un ensemble de tâches (travaux, tasks
ou jobs en anglais) en attribuant des ressources aux tâches et en �xant leurs dates
d'ex�ecution. Les probl�emes d'ordonnancement apparaissent dans le suivi des projets,
les ateliers de production, les emplois du temps, en informatique, etc. En e�et, les
tâches peuvent repr�esenter des pi�eces mais �egalement des projets, des programmes ou
encore des activit�es etc. De même, les ressources peuvent repr�esenter des machines in-
dustrielles mais �egalement des processeurs ou des personnes etc. Les di��erentes donn�ees
d'un probl�eme d'ordonnancement sont donc les tâches, les contraintes, les ressources et
les objectifs. Une ressource est un moyen mat�eriel, �nancier ou humain �a disposition
pour la r�ealisation d'une tâche. Les contraintes repr�esentent les limites impos�ees par
l'environnement, tandis que l'objectif est le crit�ere d'optimisation.

Les ordonnancements sont g�en�eralement repr�esent�es par des diagrammes dits de Gantt
(voir l'exemple de la �gure 1.1). Ceux-ci indiquent, selon une �echelle temporelle donn�ee,
l'occupation des machines par les di��erentes tâches, les temps morts (parties ha-
chur�ees) dus essentiellement aux �eventuelles indisponibilit�es des tâches ou contraintes
d'ant�eriorit�e et les �eventuelles indisponibilit�es des machines dues aux changements de
tâches, d'outils, etc.

-
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Machine 1 Tâche 6

Machine 2 Tâche 1 Tâche 5 Tâche 3

Machine 3 Tâche 4 Tâche 2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 temps

Fig. 1.1: Exemple de diagramme de Gantt.
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1.3 Complexit�e

L'exp�erience montre que certains probl�emes sont plus faciles que d'autres �a r�esoudre
sur un ordinateur. Une th�eorie de la complexit�e a �et�e d�evelopp�ee et permet math�emati-
quement de classer les probl�emes faciles et di�ciles en deux classes : la classe P et la
classe NP-complet. Nous exposons dans ce qui suit, les grands principes de la th�eorie
de la complexit�e des probl�emes.

1.3.1 Les classes P, NP et NP-complet

Pour pouvoir exposer la notion de classes de probl�emes, il est tout d'abord n�ecessaire
de distinguer les probl�emes de d�ecision des probl�emes d'optimisation. Un probl�eme
de d�ecision est un probl�eme pour lequel la r�eponse est "oui" ou "non". Notons qu'il
est possible d'associer �a chaque probl�eme d'optimisation, un probl�eme de d�ecision en
introduisant un seuil k correspondant �a la fonction objectif f . Le probl�eme de d�ecision
devient : "existe-t-il une solution r�ealisable (S) telle que f(S) � (ou �) k?".

Il est alors possible de d�e�nir la classe P (Polynomial) qui regroupe les probl�emes de
d�ecision r�esolus par des algorithmes polynomiaux. Un algorithme polynomial est d�e�ni
comme un algorithme dont le temps d'ex�ecution est en O(p(x)) o�u p est un polynôme
et x est la longueur d'entr�ee (c.-�a-d. le nombre de donn�ees) d'une instance du probl�eme.

La classe NP (Non deterministic Polynomial) regroupe les probl�emes qui peuvent être
r�esolus en temps polynomial par des algorithmes non d�eterministes (un algorithme est
dit non d�eterministe s'il comporte des instructions de choix). Pour ces algorithmes, si
�a chaque instruction, le bon choix est e�ectu�e, le temps de calcul est polynomial. Si au
contraire tous les choix sont �enum�er�es, l'algorithme devient d�eterministe et son temps
de calcul devient exponentiel. De fa�con informelle, un probl�eme de d�ecision appartient
�a NP si on peut v�eri�er en un temps polynomial si une solution "potentielle" donn�ee
satisfait la question pos�ee.

Les algorithmes polynomiaux sont �evidemment des cas particuliers des algorithmes non
d�eterministes. Aussi tout probl�eme de d�ecision qui peut être r�esolu par un algorithme
polynomial, et qui donc appartient �a la classe P, appartient �egalement �a la classe NP.
D'o�u P� NP.

Parmi les probl�emes de la classe NP, une large classe de probl�emes, les probl�emes NP -
complets, sont �equivalents entre eux quant �a l'existence d'un algorithme polynomial
pour les r�esoudre. C'est-�a-dire, s'il existe un algorithme polynomial pour r�esoudre un
seul de ces probl�emes, alors il en existe un pour chaque probl�eme de la classe NP.
A�n de d�ecrire cette classe d'�equivalence, d�e�nissons tout d'abord la transformation
(r�eduction) polynomiale entre deux probl�emes. Soient D1 et D2, deux probl�emes de
d�ecision. La transformation polynomiale de D1 vers D2 (not�e D1 / D2) peut être vue
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comme une fonction f de l'ensemble des instances de D1 vers l'ensemble des instances
de D2 qui satisfait aux deux conditions suivantes :

1. f est calculable par un algorithme polynomial.

2. Pour toute instance I de D1, I a pour r�eponse "oui" (pour D1) si et seulement si
f(I) a pour r�eponse "oui" (pour D2).

D'une mani�ere �equivalente, D1 se transforme (r�eduit) polynomialement �a D2, s'il existe
un algorithme de r�esolution de D1, qui fait appel �a un algorithme de r�esolution de D2, et
qui est polynomial lorsque la r�esolution de D2 est comptabilis�ee comme une op�eration
�el�ementaire.

On dit alors d'un probl�eme de d�ecision qu'il est NP-complet si tout probl�eme de la
classe NP se transforme polynomialement �a lui.

Ainsi, il est n�ecessaire de connâ�tre des probl�emes connus pour être NP-complets. Le
premier probl�eme qui a �et�e prouv�e comme �etant NP-complet, par S.A. Cook en 1970,
est le probl�eme de satis�abilit�e (SAT) qui peut être d�e�ni comme suit : �etant donn�e une
expression bool�eenne sous forme normale conjonctive (de la forme de conjonctions de
disjonctions ), existe-t-il une a�ectation en "vrai" et "faux" de ses variables de mani�ere
�a ce que l'expression bool�eenne prenne la valeur "vrai"? Dans le cas o�u la r�eponse est
oui, l'expression sera dite satis�able.

1.3.2 Prouver la NP-compl�etude d'un probl�eme

La d�emonstration d'appartenance d'un probl�eme de d�ecision �a la classe des probl�emes
NP-complets est tr�es importante puisque, une fois cette d�emonstration faite, on peut
consid�erer comme peu vraisemblable l'existence d'un algorithme polynomial pour r�e-
soudre ce probl�eme. Prouver qu'un probl�eme de d�ecision D est NP-complet consiste en
les quatre �etapes suivantes :

1. Montrer que D appartient �a NP.

2. Choisir D', un probl�eme NP-complet connu.

3. Construire une transformation f de D' vers D.

4. Prouver que f est une transformation polynomiale.
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1.3.3 NP-compl�etude au sens fort

Un algorithme pseudo-polynomial est d�e�nit comme un algorithme dont le temps
d'ex�ecution est en O(p(x)) o�u p est un polynôme et x est la longueur des donn�ees
d'une instance du probl�eme. Par exemple, en ordonnancement, un algorithme est po-
lynomial si son temps d'ex�ecution peut s'exprimer comme un polynôme du nombre de
tâches, par contre, s'il s'exprime comme un polynôme en temps de traitement maximal
(par exemple), il sera dit pseudo-polynomial.

Un probl�eme de d�ecision D est dit NP-complet au sens fort, si :

1. D est un probl�eme �a nombres.

2. Il n'existe aucun polynôme q tel que Max[I] � q(Nbre[I]) pour toute instance I
de D.

3. D est NP-complet.

4. Il n'existe aucun algorithme pseudo-polynomial pour le r�esoudre.

o�u (pour un codage raisonnable A) Nbre[I] correspond au nombre de symboles utilis�es
pour d�ecrire I et Max[I] correspond �a la magnitude du plus grand nombre de I.

Soient D1 et D2, deux probl�emes de d�ecision. La transformation pseudo-polynomiale
de D1 vers D2 (not�e D1 / D2) peut être vue comme une fonction f de l'ensemble des
instances de D1 vers l'ensemble des instances de D2 qui satisfait aux quatre conditions
suivantes :

1. f est calculable par un algorithme polynomial en Max1[I] et Nbre1[I].

2. Pour toute instance I de D1, I a pour r�eponse "oui" (pour D1) si et seulement si
f(I) a pour r�eponse "oui" (pour D2).

3. Il existe un polynôme q1 tel que, pour toute instance I de D1, q1(Nbre2[f(I)]) �
Nbre1[I].

4. Il existe un polynôme (�a deux variables) q2 tel que, pour toute instance I de D1,
Max2[f(I)] � q2(Max1[I]; Nbre1[I]).
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Le probl�eme 3-Partition suivant est NP-complet au sens fort [59].

3-Partition :
Etant donn�es un ensemble A �a 3m �el�ements, une borne enti�ere b et une taille ai pour
chaque �el�ement a 2 A, telle que b

4
< ai <

b
2
et telle que

P
a2A

ai = mb. Existe-t-il m

ensembles disjoints S1; : : : ; Sm tels que pour tout 1 � j � m,
P
a2Sj

ai = b?

Pour montrer qu'un probl�eme de d�ecision D est NP-complet au sens fort, comme pour
NP-complet (au sens faible), il su�t de consid�erer les quatre �etapes suivantes :

1. Montrer que D appartient �a NP.

2. Choisir D', un probl�eme NP-complet au sens fort connu.

3. Construire une transformation f de D' vers D.

4. Prouver que f est une transformation pseudo-polynomiale.

1.3.4 Quelques probl�emes NP-complets

Nous pr�esentons ici quelques probl�emes NP-complets dont la NP-compl�etude n'a pu
être d�emontr�ee que grâce �a l'existence du premier probl�eme NP-complet. Ce sont les
six probl�emes de base expos�es par Garey et Johnson [59], qui ont enrichi par la suite
la litt�erature concernant la complexit�e des probl�emes.

3SAT (3-satis�abilit�e) :
Etant donn�e une expression bool�eenne sous forme normale conjonctive o�u chaque dis-
jonction contient, exactement, 3 variables. Existe-t-il une a�ectation en "vrai" et "faux"
de ses variables de mani�ere �a ce que l'expression bool�eenne prenne la valeur "vrai"?

3DM (3-Dimensional Matching) :
Etant donn�e un ensembleM de triplets (M � X �Y �Z, o�u X, Y et Z sont disjoints
et de même cardinalit�e q). Existe-t-il un sous-ensemble M 0 � M tel que j M 0 j= q et
les triplets de M 0 sont deux �a deux disjoints?

Recouvrement :
Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un entier k. Existe-t-il X � V tel que j X j� k
et toute arête de G a au moins une de ses extr�emit�es dans X ?
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Clique :
Etant donn�es un graphe G = (V;E) et un entier k. Existe-t-il X � V tel que j X j� k
et tous les sommets de X sont deux �a deux adjacents?

Cycle Hamiltonien :
Etant donn�e un graphe G = (V;E). Existe-t-il un cycle passant une et une seule fois
par chacun des sommets de V ?

Partition:
Etant donn�es n entiers positifs a1; : : : ; an. Existe-t-il un sous-ensemble J � I =
f1; 2; : : : ; ng tel que P

i2J
ai =

P
i2InJ

ai?

Donnons ci-dessous deux probl�emes classiques d'ordonnancement r�eput�es pour être
NP-complets (le second est NP-complet au sens fort).

Deux processeurs :
Etant donn�es n tâches ind�ependantes et non morcelables, chaque tâche Ti a un temps
de traitement pi, et un nombre k. Existe-t-il un ordonnancement de ces tâches sur deux
processeurs de dur�ee inf�erieure ou �egale �a k?

Un processeur :
Etant donn�es n tâches ind�ependantes et non morcelables, chaque tâche Ti a une date
de disponibilit�e ri, un temps de traitement pi et une date �echue di. Existe-t-il un
ordonnancement de ces tâches sur un processeur qui respecte les dates de disponibilit�e
et les dates �echues?

La �gure 1.2 ci-dessous repr�esente les di��erentes transformations utilis�ees pour prouver
la NP-compl�etude des six premiers probl�emes pr�esent�es ci-dessus.

SAT

3-SAT

3-DM

Partition

Recouvrement

Clique Circuit Hamiltonien

?

�
�

�
��+

Q
Q
Q
QQs

?

�
�

�	

@
@
@R

Fig. 1.2: Enchâ�nement des preuves de la NP-compl�etude.
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1.3.5 Optimisation combinatoire et probl�emes NP-di�ciles

Un probl�eme d'optimisation combinatoire est un probl�eme math�ematique o�u il faut
d�eterminer un "meilleur" �el�ement parmi un nombre �ni, mais souvent tr�es �elev�e,
d'�el�ements. La di�cult�e de r�esolution d'un tel probl�eme r�eside dans le fait que la
solution doit être cherch�ee dans un ensemble de tr�es grande cardinalit�e.

Un probl�eme d'optimisation combinatoire est dit NP-di�cile (resp. au sens fort) si le
probl�eme de d�ecision associ�e est NP-complet (resp. au sens fort).

Le probl�eme d'optimisation combinatoire suivant, associ�e �a Deux processeurs, est
NP-di�cile.

"Etant donn�e n tâches ind�ependantes et non morcelables o�u chaque tâche Ti a un temps
de traitement pi. D�eterminer un ordonnancement de ces tâches sur deux processeurs
avec une dur�ee de �n de traitement minimale."

1.4 M�ethodes classiques de r�esolution

Nous savons qu'il existe des probl�emes de complexit�e di��erente. Les probl�emes appar-
tenant �a la classe P ont des algorithmes polynomiaux permettant de les r�esoudre. Ces
algorithmes sont sp�eci�ques au probl�eme �a r�esoudre. Nous citons ci-dessous quatre de
ces probl�emes.

1. Couplage maximum: Etant donn�e un graphe G = (V;E). D�eterminer un sous-
ensemble d'arêtes E0 � E de cardinalit�e maximum tel que deux arêtes quel-
conques de E0 ne soient pas adjacentes. Un algorithme en O(mn1=2) a �et�e propos�e
par V.V. Vazirani en 1994 pour r�esoudre ce probl�eme. (n = jV j et m = jEj)

2. Couplage de poids maximum: Etant donn�e un graphe G = (V;E) o�u chaque
arête est munie d'un poids. D�eterminer un sous-ensemble E0 � E de poids (la
somme des poids de ses arêtes) maximum tel que deux arêtes quelconques de
E0 ne soient pas adjacentes. Pour r�esoudre ce probl�eme, H.N. Gabow en 1990 a
propos�e un algorithme en O(mn+ n2logn).

3. Flot maximum: Etant donn�e un r�eseau R = (X;U;C). D�eterminer un 
ot maxi-
mum f dans R. Pour r�esoudre ce probl�eme, un algorithme en O(n2

p
m) a �et�e

propos�e par J. Cheriyan et S.N. Maheshwari en 1989.

4. Ordonnancement avec des dates d'arriv�ees : Etant donn�es n tâches ind�ependantes
et non morcelables o�u chaque tâche Ti a un temps de traitement pi et une date
d'arriv�ee ri. D�eterminer un ordonnancement de ces tâches sur une machine avec
une dur�ee de �n de traitement minimale. Ce probl�eme est r�esolu en O(nlogn) en
rangeant les tâches par ordre croissant de leurs dates d'arriv�ees.
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Pour les probl�emes appartenant �a la classe NP-complet (ou NP-di�cile), l'existence
d'algorithmes polynomiaux semble peu r�ealiste. Ainsi, di��erentes m�ethodes de r�esolu-
tion (m�ethodes exactes ou heuristiques), sont largement utilis�ees pour appr�ehender ces
probl�emes. Nous citons ci-dessous les m�ethodes les plus connues. Pour de plus amples
informations, le lecteur pourra se reporter aux di��erents ouvrages et articles traitant
ces m�ethodes.

1.4.1 M�ethodes exactes

Le temps de calcul de ces m�ethodes exactes est exponentiel ce qui explique qu'elles
ne sont utilisables que sur des probl�emes de petites tailles. Parmi ces m�ethodes, on
trouve :

La programmation dynamique

Introduite par Bellman dans les ann�ees 50 [6], la programmation dynamique d�ecom-
pose un probl�eme de dimension n en n sous-probl�emes de dimensions 1. Le syst�eme est
alors constitu�e de n �etapes que l'on r�esout s�equentiellement, le passage d'une �etape �a
une autre se fait �a partir des lois d'�evolution du syst�eme et d'une d�ecision.

Le principe d'optimalit�e est bas�e sur l'existence d'une �equation r�ecursive permettant
de d�ecrire la valeur optimale du crit�ere �a une �etape en fonction de sa valeur �a l'�etape
pr�ec�edente.

La m�ethode par s�eparation et �evaluation

La m�ethode par s�eparation et �evaluation est bas�ee sur une �enum�eration implicite et
intelligente de l'ensemble des solutions r�ealisables. Pour cela, la s�eparation consiste
�a d�ecomposer le probl�eme initial en plusieurs sous-probl�emes qui sont �a leur tour
d�ecomposables. Ce processus peut se visualiser sous forme d'un arbre d'�enum�eration.
Pour chaque sous-probl�eme (n�ud de l'arbre), la proc�edure d'�evaluation calcule (dans
le cas d'un probl�eme de minimisation) une borne inf�erieure de la solution obtenue �a
partir de ce sous-probl�eme. Au pr�ealable, une borne sup�erieure de la solution optimale a
�et�e calcul�ee et est utilis�ee pour �eviter l'exploration de n�uds dont la valeur de la borne
inf�erieure est sup�erieure �a la valeur de la borne sup�erieure. Cette borne sup�erieure est
r�eactualis�ee lorsqu'une solution r�ealisable de valeur inf�erieure est trouv�ee. Ainsi, l'ex-
ploration de certaines branches de l'arbre est coup�ee, ce qui permet de ne pas �enum�erer
r�eellement toutes les solutions.
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La mod�elisation

La mod�elisation analytique d'un probl�eme permet, non seulement de mettre en �evidence
l'objectif et les di��erentes contraintes du probl�eme, mais �egalement, parfois de le
r�esoudre. L'id�eal est d'obtenir un programme lin�eaire dont les variables sont r�eelles.
Dans ce cas, il existe des solveurs e�caces pour le r�esoudre. D�es que le probl�eme com-
porte des variables enti�eres ou le mod�ele n'est pas lin�eaire, il devient plus di�cile �a
r�esoudre.

N�eanmoins, il est parfois surprenant de voir qu'un probl�eme particulier de taille int�eres-
sante peut être r�esolu par la programmation math�ematique. Il est donc justi��e de
commencer �a �etudier un probl�eme en proposant une ou plusieurs mod�elisations analy-
tiques. De plus, cette d�emarche a �et�e simpli��ee car il existe, actuellement, des langages
de mod�elisation (comme MPL) permettant d'�ecrire les programmes lin�eaires de fa�con
formelle, proche de l'�ecriture math�ematique, et pouvant être coupl�es directement �a un
solveur comme CPLEX.

1.4.2 Heuristiques

Pour les probl�emes de grandes tailles, les m�ethodes exactes ne sont pas envisageables de
par leur temps de calcul. Il est dans ce cas possible d'utiliser des m�ethodes approch�ees
qui donnent des solutions certes sous-optimales, mais obtenues rapidement. Ces solu-
tions peuvent ensuite servir de solutions initiales pour les m�ethodes par s�eparation et
�evaluation ou des m�ethodes am�elioratrices. Parmi ces m�ethodes, on trouve :

Les m�ethodes constructives

Les m�ethodes par construction progressive sont des m�ethodes it�eratives o�u �a chaque
it�eration, une solution partielle est compl�et�ee. La plupart de ces m�ethodes sont des
algorithmes gloutons car elles consid�erent les �el�ements dans un certain ordre sans jamais
remettre en question un choix, une fois qu'il a �et�e e�ectu�e. De principe tr�es simple, ces
algorithmes permettent de trouver une solution tr�es rapidement.

Les m�ethodes de descente

Ce sont des heuristiques de recherche locale les plus simples. Elles consistent �a recher-
cher dans le voisinage de la solution courante, une solution de coût plus faible. Elles
proc�edent ainsi jusqu'�a arriver �a un optimum local. Ces m�ethodes ont l'avantage d'être
rapides, mais s'arrêtent d�es qu'un optimum local est atteint, même si celui-ci n'est pas
de bonne qualit�e.



CHAPITRE 1. GRAPHES, ORDONNANCEMENT ET COMPLEXIT�E 22

Le recuit simul�e

Cette m�ethode consid�ere une solution initiale et recherche dans son voisinage une autre
solution pouvant devenir solution courante. L'originalit�e de cette m�ethode est qu'il
est possible de se diriger vers une solution voisine de moins bonne qualit�e avec une
probabilit�e non nulle. Ceci permet d'�echapper aux optimas locaux. C'est une m�ethode
qui a �et�e inspir�ee du recuit des m�etaux en m�etallurgie.

La recherche Tabou

Le principe de la m�ethode est le suivant : �a chaque it�eration le voisinage (complet ou
partiel) de la solution courante est examin�e et la solution minimisant l'augmentation
du coût est s�electionn�ee. Pour �eviter le ph�enom�ene de cyclage, la m�ethode interdit de
revisiter une solution d�ej�a visit�ee. Pour cela, une liste taboue contenant les solutions
visit�ees est utilis�ee.

Les algorithmes g�en�etiques

Les algorithmes g�en�etiques fonctionne sur une analogie avec la reproduction des êtres
vivants. On part d'une population (ensemble de solutions) initiale sur laquelle des
op�erations de reproduction, de croisement ou de mutation vont être r�ealis�ees dans
l'objectif d'exploiter au mieux les caract�eristiques et propri�et�es de cette population.
Ces op�erations doivent mener �a une am�elioration (en terme de qualit�e des solutions) de
l'ensemble de la population puisque les bonnes solutions sont encourag�ees �a �echanger,
par croisement, leurs caract�eristiques et �a engendrer des solutions encore meilleures.



Chapitre 2

Ordonnancement par batchs et �etat

de l'art

Ce chapitre est consacr�e aux principaux r�esultats qui existent dans le domaine de
l'ordonnancement par batchs. Nous commen�cons par �enum�erer les principales motiva-
tions de l'ordonnancement par batchs. Ensuite, nous proposons quelques notations et
d�e�nitions n�ecessaires. Par la suite, nous donnons une classi�cation de ces probl�emes,
similaire �a celle qui existe pour les probl�emes de l'ordonnancement classique. En�n,
nous terminons le chapitre par l'�etat de l'art.

2.1 Motivation

Dans les probl�emes de l'ordonnancement classique, deux hypoth�eses importantes sont
commun�ement consid�er�ees :

(a) �a chaque instant, une machine ne peut traiter qu'une seule tâche �a la fois et

(b) �a chaque instant, une tâche ne peut être trait�ee que par, au plus, une machine.

En pratique, on rencontre de nombreuses situations o�u ces hypoth�eses sont �a lever.
Dans la suite de cette th�ese nous allons nous int�eresser aux probl�emes de l'ordonnan-
cement o�u la premi�ere hypoth�ese est lev�ee, c'est-�a-dire les probl�emes de l'ordonnance-
ment o�u une machine peut traiter plusieurs tâches simultan�ement. Nous appellerons
ce type de machines "machines �a traitement par batch". Citons quelques situations
caract�eristiques :

1. Chau�age simultan�e des pi�eces dans un four (dans l'industrie du verre, du m�etal,
etc.), on attend d'avoir rempli un four avant de le mettre en marche, ceci a�n de
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minimiser les facteurs �energ�etiques. Il faut donc regrouper les pi�eces ayant des
caract�eristiques de cuisson identiques et correspondant �a la capacit�e d'un four.

2. Laminage simultan�e des pi�eces (dans l'industrie m�etallurgique).

3. Peinture simultan�ee des pi�eces.

4. Transport simultan�e des pi�eces par bateau, camion, v�ehicule autoguid�e, etc. o�u
on regroupe les produits r�epondant �a une certaine norme pour les transporter
d'un endroit �a un autre.

Dans toutes ces situations, le regroupement des tâches en batchs pour subir un certain
traitement est n�ecessaire, et les tâches d'un même batch (groupe de tâches) pouvant
s'ex�ecuter simultan�ement doivent être compatibles (les mêmes propri�et�es physiques ou
chimiques, formes, couleurs, longueurs, etc.).

La capacit�e de la machine peut être le nombre maximal de pi�eces qu'elle peut recevoir,
ou une valeur physique telle que le poids, le volume ou la longueur (ou hauteur) des
pi�eces pr�esentes dans le batch.

La motivation principale de l'ordonnancement par batchs est l'ordonnancement des
op�erations de chau�age dans l'industrie des semi-conducteurs. L'�etape �nale dans la
production des circuits int�egr�es est l'op�eration de chau�age, o�u les puces sont charg�ees
sur une planche, ensuite plac�ees dans un four et expos�ees �a de hautes temp�eratures.
Le but de l'op�eration de chau�age est d'exposer les puces au stress thermique sur une
grande p�eriode a�n de d�eterminer d'�eventuels d�efauts de fabrication.

L'objectif, pour ces probl�emes de l'ordonnancement par batchs, est de d�eterminer le
nombre de batchs et la capacit�e de chacun de ces batchs a�n de minimiser (ou maxi-
miser) le crit�ere d'optimisation consid�er�e.

2.2 Notations et d�e�nitions

Pour une bonne compr�ehension des di��erents probl�emes que nous allons �etudier, nous
commen�cons par proposer les notations suivantes :

n : le nombre de tâches.

pi : le temps de traitement de la tâche num�ero i.

ri : la date de disponibilit�e de la tâche num�ero i.

di : la date �echue de la tâche num�ero i.
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D : une date �echue commune pour toutes les tâches.

Ci : la date de �n de traitement de la tâche num�ero i.

wi : un poids associ�e �a la tâche num�ero i.

Li = Ci� di : tardivet�e (d�ecalage temporel ou retard alg�ebrique) de la tâche num�ero i.

Ti = maxfCi � di; 0g : retard de la tâche num�ero i.

Ui =

(
1 si Ci > di
0 sinon

: indicateur de retard de la tâche num�ero i.

Fi = Ci � ri : le temps de 
ot (
ow time) de la tâche num�ero i.

NT : pas de tâches en retard (No tardy jobs)

D�e�nition 2.1 Soient x = (x1; : : : ; xn) et y = (y1; : : : ; yn) deux vecteurs de nombres
entiers. On dit que x et y sont en accord (agreable en anglais), ce qu'on note par
x " y ", lorsque : 8i; j (i 6= j) si xi < xj alors yi � yj.

D'une mani�ere �equivalente, x et y sont en accord s'il existe une matrice de permutations
P telle que les �el�ements du vecteur Px soient rang�es par ordre croissant et les �el�ements
du vecteur Py soient rang�es par ordre croissant.

Dans le cas de trois vecteurs, on utilise la notation x " y " z " qui signi�e que x, y et
z sont en accord (ou encore que x est en accord avec y, y est en accord avec z et x est
en accord avec z).

2.3 Classi�cation

Etant donn�e la diversit�e des probl�emes de l'ordonnancement, un formalisme permettant
de distinguer les di��erents probl�emes de l'ordonnancement entre eux et de les classi�er
est utilis�e. Ce formalisme comporte trois champs �=�=
 permettant de d�ecrire les
di��erentes entit�es d'un probl�eme d'ordonnancement.

A�n de faciliter la description et la classi�cation de ces probl�emes de l'ordonnancement
par batchs en pr�esence de machines �a traitement par batch, nous allons adopter ce
même formalisme et l'adapter au probl�eme �etudi�e.
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2.3.1 Champ � : ressources

Ce champ � d�ecrit l'environnement des ressources utilis�ees (machines) : type de ma-
chines, nombre de machines et type d'atelier. Il est compos�e de plusieurs sous-champs
et d�esign�e par � = �1�2(: : : �! �1�2).

{ �1 2 fP;Bg d�ecrit le type de machine.

{ �1 = P : machine discr�ete.

{ �1 = B : machine �a traitement par batch.

{ �2 2 f;; kg d�enote le nombre de machines.

{ �2 = ; : nombre de machines variable.

{ �2 = k : nombre de machines �egal �a k (k 2 IN�).

{ �! : indique que l'atelier est de type 
ow shop.

2.3.2 Champ � : contraintes

Ce champ � d�ecrit les di��erentes contraintes et caract�eristiques des machines et des
tâches. Il est compos�e de 6 sous-champs et d�esign�e par � = �1; �2; �3; �4; �5; �6.

{ �1 2 f;; CF; IF;G = (V;E); G = (S1; S2;E); G = (S;K;E); G = (K1;K2;E); G =
INT; : : :g.

{ �1 = ; : pas de contraintes d'incompatibilit�e entre les tâches (toutes les
tâches sont deux �a deux compatibles).

{ �1 = CF : tâches divis�ees en familles compatibles.

{ �1 = IF : tâches divis�ees en familles incompatibles

{ �1 = "G = (V;E)" : les contraintes de compatibilit�e entre les tâches sont
repr�esent�ees sous forme d'un graphe quelconque.

{ �1 = "G = (S1; S2;E)" : les contraintes de compatibilit�e entre les tâches
sont repr�esent�ees sous forme d'un graphe biparti.

{ �1 = "G = (S;K;E)" : les contraintes de compatibilit�e entre les tâches sont
repr�esent�ees sous forme d'un graphe scind�e.

{ �1 = "G = (K1;K2;E)" : les contraintes de compatibilit�e entre les tâches
sont repr�esent�ees sous forme d'un graphe compl�ementaire d'un graphe bi-
parti.

{ �1 = "G = INT" : les contraintes de compatibilit�e entre les tâches sont
repr�esent�ees sous forme d'un graphe d'intervalles.

{ etc:
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{ �2 2 fb; b = k; b � n; ba; ba = a; ba =1g.
{ �2 = b : la capacit�e de la machine �a traitement par batch est quelconque.

{ �2 = "b = k" : la capacit�e de la machine �a traitement par batch est une
constante �egale �a k (1 < k < n).

{ �2 = "b � n" : la capacit�e de la machine �a traitement par batch est in�nie.

(pour ces trois premiers cas, b est un nombre de tâches et pour les trois cas
suivants, ba est soit un poids, soit un volume, etc. et la capacit�e est donn�ee
par le poids total, le volume total, etc.)

{ �2 = ba : la capacit�e de la machine �a traitement par batch est quelconque.

{ �2 = "ba = a" : la capacit�e de la machine �a traitement par batch est une
constante �egale �a a.

{ �2 = "ba =1" : la capacit�e de la machine �a traitement par batch est in�nie.

{ �3 2 f;; rig.
{ �3 = ; : toutes les dates de disponibilit�e sont nulles.
{ �3 = ri : il existe des dates de disponibilit�e pour les tâches.

{ �4 2 f;; pi = p; pmi; pmi = pg.
{ �4 = ; : les temps de traitement des tâches sont di��erents.

{ �4 = "pi = p" : les temps de traitement des tâches sont tous �egaux �a p
(constants).

{ �4 = pmi : le temps de traitement d'une tâche di��ere d'une machine �a l'autre
et les temps de traitement des tâches sont di��erents.

{ �4 = "pmi = p" : le temps de traitement d'une tâche di��ere d'une machine �a
l'autre et les temps de traitement des tâches sont tous �egaux sur une même
machine.

{ �5 2 f;; di; ~dig.
{ �5 = ; : il n'y a pas des dates �echues pour les tâches ou il existe des dates
�echues pour les tâches dans le cas o�u le crit�ere d'optimisation serait en
fonction de ces derni�eres.

{ �5 = di : il existe des dates �echues pour les tâches qui sont des dates de �n
de traitement souhait�ees.

{ �5 = ~di : il existe des dates d'�ech�eances imp�eratives pour les tâches qui sont
des dates de �n de traitement imp�eratives.
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{ �6 2 f;; aig.
{ �6 = ; : seules les temps de traitement, les dates de disponibilit�e ou les dates
�echues sont prises en consid�eration.

{ �6 = ai : �a chaque tâche est associ�e un poids, un volume, une hauteur, etc.

Remarque 2.1 Dans le cas o�u les tâches seraient divis�ees en familles :

1- les temps de traitement des tâches d'une même famille sont identiques.

2- Les tâches d'une même famille sont deux �a deux compatibles.

2.3.3 Champ 
 : crit�ere d'optimisation

Le troisi�eme champ 
 d�ecrit le crit�ere d'optimisation. On cherche �a minimiser 
 avec :

 2 fCmax;�Ci;�wiCi; Tmax;�Ti;�wiTi; Lmax;�Ui;�wiUi;�jCi �Dj; :::g.

o�u Xmax = max
1�i�n

fXig , �Xi =
nP
i=1

Xi et �wiXi =
nP
i=1

wiXi

avec X 2 fC;F;L; T; Ug et

{ Cmax : le makespan (date de �n de traitement de l'ensemble des tâches).

{ �Ci : la somme des dates de �n de traitement.

{ �wiCi : la somme pond�er�ee des dates de �n de traitement.

{ Tmax : le plus grand retard.

{ �Ti : la somme des retards.

{ �wiTi : la somme pond�er�ee des retards.

{ Lmax : le d�ecalage temporel maximum.

{ �Ui : la somme du nombre de tâches en retard.

{ �wiUi : la somme pond�er�ee du nombre de tâches en retard.
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{ �jCi �Dj : la somme des retards et avances des tâches.

{ etc.

2.3.4 Exemples

Consid�erons les exemples suivants :

Exemple 2.1 soit le probl�eme B1=IF; b; ri=Lmax. Il indique qu'on veut traiter n tâches
ind�ependantes sur une (seule) machine �a traitement par batch de capacit�e variable.
Chaque tâche est caract�eris�ee par une date de disponibilit�e, un temps de traitement et
une date d'�echue. Les tâches sont divis�ees en familles incompatibles, c.-�a-d. les tâches
d'une même famille sont compatibles entre elles et les tâches de deux familles distinctes
sont incompatibles entre elles. On veut minimiser le plus grand d�ecalage temporel.

Exemple 2.2 Soit le probl�eme B1=ba; ai=Cmax. Il indique qu'on veut traiter n tâches
ind�ependantes sur une (seule) machine �a traitement par batch de capacit�e variable.
Chaque tâche est caract�eris�ee par un poids et un temps de traitement. Les tâches sont
toutes compatibles. On veut minimiser la date de �n de traitement de l'ensemble des
tâches.

Exemple 2.3 Soit le probl�eme B1 �! P1=b � n; p2 = p=�Ci. Il indique qu'on veut
traiter n tâches ind�ependantes sur une (seule) machine �a traitement par batch de capa-
cit�e in�nie ensuite sur une machine ordinaire (
ow shop). Chaque tâche est caract�eris�ee
par un temps de traitement sur la premi�ere machine et toutes les tâches ont un même
temps de traitement sur la deuxi�eme machine. Les tâches sont toutes compatibles. On
veut minimiser la somme des dates de �n de traitement.

2.4 Etat de l'art

Ce paragraphe est consacr�e �a l'�etat de l'art. On y trouve, di��erentes complexit�es de
di��erents probl�emes de l'ordonnancement par batchs rencontr�es dans la litt�erature ainsi
que les m�ethodes de r�esolution existantes. Tous ces di��erents probl�emes de l'ordonnan-
cement par batchs sont pr�esent�es dans les trois sous paragraphes suivants, et sont
class�es en trois cat�egories : probl�emes polynomiaux, probl�emes di�ciles et probl�emes
ouverts (complexit�e inconnue).

D'autres probl�emes plus sp�eci�ques, le plus souvent industriels et di�cilement classi-
�ables, ont �et�e �etudi�es dans la litt�erature, pour plus d'informations consulter la biblio-
graphie.
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2.4.1 Probl�emes polynomiaux

Les tableaux 2.1 et 2.2 r�esument les principaux r�esultats de la complexit�e algorithmique
concernant les probl�emes polynomiaux de l'ordonnancement par batchs.

Type Complexit�e R�ef�erence
algorithmique

B1=b; ri; pi = p=Cmax O(n) [80]

B1=b; ri; pi = p; ~di=Cmax O(n2) [80]
avec ri " di "
B1=b=Tmax O(bnlog(nmaxfpig)) [89]
avec pi " di "
B1=b; pi = p=Tmax O(nlogn) [89]
B1=b; ri; pi = p=Tmax O(bnlog((n � 1)p)) [89]
avec ri " di "
B1=b; ri; pi = p=�Ui O(bn2) [89]
avec ri " di "
B1=b=�Ui O(bn2) [89]
avec pi " di "
B1=b; pi = p=�Ui O(nlogn) [89]
B1=b; ri=Tmax O(bnlog�pi) [90]
avec ri " pi " di "
B1=b; ri=�Ui O(bn2) [90]
avec ri " pi " di "
B1=b; ri; pi = p=�Ci O(n3) [123]
B1=b; ri; pi = p=Lmax O(n3) [123]
avec ri " di "
B1=b � n; ri; pi = p=�wiCi O(n3) [47]
B1=b � n; ri=�wiCi O(n2logn) [47]
avec ri 2 f0; rg
B1=b � n=Cmax O(n) [34]
B1=b � n=�Ui O(n3) [34]
B1=b � n=�Ci O(nlogn) [34]
B1=b � n=�wiCi O(nlogn) [34]
B1=b � n=Lmax O(n2) [34]

B1=b; ~di=Cmax minfO(nlogn); O(n2
b
)g [34]

Tab. 2.1: Probl�emes polynomiaux.
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Type Complexit�e R�ef�erence
algorithmique

B1=IF; b=�wiCi O(nlogn) [121]
B1=IF; b=Cmax O(n) [121]
B1=IF; b=Lmax O(nlogn) [121]
B1=IF; b; ri=Cmax O(nlogn) [121]
B1=CF; b = 2=�Ci O(f2) [74]

(f est le nombre
de familles)

B1 �! P1=b; p1i = p=Cmax O(nlogn) [3]
P1 �! B1=b; p2i = p=Cmax O(nlogn) [3]
B1 �! B1=b1; b2; p1i = p; p2i = p=Cmax O(n3) [3]
P1 �! B1=b; p2i = p=�Ci O(n3) [3]
B1 �! B1=b1; b2; p1i = p; p2i = p=�Ci O(n3) [3]
B1 �! P1=IF; b=Cmax O(nlogn) [3]
B1 �! P1=b = k; p1i = p=Cmax O(nlogn) [100]
B1 �! P1=b = k; p2i = p=Cmax O(n2) [100]
B1 �! P1=b � n=Cmax O(n3) [100]
B1 �! B1=b � n=Cmax O(nlogn) [101]
B1 �! B1 �! B1=b � n=Cmax O(n22) [101]
B1=G = (K1;K2;E); b � n; pi 2 f1; tg=Cmax O(n2) [46]
B1=G = INT; b; pi = 1=Cmax O(n2) [55]
B1=G = INT; b � n=Cmax O(n3) [55]

Tab. 2.2: Probl�emes polynomiaux (suite).
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2.4.2 Probl�emes di�ciles

Les tableaux 2.3 et 2.4 r�esument les principaux r�esultats concernant les probl�emes
di�ciles de l'ordonnancement par batchs. Un probl�eme de d�ecision (resp. d'optimisation
combinatoire) est dit di�cile s'il est NP-complet (resp. NP-di�cile).

Type Algorithmes propos�es 1 R�ef�erence

B1=b; ri=Tmax [89]
B1=b; ri=�Ui [89]
Bm=b; ri=Cmax H [89]
Bm=b; ri=Lmax H [89]
Bm=b; ri=Lmax H [89]
avec pi " di "
B1=b; ri=NT [90]
avec ri " di "
B1=b; ri=Tmax [90]
avec ri " di "
B1=b; ri=�Ui [90]
avec ri " di "
B1=b � n=�wiUi O(n2P ) [34]
B1=b � n=�wiTi O(n2P ) [34]
B1=b = 2=�Ui [34]
B1=b = 2=Lmax [34]
B1=b = 2=�wiUi [34]
B1=b = 2=�wiTi [34]
B1=b = 2=�Ti [34]

P =
nP
i=1

pi

B1=b � n=�Ti [92]
B1=b � n; ri=�fi O(n4p3) [92]
B1=b � n; ri=fmax O(n4p3) [92]

f est une fonction r�eguli�ere

p = max
1�i�n

frig+
nP
i=1

pi

B1=b � n; ri=�wiCi [47]
B1=b � n; ri=�wiCi O(2knknlogn) [47]
avec ri 2 fr1; : : : ; rkg
B1=b � n; ri=�wiCi [47]
avec pi 2 fp1; : : : ; pkg

Tab. 2.3: Probl�emes di�ciles.
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Type Algorithmes propos�es 1 R�ef�erence

B1=b; ri=Cmax B&B, H [114]
B1=b = 2; ri=Cmax [91]
avec ri 2 f0; rg
B1=ri=Cmax H [91]

B1=ri=Cmax O(nck(
nP
i=1

pi)k�1) [91]

k est le nombre de dates de
disponibilit�e distinctes et
c une constante

B1=ba; ai=Cmax H [52]
B1=ba; ai=Cmax B&B, H [120]
B1=ba; ai=�Ci B&B, H [120]
B1=IF; ba; ai=�wiCi H [49]
B1=IF; b=�Ti PD, H [95]
Bm=IF; b=�wiCi H [121]
Bm=IF; b=Cmax H [121]
Bm=IF; b; =Lmax H [121]
B1=IF; b; ri=Lmax H [121]
B1=IF; b=�jCi �Dj PD [86]
B1 �! P1=b; p1i = p=�Ci H [3]
P1 �! B1 �! P1=b; p2i = p=Cmax H [3]
B1 �! P1=b; p1i = p=�Ci H [78]
B1 �! : : : �! B1=b1; : : : ; bm;
p1i = p; : : : ; pmi = p=Cmax H [115]
B1 �! : : : �! B1=b1; : : : ; bm;
p1i = p; : : : ; pmi = p=�Ci H [115]
B1 �! P1=b = k=Cmax H [100]

B1 �! : : : �! B1=b � n=Cmax O(nm(r�2)+1+bm=rc) [101]
si r=nombre de batchs
est �x�e

B1=G = (V;E); b � n=Cmax [46]
o�u G est le compl�ementaire d'un graphe :
- biparti
- scind�e
- line-graph L(H) d'un multigraphe
biparti r�egulier avec �(H) = 3

- biparti cubique
- biparti k-r�egulier

Tab. 2.4: Probl�emes di�ciles (suite).
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2.4.3 Probl�emes ouverts (complexit�e inconnue)

Le tableau 2.5 r�esume les principaux r�esultats pour les probl�emes ouverts (de com-
plexit�e inconnue) de l'ordonnancement par batchs.

Type Algorithmes propos�es 1 R�ef�erence

B1=b � n=�Ti [34]
B1=b = 2=�wiCi [34]
B1=b=�Ci O(nb(b�1)) [34]
B1=CF; b=�Ci PD [34]
B1=b=�Ci B&B [51]
B1=b=�Ci H [51]
B1=CF; b=�jCi �Dj PD [86]
B1=CF; b=�Ci PD [42]
B1=CF; b=�Ci OPT, H [74]
B1=b=�wiCi B&B, H [122]
B1=b=�Ci B&B, H [42]
Bm=b=�Ci H [42]

Tab. 2.5: Probl�emes ouverts.

1.

B&B: S�eparation et �evaluation (Branch and Bound).

PD: Programmation dynamique.

H: Heuristique.

;: aucun algorithme n'a �et�e propos�e.



Chapitre 3

Notations, position du probl�eme et

mod�elisation math�ematique

Le d�ebut de ce chapitre est consacr�e �a la d�e�nition du probl�eme trait�e dans cette th�ese
ainsi que les di��erentes notations n�ecessaires �a sa d�e�nition. Un exemple illustratif est
aussi donn�e.

Nous proposons ensuite une mod�elisation math�ematique du probl�eme sous forme d'un
programme lin�eaire en nombres r�eels avec variables bivalentes. Dans le cas o�u les dates
de disponibilit�e des tâches seraient toutes nulles, di��erentes formulations sont sim-
pli��ees et pr�esent�ees.

Un commentaire termine ce chapitre.

3.1 Notations et position du probl�eme

Nous consid�erons dans cette th�ese le probl�eme de l'ordonnancement de n tâches ind�e-
pendantes T1; : : : ; Tn sur une machine �a traitement par batch en minimisant le temps
de �n de traitement (le makespan) o�u :

1. Nous supposons qu'il existe une relation de compatibilit�e entre les tâches, deux
tâches sont dites compatibles si elles peuvent être trait�ees simultan�ement dans
un même batch. Cette relation est repr�esent�ee par un graphe G = (V;E) o�u V
est l'ensemble des tâches et une paire de tâches est dans E si et seulement si ces
derni�eres sont compatibles.
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2. La capacit�e de la machine �a traitement par batch peut être �nie (elle peut traiter
au plus b tâches �a la fois) ou in�nie ( elle peut traiter un nombre illimit�e de tâches
�a la fois).

3. Chaque tâche Ti a un temps de traitement pi et une date de disponibilit�e ri.

4. Le temps de traitement d'un batch est �egal au maximumdes temps de traitement
des tâches appartenant �a celui-ci.

5. Toutes les tâches d'un même batch commencent leur ex�ecution �a une même date
et terminent leur ex�ecution �a une même date.

6. L'interruption des tâches n'est pas autoris�ee.

Pour un ordonnancement quelconque des tâches sur la machine �a traitement par batch,
notons :

{ pbj = max
Ti2Bj

fpig : le temps de traitement du batch Bj .

{ rbj = max
Ti2Bj

frig : la date de disponibilit�e du batch Bj.

{ sbj : la date de d�ebut de traitement du batch Bj.

{ Cbj : la date de �n de traitement du batch Bj.

{ Di : la date de d�ebut de traitement de la tâche Ti.

{ Ci : la date de �n de traitement de la tâche Ti (elle est �egale �a Cbj si Ti 2 Bj).

Notons que nous cherchons une partition B1; : : : ; Bq (jBjj � b pour j = 1; : : : ; q) des
tâches T1; : : : ; Tn qui minimise la date de �n de traitement de l'ensemble des batchs.
Bien que les tâches d'un même batch forme une clique dans le graphe de compatibilit�e
G, cette partition n'est pas n�ecessairement la partition minimum en cliques, chacune
de taille inf�erieure ou �egale �a b, du graphe G.

Remarque 3.1 Le nombre de batchs n'est pas �x�e au d�epart, mais il est �a d�eterminer.



CHAPITRE 3. NOTATIONS, POSITION DU PROBL�EME ET MOD�ELISATION 37

3.2 Exemple illustratif

Pour bien illustrer le probl�eme, d�e�ni dans le paragraphe pr�ec�edent, consid�erons l'exem-
ple 3.1 ci-dessous.

Exemple 3.1 Nous disposons de 5 tâches ind�ependantes T1; T2; T3; T4 et T5 �a traiter
sur une machine �a traitement par batch. Les temps de traitement des tâches sont donn�es
dans le tableau 3.1.

Ti T1 T2 T3 T4 T5
pi 1 1 3 4 1

Tab. 3.1: Temps de traitement des tâches de l'exemple 3.1.

Premier cas : Probl�eme B1=b = 2=Cmax.

Ici les tâches sont deux �a deux compatibles, c'est-�a-dire que le graphe de compatibilit�e
est complet. La capacit�e de la machine �a traitement par batch est �egale �a 2. Les tâches
sont toutes disponibles �a l'instant 0.

La solution optimale est :

{ Le nombre de batchs est �egal �a 3 ;

B1 = fT1; T2g ; pb1 = maxf1; 1g = 1 ;
B2 = fT3; T4g ; pb2 = maxf3; 4g = 4 ;
B3 = fT5g ; pb3 = 1 ;

{ Cmax = 6 ;

{ L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 3.1.

-
T1; T2 T3; T4 T5

0 1 2 3 4 5 6 temps

Fig. 3.1: Ordonnancement optimal du premier cas.
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Second cas : Probl�eme B1=G = (V;E); b = 2=Cmax.

La capacit�e de la machine �a traitement par batch est �egale �a 2. Les tâches sont toutes
disponibles �a l'instant 0. Le graphe de compatibilit�e est repr�esent�e par la �gure 3.2 ci-
dessous (V = f1; 2; 3; 4; 5g et E = f(1; 2); (1; 3); (2; 3); (2; 4); (4; 5)g). Ici, par exemple,
les tâches T1 et T4 sont incompatibles, on ne doit pas les traiter dans un même batch.
Par contre, les tâches T1 et T3 sont compatibles, on peut les traiter dans un même
batch.
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��

�
�

��
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@
@
@@
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2 3

4 5

Fig. 3.2: Graphe de compatibilit�e du deuxi�eme cas.

La solution optimale est :

{ Le nombre de batchs est �egal �a 3 ;

B1 = fT1; T3g ; pb1 = maxf1; 3g = 3 ;
B2 = fT2; T4g ; pb2 = maxf1; 4g = 4 ;
B3 = fT5g ; pb3 = 1 ;

{ Cmax = 8 ;

{ L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 3.3.

-
T1; T3 T2; T4 T5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 temps

Fig. 3.3: Ordonnancement optimal du deuxi�eme cas.

Remarquons que cette solution ne reste par optimale si on ajoute une arête entre les
tâches T3 et T4.
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Troisi�eme cas : Probl�eme B1=G = (V;E); b = 2; ri=Cmax.

Le graphe de compatibilit�e est le même que celui repr�esent�e par la �gure 3.2 du second
cas. La capacit�e de la machine �a traitement par batch est toujours �egale �a 2. Les dates
de disponibilit�e sont donn�ees dans le tableau 3.2. Comme les tâches d'un même batch
commencent leur ex�ecution �a une même date alors chaque batch n'est disponible que
lorsque toutes ses tâches sont disponibles.

Ti T1 T2 T3 T4 T5
ri 0 0 1 3 5

Tab. 3.2: Dates de disponibilit�e des tâches de l'exemple 3.1.

La solution optimale est la suivante :

{ Le nombre de batchs est �egal �a 3 ;

B1 = fT1g ; pb1 = 1 ; rb1 = 0 ;
B2 = fT2; T3g ; pb2 = maxf1; 3g = 3 ; rb2 = maxf0; 1g = 1 ;
B3 = fT4; T5g ; pb3 = maxf4; 1g = 4 ; rb3 = maxf3; 5g = 5 ;

{ Cmax = 9 ;

{ L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 3.4.

-
T1 T2; T3 T4; T5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 temps

Fig. 3.4: Ordonnancement optimal du troisi�eme cas.

Remarque 3.2 Si on augmente la capacit�e d'une machine �a traitement par batch, la
dur�ee totale de l'ordonnancement peut ne pas diminuer. Dans le pire des cas, cette
dur�ee reste inchang�ee (car on peut garder la même solution).
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3.3 Mod�elisation math�ematique

Consid�erons les variables bivalents suivantes :

xij =

(
1 si la tâche Ti appartient au batch Bj

0 sinon

pour i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; n (le nombre maximal possible de batches est �egal �a n)

et soient

aij =

(
1 si les tâches Ti et Tj sont compatibles
0 sinon

pour i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; n avec i 6= j.

3.3.1 Probl�eme B1=G = (V;E); ri; b=Cmax

Ce probl�eme se traduit par le programme lin�eaire (MG), en variables bivalentes et
r�eelles, pr�esent�e ci-dessous.

La fonction objectif (3.1) vise la minimisation de la date de �n de traitement du dernier
batch. La contrainte (3.2) assure qu'une tâche appartient �a un et un seul batch. La
contrainte (3.3) interdit au nombre de tâches d'un batch de d�epasser la capacit�e de
la machine �a traitement par batch. La contrainte (3.4) interdit le chevauchement de
deux batchs. La contrainte (3.5) assure le respect de la date de disponibilit�e de chaque
tâche. La contrainte (3.6) interdit �a deux tâches incompatibles d'appartenir �a un même
batch.

min Cbn j = 1; : : : ; n (3.1)
nX
j=1

xij = 1 i = 1; : : : ; n (3.2)

nX
i=1

xij � b j = 1; : : : ; n (3.3)

Cbj � xijpi � Cbj�1 i = 1; : : : ; n et j = 2; : : : ; n (3.4)
nX
j=1

xijCbj � pi � ri i = 1; : : : ; n (3.5)

xij + xi0j � aii0 � 1 i = 1; : : : ; n; i0 = 1; : : : ; n; i 6= i0 et j = 1; : : : ; n (3.6)

xij 2 f0; 1g i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; n (3.7)

Cbj 2 IR j = 1; : : : ; n (3.8)
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Remarque 3.3 Si, pour une solution optimale quelconque, on a Cbj = Cbj�1 ou
nP
i=1

xij = 0 pour une certaine valeur j, alors le batch Bj est vide. Le nombre de batches

non vides est, donc, �egal �a
nP
j=1

minf1; nP
i=1

xijg.

3.3.2 Probl�eme B1=G = (V;E); b � n; pi = p=Cmax

Nous proposons dans ce paragraphe une mod�elisation math�ematique (SM1) du prob-
l�eme, sous forme d'un programme lin�eaire en variables bivalentes et r�eelles, dans le cas
o�u les dates de disponibilit�e seraient toutes nulles, les temps de traitement identiques
et la capacit�e de la machine �a traitement par batch in�nie.

min
nX
j=1

pbj (3.9)

xij + xi0j � aii0 � 1 i = 1; : : : ; n; i0 = 1; : : : ; n; i 6= i0 et j = 1; : : : ; n (3.10)

xijp � pbj i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; n (3.11)

xij 2 f0; 1g i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; n (3.12)

pbj 2 IR j = 1; : : : ; n (3.13)

Dans toute solution optimale, nous avons pbj 2 f0; pg pour j = 1; : : : ; n

3.3.3 Probl�eme B1=G = (V;E); b � n=Cmax

Dans le cas o�u les dates de disponibilit�e seraient toutes nulles et la capacit�e de la ma-
chine �a traitement par batch in�nie, nous proposons dans ce paragraphe une mod�elisa-
tion math�ematique (SM2) du probl�eme, sous forme d'un programme lin�eaire en va-
riables bivalentes et r�eelles.

min
nX
j=1

pbj (3.14)

xij + xi0j � aii0 � 1 i = 1; : : : ; n; i0 = 1; : : : ; n; i 6= i0 et j = 1; : : : ; n (3.15)

xijpi � pbj i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; n (3.16)

xij 2 f0; 1g i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; n (3.17)

pbj 2 IR j = 1; : : : ; n (3.18)

pbj est soit nul si aucune tâche n'est a�ect�ee au batch Bj, soit �egal au maximum des
temps de traitement des tâches appartenant au batch Bj.
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3.3.4 Probl�eme B1=G = (V;E); b; pi = p=Cmax

Dans ce paragraphe est pr�esent�ee, sous forme d'un programme lin�eaire en variables
bivalentes et r�eelles, une mod�elisation math�ematique (SM3) du probl�eme dans le cas
o�u les dates de disponibilit�e seraient toutes nulles, les temps de traitement identique
et la capacit�e de la machine �a traitement par batch �nie.

min
nX
j=1

pbj (3.19)

xij + xi0j � aii0 � 1 i = 1; : : : ; n; i0 = 1; : : : ; n; i 6= i0 et j = 1; : : : ; n (3.20)

xijp � pbj i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; n (3.21)
nX
i=1

xij � b j = 1; : : : ; n (3.22)

xij 2 f0; 1g i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; n (3.23)

pbj 2 IR j = 1; : : : ; n (3.24)

Dans toute solution optimale, nous avons pbj 2 f0; pg pour j = 1; : : : ; n.

3.3.5 Probl�eme B1=G = (V;E); b=Cmax

Nous proposons dans ce paragraphe une mod�elisation math�ematique (SM4) du prob-
l�eme, sous forme d'un programme lin�eaire en variables bivalentes et r�eelles, dans le
cas o�u les dates de disponibilit�e seraient toutes nulles et la capacit�e de la machine �a
traitement par batch �nie.

min
nX
j=1

pbj (3.25)

xij + xi0j � aii0 � 1 i = 1; : : : ; n; i0 = 1; : : : ; n; i 6= i0 et j = 1; : : : ; n (3.26)

xijpi � pbj i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; n (3.27)
nX
i=1

xij � b j = 1; : : : ; n (3.28)

xij 2 f0; 1g i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; n (3.29)

pbj 2 IR j = 1; : : : ; n (3.30)

pbj est soit nul si aucune tâche n'est a�ect�ee au batch Bj, soit �egal au maximum des
temps de traitement des tâches appartenant au batch Bj.
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3.3.6 Dimensions de chaque mod�ele

Le nombre de variables et le nombre de contraintes d'un mod�ele math�ematique lin�eaire
sont deux indices par lesquels on peut mesurer la dimension et l'e�cacit�e de la mod�elisa-
tion donn�ee. Le nombre de variables de chaque mod�ele est de n2 variables bivalentes
et n variables r�eelles. Le nombre de contraintes de chaque mod�ele est donn�e dans le
tableau 3.3.

Mod�ele Nombre de contraintes
MG n3 + 2n
SM1 n3

SM2 n3

SM3 n3 + n
SM4 n3 + n

Tab. 3.3: Nombres de contraintes des di��erents mod�eles.

Le but de l'exp�erience est d'avoir une id�ee sur la capacit�e de r�esoudre les di��erents
sous-probl�emes avec ces mod�eles. Le jugement �nal sur la possibilit�e d'application de
ces mod�eles d�epend du logiciel et des �equipements informatiques disponibles.

3.4 Quelques remarques

Le probl�eme Bm=b = 1=Cmax est �equivalent au probl�eme d'ordonnancement sur ma-
chines parall�eles Pm==Cmax. En cons�equence, ces probl�emes d'ordonnancement par
batchs sont NP-di�ciles pour m � 2. Il reste la classe des probl�emes d'ordonnance-
ment sur une machine �a traitement par batch avec b � 2. Notons que le cas b = 1
co��ncide avec le probl�eme d'ordonnancement classique sur une seule machine.

Le probl�eme B1=G = (V;E); b � n; pi = 1=Cmax peut être r�esolu en temps poly-
nomial si le probl�eme de la partition du graphe G en nombre minimum de cliques
est polynomial. De ce fait, si s est le nombre minimum de cliques, alors Cmax = s.
Le probl�eme est donc polynomial si le graphe de compatibilit�e est un graphe parfait.

Nous donnons ci-dessous une liste non exhaustive de graphes o�u ce probl�eme est r�esolu
en temps polynomial.

{ graphes arc-circulaires [62].

{ graphes triangul�es [61].

{ graphes de comparabilit�e [66].
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et les cas particuliers [67] :

{ graphes scind�es.

{ graphes de permutations.

{ graphes d'intervalles.

Le probl�eme o�u G est un graphe d'intervalle a des applications int�eressantes. Dans [32]
un probl�eme de l'industrie des feuilles de m�etal est donn�e.

Demange et al. [46] se sont int�eress�es aux probl�emes d'ordonnancement de tâches sur
une machine �a traitement par batch dans le cas o�u les tâches d'un même batch forme-
raient un stable (c'est-�a-dire deux �a deux incompatibles). Ils ont consid�er�e le graphe
d'incompatibilit�e qui est le compl�ementaire du graphe de compatibilit�e et ils ont trait�e
le cas o�u la machine �a traitement par batch est de capacit�e in�nie (elle peut traiter
une in�nit�e de tâches �a la fois). Une partie de leur papier a �et�e inspir�ee des travaux
de Boudhar et Finke [25]. Les types de probl�emes et les types de graphes �etudi�es sont
r�esum�es dans le chapitre pr�ec�edent r�eserv�e �a l'�etat de l'art.



Chapitre 4

Graphe quelconque

Nous consid�erons dans ce chapitre le cas d'un graphe quelconque et nous montrons que
plusieurs sous-probl�emes du probl�eme g�en�eral sont di�ciles en utilisant des techniques
sp�eci�ques �a chaque sous-probl�eme �etudi�e. Nous utilisons, pour certains types de sous-
probl�emes, des preuves simples par restriction ou des techniques de remplacement local.
Pour d'autres types de sous-probl�emes nous utilisons des techniques de construction
plus complexes. Il n'est donc pas possible de trouver un algorithme polynomial pour
r�esoudre le probl�eme g�en�eral ou même certains de ces sous-probl�emes, �a moins que
P=NP.

A la �n de ce chapitre nous montrons que le probl�eme est polynomial si la capacit�e de
la machine �a traitement par batch est �egale �a 2 et les dates de disponibilit�es des tâches
sont toutes nulles.

4.1 Probl�emes di�ciles

Nous montrons dans ce paragraphe que le probl�eme est di�cile lorsque les temps de
traitement des tâches sont tous �egaux �a 1 pour des cas particuliers de machines (capa-
cit�e �x�ee �a une constante ou capacit�e in�nie) ou de graphes de compatibilit�e (Clique
particuli�ere ou Partition minimum en cliques connue).

4.1.1 capacit�e �nie

Nous consid�erons dans ce paragraphe le cas o�u la machine �a traitement par batch a
une capacit�e �nie. c'est-�a-dire qu'elle ne peut traiter qu'un ensemble �ni de tâches
simultan�ement. Nous montrons que, lorsque la capacit�e de la machine �a traitement par
batch est sup�erieure ou �egale �a 3 et toutes les tâches sont disponibles �a l'instant z�ero,
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le probl�eme est di�cile. Aussi, nous montrons que, lorsque la capacit�e de la machine
�a traitement par batch est �egale 2, le probl�eme est di�cile en pr�esence de dates de
disponibilit�e.

Ordonnancement statique 1

Nous consid�erons dans ce paragraphe le cas o�u les dates de disponibilit�e des tâches
sont toutes nulles.

Nous montrons que le probl�eme est di�cile si les temps de traitement des tâches sont
tous identiques �a 1 et si la capacit�e de la machine �a traitement par batch est sup�erieure
ou �egale �a 3.

Th�eor�eme 4.1 Le probl�eme B1=G = (V;E); b = k; pi = 1=Cmax avec k � 3 est NP-
di�cile.

Preuve. Soit PIIS (Partition Into Isomorphic Sub-graphs) le probl�eme de d�ecision
suivant : Etant donn�es deux graphes H = (V;E) et H 0 = (V 0; E0) avec j V j= q j V 0 j
pour un certain entier q 6= 0. Question : Peut-on partitionner les sommets de H en q
sous-ensembles disjoints V1; : : : ; Vq tels que, pour tout i (1 � i � q), le graphe induit
par Vi est isomorphe �a H 0 ? PIIS est NP-Complet même si H 0 est un graphe �x�e et
complet avec j V 0 j� 3 [59].

Consid�erons le cas o�u H 0 est un graphe complet de taille j V 0 j avec 3 �j V 0 j� n
2
et

montrons que PIIS se r�eduit polynomialement au probl�eme de d�ecision BSCG suivant :
n =j V j,
T = fT1; : : : ; Tng (�a chaque sommet i de V , nous associons une tâche Ti),
pi = 1 pour i = 1; : : : ; n,
b =j V 0 j avec 3 � b � n

2
et

G = H.
Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inf�erieur ou �egal �a y = q?

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que PIIS a une solution (c'est-�a-dire que la r�eponse �a la question pos�ee
est `oui') si et seulement si BSCG a une solution.

Si le probl�eme PIIS a une solution, alors le graphe H peut être partitionn�e en q cliques
V1; : : : ; Vq o�u la taille de chaque clique est �egale �a j V 0 j. Nous construisons une solution
pour BSCG, comme suit : Dans chaque batch Bj (1 � j � q) nous mettons les tâches
qui correspondent �a la clique Vj . Le temps de traitement de chaque batch Bj (1 � j � q)
est donc �egal �a p avec Cbj = j pour tout j (1 � j � q) et max

1�j�n
fCjg = q.

1. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [27]
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Si le probl�eme BSCG a une solution avec un makespan inf�erieur ou �egal �a q, alors il y
a exactement q batchs et dans chaque batch il y a exactement b tâches (car n = bq).
Comme �a chaque batch correspond un graphe complet, alors il existe une partition des
sommets de G en q sous-ensembles disjoints V1; : : : ; Vq tel que pour tout i (1 � i � q),
le graphe induit par Vi est complet et de taille j V 0 j. �

Dans le th�eor�eme 5.1 pr�ec�edent, la capacit�e de la machine �a traitement par batch est
inf�erieure ou �egale �a n

2
.

Ordonnancement dynamique 2

Dans ce paragraphe nous consid�erons le cas o�u les dates de disponibilit�e des tâches ne
sont pas toutes nulles. c'est-�a-dire que di��erentes dates de disponibilit�e sont allou�ees
aux tâches. Nous montrons que le probl�eme reste di�cile même si la capacit�e de la
machine �a traitement par batch est �egale �a 2.

Th�eor�eme 4.2 Le probl�eme B1=G = (V;E); b = 2; ri; pi = 1=Cmax est NP-di�cile au
sens fort.

Preuve. Soit OCR le probl�eme de d�ecision correspondant au probl�eme d'ordonnan-
cement sous contraintes de ressources P2=res:11; ri; pi = 1=Cmax, d�e�ni comme suit :
Etant donn�es deux processeurs P1 et P2, n tâches T1; : : : ; Tn avec des temps de traite-
ment identiques tous �egaux �a 1, des dates de disponibilit�e r1; : : : ; rn , et m ressources
R1; : : : ; Rm (chaque tâche Ti n�ecessite pour son ex�ecution au plus une unit�e de chaque
ressource R1; : : : ; Rm). Question : Peut-on ordonnancer les tâches T1; : : : ; Tn sur les pro-
cesseurs P1 et P2 avec un makespan inf�erieur ou �egal �a x? OCR est NP-Complet au
sens fort [11].

Soient Rj(i) =

(
1 si la tâche Ti n�ecessite la ressource Rj

0 sinon

Montrons que OCR se r�eduit polynomialement au probl�eme de d�ecision BSCG suivant :
Les tâches sont T1; : : : ; Tn (les mêmes),
pi = 1 pour i = 1; : : : ; n,
ri pour i = 1; : : : ; n (les mêmes dates de disponibilit�e) et
G = (V;E) o�u V = f1; : : : ; ng et (i; j) 2 E si et seulement si Rk(i) + Rk(j) � 1

pour k = 1; : : : ;m (c.-�a-d. les deux tâches Ti et Tj ne n�ecessite pas une même
ressource).

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inf�erieur ou �egal �a y = x?

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que OCR a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

2. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [25]
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Si OCR a une solution avec un makespan inf�erieur ou �egal �a x, alors il existe une
a�ectation des tâches T1; : : : ; Tn aux processeurs P1 et P2 telle que : Cmax � x;Di � ri
pour i = 1; : : : ; n et Rk(P1(t)) + Rk(P2(t)) � 1 pour t = 0; : : : ; x � 1 et k = 1; : : : ;m
(o�u Pj(t) indique la tâche a�ect�ee au processeur Pj �a l'instant t, si Pj(t) = ; alors
Rk(Pj(t)) = 0 pour k = 1; : : : ;m).

Nous construisons une solution pour BSCG comme suit (voir la �gure 4.1 ) : si une tâche
est ordonnanc�ee �a l'instant t alors nous formons le batch fP1(t); P2(t)g (les tâches P1(t)
et P2(t) sont compatibles car Rk(P1(t)) +Rk(P2(t)) � 1 pour k = 1; : : : ;m).

-

6

0 t t+ 1 x tps

P1 . . . P1(t) . . .

P2 . . . P2(t) . . .

Processeurs

a/ Une solution de OCR

-
0 t t+ 1 x tps

. . . P1(t); P2(t) . . .

b/ La solution correspondante de BSCG

Fig. 4.1: Correspondance entre une solution de BSCG et une solution de OCR.

Donc BSCG a une solution avec un makespan inf�erieur ou �egal �a x.

Si BSCG a une solution avec un makespan inf�erieur ou �egal �a x, nous construisons une
solution pour OCR comme suit : Les tâches appartenant au batch Bj et ordonnanc�ees
�a l'instant t, sont dispatch�ees sur les deux processeurs P1 et P2 �a l'instant t (voir la
�gure 4.1). Donc les contraintes de dates de disponibilit�e sont respect�ees et, aussi, les
contraintes de ressources sont respect�ees car les tâches sont compatibles. Nous obtenons
donc, une solution pour OCR avec un makespan inf�erieur ou �egal �a x. �

4.1.2 Capacit�e in�nie 3

Nous consid�erons dans ce paragraphe le cas o�u la machine �a traitement par batch a une
capacit�e in�nie. c'est-�a-dire qu'elle peut traiter toutes les tâches du probl�eme simul-
tan�ement. Nous montrons que le probl�eme est di�cile même si les dates de disponibilit�e
des tâches sont toutes nulles.

Th�eor�eme 4.3 Le probl�eme B1=G = (V;E); b = n; pi = 1=Cmax est NP-di�cile.

3. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [28]
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Preuve. Soit PIC (Partition Into Cliques) le probl�eme de d�ecision suivant : Etant
donn�es un graphe H = (V;E) et un entier non nul q �j V j. Question : Peut-on parti-
tionner les sommets de H en k � q sous-ensembles disjoints V1; : : : ; Vk tels que pour
tout i (1 � i � k), le sous-graphe induit par Vi est complet? PIC est NP-Complet pour
q � 3 [59].

Montrons que PIC se r�eduit polynomialement au probl�eme de d�ecision BSCG suivant :
n =j V j,
T = fT1; : : : ; Tng (A chaque sommet i de H on fait correspondre une tâche Ti),
pi = 1 pour i = 1; : : : ; n,
b = n et
G = H.
Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inf�erieur ou �egal �a y = q?

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que PIC a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Si le probl�eme PIC admet une solution alors le graphe H peut être partitionn�e en k
cliques V1; : : : ; Vk o�u j Vi j� n pour i = 1; : : : ; k. On construit une solution pour BSCG
de la mani�ere suivante : On forme k batchs B1; : : : ; Bk o�u chaque batch Bj contient les
tâches correspondant �a la clique Vj, ainsi Cbj = j pour j = 1; : : : ; k avec j Bj j� n
pour j = 1; : : : ; k. On a donc max

1�i�n
fCig = k et le probl�eme BSCG admet une solution

de longueur inf�erieure ou �egale �a y.

Si le probl�eme BSCG admet une solution de dur�ee inf�erieure ou �egale �a q, alors il existe
k (k � q) batchs B1; : : : ; Bk avec Cbj = j pour j = 1; : : : ; k (on ne consid�ere que les
ordonnancements sans temps mort puisque les dates de disponibilit�e sont toutes nulles)
et j Bj j� n pour j = 1; : : : ; k. Comme �a chaque batch correspond un graphe complet,
il existe une partition des sommets de G et donc de H en k sous-ensembles disjoints
V1; : : : ; Vk tels que pour tout i (1 � i � k) le sous-graphe induit par Vi est une clique.
Donc PIC admet une solution. �

Le probl�eme est donc di�cile même si la capacit�e de la machine �a traitement par batch
est in�nie. Car une machine �a traitement par batch ne peut contenir plus de n tâches.

4.1.3 Clique particuli�ere 4

Consid�erons le cas o�u le graphe de compatibilit�e contient une cliqueK de taille n2 � n
4

et ayant chaque sommet reli�e �a tous les autres sommets du graphe (notons un tel graphe
par Hn1 +Kn2 ). Les tâches de la clique K ont toutes une date de disponibilit�e �egale �a
1 (notons ceci par rK = 1) et les tâches restantes ont une date de disponibilit�e nulle

4. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [28]
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(notons ceci par rH = 0). Montrons que ce probl�eme est di�cile si la capacit�e b est
variable, donc une donn�ee du probl�eme.

Th�eor�eme 4.4 Le probl�eme B1=Hn1 +Kn2 ; b; rH = 0; rK = 1; pi = 1=Cmax avec n2 �
n1
3
et n1 � 3 (le sous-graphe Hn1 contient au moins 3 sommets) est NP-di�cile.

Preuve. Soit CLIQUE le probl�eme de d�ecision suivant : Etant donn�es un graphe H =
(V;E) (H contient au moins 3 sommets) et un entier positif k 6= 0. Question : Est-ce que
H contient une clique de taille k (un sous-graphe complet �a k sommets)? Ce probl�eme
est NP-Complet [109].

Montrons que CLIQUE se r�eduit polynomialement au probl�eme de d�ecision BSCG
suivant :
n = n1 + n2 avec n1 =j V j et n2 = (k � 1)(n1 � k),
T = fT1; : : : ; Tn1g [ fTn1+1; : : : ; Tng (A chaque sommet i du graphe H on fait corres-

pondre une tâche Ti et auxquelles on ajoute (k � 1)(j V j �k) tâches),
pi = 1 pour i = 1; : : : ; n,
ri = 0 pour i = 1; : : : ; n1,
ri = 1 pour i = n1 + 1; : : : ; n,
b = k, (b est une donn�ee du probl�eme, 1 < b < n1) et
G = Hn1 +Kn2 = (V1 [ V2; E1 [ E2 [ E3) (voir la �gure 4.2) o�u

V1 = f1; : : : ; n1g,
V2 = fn1 + 1; : : : ; ng,
(i; j) 2 E1 si et seulement si (i; j) 2 E,
(i; j) 2 E2 si et seulement si i 2 V2, j 2 V2 et i 6= j

(le sous-graphe Kn2 = (V2; E2) est une clique de taille n2)
(i; j) 2 E3 si et seulement si i 2 V1 et j 2 V2.

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inf�erieur ou �egal �a y =j V j �k + 1?
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H

Kn2

...

Fig. 4.2: Construction du graphe de compatibilit�e G.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que CLIQUE a une solution si et seulement si BSCG a une solution.
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Soit f(b) = n1 � 3n2 = 3b2 � 3(n1 + 1)b + 4n1. Nous avons � = 9n21 � 30n1 + 9 � 0
car n1 � 3. Donc f(b) � 0 pour b 2 [b1; b2] o�u b1 et b2 sont les racines de l'�equation
f(b) = 0. Comme 1 < b < n1, f(2) = 2(3 � n1) � 0 et f(n1 � 1) = 2(3 � n1) � 0 alors
f(b) � 0. Donc n2 � n1

3
ou encore n2 � n

4
.

Supposons que CLIQUE admet une solution, donc il existe une clique de taille k dans
le graphe H. On construit une solution pour BSCG comme suit. Supposons, sans perte
de g�en�eralit�e, que les sommets du graphe H sont ordonn�es de la mani�ere suivante :
V = f1; : : : ; kg [ fk + 1; : : : ; j V jg o�u les sommets 1; : : : ; k forment une clique. Les
batchs sont (voir la �gure 4.3) :

B1 = fT1; : : : ; Tkg et
Bj = fTk+(j�1)g [ fTn1+(j�2)(k�1)+1; : : : ; Tn1+(j�1)(k�1)g pour j = 2; : : : ; n1 � k + 1

avec Cbj = j pour j = 1; : : : ; n1 � k + 1.

Les batchs sont ordonnanc�es suivant l'ordre croissant de leurs indices.

-
0 1 2 : : :j�1 j: : : n1�k n1�k+1

temps

B1 B2 Bj Bn1�k+1

T1

T2

...

Tk

Tk+1

Tn1+1

...

Tn1+k�1

Tk+j

Tn1+(j�2)(k�1)+1

...

Tn1+(j�1)(k�1)

Tn1

Tk(n1�k)+2

...

Tk(n1�k+1)

: : :

: : :

: : :

: : :

: : :

: : :

Fig. 4.3: Construction d'une solution pour BSCG.

Cmax = max
1�i�n

fCig = n1 � k + 1 =j V j �k + 1.

Supposons que BSCG admet une solution de dur�ee inf�erieure ou �egale �a j V j �k + 1.
Comme le nombre de tâches est �egal �a n1+(k�1)(n1�k) = k(n1�k+1) et le temps de
traitement de chaque tâche est �egal �a 1, dans chaque batch il y a exactement k tâches,
car toutes les tâches ont �et�e ordonnanc�ees avec une dur�ee �egale �a n1 � k + 1. Comme
les tâches Ti (n1 + 1 � i � n) ont une date de disponibilit�e �egale �a 1, elles seront
ordonnanc�ees dans l'intervalle de temps [1; n1�k+1]. Le nombre de ces tâches est �egal
�a (n1� k)(k� 1). Dans l'intervalle de temps [1; n1� k+1] reste �a ordonnancer, n1� k
tâches parmi les tâches restantes. Finalement, les tâches ordonnanc�ees dans l'intervalle
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de temps [0; 1] sont au nombre de k et elles appartiennent �a fT1; : : : ; Tn1g et forment
n�ecessairement une clique. Donc CLIQUE admet une solution. �

On constate que le probl�eme g�en�eral est, aussi, di�cile si les dates de disponibilit�e des
tâches appartiennent �a f0,1g avec, au moins, deux dates de disponibilit�e distinctes.

Remarque 4.1 Dans le th�eor�eme pr�ec�edent la capacit�e de la machine �a traitement
par batch est inf�erieure ou �egale �a n

2
.

Preuve. Nous avons n = n1 + (k � 1)(n1 � k), donc n = �k2 + (n1 + 1)k et n
k
=

n1 + 1� k � 2 (car k � n1 � 1). Ainsi, k � n
2
. �

4.1.4 Partition minimum en cliques connue 5

Supposons qu'on connâ�t une partition minimum en cliques du graphe de compatibi-
lit�e G. Soit b la taille maximale des batchs et soit B1; : : : ; Bs une partition minimum
r�ealisable, c.-�a-d. j Bk j� b et s est minimum. Notons ce graphe de compatibilit�e par
G(K1

b ; : : : ;K
s
b ). Même dans ce cas, le probl�eme est di�cile en pr�esence de dates de

disponibilit�e.

Th�eor�eme 4.5 Le probl�eme B1=G(K1
b ; : : : ;K

s
b ); b; ri; pi = 1=Cmax est NP-di�cile.

Preuve. Soit CLIQUE le probl�eme de d�ecision suivant : Etant donn�es un graphe H =
(V;E) et un entier k > 0. Question : Est-ce que H contient une clique de taille k (un
sous-graphe complet �a k sommets)? Ce probl�eme est NP-complet [59].

Montrons que CLIQUE se r�eduit polynomialement au probl�eme de d�ecision BSCG
suivant :
n = n1 + n2 o�u n1 =j V j et n2 = (k � 1) j V j,
T = fT1; : : : ; Tn1g [ fTn1+1; : : : ; Tng (�a chaque sommet i de V est associ�e une tâche Ti

auxquelles nous ajoutons (k � 1) j V j tâches),
pi = 1 pour i = 1; : : : ; n,
ri = 0 pour i = 1; : : : ; n1, ri = 1 pour i = n1 + 1; : : : ; n,
b = k et
G = (V1 [ V2; E1 [ E2 [ E3) (voir la �gure 4.4) o�u,

V1 = f1; : : : ; n1g, V2 = fn1 + 1; : : : ; ng,
(i; j) 2 E1 si et seulement si (i; j) 2 E (E1 = E),
(i; j) 2 E2 si et seulement si i 2 V2, j 2 V2 et i 6= j
(le sous-graphe Kn2 = (V2; E2) est une clique de taille n2) et

5. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [25]



CHAPITRE 4. GRAPHE QUELCONQUE 53

(i; j) 2 E3 si et seulement si i 2 V1 et j 2 V2.
Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inf�erieur ou �egal �a y =j V j?
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Kn2

...

Fig. 4.4: Construction de G.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que CLIQUE a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Comme n1 =j V j, n2 =j V j (k � 1) et Kn2 est un graphe complet, le graphe G a une
partition en j V j cliques de taille k (chaque clique est compos�ee d'un sommet de H
et k � 1 sommets de Kn2). Cette partition est optimale, car le nombre de sommets du
graphe est �egal �a k j V j.

Si CLIQUE a une solution, alors il existe une clique de taille k dans le graphe H. On
construit une solution pour BSCG comme suit. Supposons, sans perte de g�en�eralit�e,
que les sommets de H sont rang�es comme suit V = f1; : : : ; kg [ fk + 1; : : : ; j V jg o�u
les sommets 1; : : : ; k forment une clique. Les batchs sont (voir la �gure 4.5) :

B1 = fT1; : : : ; Tkg,
Bj = fTk+(j�1)g [ fTn1+(j�2)(k�1)+1; : : : ; Tn1+(j�1)(k�1)g pour j = 2; : : : ; n1 � k + 1
Bj = fTw+(j�n1+k�2)k+1; : : : ; Tw+(j�n1+k�1)kg pour j = n1 � k + 2; : : : ; n1

o�u w = n1 + (n1 � k)(k � 1)

avec :

Cb1 = 1 et Cbj = j pour j = 2; : : : ; n1.

Les batchs sont ordonnanc�es dans l'ordre croissant de leurs indices.

Cmax = max
1�i�n

fCig = n1 =j V j.

Si BSCG a une solution avec un makespan inf�erieur ou �egal �a n1 =j V j, alors dans
chaque batch il y a exactement k tâches, car le nombre de tâches est �egal �a n1 +
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-
0 1 2 : : :n1�k n1�k+1 n1�k+2: : :n1�1 n1

tps

B1 B2 Bn1�k+1 Bn1�k+2 Bn1

T1

T2

...

Tk

Tk+1

Tn1+1

...

Tn1+k�1

Tn1

Tk(n1�k)+2

...

Tk(n1�k+1)

Tk(n1�k+1)+1

...

Tk(n1�k+2)

Tkn1�k+1

...

Tn

: : :

: : :

: : :

: : :

: : :

Fig. 4.5: Construction d'une solution de OL.

(k � 1)n1 = kn1 et le temps de traitement de toute tâche est �egale �a 1. Comme
les tâches Ti (n1 + 1 � i � n) ont une date de disponibilit�e �egale �a 1, alors elles
seront ordonnanc�ees dans l'intervalle de temps [1; n1]. Le nombre de ces tâches est �egal
�a n1(k � 1). Dans l'intervalle de temps [1; n1], sont ordonnanc�ees les n1 � k tâches
restantes parmi les tâches Ti (1 � i � n1), car (n1 � 1)k = n1(k � 1) + (n1 � k).
Finalement, les tâches ordonnanc�ees entre l'instant 0 et l'instant 1 sont au nombre de
k et forment n�ecessairement une clique. Donc CLIQUE a une solution. �

4.2 Probl�emes polynomiaux 6

Nous montrons dans ce paragraphe que, dans le cas o�u les dates de disponibilit�e seraient
toutes nulles et la capacit�e de la machine �a traitement par batch �egale �a 2, le probl�eme
est r�esolu par un algorithme polynomial bas�e sur l'algorithme du couplage de poids
maximum.

Th�eor�eme 4.6 Le probl�eme B1=G = (V;E); b = 2=Cmax se r�eduit au probl�eme du
couplage de poids maximum.

Preuve. Soit A la matrice d'incidence sommet-arête du graphe de compatibilit�e G =
(V;E) o�u

aij =

(
1 si l'arête j est incidente au sommet i
0 sinon

pour i = 1 : : : n et j = 1 : : : q (q est le nombre d'arêtes).

6. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [25]
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Soit cj = maxfpsj ; ptjg le poids de l'arête j, si l'arête j est incidente aux sommets sj
et tj.

Le programme lin�eaire, correspondant �a ce probl�eme, s'�ecrit comme suit :

min Cmax = (
qP

j=1
cjxj) +

nP
i=1

(1�
qP

j=1
aijxj)pi

s.c.

8><
>:

qP
j=1

aijxj � 1 for i = 1; : : : ; n

xj 2 f0; 1g for j = 1; : : : ; q

o�u

{ xj =

(
1 si les deux tâches reli�ees par l'arête j sont dans un même batch
0 sinon

{
qP

j=1
cjxj : la somme des temps de traitement des batchs contenant deux tâches.

{
nP
i=1

(1�
qP

j=1
aijxj)pi : la somme des temps de traitement des batchs contenant une

seule tâche.

{
qP

j=1
aijxj � 1 indique que chaque tâche doit appartenir �a, au plus, un batch

contenant deux tâches.

Nous avons :

(
qP

j=1
cjxj) +

nP
i=1

(1�
qP

j=1
aijxj)pi = (

nP
i=1

pi)� (
nP
i=1

qP
j=1

aijxjpi �
qP

j=1
cjxj)

= (
nP
i=1

pi)� (
qP

j=1

nP
i=1

aijpixj �
qP

j=1
cjxj)

= (
nP
i=1

pi)�
qP

j=1
(
nP
i=1

aijpi � cj)xj

= (
nP
i=1

pi)�
qP

j=1
(psj + ptj �maxfpsj ; ptjg)xj

= (
nP
i=1

pi)�
qP

j=1
minfpsj ; ptjgxj:

Puisque
nP
i=1

pi est une constante sup�erieure �a
qP

j=1
minfpsj ; ptjgxj. Alors, minimiser Cmax

est �equivalent �a maximiser
qP

j=1
ljxj o�u lj = minfpsj ; ptjg si l'arête j est incidente aux

sommets sj et tj. Ainsi, le probl�eme se r�eduit au probl�eme du couplage de poids maxi-
mum. �

L'algorithme MWMA suivant r�esout le probl�eme B1=G = (V;E); b = 2=Cmax.
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Algorithme MWMA ;
d�ebut

1- A partir du graphe G = (V;E), construire un nouveau graphe valu�eH = (V;E)
o�u chaque arête de E est valu�ee par minfpi; pjg si l'arête est incidente aux
sommets i et j.

2- D�eterminer un couplage M de poids maximum dans le graphe H.

3- Former les batchs de la mani�ere suivante :

{ Pour chaque couple de M, mettre les deux tâches correspondantes dans
un même batch.

{ Mettre chacune des tâches restantes dans un batch.

4- Ordonnancer les batchs dans un ordre arbitraire et sans temps mort.

5- La date de �n de traitement est �egale �a la somme de tous les temps de traite-
ment �a laquelle on soustrait la valeur du couplage de poids maximum.

�n.

Corollaire 4.7 L'algorithme MWMA r�esout le probl�eme B1=G = (V;E); b = 2=Cmax

en O(n3).

Preuve. Le nombre maximum d'arêtes possibles dans le graphe G est n(n�1)
2

. Par le
th�eor�eme 6.1 et par le fait que le meilleur algorithme connu pour le probl�eme du cou-
plage de poids maximum est en O(n3). Alors, l'algorithme MWMA r�esout le probl�eme
en O(n3). �

Exemple 4.1 Nous disposons de 5 tâches T1; : : : ; T5 dont les temps de traitement sont
donn�es dans le tableau 4.1. Le graphe de compatibilit�e est repr�esent�e par la �gure 4.6.

Ti T1 T2 T3 T4 T5
pi 1 3 2 1 4

Tab. 4.1: Temps de traitement des tâches de l'exemple 4.1.
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Fig. 4.6: Graphe de compatibilit�e de l'exemple 4.1.
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Le d�eroulement de l'algorithme est le suivant :

1- Construction du graphe H = (V;E) o�u chaque arête (i; j) est valu�ee par
minfpi; pjg (voir la �gure 4.7).
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Fig. 4.7: Le graphe valu�e H = (V;E).

2- Un couplage de poids maximum est M=f(2,5),(3,4)g.

3- La solution optimale est :

B1 = fT2; T5g ; pb1 = 4 ;
B2 = fT3; T4g ; pb2 = 2 ;
B3 = fT1g ; pb3 = 1 ;

4- La date de �n de traitement est �egale �a 7.

L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 4.8.

-
0 1 2 3 4 5 6 7 temps

T2 , T5 T3 , T4 T1

Fig. 4.8: Ordonnancement optimal de l'exemple 4.1.

Corollaire 4.8 Le probl�eme B1=G = (V;E); b = 2; pi = 1=Cmax se r�eduit au probl�eme
de couplage maximum.

Preuve. Dans la preuve du th�eor�eme 6.1, nous avons minfpsj ; ptjg = 1. Donc, mini-

miser Cmax revient �a maximiser
qP

j=1
xj. Ainsi, ce probl�eme est �equivalent au probl�eme

du couplage maximum. �
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L'algorithme MCMA suivant r�esout le probl�eme B1=G = (V;E); b = 2; pi = 1=Cmax.

Algorithme MCMA ;
d�ebut

1- D�eterminer un couplage maximumM dans le graphe G.

2- Former les batchs de la mani�ere suivante :

{ Pour chaque couple de M, mettre les deux tâches correspondantes dans
un même batch.

{ Mettre chacune des tâches restantes dans un batch.

3- Ordonnancer les batchs dans un ordre arbitraire et sans temps mort.

4- La date de �n de traitement est �egale au nombre de tâches auquel on soustrait
la cardinalit�e du couplage.

�n.

Corollaire 4.9 L'algorithme MCMA r�esout le probl�eme B1=G = (V;E); b = 2; pi =
1=Cmax en O(n2:5).

Preuve. Le nombre maximum d'arêtes possibles dans le graphe G est n(n�1)
2

. Par
le corollaire 6.3 et par le fait que le meilleur algorithme connu pour le probl�eme du
couplage maximum est en O(n2:5). Alors, l'algorithme MCMA r�esout le probl�eme en
O(n2:5). �

Exemple 4.2 Consid�erons 5 tâches T1; : : : ; T5 dont les temps de traitement sont tous
�egaux �a 2. Le graphe de compatibilit�e est repr�esent�e par la �gure 4.9.
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Fig. 4.9: Graphe de compatibilit�e de l'exemple 4.2.

Le d�eroulement de l'algorithme est le suivant :

1- Un couplage maximum est f(1,3),(2,5)g.
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2- La solution optimale est :

B1 = fT1; T3g ; pb1 = 2 ;
B2 = fT2; T5g ; pb2 = 2 ;
B3 = fT4g ; pb3 = 2 ;

3- La date de �n de traitement est �egale �a 6.

L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 4.10.

-
0 1 2 3 4 5 6 temps

T1 , T3 T2 , T5 T4

Fig. 4.10: Ordonnancement optimal de l'exemple 4.2.

Soit G=(V,E) un graphe ne contenant pas un sous-graphe complet �a 3 sommets. Pour
ce graphe, les sous-ensembles de toute partition contiennent au plus 2 sommets. Donc,
le probl�eme B1=G = (V;E); b=Cmax est r�esolu en temps polynomial par application de
l'algorithme MWMA.

4.3 Inexistence d'un algorithme absolu 7

Un algorithme absolu (ou fournissant une approximation absolue) est une heuristique
fournissant, pour toute instance du probl�eme, une solution approch�ee dont l'�ecart par
rapport �a la solution optimale est born�e par une constante k. Nous montrons, ci-
dessous, qu'il n'est pas possible de trouver un algorithme absolu polynomial, �a moins
que P=NP.

Th�eor�eme 4.10 S'il existe un algorithme polynomial fournissant une approximation
absolue pour le probl�eme B1=G = (V;E); b=Cmax, alors il existe �egalement un algo-
rithme polynomial exact.

Preuve. Supposons qu'il existe un algorithme polynomial APP fournissant une ap-
proximation absolue d'ordre k, c.-�a-d. APP (I) � OPT (I) � k pour toute instance
I (OPT est un algorithme exact). On aura alors pour une instance I1, du probl�eme
B1=G = (V;E); b=Cmax, APP (I1)�OPT (I1) � k. Pour l'instance I2 obtenue �a partir
de I1 en recopiant k+1 fois les donn�ees de I1, on aura aussi : APP (I2)�OPT (I2) � k.

7. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [28]
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Comme les tâches de l'instance I2 forment k + 1 familles de tâches F1; : : : ; Fk+1 o�u le
graphe de compatibilit�e de chaque famille est isomorphe au graphe de compatibilit�eG et
o�u deux tâches quelconques appartenant �a deux familles di��erentes sont incompatibles
entre elles, alors OPT (I2) = (k + 1)OPT (I1).

Construisons, �a partir de APP , un algorithme polynomial APPX qui, en pr�esence
de plusieurs copies d'une même instance, ne fait que r�ep�eter pour chaque copie le
meilleur ordonnancement fourni par l'algorithme APP sur les di��erentes copies. On
a alors APPX(I2) = (k + 1)APP (I1), APP (I2) � APPX(I2) et APP (I2) � (k +
1)OPT (I1) � k. Donc (k+1)APP (I1)� (k+1)OPT (I1) � k. En divisant par k + 1,
on obtient APP (I1)�OPT (I1) � k

k+1
< 1. D'o�u, APP (I1) = OPT (I1). �



Chapitre 5

Graphe scind�e

Nous consid�erons dans ce chapitre le probl�eme o�u le graphe de compatibilit�e est scind�e
(un tel graphe est not�e G = (S;K;E)). Nous �etablissons dans le premier paragraphe
la di�cult�e du probl�eme dans le cas o�u la capacit�e de la machine �a traitement par
batch serait sup�erieure ou �egale �a 3 dans le cas statique et sup�erieure ou �egale �a
2 dans le cas dynamique. Dans le deuxi�eme paragraphe, nous pr�esentons plusieurs
algorithmes exacts polynomiaux pour r�esoudre plusieurs sous-probl�emes polynomiaux
(graphe scind�e complet en pr�esence de dates de disponibilit�e pour les tâches, temps de
traitement tous identiques �a 1 sans dates de disponibilit�e pour les tâches, etc.).

5.1 Probl�emes di�ciles

Nous montrons dans ce paragraphe, que le probl�eme d'ordonnancement est NP-di�cile
pour b = k avec k � 3 dans le cas statique et k � 2 dans le cas dynamique.

5.1.1 Ordonnancement statique 1

Nous montrons, dans ce sous-paragraphe, que le probl�eme est NP-di�cile lorsque les
dates de disponibilit�e des tâches sont toutes nulles.

Th�eor�eme 5.1 Le probl�eme B1=G = (S;K;E); b = 3=Cmax est NP-di�cile.

Preuve. Consid�erons le probl�eme de d�ecision BSCG associ�e �a ce probl�eme.

1. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [15] et soumis
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Etant donn�e une instance arbitraire du probl�eme 3DM (d�e�nit dans la page 18), nous
construisons une instance pour le probl�eme BSCG de la mani�ere suivante :

Arrangeons l'ensemble M de sorte que M = M1 [ : : : [Mq, o�u chaque sous-ensemble
Mi contient tous les triplets contenant l'�el�ement xi.

Les tâches du probl�eme d'ordonnancement sont partitionn�ees en 4 groupes :

{ Les tâches de type A, not�ees par Ai (i = 1; : : : ; jM j) et ayant un temps de trai-
tement �egal �a 2.

{ Les tâches de type B, not�ees par Bi (i = 1; : : : ; q) et ayant un temps de traite-
ment �egal �a 2.

{ Les tâches de type C, not�ees par Ci (i = 1; : : : ; q) et ayant un temps de traite-
ment �egal �a 2.

{ Les tâches de type D, not�ees par Di (i = 1; : : : ; 2(jM j � q)) et ayant un temps
de traitement �egal �a 3.

Les tâches de type A sont incompatibles entre elles (elles forment le stable S de taille
jM j dans le graphe de compatibilit�e G) et les tâches de type B, C et D sont toutes
compatibles (elles forment la clique de taille 2jM j dans le graphe de compatibilit�e G).
Le nombre total de tâches est �egal �a 3jM j.

- Chaque tâche de type A est associ�ee �a un �el�ement de M .

- Chaque tâche de type B est associ�ee �a un �el�ement de Y .

- Chaque tâche de type C est associ�ee �a un �el�ement de Z.

On construit les autres arêtes du graphe de compatibilit�e G comme suit (voir l'exemple
de la �gure 5.1) :

- Chaque tâche Ai (associ�ee au triplet (xf(i); yg(i); zh(i))) est compatible avec les
deux tâches Bg(i) et Ch(i).

- Toutes les tâches de type A, qui correspondent aux �el�ements du même sous-
ensemble Mi, sont compatibles avec 2(jMij � 1) tâches de type D.

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inf�erieur ou �egal �a 3jM j � q?
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Stable Clique
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D2

D3

D4

Fig. 5.1: Graphe de compatibilit�e correspondant �a l'instance X = fx1; x2g , Y =
fy1; y2g , Z = fz1; z2g et M = f(x1; y2; z1); (x1; y1; z1); (x2; y1; z2); (x2; y2; z1)g =
f(x1; y2; z1); (x1; y1; z1)g [ f(x2; y1; z2); (x2; y2; z1)g.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que 3DM a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Premi�erement, supposons que le probl�eme 3DM a une solution, c.-�a-d. qu'il existe un
sous-ensembleM 0 �M tel que jM 0j = q etM 0 ne contient pas deux �el�ements identiques
de X [ Y [ Z. On construit une solution pour le probl�eme BSCG comme suit (voir la
�gure 5.2) :

- Les jM j � q premiers batchs sont compos�es de deux tâches de type D et d'une
tâche de type A, ils correspondent aux triplets qui ne sont pas dans le sous-
ensemble M 0. Le temps de traitement, de chacun, de ces batchs est �egal �a 3.

- Les q batchs restantes sont compos�es d'une tâche de type B, d'une tâche de type
C et d'une tâche de type A, ils correspondent aux triplets du sous-ensemble M 0.
Le temps de traitement, de chacun, de ces batchs est �egal �a 2.
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-
D1;D2; A2 D3;D4; A4 A1; B2; C1 A3; B1; C2

0 3 6 8 10 temps

Fig. 5.2: Une solution du probl�eme BSCG correspondant �a une solution du probl�eme
3DM de la �gure 5.1 (M 0 = f(x1; y2; z1); (x2; y1; z2)g).

Le temps de �n de traitement de cet ordonnancement est �egal �a 3(jM j � q) + 2q =
3jM j � q.

Inversement, supposons que le probl�eme BSCG a une solution avec un temps de �n de
traitement inf�erieur ou �egal �a 3jM j � q.

Pour commencer, montrons qu'il n'existe pas de batchs contenant, chacun, 3 tâches de
type D.

Supposons qu'il existe x batchs contenant, chacun, 3 tâches de type D. Alors, le temps
de �n de traitement de l'ordonnancement (not�e par Y ) est sup�erieur ou �egal �a la somme
des temps de traitement de ces batchs + la somme des temps de traitement des batchs
contenant un ou deux tâches de type D avec, au plus, une tâche de type A ou une
tâche de type B ou une tâche de type C + la somme des temps de traitement des
batchs ne contenant pas une tâche de type D. Nous avons Y � 3x+3d+2(jM j�d) o�u

d =
l
2(jM j�q)�3x

2

m
est le nombre minimum de batchs qui peuvent contenir une ou deux

tâches de type D, et jM j � d est le nombre minimum de batchs ne contenant par une
tâche de type D (car les tâches de type A sont incompatibles entre elles et leur nombre
est �egal �a jM j). Donc,

Y �
(
3x+ 32(jM j�q)�3x

2
+ 2(jM j � 2(jM j�q)�3x

2
) si 2(jM j � q)� 3x est pair

3x+ 32(jM j�q)�3x+1
2 + 2(jM j � 2(jM j�q)�3x+1

2 ) sinon

Ainsi,

Y �
(
3jM j � q + 3x

2 si x est pair
3jM j � q + 3x+1

2 sinon

Ce qui donne Y > 3jM j � q.

Finalement, dans toute solution de temps de �n de traitement inf�erieur ou �egal �a
3jM j � q, il ne peut exister un batch contenant 3 tâches de type D.
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Montrons, aussi, qu'il ne peut exister de batchs contenant, chacun, une seule tâche de
type D.

Supposons qu'il existe x batchs contenant, chacun, une tâche de type D. Alors, le temps
de �n de traitement de l'ordonnancement (not�e par Y ) est sup�erieur ou �egal �a la somme
des temps de traitement de ces batchs + la somme des temps de traitement des batchs
contenant deux tâches de type D avec une tâche de type A ou une tâche de type B ou
une tâche de type C + la somme des temps de traitement des batchs ne contenant pas
une tâche de type D. Nous avons Y � 3x + 3(2(jM j�q)�x

2
) + 2(jM j � (2(jM j�q)�x

2
) � x)

avec x pair, o�u 2(jM j�q)�x
2

est le nombre minimum de batchs qui peuvent contenir deux

tâches de type D, et jM j� (2(jM j�q)�x
2

)�x le nombre minimumde batchs ne contenant
pas une tâche de type D (car les tâches de type A sont incompatibles entre eux et
leur nombre est �egal �a jM j). Donc, Y � 3jM j � q + x

2
. Ce qui donne, Y > 3jM j � q.

Finalement, dans toute solution, de temps de �n de traitement inf�erieur ou �egal �a
3jM j � q, il n'existe pas de batchs contenant une seule tâche de type D.

Le nombre de batchs contenant deux tâches de type D est �egal �a jM j � q. Donc,
La somme des temps de traitement de ces batchs est �egale �a 3(jM j � q). Comme le
nombre de tâches de type A est �egal �a jM j, Alors le temps de �n de traitement de
l'ordonnancement, dans toute solution r�ealisable, est sup�erieur ou �egal �a 3(jM j � q) +
2(jM j � (jM j � q)) = 3(jM j � q) + 2q = 3jM j � q. Donc, le temps de �n de traitement
de cette solution est �egal �a 3jM j � q. Ainsi, les batchs contenant deux tâches de type
D contiennent, n�ecessairement, une tâche de type A. Les q autres batchs contiennent
une tâche de type A, une tâche de type B et une tâche de type C.

Les tâches de type A associ�ees �a tous les triplets d'un sous-ensemble Mi (le sous-
ensemble Mi contient tous les triplets contenant xi) sont connect�ees �a 2(jMij � 1)
tâches de type D. Donc, une de ces tâches est, n�ecessairement, ordonnanc�ee avec une
tâche de type B et une tâche de type C (selon le graphe de compatibilit�e G). Donc,
dans les q triplets correspondant aux q batchs contenant une tâche de type A, une
tâche de type B et une tâche de type C, il y a exactement x1; : : : ; xq , y1; : : : ; yq et
z1; : : : ; zq. Il s'en suit que le probl�eme 3DM a une solution. �

Th�eor�eme 5.2 Le probl�eme B1=G = (S;K;E); b = k=Cmax est NP-di�cile pour k �
4.

Preuve. Consid�erons le probl�eme de d�ecision BSCG associ�e �a ce probl�eme.

Etant donn�e une instance arbitraire du probl�eme 3DM, nous construisons une instance
du probl�eme BSCG comme suit :

Les tâches du probl�eme d'ordonnancement sont partitionn�ees en 4 groupes :

{ Les tâches de type A, not�ees par Ai (i = 1; : : : ; q) et ayant un temps de traite-
ment �egal �a jM j+ 1.
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{ Les tâches de type B, not�ees par Bi (i = 1; : : : ; q) et ayant un temps de traite-
ment �egal �a jM j+ 1.

{ Les tâches de type C, not�ees par Ci (i = 1; : : : ; q) et ayant un temps de traite-
ment �egal �a jM j+ 1.

{ Les tâches de type D, not�ees par Di (i = 1; : : : ; jM j) et ayant un temps de trai-
tement �egal �a jM j.

Le nombre total de tâches est �egal �a jM j+ 3q et b = k avec k � 4.

- Chaque tâche de type A est associ�ee �a un �el�ement de X.

- Chaque tâche de type B est associ�ee �a un �el�ement de Y .

- Chaque tâche de type C est associ�ee �a un �el�ement de Z.

- Chaque tâche de type D est associ�ee �a un �el�ement de M .

On construit les arêtes du graphe scind�e G comme suit (voir l'exemple de la �gure
5.3) :

- Les tâches des types A, B et C sont toutes compatibles entre elles (elles forment
la clique K de taille 3q).

- Chaque tâche Di (associ�ee au triplet (xf(i); yg(i); zh(i))) est compatible avec les
trois tâches Af(i), Bg(i) et Ch(i).

- Les tâches de type D sont incompatibles entre elles (elles forment le stable S de
taille jM j).

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inf�erieur ou �egal �a y = jM j2 + q?
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Fig. 5.3: Graphe de compatibilit�e scind�e correspondant �a l'instance X = fx1; x2g ,
Y = fy1; y2g , Z = fz1; z2g et M = f(x1; y2; z1) , (x1; y1; z1) , (x2; y1; z2) , (x2; y2; z1)g
de 3DM.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que 3DM a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Premi�erement, supposons que le probl�eme 3DM a une solution, c.-�a-d. qu'il existe un
sous-ensembleM 0 �M tel que jM 0j = q etM 0 ne contient pas deux �el�ements identiques
de X [Y [Z. On construit une solution pour le probl�eme SP comme suit (voir la �gure
5.4) :

- Les jM j � q premiers batchs sont compos�es d'une tâche de type D. Le temps de
traitement de, chacun de, ces batchs est �egal �a jM j.

- Les q batchs restantes sont compos�es d'une tâche de type D et d'une tâche de
chaque type A, B et C dont le triplet correspondant est dans le sous-ensemble
M 0. Le temps de traitement de, chacun de, ces batchs est �egal �a jM j+ 1.

La date de �n de traitement de cet ordonnancement est �egale �a (jM j�q)jM j+q(jM j+
1) = jM j2 + q.
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-
D2 D4 D1; A1; B2; C1 D3; A2; B1; C2

0 4 8 13 18 temps

Fig. 5.4: Solution du probl�eme BSCG correspondant �a la solution du probl�eme 3DM
de la �gure 5.3 (M 0 = f(x1; y2; z1); (x2; y1; z2)g).

Inversement, supposons que le probl�eme BSCG a une solution avec une date de �n de
traitement inf�erieure ou �egale �a jM j2 + q.

Il n'est pas di�cile de voir qu'il est impossible d'avoir une date de �n de traitement
inf�erieure �a jM j2 + q, car le nombre de tâches du stable S est jM j et chacune de ces
tâches est compatible avec, exactement, trois tâches (au nombre de 3q) de la clique jKj
ayant un temps de traitement �egal �a jM j + 1. Donc, il y a q batchs ayant, chacun, un
temps de traitement �egal �a jM j + 1 (car jM j2 + q mod jM j = q < jM j < jM j + 1).
dans chacun de ces batchs, il y a une tâche de type A, une tâche de type B et une
tâche de type C (selon le graphe de compatibilit�e scind�e G). Ainsi, dans les q triplets
correspondant aux q batchs contenant, chacun, une tâche de type A, une tâche de type
B et une tâche de type C, il y a exactement x1; : : : ; xq , y1; : : : ; yq et z1; : : : ; zq. Il s'en
suit que le probl�eme 3DM a une solution. �

Par le th�eor�eme pr�ec�edent, il vient que le probl�eme B1=G = (S;K;E); b � n=Cmax est
NP-di�cile même si les tâches du stable S ont toutes un même temps de traitement
�egal �a p et les tâches de la clique K ont toutes un même temps de traitement �egal �a
p + 1.

Comme un graphe scind�e est un graphe �a cordes [67] alors le probl�eme est, aussi,
NP-di�cile pour les graphes triangul�es.

5.1.2 Ordonnancement dynamique 2

Nous montrons, dans ce sous-paragraphe, que le probl�eme est NP-di�cile lorsque les
temps de traitement des tâches sont tous identiques et les dates de disponibilit�e des
tâches ne sont pas toutes nulles.

Th�eor�eme 5.3 Le probl�eme B1=G = (S;K;E); b = 2; ri; pi = 1=Cmax est NP-di�cile
au sens fort.

Preuve. Consid�erons le probl�eme de d�ecision BSCG associ�e �a ce probl�eme.

2. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [17]
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Etant donn�e une instance arbitraire du probl�eme TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3
SAT, nous construisons une instance du probl�eme BSCG comme suit :

- A chaque variable bool�eenne xi est associ�ee huit tâches : les trois premi�eres tâches,
not�ees par Ti, T

0

i et T
00

i , repr�esentent le choix d'avoir xi = vrai ; les trois autres,
not�ees par Fi, F

0

i et F
00

i , repr�esentent l'alternative xi = faux, et les deux tâches
restantes, not�ees par Gi et Ei, sont pour la prise de d�ecisions. Le nombre total
de tâches est 24m.

- Toutes les tâches ont un même temps de traitement �egal �a 1.

- Les dates de disponibilit�e sont donn�ees �a la table 5.1.

- Toutes les tâches Ti, Fi, Ei et Gi pour i = 1; : : : ; 3m sont compatibles entre elles,
elles forment la clique K. Toutes les tâches T

0

i , T
00

i , F
0

i et F
00

i pour i = 1; : : : ; 3m
sont incompatibles entre elles, elles forment le stable S. Les autres contraintes
de compatibilit�e sont d�e�nies entre les tâches ayant un même indice i, elles sont
donn�ees �a la �gure 5.5.

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inf�erieur ou �egal �a 12m?

Tâche Date de disponibilit�e
Ti 7m� 2t(i)
T

0

i 9m� s(i)
T

00

i 3m� u(i)
Fi 7m� t(i)
F

0

i 8m� 2s(i)
F

00

i 7m� 2u(i)
Ei 0
Gi 9m

Tab. 5.1: Dates de disponibilit�e des tâches indic�ees i.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous allons
montrer que TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT a une solution si et seulement
si BSCG a une solution.
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Clique Stable

Ti

Fi

Ei

Gi

T
0

i

T
00

i

F
0

i

F
00

i

Fig. 5.5: Graphe de compatibilit�e scind�e des tâches indic�ees i.

Supposons que TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT a une solution (il existe une
a�ectation de la valeur de v�erit�e "vrai" aux variables bool�eennes de X telle que chaque
clause de C a exactement une variable bool�eenne ayant la valeur de v�erit�e "vrai").
Nous construisons une solution pour BSCG comme suit : (voir les �gures 5.6 et 5.7)

- Pour chaque variable bool�eenne xi ayant une a�ectation "vrai", ordonnancer les
tâches suivantes dans un même batch.

{ Ei et T
00

i �a l'instant 3m� u(i),

{ Fi et F
00

i �a l'instant 7m� t(i),

{ Ti et T
0

i �a l'instant 9m� s(i) et

{ Gi et F
0

i �a l'instant 12m� i.

- Pour chaque variable bool�eenne xi ayant une a�ectation "faux", ordonnancer les
tâches Gi et T

0

i dans, un même batch, �a l'instant 12m � i.

- Pour chaque paire xi et xj de variables bool�eennes ayant une a�ectation "faux"
et

{ pour chaque clause Cu (u = 2m+1; : : : ; 3m), ordonnancer �a l'instant 7m�2u
et 7m�2u+1, respectivement, les deux tâches Ei et F

00

i dans un même batch
et les deux tâches Ej et F

00

j dans un même batch, telles que u(i) = u(j) = u

(les dates de disponibilit�e des tâches F
00

i et F
00

j sont �egales �a 7m� 2u).

{ pour chaque clause Ct (t = m+1; : : : ; 2m), ordonnancer �a l'instant 7m� 2t
et 7m�2t+1, respectivement, les deux tâches Ti et T

00

i dans un même batch
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et les deux tâches Tj et T
00

j dans un même batch, telles que t(i) = t(j) = t
(les dates de disponibilit�e des tâches Ti et Tj sont �egales �a 7m� 2t).

{ pour chaque clause Cs (s = 1; : : : ;m), ordonnancer �a l'instant 8m � 2s et
8m� 2s+ 1, respectivement, les deux tâches Fi et F

0

i dans un même batch
et les deux tâches Fj et F

0

j dans un même batch, telles que s(i) = s(j) = s

(les dates de disponibilit�e des tâches F
0

i et F
0

j sont �egales �a 8m� 2s).

L'ordonnancement obtenu est repr�esent�e par la �gure 5.6.

-
0 m 3m 5m 6m 8m 9m 12m temps

a�ect. vrai de Cu a�ect. vrai de Ct a�ect. vrai de Cs reste des

tâchesvrai faux faux vrai faux vrai

mT
00

2mF
00

2mT
00

mF
00

2mF
0

mT
0

mF
0

+ 2mT
0

mE 2mE 2mT mF 2mF mT 3mG

z}|{ z}|{s=
m

: : :
s=
1z}|{ z}|{t=

2
m

: : :
t=
m
+
1

z}|{ z}|{u
=
3
m

: : :
u
=
2
m
+
1

s=
m

... s=
1

t=
2
m

... t=
m
+
1

u
=
3
m

... u
=
2
m
+
1

Fig. 5.6: Ordonnancement des tâches du probl�eme BSCG.

-
0 2 6 10 12 16 18 24 temps
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1 F
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00

3 T
00

2 T
00

5 T
00

4 F
00

6F
00

1F
0

5F
0

4F
0

3 F
0

2 T
0

6 T
0

1 F
0

6 T
0

5 T
0

4 T
0

3 T
0

2 F
0

1

E6E1E5E2E4E3T3 T2 T5 T4 F6F1F5F4F3 F2 T6 T1 G6G5G4G3G2G1

a�ect. vrai de Cu a�ect. vrai de Ct a�ect. vrai de Cs reste des

tâchesvrai faux faux vrai faux vrai

z }| {z }| {u
=
6

u
=
5

u
=
6

u
=
5 z }| {z }| {t=

4
t=
3

t=
4

t=
3 z }| {z }| {s=

2
s=
1

s=
2

s=
1

Fig. 5.7: Solution du probl�eme BSCG correspondant �a la solution (x1 = vrai, x6 = vrai
et xi = faux pour i = 2; 3; 4; 5) du probl�eme TRIPARTITE-ONE-THREE 3-3 SAT :
X = fx1; : : : ; x6g, m = 2 et F = (x1 _ x2 _ x3) ^ (x4 _ x5 _ x6)^ (x1 _ x4 _ x5) ^ (x2 _
x3 _ x6) ^ (x1 _ x3 _ x4) ^ (x2 _ x5 _ x6).

Inversement, supposons qu'il existe un ordonnancement avec une date de �n de trai-
tement Cmax � 12m. Comme le nombre total des tâches du stable S est �egal �a 12m,
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alors Cmax = 12m et deux tâches de la clique K ne peuvent pas appartenir �a un même
batch. Ainsi, dans chaque batch, nous avons une tâche de la clique K (Ti, Fi, Ei ou
Gi) et une tâche du stable S (T

0

i , T
00

i , F
0

i ou F
00

i ). De la structure du graphe scind�e de
compatibilit�e, nous concluons que pour chaque i, les huit tâches Ti, Fi, Ei, Gi, T

0

i , T
00

i ,
F

0

i et F
00

i ne peuvent s'ordonnancer que selon les deux alternatives de con�guration de
batchs suivantes :

(a) Ti avec T
0

i , Gi avec F
0

i , Fi avec F
00

i et Ei avec T
00

i , ou

(b) Ti avec T
00

i , Gi avec T
0

i , Fi avec F
0

i et Ei avec F
00

i .

Les dates de disponibilit�e impliquent que toutes les 3mGi tâches doivent être ordon-
nanc�ees dans l'intervalle de temps [9m; 12m], et toutes les 3mEi tâches doivent être
ordonnanc�ees dans l'intervalle de temps [0; 3m] (car les tâches Ti et Fi sont disponibles
apr�es l'instant 3m).

Des consid�erations pr�ec�edentes, nous avons :

{ m des 3mT
00

i tâches doivent être ordonnanc�ees, avec m des 3mEi tâches, entre
l'instant 0 et l'instant m (car les tâches F

00

i sont disponibles apr�es l'instant m).

{ Aussi, 2m des 3mTi tâches doivent être ordonnanc�ees, avec les 2mT
00

i tâches
restantes, dans l'intervalle de temps [3m; 5m] (car les tâches Fi sont disponibles
apr�es l'instant 5m et les tâches T

0

i sont disponibles apr�es l'instant 8m).

{ Ainsi, 2m des 3mF
00

i tâches doivent être ordonnanc�ees, avec les 2mEi tâches
restantes, dans l'intervalle de temps [m; 3m], et les mF

00

tâches restantes doivent
être ordonnanc�ees dans l'intervalle de temps [5m; 6m] (car toutes les tâches T

0

i et
F

0

i sont disponibles apr�es l'instant 6m) avec m des 3mFi tâches.

{ Aussi, 2m des 3mF
0

i tâches doivent être ordonnanc�ees dans l'intervalle de temps
[6m; 8m] (car les tâches T

0

i sont disponibles apr�es l'instant 8m) avec les 2mFi
tâches restantes.

{ Donc, les mTi tâches restantes doivent être ordonnanc�ees dans l'intervalle de
temps [8m; 9m] avec m des 3mT

0

i tâches.

{ Finalement, les mF
0

i et 2mT
0

i tâches restantes doivent être ordonnanc�ees, entre
l'instant 9m et l'instant 12m, avec les 3mGi tâches.



CHAPITRE 5. GRAPHE SCIND�E 73

Nous concluons que nous avons m sous-ensembles de tâches (Ti, Fi, Ei, Gi, T
0

i , T
00

i , F
0

i et
F

00

i ) qui apparaissent dans la con�guration (a) et les 2m autres dans la con�guration (b).
En proc�edant par r�ecurrence sur s (s = 1; : : : ;m), il vient des dates de disponibilit�e
des tâches T

0

que, pour chaque s, les tâches Ti et T
0

i , ordonnanc�ees dans un même
batch �a l'instant 9m � s, doivent avoir l'indice i tel que s(i) = s. Il s'en suit aussi
que, �a partir des dates de disponibilit�e des tâches F

0

, que pour chaque s, les tâches
Fj et F

0

j ordonnanc�ees dans un même batch �a l'instant 8m� 2s et les tâches Fk et F
0

k

ordonnanc�ees dans un même bacth �a l'instant 8m�2s+1, doivent avoir les indices j et
k tels que s(j) = s(k) = s. Par des r�ecurrences analogues sur t (t = m+1; : : : ; 2m) et u
(u = 2m+1; : : : ; 3m), respectivement, on montre que les tâches Fi et F

00

i , ordonnanc�ees
dans un même batch �a l'instant 7m � t, doivent avoir l'indice i tel que t(i) = t et les
taches Ei et T

00

i , ordonnanc�ees dans un même batch �a l'instant 3m � u, doivent avoir
l'indice i tel que u(i) = u. Il vient que les m variables bool�eennes pour lesquelles les
sous-ensembles de tâches correspondants apparaissent dans la con�guration (a) auront
l'a�ectation "vrai" et les 2m autres variables bool�eennes auront l'a�ectation "faux",
ainsi nous avons une a�ectation de valeur de v�erit�e "vrai" satisfaisant la fonction
bool�eenne F du probl�eme TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT. �

Th�eor�eme 5.4 Le probl�eme B1=G = (S;K;E); b = 3; ri; pi = 1=Cmax est NP-di�cile.

Preuve. Consid�erons le probl�eme de d�ecision BSCG associ�e �a ce probl�eme.

Etant donn�e une instance arbitraire du probl�eme 3DM, nous construisons une instance
du probl�eme BSCG comme suit :

Arrangeons l'ensemble M de sorte que M = M1 [ : : : [Mq o�u chaque sous-ensemble
Mi contient tous les triplets contenant l'�el�ement xi.

Les tâches du probl�eme d'ordonnancement sont partitionn�ees en 4 groupes :

{ Les tâches de type A, not�ees par Aij (i = 1; : : : ; q et j = 1; : : : ; jMij) et ayant
une date de disponibilit�e �egale �a

i�1P
k=1

jMij (pour i = 1 nous avons A1j = 0).

{ Les tâches de type B, not�ees par Bi (i = 1; : : : ; q) et ayant une date de disponi-
bilit�e nulle.

{ Les tâches de type C, not�ees par Ci (i = 1; : : : ; q) et ayant une date de disponi-
bilit�e nulle.

{ Les tâches de type D, not�ees par Dij (i = 1; : : : ; q et j = 1; : : : ; 2(jMij � 1)) et

ayant une date de disponibilit�e �egale �a rAij+
h
j+1
2

i
(rAij est la date de disponibilit�e

de la tâche rAij ).



CHAPITRE 5. GRAPHE SCIND�E 74

Toutes les tâches ont un temps de traitement �egal �a 1.

Les tâches de type A sont incompatibles entre elles (elles forment le stable S de taille
jM j dans le graphe de compatibilit�e G) et les tâches de types B, C et D sont toutes
compatibles (elles forment la clique de taille 2jM j dans le graphe de compatibilit�e G).
Le nombre total de tâches est �egal �a 3jM j.

- Chaque tâche de type A est associ�ee �a un �el�ement de M .

- Chaque tâche de type B est associ�ee �a un �el�ement de Y .

- Chaque tâche de type C est associ�ee �a un �el�ement de Z.

Nous construisons les autres arêtes du graphe de compatibilit�e G comme suit (voir
l'exemple de la �gure 5.8) :

- Chaque tâche Aij (associ�ees au triplet (xf(i;j); yg(i;j); zh(i;j))) est compatible avec
les deux tâches Bg(i;j) et Ch(i;j).

- Chaque tâche Aij est compatible avec les tâches Dik pour k = 1; : : : ; 2(jMij � 1).

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inf�erieur ou �egal �a y = jM j?

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que 3DM a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Comme le nombre de tâches est �egal �a 3jM j, alors, il y a jM j batchs et, dans chacun,
il y a 3 tâches. Notons ces batchs par Bij (i = 1; : : : ; q et j = 1; : : : ; jMij).

Premi�erement, supposons que le probl�eme 3DM a une solution, c.-�a-d. qu'il existe
un sous-ensemble M 0 � M telle que jM 0j = q et M 0 ne contient pas deux �el�ements
identiques de X [ Y [ Z. On construit une solution pour le probl�eme BSCG comme
suit (voir la �gure 5.9) :

- Chaque batch Bi1 (pour i = 1; : : : ; q) est compos�e d'une tâche de type B, d'une
tâche de C et d'une tâche de type Aij, correspondant au triplet du sous-ensemble
M 0.

- Le reste des jM j � q batchs Bij (pour j 6= 1) sont compos�es de deux tâches de
type D (les tâches Di;2(j�1)�1 et Di;2(j�1)) et une tâche de type A dont le triplet
correspondant n'est pas dans le sous ensembleM 0.
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Stable Clique
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D22

0
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2
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0

0

1
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3

Fig. 5.8: Graphe de compatibilit�e et dates de disponibilit�e correspon-
dant �a l'instance X = fx1; x2g , Y = fy1; y2g , Z = fz1; z2g et
M = f(x1; y2; z1); (x1; y1; z1); (x2; y1; z2); (x2; y2; z1)g = f(x1; y2; z1); (x1; y1; z1)g [
f(x2; y1; z2); (x2; y2; z1)g.

Les dates de disponibilit�e de ces tâches sont respect�ees et la date de �n de traitement
de cet ordonnancement est �egal �a jM j.

R�eciproquement, supposons que le probl�eme BSCG a une solution avec une date de �n
de traitement inf�erieure ou �egale �a jM j.

Consid�erons l'instant jM j et les jMqj derni�eres tâches Aq1; : : : ; AqjMqj. Leurs dates de

disponibilit�e sont �egales �a
q�1P
i=1

jMij = jM j � jMqj et elles sont incompatibles entre

elles. Donc, elles seront ordonnanc�ees s�epar�ement dans les jMqj batchs Bq1; : : : ; BqjMqj.
Comme les dates de disponibilit�e des tâches Dqj (j = 1; : : : ; 2(jMqj � 1)) sont �egales

�a jM j � jMqj +
h
j+1
2

i
, alors, pour j = 1; : : : ; jMqj � 1, les deux tâches Dq;2j�1 et Dq;2j

seront ordonnanc�ees dans le même batch Bq;j+1. Finalement, dans le batch Bq1 seront
ordonnanc�ees avec une tâche de type A, une tâche de type B et une tâche de type C
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-
A11; B2; C1 A12;D11;D12 A21; B1; C2 A22;D21;D22

0 1 2 3 4 temps

Fig. 5.9: La solution du probl�eme BSCG correspondant �a la solution du probl�eme 3DM
de la �gure 5.8 (M 0 = f(x1; y2; z1); (x2; y1; z2)g).

(car ce sont les seules tâches restantes compatibles avec la tâche de type A).

En consid�erons les instants jM j�jMqj; jM j�(jMqj+jMq�1j); : : : ; jM j� 2P
i=q
jMij = jM1j,

nous obtenons, r�ecursivement et de la même mani�ere, que les batchs Bq�1 1; : : : ; B11

contiennent une tâche de type A, une tâche de type B et une tâche de type C. Donc,
dans les q triplets, correspondant aux q batchs Bq1; : : : ; B11, il y a exactement x1; : : : ; xq
, y1; : : : ; yq et z1; : : : ; zq. Il s'en suit que le probl�eme 3DM a une solution. �

Th�eor�eme 5.5 Le probl�eme B1=G = (S;K;E); b = k; ri; pi = 1=Cmax est NP-di�cile
pour k � 4.

Preuve. Consid�erons le probl�eme de d�ecision BSCG associ�e �a ce probl�eme.

Etant une instance arbitraire du probl�eme 3DM, nous construisons une instance du
probl�eme SP comme suit :

Les tâches du probl�eme d'ordonnancement sont partition�ees en 4 groupes :

{ Les tâches de type A, not�ees par Ai (i = 1; : : : ; q) et ayant une date de disponi-
bilit�e �egale �a jM j � q.

{ Les tâches de type B, not�ees par Bi (i = 1; : : : ; q) et ayant une date de disponi-
bilit�e �egale �a jM j � q.

{ Les tâches de type C, not�ees par Ci (i = 1; : : : ; q) et ayant une date de disponi-
bilit�e �egale �a jM j � q.

{ Les tâches de type D, not�ees par Di (i = 1; : : : ; jM j) et ayant une date de
disponibilit�e �egale �a 0.

Toutes les tâches ont un temps de traitement �egal �a 1.



CHAPITRE 5. GRAPHE SCIND�E 77

Le nombre total de tâches est �egal �a jM j+ 3q et b = k avec k � 4.

- Chaque tâche de type A est associ�ee �a un �el�ement de X.

- Chaque tâche de type B est associ�ee �a un �el�ement de Y .

- Chaque tâche de type C est associ�ee �a un �el�ement de Z.

- Chaque tâche de type D est associ�ee �a un �el�ement de M .

Nous construisons les arêtes du graphe de compatibilit�e scind�e G comme suit (voir
l'exemple de la �gure 5.10) :
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Fig. 5.10: Dates de disponibilit�e et graphe de compatibilit�e scind�e correspondant �a
l'instance X = fx1; x2g , Y = fy1; y2g , Z = fz1; z2g et M = f(x1; y2; z1),
(x1; y1; z1),(x2; y1; z2),(x2; y2; z1)g de 3DM.

- Les tâches de types A, B et C sont toutes compatibles entre elles (elles forment
la clique K de taille 3q).
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- Les tâches de type D sont incompatibles entre elles (elles forment le stable S de
taille jM j).

- Chaque tâche Di (associ�ee au triplet (xf(i); yg(i); zh(i))) est compatible avec les
trois tâches Af(i), Bg(i) et Ch(i).

Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inf�erieur ou �egal �a y = jM j?

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que 3DM a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Premi�erement, supposons que le probl�eme 3DM a une solution, c.-�a-d. qu'il existe
un sous-ensemble M 0 � M telle que jM 0j = q et M 0 ne contient pas deux �el�ements
identiques de X [ Y [ Z. On construit une solution pour le probl�eme BSCG comme
suit (voir la �gure 5.11) :

- Les jM j � q premiers batchs sont compos�es chacun d'une seule tâche de type D
et sont ordonnanc�ees dans l'intervalle de temps [0; jM j � q].

- Les q batchs restants sont compos�es d'une tâche de typeD et une tâche de chaque
type A, B et C dont le triplet correspondant est dans le sous-ensemble M 0. Ces
batchs sont ordonnanc�es dans l'intervalle de temps [jM j � q; jM j].

La date de �n de traitement de cet ordonnancement est �egal �a jM j.

-
D2 D4 D1; A1; B2; C1 D3; A2; B1; C2

0 1 2 3 4 temps

Fig. 5.11: Solution du probl�eme BSCG correspondant �a la solution du probl�eme 3DM
de la �gure 5.10 (M 0 = f(x1; y2; z1); (x2; y1; z2)g).

Inversement, supposons que le probl�eme BSCG a une solution avec une date de �n de
traitement inf�erieure ou �egale �a jM j.

Dans le stable S il y a jM j tâches incompatibles entre elles, donc le nombre total de
batchs est �egal �a jM j ayant, chacun, une tâche de type D. Comme les tâches de type A,
B et C ont une date de disponibilit�e �egale �a jM j � q, alors dans chacun de ces batchs,
ordonnanc�es apr�es l'instant jM j � q, il y a une tâche de type A, une tâche de type B
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et une tâche de type C (selon le graphe de compatibilit�e scind�e G). Ainsi, dans les q
triplets correspondant aux q derniers batchs contenant, chacun, une tâche de type A,
une tâche de type B et une tâche de type C, il y a exactement x1; : : : ; xq , y1; : : : ; yq
et z1; : : : ; zq. Il s'en suit que le probl�eme 3DM a une solution. �

Du th�eor�eme pr�ec�edent, il en d�ecoule que le probl�eme B1=G = (S;K;E); b � n=Cmax

est NP-di�cile même si les tâches du stable S ont toutes une date de disponibilit�e nulle
et les tâches de la clique K ont toutes une même date de disponibilit�e.

Comme un graphe scind�e est un graphe triangul�e [67] alors le probl�eme est, aussi,
NP-di�cile pour les graphes triangul�es.

5.2 Probl�emes polynomiaux

Nous proposons, dans ce paragraphe, quelques algorithmes polynomiaux exacts pour
r�esoudre le probl�eme dans le cas o�u le graphe de compatibilit�e serait un graphe scind�e.

5.2.1 Ordonnancement statique 3

Nous consid�erons, dans ce sous-paragraphe, le cas o�u les dates de disponibilit�e des
tâches sont toutes nulles.

capacit�e �nie de la machine

Nous consid�erons, le cas o�u les temps de traitement des tâches sont tous identiques et
o�u la capacit�e de la machine �a traitement par batch est quelconque. Un algorithme po-
lynomial, bas�e sur l'algorithme du 
ot maximum dans un r�eseau, est donn�e ci-dessous.

Algorithme MFA ;
d�ebut

1- Construire un r�eseau R = (V;E 0; C) comme suit (voir l'exemple de la �gure
5.12) :

{ Connecter la source s �a chaque sommet de la clique K par un arc de
capacit�e �egale �a 1 ;

{ Connecter chaque sommet du stable S au puits p par un arc de capacit�e
�egale �a b� 1 ;

3. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [15] et soumis
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{ Un sommet de la clique K et un sommet du stable S sont connect�es par
un arc de capacit�e �egale �a 1 si et seulement si ces deux sommets sont
connect�es dans le graphe de compatibilit�e G ;

2- D�eterminer un 
ot maximum f dans le r�eseau R ;

3- La solution optimale est :

{ Chaque tâche du stable S sera ordonnanc�ee, dans un même batch, avec
les tâches de la clique K correspondant aux arcs ayant un 
ux entrant
�egal �a 1 ;

{ Le reste des tâches de la clique K seront ordonnanc�ees dans
l
jKj�f

b

m
batchs ;

4- Cmax = jSj+
l
jKj�f

b

m
;

�n.
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Fig. 5.12: (a) Un graphe scind�e G=(S,K;E) et (b) le r�eseau correspondant R =
(V;E0; C).

Th�eor�eme 5.6 L'algorithme MFA r�esout le probl�eme B1=G = (S;K;E); b; pi = 1=Cmax

en O(n3).



CHAPITRE 5. GRAPHE SCIND�E 81

Preuve. La date de �n de traitement du probl�eme avec un graphe de compatibilit�e
complet est �egale �a

l
n
b

m
. Donc, comme les tâches du stable S sont incompatibles entre

elles, la date de �n de traitement de l'ordonnancement, de toute solution r�ealisable,
s'�ecrit jSj +

l
jKj�f

b

m
o�u f est le nombre de tâches, de la clique K, ordonnanc�ees avec

les tâches du stable S. Minimiser jSj+
l
jKj�f

b

m
, revient �a maximiser f . Donc, maximi-

ser le nombre de tâches, de la clique K, ordonnanc�ees avec les tâches du stable S. Par
cons�equent, maximiser le 
ot du r�eseau R construit par l'algorithme MFA. La construc-
tion du r�eseau est de l'ordre de O(jSjjKj). Comme le r�eseau est sans cycles et le 
ot
maximum est jKj, alors, la complexit�e du probl�eme pour trouver un 
ot maximum est
O(jSjjKj2), par la m�ethode "minimum cost augmentation"[118]. Donc, la complexit�e
de l'algorithme MFA est O(n3). �

Exemple 5.1 Consid�erons l'ordonnancement de 6 tâches T1; : : : ; T6 sur une machine
�a traitement par batch de capacit�e �egale �a 3. Les temps de traitement des tâches sont
tous �egaux �a 1. Le graphe de compatibilit�e est donn�e �a la �gure 5.12a.

L'ex�ecution de l'algorithme donne :

1- Le r�eseau est donn�e �a la �gure 5.12b avec b = 3 ;

2- f = 3 ;

3- Les batchs sont :

B1 = fT2; T4g ;
B2 = fT1; T3; T5g ;
B3 = fT6g ;

4- Cmax = 3� 3�3
3 = 3;

L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 5.13.

-
T2; T4 T1; T3; T5 T6

0 1 2 3 temps

Fig. 5.13: L'ordonnancement optimal de l'exemple 5.1.

Capacit�e in�nie de la machine

Dans le cas o�u les temps de traitement des tâches seraient tous identiques nous donnons,
ci-dessous, un algorithme lin�eaire pour le r�esoudre.
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Algorithme LA3 ;
d�ebut

1- A�ecter chaque tâche du stable S �a un batch (notons ces batchs parB1; : : : ; BjSj) ;

2- Pour i := 1 �a jSj faire
a�ecter au batch Bi toutes les tâches de la cliqueK compatibles avec ses tâches
fait ;

3- S'il existe une tâche de la clique K qui n'est pas compatible avec, au moins,
une tâche du stable S, alors a�ecter le reste des tâches au même BjSj+1 ;

�n.

Th�eor�eme 5.7 L'algorithme LA3 r�esout le probl�eme B1=G = (S;K;E); b � n; pi =
1=Cmax en O(n).

Preuve. Ce probl�eme est �equivalent au probl�eme de la partition minimum en cliques
du graphe �a cordes G, qui est a �et�e r�esolu et discut�e dans la litt�erature. Chaque tâche
de la cliqueK est connect�ee �a, au moins, une tâche du stable S ou non. Dans le premier
cas Cmax = jSj et dans le second Cmax = jSj+ 1. Cette propri�et�e est v�eri��ee en O(n).
�

Consid�erons, maintenant, l'algorithme MWMAA donn�e ci-dessous, qui r�esout le prob-
l�eme lorsque les tâches du stable S ont toutes un même temps de traitement �egal �a p
et chaque tâche du stable S est compatible avec, au plus, deux tâches de la clique K
ayant un temps de traitement sup�erieur �a p.

Algorithme MWMAA ;
d�ebut

1- Z0 := jSjp+max
Ti2K

fpig ;
2- A�ecter toutes les tâches du stable S aux di��erents batchs B1; : : : ; BjSj ;

3- S'il existe, une tâche de la clique K, ayant un temps de traitement sup�erieur
�a p et non compatible avec, au moins, une tâche du stable S, alors, a�ecter
toutes les tâches de la clique K au batch BjSj+1 et stop ; cette solution est
optimale ;

4- A�ectation des tâches de la clique K ayant un temps de traitement inf�erieur
ou �egal �a p ;

{ A�ecter toutes les tâches non compatibles avec, au moins, une tâche du
stable S au batch BjSj+1 ;

{ A�ecter toutes les tâches compatibles avec, au moins, une tâche du stable
S au batchs appropri�es de B1; : : : ; BjSj ;

5- Construction du graphe valu�e G = (V;E) ;

{ Soit V l'ensemble des indices des tâches restantes de la clique K (ayant
un temps de traitement sup�erieur �a p et compatible avec, au moins, une
tâche du stable S) ;
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{ (i; j) est dans E si et seulement si les taches Ti et Tj sont compatibles
avec une même tâche du stable S ;

{ Chaque arête (i; j) 2 E est valu�ee par minfpi; pjg � p ;

6- D�eterminer un couplage M de poids maximum dans le graphe G = (V;E) ;

7- Z =
P

(Ti;Tj)2M
maxfpi; pjg+ P

Ti 62M
pi + (jSj+ jM j � jV j)p + pbjSj+1 ;

(pbjSj+1 = 0 si BjSj+1 est vide)

8- Si Z < Z0 et toutes les tâches restantes de la cliqueK sont ordonnanc�ees avec
les tâches du stable S
alors La solution optimale est :

{ Pour chaque couple de M , ordonnancer ses deux tâches dans un même
batch avec la tâche correspondante du stable S.

{ Les autres tâches sont ordonnanc�es chacune avec une tâche du stable S.

sinon La solution optimale est :

{ Les tâches du stable S sont ordonnanc�ees seules.

{ Les tâches de la clique K sont ordonnanc�ees dans le batch BjSj+1.

fsi ;

�n.

Th�eor�eme 5.8 L'algorithme MWMAA r�esout le probl�eme B1=G = (S;K;E); b �
n=Cmax en temps polynomial sous les conditions suivantes :

a) les temps de traitement des tâches du stable S sont tous identiques �a p et

b) chaque tâche du stable S est compatible avec, au plus, deux tâches de la clique K
ayant un temps de traitement sup�erieur �a p.

Notons cette condition par : pS = p et jfTj 2 K = (i; j) 2 E et pj > pgTi2Sj � 2.

Preuve. Il est claire que, dans une solution optimale, les tâches du stable S sont
ordonnanc�ees dans des batchs di��erents B1; : : : ; BjSj et le nombre de batchs est soit
�egal �a jSj, soit �egal �a jSj+1. Aussi, il existe une solution optimale o�u toutes les tâches
de la clique K ayant un temps de traitement inf�erieur ou �egal �a p sont ordonnanc�ees
dans les batchs B1; : : : ; BjSj.

Consid�erons le cas o�u toutes les tâches restantes de la clique K, ayant un temps de
traitement sup�erieur �a p, sont ordonnanc�ees dans le même batch BjSj+1. S'il existe une
meilleure solution (c.-�a-d. Cmax < jSjp+max

Ti2K
fpig), alors, toutes les tâches de la clique

K, ayant un temps de traitement sup�erieur �a p, doivent être ordonnanc�ees dans les
batchs B1; : : : ; BjSj. Car la tâche ayant le plus long temps de traitement doit être dans
l'un des batchs B1; : : : ; BjSj et Cmax doit être sup�erieur ou �egal �a (jSj�1)p+max

Ti2K
fpig+
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pbjSj+1 = jSjp +max
Ti2K

fpig + (pbjSj+1 � p) > jSjp +max
Ti2K

fpig si le batch BjSj+1 contient

une tâche de la clique K ayant un temps de traitement sup�erieur �a p, ce qui absurde.

Donc, s'il existe une tâche de la clique K, ayant un temps de traitement sup�erieur �a
p et non compatible avec, au moins, une tâche du stable S, on construit une solution
optimale simplement en a�ectant toutes les tâches de la clique K au batch BjSj+1.

Maintenant, a�ectons toutes les tâches de la clique K non compatibles avec, au moins,
une tâche du stable S et ayant un temps de traitement inf�erieur ou �egal �a p au batch
BjSj+1. Aussi, a�ectons chaque tâche de la clique K compatible avec, au moins, une
tâche du stable S et ayant un temps de traitement inf�erieur ou �egal �a p au batch
appropri�e de B1; : : : ; BjSj.

Supposons que toutes les tâches restantes de la clique K (soit H l'ensemble de ces
tâches) doivent être ordonnanc�ees avec les tâches du stable S (chacune de ces tâches
sera ordonnanc�ee avec une tâche du stable S). Comme chaque tâche du stable S est
compatible avec, au plus, deux tâches de H, alors le temps de traitement du batch
contenant une tâche du stable S est �egal soit �a p si aucune tâche de H n'est ordon-
nanc�ee dans ce batch, soit �a pi si une tâche (Ti) deH est ordonnanc�ee dans ce batch, soit
�a maxfpi; pjg si deux tâches (Ti et Tj) de H sont ordonnanc�ees dans ce batch. La date
de �n de traitement est, donc, �egal �a pbjSj+1 + jSjp + P

Bi contenant deux

tâches (Tsi ;Tti
) de H

(maxfpsi; ptig �

p) +
P

Bi contenant une

tâche (Tsi ) de H

(psi � p) (pbjSj+1 = 0 si BjSj+1 est vide). Comme pbjSj+1 + jSjp

est une constante, alors, il su�t de minimiser
P

Bi contenant deux

tâches (Tsi ;Tti
) de H

(maxfpsi; ptig � p) +

P
Bi contenant une

tâche (Tsi ) de H

(psi � p).

Consid�erons le sous-ensemble F = f tâche du stable S compatible avec deux tâches de
Hg.

Soient aij =

(
1 si la tâche Ti 2 F et la tâche Tj 2 H sont compatibles
0 sinon

et ci = maxfpsi; ptig (si les deux tâches Tsi et Tti sont compatibles avec la tâche Ti 2 F ).

Le mod�ele lin�eaire correspondant �a ce probl�eme est :

min Cmax = (
jF jP
i=1

(ci � p)xi) +
jHjP
j=1

(1�
jF jP
i=1

aijxi)(pj � p)
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s.c.

8><
>:

jF jP
i=1

aijxi � 1 pour j = 1; : : : ; jHj
xi 2 f0; 1g pour i = 1; : : : ; jF j

o�u

{ xi =

(
1 si les tâches Tsi et Tti sont ordonnanc�ees avec la même tâche Ti 2 F
0 sinon

{
jF jP
i=1

(ci � p)xi : la somme des augmentations des temps de traitement des batchs

contenant deux tâches de H.

{
jH jP
j=1

(1 �
jF jP
i=1

aijxi)(pj � p) : la somme des augmentations des temps de traitement

des batchs contenant une tâche de H.

{
jF jP
i=1

aijxi � 1 indique que chaque tâche de H doit appartenir �a, au plus, un batch

contenant deux tâches.

Nous avons

Cmax =
jF jP
i=1

(ci � p)xi +
jHjP
j=1

(1 �
jF jP
i=1

aijxi)(pj � p)

=
jF jP
i=1

(ci � p)xi +
jHjP
j=1

(pj � p)�
jHjP
j=1

jF jP
i=1

aijxi(pj � p)

=
jF jP
i=1

(ci � p)xi +
jHjP
j=1

(pj � p)�
jF jP
i=1

jHjP
j=1

aijxi(pj � p)

=
jHjP
j=1

(pj � p) +
jF jP
i=1

(ci � p �
jHjP
j=1

aij(pj � p))xi

=
jHjP
j=1

(pj � p) +
jF jP
i=1

(maxfpsi ; ptig � p� (psi � p) � (pti � p))xi

=
jHjP
j=1

(pj � p) �
jF jP
i=1

(minfpsi ; ptig � p)xi:

jHjP
j=1

(pj�p) est une constante et est sup�erieure �a
jF jP
i=1

(minfpsi ; ptig�p)xi. Donc, minimiser

Cmax est �equivalent �a maximiser
jF jP
i=1

lixi o�u li = minfpsi; ptig � p si la tâche Ti est

compatible avec les deux tâches Tsi et Tti. Ainsi le mod�ele lin�eaire se r�eduit au probl�eme
du couplage de poids maximum dans le graphe valu�e G = (V;E) o�u V est l'ensemble
des indices des tâches de H, (i; j) 2 E si et seulement si les deux tâches Ti et Tj sont
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compatibles avec une tâche du stable S et chaque arête (i; j) est valu�ee par minfpi; pjg�
p.

Finalement,

Cmax = pbjSj+1 + jSjp+ P
Bi contenant deux

tâches (Tsi ;Tti
) de H

(maxfpsi; ptig � p) +
P

Bi contenant une

tâche (Tsi ) de H

(psi � p)

= pbjSj+1 + jSjp+ P
(Ti;Tj)2M

maxfpi; pjg � jM jp + P
Ti 62M

pi � (jHj � 2jM j)p

=
P

(Ti;Tj)2M
maxfpi; pjg+ P

Ti 62M
pi + (jSj+ jM j � jV j)p+ pbjSj+1

o�u M est le couplage. �

Le nombre maximum d'arêtes possibles dans le graphe G est jSj et il existe un al-
gorithme pour le couplage de poids maximum en O(mn + n2logn) propos�e par H.N.
Gabow [113]. Donc, la complexit�e de l'algorithmeMWMAA est O(jSjjKj+jKj2logjKj).
Par cons�equent, l'algorithme s'ex�ecute en O(n2logn).

Exemple 5.2 Nous disposons de 12 tâches T1; : : : ; T12 �a ordonnancer sur une machine
�a traitement par batch d'une capacit�e in�nie. Les temps de traitement des tâches sont
donn�es dans le tableau 5.2. Le graphe de compatibilit�e scind�e est repr�esent�e par la �gure
5.14.

Ti T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 T10 T11 T12
pi 6 8 7 6 9 3 5 5 5 5 5 5

Tab. 5.2: Temps de traitement des tâches de l'exemple 5.2.

L'ex�ecution de l'algorithme donne :

1- Z0 = 5 � 6 +maxf6; 8; 7; 6; 9; 3g = 39 ;

2- Les 6 premiers batchs sont :
B1 = fT7g ; pb1 = 5 ;
B2 = fT8g ; pb2 = 5 ;
B3 = fT9g ; pb3 = 5 ;
B4 = fT10g ; pb4 = 5 ;
B5 = fT11g ; pb5 = 5 ;
B6 = fT12g ; pb6 = 5 ;
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Fig. 5.14: Graphe de compatibilit�e scind�e de l'exemple 5.2.

3- Non ;

4- B6 = fT12; T6g ; pb6 = 5 ;

5- Le graphe valu�e est repr�esent�e par la �gure 5.15 ;
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Fig. 5.15: Le graphe valu�e G = (V;E).

6-M = f(2; 5); (3; 4)g ;

7- Z = 9 + 7 + 6 + (6 + 2� 5) � 5 = 37 < 39 ;
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8- La solution optimale est :
B1 = fT7; T1g ; pb1 = 6 ;
B2 = fT8g ; pb2 = 5 ;
B3 = fT9g ; pb3 = 5 ;
B4 = fT10g ; pb4 = 5 ;
B5 = fT11; T2; T5g ; pb5 = 9 ;
B6 = fT12; T6; T3; T4g ; pb6 = 7 ;
Cmax = 37 ;

L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 5.16.

-
T1; T7 T8 T9 T10 T2; T5; T11 T3; T4; T6; T12

0 6 11 16 21 30 37 temps

Fig. 5.16: L'ordonnancement optimal de l'exemple 5.2.

5.2.2 Ordonnancement dynamique 4

Nous consid�erons dans ce sous-paragraphe le cas o�u le graphe scind�e est complet ensuite
le cas o�u les tâches de la clique K sont toutes disponibles �a l'instant 0.

Si chaque tâche du stable S est compatible avec chaque tâche de la clique K, alors on
peut penser �a construire pour le stable S l'ordonnancement optimal pour le probl�eme
1=ri; pi = p=Cmax, ensuite construire un ordonnancement r�ealisable avec une date
de �n de traitement sup�erieure ou �egale �a la date de �n de traitement de cet sous-
ordonnancement, qui est bien sûr une borne inf�erieure. Soit l'algorithme DPA1 suivant :

Algorithme DPA1 ;
d�ebut

1- Ranger les tâches du stable S suivant l'ordre croissant de leurs dates de dispo-
nibilit�e ; (soit T1; : : : ; TjSj)

2- sS1 := r1 ;

3- Pour i := 2 �a jSj
faire sSi := maxfri; sSi�1 + 1g
fait ;

4- Ordonnancer chaque tâche Ti du stable S �a l'instant sSi ;

5- Ranger les tâches de la clique K suivant l'ordre croissant de leurs dates de
disponibilit�e ; (soit TjSj+1; : : : ; TjSj+jKj)

4. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [17]
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6- Pour j := jSj+ 1 �a jSj+ jKj
faire dKj := la plus petite date �a laquelle on peut ordonnancer la tâche Tj

(la dates de disponibilit�e, les contraintes de compatibilit�e et la
capacit�e du batch sont respect�es)

fait ;

7- Ordonnancer chaque tâche Tj de la clique K �a l'instant dKj ;

�n.

Th�eor�eme 5.9 L'algorithme DPA1 r�esout le probl�eme B1=G = (S;K;S�K); b; ri; pi =
1=Cmax en O(nlogn) (le cas o�u le graphe scind�e est complet).

Preuve. Dans ce cas, chaque tâche du stable S est compatible avec toutes les tâches
de la clique K.

Montrons qu'il existe une solution optimale o�u chaque tâche Ti du stable S est ordon-
nanc�ee exactement �a l'instant sSi donn�e par l'algorithme DPA1. Supposons que, dans
une solution optimale, il existe une tâche Ti du stable S ordonnanc�ee apr�es l'instant
sSi (la tâche Ti est ordonnanc�ee seule ou avec, au moins, une tâche de la clique K). 3
cas peuvent apparâ�tre :

{ aucun batch n'est ordonnanc�e �a cet instant sSi. Dans ce cas, la tâche Ti est
simplement translat�ee et ordonnanc�ee �a l'instant sSi.

{ un batch contenant, seulement, des tâches de la clique K est ordonnanc�e �a l'ins-
tant sSi. Dans ce cas, permuter la tâche Ti avec une tâche de ce batch.

{ un batch contenant une tâche du stable S et, �eventuellement, des tâches de la
clique K est ordonnanc�e �a l'instant sSi. Dans ce cas, permuter les deux tâches
du stable S.

En appliquant ce raisonnement au plus jSj fois, on obtient une solution optimale o�u
chaque tâche Ti du stable S est ordonnanc�ee avant ou �a la même date associ�ee sSi.
La tâche T1 doit être ordonnanc�ee �a l'instant sS1, car elle est disponible �a cet instant
(sS1 = r1). La tâche T2 doit être ordonnanc�ee �a l'instant sS2, car sS2 = maxfr2; sS1+
1g. En consid�erant les tâches T3; : : : ; tjSj, on obtient, r�ecursivement et de la même
mani�ere, que les tâches T1; : : : ; TjSj doivent être ordonnanc�ees, respectivement, aux
instants sS1; : : : ; sSjSj.

Supposons qu'il existe une solution B1; : : : ; Bi; Bi+1; : : : ; Bm avec Tk 2 Bi et Tk0 2 Bi+1

et rk > rk0 (c.-�a-d. dans l'ordonnancement, les tâches de la cliqueK ne sont pas rang�ees
suivant l'ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e apr�es avoir rang�e les tâches de
chaque batch suivant l'ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e). Notons par y la
date de �n de traitement de cet ordonnancement. Formons, �a partir de cette solution,
une nouvelle solution B1; : : : ; B

0
i = BinfTkg[fTk0g; B 0

i+1 = Bi+1 nfTk0g[fTkg; : : : ; Bm
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et notons par y0 la date de �n de traitement de cet ordonnancement. Nous avons
Cb0i � Cbi et Cb0j � Cbj donc y0 � y. Ainsi, il existe une solution optimale o�u les tâches
de la clique K sont rang�ees suivant l'ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e.

Finalement, pour d�eterminer une solution optimale, il su�t, de ranger les tâches de
la clique K suivant l'ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e et ordonnancer
chacune d'elles, dans l'ordre, �a la plus petite date possible (en respectant la date de
disponibilit�e et la capacit�e du batch). �

Si les tâches de la cliqueK ont une date de disponibilit�e nulle, alors il su�t de r�esoudre
le probl�eme 1=ri; pi = 1=Cmax pour les tâches du stable S, construire un r�eseau de
transport et d�eterminer un 
ot maximumdans ce r�eseau. Pour avoir l'ordonnancement
optimal, il su�t de traiter les tâches de la clique K ayant un 
ux �egal �a 1 avec une
tâche du stable S dans un même batch et le reste des tâches de la clique K dans les
temps morts. Consid�erons l'algorithme DPMFA suivant :

Algorithme DPMFA ;
d�ebut
1- Ranger les tâches du stable S suivant l'ordre croissant de leurs dates de dispo-

nibilit�e ; (soit T1; : : : ; TjSj)

2- sS1 := r1 ;

3- Pour i := 2 �a jSj
faire sSi := maxfri; sSi�1 + 1g
fait ;

4- Ordonnancer chaque tâche Ti du stable S �a l'instant sSi ;

5- Soit X = f0; : : : ; xg avec x � sSjSj et o�u chaque [i; i + 1] (i 2 X) est un
intervalle de temps, et soit L = fx+1; : : : ; x+ jKjg o�u chaque (sommet) x+ i
correspond �a la tâche TjSj+i de la clique K.
D�e�nissons un r�eseau Rx = (X [ L;E;C) comme suit :

{ Connecter la source s �a chaque sommet i 2 L par un arc de capacit�e �egale
�a 1 ;

{ Connecter chaque sommet j 2 X au puits t par un arc de capacit�e �egale
�a b� 1 si j 2 fsS1; : : : ; sSjSjg ou �egale �a b si j 62 fsS1; : : : ; sSjSjg ;

{ Connecter chaque sommet i 2 L �a tout sommet j 2 X n fsS1; : : : ; sSjSjg,
par un arc de capacit�e �egale �a 1 ;

{ Connecter un sommet i 2 L �a un sommet j 2 fsS1; : : : ; sSjSjg par un arc
de capacit�e �egale �a 1 si la tâche TjSj+i�x et la tâche Tt ayant sSt = j sont
compatibles ;

6- Soit q le plus petit entier tel que l'ensemble F = f0; : : : ; qg contient toutes les
valeurs sS1; : : : ; sSjSj et

jKj
b
autres valeurs ;

si q = sSjSj

alors - Ordonnancer toutes les tâches de la clique K dans les jKj
b

intervalles
de temps libres ;

- Cmax = sSjSj + 1 ;
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sinon - D�eterminer, par dichotomie, le plus petit entier x (sSjSj � x � q) tel
que le 
ot maximum, dans le r�eseau Rx, soit �egal �a jKj (toutes les
tâches de la K sont a�ect�ees) ;

- Ordonnancer la tâche TjSj+i de la clique K �a l'instant j 2 X si le 
ux
entre les sommets x+ i et j est �egal �a 1 ;

- Cmax = x+ 1 ;

�nsi ;

�n.

Th�eor�eme 5.10 L'algorithme DPMFA r�esout le probl�eme B1=G = (S;K;E); b; rS;
rK = 0; pi = 1=Cmax avec une complexit�e O(n3log n

b
) (le cas o�u les tâches de la clique

K sont toutes disponibles �a l'instant 0).

Preuve. Dans ce cas, chaque tâche de la clique K est disponible avant, ou �a la même
date que, les tâches du stable S.

Montrons qu'il existe une solution optimale o�u chaque tâche Ti du stable S est or-
donnanc�ee exactement �a l'instant sSi donn�e par l'algorithme DPMFA. Supposons que,
dans une solution optimale, il existe une tâche Ti du stable S ordonnanc�ee apr�es l'ins-
tant sSi (la tâche Ti est ordonnanc�ee seule ou avec, au moins, une tâche de la clique
K). 3 cas peuvent apparâ�tre :

{ aucun batch n'est ordonnanc�e �a cet instant sSi. Dans ce cas, le batch contenant
la tâche Ti est simplement translat�e et ordonnanc�e �a l'instant sSi.

{ un batch contenant, seulement, des tâches de la clique K est ordonnanc�e �a l'ins-
tant sSi. Dans ce cas, permuter les deux batchs.

{ un batch contenant une tâche du stable S et, �eventuellement, des tâches de la
clique K est ordonnanc�e �a l'instant sSi. Dans ce cas, permuter les deux batchs.

En appliquant ce raisonnement au plus jSj fois, on obtient une solution optimale o�u
chaque tâche Ti du stable S est ordonnanc�ee avant ou �a la même date associ�ee sSi.
La tâche T1 doit être ordonnanc�ee �a l'instant sS1, car elle est disponible �a cet instant
(sS1 = r1). La tâche T2 doit être ordonnanc�ee �a l'instant sS2, car sS2 = maxfr2; sS1+
1g. En consid�erant les tâches T3; : : : ; tjSj, on obtient, r�ecursivement et de la même
mani�ere, que les tâches T1; : : : ; TjSj doivent être ordonnanc�ees, respectivement, aux
instants sS1; : : : ; sSjSj.

Pour ordonnancer les tâches de la clique K, qui sont deux �a deux compatibles et
disponibles �a la même date 0, il su�t de les a�ecter en utilisant la technique du 
ot
maximum d�e�nie dans l'algorithme DPMFA.
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La construction du r�eseau est de l'ordre de (jSj+ jKj
b
)jKj (on ne consid�ere que jSj+ jKj

b

sommets de X). Comme le r�eseau est sans cycles et le 
ux maximum born�e par jKj,
alors, la complexit�e du probl�eme pour d�eterminer un 
ot maximumest O(jSjjKj2+ jKj3

b
)

en utilisant la m�ethode "minimum cost augmentation" [118]. Ainsi, la complexit�e de
cet algorithme est O(n3log n

b
) �

Exemple 5.3 Soient �a ordonnancer 6 tâches T1; T2; T3; T4; T5 et T6 sur une machine
�a traitement par batch de capacit�e �egale �a 2. Les temps de traitement des tâches sont
tous �egaux �a 1. Les dates de disponibilit�e des tâches sont donn�ees dans le tableau 5.3.
Le graphe de compatibilit�e scind�e est repr�esent�e par la �gure 5.17.

Ti T1 T2 T3 T4 T5 T6
ri 1 2 0 0 0 0

Tab. 5.3: Dates de disponibilit�e des tâches de l'exemple 5.3.
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Fig. 5.17: graphe de compatibilit�e scind�e G = (S;K;E) de l'exemple 5.3.

L'ex�ecution de l'algorithme donne :

- sS1 = 1 ; sS2 = 2 ;
la tâche T1 est ordonnanc�ee �a l'instant 1 ;
la tâche T2 est ordonnanc�ee �a l'instant 2 ;

- q = 3 et F = f0; 1; 2; 3g ;
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Fig. 5.18: R�eseau R2 de l'exemple 5.3.

- x = 2 ;
Le r�eseau correspondant R2 est repr�esent�e par la �gure 5.18 ;
Les tâches T5 et T6 sont ordonnanc�ees �a l'instant 0 ;
La tâche T4 est ordonnanc�ee �a l'instant 1 ;
La tâche T3 est ordonnanc�ee �a l'instant 2 ;
Cmax = 3 ;

L'ordonnancement est repr�esent�e par la �gure 5.19.

-
T5; T6 T1; T4 T2; T3

0 1 2 3 temps

Fig. 5.19: Ordonnancement de l'exemple 5.3.

Notons que cet algorithme r�esout, aussi, les probl�emes o�u les dates de disponibilit�e des
tâches du stable S2 ne sont pas toutes �egales �a 0.

Corollaire 5.11 L'algorithme DPMFA r�esout le probl�eme B1=G = (S;K;E); b =
2; ri; pi = 1=Cmax o�u la condition "si les tâches Ti (2 S) et Tj (2 K) sont compatibles
alors ri � rj" est satisfaite (la tâche Tj est disponible avant, ou �a la même date que,
la date de disponibilit�e de la tâche Ti).
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Preuve. Remarquons que, si un batch Bk contient une tâche Ti 2 S avec d'autres
tâches de la clique K alors la date de disponibilit�e de ce batch est �egale �a la date de
disponibilit�e de la tâche Ti c.-�a-d. ri. Ainsi, la permutation de deux batchs dans le
preuve pr�ec�edente est, aussi, possible. �

Aussi cet algorithme r�esout le probl�eme B1=G = (S;K;E); b = 2; ri; pi = p=Cmax avec
les conditions : ri = �ip pour i = 1; : : : ; n et "si les tâches Ti (2 S) et Tj (2 K)
sont compatibles alors ri � rj". Il su�t, de r�esoudre le probl�eme avec �i comme
dates de disponibilit�e et, dans la solution optimale, multiplier toutes les dates de d�ebut
d'ex�ecution par p.



Chapitre 6

Graphe biparti 1

Nous consid�erons dans ce chapitre le cas d'un graphe biparti not�e G = (S1; S2;E). No-
tons que la taille de toute clique est inf�erieure ou �egale �a 2, donc toutes les contraintes
sur la taille du batch sont �equivalentes �a b = 2. Dans le premier paragraphe, nous mon-
trons que le probl�eme est di�cile. Nous pr�esentons, dans le second paragraphe, quelques
sous-probl�emes polynomiaux. En�n, dans le dernier paragraphe nous pr�esentons une
heuristique avec un rapport de performance dans le pire des cas �egal �a 2.

6.1 Probl�eme di�cile

Nous montrons, dans ce paragraphe, que le probl�emeB1=G = (S1; S2;E); b = 2; ri; pi =
1=Cmax est NP-di�cile au sens fort.

Pour la preuve suivante, nous utilisons le probl�eme de d�ecision ci-dessous, qui est
connu pour être NP-Complet au sens fort [10], et utilis�e dans la même r�ef�erence pour le
probl�eme d'ordonnancement �a contraintes de ressources. Nous d�eveloppons de nouvelles
id�ees, pour le probl�eme de l'ordonnancement par batchs avec un graphe de compatibilit�e
biparti, en s'inspirant des id�ees d�evelopp�ees dans cette r�ef�erence.

TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT : Etant donn�es un ensembleX = fxi =
1 � i � 3mg de variables bool�eennes et une collection C de 3m clauses sur X (c.-�a-d.
une fonction bool�eenne F = C1 ^ : : : ^ C3m o�u chaque clause Ci est une disjonction),
tels que :

- aucune clause Ci 2 C ne contient une n�egation de variable bool�eenne.

1. Les r�esultats de ce chapitre sont publi�es dans [18]
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- chaque clause Ci 2 C a jCij = 3.

- chaque variable xi 2 X apparâ�t dans exactement trois clauses.

- l'ensemble des clauses est partitionable en trois sous-ensembles tels que chaque
variable bool�eenne apparâ�t, exactement, une seule fois dans, exactement, une
seule clause de chaque sous ensemble.

Existe-t-il une a�ectation de la valeur de v�erit�e "vrai" aux variables bool�eennes de
X telle que chaque clause de C a, exactement, une seule variable bool�eenne ayant la
valeur de v�erit�e "vrai"?

Les trois sous-ensembles de C sont indic�es Cs (s = 1; : : : ;m) pour le premier sous-
ensemble, Ct (t = m + 1; : : : ; 2m) pour le second et Cu (u = 2m + 1; : : : ; 3m) pour
le troisi�eme. Pour chaque variable xi 2 X (i = 1; : : : ; 3m), soient s(i), t(i) et u(i) les
indices des clauses o�u xi apparâ�t, c.-�a-d. xi 2 Cs(i), Ct(i) et Cu(i).

Th�eor�eme 6.1 Le probl�eme B1=G = (S1; S2;E); b = 2; ri; pi = 1=Cmax est NP-
di�cile au sens fort.

Preuve. Consid�erons le probl�eme de d�ecision BSCG associ�e �a ce probl�eme.

Etant donn�e une instance arbitraire du probl�eme TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3
SAT, nous construisons une instance du probl�eme BSCG comme suit :

- A chaque variable bool�eenne xi est associ�ee huit tâches : les trois premi�eres tâches,
not�ees par Ti, T

0

i et T
00

i , repr�esentent le choix d'avoir xi = vrai ; les trois autres,
not�ees par Fi, F

0

i et F
00

i , repr�esentent l'alternative xi = faux, et les deux tâches
restantes, not�ees par Gi et Ei, sont pour la prise de d�ecisions. Le nombre total
de tâches est 24m.

- Toutes les tâches ont un même temps de traitement �egal �a 1.

- Les dates de disponibilit�e sont donn�ees �a la table 6.1.

- Toutes les tâches Ti, Fi, Ei etGi pour i = 1; : : : ; 3m sont incompatibles entre elles,
elles forment le stable S1. Toutes les tâches T

0

i , T
00

i , F
0

i et F
00

i pour i = 1; : : : ; 3m
sont incompatibles entre elles, elles forment le stable S2. Les autres contraintes
de compatibilit�e sont d�e�nies entre les tâches ayant un même indice i, elles sont
donn�ees �a la �gure 6.1.
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Existe-t-il un ordonnancement avec un makespan inf�erieur ou �egal �a 12m?

Tâche Date de disponibilit�e
Ti 7m� 2t(i)
T

0

i 9m� s(i)
T

00

i 3m� u(i)
Fi 7m� t(i)
F

0

i 8m� 2s(i)
F

00

i 7m� 2u(i)
Ei 0
Gi 9m

Tab. 6.1: Dates de disponibilit�e des tâches indic�ees i.
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Stable S1 Stable S2

Ti

Fi

Ei

Gi

T
0

i

T
00

i

F
0

i

F
00

i

Fig. 6.1: Graphe de compatibilit�e biparti des tâches indic�ees i.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous allons
montrer que TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT a une solution si et seulement
si BSCG a une solution.

Supposons que TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT a une solution (il existe une
a�ectation de la valeur de v�erit�e "vrai" aux variables bool�eennes de X telle que chaque
clause de C a exactement une variable bool�eenne ayant la valeur de v�erit�e "vrai").
Nous construisons une solution pour BSCG comme suit : (voir les �gures 6.2 et 6.3)

- Pour chaque variable bool�eenne xi ayant une a�ectation "vrai", ordonnancer les
tâches suivantes dans un même batch.

{ Ei et T
00

i �a l'instant 3m� u(i),
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{ Fi et F
00

i �a l'instant 7m� t(i),

{ Ti et T
0

i �a l'instant 9m� s(i) et

{ Gi et F
0

i �a l'instant 12m� i.

- Pour chaque variable bool�eenne xi ayant une a�ectation "faux", ordonnancer les
tâches Gi et T

0

i dans, un même batch, �a l'instant 12m � i.

- Pour chaque paire xi et xj de variables bool�eennes ayant une a�ectation "faux"
et

{ pour chaque clause Cu (u = 2m+1; : : : ; 3m), ordonnancer �a l'instant 7m�2u
et 7m�2u+1, respectivement, les deux tâches Ei et F

00

i dans un même batch
et les deux tâches Ej et F

00

j dans un même batch, telles que u(i) = u(j) = u

(les dates de disponibilit�e des tâches F
00

i et F
00

j sont �egales �a 7m� 2u).

{ pour chaque clause Ct (t = m+1; : : : ; 2m), ordonnancer �a l'instant 7m� 2t
et 7m�2t+1, respectivement, les deux tâches Ti et T

00

i dans un même batch
et les deux tâches Tj et T

00

j dans un même batch, telles que t(i) = t(j) = t
(les dates de disponibilit�e des tâches Ti et Tj sont �egales �a 7m� 2t).

{ pour chaque clause Cs (s = 1; : : : ;m), ordonnancer �a l'instant 8m � 2s et
8m� 2s+ 1, respectivement, les deux tâches Fi et F

0

i dans un même batch
et les deux tâches Fj et F

0

j dans un même batch, telles que s(i) = s(j) = s

(les dates de disponibilit�e des tâches F
0

i et F
0

j sont �egales �a 8m� 2s).

L'ordonnancement obtenu est repr�esent�e par la �gure 6.2.
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Fig. 6.2: Ordonnancement des tâches du probl�eme BSCG.
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Fig. 6.3: Solution du probl�eme BSCG correspondant �a la solution (x1 = vrai, x6 = vrai
et xi = faux pour i = 2; 3; 4; 5) du probl�eme TRIPARTITE-ONE-THREE 3-3 SAT :
X = fx1; : : : ; x6g, m = 2 et F = (x1 _ x2 _ x3) ^ (x4 _ x5 _ x6)^ (x1 _ x4 _ x5) ^ (x2 _
x3 _ x6) ^ (x1 _ x3 _ x4) ^ (x2 _ x5 _ x6).

Inversement, supposons qu'il existe un ordonnancement avec une date de �n de traite-
ment Cmax � 12m. Comme le nombre total des tâches dans chaque stable, S1 et S2, est
�egal �a 12m, alors, Cmax = 12m et dans chaque batch, nous avons une tâche du stable
S1 (Ti, Fi, Ei ou Gi) et une tâche du stable S2 (T

0

i , T
00

i , F
0

i ou F
00

i ). De la structure du
graphe biparti de compatibilit�e, nous concluons que pour chaque i, les huit tâches Ti,
Fi, Ei, Gi, T

0

i , T
00

i , F
0

i et F
00

i ne peuvent s'ordonnancer que selon les deux alternatives
de con�guration de batchs suivantes :

(a) Ti avec T
0

i , Gi avec F
0

i , Fi avec F
00

i et Ei avec T
00

i , ou

(b) Ti avec T
00

i , Gi avec T
0

i , Fi avec F
0

i et Ei avec F
00

i .

Les dates de disponibilit�e impliquent que toutes les 3mGi tâches doivent être ordon-
nanc�ees dans l'intervalle de temps [9m; 12m], et toutes les 3mEi tâches doivent être
ordonnanc�ees dans l'intervalle de temps [0; 3m] (car les tâches Ti et Fi sont disponibles
apr�es l'instant 3m).

Des consid�erations pr�ec�edentes, nous avons :

{ m des 3mT
00

i tâches doivent être ordonnanc�ees, avec m des 3mEi tâches, entre
l'instant 0 et l'instant m (car les tâches F

00

i sont disponibles apr�es l'instant m).

{ Aussi, 2m des 3mTi tâches doivent être ordonnanc�ees, avec les 2mT
00

i tâches
restantes, dans l'intervalle de temps [3m; 5m] (car les tâches Fi sont disponibles
apr�es l'instant 5m et les tâches T

0

i sont disponibles apr�es l'instant 8m).
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{ Ainsi, 2m des 3mF
00

i tâches doivent être ordonnanc�ees, avec les 2mEi tâches
restantes, dans l'intervalle de temps [m; 3m], et les mF

00

tâches restantes doivent
être ordonnanc�ees dans l'intervalle de temps [5m; 6m] (car toutes les tâches T

0

i et
F

0

i sont disponibles apr�es l'instant 6m) avec m des 3mFi tâches.

{ Aussi, 2m des 3mF
0

i tâches doivent être ordonnanc�ees dans l'intervalle de temps
[6m; 8m] (car les tâches T

0

i sont disponibles apr�es l'instant 8m) avec les 2mFi
tâches restantes.

{ Donc, les mTi tâches restantes doivent être ordonnanc�ees dans l'intervalle de
temps [8m; 9m] avec m des 3mT

0

i tâches.

{ Finalement, les mF
0

i et 2mT
0

i tâches restantes doivent être ordonnanc�ees, entre
l'instant 9m et l'instant 12m, avec les 3mGi tâches.

Nous concluons que nous avons m sous-ensembles de tâches (Ti, Fi, Ei, Gi, T
0

i , T
00

i , F
0

i

et F
00

i ) qui apparâ�t dans la con�guration (a) et les 2m autres dans la con�guration (b).
En proc�edant par r�ecurrence sur s (s = 1; : : : ;m), il vient des dates de disponibilit�e
des tâches T

0

que, pour chaque s, les tâches Ti et T
0

i , ordonnanc�ees dans un même
batch �a l'instant 9m � s, doivent avoir l'indice i tel que s(i) = s. Il s'en suit aussi
que, �a partir des dates de disponibilit�e des tâches F

0

, que pour chaque s, les tâches
Fj et F

0

j ordonnanc�ees dans un même batch �a l'instant 8m� 2s et les tâches Fk et F
0

k

ordonnanc�ees dans un même bacth �a l'instant 8m�2s+1, doivent avoir les indices j et
k tels que s(j) = s(k) = s. Par des r�ecurrences analogues sur t (t = m+1; : : : ; 2m) et u
(u = 2m+1; : : : ; 3m), respectivement, on montre que les tâches Fi et F

00

i , ordonnanc�ees
dans un même batch �a l'instant 7m � t, doivent avoir l'indice i tel que t(i) = t et les
taches Ei et T

00

i , ordonnanc�ees dans un même batch �a l'instant 3m � u, doivent avoir
l'indice i tel que u(i) = u. Il vient que les m variables bool�eennes pour lesquelles les
sous-ensembles de tâches correspondants apparaissent dans la con�guration (a) auront
l'a�ectation "vrai" et les 2m autres variables bool�eennes auront l'a�ectation "faux",
ainsi nous avons une a�ectation de valeur de v�erit�e "vrai" satisfaisant la fonction
bool�eenne F du probl�eme TRIPARTITE ONE-IN-THREE 3-3 SAT. �

6.2 Probl�emes polynomiaux

Nous consid�erons dans ce paragraphe le cas o�u le graphe biparti est complet, ensuite
le cas o�u les tâches du stable S2 sont toutes disponibles �a l'instant 0.

Si chaque tâche du stable S1 est compatible avec chaque tâche du stable S2, alors on
peut penser �a construire pour chaque stable S1 et S2 l'ordonnancement optimal pour
le probl�eme 1=ri; pi = 1=Cmax, ensuite fusionner ces deux sous-ordonnancements, pour
avoir un ordonnancement r�ealisable avec une date de �n de traitement sup�erieure, ou
�egale, au maximum des dates de �n de traitement de ces deux sous-ordonnancements,
qui est �evidemment une borne inf�erieure. Soit l'algorithme suivant :
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Algorithme DPA2 ;
d�ebut

1- Ranger les tâches du stable S1 suivant l'ordre croissant de leurs dates de dis-
ponibilit�e ; (soit T1; : : : ; TjS1j)

2- sS11 := r1 ;

3- Pour i := 2 �a jS1j
faire sS1i := maxfri; sS1i�1 + 1g
fait ;

4- Ordonnancer chaque tâche Ti du stable S1 �a l'instant sS1i ;

5- Ranger les tâches du stable S2 suivant l'ordre croissant de leurs dates de dis-
ponibilit�e ; (soit TjS1j+1; : : : ; TjS1j+jS2j)

6- Pour j := jS1j+ 1 �a jS1j+ jS2j
faire sS2j := la plus petite date �a laquelle on peut ordonnancer la tâche Tj

(la date de disponibilit�e, les contraintes de compatibilit�e et la
capacit�e du batch sont respect�es)

fait ;

7- Ordonnancer chaque tâche Tj du stable S2 �a l'instant sS2j ;

�n.

Th�eor�eme 6.2 L'algorithme DPA2 r�esout le probl�eme B1=G = (S1; S2;S1�S2); b =
2; ri; pi = 1=Cmax en O(nlogn) (le cas o�u le graphe biparti est complet).

Preuve. Dans ce cas, chaque tâche du stable S1 est compatible avec toutes les tâches
du stable S2.

Montrons qu'il existe une solution optimale o�u chaque tâche Ti du stable S1 est ordon-
nanc�ee exactement �a l'instant sS1i donn�e par l'algorithme DPA2. Supposons que, dans
une solution optimale, il existe une tâche Ti du stable S1 ordonnanc�ee apr�es l'instant
sS1i (la tâche Ti est ordonnanc�ee seule ou avec, au moins, une tâche du stable S2). 3
cas peuvent apparâ�tre :

{ aucun batch n'est ordonnanc�e �a cet instant sS1i. Dans ce cas, la tâche Ti est
simplement translat�ee et ordonnanc�ee �a l'instant sS1i.

{ un batch contenant, seulement, des tâches du stable S2 est ordonnanc�e �a l'instant
sS1i. Dans ce cas, la tâche Ti est simplement translat�ee et ordonnanc�ee �a l'instant
sS1i.

{ un batch contenant une tâche du stable S1 et, �eventuellement, des tâches du
stable S2 est ordonnanc�e �a l'instant sS1i. Dans ce cas, permuter les deux tâches
du stable S1.
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En appliquant ce raisonnement au plus jS1j fois, on obtient une solution optimale o�u
chaque tâche Ti du stable S1 est ordonnanc�ee avant ou �a la même date associ�ee sS1i.
La tâche T1 doit être ordonnanc�ee �a l'instant sS11, car elle est disponible �a cet ins-
tant (sS11 = r1). La tâche T2 doit être ordonnanc�ee �a l'instant sS12, car sS12 =
maxfr2; sS11+1g. En consid�erant les tâches T3; : : : ; tjS1j, on obtient, r�ecursivement et
de la même mani�ere, que les tâches T1; : : : ; TjS1j doivent être ordonnanc�ees, respective-
ment, aux instants sS11; : : : ; sS1jS1j.

Supposons qu'il existe une solution B1; : : : ; Bi; Bi+1; : : : ; Bm avec Tk 2 Bi et Tk0 2 Bi+1

et rk > rk0 (c.-�a-d. dans l'ordonnancement, les tâches du stable S2 ne sont pas rang�ees
suivant l'ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e apr�es avoir rang�e les tâches de
chaque batch suivant l'ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e). Notons par y la
date de �n de traitement de cet ordonnancement. Formons, �a partir de cette solution,
une nouvelle solution B1; : : : ; B

0
i = BinfTkg[fTk0g; B 0

i+1 = Bi+1 nfTk0g[fTkg; : : : ; Bm

et notons par y0 la date de �n de traitement de cet ordonnancement. Nous avons
Cb0i � Cbi et Cb

0
j � Cbj donc y

0 � y. Ainsi, il existe une solution optimale o�u les tâches
du stable S2 sont rang�ees suivant l'ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e.

Finalement, pour d�eterminer une solution optimale, il su�t, de ranger les tâches du
stable S2 suivant l'ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e et ordonnancer chacune
d'elles, dans l'ordre, �a la plus petite date possible (en respectant la date de disponibilit�e
et la capacit�e du batch). �

Si toutes les tâches du stable S2 ont une date de disponibilit�e nulle, alors on peut
penser �a r�esoudre le probl�eme 1=ri; pi = 1=Cmax de la mani�ere suivante : construire un
couplage maximum, ensuite ordonnancer chaque paire de tâches du couplage dans un
même batch et le reste des tâches (du stable S2) dans les temps morts. Consid�erons
l'algorithme DPMCMA suivant :

Algorithme DPMCMA ;
d�ebut

1- Ranger les tâches du stable S1 suivant l'ordre croissant de leurs dates de dis-
ponibilit�e ; (soit T1; : : : ; TjS1j)

2- sS11 := r1 ;

3- Pour i := 2 �a jS1j
faire sS1i := maxfri; sS1i�1 + 1g
fait ;

4- Ordonnancer chaque tâche Ti du stable S1 �a l'instant d1i ;

5- Soit X = f0; : : : ; xg avec x � sS1jS1 j et o�u chaque [i; i + 1] (i 2 X) est un
intervalle de temps, et soit L = fx+1; : : : ; x+ jS2jg o�u chaque (sommet) x+ i
correspond �a la tâche TjS1j+i du stable S2.
D�e�nir un nouveau graphe biparti Hx = (X;L;E) comme suit :

{ Connecter chaque sommet i 2 L �a tous les sommets j 2 X n fsS11; : : : ;
sS1jS1jg par une arête ;
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{ Connecter le sommet i 2 L �a un sommet j 2 fsS11; : : : ; sS1jS1jg par une
arête si la tâche TjS1j+i�x et la tâche Tt ayant sS1t = j sont compatibles ;

6- Soit q le plus petit entier tel que l'ensemble F = f0; : : : ; qg contient toutes les
valeurs sS11; : : : ; sS1jS1j et jS2j autres valeurs ;
Si q = sS1jS1j
alors - Ordonnancer toutes les tâches du stable S2 dans les jS2j intervalles de

temps libres ;

- Cmax = sS1jS1j + 1 ;

sinon - D�eterminer, par dichotomie, le plus petit entier x (sS1jS1j � x � q) tel
que la cardinalit�e du couplage maximum, dans le graphe biparti Hx,
soit �egale �a jS2j (toutes les tâches du stable S2 sont a�ect�ees) ;

- Ordonnancer chaque tâche TjS1j+i du stable S2 �a l'instant j 2 X si les
sommets x+ i et j sont coupl�ees dans le couplage ;

- Cmax = x+ 1 ;

�nsi ;

�n.

Th�eor�eme 6.3 L'algorithme DPMCMA r�esout le probl�eme B1=G = (S1; S2;E); b =
2; rS1 ; rS2 = 0; pi = 1=Cmax avec une complexit�e de O(n2:5logn) (le cas o�u les tâches
du stable S2 sont toutes disponibles �a l'instant 0).

Preuve. Dans ce cas, chaque tâche du stable S2 est disponible avant, ou �a la même
date que, les tâches du stable S1.

Montrons qu'il existe une solution optimale o�u chaque tâche Ti du stable S1 est or-
donnanc�ee exactement �a l'instant sS1i donn�e par l'algorithme DPMCMA. Supposons
que, dans une solution optimale, il existe une tâche Ti du stable S1 ordonnanc�ee apr�es
l'instant sS1i (la tâche Ti est ordonnanc�ee seule ou avec, au moins, une tâche du stable
S2). 3 cas peuvent apparâ�tre :

{ aucun batch n'est ordonnanc�e �a cet instant sS1i. Dans ce cas, le batch contenant
la tâche Ti est simplement translat�ee et ordonnanc�e �a l'instant sS1i.

{ un batch contenant, seulement, des tâches du stable S2 est ordonnanc�e �a l'instant
sS1i. Dans ce cas, permuter les deux batchs.

{ un batch contenant une tâche du stable S1 et, �eventuellement, des tâches du
stable S2 est ordonnanc�e �a l'instant sS1i. Dans ce cas, permuter les deux batchs.

En appliquant ce raisonnement au plus jS1j fois, on obtient une solution optimale o�u
chaque tâche Ti du stable S1 est ordonnanc�ee avant ou �a la même date associ�e sS1i.
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La tâche T1 doit être ordonnanc�ee �a l'instant sS11, car elle est disponible �a cet ins-
tant (sS11 = r1). La tâche T2 doit être ordonnanc�ee �a l'instant sS12, car sS12 =
maxfr2; sS11+1g. En consid�erant les tâches T3; : : : ; tjS1j, on obtient, r�ecursivement et
de la même mani�ere, que les tâches T1; : : : ; TjS1j doivent être ordonnanc�ees, respective-
ment, aux instants sS11; : : : ; sS1jS1j.

Pour ordonnancer les tâches du stable S2, qui sont deux �a deux compatibles disponibles
�a la mêmedate 0, il su�t, de les a�ecter en utilisant la technique du couplage maximum
d�e�nie dans l'algorithme DPMCMA.

Le nombre maximum de sommets dans le graphe H est de l'ordre de jS1j + jS2j (on
ne consid�ere que jS1j + jS2j sommets de X). Donc, la complexit�e du probl�eme pour
d�eterminer un couplage maximumO((jS1j+ jS2j)2:5). Ainsi, la complexit�e de cet algo-
rithme est O(n2:5logn) �

Exemple 6.1 Nous disposons de 6 tâches T1; T2; T3; T4; t5 et T6 �a ordonnancer sur
une machine �a traitement par batch de capacit�e �egale �a 2. Les temps de traitement des
tâches sont tous �egaux �a 1. Les dates de disponibilit�e des tâches sont donn�ees dans le
tableau 6.2. Le graphe de compatibilit�e biparti est repr�esent�e par la �gure 6.4.

Ti T1 T2 T3 T4 T5 T6
ri 1 2 0 0 0 0

Tab. 6.2: Dates de disponibilit�e des tâches de l'exemple 6.1.
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Fig. 6.4: Graphe de compatibilit�e biparti G = (S1; S2;E) de l'exemple 6.1.

L'ex�ecution de cet algorithme donne :

- sS11 = 1 ; sS12 = 2 ;
la tâche T1 est ordonnanc�ee �a l'instant 1 ;
la tâche T2 est ordonnanc�ee �a l'instant 2 ;
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- q = 5 et F = f0; 1; 2; 3; 4; 5g ;
- x = 3 ;
Le graphe biparti correspondant H3 est donn�e �a la �gure 6.5.
la tâche T3 est ordonnanc�ee �a l'instant 2 ;
la tâche T4 est ordonnanc�ee �a l'instant 0 ;
la tâche T5 est ordonnanc�ee �a l'instant 3 ;
la tâche T6 est ordonnanc�ee �a l'instant 1 ;
Cmax = 4 ;

L'ordonnancement est repr�esent�e par la �gure 6.6.
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Fig. 6.5: Graphe biparti H3 de l'exemple 6.1.

-
T4 T1; T6 T2; T3 T5

0 1 2 3 4 temps

Fig. 6.6: Ordonnancement de l'exemple 6.1.

Notons que cet algorithme r�esout, aussi, les probl�emes o�u les dates de disponibilit�e des
tâches du stable S2 ne sont pas toutes �egales �a 0.

Corollaire 6.4 L'algorithme DPMCMA r�esout le probl�eme B1=G = (S1; S2;E); b =
2; ri; pi = 1=Cmax o�u la condition "si les tâches Ti (2 S1) et Tj (2 S2) sont compatibles
alors ri � rj" est satisfaite (la tâche Tj est disponible avant, ou �a la même date que,
la tâche Ti).

Preuve. Remarquons que, si un batch Bk contient deux tâches Ti et Tj (bien sûr
Ti 2 S1 et Tj 2 S2) alors la date de disponibilit�e de ce batch est �egale �a la date de
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disponibilit�e de la tâche Ti c.-�a-d. ri. Ainsi, la permutation de deux batchs dans la
preuve pr�ec�edente est, aussi, possible. �

Aussi, cet algorithme r�esout le probl�eme B1=G = (S1; S2;E); b = 2; ri; pi = p=Cmax

avec les deux conditions : ri = �ip pour i = 1; : : : ; n et "si les tâches Ti (2 S1) et Tj
(2 S2) sont compatibles alors ri � rj". Il su�t, de r�esoudre le probl�eme avec �i comme
dates de disponibilit�e et, dans la solution optimale, multiplier toutes dates de d�ebut
d'ex�ecution par p.

6.3 Heuristique

Nous pr�esentons dans ce paragraphe, pour le probl�eme B1=G = (S1; S2;E); b =
2; ri; pi = p=Cmax, une algorithme approch�e polynomial garantissant un ration de per-
formance dans le mauvais cas born�e par une constante �x�ee.

Notons par APP (I) la valeur de la solution obtenue par une heuristique pour une
instance I de ce probl�eme et soit OPT (I) la valeur optimale. Une heuristique a une
performance garantie � (� � 1), si pour toute instance I de ce probl�eme, nous avons

R(I) = APP (I)
OPT (I) � �.

Comme heuristique pour ce probl�eme, on peut penser �a construire pour les deux stables
S1 et S2 les ordonnancements optimaux pour le probl�eme 1=ri; pi = p=Cmax, ensuite
m�elanger ces deux sous-ordonnancements optimaux pour avoir un ordonnancement
r�ealisable avec une date de �n de traitement sup�erieure, ou �egale, au maximum des
dates de �n de traitement de ces deux sous-ordonnancements, qui est bien sûr une
borne inf�erieure. Nous modi�ons l'algorithme DPA2 du paragraphe pr�ec�edent pour
obtenir l'heuristique DPH qui r�esout le probl�eme en temps polynomial.

Consid�erons la proc�edure suivante qui r�esout le probl�eme 1=ri; pi = p=Cmax :

Proc�edure date(T1; T2; : : : ; Tk) ;
d�ebut

1- Ranger les tâches par ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e ; (soit
T1; : : : ; Tk)

2- sS11 := r1 ;

3- Pour i:=2 �a k
faire sS1i := maxfri; sS1i�1 + pg
fait ;

�n ;

Notons par sS1 la date de �n de traitement de l'ordonnancement obtenu par la
proc�edure date appliqu�ee aux tâches du stable S1 et notons par sS2 la date de �n
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de traitement de l'ordonnancement obtenu par la proc�edure date appliqu�ee aux tâches
du stable S2. Il est clair que maxfsS1; sS2g est une borne inf�erieure.

Supposons sans perte de g�en�eralit�e que sS1 � sS2. L'heuristique DPH s'�ecrit alors
comme suit :

Heuristique DPH ;
d�ebut
1- Consid�erons sS1i la date de la tâche Ti obtenue par la proc�edure date appliqu�ee

aux tâches du stable S1 ;

2- Ordonnancer chaque tâche Ti du stable S1 �a l'instant sS1i ;

3- Ranger les tâches du stable S2 par ordre croissant de leurs dates de disponibi-
lit�e ; (soit TjS1j+1; : : : ; TjS1j+jS2j)

4- Pour j := jS1j+ 1 �a jS1j+ jS2j
faire sS2j := la plus petite date �a laquelle on peut ordonnancer la tâche Tj (la

date de disponibilit�e, la contrainte de compatibilit�e et la capacit�e
du batch sont respect�es)

fait ;

5- Ordonnancer chaque tâche Tj du stable S2 �a l'instant sS2j ;
�n.

Th�eor�eme 6.5 L'heuristique DPH fournie un ordonnancement avec une performance
garantie � = 1 + minfjS1j;jS2jg

maxfjS1j;jS2jg
et cette borne est atteinte.

Preuve. Soit SDPH l'ordonnancement obtenu par l'heuristique DPH et notons par
Cmax(SDPH) la date de �n de traitement de SDPH .

Comme sS1 � sS2 nous avons : Cmax(SDPH) = maxfsS1jS1j; sS2jS1j+jS2jg+ p = sS1 +
xp + p o�u x est le nombre de tâches du stable S2 ordonnanc�ees seules, apr�es la date
sS1.

Soit S� solution optimale du probl�eme et Cmax(S
�) sa date de �n de traitement.

Alors, Cmax(S�) � sS1 + p.

Donc, nous avons R(I) � 1 + xp
sS1+p .

Si jS1j > jS2j, alors x � jS2j et sS1 + p � jS1jp, donc R(I) � 1 + jS2j
jS1j

.

Si jS1j � jS2j, alors x � jS1j et sS1 + p � jS2jp, donc R(I) � 1 + jS1j
jS2j

.

Pourquoi x � jS1j ? parce qu'en arrangeant, s�epar�ement, les tâches T1; : : : ; TjS1j du
stable S1 et les tâches TjS1j+1; : : : ; TjS1j+jS2j du stable S2 avec la proc�edure date et en
les d�ecalant �a droite jusqu'�a la date sS1 + p, comme on le voit sur la �gure 6.7 :
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-
T1 : : : TjS1j

TjS1j+1 : : : TjS1j+jS2j

0 sS1 temps

Fig. 6.7: D�ecalage des tâches

Il vient, que le nombre maximumde tâches du stable S2 qu'on peut ordonnancer seules,
apr�es l'instant sS1, est jS1j.

Nous pr�esentons, maintenant, une instance pour laquelle cette borne est atteinte.

Nous avons 2n-1 tâches T1; : : : ; Tn; Tn+1; : : : ; T2n�1. Chaque tâche Ti (1 � i � n) ap-
partient au stable S1 et a une date de disponibilit�e nulle. Chaque tâche Ti (n+1 � i �
2n�1) appartient au stable S2 et a une date de disponibilit�e �egale �a (i�n)p. Le graphe
biparti de compatibilit�e est construit comme suit : Chaque tâche Ti (1 � i � n� 1) du
stable S1 est compatible, seulement, avec la tâche Tn+i du stable S2.

Le makespan Cmax(SDPH) de cet ordonnancement SDPH , donn�e par l'heuristique DPH,
est �egal �a (2n�1)p (voir la �gure 6.8). La valeur optimale du makespan pour l'instance
I est donn�e par Cmax(S�) = np (voir la �gure 6.9).

-
T1 : : : Tn Tn+1 : : : T2n�1

0 np (2n � 1)p temps

Fig. 6.8: Ordonnancement SDPH

-
Tn T1; Tn+1 : : : Tn�1; T2n�1

0 p 2p (n� 1)p np temps

Fig. 6.9: Ordonnancement S�

Ainsi Cmax(SDPH)
Cmax(S�) = (2n�1)p

np
= 1 + minfjS1j;jS2jg

maxfjS1 j;jS2jg
= 1 + n�1

n
= 2 � 1

n
�

Corollaire 6.6 L'heuristique DPH fournie un ordonnancement avec une performance
garantie � � 2.

Preuve. La preuve est imm�ediate, il su�t de consid�erer jS1j = jS2j. �

Remarquons que la solution optimale de l'exemple du plus mauvais cas pr�ec�edent peut
être obtenue en temps polynomial par l'algorithme DPMCMA du chapitre pr�ec�edent.



Chapitre 7

Compl�ementaire d'un graphe

biparti 1

Nous consid�erons dans ce paragraphe, le graphe compl�ementaire d'un graphe biparti
(c.-�a-d. un graphe form�e de deux cliques K1 et K2 not�e G = (K1;K2;E)) dans le
cas o�u la machine �a traitement par batch aurait une capacit�e in�nie. Nous montrons,
dans le premier paragraphe, que le probl�eme dynamique avec temps de traitement
identiques (�egaux �a 1) pour les tâches est di�cile. Dans le deuxi�eme paragraphe, nous
pr�esentons un sous-probl�eme polynomial. Pour �etablir les r�esultats de ce chapitre, nous
nous sommes inspir�es des id�ees d�evelopp�ees dans la r�ef�erence [46]

7.1 Probl�eme di�cile

Th�eor�eme 7.1 Le probl�eme B1=G = (K1;K2;E); b � n; ri; pi = 1=Cmax est NP-
di�cile au sens fort.

Preuve. Soit 1-PrExt le probl�eme de d�ecision suivant : Etant donn�es un graphe biparti
G = (S1; S2;E) avec jS1[S2j � 3 et trois sommets v1; v2; v3. Existe-t-il une 3-coloration
(C1; C2; C3) des sommets de G de sorte que chaque sommet vi a la couleur Ci pour
i = 1; 2; 3? Le probl�eme 1-PrExt est NP-complet [14] pour v1; v2; v3 2 S1.

Etant donn�e une instance arbitraire du probl�eme 1-PrExt, nous construisons une ins-
tance du probl�eme de d�ecision BSCG (associ�e au probl�eme B1=G = (K1;K2;E); b �
n; ri; pi = 1=Cmax) comme suit :

{ Nous consid�erons le graphe compl�ementaire G = (K1;K2;E) de G = (S1; S2;E)
(voir les �gures 7.1 et 7.2) auquel on ajoute 3 sommets u1; u2; u3 �a la clique K2

1. Les r�esultats de ce chapitre sont publi�es dans [29]
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et les arêtes (v1; u1); (v2; u2); (v3; u3) et (x; ui) pour x 2 K1 n fv1; v2; v3g (chaque
sommet ui est connect�e �a chaque sommet de K1 [K2 n fv1; v2; v3g).

{ rui = rvi = i� 1 pour i = 1; 2; 3 et ri = 0 pour les autres tâches.

{ Les temps de traitement des tâches sont tous identiques �a 1.

{ La machine �a traitement par batch a une capacit�e in�nie.

Existe-t-il un ordonnancement avec une date de �n de traitement inf�erieure ou �egale �a
3?

S1

��
��

��
��
v1

��
��
v2

��
��
v3

S2

��
��

��
��

��
��

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
AA

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�

Fig. 7.1: Une instance du probl�eme 1-PrExt.

Il est clair que BSCG est dans NP et que cette construction est polynomiale. Nous
allons montrer que 1-PrExt a une solution si et seulement si BSCG a une solution.

Si le probl�eme 1-PrExt a une solution, alors le graphe G admet une 3-coloration. Nous
construisons une solution pour BSCG comme suit : Nous ordonnan�cons toutes les tâches
du graphe G correspondant aux sommets du graphe G ayant la même couleur Ci (elles
sont deux �a deux compatibles) et la tâche ui (qui est compatible avec toutes les tâches
associ�ees �a la clique K1 n fvj; j 6= ig) dans un même batch Bi �a la date i� 1. La date
de �n de traitement de cet ordonnancement est �egale �a 3.
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ri
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0

0

0

0

1

2

Fig. 7.2: L'instance associ�ee au probl�eme 1-PrExt de la �gure 5.20.

Inversement, si le probl�eme BSCG a une solution, alors il existe 3 batchs B1; B2; B3

tels que :

{ les tâches associ�ees aux sommets u3 et v3 sont trait�ees dans le batch B3 �a l'instant
2,

{ les tâches associ�ees aux sommets u2 et v2 sont trait�ees dans le batch B2 �a l'instant
1, et

{ les tâches associ�ees aux sommets u1 et v1 sont trait�ees dans le batch B1 �a l'instant
0.

Ainsi, les sommets de Bi n fuig forment n�ecessairement une clique dans le graphe G et
un stable dans le graphe G. Par cons�equent 1-PrExt a une solution. �
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7.2 Probl�eme polynomial

Nous consid�erons dans ce paragraphe le cas o�u il y a deux dates de disponibilit�e dis-
tinctes (0 et r) pour les tâches et les temps de traitement tous identiques �a p.

Notons :

{ V (0) l'ensemble des tâches ayant une date de disponibilit�e nulle.

{ V (r) l'ensemble des tâches ayant une date de disponibilit�e �egale �a r.

Supposons que jK1 \ V (r)j � jK2 \ V (r)j et consid�erons l'algorithme TA suivant :

Algorithme TA;
d�ebut si les tâches de V (r) ne forment pas une clique

alors { Les tâches de la clique K1 sont trait�ees dans un même batch �a l'ins-
tant r.

{ Les tâches de la clique K2 sont trait�ees dans un même batch �a l'ins-
tant r + p.

{ Cmax = r + 2p.

sinon (les tâches de V (r) forment une clique)

si K2 \ V (r) = ;
alors { Les tâches de la clique K2 sont trait�ees dans un même batch

�a l'instant 0.

{ Les tâches de la clique K1 sont trait�ees dans un même batch
�a l'instant maxfp; rg.

{ Cmax = maxfp; rg + p.

sinon (K2 \ V (r) 6= ;)

si les tâches de V (0) forment une clique
alors { Les tâches de la clique V (0) sont trait�ees dans un

même batch �a l'instant 0.

{ Les tâches de la clique V (r) sont trait�ees dans un
même batch �a l'instant maxfp; rg.

{ Cmax = maxfp; rg + p.

sinon (les tâches de V (0) ne forment pas une clique )
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si r � p
alors { Les tâches de la clique K2 n V (r) sont trait�ees

dans un même batch �a l'instant 0.

{ Les tâches de la clique K1 n V (r) sont trait�ees
dans un même batch �a l'instant p.

{ Les tâches de la clique V (r) sont trait�ees dans
un même batch �a l'instant maxf2p; rg.

{ Cmax = maxf2p; rg + p.

sinon { Les tâches de la clique K1 sont trait�ees dans un
même batch �a l'instant r.

{ Les tâches de la clique K2 sont trait�ees dans un
même batch �a l'instant r + p.

{ Cmax = r + 2p.

fsi
fsi

fsi
fsi

�n.

Th�eor�eme 7.2 Le probl�eme B1=G = (K1;K2;E); b � n; ri 2 f0; rg; pi = p=Cmax est
r�esolu en O(n2) par l'algorithme TA.

Preuve. Si les tâches de l'ensemble V (r) ne forment pas une clique, alors il existe deux
tâches incompatibles Ti et Tj (Ti; Tj 2 V (r)) avec ri = rj = r. Donc, Cmax � r + 2p.
Dans ce cas, il su�t de traiter les tâches de la cliqueK1 dans un même batch �a l'instant
r et les tâches de la clique K2 dans un même batch �a l'instant r + p pour avoir un
makespan �egal �a r + 2p.

Sinon (c'est-�a-dire que les tâches de l'ensemble V (r) forment une clique), siK2\V (r) =
;, alors il existe deux tâches incompatibles Ti et Tj (Ti 2 K1 et Tj 2 K2) avec ri = r
et rj = 0. Donc, Cmax � maxfp; rg + p. Dans ce cas, il su�t de traiter les tâches de
la clique K1 dans un même batch �a l'instant 0 et les tâches de la clique K2 dans un
même batch �a l'instant maxfp; rg pour avoir un makespan �egal �a maxfp; rg+ p.

Sinon (c'est-�a-dire que les tâches de l'ensemble V (r) forment une clique et K2\V (r) 6=
;), si les tâches de V (0) forment une clique, alors il existe deux tâches incompatibles Ti
et Tj (Ti 2 V (0) et Tj 2 V (r)) avec ri = 0 et rj = r. Donc, Cmax � maxfp; rg+p. Dans
ce cas, il su�t de traiter les tâches de la clique V (0) dans un même batch �a l'instant
0 et les tâches de la clique V (r) dans un même batch �a l'instant maxfp; rg pour avoir
un makespan �egal �a maxfp; rg + p.
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Sinon (c'est �a dire que les tâches de l'ensemble V (r) forment une clique,K2\V (r) 6= ;
et les tâches de V (0) ne forment pas une clique) il existe deux tâches incompatibles Ti
et Tj (Ti; Tj 2 V (0)) avec ri = rj = 0. Nous consid�erons ici deux sous-cas :

Si r � p alors Cmax � maxf2p; rg + p. Dans ce cas, il su�t de traiter les tâches de la
clique K2 n V (r) dans un même batch �a l'instant 0, les tâches de la clique K1 n V (r)
dans un même batch �a l'instant p et les tâches de la clique V (r) dans un même batch
�a l'instant maxf2p; rg pour avoir un makespan �egal �a maxf2p; rg + p.

Sinon (r < p) alors r+2p < maxf2p; rg+p et il faut donc traiter les tâches de la clique
K1 �a l'instant r et les tâches de la clique K2 �a l'instant r + p pour avoir un makespan
�egal �a r + 2p.

V�eri�er que les tâches de V (0) ou V (r) forment une clique a une complexit�eO(jK1jjK2j).
Par cons�equent, l'algorithme s'ex�ecute en O(n2). �

Exemple 7.1 Consid�erons l'ordonnancement de 6 tâches T1; : : : ; T6 sur une machine
�a traitement par batch avec une capacit�e in�nie. Les temps de traitement sont tous
�egaux �a 2 et les dates de disponibilit�e sont donn�ees dans le tableau 7.1. Le graphe de
compatibilit�e est repr�esent�e par la �gure 7.3.

Ti T1 T2 T3 T4 T5 T6
ri 3 3 0 0 3 0

Tab. 7.1: Dates de disponibilit�e des tâches de l'exemple 7.1.
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Fig. 7.3: Graphe de compatibilit�e de l'exemple 7.1.
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L'ex�ecution de l'algorithme donne :

{ V (0) = fT3; T4; T6g ;
{ V (3) = fT1; T2; T5g ;
{ les tâches de V (3) forment une clique ;

{ K2 \ V (3) = fT5g 6= ; ;
{ les tâches de V (0) ne forment pas une clique et r � p, donc :

B1 = K2 n V (3) = fT4; T6g ; sb1 = 0 ; pb1 = 2 ;
B2 = K1 n V (3) = fT3g ; sb2 = 2 ; pb2 = 2 ;
B3 = V (3) = fT1; T2; T5g ; sb3 = 4 ; pb3 = 2 ;

{ Cmax = 6 ;

L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 7.4.

-
T4; T6 T3 T1; T2; T5

0 2 4 6 temps

Fig. 7.4: L'ordonnancement optimal de l'exemple 7.1.

Exemple 7.2 Consid�erons les donn�ees de l'exemple pr�ec�edent avec r = 1 (les tâches
T1, T2 et T5 sont disponibles �a l'instant 1 et les autres �a l'instant 0).

Comme pour l'exemple pr�ec�edent, l'ex�ecution de l'algorithme donne :

{ V (0) = fT3; T4; T6g ;
{ V (1) = fT1; T2; T5g ;
{ les tâches de V (1) forment une clique ;

{ K2 \ V (1) = fT5g 6= ; ;
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{ les tâches de V (0) ne forment pas une clique et r < p, donc :

B1 = K1 = fT1; T2; T3g ; sb1 = 1 ; pb1 = 2 ;
B2 = K2 = fT4; T5; T6g ; sb2 = 3 ; pb2 = 2 ;

{ Cmax = 5 ;

L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 7.5.

-
T1; T2; T3 T3; T4; T5

0 1 3 5 temps
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Fig. 7.5: L'ordonnancement optimal de l'exemple 7.2.



Chapitre 8

Graphe complet et quelques

graphes sp�eciaux

Nous proposons au d�ebut de ce chapitre des algorithmes polynomiaux exacts pour
r�esoudre le probl�eme dans le cas d'un graphe complet (c'est-�a-dire que toutes les tâches
sont deux �a deux compatibles). L'un aborde le cas o�u la capacit�e de la machine �a
traitement par batch est in�nie (elle peut traiter un nombre illimit�e de tâches �a la
fois), et les autres, le cas o�u la capacit�e de la machine �a traitement par batch est �nie
(elle peut traiter un nombre limit�e b de tâches �a la fois) avec certaines conditions sur
les tâches.

A la �n de ce chapitre nous �etudions quelques types de graphes sp�eciaux que nous
construisons aux paragraphes 3 et 4. Pour chacun de ces graphes sp�eciaux nous pr�esen-
tons des algorithmes de r�esolution polynomiaux exacts en se basant sur les algorithmes
des deux premiers paragraphes.

8.1 Graphe complet et capacit�e in�nie 1

Nous proposons dans ce paragraphe, un algorithme polynomial exact, bas�e sur le ran-
gement des tâches et la programmation dynamique, pour r�esoudre le probl�eme lorsque
toutes les tâches sont deux �a deux compatibles et la capacit�e de la machine �a traitement
par batch est in�nie, c'est-�a-dire qu'elle peut traiter un nombre illimit�e de tâche �a la
fois.

Soit l'algorithme DPA3 suivant :

1. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [28]
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Algorithme DPA3 ;
d�ebut

1- Ranger les tâches suivant l'ordre d�ecroissant de leurs temps de traitement ;

2- Z0 := �1 ;

3- Pour j := 1 �a n faire
Zj := min

0�k<j
fmaxfZk; max

k+1�i�j
frigg+ pk+1g

fait ;

4- D�eterminer les batchs par retour arri�ere ;

5- La date de �n de traitement est �egale �a Zn ;

�n.

Th�eor�eme 8.1 L'algorithme DPA3 r�esout le probl�eme B1=b � n; ri=Cmax en O(n2).

Preuve. Ici toutes les tâches sont compatibles entre elles. La preuve est faite en trois
�etapes.

{ Supposons qu'il existe une solution B1; : : : ; Bi; : : : ; Bj; : : : ; Bm avec i < j, Tk 2
Bi, Tk0 2 Bj et pk < pk0 (c.-�a-d. que l'ensemble des tâches n'est pas ordonn�e par
ordre d�ecroissant des temps de traitement des tâches), et notons par y la dur�ee de
cet ordonnancement. Formons, �a partir de cette solution, une nouvelle solution
B1; : : : ; B

0
i = Bi n fTkg; : : : ; B0

j = Bj [ fTkg; : : : ; Bm, et notons par y0 la dur�ee
de cet ordonnancement. Nous avons pb0i � pbi et pb0j = pbj (car pk < p0k), donc
Cb0i � Cbi et Cb0j � Cbj ; ce qui signi�e que y0 est inf�erieure ou �egale �a y. D'o�u,
il existe une solution optimale o�u l'ensemble des tâches est ordonn�e par ordre
d�ecroissant des temps de traitement des tâches.

{ Soit Zj la valeur minimale de la dur�ee de l'ordonnancement des tâches T1; : : : ; Tj.
Si fTk+1; : : : ; Tjg forme un batch �a la �n de l'ordonnancement des tâches T1; : : : ; Tj
alors la dur�ee de l'ordonnancement des tâches T1; : : : ; Tj est �egale au maximum
entre la dur�ee de l'ordonnancement des taches T1; : : : ; Tk augment�ee de pk+1 et
max

k+1�i�j
frig + pk+1, donc la dur�ee de l'ordonnancement des tâches T1; : : : ; Tj est

�egale au maximum entre la dur�ee de l'ordonnancement des tâches T1; : : : ; Tk et
max

k+1�i�j
frig augment�ee de pk+1. D'o�u la relation de r�ecurrence :

8<
: Z0 := �1

Zj := min
0�k<j

fmaxfZk; max
k+1�i�j

frigg+ pk+1g pour j = 1; : : : ; n

de laquelle est d�eduit l'algorithme.

{ Comme le nombre d'it�erations �a l'�etape j est �egal �a j, alors la complexit�e de
l'algorithme est O(n2). �
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Exemple 8.1 Nous disposons de 4 tâches T1; : : : ; T4 dont les dates de disponibilit�e et
les temps de traitement sont donn�es dans le tableau 8.1.

Ti T1 T2 T3 T4
ri 0 4 1 2
pi 3 2 1 1

Tab. 8.1: Temps de traitement de l'exemple 8.1.

Le d�eroulement de l'algorithme est le suivant :

1- Les tâches sont d�ej�a ordonn�ees suivant l'ordre d�ecroissant de leurs temps de
traitement ;

2- Z0 = �1 ;

3- Z1 = minfmaxf�1;maxf0(�)gg+ 3g = 3 ;
Z2 = minfmaxf�1;maxf0; 4gg+ 3;max f3;maxf4gg+ 2g = 6 ;
Z3 = minfmaxf�1;maxf0; 4; 1gg+ 3;max f3;maxf4; 1gg+ 2;

maxf6;maxf1gg+ 1g = 6 ;
Z4 = minfmaxf�1;maxf0; 4; 1; 2gg + 3;maxf3;maxf4(��); 1; 2gg + 2;

maxf6;maxf1; 2gg+ 1;max f6;maxf2gg+ 1g = 6 ;

4- Les batchs sont d�etermin�es, par retour arri�ere, comme suit :

{ le premier batch est compos�e des tâches T2,T3 et T4 (voir (**)), et

{ le second batch est compos�e de la tâche T1 (voir(*))

On obtient donc :

B1 = fT1g ; rb1 = 0 ; pb1 = 3 ;
B2 = fT2; T3; T4g ; rb2 = 4 ; pb2 = 2 ;

5- La dur�ee de l'ordonnancement est Z4 = 6 ;

L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 8.1.

-
T1 T2; T3; T4

0 1 2 3 4 5 6 temps

Fig. 8.1: Ordonnancement optimal de l'exemple 8.1.
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8.2 Graphe complet et capacit�e �nie 2

Nous proposons, dans ce sous-paragraphe, un algorithme polynomial exact, bas�e sur la
programmation dynamique, pour r�esoudre le probl�eme lorsque toutes les tâches sont
compatibles entre elles et la capacit�e de la machine �a traitement par batch �nie avec
une certaine condition sur les tâches. Notons que le probl�eme B1=b = 2; ri=Cmax est
NP-di�cile au sens fort [34] et qu'il a �et�e �etudi�e dans [88].

Lemme 8.2 Il existe une solution optimale o�u les dates de disponibilit�e rbi des batchs
sont rang�ees dans l'ordre croissant.

Preuve. Supposons que, dans une solution optimale, il existe deux batchs Bi et Bj

o�u rbi < rbj et Bi ordonnanc�e apr�es Bj . Alors, en ordonnan�cant le batch Bi �a la date
sbj, la nouvelle solution est aussi r�ealisable (les dates de disponibilit�e sont respect�ees)
et reste optimale, car la valeur du Cmax ne change pas (la date de �n de traitement
du batch Bk(j � k < i) est incr�ement�ee au plus de pbi et la date de �n de traitement
du batch Bk(k > i) ne change pas). En appliquant ce raisonnement, un nombre �ni de
fois, on obtient le r�esultat souhait�e. �

Soit l'algorithme DPA4 suivant :

Algorithme DPA4 ;
d�ebut

1- Ranger les tâches par ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e et par
ordre d�ecroissant de leurs temps de traitement en cas d'�egalit�e des dates de
disponibilit�e ;

2- Z0 := �1 ;

3- Pour j := 1 �a n
faire Zj := min

maxf0;j�bg�k<j
fmaxfZk; rjg+ pk+1g

fait ;

4- D�eterminer les batchs par retour arri�ere ;

5- La date de �n de traitement est �egale �a Zn ;

�n.

Remarque 8.1 La notation "ri " pi #" indique que : 8ij (i 6= j) si ri < rj alors pi � pj
(ou d'une mani�ere �equivalente : il existe une s�equence de tâches o�u celles-ci sont rang�ees
dans l'ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e et dans l'ordre d�ecroissant de leurs
temps de traitement).

2. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [28] ou bien [29]
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Th�eor�eme 8.3 L'algorithme DPA4 r�esout le probl�eme B1=b; ri=Cmax avec ri " pi # et
en maxfO(nlogn); O(nb)g.

Preuve. Ici toutes les tâches sont compatibles entre elles. La preuve est faite en trois
�etapes.

{ Supposons qu'il existe une solution B1; : : : ; Bi; Bi+1; : : : ; Bm (sans perte de g�en�e-
ralit�e, supposons que les tâches d'un quelconque batch sont rang�ees dans l'ordre
croissant de leurs dates de disponibilit�e et dans l'ordre d�ecroissant de leurs temps
de traitement, et que les batchs sont rang�es dans l'ordre croissant de leurs dates
de disponibilit�e (lemme 8.2)) avec Ta la premi�ere tâche de Bi, Tb la derni�ere tâche
de Bi, Tc la premi�ere tâche de Bi+1, Td la derni�ere tâche de Bi+1 et rb > rc (c.-
�a-d. que les tâches ne sont pas rang�ees dans l'ordre croissant de leurs dates de
disponibilit�e). Sachant que pbi = pa, rbi = rb, pbi+1 = pc et rbi+1 = rd. Notons
par y la longueur de cet ordonnancement.

Rangeons les tâches des deux batchs Bi et Bi+1 dans l'ordre croissant de leurs
dates de disponibilit�e et dans l'ordre d�ecroissant de leurs temps de traitement, et
formons, �a partir de cette solution, une nouvelle solution B1; : : : ; B

0
i; B

0
i+1; : : : ; Bm

telle que dans B0
i nous mettons la plus longue premi�ere s�equence de tâches ne

contenant pas Tb et respectant la taille du batch, et dans B0
i+1 les tâches res-

tantes. Notons par y0 la longueur de cette nouvelle solution. Trois cas peuvent se
pr�esenter :
Soit ra < rc (pa � pc), donc rb0i � rbi (car Tb 2 B 0

i+1), pb
0
i = pbi (car Ta 2 B0

i et
pa � pc), rb0i+1 = rbi+1 (car Td 2 B0

i+1) et pb
0
i+1 � pbi+1 (car Tc 2 B0

i du fait que
rb > rc). Donc Cb0i+1 � Cbi+1.

Soit ra > rc (pc � pa), donc rb0i � rbi (car Tb 2 B0
i+1), pb

0
i = pbi+1 (car Tc 2 B0

i et
pc � pa), rb0i+1 = rbi+1 (car Td 2 B0

i+1) et pb
0
i+1 � pbi (Ta est soit dans B 0

i, soit
dans la premi�ere position de B0

i+1 si toutes les tâches de Bi+1 sont dans B 0
i avec

jB0
ij = b). Donc Cb0i+1 � Cbi+1.

Soit ra = rc, donc deux sous-cas peuvent se pr�esenter :

Soit pa � pc, en appliquant le même raisonnement que celui de ra < rc, on obtient
Cb0i+1 � Cbi+1.

Soit pa < pc, en appliquant le même raisonnement que celui de ra > rc, on obtient
Cb0i+1 � Cbi+1.

Par cons�equent y' est inf�erieure ou �egale �a y. Donc il existe une solution optimale
o�u les tâches sont rang�ees par ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e et
par ordre d�ecroissant de leurs temps de traitement.

{ Soit Zj la valeur minimale de la longueur d'ordonnancement des tâches T1; : : : ; Tj.
Si fTk+1; : : : ; Tjg forment un batch �a la �n de l'ordonnancement des tâches
T1; : : : ; Tj alors la longueur de l'ordonnancement des tâches T1; : : : ; Tj est �egale
au maximum entre la longueur de l'ordonnancement des tâches T1; : : : ; Tk aug-
ment�ee de pk+1 et rj+pk+1. Par cons�equent, la longueur de l'ordonnancement des
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tâches T1; : : : ; Tj est �egale au maximum entre la longueur de l'ordonnancement
des tâches T1; : : : ; Tk et rj augment�ee de pk+1. D'o�u, la relation de r�ecurrence :

8<
:
Z0 := �1
Zj := min

maxf0;j�bg�k<j
fmaxfZk; rjg+ pk+1g pour j = 1; : : : ; n

de laquelle est d�eduit l'algorithme.

{ Comme le nombre d'it�erations �a l'it�eration j est �egal �a b, alors la complexit�e de
l'�etape 3 de l'algorithme est en O(nb). Donc, la complexit�e de l'algorithme est
maxfO(nlogn); O(nb)g. �

Exemple 8.2 Soient �a ordonnancer 4 tâches T1; T2; T3 et T4 sur une machine �a trai-
tement par batch avec une capacit�e �egale �a 2. Les dates de disponibilit�e et les temps de
traitement sont donn�es dans le tableau 8.2.

Ti T1 T2 T3 T4
ri 0 1 2 4
pi 3 1 1 1

Tab. 8.2: Temps de traitement des tâches de l'exemple 8.2.

L'ex�ecution de l'algorithme donne :

1- Les tâches sont d�ej�a ordonn�ees suivant l'ordre croissant de leurs dates de dis-
ponibilit�e et suivant l'ordre d�ecroissant de leurs temps de traitement ;

2- Z0 = �1 ;

3- Z1 = minfmaxf�1; 0g+ 3
(�)
gg = 3 ;

Z2 = minfmaxf�1; 1g+ 3;maxf3; 1g + 1gg = 4 ;
Z3 = minfmaxf3; 2g+ 1

(��)
;maxf4; 2) + 1g = 4 ;

Z4 = minfmaxf4; 4g+ 1;maxf4; 4g + 1
(���)

g = 5 ;

4- les batchs sont d�etermin�es, par retour arri�ere, comme suit :

{ le premier batch est compos�e de la tâche T4 (voir (***)) ;

{ le second batch est compos�e des tâches T2 et T3 (voir (**)) ;
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{ le troisi�eme batch est compos�e de la tâche T1 (voir (*)) ;

On obtient donc :

B1 = fT1g ; rb1 = 0 ; pb1 = 3 ;
B2 = fT2; T3g ; rb1 = 2 ; pb1 = 1 ;
B3 = fT4g ; rb1 = 4 ; pb1 = 1 ;

5- La dur�ee de l'ordonnancement est Z4 = 5 ;

L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 8.2.

-
T1 T2; T3 T4

0 1 2 3 4 5 temps

Fig. 8.2: Ordonnancement optimal de l'exemple 8.2.

Remarque 8.2 La notation "ri " pi "" indique que : 8ij (i 6= j) si ri < rj alors pi � pj
(ou d'une mani�ere �equivalente : il existe une s�equence de tâches o�u celles-ci sont rang�ees
dans l'ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e et dans l'ordre croissant de leurs
temps de traitement).

Comme les conditions "ri " pi "", "ri " pi #", "ri # pi "" et "ri # pi #" sont �equivalentes
(il su�t de remarquer par exemple que pi � pj si et seulement si M � pi �M � pj o�u
M est un plus grand �el�ement sup�erieur �a max

1�i�n
fpig), alors le probl�eme avec l'une de

ces conditions est aussi r�esolu en temps polynomial.

La complexit�e du probl�eme a �et�e, par la suite, am�elior�ee. Nous donnons, ci-dessous, un
Nouvel algorithme avec une meilleure complexit�e.

Notons :

{ "reste(a; b)" le reste de la division de a par b.

{ "dxe" le plus petit entier sup�erieur �a x.

Soit LA1 l'algorithme suivant bas�e sur le rangement des tâches :
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Algorithme LA1 ;
d�ebut

1- Ranger les tâches par ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e et par
ordre croissant de leurs temps de traitement en cas d'�egalit�e des dates de
disponibilit�e ;

2- k := reste(n; b) ;
si k = 0
alors k := b
fsi ;

3- B1 := fT1; : : : ; Tkg ;
sb1 := rk ;
pb1 := pk ;

4- pour i := 2 �a dn=be
faire - Bi := fTk+(i�2)b+1; : : : ; Tk+(i�1)bg ;

- sbi := maxfrk+(i�1)b; sbi�1 + pbi�1g ;
- pbi := pk+(i�1)b ;

fait ;

5- La date de �n de traitement est �egale �a sbdn=be + pn ;

�n.

Th�eor�eme 8.4 L'algorithme LA1 r�esout le probl�eme B1=b; ri=Cmax avec ri " pi " en
O(nlogn).

Preuve. Ici toutes les tâches sont compatibles entre elles. La preuve est faite en trois
�etapes.

{ Supposons qu'il existe une solution B1; : : : ; Bi; Bi+1; : : : ; Bm (sans perte de g�en�e-
ralit�e, nous supposons que les tâches de chaque batch sont rang�ees dans l'ordre
croissant de leurs dates de disponibilit�e et dans l'ordre croissant de leurs temps
de traitement, et les batchs sont rang�es dans l'ordre croissant de leurs dates de
disponibilit�e (lemme 8.2)) avec Tk la derni�ere tâche du batch Bi, Tk0 la premi�ere
tâche du batch Bi+1, rk > rk0 (c.-�a-d. que les tâches ne sont pas rang�ees dans
l'ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e) et Tk00 la derni�ere tâche du batch
Bi+1. Notons par y la date de �n de traitement de cet ordonnancement.

Rangeons les tâches des deux batchs Bi et Bi+1 par ordre croissant de leurs dates
de disponibilit�e et par ordre croissant de leurs temps de traitement, et formons, �a
partir de cette solution, une nouvelle solution B1; : : : ; B

0
i; B

0
i+1; : : : ; Bm telle que

B0
i contient la premi�ere plus longue s�equence de tâches ne contenant pas les tâches

Tk et Tk00 et qui respecte la taille du batch, et B0
i+1 contient le reste des tâches.

Notons par y0 la date de �n de traitement de ordonnancement.
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Si rk < rk00 , nous avons rb0i � rbi et pb0i � pbi (car Tk 2 B0
i+1), et rb

0
i+1 = rbi+1 et

pb0i+1 = pbi+1 (car Tk00 2 B 0
i+1). Donc Cb

0
i+1 � Cbi+1.

Si rk = rk00 , nous avons rb0i � rbi et pb0i � minfpbi; pbi+1g , et rb0i+1 � rbi et
pb0i+1 � maxfpbi; pbi+1g (car Tk 2 B 0

i+1 et Tk00 2 B0
i+1). Donc Cb

0
i+1 � Cbi+1.

Ainsi, y0 est inf�erieure ou �egale �a y. Par cons�equent, il existe une solution opti-
male o�u les tâches sont rang�ees par ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e
et par ordre croissant de leurs temps de traitement.

{ Consid�erons une solution donn�ee par l'algorithme LA2 et soit m le nombre de
batchs de cette solution.

Si sbm = rn alors cette solution est optimale.

Si sbm > rn alors il existe une s�equence de batchs Bq; : : : ; Bm ordonnanc�es sans
interruption (c.-�a-d. Cbj = sbj+1 pour j = q; : : : ;m� 1) avec le batch Bq ordon-
nanc�e exactement �a la date rn�(m�q)b.

Bq = fTn�(m�q+1)b+1; : : : ; Tn�(m�q)bg ;
rbq = rn�(m�q)b ;
pbq = pn�(m�q)b ;

Bq+1 = fTn�(m�q)b+1; : : : ; Tn�(m�q�1)bg ;
rbq+1 = rn�(m�q�1)b ;
pbq+1 = pn�(m�q�1)b ;

...

Bm = fTn�b+1; : : : ; Tng ;
rbm = rn ;
pbm = pn ;

Comme sbq = rn�(m�q)b alors l'algorithme minimise la date de �n de traitement
de la tâche Tn�(m�q)b. Aussi, il minimise la date de �n de traitement de la tâche
Tn�(m�q�1)b (car dans le batch Bq il y a exactement b tâches et le temps de traite-
ment du batch Bq est �egal �a pn�(m�q)b). En proc�edant r�ecursivement, on montre
que l'algorithme minimise la date de �n de traitement de la tâche Tn.

{ Il est facile de voir que la complexit�e de l'algorithme est O(nlogn). �

Soit LA2 l'algorithme suivant bas�e sur le rangement des tâches :



CHAPITRE 8. GRAPHE COMPLET ET QUELQUES GRAPHES SP�ECIAUX 126

Algorithme LA2 ;
d�ebut

1- Ranger les tâches par ordre croissant de leurs temps de traitement ;

2- k := reste(n; b) ;
si k = 0
alors k := b
fsi ;

3- B1 := fT1; : : : ; Tkg ;
pb1 := pk ;

4- Pour i := 2 to dn=be
faire - Bi := fTk+(i�2)b+1; : : : ; Tk+(i�1)bg ;

- pbi := pk+(i�1)b ;
fait

5- Ordonnancer les batchs dans un ordre arbitraire et sans interruption ;

6- La date de �n de traitement est
dn=beP
i=1

pbi ;

�n.

Corollaire 8.5 L'algorithme LA2 r�esout le probl�eme B1=b=Cmax et en O(nlogn).

Preuve. Il est facile de voir que ce probl�eme est un cas particulier du probl�eme d�e�ni
dans le th�eor�eme 8.4 o�u les dates de disponibilit�e sont toutes nulles. Cet algorithme est
d�eduit de l'algorithme LA1. �

Pour ce probl�eme B1=b=Cmax, un algorithme similaire, bas�e sur l'ordre d�ecroissant des
temps de traitement, est donn�e dans [88].

8.3 Premier type de graphes sp�eciaux 3

Proposition 8.6 Une solution optimale B1; : : : ; Bm pour un probl�eme d'ordonnance-
ment par batch P o�u toutes les tâches sont compatibles entre elles ; est aussi optimale
pour le probl�eme d'ordonnancement par batch P' identique �a P contenant une graphe
de compatibilit�e G = (V;E) v�eri�ant : si (Ti; Tj) 2 Bk (sont ordonnanc�ees dans un
même batch) alors (i; j) 2 E.

Preuve. Supposons que cette solution n'est pas optimale pour le probl�eme d'ordon-
nancement par batch P'. Par cons�equent, il existe, pour le probl�eme P', une solution
B0
1; : : : ; B

0
m0 avec une dur�ee d'ordonnancement inf�erieure strictement �a Cbm. Comme

chaque paire de tâches dans chaque batch B0
i (1 � i � m0) sont compatibles, alors cette

3. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [28]
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nouvelle solution est, aussi, r�ealisable pour le probl�eme P et elle est meilleure. Ceci
contredit le fait que la solution B1; : : : ; Bm est optimale. Donc la solution B1; : : : ; Bm

est optimale pour le probl�eme P'. �

Notons par GK(n; b) le graphe G = (V;E) o�u V = f1; : : : ; ng et 8i 2 V le sous-graphe
induit par le sous-ensemble de sommets V 0 = fi; : : : ;minfi+ b� 1; ngg est une clique
(voir les exemples de la �gure 8.3).
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: GK(5; 4)

: GK(5; 3)

Fig. 8.3: Exemples de graphes de type GK(n; b).

Soit l'algorithme suivant :

Algorithme DPA5 ;
d�ebut

1- Renum�eroter les tâches de sorte que celles-ci soient rang�ees par ordre croissant
de leurs dates de disponibilit�e et par ordre d�ecroissant de leurs temps de trai-
tement en cas d'�egalit�e des dates de disponibilit�e et le graphe ainsi obtenu soit
de type GK(n,b) (Soit T1; : : : ; Tn cette s�equence) ;

2- Z0 := �1 ;

3- Pour j := 1 �a n
faire Zj := min

maxf0;j�bg�k<j
fmaxfZk; rjg+ pk+1g

fait ;

4- D�eterminer les batchs par retour arri�ere ;

5- La date de �n de traitement est Zn ;

�n.

Remarque 8.3 La notation "GK(n; b) ^ ri " pi #" indique qu'il existe une s�equence
ou une num�erotation (T1; : : : ; Tn) des tâches telle que ri � ri+1 et pi � pi+1 pour
i = 1; : : : ; n� 1 et le graphe de compatibilit�e ainsi obtenu est de type GK(n; b).
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Corollaire 8.7 L'algorithme DPA5 r�esout le probl�eme B1=GK(n; b); b; ri=Cmax avec
GK(n; b) ^ ri " pi # en maxfO(nb); O(nlogn)g.

Preuve. Comme les tâches de la solution optimale du probl�eme d�e�ni dans le th�eor�eme
8.3 sont rang�ees par ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e et par ordre d�ecrois-
sant de leurs temps de traitement, la capacit�e de la machine �a traitement par batch
est �egale �a b et les tâches de n'importe quel batch sont toutes compatibles entre elles.
Alors, par la propositions 8.6, la solution obtenue par l'algorithme DPA5 est optimale
pour ce probl�eme. Le nombre d'it�erations �a l'�etape i est �egal �a b, donc l'algorithme est
en maxfO(nb); O(nlogn)g. �

Exemple 8.3 Consid�erons l'ordonnancement de 4 tâche T1; T2; T3 et T4 sur une ma-
chine �a traitement par batch avec une capacit�e �egale �a 2. Les temps de traitement et
les dates de disponibilit�e sont donn�ees dans le tableau 8.3. Le graphe de compatibilit�e
est repr�esent�e par la �gure 8.4.

Ti T1 T2 T3 T4
ri 0 1 2 4
pi 3 1 1 1

Tab. 8.3: Les donn�ees de l'exemple 8.3.
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Fig. 8.4: Le graphe de compatibilit�e de l'exemple 8.3.

L'ex�ecution de l'algorithme donne :

1- Les tâches sont d�ej�a rang�ees par ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e
et par ordre d�ecroissant de leurs temps de traitement et le graphe est de type
GK(4,2) ;

2- Z0 = �1 ;
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3- Z1 = minfmaxf�1; 0g+ 3
(�)
gg = 3 ;

Z2 = minfmaxf�1; 1g+ 3;maxf3; 1g + 1gg = 4 ;
Z3 = minfmaxf3; 2g+ 1

(��)
;maxf4; 2) + 1g = 4 ;

Z4 = minfmaxf4; 4g+ 1;maxf4; 4g + 1
(���)

g = 5 ;

4- Les batchs sont d�etermin�es, par retour arri�ere, comme suit :

{ le premier batch est compos�e de la tâche T4 (voir (***)) ;

{ le second batch est compos�e des tâches T2 et T3 (voir (**)) ;

{ le troisi�eme batch est compos�e de la tâche T1 (voir (*)) ;

On obtient donc :
B1 = fT1g,
B2 = fT2; T3g et
B3 = fT4g ;

5- La date de �n de traitement de l'ordonnancement est Z4 = 5 ;

L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 8.5.

-
T1 T2; T3 T4

0 1 2 3 4 5 temps

Fig. 8.5: Ordonnancement optimal de l'exemple 8.3.

8.4 Second type de graphes sp�eciaux 4

Notons par GM(n; b) (voir les exemples de la �gure 8.6) le graphe G = (V;E) o�u :

{ V = f1; : : : ; ng,
{ le sous-graphe induit par le sous-ensemble de sommets f1; : : : ; kg (k = reste(n; b))
est une clique et

{ 8i 2 fk+1; k+1+ b; : : : ; k+1+ (reste(n; b)� 1)bg le sous-graphe induit par les
sommets V 0 = fi; i+ 1; : : : ; i+ b� 1g est une clique.

4. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [30]
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: GM(5; 3)

Fig. 8.6: Exemples de graphes de type GM(n; b).

Soit l'algorithme suivant :

Algorithme LA4 ;
d�ebut

1- Renum�eroter les tâches de sorte que celles-ci soient rang�ees par ordre croissant
de leurs dates de disponibilit�e et par ordre croissant de leurs temps de traite-
ment en cas d'�egalit�e des dates de disponibilit�e et le graphe ainsi obtenu soit
de type GM(n,b) (Soit T1; : : : ; Tn cette s�equence) ;

2- k := reste(n; b) ;
si k = 0
alors k := b
fsi ;

3- B1 := fT1; : : : ; Tkg ;
sb1 := rk ;
pb1 := pk ;

4- Pour i := 2 �a dn=be
faire - Bi := fTk+(i�2)b+1; : : : ; Tk+(i�1)bg ;

- sbi := maxfrk+(i�1)b; sbi�1 + pbi�1g ;
- pbi := pk+(i�1)b ;

fait ;

5- La date de �n de traitement est sbdn=be + pn ;

�n.

Remarque 8.4 La notation "GM(n; b) ^ ri " pi "" indique qu'il existe une s�equence
ou une num�erotation (T1; : : : ; Tn) des tâches telle que ri � ri+1 et pi � pi+1 pour
i = 1; : : : ; n� 1 et le graphe de compatibilit�e ainsi obtenu est de type GM(n; b).

Corollaire 8.8 L'algorithme LA4 r�esout le probl�eme B1=GM(n; b); b; ri=Cmax avec
GM(n; b) ^ ri " pi " en O(nlogn).
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Preuve. Comme les tâches de la solution optimale du probl�eme d�e�nie dans le th�eo-
r�eme 8.4 sont rang�ees par ordre croissant de leur dates de disponibilit�e et par ordre
croissant de leurs temps de traitement, la capacit�e de la machine �a traitement par
batch est �egale �a b et les tâches de chaque batch sont deux �a deux compatibles. Par la
proposition 8.6, la solution obtenue par l'algorithme LA4 est optimale pour ce probl�eme.
Le rangement des tâches s'ex�ecute en O(nlogn). �

Exemple 8.4 Nous disposons de 5 tâches T1; T2; T3; T4 et T5 �a ordonnancer sur une
machine �a traitement par batch avec une capacit�e �egale �a 2. Les temps de traitement
et les dates de disponibilit�e des tâches sont donn�ees dans le tableau 8.4. Le graphe de
compatibilit�e est repr�esent�e par la �gure 8.7.

Ti T1 T2 T3 T4 T5
ri 0 3 4 5 6
pi 2 2 3 3 4

Tab. 8.4: Les donn�es de l'exemple 8.4.
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Fig. 8.7: Le graphe de compatibilit�e de l'exemple 8.4.

L'ex�ecution de l'algorithme donne :

1- Les tâches sont d�ej�a rang�ees par ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e
et par ordre croissant de leurs temps de traitement et le graphe est de type
GM(5,2) ;

2- k = 1 ;

3- B1 = fT1g ; sb1 = 0 ; pb1 = 2 ;

4- B2 = fT2; T3g ; sb2 = 4 ; pb2 = 3 ;
B3 = fT4; T5g ; sb3 = 7 ; pb3 = 4 ;
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5- La date de �n de traitement est �egale �a 11 ;

L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 8.8.

-
T1 T2; T3 T4,T5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 temps

Fig. 8.8: Ordonnancement optimal de l'exemple 8.4.

Soit l'algorithme suivant :

Algorithme LA5 ;
D�ebut

1- Renum�eroter les tâches de sorte que celles-ci soient rang�ees par ordre croissant
de leurs temps de traitement et le graphe ainsi obtenu soit de type GM(n,b)
(Soit T1; : : : ; Tn cette s�equence) ;

2- k := reste(n; b) ;
Si k = 0
alors k := b
fsi ;

3- B1 := fT1; : : : ; Tkg ;
pb1 := pk ;

4- Pour i := 2 �a dn=be
faire - Bi := fTk+(i�2)b+1; : : : ; Tk+(i�1)bg ;

- pbi := pk+(i�1)b ;
fait ;

5- Ordonnancer les batchs dans un ordre arbitraire ;

6- La date de �n de traitement est �egale �a sbdn=be + pn ;

�n.

Remarque 8.5 La notation "GM(n; b) ^ pi "" indique qu'il existe une s�equence ou
une num�erotation (T1; : : : ; Tn) des tâches telle que pi � pi+1 pour i = 1; : : : ; n� 1 et le
graphe de compatibilit�e ainsi obtenu est de type GM(n; b).

Corollaire 8.9 L'algorithme LA5 r�esout le probl�eme B1=GM(n; b); b=Cmax avec la
condition GM(n; b) ^ pi " en O(nlogn).
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Preuve. Comme les tâches de la solution optimale du probl�eme B1=b=Cmax sont
rang�ees par ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e, la capacit�e de la machine �a
traitement par batch est �egale �a b et les tâches de chaque batch sont deux �a deux com-
patibles. Par la proposition 8.6, la solution obtenue par l'algorithme LA5 est optimale
pour ce probl�eme. Le rangement des tâches s'ex�ecute en O(nlogn). �

Exemple 8.5 Nous avons 5 tâches T1; T2; T3; T4 et T5 �a ordonnancer sur une machine
�a traitement par batch avec une capacit�e �egale �a 2. Les temps de traitement des tâches
sont donn�ees dans le tableau 8.5. Le graphe compatibilit�e est repr�esent�e par la �gure
8.9.

Ti T1 T2 T3 T4 T5
pi 2 2 3 3 4

Tab. 8.5: Temps de traitement des tâches de l'exemple 8.5.
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Fig. 8.9: Le graphe de compatibilit�e de l'exemple 8.5.

L'ex�ecution de l'algorithme donne :

1- Les tâches sont d�ej�a rang�ees par ordre croissant de leurs temps de traitement
et le graphe est de type GM(5,2) ;

2- k = 1 ;

3- B1 = fT1g ; pb1 = 2 ;

4- B2 = fT2; T3g ; pb2 = 3 ;
B3 = fT4; T5g ; pb3 = 4 ;

5- la date de �n de traitement de l'ordonnancement est �egale �a 9 ;
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L'ordonnancement optimal est repr�esent�e par la �gure 8.10.

-
T1; T2 T3; T4 T5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 temps

Fig. 8.10: Ordonnancement optimal de l'exemple 8.5.



Chapitre 9

R�esolution et exp�erimentations

num�eriques

Nous avons montr�e dans les chapitres pr�ec�edents que le probl�eme g�en�eral et nombreuses
sous-probl�emes particuliers sont NP-di�ciles dont certains au sens fort, l'existence
d'algorithmes polynomiaux semble, donc, peu r�ealiste et ceci nous pousse �a consid�erer
d'autres m�ethodes de r�esolution.

Pour r�esoudre ces probl�emes, nous pr�esentons, dans ce chapitre, des m�ethodes exactes
(par s�eparation et �evaluation) dont le temps de calcul est, �evidemment, exponentiel, ce
qui explique qu'elles ne sont utilisables que sur des probl�emes de petites tailles. Pour
les probl�emes de grandes tailles, les m�ethodes exactes ne sont plus envisageables, de
par leur temps de calcul. Il est donc n�ecessaire dans ce cas, d'utiliser des m�ethodes
approch�ees (heuristiques) qui donnent des solutions, certes, pas toujours optimales,
mais obtenues rapidement. Ces solutions peuvent ensuite servir de solutions initiales
pour les m�ethodes par s�eparation et �evaluation ou des m�ethodes am�elioratrices. Notons
que les m�ethodes approch�ees sont largement utilis�ees pour appr�ehender ce genre de
probl�emes. Les deux m�ethodes, exactes et heuristiques, sont bas�ees sur le rangement
des tâches.

En�n, les m�ethodes propos�ees dans ce chapitre sont test�ees et compar�ees sur des ins-
tances g�en�er�ees al�eatoirement. Les r�esultats num�eriques obtenus sont donn�es sous forme
de tableaux.
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9.1 Probl�eme B1=G = (V;E); b � n; pi = p=Cmax
1

Dans ce paragraphe, nous proposons des algorithmes exacts et des heuristiques pour
r�esoudre ce probl�eme.

Soient :

{ C : la cardinalit�e d'un couplage maximum dans le graphe de compatibilit�e G =
(V;E).

{ �(G) : le degr�e minimum du graphe G.

{ �(G) : le degr�e maximum du graphe G.

Proposition 9.1 Cmax � (n�maxf�(G); Cg):p

Preuve. Ce probl�eme est �equivalent au probl�eme de la partition minimum en cliques
du graphe de compatibilit�e G. Or, un graphe G admet une partition en k cliques
si et seulement si le graphe compl�ementaire de G admet une partition en k stables
et un graphe G admet une partition en k stables si et seulement si il admet une k
coloration. Donc, le nombre de batchs est inf�erieur ou �egal �a 
(G) o�u 
(G) est le
nombre chromatique du graphe compl�ementaire de G. Or, 
(G) � �(G) + 1 [8] et
�(G) + �(G) = n � 1. Donc, le nombre de batchs est inf�erieur ou �egale �a n � �(G).
Comme le nombre de batchs obtenu par le couplage maximumest C+(n�2C) = n�C,
on obtient : Cmax � (n�maxf�(G); Cg):p �

Remarque 9.1 L'in�egalit�e pr�ec�edente est serr�ee.

Preuve. Consid�erons le graphe de comptabilit�e G = (V;E) o�u jV j = 2n et E =
f(i; i+ n) pour i = 1 : : : ng. Il est clair que :

{ La date de �n de traitement est �egale �a np et

{ (2n �maxf�(G); Cg)p = (2n �maxf1; ng)p = np. �

1. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [27]
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9.1.1 Heuristiques

Consid�erons des heuristiques, bas�ees sur le rangement des tâches.

Soit l'heuristique H11 suivante :

Algorithme H11 ;
d�ebut
1- Ranger les tâches (soit T1; : : : ; Tn) ;

2- h := 1 ; B1 := fT1g ;
3- Pour i := 2 �a n faire
si il existe un batch (soit Bj) tel que toutes les tâches de ce batch soient

compatibles avec la tâche Ti
alors Bj := Bj [ fTig
sinon h := h+ 1 ; Bh := fTig
�nsi
fait

�n.

D�e�nition 9.1 On appelle nombre de compatibilit�e d'une tâche Ti, le nombre de tâches
compatibles avec elle.

L'heuristique ci-dessus a �et�e test�ee avec plusieurs types de proc�edures de tri, citons :

1. Ordre croissant des nombres de compatibilit�e des tâches.

2. Ordre d�ecroissant des nombres de compatibilit�e des tâches.

3. Ordre al�eatoire.

4. T1 est la tâche ayant le plus petit nombre de compatibilit�e.
Tk (k = 2; : : : ; n) est la tâche ayant le plus petit nombre de compatibilit�e dans
l'ensemble des tâches T n fT1; : : : ; Tk�1g.

5. T1 est la tâche ayant le plus grand nombre de compatibilit�e.
Tk (k = 2; : : : ; n) est la tâche ayant le plus grand nombre de compatibilit�e dans
l'ensemble des tâches T n fT1; : : : ; Tk�1g.

6. T1 est la tâche ayant le plus petit nombre de compatibilit�e.
Tk (k = 2; : : : ; n) est la tâche ayant le plus petit nombre de compatibilit�e dans
l'ensemble des tâches fT1; : : : ; Tk�1g.
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7. T1 est la tâche ayant le plus grand nombre de compatibilit�e.
Tk (k = 2; : : : ; n) est la tâche ayant le plus grand nombre de compatibilit�e dans
l'ensemble des tâches fT1; : : : ; Tk�1g.

Nous avons remarqu�e que le tri num�ero 6 donne de tr�es bons r�esultats.

Algorithme Tri6 ;
d�ebut

1- O1 est la tâche qui a moins de tâches compatibles ;

2- T := T n fO1g ;
3- L := fO1g ; (L est un ensemble ordonn�e, i est l'ordre de la tâche Oi)

4- Pour j := 2 �a n� 1 faire

{ Pour chaque tâche Ti de T , calculer le nombre de tâches de L compatibles
avec Ti (soit Coi) ;

{ Soit Oj la tâche de T telle que Coj est minimal ;

{ T := T n fOjg ;
{ L := L [ fOjg ;

fait ;

5- L := L [ T ;

�n.

Proposition 9.2 L'algorithme Tri6 est en O(n2).

Preuve. Pour d�eterminer O1 , il faut n tests (en supposant que le nombre de com-
patibilit�e de chaque tâche est d�ej�a calcul�e). Pour impl�ementer cet algorithme, prenons
comme structure de donn�ees une table T [i; j] o�u i est l'indice de la tâche Ti. T [i; 1] est
un compteur indiquant le nombre de tâches compatibles avec la tâche Ti et T [i; 2] est
un pointeur qui pointe sur une liste châ�n�ee des tâches compatibles avec la tâche Ti. A
chaque it�eration j de la boucle, il faut au maximum n op�erations pour d�eterminer la
tâche Oj et au maximum n op�erations pour la mise �a jour de la table T (mettre 0 �a
la case T [1; j] et d�ecr�ementer de 1 toutes les cases T [i; 2] des tâches de L compatibles
avec une tâche Ti de T . Le nombre d'op�erations est donc born�e par O(n2). �

Proposition 9.3 L'algorithme H11 est en O(n2).

Preuve. L'algorithme tri6 est en O(n2). A chaque it�eration i de la boucle, le nombre
de tâches d�ej�a a�ect�ees �etant i�1 ; donc, pour d�eterminer si la tâche Ti peut appartenir
�a un batch, il faut faire (dans le pire des cas) i� 1 tests. Ainsi, le nombre total de test

est borne par
nP
i=2

i� 1 = n(n�1)
2

. �
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Nous avons remarqu�e aussi que les r�esultats obtenus seront meilleurs si nous consid�erons
le tri6 en premi�ere priorit�e et le tri1 en seconde priorit�e ; c.-�a-d. en cas d'�egalit�e dans
le premier tri, on consid�erera le second.

Remarque 9.2 Si on utilise le tri num�ero 1, qui est en O(nlogn), l'heuristique H11
sera en O(n2).

Cette heuristique a �et�e am�elior�ee en faisant des permutations al�eatoires entre les tâches
et pour chaque permutation, calculer une valeur approch�ee ; et apr�es n permutations
prendre le minimum.

Algorithme H12 ;
d�ebut

1- min:=1 ;

2- Pour i := 1 �a n faire

{ g�en�erer al�eatoirement deux nombres k et l (1 � k; l � n) ;

{ permuter les deux tâches Tk et Tl ;

{ calculer une valeur approch�ee (val) par l'heuristique H11 ;

{ si val < min
alors min:=val ; sauvegarder la solution
�nsi

fait

�n.

Remarque 9.3 L'heuristique H12 est en O(n3).

Preuve. Evident, car l'heuristique H11 est utilis�ee n fois. �

9.1.2 M�ethodes exactes

Soient les variables

xir =

(
1 si la tâche Ti appartient au batch Br

0 sinon

pour i = 1; :::; n et r = 1; :::; k.
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et soient

aij =

(
1 si les tâches Ti et Tj sont compatibles
0 sinon

pour i = 1; :::; n et j = 1; :::; n avec i 6= j

Le probl�eme se formule de la mani�ere suivante :

min k p (9.1)

xir + xjr � aij � 1 i = 1::n; j = 1::n; i 6= j et r = 1::k (9.2)
kX

r=1

xir = 1 i = 1::n (9.3)

xir 2 f0; 1g i = 1::n et r = 1::k (9.4)

La premi�ere contrainte indique que deux tâches incompatibles ne peuvent pas appar-
tenir au même batch. La seconde contrainte indique que chaque tâche doit appartenir
�a un et un seul batch. La fonction objectif montre qu'il su�t de minimiser le nombre
de batchs (c.-�a-d. k).

Une solution r�ealisable de ce programme est en fait une partition du graphe de compa-
tibilit�e G en cliques, qui est aussi une partition d'un ensemble �a n �el�ements. Ainsi, une
partition d'un ensemble �a n �el�ements, dont les �el�ements repr�esentent les sommets du
graphe de compatibilit�eG o�u chaque partie forme une clique, est une solution r�ealisable
de ce probl�eme.

Partant de cette id�ee, nous construisons un algorithme �enum�eratif de type branch and
bound dont le principe est le suivant : En d�emarrant avec une solution initiale de s
batchs (soit obtenue par heuristique, soit estim�ee par la proposition 9.1) l'algorithme
prend les tâches une �a une (dans un certain ordre) et les a�ectent aux batchs en
construisant toutes les solutions r�ealisables possibles, et de ce fait il parcourt toute
l'arborescence des solutions r�ealisables. Si a un sommet donn�e de l'arborescence, toutes
les tâches sont a�ect�ees (ou on est sur un n�ud terminal) alors si le nombre de batchs de
cette solution est inf�erieur strictement �a s, la meilleure solution trouv�ee sera remplac�ee
par cette nouvelle solution. Et si sur un n�ud quelconque de l'arborescence, le nombre
de batchs obtenu est sup�erieur ou �egal �a s alors ce n�ud est st�erilis�e, car on ne peut
obtenir une solution dont le nombre de batchs est inf�erieur strictement �a s �a partir
de ce n�ud. L'algorithme construit une arborescence en la parcourant en profondeur
d'abord. Si le graphe est complet et si on ne consid�ere pas la st�erilisation alors les n�uds
terminaux de l'arborescence sont les di��erentes partitions possibles d'un ensemble �a
n �el�ements. Le nombre de n�uds terminaux est donc tr�es inf�erieur au nombre de
partitions d'un ensemble �a n �el�ements qui est �egal au nombre de Bell Bn.
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Algorithme OPT ;

Proc�edure initialisation ;
d�ebut
- Ranger les tâches (soit T1; : : : ; Tn) ;
- s:=solution de l'heuristique H12 (ou la borne de la proposition 9.1) ;
- k:=0 ;
�n ;

Proc�edure optimale(B1; : : : ; Bk; i) ;
d�ebut si i > n (toutes les tâches sont a�ect�ees)

alors si k < s
alors s := k et sauvegarder la solution courante
�nsi

sinon si k < s
alors - pour j := 1 �a k faire

si la tâche Ti peut être traiter dans le batch Bj

alors - Bj := Bj [ fTig ;
- optimale(B1; : : : ; Bk; i+ 1) ;
- Bj := Bj n fTig ;

fsi
fait ;

- Bk+1 := Ti ; (cr�eer un nouveau batch Bk+1)
- optimale(B1; : : : ; Bk+1; i+ 1) ;

�nsi
�nsi

�n ;

d�ebut
- initialisation ;
- optimale(pas de batchs(k=0),1) ;
�n.

Nous avons remarqu�e que si nous consid�erons l'algorithme tri6 pour ranger les tâches,
nous obtenons de meilleurs temps de r�eponses, cela vient du fait que la st�erilisation
de sommets n'est pas tr�es profonde ; on a pu r�esoudre des probl�emes �a 100 tâches en
quelques minutes sur un terminal d'une station de travail UNIX.

Dans le tableau 9.2 sont indiqu�es les di��erents tests r�ealis�es sur les instances du tableau
9.1. On remarquera que l'heuristique H12 am�eliore la solution donn�ee par l'heuristique
H11 dans presque 47% des cas o�u la solution n'est pas optimale. Pour les probl�emes de
petite taille les solutions donn�ees par l'heuristiqueH12 sont presque toujours optimales.
Pour les probl�emes de grande taille les solutions donn�ees par l'heuristique H12 ne sont
pas tr�es �eloign�ees de la solution optimale.
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Instance Nombre Nombre Densit�e
de tâches d'arêtes (%)

1 5 5 50,00
2 10 30 66,67
3 15 68 64,76
4 20 134 70,53
5 25 214 71,33
6 30 288 66,21
7 35 363 61,01
8 40 544 69,74
9 45 598 60,40
10 50 717 58,53
11 55 917 61,75
12 60 1166 65,88
13 65 1247 59,95
14 70 1328 54,99
15 75 1632 58,81
16 80 2103 66,55
17 85 2085 58,40
18 90 2493 62,25
19 95 2711 60,72
20 100 2863 57,84

Tab. 9.1: Les 20 di��erentes instances des di��erents tests. Les graphes sont g�en�er�es
al�eatoirement, cr�eant les arêtes uniform�ement entre les paires de tâches. Les temps de
traitement sont tous �egaux �a 1 ou variables. Dans ce dernier cas, les di��erentes valeurs
utilis�ees sont g�en�er�ees al�eatoirement et uniform�ement entre 1 et 10.
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Instance H11+tri6 H12 Solution Nombre Dur�ee
optimale de n�uds (sec.)

1 2 2a 2 3 <1
2 3 3a 3 4 <1
3 4 4a 4 5 <1
4 4 4a 4 13 <1
5 5 5a 5 154 <1
6 7 6a;b 6 240 <1
7 8 8 7 132 <1
8 7 7 6 126 <1
9 9 8a;b 8 11 <1
10 10 10 9 1356 <1
11 11 10b 9 1494 <1
12 11 9a;b 9 2422 <1
13 12 12 11 489 <1
14 13 13 11 135577 5
15 14 13b 12 309861 14
16 12 12 10 66086 2
17 15 14b 12 686311 31
18 13 13 12 3217 <1
19 16 15b 13 303441 15
20 16 16 15 4582470 273

Tab. 9.2: Tests du probl�eme B1=G = (V;E); b � n; pi = 1=Cmax.

a : La solution obtenue est optimale.

b : La solution a �et�e am�elior�ee.
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9.2 Probl�eme B1=G = (V;E); b; pi = p=Cmax
2

Proposition 9.4 Nous avons
l
n
b

m
p � Cmax � (n� C)p

Preuve. Le nombre de batchs obtenu par le couplage maximum est C + (n � 2C) =

n�C, donc Cmax � (n�C)p. Comme le nombre de batchs est sup�erieur ou �egal �a
l
n
b

m
alors Cmax �

l
n
b

m
p. �

Remarque 9.4 L'in�egalit�e pr�ec�edente est serr�ee.

Preuve. Consid�erons le probl�eme d'ordonnancement suivant :

{ Le nombre de tâches est �egale �a 2n.

{ Le graphe de comptabilit�e G = (V;E) est tel que E = f(i; i + n) pour i =
1; : : : ; ng.

{ b = n.

Il est clair que :

{ La date de �n de traitement est �egale �a np,

{ (2n �C)p = (2n� n)p = np et

{
l
2n
n

m
p = np . �

Les algorithmes utilis�es sont les mêmes que ceux du paragraphe pr�ec�edent, auxquels il
faut ajouter un test pour que la taille d'un batch ne d�epasse pas b (Appelons H21 et
H22 ces deux heuristiques).

Le tableau 9.3 r�esume les r�esultats des di��erents tests r�ealis�es sur les instances du
tableau 9.1. On pourra remarquer que l'heuristique H22 am�eliore la solution donn�ee
par l'heuristique H21 dans presque 50% des cas o�u la solution n'est pas optimale.
Pour les probl�emes de petite taille les solutions donn�ees par l'heuristique H22 sont
presque toujours optimales. Pour les probl�emes de grande taille les solutions donn�ees
par l'heuristique H22 ne sont pas tr�es �eloign�ees de la solution optimale.

Aussi nous avons remarqu�e que si nous consid�erons l'algorithme tri6 pour ranger
les tâches, nous obtenons de meilleurs temps de r�eponses, cela vient du fait que la
st�erilisation des sommets n'est pas tr�es profonde ; on a pu r�esoudre des probl�emes �a
100 tâches en quelques minutes sur un terminal d'une station de travail UNIX.

2. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [27]
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Instance b H21+tri6 H22 Solution Nombre Dur�ee
optimale de n�uds (sec.)

1 2 3 3a 3 8 <1
2 3 4 4a 4 23 <1
3 3 5 5a 5 56 <1
4 4 5 5a 5 116 <1
5 4 7 7a 7 53956 1
6 4 8 8a 8 114086 2
7 4 10 9a;b 9 163311 4
8 6 8 7a;b 7 9795 <1
9 6 9 8a;b 8 11 <1
10 6 10 10 9 44970 1
11 7 11 10b 9 128064 4
12 7 11 9a;b 9 2408 <1
13 7 12 12 11 481 <1
14 8 13 13 12 13074271 601
15 8 14 14 12 149697 7
16 8 12 12 11 11944883 481
17 9 15 14b 12 4462441 238
18 9 13 13 12 9224 <1
19 9 16 15b 13 293800 16
20 10 16 16 15 3998189 260

Tab. 9.3: Tests du probl�eme B1=G = (V;E); b; pi = p=Cmax.

a : La solution obtenue est optimale.

b : La solution a �et�e am�elior�ee.
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9.3 Probl�eme B1=G = (V;E); b � n=Cmax
3

Proposition 9.5 Cmax �
n�maxf�(G);CgP

i=1
pi avec p1 � p2 � : : : � pn.

Preuve.Comme la date de �n de traitement de l'ordonnancement optimal est inf�erieure
ou �egale �a la date de �n de traitement de toute solution r�ealisable, elle est donc inf�erieure
ou �egale �a la solution obtenue par la partition minimumen cliques des sommets (tâches)

du graphe G = (V;E) qui, elle-même, est inf�erieure ou �egale �a
kP
i=1

pi (en supposant que

le graphe G = (V;E) admet une partition en k cliques). Or, d'apr�es la proposition 9.1,
k � n�maxf�(G); Cg. �

Remarque 9.5 L'in�egalit�e pr�ec�edente est serr�ee.

Preuve. Consid�erons le probl�eme d'ordonnancement d�e�ni comme suit :

{ Le nombre de tâches est �egal �a 2n.

{ Le graphe de comptabilit�e G = (V;E) est tel que E = f(i; i + n) pour i =
1; : : : ; ng.

{ pi = 1 pour i = 1; : : : ; 2n (tous les temps de traitement des tâches sont identiques
et �egaux �a 1).

Il est clair que :

{ La date de �n de traitement de l'ensemble des tâches est �egale �a n (c.-�a-d.
Cmax = n), et

{
2n�maxf�(G);CgP

i=1
pi =

nP
i=1

1 = n �

Les algorithmes (heuristiques et exacts) utilis�es pour le probl�eme de ce paragraphe sont
les mêmes que ceux utilis�es pour le probl�eme d�e�ni au paragraphe 9.1, sauf qu'il faut
remplacer, dans la proc�edure optimale, le test k < s par d < s o�u d est la dur�ee d'une
solution partielle et s la dur�ee de la meilleure solution trouv�ee ; et calculer avant le
premier appel de la proc�edure optimale, dans la boucle pour, la nouvelle valeur de d
comme suit :

3. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [27]
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si pi > pbj
alors - d := d + pi � pbj ;

- pbj := pi ;
�nsi

o�u pbj est le temps de traitement du batch Bj, c.-�a-d. le plus long temps de traitement
des tâches a�ect�ees �a Bj.

et avant le second appel, ajouter :

pbk+1 := pi ; d := d+ pi.

Les nouveaux param�etres de la proc�edure optimale sont donc :

B1; : : : ; Bk, pb1; : : : ; pbk, d et i.

Le premier appel de la proc�edure optimale, dans la proc�edure optimale, est :

Optimale(B1; : : : ; Bk; pb1; : : : ; pbk; d; i+ 1)

et le second appel est :

Optimale(B1; : : : ; Bk+1; pb1; : : : ; pbk+1; d; i+ 1).

Apr�es plusieurs tests, nous avons remarqu�e que le tri qui donne de meilleurs r�esultats
pour les deux m�ethodes propos�ees (l'heuristique et l'algorithme optimal) est : ranger
les tâches par ordre d�ecroissant de leurs temps de traitement et en cas d'�egalit�e choisir
la tâche qui a moins de tâches compatibles avec les tâches d�ej�a rang�ees (Appelons H31
et H32 ces deux heuristiques).

Les r�esultats des di��erents tests r�ealis�es sur les di��erentes instances du tableau 9.1 sont
r�esum�ees et indiqu�es dans le tableau 9.4 ci-dessous. On remarquera que l'heuristique
H32 am�eliore la solution donn�ee par l'heuristique H31 dans presque 61% des cas o�u la
solution n'est pas optimale ou bien la solution optimale n'est pas encore connue. Pour
les probl�emes de petite taille les solutions donn�ees par l'heuristique H32 sont presque
toujours optimales. Pour les probl�emes de grande taille la solution obtenue par l'heu-
ristique H32 n'est pas tr�es �eloign�ee de la solution obtenue par la proc�edure optimale.
Au-del�a de 50 tâches, le temps d'ex�ecution (d�epassant une heure sur un terminal d'une
station de travail UNIX) de la proc�edure optimale ne nous a pas permis de calculer
la solution optimale ; cela ne nous a pas empêch�e d'utiliser cette proc�edure pour avoir
une bonne solution approch�ee en l'arrêtant apr�es une certaine dur�ee d'ex�ecution qui
d�epasse une heure dans tous les cas.
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Instance H31 H32 Proc�edure Nombre Dur�ee
optimale de n�uds (sec.)

1 16 16a 16 3 <1
2 19 19a 19 52 <1
3 33 29b 26 75 <1
4 31 28b 26 148 <1
5 48 38b 37 8450 <1
6 46 46 43 33475 <1
7 61 61 53 1759563 51
8 46 44b 40 363333 11
9 60 59b 55 307963419 9686
10 74 74 66 109544350 3557
11 90 85b 83c - -
12 79 79 72c - -
13 90 90 90c - -
14 103 102b 96c - -
15 101 101 97c - -
16 97 94b 94c - -
17 121 117b 115c - -
18 115 114b 114c - -
19 107 105b 105c - -
20 139 139 139c - -

Tab. 9.4: Tests du probl�eme B1=G = (V;E); b � n=Cmax.

a : La solution obtenue est optimale.

b : La solution a �et�e am�elior�ee.

c : Cette solution a �et�e obtenue par arrêt de la proc�edure apr�es une heure
d'ex�ecution (elle n'est pas forc�ement optimale).
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9.4 Probl�eme B1=G = (V;E); b=Cmax
4

Proposition 9.6
dnb eP
i=1

p1+(i�1)b � Cmax �
n�CP
i=1

pi. avec p1 � p2 � : : : � pn.

Preuve. Comme la dur�ee totale de l'ordonnancement optimale est inf�erieure ou �egale
�a la dur�ee totale de toute solution r�ealisable, elle est donc inf�erieure ou �egale �a la dur�ee
totale de la solution obtenue par le couplage de poids maximum qui, elle-même, est

inf�erieure ou �egale �a
n�CP
i=1

pi. D'o�u, Cmax �
n�CP
i=1

pi. Aussi, la dur�ee totale de l'ordonnan-

cement est sup�erieure ou �egale �a la dur�ee totale de la solution du probl�eme B1=b=Cmax

qui est �egale �a
d nb eP
i=1

p1+(i�1)b. �

Remarque 9.6 L'in�egalit�e pr�ec�edente est serr�ee.

Preuve. Consid�erons le probl�eme d'ordonnancement suivant : le nombre de tâches est
�egale �a 2n, le graphe de comptabilit�e G = (V;E) est tel que E = f(i; i+ n) pour i =
1; : : : ; ng, pi = 1 pour i = 1; : : : ; 2n et b = 2.

Il est clair que : Cmax = n,
2n�nP
i=1

pi =
nP
i=1

1 = n et
d 2n

n eP
i=1

p1+(i�1)b = n �

Les algorithmes (heuristiques et exacts) utilis�es pour le probl�eme de ce paragraphe
sont les mêmes, que ceux utilis�es pour le probl�eme du paragraphe pr�ec�edent, auxquels
il faut ajouter un test pour que la taille d'un batch ne d�epasse pas b (Appelons H41 et
H42 ces deux heuristiques).

Dans le tableau 9.5 sont r�esum�es les r�esultats des di��erents tests r�ealis�es sur les
di��erentes instances du tableau 9.1. On pourra remarquer que l'heuristique H42 am�e-
liore la solution donn�ee par l'heuristique H41 dans presque 72% des cas o�u la solu-
tion n'est pas optimale ou bien la solution optimale n'est pas encore connue. Pour
les probl�emes de petite taille les solutions donn�ees par l'heuristique H42 sont presque
toujours optimales. Pour les probl�emes de grande taille la solution obtenue par l'heu-
ristique H42 n'est pas tr�es �eloign�ee de la solution obtenue par la proc�edure optimale.
Au-del�a de 50 tâches, le temps d'ex�ecution (d�epassant une heure sur un terminal d'une
station de travail UNIX) de la proc�edure optimale ne nous a pas permis de calculer
la solution optimale ; cela ne nous a pas empêch�e d'utiliser cette proc�edure pour avoir
une bonne solution approch�ee en arrêtant son ex�ecution apr�es une certaine dur�ee.

4. Les r�esultats de ce paragraphe sont publi�es dans [27]
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Instance b H41 H42 Proc�edure Nombre Dur�ee
optimale de n�uds (sec.)

1 2 20 20a 20 8 <1
2 3 29 27a;b 27 37 <1
3 3 37 34a;b 34 198 <1
4 4 31 30a;b 30 205 <1
5 4 46 42a;b 42 1407 <1
6 4 58 57b 56 79545 2
7 4 64 64a 64 197053 7
8 6 46 45b 44 337676 12
9 6 65 61a;b 61 78749730 3011
10 6 74 74 73 68564099 2934
11 7 90 89b 83c - -
12 7 80 80 73c - -
13 7 90 90 90c - -
14 8 103 102b 96c - -
15 8 101 101 97c - -
16 8 98 96b 96c - -
17 9 121 117b 115c - -
18 9 115 114b 114c - -
19 9 107 105b 105c - -
20 10 139 139 139c - -

Tab. 9.5: Test du probl�eme B1=G = (V;E); b=Cmax.

a : La solution obtenue est optimale.

b : La solution a �et�e am�elior�ee.

c : Cette solution a �et�e obtenue par arrêt de la proc�edure apr�es une heure
d'ex�ecution (elle n'est pas forc�ement optimale).
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9.5 Probl�eme B1=G = (V;E); b � n; ri; pi = p=Cmax

En utilisant le même raisonnement que celui du lemme 8.2, on montre qu'il existe
une solution optimale o�u les dates de disponibilit�e rbi des batchs sont rang�ees suivant
l'ordre croissant. Il su�t donc de ranger les tâches par ordre croissant de leurs dates de
disponibilit�e et en cas d'�egalit�e, on prendra la tâche qui a moins de tâches compatibles
avec les tâches d�ej�a rang�ees.

Les algorithmes utilis�es sont les mêmes que ceux du paragraphe 9.1, sauf qu'il faut
remplacer, dans la proc�edure optimale, le test k < s par d < s o�u d est la dur�ee d'une
solution partielle et s la dur�ee de la meilleure solution trouv�ee. Ensuite, calculer avant
chaque appel de la proc�edure optimale la nouvelle valeur de d comme suit :

{ d := rb1 + p ;

{ pour i := 2 �a k
faire si d < rbi

alors d := rbi + p
sinon d := d+ p
�nsi

fait

(Appelons H51 et H52 ces deux heuristiques).

Les nouveaux param�etres de la proc�edure optimale sont donc :

B1; : : : ; Bk, rb1; : : : ; rbk, d et i.

Le premier appel de la proc�edure optimale, dans la proc�edure optimale, est :

optimale(B1; : : : ; Bk; rb1; : : : ; rbk; d; i+ 1)

et le second appel est :

optimale(B1; : : : ; Bk+1; rb1; : : : ; rbk+1; d; i+ 1).

Dans le tableau 9.6, sont donn�es les di��erents tests r�ealis�es sur les instances du tableau
9.1. On remarquera que l'heuristique H52 am�eliore la solution donn�ee par l'heuristique
H51 dans presque 47% des cas o�u la solution n'est pas optimale ou bien la solution
optimale n'est pas encore connue. pour les probl�emes de petite taille, les solutions
donn�ees par l'heuristique H52 sont presque toujours optimales. Pour les probl�emes de
grande taille la solution obtenue par l'heuristique H52 n'est pas tr�es �eloign�ee de la
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solution obtenue par la proc�edure optimale. Au-del�a de 80 tâches, le temps d'ex�ecution
(d�epassant une heure sur un terminal d'une station de travail UNIX) de la proc�edure
optimale ne nous a pas permis de calculer la solution optimale ; cela ne nous a pas
empêch�e d'utiliser cette proc�edure pour avoir une bonne solution approch�ee en arrêtant
celle-ci apr�es une certaine dur�ee d'ex�ecution.

9.6 Probl�eme B1=G = (V;E); b; ri; pi = p=Cmax

Les algorithmes utilis�es pour ce probl�eme sont les mêmes que ceux pr�esent�es au para-
graphe pr�ec�edent 9.5, auxquels il faut ajouter, bien sûr, un test pour que la taille d'un
batch ne d�epasse pas la valeur b qui est la capacit�e de la machine �a traitement par
batch (Appelons H61 et H62 ces deux heuristiques).

Les di��erents tests r�ealis�es sur les di��erentes instances du tableau 9.1 sont r�esum�es
dans le tableau 9.7 de la page suivante. On pourra remarquer que l'heuristique H62
am�eliore la solution obtenue par l'heuristique H61 dans presque 62% des cas o�u la
solution n'est pas optimale ou bien la solution optimale n'est pas encore connue. Pour
les probl�emes de petite taille les solutions obtenues par l'heuristique H62 sont presque
toujours optimales. Pour les probl�emes de grande taille la solution obtenue par l'heu-
ristique H62 n'est pas tr�es �eloign�ee de la solution obtenue par la proc�edure optimale.
Au-del�a de 80 tâches, le temps d'ex�ecution (d�epassant une heure sur un terminal d'une
station de travail UNIX) de la proc�edure optimale ne nous a pas permis de calculer
la solution optimale ; cela ne nous a pas empêch�e d'utiliser cette proc�edure pour avoir
une bonne solution approch�ee en l'arrêtant apr�es une certaine dur�ee d'ex�ecution qui
peut d�epass�ee une heure.

Notons que dans le cas d'un graphe biparti, une heuristique avec un rapport de perfor-
mance inf�erieur ou �egal �a 1 + minfjS1j;jS2 jg

maxfjS1j;jS2jg
est donn�ee au paragraphe 6.3. De plus cette

borne de performance est atteinte pour certains exemples et est dans le mauvais cas
�egale �a 2. Cette heiristique peut se g�en�eraliser au cas o�u les temps de traitement des
tâches ne sont pas tous identiques.

Remarquons que, pour un graphe biparti, la taille maximale d'un batch est �egale �a
2, c'est-�a-dire que toutes les contraintes sur la capacit�e de la machine �a traitement
par batch se ram�enent au cas b = 2. Cette heuristique peut donc remplacer les deux
heuristiques H61 et H62. Seulement, aucun test de comparaison n'a �et�e r�ealis�e entre
cette heuristique et les heuristiques H61 et H62, �evidemment dans le cas d'un graphe
biparti.

D'autres heuristiques ou algorithmes exacts peuvent aussi être propos�es pour un graphe
biparti ou pour d'autres types de graphes et feront certainement l'objet d'autres pu-
blications ou d'autres th�eses. Les tests de comparaison seront dans ce cas plus que
n�ecessaire.
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Instance H51 H52 Proc�edure Nombre Dur�ee
optimale de n�uds (sec.)

1 22 22a 22 2 <1
2 30 30a 30 2 <1
3 23 23a 23 2 <1
4 22 22a 22 2 <1
5 21 21a 21 2 <1
6 26 26 25 79 <1
7 42 42a 42 2 <1
8 46 46 46 42 <1
9 46 45b 45 3 <1
10 42 42 41 174 <1
11 46 46 45 904 <1
12 46 46 45 181 <1
13 56 56 48 1441436 78
14 57 54b 51 14774 <1
15 49 49 48 28560857 1893
16 51 49b 44 1037768 56
17 57 54b 52c - -
18 56 56 53c - -
19 60 59b 55c - -
20 70 63b 63c - -

Tab. 9.6: Test du probl�eme B1=G = (V;E); b � n; ri; pi = p=Cmax.

a : La solution obtenue est optimale.

b : La solution a �et�e am�elior�ee.

c : Cette solution a �et�e obtenue par arrêt de la proc�edure apr�es une heure
d'ex�ecution (elle n'est pas forc�ement optimale).
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Instance b H61 H62 Proc�edure Nombre Dur�ee
optimale de n�uds (sec.)

1 2 22 22a 22 2 <1
2 3 30 30a 30 2 <1
3 3 23 23a 23 2 <1
4 4 22 22a 22 2 <1
5 4 26 24a;b 24 348 <1
6 4 30 30 29 9042 <1
7 4 43 43a 43 380 <1
8 6 46 46a 46 42 <1
9 6 46 45a;b 45 3 <1
10 6 42 42 41 52243 3
11 7 49 49 45 21571 <1
12 7 46 46 45 176 <1
13 7 56 56 48 359437 22
14 8 57 54b 51 12687 <1
15 8 51 50b 48 1873960 161
16 8 52 49b 44 912744 56
17 9 57 54b 52c - -
18 9 56 56 53c - -
19 9 60 59b 54c - -
20 10 70 63b 63c - -

Tab. 9.7: Test du probl�eme B1=G = (V;E); b; ri; pi = p=Cmax.

a : La solution obtenue est optimale.

b : La solution a �et�e am�elior�ee.

c : Cette solution a �et�e obtenue par arrêt de la proc�edure apr�es une heure
d'ex�ecution (elle n'est pas forc�ement optimale).
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9.7 Probl�eme B1=G = (V;E); b � n; ri=Cmax

Comme il existe une solution optimale o�u les dates de disponibilit�e rbi des batchs sont
rang�ees suivant l'ordre croissant (lemme 8.2). Alors il su�t de ranger les tâches par
ordre croissant de leurs dates de disponibilit�e et en cas d'�egalit�e, on prendra la tâche
qui a moins de tâches compatibles avec les tâches d�ej�a rang�ees.

Les algorithmes utilis�es sont les mêmes que ceux du paragraphe 9.3, sauf que la valeur
de d se calcule, avant chaque appel de la proc�edure optimale, de la mani�ere suivante :

{ d := rb1 + pb1 ;

{ pour i := 2 �a k
faire si d < rbi

alors d := rbi + pbi
sinon d := d+ pbi
�nsi

fait

(Appelons H71 et H72 ces deux heuristiques).

Les nouveaux param�etres de la proc�edure optimale sont donc :

B1; : : : ; Bk, rb1; : : : ; rbk, pb1; : : : ; pbk, d et i.

Le premier appel de la proc�edure optimale, dans la proc�edure optimale, est :

optimale(B1; : : : ; Bk; rb1; : : : ; rbk; pb1; : : : ; pbk; d; i+ 1)

et le second appel est :

optimale(B1; : : : ; Bk+1; rb1; : : : ; rbk+1; pb1; : : : ; pbk+1; d; i+ 1).

Dans le tableau 9.8 sont indiqu�es les di��erents tests r�ealis�es sur les instances du tableau
9.1. On remarquera que l'heuristique H72 am�eliore la solution donn�ee par l'heuristique
H71 dans presque 45% des cas o�u la solution n'est pas optimale ou bien la solution
optimale n'est pas encore connue. Pour les probl�emes de petite taille les solutions
donn�ees par l'heuristique H72 sont presque toujours optimales. Pour les probl�emes de
grande taille la solution obtenue par l'heuristique H72 n'est pas tr�es �eloign�ee de la
solution obtenue par la proc�edure optimale. Au-del�a de 45 tâches, le temps d'ex�ecution
(d�epassant une heure sur un terminal d'une station de travail UNIX) de la proc�edure
optimale ne nous a pas permis de calculer la solution optimale ; cela ne nous a pas
empêch�e d'utiliser cette proc�edure pour avoir une bonne solution approch�ee en arrêtant
son ex�ecution apr�es une certaine dur�ee.
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Instance H71 H72 Proc�edure Nombre Dur�ee
optimale de n�uds (sec.)

1 32 32a 32 5 <1
2 35 35a 35 28 <1
3 40 40 37 2405 <1
4 37 37 33 285 <1
5 46 46 43 159507 5
6 54 54 50 3414104 129
7 81 81 67 926611 33
8 70 68b 66 4739859 157
9 82 82 72 5600226 260
10 96 92b 80c - -
11 107 107 99c - -
12 95 95 90c - -
13 128 128 128c - -
14 135 129b 124c - -
15 126 123b 121c - -
16 118 115b 114c - -
17 158 142b 142c - -
18 153 153 147c - -
19 152 136b 136c - -
20 170 162b 162c - -

Tab. 9.8: Test du probl�eme B1=G = (V;E); b � n; ri=Cmax.

a : La solution obtenue est optimale.

b : La solution a �et�e am�elior�ee.

c : Cette solution a �et�e obtenue par arrêt de la proc�edure apr�es une heure
d'ex�ecution (elle n'est pas forc�ement optimale).
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9.8 Probl�eme B1=G = (V;E); b; ri=Cmax

Les algorithmes utilis�es pour ce probl�eme sont les mêmes que ceux du paragraphe
pr�ec�edent, auxquels il faut ajouter un test pour que la taille d'un batch ne d�epasse pas
b (Appelons H81 et H82 ces deux heuristiques).

Les di��erents tests r�ealis�es sur les di��erentes instance du tableau 9.1 sont donn�es dans
le tableau 9.9. On pourra remarquer que l'heuristique H82 am�eliore la solution donn�ee
par l'heuristique H81 dans presque 73% des cas o�u la solution n'est pas optimale ou
bien la solution optimale n'est pas encore connue. Pour les probl�emes de petite taille
les solutions donn�ees par l'heuristique H82 sont presque toujours optimales. Pour les
probl�emes de grande taille la solution obtenue par l'heuristique H82 n'est pas tr�es
�eloign�ee de la solution obtenue par la proc�edure optimale. Au-del�a de 45 tâches, le
temps d'ex�ecution (d�epassant une heure sur un terminal d'une station de travail UNIX)
de la proc�edure optimale ne nous a pas permis de calculer la solution optimale ; cela ne
nous a pas empêch�e d'utiliser cette proc�edure pour avoir une bonne solution approch�ee
en arrêtant celle-ci apr�es une certaine dur�ee d'ex�ecution.
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Instance b H81 H82 Proc�edure Nombre Dur�ee
optimale de n�uds (sec.)

1 2 32 32a 32 5 <1
2 3 40 40 39 41 <1
3 3 47 47 45 792 <1
4 4 43 38a;b 38 1137 <1
5 4 62 60a;b 60 303885 13
6 4 76 76 72 2246221 109
7 4 87 81a;b 81 267252 14
8 6 70 68b 67 1861624 77
9 6 91 91 79 21049790 1169
10 6 98 95b 90c - -
11 7 116 114b 106c - -
12 7 111 109b 95c - -
13 7 128 128 122c - -
14 8 135 129b 124c - -
15 8 131 130b 129c - -
16 8 122 120b 117c - -
17 9 158 142b 142c - -
18 9 153 153 147c - -
19 9 155 138b 138c - -
20 10 170 163b 162c - -

Tab. 9.9: Test du probl�eme B1=G = (V;E); b; ri=Cmax.

a : La solution obtenue est optimale.

b : La solution a �et�e am�elior�ee.

c : Cette solution a �et�e obtenue par arrêt de la proc�edure apr�es une heure
d'ex�ecution (elle n'est pas forc�ement optimale).



Conclusion

L'ordonnancement par batchs est une extension r�ecente de l'ordonnancement classique
o�u une machine ne peut traiter qu'une seule tâche �a la fois. Il s'int�eresse �a l'ordonnan-
cement d'un groupe (ou lot) de tâches qui doivent être trait�ees simultan�ement. Dans
ce cas, les tâches d'un même batch doivent être compatibles. Cet aspect de compatibi-
lit�e de tâches a �et�e longuement ignor�e, ce qui nous a amen�e �a introduire cette notion
formelle de "graphe de compatibilit�e" �a l'ordonnancement par batchs. La compatibilit�e
entre les tâches est donc repr�esent�ee par un graphe (appel�e graphe de compatibilit�e) o�u
les sommets repr�esentent les tâches et deux sommets sont reli�es, par une arête, si elles
(les tâches correspondantes) sont compatibles. Chaque batch contient uniquement les
tâches deux �a deux compatibles. Cette liaison entre la th�eorie de l'ordonnancement et
la th�eorie des graphes apparâ�t comme un aspect nouveau tr�es int�eressant.

Nous avons consid�er�e, dans cette th�ese, le probl�eme de l'ordonnancement d'un ensemble
de tâches ind�ependantes sur une machine �a traitement par batch en minimisant le temps
de �n de traitement, de l'ensemble des tâches, en pr�esence d'un graphe de compatibilit�e,
de temps de traitement et de dates de disponibilit�e pour les tâches. Des applications
concr�etes, directes ou indirectes, de ce probl�eme existent et sont actuellement �a l'�etude.

Le cas d'un graphe quelconque a �et�e �etudi�e et analys�e. Nous avons montr�e que dans le
cas o�u la capacit�e de la machine �a traitement par batch serait �egale �a 2, le probl�eme
est polynomial sans la pr�esence de dates de disponibilit�e. Ce probl�eme devient di�cile
d�es que la capacit�e devient sup�erieure ou �egale �a 3 (même avec la capacit�e illimit�ee).

Aussi, nous avons �etudi�e et analys�e plusieurs types de graphes comme les graphes
scind�es, les graphes bipartis, les compl�ementaires de graphes bipartis, les graphes com-
plets, etc. Pour ces types particuliers de graphes, nous avons �etabli la di�cult�e du
probl�eme dans le cas o�u la capacit�e de la machine �a traitement par batch serait �egale �a
2 dans le cas dynamique, �a 3 dans le cas statique ou �a l'in�nie. N�eanmoins, nous avons
montrer qu'il est possible de trouver des algorithmes polynomiaux exacts pour r�esoudre
quelques probl�emes particuliers dont certains paraissent, a premi�ere vue, di�ciles.
Ainsi, nous avons pr�esent�e plusieurs algorithmes polynomiaux exacts pour r�esoudre
de nombreux sous-probl�emes polynomiaux.

Pour r�esoudre le probl�eme dans le cas g�en�eral (c'est-�a-dire lorsque le graphe de com-
patibilit�e est quelconque), nous avons pr�esent�e des m�ethodes exactes (par s�eparation
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et �evaluation) dont le temps de calcul est, �evidemment, exponentiel, ce qui explique
qu'elles sont utilisables que sur des probl�emes de petites tailles. Pour les probl�emes
de grandes tailles, nous avons propos�e des m�ethodes approch�ees (heuristiques) qui
donnent des solutions, certes, pas toujours optimales, mais obtenues rapidement. Les
deux m�ethodes, exactes et heuristiques, sont bas�ees sur le rangement des tâches. Ces
di��erentes m�ethodes ont �et�e test�ees et compar�ees sur des instances g�en�er�ees al�eatoire-
ment.

Dans les tableaux C.1 et C.2 des pages suivantes sont donn�es les principaux types de
probl�emes �etudi�es et leurs complexit�es.

Etant donn�e la di�cult�e et la complexit�e du probl�eme g�en�eral, nous pensons que les
algorithmes propos�es (heuristiques et exacts) sont tr�es e�caces. Les di��erents algo-
rithmes ont �et�e pr�esent�es d'une mani�ere simple et facilement compr�ehensible a�n qu'ils
soient faciles �a mettre en �uvre.

Les dur�ees d'ex�ecution des algorithmes exacts non polynomiaux, dans le cas g�en�eral, ne
sont pas absolues (temps CPU), car les programmes ont �et�e ex�ecut�es sur un ordinateur
multitâches o�u plusieurs processus s'ex�ecutent simultan�ement. Nous avons remarqu�e
que, dans la majorit�e des cas, lors de l'ex�ecution de la proc�edure optimale, la solution de
d�epart s'am�eliore au d�ebut et change que rarement par la suite. De ce fait, les solutions
obtenues par arrêt de la proc�edure optimale apr�es une certaine dur�ee d'ex�ecution, ont
une grande chance d'être optimales, ce qui fournit une tr�es bonne m�ethode approch�ee.

Beaucoup de probl�emes ont �et�e �etudi�es dans cette th�ese, certains sont di�ciles, d'autre
sont faciles (au sens complexit�e) et beaucoup d'algorithmes ont �et�e pr�esent�es, n�ean-
moins il reste beaucoup de choses �a faire : am�eliorer les algorithmes existants, �etudier
d'autres sous-probl�emes, proposer d'autres approches de r�esolution, etc.

Les r�esultats obtenus ouvrent la voie �a de nouvelles pistes de recherches tr�es int�eres-
santes :

1- Etendre ce travail �a d'autres types de graphes.

2- Etendre ce travail �a d'autres crit�eres d'optimalit�e comme la somme des dates
de �n de traitement (pond�er�ee ou non).

3- D�evelopper des m�etaheuristiques comme la recherche taboue, les algorithmes
g�en�etiques ou le recuit simul�e.

4- Consid�erer, pour les tâches, des dates �echues et utiliser des crit�eres d'optimalit�e
comme le retard maximum, somme des retards, nombre de tâches en retard,. . .

5- etc.
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Probl�eme Algorithmes Paragraphe
propos�es

B1=G = (V;E); b = k; pi = 1=Cmax (k � 3) 4.1.1.1
B1=G = (V;E); b = 2; ri; pi = 1=Cmax 4.1.1.2
B1=G = (V;E); b � n; pi = 1=Cmax 4.1.2
B1=Hn1 +Kn2 ; b; rH = 0; rK = 1; pi = 1=Cmax 4.1.3
avec n2 � n1

3 et n1 � 3
B1=G(K1

b ; : : : ;K
s
b ); b; ri; pi = 1=Cmax 4.1.4

(le graphe G admet une partition
minimum en cliques)

B1=G = (S;K;E); b = k=Cmax (k � 3) 5.1.1
B1=G = (S;K;E); b = k; ri; pi = 1=Cmax (k � 2) 5.1.2
B1=G = (S1; S2;E); b = 2; ri; pi = 1=Cmax 6.1
B1=G = (S1; S2;E); b = 2; ri; pi = p=Cmax H 6.3
B1=G = (K1;K2;E); b � n; ri; pi = 1=Cmax 7.1
B1=G = (V;E); b � n; pi = p=Cmax B & B , H 9.1
B1=G = (V;E); b; pi = p=Cmax B & B , H 9.2
B1=G = (V;E); b � n=Cmax B & B , H 9.3
B1=G = (V;E); b=Cmax B & B , H 9.4
B1=G = (V;E); b � n; ri; pi = p=Cmax B & B , H 9.5
B1=G = (V;E); b; ri; pi = p=Cmax B & B , H 9.6
B1=G = (V;E); b � n; ri=Cmax B & B , H 9.7
B1=G = (V;E); b; ri=Cmax B & B , H 9.8

TAB C.1: R�esum�e des principaux probl�emes di�ciles.

B&B : S�eparation et �evaluation (Branch and Bound).

H : Heuristique.

; : aucun algorithme n'a �et�e propos�e.
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Probl�eme Complexit�e Para-
algorithmique graphe

B1=G = (V;E); b = 2=Cmax O(n3) 4.2
B1=G = (V;E); b = 2; pi = 1=Cmax O(n2:5) 4.2
B1=G = (V;E); b=Cmax o�u G est sans K3 O(n3) 4.2
B1=G = (V;E); b; pi = 1=Cmax o�u G est sans K3 O(n2:5) 4.2
B1=G = (V;E); b � n; pi = 1=Cmax

pour des graphes arc-circulaires O(n3) 3.4
pour des graphes triangul�es O(n2) 3.4
pour des graphes de comparabilit�e O(n3) 3.4

B1=G = (S;K;E); b; pi = 1=Cmax O(n3) 5.2.1.1
B1=G = (S;K;E); b � n; pi = 1=Cmax O(n) 5.2.1.2
B1=G = (S;K;E); b � n=Cmax avec O(n2logn) 5.2.1.2
pS = p et jfTj 2 K = (i; j) 2 E et pj > pgTi2Sj � 2
B1=G = (S;K;E); b; rS; rK = 0; pi = 1=Cmax O(n3log n

b
) 5.2.2

B1=G = (S;K;S�K); b; ri; pi = 1=Cmax O(nlogn) 5.2.2
B1=G = (S1; S2;E); b = 2; rS1 ; rS2 = 0; pi = 1=Cmax O(n2:5logn) 6.2
B1=G = (S1; S2;S1�S2); b = 2; ri; pi = 1=Cmax O(nlogn) 6.2
B1=G = (K1;K2;E); b � n; ri 2 f0; rg; pi = p=Cmax O(n2) 7.2
B1=b � n; ri=Cmax O(n2) 8.1
B1=b; ri=Cmax maxfO(nlogn); O(nb)g 8.2
avec ri " pi #
B1=b; ri=Cmax O(nlogn) 8.2
avec ri " pi "
B1=b=Cmax O(nlogn) 8.2
B1=GK(n; b); b; ri=Cmax maxfO(nlogn); O(nb)g 8.3
avec GK(n; b) ^ ri " pi #
B1=GM(n; b); b=Cmax O(nlogn) 8.4
avec GM(n; b) ^ pi "
B1=GM(n; b); b; ri=Cmax O(nlogn) 8.4
avec GM(n; b) ^ ri " pi "

TAB C.2: R�esum�e des principaux probl�emes polynomiaux.
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les tâches. (probl�emes di�ciles). Pr�epublication de l'Institut de Math�ematiques
(USTHB, Alger), 003, 1999.

[23] M. Boudhar and G. Finke. Etude de quelques probl�emes d'ordonnancement
sur des machines �a traitement par batchs avec des contraintes d'incompatibi-
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Résumé : Le travail présenté dans cette thèse, traite le problème de l'ordonnancement de tâches indépendantes 
sur des machines à traitement par batch en minimisant la date de fin de traitement (le makespan). Nous 
supposons qu'il existe une relation de compatibilité entre les tâches, où deux tâches sont dites compatibles si 
elles peuvent être traitées simultanément dans un même batch. Cette relation de compatibilité est représentée par 
un graphe G=(V,E) où V est l'ensemble des tâches et une paire de tâches est dans E si et seulement si ces 
dernières (tâches) sont compatibles. Nous considérons plusieurs cas possibles de graphes : graphe quelconque, 
graphe complet, graphe biparti, graphe scindé, complémentaire d'un graphe biparti, graphe spécial, etc. La 
capacité de la machine à traitement par batch peut être finie (elle ne peut traiter qu'un nombre fini de tâches à la 
fois) ou infinie (elle peut traiter un nombre illimité de tâches à la fois). Chaque tâche a un temps de traitement et 
une date de disponibilité qui sont des entiers naturels. Le temps de traitement d'un batch est égal au maximum 
des temps de traitement des tâches appartenant à celui-ci. Toutes les tâches d'un même batch commencent leur 
exécution à une même date et terminent leur exécution à une même date. L'interruption des tâches n'est pas 
autorisée. 
Nous commençons par donner une formulation mathématique de ce problème. Nous montrons que certains 
sous-problèmes sont difficiles à résoudre (NP-difficiles) et nous proposons plusieurs algorithmes polynomiaux 
exacts pour résoudre des sous-problèmes polynomiaux. Enfin, nous proposons des heuristiques et des algorith-
mes exacts de type Séparation et Evaluation pour résoudre le problème avec des expérimentations numériques. 
Cette nouvelle combinaison de l'ordonnancement par batchs et de graphes de compatibilité définis entre les 
tâches apparaît comme un concept nouveau et intéressant utilisant, à la fois, la théorie de l'ordonnancement et la 
théorie des graphes. 
 

Mots clés : Ordonnancement par batchs, machine à traitement par batch, graphe de compatibilité, date de fin de 
traitement, heuristique, séparation et évaluation. 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
Abstract: The work, presented in this thesis, deals with the problem of scheduling multiple independent jobs on 
batch processing machines in order to minimize the makespan (final completion time). We suppose that there 
exists a relation of compatibility between jobs, where two jobs are said to be compatible if they can be 
processed simultaneously in the same batch. This relation of compatibility is represented by a graph G=(V,E) 
where V is the set of jobs and any pair of jobs is in E if and only if they are compatible. We consider several 
possible cases of graphs: arbitrary graph, complete graph, bipartite graph, split graph, complementary of a 
bipartite graph, special graph, etc. The capacity of the batch processing machine is finite (it can process a finite 
number of jobs simultaneously) or infinite (it can process all jobs simultaneously). A job has a processing time 
and a release time that are assumed to be positive integers. The processing time of a batch is equal to the 
maximum processing time of any job assigned to it. All jobs in a batch start at a same date and finish at a same 
date. Preemption is not allowed. 
We begin with a mathematical formulation of this problem. We show that several subproblems are difficult 
(NP-hard). We propose certain exact polynomial algorithms to solve several polynomial subproblems. Then, we 
propose heuristics and exact algorithms of Branch and Bound variety to solve the problem with numerical 
experimentations. 
This new combination of batches scheduling with a compatibility graphs, defined between jobs, is an original 
contribution and appears to be a new and an interesting concept relating scheduling theory and graph theory. 
 

Keywords: batch scheduling, batch processing machine, compatibility graph, makespan, heuristic, branch and 
bound. 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 ملخص : تـتـنـاول هـذه الأطـروحة دراسة مسـألة تـرتيب الأعـمال المستـقـلة على آلـة المعالجة بالـدفعة بـتصغـير زمن نهاية المعالجة.
  نـفـرض وجـود عـلاقـة تلاؤم بين الأعـمال، حيث يقـال عـن عـمليـن أنهما متلائمان إذا أمكـن معالجتهما في آن واحـد في نفـس الـدفعة.
  علاقة التلاؤم هذه موضحة بالمنحـنى البـيـاني G=(V,E) حيث V يـمثـل مجموعة الأعـمال، و يكـون زوج من هـذه الأعـمال موجودا
  في E إذا و فقط إذا كانت هذه الأخيرة (الأعمال) متلائمة. نعـتبر عدة حالات محتملة للبيانات: بيان كيفي، بيان تام، بيان ثنائي الإنقسام،
  بيان مجزأ، متمم لبيان ثنائي الإنقـسام، بيان خاص، الخ. يمكـن لسعة آلـة المعالجة بالدفعة أن تـكـون محـدودة (لا يمكها معالجة إلا عـدد
  منتـه من الأعـمال في آن واحـد) أو غـير محـدودة (يمكها معالجة عـدد غـيـر منتـه من الأعـمال في آن واحد). لكـل عمل مدة معالجة و
  زمن توفر، و هما أعـداد طبيعية. مدة معالجة الدفعة تساوي أكـبر مدة معالجة للإعمال المنتمية إلى هـذه الدفعة. كـل الأعـمال من نـفـس

 الدفعة يبدأ تنفيذها في نفس الزمن وينتهي تنفيذها في نفس الزمن. ينبغي الإشارة إلى أنه لا يسمح قطع الأعمال.
 في البداية نعطي صيغة رياضية لهذه المسألة، نبرهن أن بعض المسائل الفرعية صعبة الحـل (NP- صعبة) و نقترح عدة خوارزميات
  حـدودية دقـيـقـة لحل المسائل الفرعية الحدودية. أخيرا نقترح خوارزميات تقريبية و خوارزميات دقـيـقـة من النوع تفرقة و تقويم لحـل

  المسألة مع تجارب عددية.
 هـذا النظام الجـديـد للترتيب بالدفعة و بيانات التلاؤم المعـرفة بين الأعـمال يظهـر كتصور جـديـد و مهم، يـسـتـعـمـل نظرية الترتيب و

  نظرية البيانات معا.
 

 الكلمات المفاتيح : الترتيب بالدفعة، آلة المعالجة بالدفعة، بيانات التلاؤم، زمن نهاية الترتيب، خوارزميات تقريبية، تفرقة و تقويم.
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