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Résumé

Le probleme de placement unidimensionnel occupe une place trés importante dans la classe
des problémes ae-complets qui constitue le noyau dur des problémes de I’optimisation
combinatoire. Une forte raison qui le rendait un centre d’attraction de plusieurs chercheurs et

par nous-mémes que nous le traitons dans cette these.

Le probléeme de placement s’énonce d’une maniére tres simple: il s’agit de ranger un
ensemble de piéces donné sous forme d’une liste L = {i : 1 <i < n} chacune de taille s (i) ;

i=1,... ndans un nombre minimum de boites toutes de taille 1.

Dans le cadre d’une variation de ce probléme nous présentons, en premier lieu, le probléme de
placement de taille uniforme sous la contrainte LIB : Largest Items at the Bottom qui a été
introduite par Manyem. Ensuite nous traitons le probléme de placement de taille variable
sous la contrainte Largest Items at the Bottom et ceci en analysant les résultats de
I’algorithme Next Fit using Largest bins only et enfin, nous developpons un nouvel

algorithme online dénommé Improved Best Fit .

En second lieu, nous traitons une généralisation de ce probléme introduite par nous-mémes,
appelée le probléeme de placement avec graphe de conflits en tolérant un seul conflit par
boite. Nous proposons un algorithme de résolution pour ce probleme qui est un hybride des
méthodes appropriées a la théorie des graphes et les heuristiques classiques du probléme de

placement.
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Introduction générale

La Recherche Opérationnelle est une technique récente, datant au plus de la seconde guerre
mondiale dont elle a été utilisée dans le domaine de la stratégie militaire ensuite elle a été

développée dans des domaines différents autres qu’industriel.

L’idée a retenir c’est que la Recherche Opérationnelle ne s’occupe pas des problemes dans
lesquels une solution de bon sens intervient tout naturellement. Son domaine réservé est celui
des situations dans lesquelles, pour une raison quelconque, le sens commun se réveéle faible ou

impuissant.

Tels sont :
a) les probléemes combinatoires
b) les domaines de I’aléatoire

c) les situations de concurrence.

Il est bien connu que I’homme envisage difficilement la multiplicité des combinaisons qui se
présentent, dans les moindres faits de la vie, lorsque plusieurs variables peuvent prendre,

chacune, des états différents.

Dans tous les probléemes fortement combinatoires, malheureusement, I’esprit humain ne peut
envisager le nombre astronomique des arrangements, permutations, combinaisons.

Il lui faut un fil d’Ariane s’il veut choisir, entre telle ou telle de ces dispositions, relativement
a un critére quelcongue, car, méme avec une puissante machine, le principe fondamental en

matiére combinatoire demeure d’éviter toute énumération.
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Les problémes sv-complets occupent une place trés privilégiée en Recherche Opérationnelle.
Leur importance se justifie, d'une part par la grande difficulté a les résoudre (on ne possede
pas a ce jour de solution algorithmique complete et efficace pour des instances de grande
taille), d'autre part par leurs nombreuses applications pratiques, (optimisation des

réseaux, les problémes de placement d'objets, I'ordonnancement, etc....)

Cette these porte sur I’étude du probleme de placement unidimensionnel. L'accent sera mis
sur l'aspect algorithmique. Ce document est divisé en cing grandes parties : une partie
introductive au contexte théorique dans lequel fait parti le probléme, deux parties sur la
présentation du probléme de placement et les différentes approches optées pour son résolution
et deux parties qui représentent notre contribution dans I’étude de deux extensions de ce
probléme et ceci a travers les analyses des résultats sur les comportements des différents

algorithmes qui permettront de conclure sur I'efficacité de chaque algorithme .

Le premier chapitre présente le contexte théorique dans lequel s’inscrit le probléeme du
placement. L’optimisation combinatoire qui fait en effet, I’objet de ce chapitre est abordée
d’une maniere explicite. Nous décrivons la problématique de I’optimisation combinatoire
sous ses différentes facettes comme la complexité des algorithmes, la théorie de la complexité

des problemes ainsi que leur classification.

Dans le second chapitre, la problématique du probleme de placement est présentée sous ses
différentes formulations. Nous parlons ensuite de sa A@complétude et exhibons ses

différentes variantes ainsi que quelques extensions.

Le troisieme chapitre est consacré aux méthodes de résolution du probléme de placement.
Différents algorithmes, sont exposés qu’ils soient exacts ou approchés. Pour ces deux
approches, de tres nombreuses variantes ont été développées. Nous nous contentons d’en

citer quelques unes.

Apres avoir decrit le probleme de placement d’une maniere assez suffisante, nous présentons

a partir du quatrieme chapitre notre contribution personnelle.
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Le chapitre quatre traite d’une variante du probleme de placement appelée « probleme de
placement sous la contrainte LIB » (Largest Items at the Bottom) qui a été introduite par

Manyem.

Nous présentons les travaux de Manyem, concernant I’analyse des deux algorithmes usuels :
Next Fit et First Fit pour la résolution du probléeme de placement sous la contrainte LIB de
taille uniforme. Nous évoquons ensuite une des perspectives proposées par Manyem : le
probleme de placement de taille variable sous la contrainte Largest Items at the Bottom, en
étudiant le comportement de I’algorithme Next Fit using Largest bins only (NFL). Nous

développons enfin un nouvel algorithme online dénommé Improved Best Fit.

Dans le cinquiéme et dernier chapitre, nous nous sommes intéressés a une autre extension du
probléme de placement nommée « probleme de placement avec graphe de conflits » (PPGC)
qui a été étudié pour la premiére fois par K. Jansen et S. Ohring. Nous énoncons le
probleme (PPGC) et exposer les différentes approches de résolution établies par les deux

auteurs.

Nous traitons une genéralisation de ce probleme ou on autorise I’existence d’un seul conflit
par boite appelée « probléme de placement avec graphe de conflits en tolérant un seul conflit
par boite ». Nous proposons un algorithme pour résoudre ce probléeme et qui dépend de la
recherche d’un couplage maximal dans le graphe de conflits initial, d’une coloration minimale
du graphe contracté et I’application d’un algorithme approché du probléme de placement sur

chaque ensemble de piéces ayant la méme couleur.



Chapitre 1

Genéralités sur I’optimisation combinatoire

1.1 Introduction

Notre but a travers ce chapitre, est de fournir au lecteur non averti les différentes notions de
base de I’optimisation combinatoire, dont fait partie notre theme de recherche en lui offrant

le bagage nécessaire a la compréhension de notre travail.

Nous décrivons la problématique de I’optimisation combinatoire, en abordant ses différentes
facettes : la complexité des algorithmes, la théorie de la complexité des problémes, les

problémes complets et les problemes av@- complets.

Nous terminons en présentant des méthodes générales de résolution des problémes wve-

complets, exactes et approchées.



Chapitre 1 Généralités sur I’optimisation combinatoire

1.2 Problématique de I’optimisation combinatoire

L’ optimisation combinatoire est le noyau fédérateur autour duquel s’est developpé I’essentiel
de I’activité de la Recherche Opérationnelle : elle se situe au carrefour de la Théorie des
graphes, de la Programmation mathématique et de I'Informatique théorique (algorithmique et
théorie de la complexité).

Si on décrypte les deux termes de « optimisation combinatoire », on en tirera que le premier
désigne la détermination d’un optimum d’une fonction qui sert a modéliser un choix optimal,
et le second représente la discipline des mathématiques concernée par les structures
" discrétes " ou " finies ". Citons quelques branches de cette discipline : la theéorie des graphes,

la combinatoire énumérative.
Donc, L' " Optimisation combinatoire ** consiste a :

Trouver le meilleur élément parmi un nombre fini de choix.
Autrement dit, minimiser une fonction, avec contraintes, sur un ensemble fini.

Définition 1.1 Une instance appelée parfois (cas, donnée,...) d’un probléme d’optimisation

combinatoire est défini par la donnée d’un ensemble fini S et d’une application f: S — IR.

Il s’agit de déterminer un élément s* dans S, tel que f (s*) < f (s), pour tout élément s de S.

(probléme de minimisation).

Définition 1.2 un probléme d’optimisation combinatoire est composé de I’ensemble de
toutes les instances de ce probléme.
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Définition 1.3 On associe a toute instance | d’un probleme (P), un nombre 7(1) qui mesure la
longueur des données de cette instance, appelé la taille de I’instance I. Elle représente la

quantité de mémoire pour la stocker.

1.3 Notions sur la complexité des algorithmes

1.3.1 Comment mesurer I’efficacité ?

La premiére idée qui vient a I’esprit pour évaluer et comparer des algorithmes consiste a les
programmer, puis mesurer leurs durées d’exécution. En fait, le temps de calcul est une mesure

imparfaite car elle dépend trop de la machine, du langage de programmation et des données.

On préfere en pratique compter le nombre d’opérations élémentaires de I’algorithme a
évaluer : ce nombre ne dépend ni de la machine, ni du langage, et peut s’évaluer sur le papier.
On I’appelle complexité de I’algorithme. Il s’agit d’un terme technique n’ayant rien a voir

avec la complexité de la structure ou la difficulté de la programmation !

Définition 1.4 La complexité d’un algorithme 2 de résolution d’un probléme d’optimisation

combinatoire (P) est une fonction C,,,(N), donnant le nombre minimum d’opérations

nécessaires a_4 pour resoudre la pire des instances de (P) de taille N.
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1.3.2 Bons et mauvais algorithmes

Une classification grossiére mais reconnue distingue les algorithmes polynomiaux (bons) des
autres dits exponentiels (mauvais). Les fondateurs de la théorie de la complexité Stephen
Cook [6] et Richard Karp [33] reconnaissent a Jack Edmonds [7] la premiére idée de la

caractérisation des algorithmes polynomiaux.

Définition 1.5 Un algorithme ,2 de résolution d’un probléme (P) est dit polynomial si pour

toute instance | de taille N de ce probleme, il existe un polynéme Q tel que : C, ,,(N) < Q(N).

Un algorithme est considéré comme efficace ou bon si, et seulement si, il est polynomial.

Des exemples de complexité polynomiale sont log n,n%°, n log n, n®...Une complexité
exponentielle peut étre une vrai exponentielle au sens mathématique (e", 2"), mais aussi des

fonctions comme n'", la fonction factorielle n'!, et n" qui ne peuvent étre majorées par un

polynéme.
Pour résoudre une instance d’un probléme d’optimisation combinatoire, il faut se méfier des

méthodes énumératives conduisant a examiner tous les cas possibles. Elles conduisent a des

algorithmes exponentiels.

Exemple. L’énumération des parties d’un ensemble de n éléments est de complexité 2".
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1.4  Problemes d’optimisation combinatoire

Définition 1.6 Un probléeme de reconnaissance (PR) consiste a chercher dans un ensemble
fini S s’il existe un élément s vérifiant une certaine propriété P. Il peut étre formulé par un

énonce et une question a réponse Oui- Non.

Il existe toujours un probléeme de reconnaissance associé a tout probléme d’optimisation
combinatoire

{Min f(s)

seS

qui est :

Pour un nombre entier k, existe-t-il un élément § S tel que f (§)<k ?

Remarque 1.1 Si le probléme de reconnaissance associé a un probleme d’optimisation
combinatoire est difficile, ce dernier I’est alors au moins autant. Car si on disposait d’un
algorithme efficace pour le probleme de reconnaissance, on pourrait I’utiliser pour résoudre le

probléme d’optimisation combinatoire, par dichotomie sur k.

1.4.1 Problémes combinatoires faciles et difficiles

Les problemes d’optimisation combinatoire posent un véritable défi a I’humanité. Les
techniques de I’analyse mathématique sont en effet inopérantes pour minimiser une fonction

sur un ensemble discret (fini).

Théoriquement, tout probléme d’optimisation combinatoire ou probléme de reconnaissance
peut toujours étre résolu par énumération compléte : on construit toutes les solutions de S

pour retenir la meilleure. Cette méthode se heurte au cardinal de S, qui est le plus souvent
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énorme. L’énumération compléte donne donc en général des algorithmes exponentiels,

inutilisables en pratique, sauf sur les tres petits cas.

On connait pour certains problémes des algorithmes efficaces (problémes faciles).
Malheureusement, pour d’autres problemes (difficiles), on n’a pas réussi a trouver
d’algorithmes polynomiaux . On ne dispose pour les résoudre que d’algorithmes exponentiels

qui sont des sortes d’énumération complete.

1.4.2 Exemples de problémes faciles et difficiles

Cette section donne des exemples classiques de problemes avec ou sans algorithmes

polynomiaux. Parmi les problémes faciles, on en trouve ceux de :

- Chemin de codt minimal.
e Données: G = (X, U, C), un graphe orienté évalugé, et deus sommets s et t de X.

e But : Trouver un chemin de codt minimal desat.

- Flot maximal.
e Données : Un réseau de transport G = (X, U, C, s, t). Il s’agit d’un graphe value
ou le poids Cij sur I’arc (i, j) désigne une capacité entiere, le sommet

s est appelé source et t le puits.

« But : Maximiser le débit du flot qui peut s’écouler dans le réseau entre s et

t. Le flot gij sur un arc (i, j) doit étre compris entre O et la capacité
Cij de I’arc. En chaque nceud, le flot doit étre conserve : la somme
des flots entrants doit étre égale a celle des flots sortants (lois de
Kirchhoff).



Chapitre 1 Généralités sur I’optimisation combinatoire

Parmi les problémes difficiles, on a :

- Stable maximal.
Soit un graphe simple G = (X, E). Un sous-ensemble de sommets S est un
ensemble stable s’il n’y a pas d’arétes entre deux sommets quelconques de S.
Le but est de trouver un stable de G de cardinal maximal.

- Clique maximale.
Dans un graphe simple G = (X, E). Un sous-ensemble de sommets Q est une
clique si toute paire de sommets de Q est reliée par une aréte.
Le probleme de la cliqgue maximale consiste a trouver une clique de G ayant le

Maximum de sommets.

1.5  Notions de théorie de la complexité

1.5.1 Lathéorie de la complexité

Certains problémes d’optimisation combinatoire disposent depuis longtemps d’algorithmes

polynomiaux, tandis que d’autres n’en ont toujours pas.

Existe-t-il réellement une classe de problémes combinatoires pour lesquelles on ne trouvera
jamais d’algorithmes polynomiaux, ou est- ce que les problémes difficiles ont en fait de tels

algorithmes, mais non encore découverts ?

On conjecture depuis longtemps I’existence d’une classe de problémes intrinsequement
difficiles.

La théorie de la complexité a été développée vers 1970 a travers les travaux de Stephen Cook
[6] et Richard Karp [33], pour répondre a cette question. Elle se heurte a d’énormes
difficultés théoriques et n’a pu obtenir pour I’instant que des résultats partiels.

Le principal résultat est que tous les probléemes difficiles sont liés: la découverte d’un
algorithme polynomial pour un seul d’entre-eux permettrait de déduire des algorithmes

polynomiaux pour tous les autres.
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A cause des difficultés rencontrées, la théorie de la complexité ne traite que des problémes de
reconnaissance, car leur formalisme a réponse Oui- Non, Vrai- Faux a permis de les étudier
avec les outils de la logique mathématique. Et comme tout probleme d’optimisation
combinatoire est au moins aussi difficile que son probléeme de reconnaissance associé, tout

résultat établissant la difficulté du second concernera a fortiori le premier.

1.5.2 Lesclasses de problemes ®et N

Définition 1.7 L’ensemble des problemes qui admettent des algorithmes polynomiaux forme

la classe @

La Théorie de la Complexité se concentre sur les problémes de reconnaissance qui ont une
importance pratique. Le critere de praticabilité retenu est de pouvoir vérifier en temps
polynomial une proposition de réponse Oui. Ce critéere est appelé parfois principe du
superviseur, d’ou la donnée de la premiere définition de la classe s : ayant trouvé que la
solution a un probléme de reconnaissance est Oui (par un algorithme polynomial ou pas),

peut-on en convaincre « facilement » (polynomialement), une tierce personne (le superviseur)

qui, elle, n’a pas cherché la solution ?

Le symbole v provient de ce que les problémes de cette classe sont ceux qui peuvent étre
résolus par une machine de Turing non déterministe en temps polynomial (Non determinist
Polynomial). Les algorithmes non déterministes different des algorithmes déterministes en ce

qu’ils ne peuvent étre mis en ceuvre sur ordinateur.

Définition 1.8 Un algorithme non déterministe est un algorithme contenant une instruction
« choix » qui, opérant sur un ensemble fini, choisit un élément, sans spécifier comment ce
choix est effectué. Il est caractérise par le fait que s’il existe une maniére (au moins)
d’effectuer le choix qui conduise a la réponse Oui, c’est suivant cette maniere que le choix est
fait.
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Par conséquent, sur le plan théorique, les algorithmes non déterministes permettent de

caractériser la classe ae:

Définition 1.9 Un probleme d’optimisation combinatoire est dit appartenir a La classe NP

s’il peut étre résolu en temps polynomial par un algorithme non déterministe.

Comme tout probleme de la classe @ posséde un algorithme polynomial pour sa résolution, on

en déduit que Pc NP.

1.5.3 Les problemes e - complets

Il s’agit des problémes les plus difficiles de la classe NP, « le noyau dur » en quelque sorte.

La notion de probleme NP- complet est basée sur celle de la réduction polynomiale.

Définition 1.10 Un probleme de reconnaissance (P1) se réduit polynomialement a un autre
(P2), s’il existe un algorithme pour (P1) qui fait appel a un algorithme de résolution de (P2) et
si cet algorithme de résolution de (P1) est polynomial lorsque la résolution de (P2) est

comptabilisée comme une opération élémentaire.

Définition 1.11  Un probleme N®- complet est un probléme de N® en lequel se réduit

polynomialement tout autre probleme de NP,

Remarque 1.2 On trouve souvent dans la littérature le terme « NP- difficile » qui differe du
terme « NP~ complet » : Un probléeme d’optimisation combinatoire est NP~ difficile si le

probléme de reconnaissance associé est V- complet.

Les problemes NP- complets représentent le noyau dur de NP, car si on trouvait un

algorithme polynomial 2 pour un seul probleme M- complet (X), on pourrait en déduire un
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autre pour tout autre probleme difficile (Y) de N®. En effet, ce dernier algorithme consisterait

a réduire polynomialement les données pour (Y) en données pour (X), puis a executer

I’algorithme pour (X).
Une question immédiate est de savoir si de tels problémes existent réellement dans NE.

Définition 1.12 Le probléme de satisfaisabilité est défini par la donnée d’un ensemble

X = {x1,X2,..., Xn } de variables booléennes et d’une expression booléenne
E=CiAaCin...ACm en termes de ces variables ou chaque « clause » Ci (i = 1, 2,..., m) est
une expression Ci = u1 v U2 v ..v Uk dont ujest I’une des variables xx complémentée ou
non. Le probleme consiste a chercher s’il existe une affectation des variables xk a 0 ou 1 telle

que E=1.

Le logicien Cook a montré en 1970 que le probléme de satisfaisabilité est NP —-complet : tout
autre probléeme de NV® peut s’y réduire polynomialement. Il existe donc bien au moins un

probléme dans cette classe. Depuis cette date, les chercheurs ont montré que la plupart des
problémes de reconnaissance associés aux problémes d’optimisation combinatoire sans

algorithmes polynomiaux connus sont en fait \P—complets.

1.5.4 Laconjecture ® # NP

La question cruciale de la Théorie de la Complexité est de savoir si les problemes NP —
complets peuvent étre résolus polynomialement, auquel cas @ = N®, ou bien si on ne leur
trouvera jamais d’algorithmes polynomiaux, auquel cas @ = N®. Cette question n’est pas
définitivement tranchée. Et comme des centaines de probléemes N® —complets résistent en
bloc a I’assaut des chercheurs, on conjecture aujourd’hui que ® # NP et la preuve définitive

nécessitera probablement I’invention de nouvelles mathématiques.

Un répertoire d’environ trois cents problémes peut étre trouvé dans le livre de Garey et

Johnson [14]. Si votre probléme est NP —-complet, il vaut mieux abandonner I’espoir de
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trouver un algorithme polynomial. Si vous trouverez un, ce qui est peu probable, vous

deviendrez célébre (a défaut de devenir riche) : vous aurez infirmé la conjecture @ = NP!

Mais, comment résoudre ce genre de problémes ?
En pratique, on « résout » le probléme en tirant parti :
e De la taille des données. L’énumération compléte peut étre valable sur de petits cas.

¢ De la « complexité moyenne ». Un algorithme exponentiel sur son pire cas peut étre assez

rapide en moyenne (comme I’algorithme du simplexe en programmation linéaire).

e Des méthodes diminuant le combinatoire. Il s’agit des méthodes arborescentes et de la
programmation dynamique, sortes de méthodes d’énumération intelligentes. Ces méthodes

sont actuellement les plus efficaces pour résoudre optimalement des problemes N®- difficiles

de taille moyenne.

e Des méthodes heuristiques. Ces méthodes donnent des solutions avec plus ou moins de
garantie de leur qualité et elles s’évertuent a trouver une solution possible parmi un ensemble

de solutions.

1.6 Les heuristiques

Définition 1.13 Une heuristique de résolution d’un probleme (P), est un algorithme donnant
une solution réalisable avec plus ou moins de garantie de sa qualité. Ainsi, il est tout a fait
possible qu’un algorithme de ce type donne une solution trés éloignée de la solution optimale
comme il est possible qu’il donne la meilleure solution. Ces algorithmes donc s’évertuent a

trouver une solution possible parmi un ensemble de solutions.

Définition 1.14 Un algorithme est approximatif ou approché de la résolution d’un probleme
(P) lorsqu’il donne une solution s’approchant de la solution desirée (optimale). On doit

évidemment connaitre la valeur réelle de cette solution ou du moins, on peut garantir un
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certain degré de précision. Il a donc la double capacité de donner une solution réalisable au
probléme et son évaluation par rapport & I’optimum.

Il faut noter que les deux types d’algorithmes ne sont pas étanches. Pour certains sous-
ensembles d’instances d’une classe de problemes, un algorithme heuristique peut devenir
approximatif.

Le plus souvent dans la littérature, on omettra cette nuance en utilisant carrément le terme

heuristique dans la mesure ou :

e Elle est de complexité raisonnable (idéalement polynomiale).

e Elle fournit le plus souvent une solution proche de I’optimum.

e La probabilité d’obtenir une solution de mauvaise qualité est faible.

e Elle est simple a mettre en ceuvre.

1.6.1 Evaluation des heuristiques

Le probléme de I’évaluation des heuristiques est crucial. Les heuristiques n’offrent aucune
garantie d’optimalité : elles peuvent trouver I’optimum pour certaines instances, ou en étre
tres éloignées. Supposons qu’on étudie un probléme combinatoire pour lequel on dispose
déja d’une méthode exacte (optimale) de référence. Pour une heuristique H et une instance I,

on note H(l) le codt de la solution heuristique et OPT(I) le colt optimal.

H(1)

Définition 1.15 On appelle performance relative de H sur | le quotient : Ru (1) = oPT(1)

Pour un probléeme de minimisation, Rn(1)>1. La performance relative peut étre bornée a

priori ou étre imprévisible et constatée a posteriori, c’est-a-dire aprés I’exécution de

I’algorithme.
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1.6.1.1. Evaluation a priori (Performance relative au pire)

Définition 1.16 On appelle performance relative au pire des cas (worst case performance
ratio) Pn d’une heuristiqgue H, sa plus mauvaise performance relative sur I’ensemble de

toutes les instances possibles : Pu = Maxi[Ru(1)] .

Il s’agit d’une garantie de performance, qu’on obtient mathématiquement par analyse
théorique de H, et non par des statistiques ou par énumération des instances possibles. Les
démonstrations se font souvent en deux temps : on borne Ru(I) pour toute instance |, puis on
construit une instance montrant que ce pire des cas peut étre effectivement atteint.

Ce genre de résultats est en général difficile a obtenir, et on n’en connait que pour quelques
heuristiques. Heureusement, les pires écarts a I’optimum sont souvent obtenus sur des
problémes théoriques construits expres : les heuristiques peuvent étre trés bonnes en moyenne

sur des problemes pratiques.

1.6.1.2. Evaluation a posteriori

a) Bornes inférieures de I’optimum

Le plus souvent, on ne sait pas établir mathématiquement le comportement au pire des
cas. On ne peut alors évaluer les résultats qu’aprés exécution de I’heuristique H. Pour
évaluer le résultat pour une instance donnée I, on peut calculer le ratio de performance

relative Ru(l)a condition de connaitre I’optimum qui n’est pas calculable en une durée

acceptable pour les problémes de grande taille. On peut cependant obtenir une évaluation

moins serrée si on dispose d’une évaluation par défaut (minorant) B(I) pour OPT(l).

Alors : Ru(l) = H () <H(|)
' OPT(1) ~ B(l) "

On peut toujours trouver des bornes inférieures, méme grossiéres, de I’optimum OPT(I).
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b) Evaluation statistique

On est souvent contraint a cette extrémité pour les grands problemes réels. L évaluation la
plus rudimentaire consiste a comparer nos solutions heuristiques avec celles des méthodes
actuelles (informatisées ou manuelles). Toute amélioration relative est économiquement
intéressante. Méme si on connait la performance relative au pire des cas, cette derniére
peut étre trés mauvaise, ou atteinte seulement sur des cas pathologiques. Et I’heuristique

peut étre bonne en moyenne ce qui recommande une évaluation statistique.

1.6.2. Les types d’heuristiques

1.6.2.1 Heuristiques gloutonnes « greedy »

Les algorithmes gloutons sont caractérisés par deux idees :
- Ce type d’algorithmes ne revient jamais en arriere, de la leur nom ; ils sont gloutons.
- L’examen des données dans un ordre prédéfini afin de construire une solution de

maniére incrémentale.

Il existe fréqguemment un « bon ordre » des éléments d’une instance I, qui garantit que
I’heuristique gloutonne donnera la solution optimale. Mais ce n’est pas toujours le cas :
les algorithmes gloutons donnent la solution optimale si I’ensemble des solutions posséde une

structure de matroide [46], [36].

Définition 1.17 Etant donnés un ensemble fini E et une famille F de parties de E, si
l. OeF
2.1 eF=>VvVicl,le®

Alors, le systeme (E, F) est appelé systeme d’indépendance.
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Définition 1.18 On appelle matroide tout systeme d’indépendance vérifiant la propriété
suivante :

3. V A c E = tous les indépendants maximaux de A ont le méme cardinal.

Algorithme glouton Soient (E, F) un systeme d’indépendance et une application poids

w — IR", Le probléme consiste & déterminer un indépendant de pois maximum.

Début

1. Ordonner les éléments de E par ordre décroissant de leurs poids :
w(e1) >w(e2) >... > w(en). Poser
1:=0,):=1,
2. Sil+eje F alorsposerl:=1+egj

3. Sij<n,alorsposerj:=j+1,alleren (1), sinon, terminer. Sélectionner I.

Fin.

Théoreme 1.1 [36] L’heuristique gloutonne donne un indépendant de pois maximum si et

seulement le systéeme (E, F) est un matroide.

1.6.2.2 Méthodes par recherches locales

Soit un probléeme d’optimisation combinatoire (S, f), ou S est I’ensemble des solutions
réalisables et f la fonction objectif de S dans IR. Un algorithme de recherche locale a la

structure générale suivante, dans laquelle V(s) est un voisinage de la solution s :
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s := une solution initiale de S (calculée par toute heuristique)
z :=1(s)
Tant qu’il existe s”dans V(s) avec f(s) < z
si=s’
z:= (s)
Fin tant que

Sortir s et z.

La solution initiale peut étre génerée aléatoirement ou étre obtenue par une méthode
gloutonne. En général, il vaut mieux partir d’une solution assez bonne. Pour le voisinage, si
V(s) = S pour tout s, on se rameéne a une énumération compléte, en général exponentielle.

Si par contre |V(s) | est trop petit devant |S|, la recherche locale est facilement piégée dans un

minimum local.

Le voisinage est en général un compromis choisi pour étre calculable rapidement et permettre
si possible un passage de toute solution a toute autre, méme en plusieurs étapes. On peut
chercher a chaque itération la meilleure solution du voisinage (technique de la plus grande
pente) ou aller sur la premiére solution améliorante trouvée. La recherche locale se termine
aprés un nombre variable d’itérations, quand elle arrive en une solution s qui est la meilleure

de son voisinage.

1.6.2.3 Méthodes de recherche globale (Méta-heuristiques)

Ces méthodes sont en fait des recherches locales modifiées dans I’espoir d’éviter le piégeage

dans un minimum local. Leur conception commence par I’étude d’une recherche locale, que

I’on promeut ensuite en recherche globale si elle s’avére insuffisante. 1l s’agit donc de

squelettes, de méthodes génériques, appelées aussi pour cette raison méta-heuristique.
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a) Recuit simulé

Le recuit simulé (simulated annealing) a été inventé par les physiciens Kirkpatrick, Gellat et
Vecchi en 1983 [34]. Ils ont ainsi pu résoudre de maniere quasi optimale des problémes du

voyageur de commerce a 5000 sommets, avec, il est vrai, des heures de calcul.

L’analogie historique s’inspire du recuit de métaux en métallurgie. Un métal refroidi trop vite
présente de nombreux défauts microscopiques, ¢’est I’équivalent d’un minimum local pour un
probléme combinatoire. Si on le refroidit lentement, les atomes se réarrangent, les

défauts disparaissent, et le métal a alors une structure trés ordonnée, équivalent du minimum

global.

b) Méthode taboue

Les recherches taboues (tabu ou taboo search) ont été inventées par Glover vers 1985 [16].
Elles sont de conception plus récente que le recuit, n’ont aucun caractére stochastique et
paraissent meilleure a temps d’exécution égal. Elles sont caractérisées par trois points

fondamentaux :

¢ A chaque itération, on examine completement le voisinage V(s) de la solution actuelle s, et
on va sur la meilleure solution s, méme si le colt remonte.

e On s’interdit de revenir sur une solution visitée dans un passé proche grace a une liste
taboue T (tabu list) stockant de maniére compacte la trajectoire parcourue. On cherche donc s’
dans V(s)- T.

e On conserve la meilleure solution trouvée en cours de route car, contrairement au recuit,
c’est rarement la derniére. On stoppe aprés un nombre maximal NMax d’itérations, ou apres
un nombre maximal d’itérations sans améliorer la meilleure solution trouvée, ou quand
V(s)-T=0.

Ce dernier cas ne se produit que sur de trés petits problemes, pour lesquels le voisinage tout

entier peut se retrouver enfermé dans T.
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On voit qu’au cours de sa progression, une méthode taboue échappe aux minima locaux :
méme si s est un minimum local, I’heuristique va s’échapper de la région V(s) en empruntant

un col.

c) Algorithmes génétiques

Cette classe de méthodes a été inventée par Holland dans les années 60, pour imiter les
phénomeénes d’adaptation des étres vivants. L’ application aux problémes d’optimisation a été

développée ensuite par Goldberg [17].

Par analogie avec la reproduction des étres vivants, on part d’une population initiale de N
solutions aléatoires. Le point délicat est d’arriver a coder chaque solution comme une chaine
de caracteres, analogue a un chromosome d’une cellule vivante. Le chromosome est formé de

sous-chaines appelées génes, chacun codant une caractéristique de la solution.

Une itération est appelée génération. A chagque génération, on choisit au hasard NC < N paires
de chromosomes a reproduire, avec une certaine probabilité. Chaque paire (x, y) choisie subit
une opération de croisement (crossover): un géne est choisi aléatoirement dans X, puis
permuté avec le géne de méme position dans y. On pratique également un faible taux de

mutations : NM chromosomes sont choisis et subissent une modification aléatoire d’un gene.

La nouvelle population est formée de la population précédente et des chromosomes nouveaux
générés par mutation ou croisement. On définit pour chaque solution une mesure d’adaptation

au milieu (fitness). Pour un probléme d’optimisation, cette mesure est tout simplement la

fonction objectif. On élimine alors les solutions les moins adaptées pour maintenir un effectif
constant de N solutions. On recommence le méme processus pour I’itération suivante.

L’intérét de ces méthodes est que les bonnes solutions sont encouragées a échanger par
croisement leurs caractéristiques et a engendrer les solutions encore meilleures. De plus, les
solutions finales vont étre concentrées autour des minima locaux, et la méthode fournira donc

un choix de plusieurs solutions possibles au décideur.
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Les algorithmes génétiques demandent un effort de calcul important. lls commencent a étre
appliqués aux problémes d’optimisation, mais avec des résultats encore inférieurs a ceux du

recuit simulé et de la méthode taboue.
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Chapitre 2

Le probleme de placement

2.1 Introduction

Ce chapitre, comme I’énonce son titre, se préoccupe de I’un des problemes difficiles de
I’optimisation combinatoire qui constitue le theme de notre these et qui a fait I’objet de

plusieurs travaux.

Le probléeme de placement (the bin packing problem), sera présenté par ses differentes

formulations. Nous parlerons egalement de sa A complétude.

La derniére partie de ce chapitre sera consacréee aux différentes variantes de ce probleme.
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2.2 preésentation du probleme de placement

Le probleme de placement standard est défini par la donnée d’une liste de n
piecesL = (i:1<i<n), chacune de taille s (i) =ai< 1, i =1,..., n et une collection infinie de
boites @, de méme capacité ¢ (3) = 1, pour tout j. On s’intéresse a placer toutes les piéces de

cette liste dans un nombre minimum de boites.

Parmi la panoplie des déférentes situations rencontrées dans la pratique que le probléme du
placement modélise, on en trouve ceux de chargement de vehicules, de groupage, de

découpage de matériaux, de conditionnement,...
Remarque 2.1 Il ne faut pas confondre bin packing et probléeme d’empilement: dans le
premier, on cherche a prendre tous les objets en minimisant le nombre de conditionnements,

dans le second on n’a qu’un conditionnement, qu’on cherche a remplir au maximum sachant

gu’on ne peut pas tout prendre.

2.3 Formulations du probleme de placement

Le probleme de placement standard peut étre formulé sous plusieurs versions. Nous en ¢itons

quelques- unes.

2.3.1 Le probléme de placement et la programmation

mathématique

En utilisant la terminologie du probleme du sac a dos « knapsack problem », le probleme de

placement se formule comme suit :
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Etant donnés n pieces et n sacs a dos (ou boites), avec

aj : le poids de la piéce j,

c : la capacité de chaque boite,

on affecte chaque piéce a une seule boite de sorte que le poids total des piéces de chaque boite

n’excéde pas c, en minimisant le nombre de boites utilisées. Formellement [40], on aura :

Min Z = iyi,

i=1

Sous contraintes,

D axi<cyi, ie{l2,...,n},

j=1

dxi=1 je{l2,...,n},

i=1

yi €{0,1}, ie{12,...,n},

xij €{0,1}, ije{l.2,...,n},
ou

1 silaboiteiest utilisée;

yi=
0 sinon,

1 silapiece jest assignéea la boite i;
Xij =
0 sinon.

Sans perte de généralité, on suppose que ¢ est un entier positif et aj < ¢, pour tout j.
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2.3.2 Le probleme de placement et la programmation linéaire

Soit @ (L) I’ensemble de tous les sous-ensembles de L = { i:1<i<n } et soit A la matrice

dont les éléments (ais), pour i = 1, 2,..., n et pour tout S € @ (L), sont définis par

1 siieS;
ais =
0 sinon.

Le probléme de placement se formule [5], comme suit :

MinZ= >ys,

SeP(L)

Sous contraintes ;

D xisys=1 i=1,..,n

SeP(L)

yse {0,1}, VSe@(L)

tels que,

1 si toutes les pieces de S sont placées dans une méme boite,

ys =
0 sinon.
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2.3.3 Le probleme de placement et les hypergraphes

Définition 2.1 Soit X = {x1, X2,..., Xn}, un ensemble fini, et £ = {Ei}ie1 une famille de parties

de Xavec I ={1, 2, ..., n}. On dira que & constitue un hypergraphe sur X si I’on a:
1) E=Q (iel)

2 JE=X

iel
Le couple 7= (X, €) s’appelle un hypergraphe, et son ordre est| X | = n. Les éléments
X1, X2,..., Xn de X sont les sommets de I’hypergraphe, et les sous ensembles de &, que I’on
dénote Ez, ..., Em sont ses arétes.
Sur une figure, on représente Ei par un trait plein entourant ses éléments si | Eil > 2 ; si | Eil = 2,
par un trait continu joignant ses deux éléments comme I’aréte d’un graphe ; ou, si | Eil = 1,
comme une boucle d’un graphe.
Dans un hypergraphe, deux arétes Ei et Ej sont dites adjacentes si leur intersection est non
vide. (Voir figure 1.1)
Un sous-ensemble & < & est appelé couplage de 7 (matching), si toute paire de ses arétes
n’a aucun sommet commun.

Un couplage est parfait si ses arétes contiennent tous les sommets de X.

e

Figure 1.1
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Le probleme de placement peut donc prendre une autre facette de modélisation sous la forme
de la recherche d’un couplage parfait de cardinal minimum dans I’hypergraphe # = (X, E)
construit de maniere que I’ensemble X = {xi, X2,..., xn}désigne I’ensemble des pieces

L={i:1<i<n} etune aréte entoure un ensemble de sommets si la somme de leurs poids

est inférieure a un (la capacité de chaque boite) [1].

Exemple. Soit une liste de pieces, L = {1, 2, 3, 4} de tailles 1/2, 1/4, 1/4 , 3/4. L’hypergraphe
suivant (voir figure 1.2) montre différentes possibilités de placements de ces pieces dans des

boites de capacite égale a 1.

Figure 1.2

2.3.4 Le probleme de placement et les graphes

Quelques fois on rencontre des conflits lors du placement d’une liste de pieces, ce qui veut
dire que certaines piéces ne peuvent étre mises dans une méme boite pour des raisons bien

précises.

On représente ce phénomeéne par un graphe G = (V, E), appelé graphe conflit, ou les sommets
de V représentent les piéces de la liste L = { i: 1 <i < n }de cardinal n et les arétes de E
représentent les conflits entre les pieces. Autrement dit : les extrémites d’une aréte ne sont que
les pieces qui sont en conflit et ¢a sera impossible de les mettre dans une méme boite. Ce
graphe est muni d’une fonction w appelée fonction poids qui désigne la taille de chaque piece
de L.

Une solution réalisable est une partition des pieces en boites Bz, ..., Bm, telle que chaque

boite Bi contient les pieces Bit,..., B, en satisfaisant :
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V. ZW(Bij)Sl
i1

Vi, J, k. {Bij, Bik} ¢ E.

Des outils de la théorie des graphes comme la recherche du nombre chromatique intervient ici

pour résoudre ce type de problémes du probleme [29].

2.4 Lacomplexité du probleme de placement

Le probléme de placement n’est pas seulement Ae-complet, mais davantage il est fortement
Ne-complet.

Une maniere de définir la notion de A-complétude forte, est d’utiliser un codage unaire pour
les données numériques. Si le probleme demeure sv-complet, alors le probléme est fortement

Me-complet, dans le cas contraire, il est faiblement aecomplet. Formellement :

Définition 2.2 On dit qu’un probléme est pseudo-polynomial, si et seulement s’il existe un
algorithme, dit, également pseudo-polynomial, dont la complexité est bornée par un polynéme
en la place prise en mémoire par les données, en acceptant d’utiliser un codage unaire pour les
quantités numériques. Un probléme sv-complet qui n’est pas pseudo-polynomial est dit

fortement svee-complet.
Théoréeme 2.1. [14] Le probléme de placement est fortement sve-complet.
La démonstration de la v-complétude du probléme de placement se fait en quatre étapes :
() montrer qu’il s’agit bien d’un probléme appartenant a la classe

NP A partir d’un algorithme non déterministe, on peut vérifier

en un temps polynomial, que dans une solution composée de m
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boites, le contenu de chacune d’entre elles est de taille
n’excédant pas sa capacité.

(b) Choisir un probleme connu qui soit sve-complet : pour cela, on
considere le probleme de 3-partition qu’on définira
ultérieurement.

(c) Construire une transformation f du probleme de 3-partition en le
probleme de placement.

(d) Prouver que la transformation f est polynomiale.

Le probleme de 3-partition est défini comme suit :

Données : Un ensemble fini A=(1,2,...,3m) de 3m éléments, ou chaque élément i < A, est de
- . + + . - B - B -
taille s(i)e Z" et une borne Be Z, tels que : ZS(I) =mB. et Z< s(i) <E’I =1...,3m
icA
Question : peut-on partitionner A en m sous-ensembles disjoints Si,S2,...,Sm tels que

>s(i)=B,j=1..,m?

ics
Théoreme 2.2. [14] Le probleme de 3-parttion est fortement A complet.

Le probleme de 3-partition est un cas particulier du probléeme de 3-couplage, dont la sv-

complétude découle de celle du probleme de satisfaisabilité.

Une autre maniére immédiate pour demontrer que le probleme de placement est sv-complet
consiste a trouver un probléeme Ne-complet connu Y en cas particulier du probleme de
placement. Pour cela, il suffit d’observer que le probleme de 3-partition est un cas particulier
du probleme de reconnaissance associé au probleme de placement. Ce dernier se formule

comme suit :

Donnees : Une liste L= {1, 2,..., n} de n pieces, chaque piéce i est de taille s(i) et un nombre
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entier positif k.
Question : Existe-t-il une partition de L en k sous-ensembles disjoints Sz, Sz, ..., Sk ?

Pour les valeurs
e nN=3m,
e Bos<B et Ts@-ms
4 2 ieA

e k=m.

On aura bien le probleme de 3-partition.

2.5 Les différentes variantes du probléeme de placement

Vu que le probleme de placement est ave-complet, nous sommes condamnés a penser
beaucoup plus et a étre destinés vers la quéte des heuristiques et des méthodes approchées au
lieu des méthodes exactes. Heureusement, il existe beaucoup d’algorithmes approchés simples
qui ont tendance a mieux se comporter pour la plupart des problemes de placement. En outre,
de nombreuses situations du probléme possédent des contraintes supplémentaires qui
entravent extrémement le déroulement des algorithmes appropriés a un cas spécifiqgue du
probléme de placement dans leur résolution. Et ainsi, il y a des facteurs selon lesquels on
distingue les variétés du probleme de placement- qui ont une incidence sur le choix d’un

algorithme :

e Quelles sont les formes et les tailles des pieces ? — Toute piece est
connue a partir se sa taille qui peut étre une longueur, un poids, un
volume...et sa forme géométrique plane ou tridimensionnelle,
réguliere ou irréguliere. Ces deux caractéristiques déterminent la
nature du probléme en terme de dimension.

e Les boites sont-elles de taille uniforme ou variable ? — 1l sera mieux

et méme idéal de placer chaque piece dans sa propre boite de
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capacité identique a sa taille que d’utiliser uniquement des boites
unitaires. En partant de cette remarque, on différencie deux types du
probléme de placement : celui de taille uniforme et celui de taille
variable.

e Y- a-t- il des conditions a respecter lors du placement des pieces ?
— A titre d’exemple : dans le chargement d’un camion, certaines
caisses ne peuvent pas étre mises en dessus d’autres qui soient plus
lourdes qu’elles, par suite on doit prendre en considération cette
contrainte. Le rajout de contraintes crée une sorte de restriction du

probléme de placement.

Comme il est impossible d’étaler toute la liste de ces variantes, on se contente de décrire

celles qui suivent :

2.5.1. Probleme de placement unidimensionnel

C’est sous cette variante du probleme de placement que notre travail s’inscrit :
Le but est de placer une liste donnée de piéces, chacune étant connue par un seul paramétre
qui peut étre un poids, une longueur ... en utilisant le plus petit nombre possible de boites.

Plus de details seront apportés dans le chapitre suivant.

2.5.2. Probléme de placement de dimension deux

(bidimensionnel)

Le probléeme de placement bidimensionnel dépend d’une maniere intense des formes des
piéces planes : elles peuvent étre de forme réguliere (rectangles, carrés) ou irréguliere, avec

une largeur w (i) et une hauteur h (i).
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Il s’agit de placer toutes ces piéces considérées planes, dans un nombre minimum de carrés
unitaires de sorte que les piéces soient entierement contenues dans les boites. Les cotés des
piéces doivent étre paralleles a celles des boites et deux pieces ne se chevauchent pas si elles

sont de forme réguliére (voir figure 2.1)

T -
- T ap

INFUT QUITPUT

figure 2.1

Sur le plan pratique, on rencontre souvent ce probléeme qui modélise une grande variété de
problémes de la production industrielle et de conditionnement ; par exemple, le découpage
des bandes de tissus : étant donné une bande de tissu de longueur limitée et un ensemble de
piéces a découper de forme (ir)réguliere. Le but est de trouver le meilleur placement de
I'ensemble de ces découpes afin de minimiser la longueur de la bande a utiliser. Pour résoudre
ce type de problémes, une nouvelle méthode heuristique qui s'appuie principalement sur une

recherche locale a été proposée par M. Hifi et R. M'Hallah [21].

2.5.3 Probleme de placement tridimensionnel

Ce probleme consiste a placer une liste de piéces ayant des formes géométriques
tridimensionnelles dans un nombre minimum de cubes unitaires. La rotation des piéces peut

étre permise dans certaines situations comme elle peut étre interdite.
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Le probleme de placement des pentaminos est un bon exemple dont I’orientation des pieces

n’est pas fixe.

Les pentaminos sont des pieces connexes formées de 5 cubes assemblés dans le plan. 1l en
existe 12 différents, notés F, I, L, P, N, T, U, V, W, X, Y et Z en raison de leur forme.

Il s’agit de placer ces pentaminos dans un volume de dimension donnée ; les cas les plus
difficiles sont ceux ou le volume est un bloc dont le produit hauteur x longueur x largeur est
égal & 60 (5 cubes pour chacun des 12 pentaminos, soit 60 cubes a placer), (voir figure 2.2).
Le nom "pentaminos™ a été créé par Solomon W.Golomb en 1953 dans une présentation qu'il
fit au Harvard Mathematics Club, mais le premier probleme sur les pentaminos fut publié en

1907 dans les Canterbury Puzzles par Henry Ernest Dudeny.

Le 3 x4 x5 : 3940 solutions.

figure 2.2

2.5.4. Placement de rectangles en maximisant les profits

(rectangle-packing maximizing benefits)

Ce probleme est défini par la donnée de n rectangles Ri = (ai, bi) chacun de profit pi > 0,
i=1,...,n. Ons’intéresse a placer un sous-ensemble de rectangles dans un rectangle

R = (a, b) de largeur unitaire (a = 1) en maximisant le profit total des rectangles placés. Les
rectangles ne doivent pas déborder R avec une possibilité de leur rotation.
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K. Jansen et H. Zhang avaient traité ce probleme et pour avoir plus de détails, le lecteur

pourra se reporter a I’article [27].

2.5.5. Probleme de placement des lots de pieces (Batched Bin

packing)

Dans ce probléme de placement, les piéces sont disponibles sous forme de lots et le placement
s’effectue progressivement sur un arrivage une fois qu’il serait présent. Un « algorithme
entassé » consiste a placer un arrivage avant I’arrivée du prochain. Un arrivage peut contenir
plusieurs piéces ; le cas particulier est d’avoir tout simplement une piéce par chaque arrivage

et qui n’est que le probleme de placement standard.

Des bornes inférieures du ratio asymptotique au pire des cas ont été obtenues pour le cas de

deux lots par G. Gutin, T. Jensen et A. Yeo [19].

2.5.6. Probleme de placement avec conflits

Lors du placement d’une liste de piéces, certaines ne peuvent étre mises ensemble pour une
raison ou une autre ce qui crée des « conflits ». Comme application, on trouve le probleme de
placement de clients autour des tables lors d’une réunion de compagnies. Dans I’ordre ou
chaque client doit faire un nombre maximum de connaissances, les membres d’une méme
compagnie ne doivent pas s’asseoir ensemble. La théorie des graphes a été utilisée pour la

résolution de ce probleme dans les travaux de B. McCloskey et A. J. Shankar [41].

2.6 Conclusion

Différentes formulations du probléme de placement ont été données dans cette partie, dans le
but de I’éclaircir a notre lecteur. Sa NP — complétude laisse le chemin grand ouvert vers la
quéte de meilleures approches en termes de performance, plusieurs recherches ont été établies

au dessous et dans le chapitre suivant on en parlera explicitement.
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Chapitre 3

Résolution du probleme de placement

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter deux grandes classes de méthodes générales pour

résoudre le probléme de placement : les méthodes exactes et les méthodes approchées.

On oppose les méthodes approchées aux méthodes exactes qui trouvent toujours I’optimum si
on leur en laisse le temps soit par énumération complete ou bien par les méthodes

arborescentes ou méme la programmation dynamique.

Nous évoquons parmi les methodes exactes celles qui sont les plus fréquemment utilisées,
comme celles de séparation et évaluation également dites méthodes arborescentes (branch

and bound methods).

Nous présentons également différentes methodes approchées pour résoudre notre probleme

pour les deux types : onlines (en ligne) et off-lines (hors ligne).
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3.2 Les méthodes exactes

Les algorithmes exacts de résolution du probléme de placement sont peu nombreux dans la
littérature en raison de la s-complétude de ce probleme ce qui a stimulé le recours aux

methodes approchées. Néeanmoins, nous allons en décrire quelques -unes.

3.2.1 Les méthodes arborescentes

3.2.1.1 Principes généraux

Les méthodes arborescentes sont des méthodes exactes d’optimisation qui pratiquent une
énumeération intelligente (qui évitent I’énumération complete) de I’espace des solutions. Elles
partagent I’espace des solutions en sous-ensembles de plus en plus petits, la plupart étant
éliminés par des calculs de bornes avant d’étre construits explicitement. D’ou le nom

synonyme de méthodes d’énumération implicite.

Appliquées aux problemes ae- complets, ces méthodes restent bien entendu exponentielles,
mais leur complexité en moyenne (relative a la taille moyenne des instances du probléme) est
bien plus faible que pour une énumération compléte. Elles peuvent donc pallier le manque

d’algorithmes polynomiaux pour des problemes de taille moyenne.

Pour des problémes de grande taille, leur durée d’exécution devient prohibitive, et il faut se

tourner vers des heuristiques.
Soit un probléme d’optimisation combinatoire défini par un ensemble S de solutions et une

fonction objectif f de S dans IR . On peut inventer pour un tel probléme plusieurs méthodes

arborescentes. Toutes auront cependant trois composantes communes :
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e Une regle de séparation ou de partitionnement des solutions (branching rule) ;
e Une fonction d’évaluation ou de bornage des solutions (evaluation function) ;

e Une stratégie d’exploitation (search strategy).

3.2.1.2 Les méthodes arborescentes et le probléme de placement

En 1971, Eilon et Christofides [8] avaient proposé un algorithme énumératif en profondeur
d’abord (depth first enumerative algorithm) basé sur une régle de séparation appelée « best fit
decreasing ».

A tout moment de la construction de I’arborescence, les sommets non encore séparés forment
les feuilles de I’arbre. Au niveau de ces sommets, on suppose qu’on ait b boites utilisées, on
définit(Ci, Ci.,...,Ci) , le vecteur des capacités résiduelles de ces boites prises dans I’ordre
croissant, et Ci .: = Co +: = C la capacité de la boite suivante non encore utilisée.

La phase de séparation consiste a affecter la plus grande piéce non encore placée, a tour de
role, aux boites is,..., ib, ib+1, tel que: s = min{h: 1< h < b+1,Cin+Ww; <c}, tel que wj
représente la taille de la piéce j.

Pour élaguer les sommets, la borne inférieure suivante (le contenu moyen par boite) est

iy Wi
utilisée : Li= % )

En 1978, Hung et Brown [25] avaient proposé un autre algorithme de séparation et
d’évaluation pour le probleme de placement de taille variable. Leur régle de séparation se
base sur une caractérisation d’affectations équivalentes qui réduit le nombre de sommets de
décision explorés. lls ont néanmoins utilisé la méme borne inférieure L1 afin d’effectuer

I’opération d’élagage.
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En se basant sur les résultats calculatoires reportés dans [8] et [25], on attire [I’attention du
lecteur que le champ d’application des deux algorithmes ci- dessus se réduit uniquement aux

petites instances du probleme de placement.

Onze ans plus tard, en 1989, Martello et Toth [39], avaient suggéré un algorithme dit MTP
(Martelleo and Toth Procedure), en s’appuyant sur la régle de séparation «first fit
decreasing »

Initialement, les pieces sont triées par ordre décroissant de leurs tailles. L algorithme indexe
les boites dans I’ordre croissant de leur ouverture. A chaque sommet de décision, la plus
grande piéce non encore placée est affectée, a tour de réle, aux boites utilisées dans I’ordre

croissant d’indices et a une nouvelle boite.

A chaque étape avancée ou encore dite « forward step », le calcul des bornes inférieures Lz
et Ls [40] sert a elaguer les sommets et réduire le probléeme courant et dans le cas de
I’impossibilité de I’élagage, on fait appel aux trois algorithmes approchés FFD, BFD et WFD

(qu’on détaillera prochainement) dans I’espoir d’améliorer le meilleure solution déja trouvée.

A chaque étape marche-arriére ou « backtracking step », on fait déplacer la piéce courante j»
de sa boite actuelle i~ vers la prochaine boite i*+1, dans la mesure ou cette derniére est

débutée par la piéce j».

De plus, le critére suivant, appelé critere de dominance est utilisé pour ne pas explorer tous
les sommets de décision :

Pour une piece j~ affectée a une boite i~ de capacite residuelleCi-, si on a:Ci-< aj-+an, alors
cette affectation domine toute autre affectation a la boite i~ des piéces j > j* et qui rend

I’insertion d’au moins une autre piéce prohibitive.

Exemple illustratif :

Considerons I’instance du MTP définie par
n=10; (a) = (49, 41, 34, 33, 29, 26, 26, 22, 20, 19) ; c = 100.
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Une solution réalisable est définie par un vecteur (bj), tel que :

bj = la boite a laquelle la piece j est assignée (j = 1,..., n); la figure 3.1 représente I’arbre
produite par I’algorithme MTP. Initialement, les bornes inférieures calculées sont de valeur 3
et I’algorithme FFD donne la premiere solution réalisable (bj) = (1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4),

z = 4 correspondante aux sommets de décision 1-10. Aucun deuxiéme descendant n’est
généré par les sommets 5-9, car il va se produire une solution de valeur 4 ou plus. Les
sommets 11 et 12 sont taillés par la borne L2. Le premier descendant du sommet 2 initie la
boite 2, donc aucun autre descendant de ce sommet n’existe. Le premier descendant du
sommet 13 est dominé par le sommet 2, car dans les deux cas aucune autre piéce ne peut étre
assignée a la boite 1 ; pour la méme raison le sommet 2 domine le premier descendant du
sommet 15. Le sommet 14 est élague par la borne inférieure Ls. Au niveau du sommet 16, la

procédure MTRP ( Martelleo and Toth Reduction Procedure),dite aussi L3, est appliquée.
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(D (D)
NN NG/

1

Q (o)
5 \&J

figure 3.1

3.3 Les méthodes approchées

Les algorithmes approchés ont été developpés dans I’espoir d’apporter une réponse a
I’impossibilité de la résolution d’une grande variété de problemes d’optimisation. Si la
solution optimale est inatteignable, alors il serait raisonnable de sacrifier I’optimalité et de se

contenter d’une bonne solution réalisable qui puisse étre obtenue efficacement. Les deux
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criteres que tout chercheur tente d’améliorer sont le temps de calcul de la solution et sa

proximité de la solution optimale. Un algorithme approché est supposé toujours efficace.

La métrique généralement utilisée pour I’évaluation d’un algorithme approché, 2, est le ratio

de performance asymptotique du pire cas, R .

Définition 3.1 Un algorithme polynomial 2, est dit S-approximation d’un probléeme (P) si
pour toute instance | de (P), de solution optimale de valeur OPT(l),

A(l)
WSS .

Pour un probléme de minimisation, 6 > 1. Le plus petit 5 est le ratio d’approximation (ou

performance) noté R, de I’algorithme 4.

d posséde plusieurs appellations : la borne au pire cas, performance au pire cas, facteur

d’approximation, ratio de performance, ratio d’erreur, borne de performance,...[22]

Définition 3.2 Le ratio de performance absolu, R, d’un algorithme approché 4 est,

Ra = Inf{r>1/ Ra(l) <r pour toute instance I}.
Le ratio de performance asymptotique R% de I’algorithme 1 est,

Rx = inf{r>1/3nez*, Ra(l) <r pour toute instance | tel que OPT (I) > n}.
Dans le cas d’un probleme de placement d’une liste de pieces L = {i: 1< i< n}, la méme
métrique citée ci-dessus est utilisée pour évaluer un algorithme approché 4. En outre, si les
piéces de la liste L sont toutes de taille inférieure a o, o € IR ™, alors :

Ra(@)=inf{r>1/3dnez*, Ra(L)<r,VLtelqueOPT(L)>n ets(i)<a,VielL}

Notons que pour o = 1, nous avons R% (@) = R .
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Le plus souvent, dans un probleme de placement, toutes les piéces sont connues
préalablement. Un algorithme qui place les piéces sous ces criteres est dit algorithme off-line.
Mais, il arrive parfois que les piéces ne soient connues qu’une seule a la fois et dés le
moment d’arrivée d’une piece, elle doit étre immédiatement placée avant que la piéce
suivante n’arrive, ce qui explique le phénomene de mangue d’espace pour stocker des pieces
avant leur placement. Dans une situation pareille, on utilise des algorithmes appelés

algorithmes online.

3.3.1 Algorithmes Online (en ligne)

Le premier algorithme de type glouton, proposé pour résoudre le probléme du placement et
qui est considéré le plus simple est Next Fit (NF). Il a été décrit par Johnson en 1973 [30],
comme suit :

Il place la piéce en question dans la derniére boite ouverte qui puisse la contenir, sinon il

ferme cette boite définitivement et il ouvre une nouvelle boite dans laquelle il place notre

piece. Johnson avait montré que RYr =2 et que cet algorithme est de complexité O(n).

First Fit (FF) est I’algorithme le plus utilisé. Il procéde comme suit :

Pour placer une piece, First Fit examine les boites ouvertes dans I’ordre croissant de leur
ouverture et choisit la premiére boite qui puisse recevoir la piéce. Si aucune de ces boites
n’est en mesure de recevoir la piéce en question, une nouvelle boite est ouverte. En 1976,

Garey, Graham, Johnson et Yao [13] ont montré que Rg: =1.7 et que FF se déroule en

O(n log n).

Un autre algorithme ayant le méme ratio de performance que First Fit, appelé Best Fit (BF) a
été proposé. Il examine toutes les boites ouvertes et place la piece en question dans la boite la

plus remplie qui puisse la contenir. Cet algorithme se déroule, aussi, en O(n log n).
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Contrairement a I’algorithme précédent, I’algorithme Worst Fit (WF) place la piéce dans la
boite la moins remplie et ouvre une nouvelle boite si aucune boite ouverte ne peut la recevoir.

Cet algorithme a le méme ratio de performance que Next Fit et est de complexité O (n log n).

Il serait intéressent de contempler I’algorithme Almost Worst Fit (AWF) qui procede comme
WF, seulement le choix de la boite se fait sur celle qui a le second plus petit niveau de

remplissage. Ce qui est plus étonnant, c’est que AWF est meilleur que WF malgré la petite

différence qui les distingue. En effet, selon Johnson [30], [32], Rawe =1.7

Plus généralement, il existe deux propriétés qui caractérisent les algorithmes online.

e la premiére dite la classe Any Fit (AF) et qui consiste a :

n’ouvrir une nouvelle boite pour placer la piéce courante

que si cette derniére ne peut étre contenue dans aucune boite déja utilisée.
Cette classe contient tous les algorithmes que nous venons de décrire.
e la seconde appelée la classe Almost Any Fit (AAF),
les algorithmes de cette classe n’optent jamais pour la boite la moins remplie & moins qu’il n’
existe plus d’une telle boite ou bien cette boite est la seule a étre capable de recevoir la piece

en question.

Les algorithmes First Fit, Best Fit et AImost Worst Fit appartiennent a cette classe, de plus la

classe AAF est contenue dans la classe AF. Le théoréme suivant caractérise ces deux classes :

Théoréeme 3.1. [30], [31]. Pour tout a,, 0 < . < 1,
- Si 4 est un algorithme Any Fit alors, RFe (@) < Rz (a) < Rie ().

- Si 4 est un algorithme Almost Any Fit alors, R% (a) = RE: ().

44



Chapitre 3. Résolution du probléme de placement

Remarquons qu’a chaque instant du déroulement de I’algorithme Next Fit on a une seule boite
ouverte. Ce qui veut dire qu’il appartient a la classe des algorithmes a espace borné
caracterisé par un nombre limité et constant de boites ouvertes a tout instant. Ces algorithmes
sont définis par une régle de placement et une regle de fermeture des boites ouvertes lorsque
le nombre de ces dernieres dépasse la borne fixe. Parmi les algorithmes de cette classe, on en

trouve le fameux algorithme Harmonick ( Hk ) de Lee et Lee [37]

Lee et Lee subdivisent la taille des pieces en K intervalles I, j =1, .. ., K par :

Ll} sil< j<K-1
11+1 ]
|, = )

o,i} sij=K

| k

Les pieces du méme intervalle seront destinées vers la méme catégorie de boites. De cette
facon, on a K boites ouvertes a tout instant et lorsqu’une boite ne peut recevoir la piéce en
question, on la ferme et on ouvre une nouvelle boite qui sera destinée au méme type de pieces

que celle qui vient d’étre fermée.

Pour K suffisamment grand, Lee et Lee [37] ont montré que lim R;,, =1.69103...

K —o0
Plus que ca, ils ont montré qu’aucun algorithme online a espace borné ne peut améliorer le

ratio de performance de I’algorithme Harmonick.

Théoreme 3.2. [37] Si 4 est un algorithme online a espace borné alors R% >1,69103...

En se basant sur les deux théorémes précédents on constate que pour franchir la barriere 1.7, il
faudrait trouver un algorithme ne faisant partie ni de la classe Any Fit ni de celle d’espace

borné.
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Le premier algorithme qui avait réussi a faire mieux que First Fit est Refined First Fit (RFF)

qui est dd a Yao [47]. Il se base sur la subdivision de la taille des piéces en quatre intervalles
0,1 : EE , EE , et 1,1 .Ainsi, quatre types de boites sont définis selon les mémes
3] 135|152 2
intervalles. Cet algorithme procede comme suit :

A tout instant, pour chaque type, une seule boite est ouverte pour recevoir les pieces d’un

: ] 112 | : . . -~
intervalle donné excepté kg} . Pour ce type, une piéce sur six subit un traitement spécial.

D’abord, on regarde si cette piece peut étre placée dans I’une des boites déja ouvertes pour les

piéces de I’mtervallek,l] Si cela est le cas, on la met dans cette boite. Sinon, on lui ouvre

une nouvelle boite dans I’espoir qu’il y aurait une piéce de taille supérieure a > qui puisse
étre placée avec elle.

. , » 5
Yao avait montre que R =3 =1.666...

En 1985, Lee et Lee [37] avaient développé un nouvel algorithme dénommé Refined
Harmonick (RHk), un hybride des algorithmes Harmonic et Refined First Fit. Il utilise la

subdivision de Harmoniczo, et remplace les deux intervalles

}ll} et}i,l} par}l,y},}y,i}}%,l-y}et]l-y,l],ouy:%. Il procéde comme

2 3 2

I’algorithme Harmonick a I’exception des pieces de I’intervalle }5 y] Une de ces pieces

sur sept est placée soit dans une boite deja ouverte pour I’intervalle }E,l- y} , Soit dans une

nouvelle boite en espérant lui rajouter une piece du méme intervalle. Lee et Lee ont démontré
QUE R, < 525 = 1.63596...

Apres, il y a eu plusieurs algorithmes qui ont été proposés par exemple : Modified Harmonic
(MHk) de Ramanan, Brown, Lee, et Lee [42]. En 1991, Richey a présenté son algorithme

Harmonic + 1 [44]. Mais le meilleur est d0 a Steven Seiden publié en 2002 qui s’appelle
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Harmonic + + ayant un ratio de performance égal a 1.58889 et il a montré que le ratio de

Harmonic +1 n’est pas compris entre 1.5874 et 1.588720.

Pour savoir a quel point un algorithme online peut étre amélioré en terme de performance, des
bornes inférieures sur la meilleure performance possible ont été établies.
La premiere borne était celle de Yao [47] qui avait montré qu’aucun algorithme online 4

pour le probleme de placement standard ne peut avoir R4 <1.5 et la derniere était celle de Van

Vliet [44], [45] donnée par le théoréme :
Théoreme 3. 3. [44], [45] Pour tout algorithme online 4, Rz >1.540.

La seule alternative qui reste a présent pour franchir la borne 1.540 est d’abandonner

carrément le fait qu’un algorithme soit online.

La premiére idée qui venait a I’esprit consiste a permettre un certain nombre de déeplacements
des piéces déja placées a chaque instant qu’une nouvelle piéce arrive, une chose qui était non
tolérée auparavant. Il s’agit d’une nouvelle sorte d’algorithmes, appelée algorithmes semi-

online. Le meilleur de ces algorithmes est celui de Ivcovic et Llyod [26] ayant un ratio de

el 1D
performance inférieur ou égal az :

La seconde idée est une relaxation compléte de la contrainte online ou toutes les piéces sont
connues. Sous ces conditions, on est dans le cas off-line et donc les algorithmes auxquels on

fait appel sont off-line.
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3.3.2 Algorithmes Off-line

Examinons cette instance : Soit L une liste de piéces formée de 6N de chacune des tailles
%+ g,%+ £, et21+ & données dans cet ordre. L’algorithme First Fit utilise 10N boites, alors

gu’un algorithme optimal ne nécessite que 6N boites comme le montre la figure 3.1

1/7 +¢
1/7 +¢

1/3 +¢ 1/7 +¢
1/7 +¢ 1/3 +¢
1/7 +¢

1/2 +¢ 1/2 +¢
17 +¢ 13 +¢
1/7 +¢

6N boites N boites 3N boites 6N boites

Figure 3.1 : Placement optimal et placement par FF

. . : 10 . .
Dans ce cas, le ratio de performance de First Fit vaut €:1.666... et est presque égal au ratio

de performance de First Fit dans le pire des cas. Il est clair a travers cette instance, que I’ordre
croissant a détérioré la performance de First Fit. Par contre le tri décroissant des tailles de ces
piéces va I’améliorer. Les plus célébres des algorithmes qui ont inspiré I’idée du tri
décroissant des piéces puis appliquer les regles de placements First Fit et Best Fit sont
respectivement First Fit Decreasing (FFD) et Best Fit Decreasing (BFD).

Garey et Johnson [15] avaient proposé un algorithme dénommé Modified First Fit Decreasing
(MFFD) qui procede de la méme facon que First Fit Decreasing a I’exception des pieces dont

48



Chapitre 3. Résolution du probléme de placement

. . 11 . L . ,
la taille est dans I’intervalle }65 . Pour ces pieces, I’algorithme examine, d’abord, les
boites contenant une seule piece de taille supérieure a Edans I’ordre croissant de leur niveau

. o : . 11 . :
de remplissage. Ensuite, si les deux plus petites piéces de }E’g} peuvent étre mises dans la

premiére boite examinée, on les met dedans. Sinon, on saute ce traitement spécial et on

applique First Fit.

Cet algorithme est de complexité O(nlogn) et possede un ratio de performance
RGreD = % = 1.1833...

Outre les méthodes approchées, on trouve de nombreuses heuristiques et méta-heuristiques
qui ont été établies pour résoudre le probleme de placement : Falkenauer [9] a décrit un
algorithme génétique «a hybrid grouping genetic algorithm »(HGGA). Tres récemment,
Fleszar et Hindi [11] ont proposé de nouvelles heuristiques dont la plus efficace est basée sur
la méta-heuristique VNS [20] et utilise de nouvelles bornes inférieures proposées par Fekete et
Schepers [10].

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté sous forme d’historique, les différentes approches de
résolution du probléme de placement standard qui existaient déja dans Ié littérature, méme si
c’était des fois d’une maniére concise et dans ce cas, le lecteur peut se rapporter a nos articles
de référence et ainsi il pourra nous suivre dans le prochain chapitre, sans aucune ambiguite,

dans lequel nous entamerons le premier théme de notre recherche.
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Chapitre 4

Le probleme de placement sous la contrainte

LIB : version online

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme de placement sous la contrainte LIB :

Largest Items at the Bottom qui a été introduit par Manyem [38].

En premier lieu, nous présentons les travaux de Manyem concernant le comportement des

deux algorithmes approchés Next Fit (NF) et First Fit (FF) pour ce probleme.

En dernier lieu, nous évoquons une des perspectives visées par Manyem [38] : le probléme de
placement de taille variable sous la contrainte Largest Items at the Bottom, en étudiant le
comportement de I’algorithme Next Fit using Largest bins only (NFL) et enfin, nous

proposons un nouvel algorithme online qu’on dénomme Improved Best Fit .
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4.2 Presentation du probleme

Dans la version online du probléme de placement standard (de taille uniforme ou variable)
PPS en abrégé, les pieces d’une liste L arrivent une par une. Lorsqu’une piece i de taille ai
arrive, elle doit étre immédiatement assignée a une boite (et cette affectation ne peut jamais
étre changee ultérieurement), et la piéce suivante i+1 de taille ai+1 n’est connue qu’apres
placement de la piéce i.

Si on impose la condition suivante :

Dans une boite quelconque, pour toute paire de pieces i et j, si la taille de j est supérieure a
celle de i, alors j devrait étre placée dans cette boite au dessous de i. En d’autres termes, les
grandes pieces doivent étre placées au fond de la boite, au dessous des petites piéces, on aura
ainsi la nouvelle version online du probleme de placement sous la contrainte largest items at
the bottom, en abrégé PPLIB.

Nous retrouvons ce probléme lors du transport des articles industriels: au cours de
chargement d’un camion, si le grand article est placé au dessous du petit article on facilite
cette tache. En termes de poids, une meilleure stabilité sera atteinte par le camion si les

articles lourds sont mis au dessous de ceux de poids léger.

4.3 NP-complétude du PPLIB

Le probléme de placement avec la contrainte LIB (PPLIB) est a@ Etant donné qu’une
proposition d’une solution (affectation des pieces d’une liste L aux boites) du probleme de
reconnaissance est VRAI, on peut vérifier en un temps polynomial que cette affectation utilise
au plus q boites, qu’aucune boite n’est débordée, et qu’aucune boite ne contient une petite

piéce placée au dessous d’une autre qui soit plus grande gu’elle.
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Le PPLIB est NP- complet puisqu’il est équivalent au PPS dans le sens ou toute solution du
premier est une solution du second et si on a une solution du PPS, on sait trouver une solution
pour le PPLIB en effectuant un réarrangement des piéces dans toute boite appartenant a la
solution du PPS.

4.4 Le probleme de placement de taille uniforme sous la

contrainte LIB : Version online

On dispose d’un nombre infini de boites de taille unitaire, et d’une liste L de n piéces,

L={i:1<i<n}, lataille de chaque pieceiestaie (0, 1].
Chaque piéce doit étre placée dans une boite (au dessus des piéces précédemment placées
dans cette boite) dés qu’elle arrive. Ce placement ne peut étre changé ultérieurement , ce qui
exprime le cas online.
Le but est de trouver le nombre de boites minimum pour placer toutes les piéces de la liste L,
telles que dans toute boite utilisée, les grandes piéces doivent étre placées au dessous des
petites pieces (la contrainte LIB) et que aucune d’elles ne soit débordée.
La propriété online peut étre formulée comme suit :

[ La piece i est au dessous de la piece j]=[i < |]. (1)

Similairement, la contrainte LIB peut étre formulée comme suit :

[ La piéce i est au dessous de la piece j ] = [ai> &] . (2)
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4.4.1 Approches de résolution

On présente une analyse de deux fameux algorithmes online Next Fit et First Fit adaptés du
PPS au PPLIB de taille uniforme :

4411 NextFit

A chaque itération, I’algorithme Next Fit maintient pour la boite courante Bo deux paramétres
TopSize et TotalSize, représentant la taille de la derniere piéce placée dans Bo et la somme

totale des tailles de pieces contenues dans Bo, respectivement.

Initialement, la boite courante Bo est vide, TopSize Bo= 1 et TotalSize Bo = 0. Une boite Bo est

dite non saturée, si TotalSize Bo< 1.

Pour une piéce i qui arrive, si
a; < 1- TotalSize Bo et TopSize Bo> ai ,alors

La piéce i est placée dans Bo, TopSize Bo=ai et TotalSize Bo est incrémenté de ai.

Sinon, Bo est fermée définitivement, une nouvelle boite est ouverte et sera désormais la boite

courante Bo pour recevoir la piece i avec TopSize Bo = ai et TotalSize Bo= ai.
La complexité de NF est lineaire en n, le nombre de pieces de la liste L.

Manyem avait montré que le ratio de performance asymptotique au pire des cas de cet
algorithme est polynomial (O(n) ). Pour le faire, il a considéré la liste suivante de piéces

L={i:1<i<n}, ne Netles pieces sont de tailles ai comme suit :

edi=c¢g, si i=1(mod 4),
e ai = 2¢, si i=2(mod 4),
eai=3¢, si i=3(mod4),et
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eai=4g, si i=0(mod4).
Avec 0 < e <1 etonsuppose que ne < 1.

Comme les piéces arrivent une par une en séquence, I’algorithme NF devrait les placer dans

des boites en commencant par la boite B1 comme suit :

Bi: {1}  B2:{2) Bs: {3} Bs: {4,5)
Bs: {6} Be: {7} B7: {8,9} *)
Bs: {10}  Be: {11}  Bu: {12 13}

En supposant que n est un multiple de quatre, le nombre de boites dont I’algorithme NF a

besoin est 37:” =0(n).

Par contre, il existe une solution optimale qui ne requiert que quatre boites :

Bi:{1,5,9 13,..},

B2: {2, 6,10, 14,...}, (*%)
Bs: {3,711, 15,...},

Bs: {4,812, 16,...}.

Chaque boite Bi (1< i < 4) contient Zpleces, chacune de taille ixg . Il s’ensuit :

NF(L) 3n+4

el =0pr) ™ 16

=0 (n).

Par conséquent, on a le lemme suivant:
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Lemme 1. Il existe une instance pour le PPLIB de taille uniforme tel que le ratio de
performance asymptotique de I’algorithme NF est d’ordre O(n)

4412 FirstFit

L’ algorithme First Fit (FF) appliqué au probleme de placement de taille uniforme sous la

contrainte LIB procéde comme suit :

A I’arrivée d’une piece i, on suppose qu’on ait deja utilise m boites, B1, By, ..., B, . Chaque
boite Bj, 1 <j<m, possede deux parametres, TopSize et TotalSize, représentant la taille de la
derniere piéce dans Bj et la somme totale des tailles des pieces contenues dans B,

respectivement.

L algorithme FF scanne les boites dans cet ordre : de B1 a Bm. Pour chaque boite Bj, il vérifie
Si : )} ai < TopSize Bj, et

i) ai < 1- TotalSize B;.

Il place la piece i dans la premiere boite Bj qui satisfait les deux conditions précédentes et
effectue les mémes changements que I’algorithme NF pour les parametres TopSize Bj et
TotalSize B;.

Dans le cas ou aucune parmi les m boites ne vérifie les conditions i) et ii), I’algorithme FF

ouvre alors, une nouvelle boite Bm+1dans laquelle la piéce i est mise.

La complexité de cet algorithme est O(n?).

Pour analyser le comportement de I’algorithme FF, Manyem avait utilisé une technique

basée sur la distinction de I’ordre d’arrivée des pieces et ceci en trois éventualités :
1- Les tailles sont d’ordre MND (croissant).

2- Les tailles sont d’ordre MNI (décroissant).
3- L’ordre des tailles n’est ni MND ni MNI.
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+ Pour le premier cas, Manyem avait constaté que le ratio de performance de I’algorithme FF

relatif a cette classe d’instances, R (1), est égal a un.

¢ Pour le second cas, il a démontré le lemme suivant :

Lemme 2. Le ratio de performance asymptotique au pire des cas pour la classe d’instances

MNI du probléme de placement sous la contrainte LIB de taille uniforme est au plus deux.

+ Pour le troisieme cas, des simulations ont été mises en ceuvre sur des listes de pieces dont le
nombre n prend les valeurs 10, 15, 20, 25, 30 et 35 en effectuant 1000 et 5000 essais. La
méthode branch and bound a été utilisée pour calculer la solution optimale. Et a partir des
comparaisons entre les résultats obtenus, Manyem a noté que la plupart du temps le ratio de
performance est inférieur a deux, bien qu’il se peut qu’il existe un ratio supérieur a deux dans

certains cas particuliers. Et ainsi, il a énoncé cette conjecture :

Conjecture de Manyem (2002). Le ratio de performance asymptotique au pire des cas pour

FF pour le PPLIB de taille uniforme est au plus deux.

4.5 Le probleme de placement de taille variable sous la
Contrainte LIB

Dans ce paragraphe, nous traitons la version taille variable du probleme de placement sous

contrainte LIB (PPLIB) qui représente une occurrence tres fréquente sur le plan pratique.
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4.5.1 Définition du probleme

Nous considérons une liste L de n pieces L= {i:1<i<n }, chacune de taille a; entre 0 et 1,
pour tout i dans {1,2,...,n} et k types de boites Bi, Bz,..., Bk de capacités C(B1), C(B2),...,
C(Bk), respectivement, toutes inférieures ou égales a 1. Nous supposons sans perte de

généralité que : C(B1) > C(B2) > ...> C(Bx).

Soient :

A(L) :§C(B‘A) , la capacité totale des boites utilisees par I’algorithme 2 pour le placement
i=1

des pieces de L sous la contrainte LIB,

S(L) =Y, lasomme des tailles des piéces de L.
i=1

B(AL)=(B%.B%...BY), la liste des boites utilisées par I’algorithme 2 pour placer les

piéces de L sous la contrainte LIB,

B(OPT,L)=(BLsr .B2sr.Boer) , 12 liste des boites utilisées par I’algorithme optimal

OPT pour placer les piéces de L sous la contrainte LIB,

OPT(L):iC(BiOPT), la capacité totale utilisée par un algorithme optimal OPT pour le
i=1

placement de L sous la contrainte LIB.

Il s’agit de trouver la plus petite capacité globale des boites utilisées pour placer L sous la

contrainte LIB

Dans ce cas, le ratio de performance d’un algorithme 4 relatif & L, r,L), est défini par le

rapport de la capacité utilisée par I’algorithme 7 sur la capacité optimale :
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p )

SCBY

RA(L)= m.=1 . = opfr(?_) :
igiC(B'opT)

Et le ratio asymptotique dans le pire des cas, R%, prend la méme définition précedente.

4.5.2 Approches de résolution

Nous étudions le comportement de I’algorithme Next Fit using largest bins only (NFL) [12]
et ceci a partir d’une simple instance construite par nous-mémes.

Ensuite, nous présentons un algorithme de résolution du PPLIB de taille variable que nous
baptisons Improved Best Fit.

45.2.1 Next Fit using Largest bins only (NFL)

En n’utilisant que les grandes boites (de tailles 1), I’algorithme NFL procéde de facon

analogue a celle de I’algorithme NF, c’est-a-dire :

A chaque itération, I’algorithme NFL maintient pour la boite courante Bo deux parametres
TopSize et TotalSize, représentant la taille de la derniere piece placée dans Bo et la somme

totale des tailles de piéces contenues dans Bo, respectivement.

Initialement, la boite courante Bo est vide, TopSize Bo= 1 et TotalSize Bo = 0. Une boite Bo est

dite non saturée, si TotalSize Bo< 1.

Pour une piéce i qui arrive, si

a; < 1- TotalSize Bo et TopSize Bo> ai ,alors

La piéce i est placée dans Bo, TopSize Bo=ai et TotalSize Bo est incrémenté par ai.

Sinon, Bo est fermée définitivement, une nouvelle boite est ouverte et sera désormais la boite

courante Bo pour recevoir la piece i avec TopSize Bo = ai et TotalSize Bo= ai.
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La complexité de NFL est linéaire en n, le nombre de pieces de la liste L.

Considérons la liste suivante de pieces L, comprenant 2n pieces de taille on et 2n pieces de
n

) 1 ., )
taille 4— et dont I’ordre d’arrivée est le suivant :
n

On dispose de deux types de boites dont le premier est de capacité 1 et le second est de
capacitél
>

La capacité totale des boites utilisées par I’algorithme NFL est 2n (voir figure 4.1).

1/4n 1/4n 1/4n

1/2n 1/2n 1/2n

2n boites

Figure 4.1 : placement de I’algorithme NFL de la liste L

Et ainsi,on a:

NFL(L)=YC(B\r) =2N x 1 =2n.

Un algorithme optimal OPT utilise pour placer les pieces de L,
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e Une boite B1 de capacité 1 et une boite B2 de capacité % (voir figure 4.2)

1/4n

1/2n

1/4n 1/2n

B1 contenant 2n pieces B2 contenant 2n pieces

Figure 4.2 : Placement de la liste L par un algorithme optimal.

e Soit trois boites B1, B2 et Bs chacune de taille % (voir figure 4.3)

1/2n 1/2n 1/4n
1/2n 1/2n 1/4n
B1 contenant n pieces B2 contenant n pieces B2 contenant 2n piéces

Figure 4.3 : Placement de la liste L par un algorithme optimal.

Et on a bien:

OPT(L) = ZC(BLPT) =%+1=§.
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Il s’ensuit que le ratio de performance de NFL relatif a I’instance L, est
_4n
Rec(L)= 3

D’ou la proposition suivante :

Proposition 4.1. Il existe une instance pour Le probléme de placement de taille variable sous
la contrainte Largest Items at the Bottom, version online tel que ratio de performance

asymptotique de I’algorithme NFL est d’ordre O(n).

4.5.2.2 Improved Best Fit (IBF)

En reprenant I’instance précédente, L = (i,i,...,i,i) avec la donnée de deux types de
2n 4n 2n 4n

boites B1 de taille 1 et B2de taille%, nous avons trouve, en appliquant I’algorithme NFL, que

RNFL(L)=4—§-

Si on pense a ré- appliquer I’algorithme NF mais en n’utilisant que les petites boites Bz, la

taille totale des boites utilisée sera réduite en moitié, c’est-a-dire . Y C(Bjes) = N.

Les piéeces présentes dans cette liste sont de taille petite, alors il est raisonnable d’utiliser les
petites boites au lieu des grandes, en dépit du fait que le ratio de performance relatif a cette

instance reste polynomial, afin de minimiser I’espace occupe dans ces boites.

Mais d’une maniére générale, une idée simple qui vient a I’esprit consiste a affecter la piéce
en question a la boite la plus remplie ( la régle de placement Best Fit), mais bien entendu, en
tenant compte de sa taille ainsi des capacités des boites disponibles. A cet effet, nous
inspirons cet algorithme que nous I’appelons Improved Best Fit (IBF) appliqué au probleme

de placement de taille variable sous la contrainte LIB :
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Algorithme Improved Best Fit

. . — . — .1 . .
Etant donnés deux types de boites : Bi de capacité 1 et Bz de capautez. Les pieces arrivent

I’une apres I’autre.

1- Pour une piéce i qui arrive,

. 1 , . N .
Si a > E’ alors I’affecter a une nouvelle boite B: sinon allera 2.

2- Affecter la piéce i a la boite Bz la plus remplie qui vérifie :

a s%- TotalSize B2 et Topsize B2> a; ,sinon aller a 3.

3- Affecter la piéce i a la boite Bt la plus remplie qui vérifie :
aj <1- TotalSize B1 et TopSize B1 > a; ,sinon aller a 4.

4- Affecter la piece i a une nouvelle boite B .

La complexité de I’algorithme 1BF est O(n?) puisque chaque piéce i subit au maximum

2(i-1) comparaisons et une seule affectation.

45.2.3. Ratio de performance de I’algorithme IBF

Nous suivons la méme technique que Manyem afin de tester la performance de notre

algorithme en traitant seulement 2 parmi les 3 cas possibles de I’ordre d’arrivée des piéces :
¢ L’ordre de tailles est croissant

Le IBF procede comme suit : si la piéce courante i est plus grande que celle qui la précede
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i -1, alors elle est placée dans sa propre (nouvelle) boite B ou Bz selon sa taille. Autrement,
si ai = ai+1, alors la mettre en dessus de i -1 dans cette boite a condition que cette derniére
puisse la recevoir. Cet algorithme utilise autant de boites y compris leurs capacités qu’un
algorithme optimal car il n’existe pas une autre maniére pour placer toutes les pieces de cette

liste en utilisant un nombre plus petit de boites. D’ou le résultat suivant :

Lemme 3 Le ratio asymptotique du pire des cas de I’algorithme IBF pour le PPLIB de taille

variable, dans le cas ou les piéces arrivent dans un ordre croissant est un.

¢ L’ordre de tailles est décroissant

Sous cette hypothése, on peut aisément démontrer que I’algorithme IBF garantit une borne de
2.

Théoreme 4.2 IBF (L) <2 OPT (L) + 1 , pour toute liste L de piéces d’ordre décroissant de

tailles .

Preuve. Soit m1le nombre de boites de taille 1 utilisées par I’algorithme IBF et mzle

nombre de boites de taille %utilisées par IBF. Et le nombre total est m.
On désigne par US (Bi), I’espace occupe dans la boite Bi (Used Space).

. 1 . . . . - 1
Pourl<i<m, US(Bi)> > (chaque boite contient une seule piece de taille supérieure aE).

Ce qui implique : izzm%JS(Bi)>%m1.
i=1

Simz2>2, pour m+1<i<mz, US (Bi)+ US (Bi+1) >%car s’il existe io € [ m1 +1, mz2[

pour lequel US (Bio) + US (Bio+1) < 1/2, et on aurait d0 placer le contenu de la boite
Bio+1 dans la boite Bio dés le moment ou toute piece de Bio+1 est de taille inférieure ou

Egale a celles des piéces de la boite Bio ( I’ordre est décroissant).

On aura par la suite et ceci par sommation : iusa&p% -1/4 et

i=ml+1
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IBF (L) = mi+ %mz = mp+ meml2 4172 < 2'SUs@y+2 Sus@)+ 1/2 =
i=1

i=ml+1

2 Ss(ey+ 1/2 = 2 Sus(g) +1/2 < 2 '$og+ /2= = 2 OPT (L) + 112,
i i=1 =

.Simz2=1,onaura:
IBF (L) = m1+ %< 2'SUs@) + 112 <2 Sus@ey + 1/2 =
i=1 i=1

2 Stus(g+1/2 < 2 Tegy+ 1/2 =2 OPT (L) + 1/2.
i=1 i=1

4.6 Conclusion et perspectives

Lors de I’étude des heuristiques NF et NFL de résolution du probleme de placement sous la
contrainte LIB, version online, I’ordre décroissant des tailles des piéces arrivées constitue un

véritable facteur qui déclenche la détérioration du ratio de performance relatif aux instances
prises dans cet ordre. Dans ce cas, ces deux algorithmes online se comportent tres mal dés le
moment ou leurs performances sont d’ordre polynomial. Mais mis a part cet ordre, il est trés

curieux de remarquer I’amélioration apportée par un tri qui lui différe.
Noua avons présenté un algorithme nomme Improved Best Fit et étudié son comportement
dans deux cas. Concernant le cas ou I’ordre des piéces est aléatoire, il serait intéressant de

faire une étude simulatrice.

Un deuxieme volet de perspective sera de genéraliser cet algorithme au cas ou on se permet

d’utiliser plusieurs types de boites, voire, la variation de leurs tailles.
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Le probleme de placement avec graphe de

conflits (PPGC) ayant un seul conflit par boite.

5.1 Introduction

Une nouvelle extension du probléme de placement appelée probléeme de placement avec
graphe de conflits (PPGC) a été introduite par K. Jansen et S. Ohring [29]. Ensuite B.
McCloskey et AJ. Shankar [41] se sont intéressés a un cas particulier de ce probléme, appelé

probleme de placement avec graphe de cliques- conflits (PPGCC).

Nous commengons par décrire le probleme (PPGC) et exposer les différentes approches de
résolution élaborées par K. Jansen et S. Ohring [29], ensuite nous présentons nos résultats a
partir de 1'é¢tude d’une généralisation du probléme posé par B. McCloskey et AJ. Shankar

dans lequel on tolére I’existence d’un seul conflit par boite.

Aprés avoir appliqué les algorithmes usuels First Fit, Next Fit et First Fit Decreasing a ce
probléme, nous proposons un algorithme approché basé sur la recherche d’un couplage

maximal et la coloration minimale d’un graphe de ratio de performance égal a 3 .
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5.2 Preésentation du probleme (PPGC)

Etant données une liste composée de n pieces L = { i: 1 <i<n }, chacune de taille ai €(0,1]

et une collection infinie de boites 3 toutes de méme capacité égale a 1.

Certaines pieces de L ne peuvent pas étre placées dans une méme boite ce qui constitue des
conflits. Ces conflits sont représentés par les arétes d’un graphe G = (V, E) dont ’ensemble V
désigne les pieces de la liste L. On définit une fonction poids w : V— (0, 1], qui représente la
taille de chaque pi¢ce de L. Une solution réalisable est une partition des pieces en boites

Bi, ..., Bm, telle que chaque boite Bi contient les pieces B, ,,..., B, vérifiant :

Yi. D w(Bij)<1
j=1

Yi, j,k. {Bi,j,Bik }¢ E

Le probléme consiste a trouver un nombre minimum de boites pour le placement de toutes les

piéces sans avoir aucun conflit par boite et sans excéder la capacité d’aucune de ces boites.

5.3 ap-complétude du PPGC

Le probléeme de placement avec graphe de conflits (PPGC) est AP. Etant donnée qu’une
proposition d’une solution (affectation des pieces d’une liste L aux boites) du probleme de
reconnaissance est VRAIL On peut vérifier en un temps polynomial que cette affectation
utilise au plus q boites, qu’aucune boite ne soit débordée, et qu’il n’y ait conflit dans aucune

boite utilisée.

Une transformation polynomiale du probléme de placement standard suffit pour montrer que

le PPGC est P —complet. Soit V un ensemble de piéces relatif au probléme de placement, la
réduction crée un graphe de conflits vide, G = (V,J), puisque le PPGC sans conflits est

équivalent au bin packing
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5.4 Approches de résolution du (PPGC)

Nous présentons dans cette section une analyse des approches faites par K. Jansen et S.

Ohring [29] sur le probléme de placement avec graphe de conflits.

5.4.1 Méthodes d’approximation classiques du probléme de

placement

Le premier algorithme est défini comme suit :

On place les pieces i € V prises dans 1’ordre d’une liste donnée L= {i:1<i<n} etcecien
les partitionnant en un ensemble d’indépendants U1, Uz, ..., de sorte que chaque indépendant

ne contient aucune une paire de pieces en conflit.

Algorithme 1 (NF) : Pour placer une piéce i, prendre le plus grand indice k pour lequel

Uk # . Si Uk {i} reste indépendant et w (i) + Xy, W() <1

alors placer i dans Uk; sinon placer i dans la prochaine boite crée Uk+1.

Algorithme 1 (FF) : Pour placer une piece i, chercher le plus petit indice k tel que Uk {i}

soit indépendant et que w (i) + X ;., W() <1 et placer i dans Uk.

Algorithme 1 (FFD) : Ranger la liste L = {i : 1 <i < n} selon I’ordre décroissant des

poids et appliquer I’algorithme 1(FF) sur la liste résultante.

Pour abréger les algorithmes décrits ci-dessus, on utilise Alg 1(NF), Alg 1(FF) et Alg 1(FFD).
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Théoreme 5.1. [29] 1l existe une instance (G = (V, E), w) ou w(i) = % pour tout i € V avec

(k Zg) et une liste L= {i: 1<i<n} telles que :

Alg 1(NF) (L) = Alg 1(FF) (L) = Alg 1(FFD) (L) = O( n). OPT(L).

5.4.2 Meéthode de coloration

Définition 5.1. On appelle nombre chromatique d’un graphe G, le plus petit nombre de
couleurs nécessaires pour colorier les sommets, de sorte que deux sommets adjacents distincts

ne soient pas de méme couleur. On le désigne par % (G).

K. Jansen et S. Ohring [29] avaient proposé une méthode de résolution du PPGC ayant un
ratio de performance asymptotique égal a 2,7 pour les graphes qui peuvent étre colorés en un

temps polynomial.

Dans la premiere étape, 1’algorithme calcule une coloration minimale du graphe de conflits et
dans la seconde, il applique une heuristique du probléme de placement a chaque ensemble de

picces ayant une méme couleur.

Algorithme 2 :

Etape 1 : Déterminer une partition minimale en ensembles indépendants U1, . . ., UxG) a
partir du graphe de conflits G.

Etape 2 : Appliquer une heuristique du probléme de placement parmi (NF, FF, FFD) sur

chaque ensemble indépendant Ui, 1 <i <y (G).

On note Alg 2(NF), Alg 2(FF) et Alg 2(FFD) les algorithmes composés correspondant a

chacune des trois heuristiques. On a le théoréme suivant :
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Théoréme 5.2. [29] Le ratio de performance asymptotique au pire des cas de I’algorithme

Alg 2(NF) pour le PPGC, Ragonr) » st égala 3 .
Ce ratio s’améliore pour les graphes bipartis et devient 2 comme nous le montre le théoréme :
Théoreme 5.3. [29] Si G = (V, E) est un graphe biparti, alors Ragnp =2 -

L’algorithme Alg 2(FF) est meilleur que Alg 2(NF) .

Théoréme 5.4. [29] Le ratio de performance asymptotique au pire des cas de I’algorithme

Alg 2(FF) pour le PPGC, Ragarr) > st égala 2,7 .

Pour démontrer ce résultat, K. Jansen et S. Ohring ont utilisé un résultat d’une certaine
fonction poids W [13] appliqué sur chaque classe de couleur, ils ont abouti a avoir le ratio de

performance asymptotique au pire des cas de Alg 2(FFD) variant entre 2.691 et 2.7.

5.4.3 Meéthode de pré-coloration

L’ensemble des piéces de grande taille est noté V = {v e V/ w(v) > %}. On va analyser une

méthode de résolution du BPGC lorsque les éléments de V sont colorés différemment. On

note xy(G) le nombre minimum de couleurs dans une coloration de G avec cette propriété.

Ce probléeme est connu dans la littérature par le probléme d’extension de pré-coloration

(precoloring extension problem), 1 — PrExt.

Définition 5.2. Etant donné un graphe G = (V, E) et k sommets distincts vi, . . ., Vk, le
probléme 1 — PrExt consiste a trouver une coloration minimale f de G telle que f (vi) =i pour

1<i<k
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Ce probléme est résolu polynomialement pour les graphes d’intervalles, les foréts, les graphes
scindés, les complémentaires des graphes bipartis, les cographes, les K-arbres partiels et les
complémentaires des graphes de Meyniel [2, 3, 23, 24, 28, 36]. Pour avoir les définitions de
ces graphes voir [4, 18].

Algorithme 3 :

Etape 1 : Soient les pieces de V ayant les poids w (V) >% .

Etape 2 : Déterminer une partition minimale en ensembles indépendants Uj,. . ., U, ()du
graphe de conflits G telle que ‘U i m\T‘ <1 pour tout 1 <i < y(G).

Etape 3 : Appliquer une heuristique du probléme de placement parmi (NF, FF, FFD) sur

chaque ensemble indépendant U; 1< i < 4y (G).

On note, comme précédemment Alg 3(NF), Alg 3(FF) et Alg 3(FFD) les algorithmes
composés correspondant a chacune des trois heuristiques. On applique ces algorithmes sur les

classes de graphes pour lesquelles le probléme 1 — PrExt est résolu polynomialement et on a :

Théoréme 5.5. [29] Le ratio de performance asymptotique au pire des cas de 1’algorithme

Alg 3(FF) pour le PPGC, Rag3rr) »estégala 2.5.

Corollaire 5.1. [29] L’algorithme Alg 3(FF) est polynomial et posséde un ratio de

performance asymptotique au pire des cas, Ragyrr) > €gal a 2.5 pour les classes de graphes

suivantes :

les graphes d’intervalle, les forets, les graphes scindés, les compléments des graphes bipartis,

les cographes, les K-arbres partiels et les complémentaires des graphes de Meyniel.
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Parmi les thémes de réflexion posés par K. Jansen et S. Ohring, on trouve celui de la
recherche d'algorithmes approchés pour des classes spéciales de graphes. Ce qui a stimulé

B. McCloskey et AJ. Shankar a prendre cette voie en traitant les graphes ou les conflits
constituent des cliques et ont établi de nombreux résultats et ont posé le probléme de
placement avec graphe de conflits dans lequel on permet 1’existence d’un nombre constant de
conflits par boite. Nous définissons le probleme de placement avec graphe de conflits ayant
un seul conflit par boite, PPGC.

5.5 Preésentation du probleme (PPGC) en tolérant un seul

conflit par boite

Etant données une liste composée de n pieces L = {i : 1 <i < n}, chacune de taille

ai €(0,1] pour tout i et une collection infinie de boites 3 toutes de méme capacité égale a 1.
Certaines pi¢ces de L ne peuvent pas étre regroupées et placées dans une méme boite. Ces
conflits sont représentés par des arétes d’un graphe G = (V, E) dont I’ensemble V désigne les
pieces de la liste L.

Il s’agit de trouver une partition minimale des pieces en boites sans dépasser la capacité

d’aucune d’elles et en tolérant I’existence d’un seul conflit par boite.

5.6 awP-complétude du PPGC avec un seul conflit

Le probléeme de placement avec graphe de conflits (PPGC) est AP. Etant donnée qu’une
proposition d’une solution (affectation des pieces d’une liste L aux boites) du probléme de

reconnaissance est VRAIL On peut vérifier en un temps polynomial que cette affectation
utilise au plus g boites, qu’aucune boite n’est de capacité dépassée, et qu’il y a un seul conflit

par boite.

71



Chapitre 5. Le PPGC ayant un seul conflit par boite

Une transformation polynomiale du probléme de PPGC suffit pour montrer que le PPGC
avec un seul conflit est /P —complet. Soit G = (V, E) le graphe de conflits relatif au probléme
de placement dans lequel on permet I’existence d’un seul conflit par boite et désignons par
S c E I’ensemble des couples de ces pieces tolérées, la réduction crée un graphe de conflits
G = (V,E) avec S =, dés que PPGC sans 1’existence d’aucun conflit par boite est équivalent

au PPGC qui est un probleme NP —complet.

5.7 Approches de résolution du PPGC avec un seul conflit

Nous allons étudier ce nouveau probléme, en commengant par analyser le comportement des
trois algorithmes usuels du probléme de placement standard, ensuite nous proposons une

nouvelle méthode approchée qui garantit un ratio de performance asymptotique égal a 3.
5.7.1 Meéthodes classiques du probleme de placement

Nous effectuons une petite modification de 1’algorithme précédent, Algorithme 1 afin de
’adapter a notre nouveau probléme et qu’on le notera Algorithme 1° :
On place les piéces i € V prises dans 1’ordre d’une liste donnée L = {i: 1 <i<n} dans des

boites indexées B, Bo, ...,

Algorithme 1° (NF) : Pour placer une piéce i, prendre le plus grand indice k pour lequel
Bk = . Si Bku {i} contient au plus un conflit et

W (i) + XcpW()<1 alors placer i dans Bk; sinon placer i dans la

prochaine boite vide Bk+1.

Algorithme 1’ (FF) : Pour placer une piéce i, chercher le plus petit indice k tel que Bk {i}

contient au plus un conflit et que W (i) + X ;g W(j) <1 et placer i dans

Bk.

72



Chapitre 5. Le PPGC ayant un seul conflit par boite

Algorithme 1’ (FFD) : Ranger la liste L = {i : 1 <i<n} selon I’ordre décroissant des

poids et appliquer I’algorithme 1°(FF) sur la liste résultante.

Pour abréger les algorithmes décrits ci-dessus, on utilise Alg 1’(NF), Alg 1’(FF) et
Alg 1’(FFD). Malheureusement, ces algorithmes se comportent mal comme 1’annonce cette

proposition :

Proposition 5.1. Il existe une instance (G = (V, E), w) et une liste L = {i : 1<i < n} telles que :

Alg 1’(NF) (L) = Alg 1’(FF) (L) = Alg 1’(FFD) (L) = O( n). OPT(L).

Preuve .Considérons la liste de piéces suivantes L = {a1, . . . ,ax} w {b1, . . ., b} de
cardinalité n = 6k, tels que s(ai) = s(bi) = i , Vie {1,..., 3k}. Soit G = (V, E) un graphe de

conflits, avec

E={aibj/1<i=j<3k}.

En prenant la liste L dans cet ordre: L = (a1, b1, a2, b2, . . ., as, b3k) et en appliquant

I’algorithme NF, on aura bien cette partition :

{ai, b1, a2}, {b2, a3, b3}, . . ., {b3k1, ask, b3k} en 3K boites et chacune d’elle contient un et un

seul conflit.

En revanche, un algorithme exact utilise uniquement 2 boites selon la partition :
{ai, a, . . ., a2, ask, bk}, {b1, b2, .. ., b3k1, ask-1) avec deux conflits, un dans chacune d’elles

ou bien {ai, a, ..., as}, {b1, bz, ..., bak}.

D’ou: Alg I’(NF) (L) =3k =

g 2.2. Ceci reste vrai pour Alg 1°(FF) et Alg 1’(FFD).
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5.7.2 Méthode de couplage maximal et précoloration

Nous suggérons une approche du probléeme de placement avec graphe de conflits en tolérant
un conflit par boite basée sur la recherche de couplage de cardinal maximum et ceci pour
déterminer une borne inférieure au nombre de boites utilisées qui va étre dans la suite
minimis¢é. Ensuite nous procédons a une précoloration minimale aprés avoir contracté le
graphe de conflits initial G = (V, E). Nous appliquons enfin, une des heuristiques classiques

du probléme de placement standard.

Motivation
Données :
- Une liste L = {1, 2,..., n} de projets, chacun est de taille s(i) ( 0, 1] qui

représente 1’enveloppe budgétaire nécessaire.

- Une collection de petites compagnies récemment crées chacune d’elles ayant

un capital C=1.

- Un graphe de conflits associé a la liste L, G = (V,E), tels que V désigne la liste L
et deux arétes joignant deux projets si ces derniers sont difficiles a étre réalisés
simultanément par une compagnie parmi L ce qui nécessite une intervention
externe en matiere d’expérience (compagnie étrangere). Sachant qu’une
collaboration se fait avec une seule petite compagnie et couvre exactement
deux projets.

Objectif :

- On cherche a minimiser le nombre de compagnies qui investissent sur
I’ensemble de tous les projets L apres avoir déterminé une borne inférieure
concernant le nombre de collaborations (pour permettre au plus grand nombre

possible des petites compagnies de bénéficier de I’expérience externe)..
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Algorithme 3’

Soient L une liste de picces et G = (V, E) le graphe de conflits associé au probléme de

placement de L.

Etape 1 : Trouver un couplage maximum C .,y , dans le graphe de conflit G = (V, E) de

cardinal q:|C max| .

Etape 2 : Construire le graphe G’= (V’, E’), contracté du graphe G = (V, E) obtenu en

contractant chaque paire d’extrémités d’une aréte de C 4 €n un seul sommet

dans G’.

Etape 3 : Dans le graphe G’, affecter une nouvelle couleur a chaque sommet résultant

d’une opération de contraction. Désignons par V' I’ensemble de sommets colorés.

Etape 4 : Déterminer une partition minimale en ensembles Vy,. . ., V() du

graphe de conflits G ‘ tel que r\/i m\T" <1 pour tout I <i< yz(G").

Etape 5 : Appliquer une heuristique du probléme de placement parmi (NF, FF, FFD) sur

chaque ensemble indépendant VV;, 1< i < y5(G").

Soient Alg 3(NF), Alg 3(FF) et Alg 3(FFD) les algorithmes composés correspondant a
chacune des trois heuristiques. On applique ces algorithmes sur les classes de graphes dont le

probléme 1 — PrExt est résolu polynomialement .

Théoreme 5.7. Le ratio de performance asymptotique au pire des cas de 1’algorithme

Alg’ 3(NF) pour le PPGC avec un seul conflit par boite, Rajg3ne) » €st égala 3 .
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Preuve. Soit q:|CmaX| apres avoir appliqué la premicre étape de 1’algorithme.
Considérons la partition en sous ensembles du graphe G’, V. . ., V, @), ou
xv(G") représente le nombre minimum de couleurs dans une coloration de G’précédée par la

coloration des sommets de V '.

Notons ni, le nombre de boites généré par ’algorithme NF sur v; ,Vi=1,...%;(G")

Comme ¥#G')> 0=ICmax

, chaque ensemble V/; posséde exactement une boite contenant un

conflit, Vi=1,...,q,

Notons : BY!, BY2,..., BYd.ces boites.

En appliquant 1’algorithme NF sur chaque ensemble V;, la somme du contenu de chaque

paire de boites consécutives est supérieure a 1.

Vie(l,.. ., ql, J_"giIC(B\fi)J“T_1 (1)
q
q nj Zni_q
- 3 Sopp-i— @

i=l j=1

De méme pour i € {q+1,..., x7+(G')},ona:

%(G)
XG M 2 ni~(xy(G')-0)
> 2.C(BY)> 3)
i=q+l =1 2
- Siypw(G')=q etVi=1,...,4q,n =1, notre algorithme fournit une solution

optimale.

- Sinon, en additionnant (2) et (3) on aura :
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XV'(GI)
2(G a2 (G
2 ’}LlC(B‘f")ZEIS(I) =

v(G")

() -
- OPT(L) > —H— . car OPT(L) > $5(i).
- OPT(L) > A'g'3(NF('2'))_XV'(G') car x§>ni — Alg’ 3(NF(L)).
- Alg” 3(NF(L)) < 3 OPT(L). , car 7(G') <OPT(L).

Il nous reste & montrer que cette borne est atteinte asymptotiquement :

Soient | un entier naturel pair et une liste de pieces, L=C,UC,UU;UU,, tels que :

ClziCl,la--wCL'E }’C2=if32,1a---102,'§ Fo U=l ety et Us=lug,eing |-

Leurs tailles sont données par : S(C):% ,ce Ci1, C2; s(ui,j) =36 et s(uz, j):%—é avec

1
6—3| .

Soit I’ensemble des arétes du graphe de conflits défini par :
E={(cc)/c,c’e Ci,c=c’}u {(ci,cj/ci € Ci, Cje C2 pouri=j}

e En appliquant I’algorithme Alg” 3(NF) sur cette instance, on aura :

® Cnax =1{(ci,cp/cieCi,cie C2pouri=j} de cardinalla.
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Chapitre 5. Le PPGC ayant un seul conflit par boite

e Une partition minimale du graphe G’ est :

{CI,I’C2,1}1---aifrl,lzvc%’UZ,l’Ul,1’---’U2,Ivul,l}:> (G )= Iz

e L’application de I’algorithme NF sur chaque ensemble de la partition précédente, crée

la partition en boites :

{C1,11C2,1}y---1%:1%1(:2%,UZVl’ulvl;{uzlz,ullz},---,{U2’|,U1’|} de cardial |§+(I—1).
e  Une solution optimale est composée de la partition :

{Uz,l, U2,21 Cl,l’ Cz,l},---,{U2,l_11 U2,| ’ C],%) Czy%; {U1,1,---,U1,|} de Cardinal I§+1 .

, Lia-y
Il s’en suit alors, lim 2 =3.
| >0 I§+1

5.8 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous nous sommes fixés pour objectif la résolution du probléme de
placement avec graphe de conflits en autorisant I’existence d’un seul conflit par boite, ce qui
constitue un cas particulier de la perspective proposée par B. McCloskey et AlJ. Shankar

[41].
L’algorithme que nous avons développé est basé sur des idées simples inspirées de la théorie
des graphes et hybridées avec des heuristiques du probléme du Bin packing. Ceci ne permet

pas de clore la porte de la recherche d’autres heuristiques de meilleur ratio de performance.

Il serait trés intéressant de faire une étude du PPGC en tolérant k conflits par boite et de

traiter des cas ou le graphe de conflit fait partie de certaines classes particulieres de graphes.
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Conclusion genérale

Que faut-il retenir de la Théorie de la Complexité ? Essentiellement qu’il existe des

problémes d’optimisation combinatoire qu’il ne faut pas s’acharner a résoudre optimalement.

En effet, si notre probleme est sve-complet, il vaut mieux abandonner I’espoir de trouver un
algorithme polynomial. Si on en trouve un, ce qui est peu probable, on deviendrait célébre (a

défaut de devenir riche) : on aurait infirmé ainsi la conjecture @+= P!

Le théme de recherche auquel nous sommes intéressés se trouve effectivement parmi les
problémes les plus difficiles de I’optimisation combinatoire puisqu’il fait partie de la classe

des problemes dit AvP—complets.

Il s’agit du probléme de placement unidimensionnel qui s’énonce d’une maniére tres simple:
Il s'agit de placer n objets d’une liste L chacun de taille ai, i = 1, . . ., n dans un nombre
minimum de boites, toutes de capacité égale a 1.

Le probleme de placement puise son role dans le champs d’application en modélisant de
veéritables probléemes rencontrés dans I’industrie ce qui lui en fait un centre d’attraction de

plusieurs chercheurs depuis longtemps.

Dans cette these, nous avons étalé les différentes facettes relatives a ce probléme en

commencant par cerner le cadre théorique dans lequel il est inscrit.

L’essentiel de la these s’articulait principalement autour des deux derniers chapitres dans

lesquels nous avons présenté notre contribution personnelle.



Conclusion générale.

Au quatrieme chapitre, nous avons traité une variante du probléme de placement due a
Manyem et dénommée « probleme de placement sous la contrainte LIB » : Largest Items at
the Bottom . Cette contrainte est rencontrée sur le plan pratique lors du chargement de
vehicules par des articles de différentes tailles, tout pour garantir une meilleure stabilité au

cours de leur transport, il y a lieu de placer toujours les grands articles au dessous des petits.

Le probleme de placement de taille variable sous la contrainte Largest Items at the Bottom a
fait I’objet de notre étude. Nous avons analysé les résultats des comportements de
I’algorithme Next Fit using Largest bins only et de I’algorithme Improved Best Fit que nous

avons proposeé.

Dans le dernier chapitre, nous sommes intéressés a une extension du probleme de placement
dite « probléme de placement avec graphe de conflits » (PPGC). Aprés avoir rappelé les
travaux et résultats établis concernant ce probléme, nous avons traité le cas ou on permet un

seul conflit par boite.

Nous avons réussi a développer un algorithme approché qui se base sur la recherche d’un
couplage maximum, puis sur une coloration minimale du graphe obtenu a partir du graphe
initial en effectuant un certain nombre de contractions de sommets et enfin sur I’application

d’une regle de placement sur chaque classe de sommets de méme couleur.

Comme perspectives, nous proposons d’étudier les problémes suivants :

1- Le probleme de placement de taille variable sous la contrainte Longest Items at the
Bottom dans lequel on utilise plusieurs types de boites voire la variation de leurs
tailles.

2- Déterminer le ratio de performance au pire cas de I’algorithme Improved Best Fit dans
le cas ou I’ordre d’arrivée des piéces est aléatoire.

3- Le probleme de placement avec graphe de conflits ayant k conflits par boite, k > 1.

4- Le probleme de placement avec graphe de conflits dans lequel le graphe fait partie

d’une classe particuliére de graphes.
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