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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons à l'étude des treillis ordinaires par deux ap-

proches di�érentes, à la présentation de certaines classes dé�nies à travers chaque approche

et à la présentation des théorèmes de passage entre ces deux approches.

Ensuite, nous introduisons les ensembles �ous avec certaines de leurs propriétés, nous

présenterons aussi les ordres �ous de deux manières di�érentes.

En�n, nous présenterons les treillis �ous à travers les dites approches, et présenterons

les théorèmes de transition entre-elles.

Mots clés : Ensembles �ous, posets �ous, structures algébriques �oues, L-treillis �ous,

relations �oues, coupes.

A bstract

In this work, we are interested to study the ordinary lattice with two di�erent ap-

proaches, and present some classes according to each approach, and theorems for the

transition between them.

Then we introduce the fuzzy sets and some of these properties. The orders are also

presented as fuzzy with two di�erent approaches.

In the end, we present fuzzy lattices with two di�erent approaches, and theorems of

transitions between them.

K eywords : Fuzzy sets, fuzzy posets, L-fuzzy lattices, fuzzy relations, cutworthy ap-

proach.
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I ntroduction générale

La modélisation est devenue une issue importante dans l'ingénierie et la science. Les

approches traditionnelles de modélisation insistaient énormément sur la précision et la

description exacte des systèmes. L'utilisation des outils mathématiques comme les treillis

ordinaires, équations aux di�érences, . . .etc. est appropriée et justi�ée pour les systèmes

bien dé�nis. Mais, quand la complexité augmente, ces outils deviennent moins e�caces.

Le traitement des systèmes complexes nécessite souvent la manipulation d'informations

vagues, imprécises, incertaines ou à la fois imprécises et incertaines. L'être humain est

compétent dans la manipulation de tels systèmes de façon naturelle. Au lieu de raisonner

en termes mathématiques, l'être humains décrit le comportement du système par des

propositions linguistiques. Par exemple, un conducteur peut formuler une partie de sa

connaissance par : " Si la vitesse est élevée et qu'il n'y a pas un virage, alors freiner ".

A�n de pouvoir représenter ce type d'informations, Zadeh a proposé de modéliser le

mécanisme de la pensée humaine par un raisonnement approximatif basé sur des variables

linguistiques. Il a introduit la théorie des ensembles �ous en 1965, qui constitue une

interface entre les mondes linguistiques et numériques.

Comme application, la modélisation �oue est le processus par lequel un système dy-

namique est modélisé non dans la forme conventionnelle des treillis ordinaires, équations

di�érentielles ou aux di�érences, mais dans la forme d'un ensemble de règles �oues et

fonctions d'appartenance. C'est une approche permettant de modéliser des systèmes non

linéaires complexes, de façon qualitative.

Les mathématiques du �ou, de plus en plus désignées sous le terme générique de théorie

du �ou, regroupent plusieurs théories qui sont des généralisations ou des extensions de
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leurs homologues classiques : la théorie des sous-ensembles �ous étend celle des sous-

ensembles classique, la logique �oue étend la logique binaire, la théorie des possibilités

étend celle des probabilités. Elles ont toutes pour objectifs de proposer des concepts,

des techniques et des méthodes formellement rigoureuses pour recueillir, représenter et

traiter des connaissances et des données �oues, c'est-à-dire, contenant de l'imprécision,

de l'incertitudes ou de la subjectivité ; ces trois facettes principales du �ou étant souvent

coexistantes.

Notre travail appartient à la théorie des sous-ensembles �ous qui est l'extension de la

théorie des ensembles classique.

De point de vue historique, Zadeh en 1965 a dé�ni les [0, 1]-ensembles �ous et généra-

lisés par la suite par J. Goguen[5] à la notion des L-ensembles �ous en 1967.

D'autre part, quelques années après la création de la notion des ensembles �ous,

Rosen�eld[8] a commencé le travail dans le domaine de brouillage des objets algébriques,

avec ses travaux sur les groupes �oues en 1971.

Ce mémoire se veut une contribution à cette théorie fondée sur les idées des auteurs

suivants : Rosen�eld (1971), Ajmal (1994-1995), Yuan et Wu (1990), �Se�selja et Tepav�cevi�c

(1990-2006).

Ce travail est subdivisé en cinq chapitres.

� Dans le premier chapitre, nous rappelons des notions relatives aux relations d'ordres

et aux ensembles ordonnés.

� Dans le second chapitre, nous présentons le treillis, une fois comme étant une struc-

ture algébrique, et comme une structure ordonnée une autre fois, et présentons

l'equivalence entre ces deux approches.

� Dans le troisième chapitre, nous introduisons les notions nécessaires aux sous-ensembles

�ous.

� Dans le quatrième chapitre, nous présentons les relations d'ordres �oues et les posets

�ous.

� Dans le cinquième chapitre, nous présentons le treillis �ou de deux manières dif-

férentes, d'une part, comme étant une structure algébrique �oue et d'autre part,

comme une structure ordonnée �oue et prouvons l'equivalence entre-elles.
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Chapitre 1

C oncepts et exemples

Dans ce chapitre, nous allons rappeler des notions relatives aux relations d'ordres et

aux ensembles ordonnés.

1.1 Fonctions caractéristiques et leurs propriétés

Soient X un ensemble non vide et P (X) l'ensemble des parties de X. Pour une partie

A de X, on dé�nit une fonction caractéristique sur A de la manière suivante :

µA(x) =

 1 si x ∈ A,

0 sinon.

On note par ailleurs par χ(X) l'ensemble des toutes les fonctions caractéristiques des

sous-ensembles de X.

Théorème 1.1. [4] χ(X) est en bijection avec P (X).

Théorème 1.2. [4] Soit f une application de X dans {0, 1}, alors : f ∈ χ(X).

1.1.1 Propriétés des fonctions caractéristiques :

Soient A et B deux parties de X.

� A ⊆ B ⇐⇒ µA ≤ µB.
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� A = B ⇐⇒ µA = µB.

� µA∩B = µA.µB.

� µA∪B = µA + µB − µA.µB.

� µA\B = µA − µA.µB.

1.2 Relation binaire

Soient A et B deux ensembles non vides. Le produit cartésien A × B est l'ensemble

des paires ordonnées (a, b) ou a ∈ A et b ∈ B.

Une relation binaire R est un sous-ensemble non vide de A×B. La notation (x, y) ∈ R

(ou xRy) signi�e que le couple (x, y) appartient à la relation R.

Si A = B = X, on dit que R est homogène sur X.

Une relation binaire R sur un ensemble X est :

1. Ré�exive si :

∀x ∈ X : xRx.

D'une manière équivalente : ∀x ∈ X : µR(x, x) = 1.

2. Faiblement ré�exive si :

∀x, y ∈ X : si xRy, alors : xRx et yRy.

D'une manière équivalente : ∀x, y ∈ X : si µR(x, y) = 1, alors : µR(x, x) = 1 et

µR(y, y) = 1.

3. Antisymétrique si :

∀x, y ∈ X : xRy et yRx =⇒ x = y.

D'une manière équivalente : ∀x, y ∈ X, x 6= y, µR(x, y) = 1 =⇒ µR(y, x) = 0.

4. Transitive si :

∀x, y, z ∈ X : xRy et yRz =⇒ xRz.

D'une manière équivalente : ∀x, y, z ∈ X, µR(x, z) ≥ µR(x, y).µR(y, z).

1.2.1 Relation d'ordre

Soit R une relation binaire.
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Si une relation binaire R est ré�exive, antisymétrique et transitive, alors elle est dite

une relation d'ordre (ou simplement ordre).

L'ordre R est dit total si, pour tout x, y ∈ X, si (x, y) 6∈ R implique (y, x) ∈ R.

Exemple : La relation de la divisibilité sur N∗, dé�nie par n/m ssi n divise m, est une

relation d'ordre.

1.2.2 Relation d'ordre faible

Soit R une relation binaire.

Si une relation binaire R est faiblement ré�exive, antisymétrique et transitive, alors

elle est dite une relation d'ordre faible (ou simplement ordre faible).

1.3 Ensembles ordonnés

Un ensemble ordonné est un couple P = (X,R), où X est un ensemble et R est

un ordre.

Si xRy ou yRx, on dit que x et y sont comparables, dans le cas contraire on dit que

x et y sont incomparables.

Si R est un ordre total, P = (X,R) est alors appelé un ensemble totalement

ordonné (ou ensemble linéairement ordonné ou chaîne), sinon P = (X,R) est

appelé ensemble partiellement ordonné (ou simplement poset).

La relation de couverture d'un ensemble ordonné P = (X,≤), notée ≺P ou sim-

plement ≺, est dé�nie par x ≺ y si (x < y et x ≤ z < y) implique x = z, on dit alors que

x est couvert par y ou que y couvre x.

Le diagramme de Hasse d'un ensemble ordonné P = (X,≤) est une représentation de

son graphe de couverture dans laquelle les éléments x de P sont représentés par des points

p(x) du plan, de telle sorte que les deux règles suivantes soient respectées :

1. Si x < y, p(x) est au dessous de p(y).

2. p(x) et p(y) sont joints par un segment de droite si et seulement si x ≺ y.

On peut représenter l'ensemble ordonné P de di�érentes manières :
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1. Un réseau dans le plan dont les points correspondent aux éléments de X et les arcs

aux couples de R, les boucles représentant les couples de la forme (x, x).

2. Un tableau.

3. Le diagramme de Hasse.

Exemple :

Soient X = {a, b, c, d, e} et P = (X,R) l'ensemble ordonné où

R = {(a, b), (a, e), (c, b), (c, d), (c, e), (d, e)}.

Figure 1.1 � Un ensemble ordonné P représenté par un réseau ordonné dans le plan.

a b c d e

a 0 1 0 0 1

b 0 0 0 0 0

c 0 1 0 1 1

d 0 0 0 0 1

e 0 0 0 0 0

Table 1.1 � Un ensemble ordonné P représenté par un tableau.

Figure 1.2 � Diagramme de Hasse de l'ensemble ordonné P .



CHAPITRE 1. CONCEPTS ET EXEMPLES 17

Soient P = (X,R) un ensemble ordonné et Y une partie de X, la restriction de l'ordre

R sur la partie Y est un ordre, noté RY et appelé un sous-ordre de R, on dit alors que

Q = (Y,RY ) est un sous-ensemble ordonné de P , noté Q v P .

Si de plus, x ≺ y dans Q implique x ≺ y dans P , on dit que Q est un sous-ensemble

ordonné couvrant de P .

Figure 1.3 � Q1 est un sous-ensemble ordonné couvrant de P et Q2 est un sous-ensemble

ordonné non couvrant de P .

1.4 Éléments particuliers

Soit P = (X,≤) un ensemble ordonné.

1.4.1 In�mum, supremum

Un élément x de P est :

1. le minimum de P si, x ≤ y pour tout y ∈ P .

2. le maximum de P si, y ≤ x pour tout y ∈ P .

3. un élément minimal de P s'il n'existe pas y ∈ P avec y < x.

4. un élément maximal de P s'il n'existe pas y ∈ P avec x < y.

Un élément minimal (respectivement, maximal) de P , lorsqu'il est unique, est souvent

noté 0P (respectivement, 1P ) ou simplement 0 (respectivement, 1).
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Si Y est une partie de P = (X,≤), un minorant (respectivement, un majorant) de

Y est un élément m de P tel que m ≤ x (respectivement, m ≥ x) pour tout x ∈ Y , la

partie Y est diteminorée (respectivement,majorée) si elle admet au moins un minorant

(respectivement, majorant).

Si Y = {x}, l'ensemble {m ∈ P/m ≤ x} est appelé l'ensemble des minorants (respec-

tivement, {m ∈ P/x ≤ m} est appelé l'ensemble des majorants) de x, et sera noté par

(x] (respectivement, [x)).

Si Y = {x}, l'ensemble {m ∈ P/m ≤ x, x 6= m} est appelé l'ensemble des minorants

strict (respectivement, {m ∈ P/x ≤ m, x 6= m} est appelé l'ensemble des majorants

strict) de x, et sera noté (x[ (respectivement, ]x)).

Soit Y une partie d'un ensemble ordonné P , on dit que r ∈ P est l'in�mum de Y

(ou sa borne inférieure) si Y est minorée et si l'ensemble de ses minorants admet r pour

maximum, on le note
∧
Y .

De même, Y a un supremum (ou une borne supérieure) t si Y est majorée et si

l'ensemble de ses majorants admet t pour minimum, on le note
∨
Y .

Si Y = {x, y}, on note x ∧ y (respectivement, x ∨ y) son in�mum (respectivement,

son supremum).

1.4.2 Éléments irréductibles

1. x ∈ P est sup-irréductible s'il n'est pas supremum de la partie (x[.

D'une manière équivalente : si x = b ∨ c implique x = b ou x = c.

2. x ∈ P est inf-irréductible s'il n'est pas in�mum de la partie ]x).

D'une manière équivalente : si x = b ∧ c implique x = b ou x = c.

3. x ∈ P est irréductible s'il est sup-irréductible ou inf-irréductible ; il est dit double-

ment irréductible s'il est sup-irréductible et inf-irréductible.
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Figure 1.4 � P un ensemble ordonné.

Dans la �gure ci-dessus, l'élément d n'est pas sup-irréductible car d = b∨c. Par contre,

e est sup-irréductible. L'élément c n'est pas inf-irréductible car c = d ∧ e. Par contre, b

est inf-irréductible.

1.4.3 Atomes, co-atomes

Si P admet 0P , alors, on appelle atome tout élément couvrant 0P .

Si P admet 1P , alors, on appelle co-atome tout élément couvert par 1P . Si P admet un

seul atome a, alors a est appelé un monolithe.

Un poset P avec 0P est dit atomique, si tout élément de P di�érent de 0P est un

supremum de certains atomes.

Figure 1.5 � Les atomes et co-atomes d'un ensemble ordonné.
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1.5 Parties particulières

Soit P = (X,≤) un ensemble ordonné.

On appelle un idéal engendré par x, noté ↓ x, tout sous-ensemble de X, dé�ni de la

manière suivante :

↓ x = {y ∈ X| y ≤ x}.

Par dualité, on appelle �ltre engendré par x, noté ↑ x, tout sous-ensemble de X,

dé�ni de la manière suivante :

↑ x = {y ∈ X| y ≥ x}.

Exemple : Soient X = {a, b, c, d, e, f, g, h, k, l,m, n, o} et P = (X,≤) un ensemble or-

donné, présenté par son diagramme de Hasse.

Figure 1.6 � Idéal engendré par f et �ltre engendré par e dans P .

1.6 Isomorphisme et dualité

En mathématiques la notion d'isomorphisme entre deux structures est fondamentale.

Elle permet de montrer que deux ensembles d'objets de nature totalement di�érente

peuvent véri�er les mêmes propriétés.
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Deux ensembles ordonnés P = (X,≤P ) et Q = (Y,≤Q) sont dits isomorphes s'il existe

une bijection f de X sur Y véri�ant :

x ≤P y ⇐⇒ f(x) ≤Q f(y).

La bijection f est appelée un isomorphisme d'ordre entre P et Q et on écrit P ≡ Q.

Dans le cas où P = Q, on dit que f est un automorphisme de P .

Figure 1.7 � Deux ensembles ordonnés P et Q duaux.

Deux ensembles ordonnés P = (X,≤P ) et Q = (Y,≤Q) sont dits anti-isomorphes (ou

duaux) s'il existe une bijection f de X sur Y véri�ant :

x ≤P y ⇐⇒ f(x) ≥Q f(y).

La bijection f est appelée un anti-isomorphisme d'ordre entre P et Q et on écrit P ≡d Q.

Un cas particulièrement intéressant d'anti-isomorphisme est obtenue en considérant

l'ensemble ordonné P d = (X,≤d) dual d'un ensemble ordonné P = (X,≤) et dé�ni par :

x ≤d y ⇐⇒ y ≤ x.
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Figure 1.8 � Un ensemble ordonné P et son ensemble ordonné dual P d.

1.7 Opérations entre ensembles ordonnés

1.7.1 Substitution

Soit Q = (Y,≤Q) un ensemble ordonné et soit Pi = (Xi,≤i) (avec i = 1, ..., h ≤| Y |),

h ensembles ordonnés, tels que les ensembles Y,X1, . . . , Xh soient mutuellement disjoints.

Étant donnés h éléments y1, . . . , yn distincts de Y , on note : P = QP1···Ph
y1···yh l'ensemble

ordonné obtenu en substituant chaque élément yi de Y par l'ensemble ordonné Pi. De

façon précise, en posant P = (X,≤p) on a :

X = (Y \{y1 · · · yh}) ∪ (
⋃

1≤i≤hXi) et

a ≤p b⇐⇒



a, b ∈ Y \{y1 · · · yh} et a ≤Q b ;

∃i : a ∈ Xi, b ∈ Y \{y1 · · · yh} et yi <Q b ;

∃i : a ∈ Y \{y1 · · · yh}, b ∈ Xi et a <Q yi ;

∃i : a, b ∈ Xi et a ≤i b ;

∃i 6= j : a ∈ Xi, b ∈ Xj et yi <Q yj.
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Figure 1.9 � Exemple de substitution sur quatre ensembles ordonnés Q,P, P ′, P ′′

1.7.2 Union disjointe

Soient P1 = (X1,≤P1) et P2 = (X2,≤P2) deux posets, avec leurs ensembles correspon-

dants disjoints, i.e., (X1

⋂
X2 = ∅). L'union disjointe des deux posets P1 et P2 (notée

par P1

⋃̊
P2) est le poset P1

⋃̊
P2 = (X1

⋃
X2,≤P1

⋃̊
P2

), où ≤ est dé�ni par :

x ≤P1
⋃̊
P2
y ⇐⇒


x ≤P1 y, si x, y ∈ P1,

ou

x ≤P2 y, si x, y ∈ P2.

Au niveau des diagrammes, l'union disjointe revient à placer les diagrammes de P1 et P2,

l'un à coté de l'autre.

Figure 1.10 � Union disjointe P1

⋃̊
P2 des deux ensembles ordonnés P1 et P2
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1.7.3 Somme linéaire

La somme linéaire des deux posets P1 = (X1,≤P1) et P2 = (X2,≤P2), notée par

P1 ⊕ P2, est le poset P1 ⊕ P2 = (X1

⋃
X2,≤P1⊕P2), où ≤P1⊕P2 est dé�nie par :

x ≤P1⊕P2 y ⇐⇒



x ≤P1 y, si x, y ∈ P1

ou

x ≤P2 y, si x, y ∈ P2

ou

x ∈ P1, y ∈ P2

Au niveau des diagrammes, la somme linéaire revient à mettre le diagramme P1 au-dessous

du diagramme P2, en reliant chaque élément maximal de P1 à chaque élément minimal

de P2.

Figure 1.11 � Somme linéaire P1 ⊕ P2 des deux posets P1 et P2
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1.8 Graduation d'un ensemble ordonné

Un ensemble ordonné P = (X,≤) est rangé (ou gradué) s'il admet une fonction de

rang (on dit aussi une graduation), i.e., une application r de X dans l'ensemble des

entiers naturels N véri�ant :

∀x, y ∈ P, x ≺ y =⇒ r(y) = r(x) + 1,

et r(x) = 0, si x est minimal.

Autrement dit, si y couvre x, son rang est supérieur d'une unité à celui de x.
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Chapitre 2

T reillis ordinaires

L'une des structures les plus étudiées et discutées parmi les structures ordonnées est

certainement la structure de treillis. Le concept de treillis a été introduit par E. Schröder

en 1890 [9].

Il est bien connu que les treillis sont introduits, soit comme des ensembles ordonnés, ou

comme des structures algébriques. Dans ce chapitre, nous présentons les deux approches

et montrons l'équivalence entre-elles à travers les théorèmes de transition.

2.1 Treillis vu comme une structure algébrique

On appelle une loi de composition " ? " sur les ensembles X1, X2 et X3, toute

fonction de X1 × X2 dans X3. Autrement dit, à toute paire (x, y) ∈ X1 × X2 on fait

correspondre un élément et un seul z ∈ X3.

Si X1 = X2 = X3 = X, alors : " ? " est appelé une loi de composition interne ou

un opérateur, et (X, ?) est appelé une structure algébrique munie d'un opérateur.

On peut dé�nir plusieurs lois de composition sur un même ensemble X, soit par exemple

deux lois " ? ", " • " sur X ; on dit alors que : (X, ?, •) est une structure algébrique

munie de deux opérateurs.

Une structure algébrique (L,∧,∨) est un treillis si, les deux lois de composition interne

de L, habituellement notées ∧ et ∨ véri�ent les assertions suivantes :

1. la commutativité, i.e., ∀x, y ∈ L, x ∨ y = y ∨ x et x ∧ y = y ∧ x,
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2. l'associativité, i.e., ∀x, y, z ∈ L, x∨ (y∨ z) = (x∨y)∨ z et x∧ (y∧ z) = (x∧y)∧ z,

3. l'idempotence, i.e., ∀x ∈ L, x ∨ x = x et x ∧ x = x,

4. l'absorption, i.e., ∀x, y ∈ L, x ∨ (x ∧ y) = x et x ∧ (x ∨ y) = x.

2.2 Les principaux types de treillis de point de vue al-

gébrique

2.2.1 Treillis modulaire

Un treillis L est dit modulaire si, ∀x, y, z ∈ L : (x ≤ z) =⇒ x∨ (y ∧ z) = (x∨ y)∧ z.

Si on remplace x par z et on applique la commutativité de ∨ et ∧, on obtient une relation

équivalente à la dé�nition de la modularité, i.e., ∀x, y, z ∈ L : (x ≥ z) =⇒ x ∧ (y ∨ z) =

(x ∧ y) ∨ z.

Exemple : Le treillis présenté ci-dessous est modulaire.

Figure 2.1 � Treillis modulaire

Théorème 2.1. [6] Soit (L,∧,∨) un treillis. Si ∀x, z ∈ L, tel que x ≤ z et ∀y ∈ L, y est

comparable soit à x, soit à z, alors (L,∧,∨) est modulaire.

Démonstration : Soit (L,∧,∨) un treillis, et soit x, z ∈ L, tel que x ≤ z. Soit y ∈ L,

y est comparable soit à x, soit à z, i.e., on a quatre situations x ≤ y ou y ≤ z ou x ≥ y

ou y ≥ z.

Supposons que x ≤ y, dans ce cas on a d'une part x∨ (y∧z) = y∧z ( car x ≤ z et x ≤ y).
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D'autre part, y ∧ z = (x ∨ y) ∧ z ( car y = x ∨ y ).

Donc x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z.

La preuve est similaire pour les autres cas. �

Nous représentons dans ce qui suit une classe de treillis modulaires, appelée treillis

distributifs.

Treillis distributif Un treillis (L,∧,∨) est dit distributif si, ∀x, y, z ∈ L, on a :

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),

et/ou

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Les deux relations précédentes sont duales l'une de l'autre et l'une des deux relations su�t

pour dé�nir la propriété de distributivité.

Exemple : Le treillis présenté ci-dessous est distributif.

Figure 2.2 � Treillis distributif

Théorème 2.2. [6] Tout treillis distributif (L,∧,∨) est modulaire.

Démonstration : Soit (L,∧,∨) un treillis distributif, i.e., ∀x, y, z ∈ L, tel que :

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Supposons que x ≤ z, i.e., x ∨ z = z. On remplace dans la relation précédente x ∨ z par

z, i.e., x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z, ce qui implique la modularité. �
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2.2.2 Treillis complémenté

Soit L un treillis possède l'élément minimal 0 et l'élément maximal 1, on appelle

complément d'un élément, tout élément véri�ant la relation suivante :

∀x ∈ L,∃y ∈ L, tel que : x ∧ y = 0L et x ∨ y = 1L.

Si le complément d'un élément x est unique on le note souvent x.

Un treillis (L,∧,∨) est dit complémenté quand il possède l'élément minimal 0 et

l'élément maximal 1 et quand, tout élément de (L,∧,∨) possède un complément.

Exemple :

Figure 2.3 � Treillis complémenté

Théorème 2.3. [6] Dans un treillis distributif (L,∧,∨), si le complément x d'un élément

x de L existe, il est unique.

Démonstration : Soient x1 et x2 deux compléments de x. Alors,

x ∧ x1 = x ∧ x2 = 0 et x ∨ x1 = x ∨ x2 = 1.

x1 = x1 ∨ (x ∧ x1) ( par l'absorption)

= x1 ∨ (x ∧ x2) ( par hypothése)

= (x1 ∨ x) ∧ (x1 ∨ x2) ( par la distributivité)

= 1 ∧ (x1 ∨ x2)

= (x1 ∨ x2).
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Donc x1 = x1 ∨ x2 =⇒ x1 ≤ x2.

Par symétrie, x2 = x2 ∨ x1 =⇒ x2 ≤ x1.

D'où x1 = x2. �

2.2.3 Treillis booléen

Un treillis (L,∧,∨) est dit booléen (ou simplement treillis de Boole) s'il est distri-

butif et complémenté.

Théorème 2.4. [6] Soit (L,∧,∨) un treillis booléen, alors :

∀x, y ∈ L : x ∧ y = x ∨ y et x ∨ y = x ∧ y.

Ce théorème est appelé le théorème de De Morgan.

Nous suggérons dans ce qui suit une preuve propre à nous.

Démonstration : Comme on a : (x∧ y)∧ (x ∧ y) = 0 et (x∨ y)∨ (x ∨ y) = 1 (car L est

complémenté), pour démontrer que x ∧ y = x ∨ y et x ∨ y = x ∧ y, il su�t de démontrer

que (x ∧ y) ∧ (x ∨ y) = 0 et (x ∧ y) ∨ (x ∨ y) = 1, en vertu de l'unicité du complément et

la dualité.

On a d'abord :

(x ∧ y) ∧ (x ∨ y) = ((x ∧ y) ∧ x) ∨ ((x ∧ y) ∧ y) (la distributivité)

= (x ∧ (y ∧ x)) ∨ (x ∧ (y ∧ y)) ( l'associativité)

= (x ∧ (y ∧ x)) ∨ (x ∧ 0) (L est complémenté)

= (x ∧ (y ∧ x)) ∨ 0

= (x ∧ (x ∧ y)) ∨ 0 (la commutativité)

= ((x ∧ x) ∧ y) ∨ 0 (l'associativité)

= (0 ∧ y) ∨ 0 (L est complémenté)

= 0 ∨ 0

= 0 (l'idempotence).
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De façon similaire, on a :

(x ∧ y) ∨ (x ∨ y) = (x ∨ (x ∨ y)) ∧ (y ∨ (x ∨ y)) (la distributivité)

= (x ∨ (x ∨ y)) ∧ (y ∨ (y ∨ x)) (la commutativité)

= ((x ∨ x) ∨ y) ∧ ((y ∨ y) ∨ x) ( l'associativité)

= (1 ∨ y) ∧ (1 ∨ x)

= 1 ∧ 1

= 1 (l'idempotence).

�

2.2.4 Treillis complet

Un treillis (L,∧,∨) est dit complet, si pour chaque S ⊆ L, S admet un supremum∨
S et un in�mum

∧
S dans L.

Théorème 2.5. [6] Tout treillis �ni (L,∧,∨) est complet.

Démonstration : Toute partie S d'un treillis �ni (L,∧,∨) est �nie, alors
∨
S et

∧
S

sont dans L, car ∧ et ∨ sont des lois internes. �

2.3 Treillis vu comme un ensemble ordonné

Soit (P,≤) un ensemble partiellement ordonné ou simplement poset.

(P,≤) est un inf-demi-treillis, si tout couple {x, y} de P admet un in�mum x ∧ y dans

P .

(P,≤) est un sup-demi-treillis, si tout couple {x, y} de P admet un supremum x ∨ y

dans P .

(P,≤) est un treillis (vu comme ensemble ordonné), si tout couple {x, y} de P admet un

in�mum x∧y et un supremum x∨y dans P . Autrement dit, s'il est à la fois inf-demi-treillis

et sup-demi-treillis.

Un treillis est souvent noté (L,≤), ainsi qu'un inf-demi-treillis et un sup-demi-treillis.
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Exemple : Soit X un ensemble, (P (X),⊆) est un treillis.

En e�et, le supremum d'un couple {A,B} de parties de X est A
⋃
B, son in�mum est la

partie A
⋂
B. On a donc, A ∧B = A

⋂
B et A ∨B = A

⋃
B.

Exemple : L'ensemble N ordonné par divisibilité, (N∗, |), est un treillis. En e�et, ∀a, b ∈

N∗, a ∧ b = pgcd(a, b), et a ∨ b = ppcm(a, b).

Exemple :

Figure 2.4 � Un treillis.

Figure 2.5 � Un inf-demi-treillis.
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2.4 La typologie de treillis de point de vue ensembliste

2.4.1 Sous-treillis

Si (L,≤) est un inf-demi-treillis, on appelle un sous-inf-demi-treillis, toute partie A de

(L,≤), véri�ant, x, y ∈ A implique x ∧ y ∈ A.

Si (L,≤) est un sup-demi-treillis, on appelle un sous-sup-demi-treillis, toute partie A

de (L,≤), véri�ant, x, y ∈ A implique x ∨ y ∈ A.

Si (L,≤) est un treillis, on appelle un sous-treillis d'un treillis (L,≤), toute partie A de

(L,≤), véri�ant, x, y ∈ A implique x∧ y ∈ A et x∨ y ∈ A. Autrement dit un sous-treillis

est à la fois un sous-inf-demi-treillis et un sous-sup-demi-treillis.

Exemple :

Figure 2.6 � L est un inf-demi-treillis et S1 est un sous-inf-demi-treillis de L.

Figure 2.7 � L est un sup-demi-treillis et S1 et S2 sont un sous-sup-demi-treillis de L.
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Figure 2.8 � L est un treillis et S1, S2 et S3 sont des sous-treillis de L.

Proposition 2.1. [6] Soit A une partie d'un inf-demi-treillis �ni (L,≤). A admet un

supremum si et seulement si elle est majorée.

Démonstration : Le supremum d'une partie A d'un inf-demi-treillis (L,≤) lorsqu'il

existe, est un majorant particulier de A (ceci reste vrai pour tout ensemble ordonné

(P,≤)).

Inversement, soit A une partie majorée d'un inf-demi-treillis (L,≤). Si A ne possède pas

de supremum, l'ensemble non vide des majorants de A n'a donc pas de minimum. Il

existe ainsi deux majorants distincts t1 et t2 de A, minimaux parmi les majorants de A.

(L,≤) étant un inf-demi-treillis, t1 ∧ t2 existe, avec t1 et t2 étant incomparables, t1 ∧ t2
est strictement inférieur à t1 et t2. Or t1 ∧ t2 est un majorant de A, strictement inférieur

à t1 et t2, ce qui contredit la minimalité supposée de t1 et t2 parmi les majorants de A.

On déduit alors que A possède un supremum dés lors qu'elle est majorée. �
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Nous suggérons dans ce qui suit une proposition propre à nous.

Proposition 2.2. Soit A une partie d'un sup-demi-treillis �ni (L,≤). A admet un in�-

mum si et seulement si elle est minorée.

Démonstration : Il su�t de prendre le dual de (L,≤) et d'utiliser la proposition

2.1. �

Théorème 2.6. [2] Un inf-demi-treillis (L,≤) ayant un maximum est un treillis.

Démonstration : Soit (L,≤) un inf-demi-treillis de maximum 1L. Toute partie de

L étant majorée par 1L, on déduit de la proposition précédente que toute partie de L a

un supremum. Par conséquent (L,≤) est un sup-demi-treillis et donc un treillis. �

Nous suggérons dans ce qui suit un théorème propre à nous.

Théorème 2.7. Un sup-demi-treillis (L,≤) ayant un minimum est un treillis.

Démonstration :

Il su�t de prendre le dual de (L,≤) et d'utiliser le théorème 2.6. �

2.4.2 Demi-treillis complet et treillis complet

Un sup-demi-treillis (resp. inf-demi-treillis) L est dit sup-complet (resp. inf-complet)

si tout sous-ensemble A (�ni ou in�ni) de L admet un supremum
∨
A (resp. un in�mum∧

A) dans L.

Un treillis L est dit complet s'il est à la fois inf-complet et sup-complet.

Exemple : En ajoutant l'élément +∞ à Z, l'ensemble totalement ordonné (Z∪{+∞},≤)

est sup-complet. En revanche, (Q ∪ {+∞},≤) est un ensemble totalement ordonné qui

n'est pas sup-complet. Car, le sous-ensemble {x ∈ Q|x ≤
√

2} de Q n'a pas de plus petit

majorant dans Q. i.e.,
√

2 est plus petit des majorants qui n'appartient pas à Q.

Théorème 2.8. [7] Un sup-demi treillis complet (L,≤) est un treillis complet si et seule-

ment si, il admet un in�mum 0L.
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Démonstration : Soit L un treillis complet, alors toute partie S ⊆ L admet un

in�mum et un supremum dans L, en particulier L ⊆ L, donc L admet in�mum 0L.

D'autre part, supposons que L est un sup-demi-treillis complet et possède un in�mum

0L. Soit S = {sα}α∈A un sous-ensemble non vide de L, et M = {mβ}β∈B l'ensemble des

minorants de S.

L'ensemble M est non vide car 0L ∈ M . Posons m =
∨
β∈Bmβ ; l'élément m est dans L

car L est sup-complet.

Par dé�nition de l'ensemble M , ∀sα ∈ S,∀mβ ∈ M , mβ ≤ sα, ou encore, ∀sα ∈ S,m =∨
β∈Bmβ ≤ sα. Donc m est un minorant de S, et par conséquent, il est le plus grand des

minorants de S. Ainsi tout sous-ensemble non vide de L admet un plus grand minorant.

Donc L est un inf-demi-treillis complet et donc également un treillis complet. �

2.5 Équivalence entre les deux approches : ensembliste

et algébrique

On présente dans cette partie les théorèmes de transitions entre le treillis vu comme

une structure algébrique vers le treillis vu comme une structure ordonné, et vice versa.

Théorème 2.9. [3] Soit (L,≤) un treillis, vu comme une structure ordonné. Alors ∧ et

∨ satisfont les assertions suivantes :

� (L1) ∀x ∈ L : x ∨ x = x (loi d'idempotence)

� (L1)δ ∀x ∈ L : x ∧ x = x (loi d'idempotence)

� (L2) ∀x, y ∈ L : x ∨ (x ∧ y) = x (loi d'absorption)

� (L2)δ ∀x, y ∈ L : x ∧ (x ∨ y) = x (loi d'absorption)

� (L3) ∀x, y ∈ L : x ∨ y = y ∨ x (loi de commutativité)

� (L3)δ ∀x, y ∈ L : x ∧ y = y ∧ x (loi de commutativité)

� (L4) ∀x, y, z ∈ L : x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z (loi d'associativité)

� (L4)δ ∀x, y, z ∈ L : x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z (loi d'associativité)

Démonstration : La loi ∧ est idempotence. En e�et, par la ré�exivité de ≤, on a

pour tout x ∈ L, x ≤ x, ce qui implique que, x ∧ x = x.
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Identiquement, pour ∨.

Soient x, y ∈ L, on a x∧y ≤ x, ce qu'implique que x∨(x∧y) = x∨x, alors : x∨(x∧y) = x,

donc on trouve la loi d'absorption.

Identiquement, pour x ∧ (x ∨ y) = x.

La loi ∧ est commutative. En e�et, soient x, y ∈ L, on a x ∧ y ≤ y et x ∧ y ≤ x, ce qui

implique que, x ∧ y ≤ y ∧ x, d'autre part, y ∧ x ≤ x et y ∧ x ≤ y, ce qui implique que,

y ∧ x ≤ x ∧ y. Alors : x ∧ y = y ∧ x.

Identiquement, pour ∨.

La loi ∧ est associative. En e�et, soient x, y, z ∈ L, on a y∧z ≤ y, donc x∧ (y∧z) ≤ x∧y

et y∧ z ≤ z, donc x∧ (y∧ z) ≤ z, ce qui implique que, x∧ (y∧ z) ≤ (x∧ y)∧ z, ceci d'une

part. D'autre part, y ≥ x∧ y, donc y ∧ z ≥ (x∧ y)∧ z et x ≥ x∧ y, donc x ≥ (x∧ y)∧ z,

ce qui implique que, x ∧ (y ∧ z) ≥ (x ∧ y) ∧ z. Alors : x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z

Identiquement, pour ∨. �

Théorème 2.10. [6] Soit (L,∧,∨) un treillis vu comme une structure algébrique, où ∧

et ∨ sont des lois de composition interne de L. Alors (L,≤) est un treillis vu comme un

ensemble ordonné.

Démonstration : Notons ≤ la relation dé�nie sur L par : x ≤ y ⇐⇒ x ∧ y = x.

1. La relation ≤ est ré�exive. En e�et, x∧x = x (car ∧ est idempotente), donc x ≤ x.

2. La relation ≤ est transitive. En e�et, ∀x, y, z ∈ L :

si x ≤ y et y ≤ z, alors x ∧ y = x et y ∧ z = y.

Montrer alors que x ≤ z, i.e., x ∧ z = x.

x ∧ z = (x ∧ y) ∧ z

= x ∧ (y ∧ z) ( ∧ est associative)

= x ∧ y

= x.

3. La relation ≤ est antisymétrique. En e�et, supposons que l'on ait, simultanément :

x ≤ y et y ≤ x, alors x ∧ y = x et y ∧ x = y.

Par la commutativité de ∧, on a donc x ∧ y = y ∧ x, ce qui entraîne : x = y.
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Identiquement, pour la loi ∨.

Ainsi ≤ est un ordre sur L.

Par conséquent, (L,≤) est un ensemble ordonné.

Soient x, y ∈ L, montrons que x∧y est un minorant de {x, y} dans L, i.e., (x∧y)∧x = x∧y

et (x ∧ y) ∧ y = x ∧ y.

On a :

(x ∧ y) ∧ x = x ∧ (y ∧ x) ( ∧ est associative)

= x ∧ (x ∧ y) ( ∧ est commutative)

= (x ∧ x) ∧ y ( ∧ est associative)

= x ∧ y ( ∧ est idempotente).

Donc x ∧ y est un minorant de x. De la même façon on montre (x ∧ y) ∧ y = x ∧ y.

Montrons maintenant que x ∧ y est la borne inférieur de {x, y} dans L.

Soit m un minorant quelconque de {x, y}, on a : m∧x = m et m∧ y = m ( par dé�nition

de ≤).

Calculons maintenant :

m ∧ (x ∧ y) = (m ∧ x) ∧ y ( ∧ est associative)

= m ∧ y (m est un minorant de x)

= m ( m est minorant de y).

Donc m∧ (x∧y) = m, ceci signi�e que tout minorant de {x, y} est majoré par x∧y lequel

est le plus grand des minorants de {x, y}.

Par conséquent, x ∧ y est la borne inférieur de {x, y}.

Identiquement, pour la borne supérieur x ∨ y de {x, y}. �
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Chapitre 3

S ous-ensembles �ous

3.1 Introduction

La théorie des sous-ensembles �ous est assez récente, elle a débuté en 1965 avec la

publication de l'article �fuzzy sets� (ensembles �ous) par Lot� ZADEH [17], qui a proposé

pour la première fois le concept des sous-ensembles �ous pour pallier à la modélisation

de l'incertitude des modèles classiques. Cette théorie introduit la graduation dans l'ap-

partenance d'un élément à une classe, c'est à dire qu'un élément peut appartenir plus ou

moins fortement à cette classe.

Les fonctions d'appartenances sont des applications qui généralisent les fonctions ca-

ractéristiques dans la théorie des ensembles.

Dans ce chapitre on présente les sous-ensembles �ous, P -ensembles �ous et L-ensembles

�ous.

3.2 Sous-ensembles �ous

Dans le concept de la théorie des ensembles classiques, un sous-ensemble A de X est

caractérisé par sa fonction caractéristique µA qui prend la valeur 0 pour les éléments x

n'appartenant pas à A et la valeur 1 pour les éléments x appartenant à A.

Dé�nition 3.1. Soient X un ensemble, et A un sous-ensemble de X. On dé�nit un sous-

ensemble �ou A de X par la donnée d'une application A de X dans l'intervalle réel [0, 1],
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qui a tout élément x ∈ X fait associe une valeur A(x) telle que :

0 ≤ A(x) ≤ 1.

L'application A est appelée fonction d'appartenance de l'ensemble �ou A ou simplement

[0, 1]-ensemble �ou.

On peut distinguer trois cas, pour tout élément x dans X :

� A(x) = 0⇐⇒ x n'appartient pas à A.

� A(x) = 1⇐⇒ x appartient à A.

� A(x) = p, p 6= 0 et p 6= 1, dans ce cas, le degré d'appartenance A(x) est une valeur

intermédiaire entre 0 et 1. On dit que x appartient partiellement à l'ensemble �ou

A.

Autrement dit,

A : X −→ [0, 1]

x 7−→ A(x)

tel que :

A(x) =


1 si x ∈ A,

0 si x 6∈ A,

p si x appartient partiellement à A.

Remarques :

La fonction d'appartenance généralise la fonction caractéristique.

Un sous-ensemble classique est un cas particulier d'un sous-ensemble �ou.

Exemple : Soit A un ensemble dénommé �grand� de personnes dé�ni de la manière

suivante : � toute personne de plus d'un mètre quatre-vingt est dans cet ensemble�.

Dans la version classique, on modélise cet exemple par la fonction caractéristique suivante :

µA(x) =

 1 si x ≥ 1.80 m,

0 sinon.

Entre �grand� et �non grand� correspond une dichotomie parfaite : toute personne de

plus de 1.80 m est dans l'ensemble �grand�, il n'y a pas de �degré de grandeur�, si la taille
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d'une personne est de 1.75 m alors elle est petite, celle d'une autre personne de taille

1.80m est grande.

Mais dans un sous-ensemble �ou, l'appartenance des personnes admet des degrés, i.e.,

si la personne a une taille de 1.20 m elle n'est absolument pas grand, alors que quelqu'un

de 1.90 m est parfaitement grand, les tailles intermédiaires ont des valeurs d'appartenance

di�érentes de 0 et 1, ces valeurs nous indiquent une mesure de compatibilité avec la notion

�grand�.

Exemple : Soit X l'ensemble des âges des êtres humains, utilisé comme ensemble univer-

sel, et soit A = {x ∈ X|x est vieille}. Comme la propriété " vieille " n'est pas bien dé�nie

et ne peut pas être avec précision mesurée, par exemple si une personne qui est de 40 ans,

il n'est pas clair si elle appartient à l'ensemble A ou pas. On modélise le sous-ensemble A

d'une manière précise et rigoureuse par la fonction d'appartenance suivante :

A(x) = min
(

1,
x

80

)
.

Les seules personnes qui sont considérées comme " absolument vieilles " ont au moins

80 ans. Les seules personnes qui sont considérées comme " absolument jeunes " sont les

nouveaux-nés. Toutes les autres personnes sont aussi bien âgées que jeunes. Par exemple,

une personne âgée de 40 ans est considérée comme " vieille " avec un degré d'appartenance

égal à " 0, 5 " et en même temps aussi " jeune " avec un degré d'appartenance égal à "

0, 5 ", selon la fonction d'appartenance qu'on a utilisé. Donc on ne peut pas exclure cette

personne de l'ensemble A ni de l'inclure complètement, i.e., cette personne appartient

partiellement à A.

Exemple : Soit X l'ensemble des villes algériennes, nous pouvons dé�nir le sous-ensemble

�ou A des villes proches d'alger. Ce sous-ensemble peut être décrit par la fonction d'ap-

partenance suivante : A(x) = max
(

0, [1− d(x,a)
100

]
)
, où d(x, a) représente la distance entre

la ville " x " et Alger.

Villes Boumerdes Tipasa Blida Alger

d(x, a) 40 40 50 0

A(x) 0.6 0.6 0.5 1
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Exemple : Soient D un usine de production de tomates conservés et T = {T1, T2, ..., T9}

l'ensemble des tâches qui sont traitées dans ce projet et qui sont données ci-dessous avec

leurs degré d'appartenance.

Problème : classer ces tâches selon leurs importance.

On dé�nit la fonction d'appartenance de la manière suivante :

A(x) = min

(
1,

Ti
10000

)
.

Tâches unité / jour degré d'appartenance

T1 Nombre des boites remplis 15000 1

T2 Nombre des boites emballées 15000 1

T3 Nombre des boites distribuées 7000 0.7

T4 Nombre des boites stockées 3000 0.3

T5 Achat de la matière première 7000 0.7

T6 Nombre des machines nettoyées 700 0.07

T7 Nombre des machines réparées 5 0.0005

T8 Nombre de passages publicitaires 2 0.0002

3.2.1 Caractéristiques des sous-ensembles �ous

Support

Soit un sous-ensemble �ou A de X. Le support du sous-ensemble �ou A noté supp(A),

est un sous-ensemble ordinaire de X auxquels est associé un degré d'appartenance A(x)

non nul :

supp(A) = {x ∈ X/A(x) 6= 0}.
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Hauteur

La hauteur, notée h(A), d'un sous-ensemble �ou A de X est la plus grande valeur

prise par sa fonction d'appartenance :

h(A) = supx∈XA(x).

Noyau

Le noyau d'un sous-ensemble �ou A de X, est un sous-ensemble ordinaire de X où

chaque élément possède un degré d'appartenance égale 1, on note :

noy(A) = {x ∈ X/A(x) = 1}.

Remarque : Si A est un sous-ensemble ordinaire de X, sa hauteur est égale à 1 et son

noyau est A lui même.

3.2.2 Operations sur les sous-ensembles �ous

Égalité de sous-ensembles �ous

Deux sous-ensembles �ous A et B de X sont égaux si leurs fonctions d'appartenance

sont telles que :

A(x) = B(x), ∀x ∈ X.

Inclusion

Soient deux sous-ensembles �ous A et B de X. Le sous-ensemble �ou A est inclus dans

le sous-ensemble �ou B (ou simplement A ⊆ B), si leurs fonctions d'appartenance sont

telles que :

A(x) ≤ B(x), ∀x ∈ X.



CHAPITRE 3. SOUS-ENSEMBLES FLOUS 44

Intersection

L'intersection de deux sous-ensembles �ous A et B de X est un sous-ensemble �ou

A ∩B tel que :

A ∩B(x) = min(A(x), B(x)), ∀x ∈ X.

Union

L'union de deux sous-ensembles �ous A et B de X est le sous-ensemble �ou A∪B tel

que :

A ∪B(x) = max(A(x), B(x)), ∀x ∈ X.

Complément d'un sous-ensemble �ou

Le complément Ac d'un sous-ensemble �ou A de X est le sous-ensemble �ou de X

dé�nit par sa fonction d'appartenance :

Ac(x) = 1− A(x), ∀x ∈ X.

Contrairement aux sous-ensembles classiques, les sous-ensembles �ous véri�ent générale-

ment :

Ac ∩ A 6= ∅ et Ac ∪ A 6= X.

Idempotence

Soit A un sous-ensemble �ou de X, alors :

A ∩ A = A et A ∪ A = A.

Commutativité

Soient A et B deux sous-ensembles �ous de X, alors :

A ∩B = B ∩ A et A ∪B = B ∪ A.
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Associativité

Soient A, B et C trois sous-ensembles �ous de X, alors :

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C et A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C.

Distributivité

Soient A, B et C trois sous-ensembles �ous de X, alors :

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) et A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Relations de De Morgan

Soient A et B deux sous-ensembles �ous de X, alors :

(A ∩B)c = Ac ∪Bc et (A ∪B)c = Ac ∩Bc.

Absorption

Soient A et B deux sous-ensembles �ous de X, alors :

A ∩ (A ∪B) = A et A ∪ (A ∩B) = A.

Produit cartésien

Soient A1, A2, . . . An des sous-ensembles �ous dé�nis respectivement surX1, X2, . . . Xn.

Le produit cartésien A = A1 × A2 × . . .× An est dé�ni comme un sous-ensemble �ou de

X = X1 ×X2 × . . .×Xn de fonction d'appartenance :

A(x) = min(A1(x1), A2(x2), . . . An(xn)), ∀x = (x1, x2, . . . xn) ∈ X.

3.3 P -ensembles �ous

Le co-domaine [0, 1] d'un [0, 1]-ensemble �ou est un poset, il est donc tout à fait naturel

de considérer le cas général qui consiste à remplacer [0, 1] par un poset quelconque P .
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Soient A un ensemble non vide, et P un poset. On appelle un P -ensemble �ou sur

A, toute fonction A : A −→ P . Soit B un sous-ensemble de A, la fonction B : B −→ P

est appelée P -sous-ensemble �ou de A.

Étant donné un élément p ∈ P , on appelle un sous-ensemble coupe (ou simplement

p-coupe), tout sous-ensemble Ap de A dé�nit de la manière suivante :

Ap = {x ∈ A|A(x) ≥ p}.

A tout p ∈ P , on fait correspondre une fonction caractéristique µAp de Ap, appelée

fonction coupe (ou simplement p-coupe).

Proposition 3.1. [14] Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A. Alors :

∀x ∈ A, A(x) =
∨

(p ∈ P |µAp(x) = 1), i.e., le supremum de l'ensemble {p ∈ P |µAp(x) = 1}

existe et est égale à A(x).

Démonstration : Soit x ∈ A, ∃r ∈ P , tel que : A(x) = r, donc µAr(x) = 1.

Si µAp(x) = 1, pour p ∈ P , alors A(x) ≥ p, ce qu'implique que, r ≥ p. Comme

r ∈ {p ∈ P |µAp(x) = 1}, donc r est le supremum de {p|µAp(x) = 1}, i.e., A(x) = r =∨
{p|µAp(x) = 1}. �

Proposition 3.2. [14] Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A.

∀p, q ∈ P, si p ≤ q, alors Aq ⊆ Ap.

Démonstration : Soit x ∈ Aq, donc A(x) ≥ q. Comme p ≤ q, on a A(x) ≥ p, ce qui

entraîne x ∈ Ap. �

Remarque : La réciproque n'est pas toujours véri�ée comme on peut le voire à travers

l'exemple suivant :

Exemple : Soient A = {a, b, c} un ensemble, et (P,≤) le poset donné ci-après :
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Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A, tel que :

A =

a b c

p p r


Les p-coupes du P -ensemble �ou A sont les suivantes :

Ap = {a, b}, Aq = {∅}, Ar = {a, b, c}.

On remarque que Aq ⊆ Ap, par contre p et q sont incomparables dans P .

Lemme 3.1. [15] Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A. Alors :

A(x) ≥ A(y) =⇒ µAp(x) ≥ µAp(y).

Démonstration : µAp(y) = 1 si et seulement si A(y) ≥ p. Comme A(x) ≥ A(y), il

s'ensuit que, A(x) ≥ p, ce qui implique que µAp(x) = 1. Par conséquent, µAp(x) ≥ µAp(y).

�

Proposition 3.3. [14] Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A. Alors :

(a) ∀x, y ∈ A, A(x) 6= A(y) si et seulement si AA(x) 6= AA(y).

(b) pour p ∈ P et x ∈ A, A(x) ≥ p si et seulement si AA(x) ⊆ Ap.

Démonstration : (a) Soit A(x) = A(y), on a alors AA(x) = AA(y).

D'autre part, soit A(x) 6= A(y), alors A(x) 6≥ A(y) ou A(x) 6≤ A(y). Dans ce cas, soit

x 6∈ AA(y) alors qu'il est dans AA(x), soit y 6∈ AA(x) alors qu'il est dans AA(y). D'où

AA(x) 6= AA(y).

(b) On suppose que A(x) ≥ p, d'après la proposition 3.2, on a AA(x) ⊆ Ap.

D'autre part, en supposant que A(x) 6≥ p, alors x n'appartient pas à Ap, comme AA(x)

contient x, AA(x) 6⊆ Ap. �

Corollaire 3.1. [14] Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A, alors pour x, y ∈ A

A(y) ≤ A(x) si et seulement si AA(x) ⊆ AA(y).

Démonstration : Il su�t de poser dans (b) de la proposition 3.3 p = A(y). �

Notations : Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A. On note
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� AP l'ensemble des sous-ensembles coupes, AP := {Ap|p ∈ P}.

� AP l'ensemble des fonctions coupes, AP := {Ap|p ∈ P}.

Proposition 3.4. [10] Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A. Alors :

1. ∀P1 ⊆ P , tel que
∨
P1 existe, alors

⋂
(Ap|p ∈ P1) = A∨

(p|p∈P1).

2.
⋃

(Ap|p ∈ P ) = A.

3. ∀x ∈ A,
⋂

(Ap|x ∈ Ap) ∈ AP .

Démonstration :

1. Soit
∨
P1 existe, alors :

x ∈ A∨
(p|p∈P1) ⇐⇒ A(x) ≥

∨
(p|p ∈ P1)

⇐⇒ A(x) ≥ p,∀p ∈ P1

⇐⇒ ∀p ∈ P1, x ∈ Ap

⇐⇒ x ∈
⋂

(Ap|p ∈ P1).

2. Soit x ∈ A, donc ∃p ∈ P tel que A(x) = p, il s'ensuit que, x ∈ Ap, et par conséquent,

x ∈
⋃

(Ap|p ∈ P ).

D'autre part, soit x ∈
⋃

(Ap|p ∈ P ), alors ∃p ∈ P tel que x ∈ Ap, et donc x ∈ A.

3. Soit x ∈ A, ∃p ∈ P tel que x ∈ Ap, donc µAp(x) = 1. Par conséquent,
⋂

(Ap|x ∈

Ap) =
⋂

(Ap|µAp(x) = 1), on a alors
⋂

(Ap|x ∈ Ap) = A∨
(p|µAp (x)=1) (d'après 1), et

comme A∨
(p|µAp (x)=1) ∈ AP , alors

⋂
(Ap|x ∈ Ap) ∈ AP .

�

Nous proposons la proposition suivante :

Proposition 3.5. Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A. Alors : ∀P1 ⊆ P , tel que∧
P1 existe, alors

⋃
(Ap|p ∈ P1) = A∧

(p|p∈P1).
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Démonstration : Soit P1 ⊆ P ,
∧
P1 existe, alors :

x ∈
⋃

(Ap|p ∈ P1)⇐⇒ ∃p ∈ P1, A(x) ≥ p

⇐⇒ ∃p ∈ P1, x ∈ Ap

⇐⇒ ∃p ∈ P1, A(x) ≥ p

⇐⇒ A(x) ≥
∧

(p|p ∈ P1)

⇐⇒ x ∈ A∧
(p|p∈P1).

�

Dé�nition 3.2. Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A, tel que A est un ensemble

et P un poset. On dé�nit la relation binaire ≈ sur P de la manière suivante :

∀p, q ∈ P, p ≈ q si et seulement si Ap = Aq.

Cette relation ” ≈ ” est une relation d'équivalence sur P .

On dé�nit A(A) de la manière suivante :

A(A) = {p ∈ P |p = A(x), pour un certain x ∈ A}.

On énoncera certaines propriétés principales sur la partition de P et l'ordre induit

correspondant à cette partition.

Proposition 3.6. [10] Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A. Alors :

∀p, q ∈ P, p ≈ q si et seulement si ↑ p
⋂

A(A) =↑ q
⋂

A(A),

où ↑ p représente le �ltre engendré par p, i.e., ↑ p = {q ∈ P/q ≥ p}.

Démonstration :

p ≈ q ⇐⇒ Ap = Aq

⇐⇒ ∀x ∈ A, A(x) ≥ p⇐⇒ A(x) ≥ q

⇐⇒ {x ∈ A|A(x) ∈↑ p} = {x ∈ A|A(x) ∈↑ q}

⇐⇒↑ p
⋂

A(A) =↑ q
⋂

A(A).
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�

Dans toute la suite on notera [p]≈ la ≈-classe (ou simplement classe d'équivalence) de p,

i.e., [p]≈ := {q ∈ P |p ≈ q}.

Les valeurs de la fonction d'appartenance sont des éléments maximums des ≈-classes,

comme c'est présenté dans la proposition suivante.

Lemme 3.2. [14] Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou, alors A(x) est un élément

maximum de sa ≈-classe, ∀x ∈ A.

Démonstration : Soit q ∈ [A(x)]≈, i.e., A(x) ≈ q, donc AA(x) = Aq, il s'ensuit que

A(x) ≥ q, et par conséquent, A(x) est le maximum dans sa ≈-classe. �

Dans toute la suite on notera P/ ≈ l'ensemble des classes d'équivalences, P/ ≈:= {[p]≈/p ∈ P}.

Dé�nition 3.3. Ci-dessous, on dé�nit un ordre sur P/ ≈ de la manière suivante :

∀p, q ∈ P, [p]≈ ≤ [q]≈ si et seulement si ↑ q
⋂

A(A) ⊆↑ p
⋂

A(A).

Proposition 3.7. [14] Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A. Alors :

[p]≈ ≤ [q]≈ si et seulement si Aq ⊆ Ap.

Démonstration :

[p]≈ ≤ [q]≈ ⇐⇒↑ q
⋂

A(A) ⊆↑ p
⋂

A(A)

⇐⇒ {x ∈ A|A(x) ∈↑ q} ⊆ {x ∈ A|A(x) ∈↑ p}

⇐⇒ x ∈ A,A(x) ≥ q =⇒ A(x) ≥ p

⇐⇒ Aq ⊆ Ap.

�

Remarque : D'après la proposition 3.6 précédente, on peut mettre en bijection le poset

(P/ ≈,≤) et le poset des coupes (AP ,⊆), tel que f : [p]≈ 7−→ Ap. Ce que permet de dire

que (P/ ≈,≤) est anti-isomorphe à (AP ,⊆).

Proposition 3.8. [14] Soit A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A. Alors :

∀p, q ∈ P, [p]≈ ≤ [q]≈ si et seulement si
∨

[p]≈ ≤
∨

[q]≈.
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Démonstration : Soit [p]≈ ≤ [q]≈, alors Aq ⊆ Ap, d'après le lemme 3.2 on a

A∨
[q]≈ ⊆ A∨

[p]≈ , il s'ensuit d'après la proposition 3.4 que A∨
[q]≈∨

∨
[p]≈ = A∨

[q]≈ , ce qui

implique que
∨

[q]≈ ∨
∨

[p]≈ ≈
∨

[q]≈, comme de plus
∨

[q]≈ = q, d'après le lemme 3.2, il

vient
∨

[q]≈ ∨
∨

[p]≈ ∈ [q]≈, i.e.,
∨

[q]≈ ∨
∨

[p]≈ ≤
∨

[q]≈, donc
∨

[p]≈ ≤
∨

[q]≈.

D'autre part, si on suppose que
∨

[p]≈ ≤
∨

[q]≈, alors A∨
[q]≈ ⊆ A∨

[p]≈ , ce qui implique

d'après le lemme 3.2 que Aq ⊆ Ap, et par conséquent, [p]≈ ≤ [q]≈. �

Remarque : Dans le cas des P -ensembles �ous, si chaque ≈-classe contient un seul

élément, alors il n'est pas toujours vrai que P ∼= P/ ≈. i.e., p ≤ q dans P n'implique pas

toujours [p]≈ ≤ [q]≈, ceci est illustré par l'exemple suivant.

Exemple : Soient A = {a, b} un ensemble, et (P,≤) le poset donné ci-après :

Figure 3.1 � Ensemble partiellement ordonné (P,≤)

Il existe A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A, tel que A =

a b

p r


Supposons [p]≈ = {p}, [q]≈ = {q} et [r]≈ = {r}, sachant que [p]≈ ≤ [q]≈ ⇐⇒ Aq ⊆ Ap,

d'après la proposition 3.6, on a doncAp = {a},Ar = {a, b},Aq = {∅}, donc [r]≈ ≤ [p]≈ ≤ [q]≈,

i.e., r ≤ p ≤ q, ce qui est faux, car P n'est pas une chaîne, et par conséquent, P � P/ ≈.

Théorème 3.1. [14] Soit P une famille de sous-ensembles d'un ensemble non vide A,

tel que ∀x ∈ A,
⋃
p∈P p = A et

⋂
(p ∈ P/x ∈ p) ∈ P et soit A : A −→ P une application

dé�nie de la manière suivante :

A(x) :=
⋂

(p ∈ P/x ∈ p) ∈ P.

Alors, si on muni P de l'ordre ” ≤ ” tel que (P,≤) soit anti-isomorphe à (P,⊆), alors A

est un P -ensemble �ou sur A, tel que ∀p ∈ P , p = Ap.
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Démonstration : Soit P une telle famille, (P,≤) est un poset, où p ≤ q ⇐⇒ q ⊆ p,

ce qui fait que A : A −→ P est bien un P -ensemble �ou sur A, étant donné qu'elle est bien

dé�nie. Montrons que p = Ap, i.e., la famille des sous-ensembles coupes du P -ensemble

�ou coïncide avec les éléments de P . Soit x ∈ A, on a :

x ∈ Ap ⇐⇒ A(x) ≥ p

⇐⇒
⋂

(q ∈ P/x ∈ q) ≥ p

⇐⇒
⋂

(q ∈ P/x ∈ q) ⊆ p

⇐⇒ x ∈ p.

�

Exemple : Soient A = {a, b, c, d} un ensemble, et (P,≤) le poset donné ci-après :

Figure 3.2 � Le poset (P,≤).

Il existe A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A, tel que

A =

a b c d

u v r q



Les sous-ensembles coupes sont : Ap = ∅, Aq = As = {d}, Ar = At = Aw = {c, d},
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Au = {a, c, d}, Av = {b, d}, Ax = Ay = {a, b, c, d}, donc AP = {∅, {d}, {c, d}, {b, d},

{a, c, d}, {a, b, c, d}}.

Les classes d'équivalences sont : [x]≈ = {x, y}, [u]≈ = {u}, [v]≈ = {v}, [r]≈ = {r, w, t},

[q]≈ = {q, s}, [p]≈ = {p}.

Figure 3.3 � Les diagrammes du poset quotient (P/ ≈,≤) et du poset des coupes (AP ,⊆).

3.3.1 Représentation canonique

Dé�nition 3.4. Soient A un ensemble, P un poset, A : A −→ P un P -ensemble �ou

sur A et C le poset des coupes de A. On appelle une représentation canonique de A, toute

application cA : A −→ C, telle que :

cA(x) =
⋂

(f ∈ C/x ∈ f), ∀x ∈ A.

Une f -coupe de cA est dé�nie de la manière suivante :

cAf = {x ∈ A/cA(x) ≥ f}.

Le théorème 3.1 montre que les posets des coupes de A et cA sont isomorphes, c'est-

à-dire que les co-domaines de A et cA sont isomorphes.

Proposition 3.9. [14] Soient A : A −→ P un P -ensemble �ou sur A et cA : A −→ C sa

représentation canonique, alors :
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(a) ∀x ∈ A, cA(x) = AA(x).

(b) ∀f ∈ C, cAf = f .

Démonstration : (a) Soit y ∈ cA(x) =
⋂

(Ap|x ∈ Ap), alors ∀p ∈ P , tel que x ∈ Ap,

y ∈ Ap, par conséquent, y ∈ AA(x), donc cA(x) ⊆ AA(x).

D'autre part, si y ∈ AA(x), alors y ∈ Ap, ∀p ∈ P , tel que AA(x) ⊆ Ap, par conséquent,

y ∈
⋂

(Ap|AA(x) ⊆ Ap) =
⋂

(Ap|A(x) ≥ p) =
⋂

(Ap|x ∈ Ap). Donc y ∈ cA(x), et par

conséquent, AA(x) ⊆ cA(x), ce qui prouve l'égalité.

(b) Soit f = Ap, pour p ∈ P , et soit x ∈ cAAp , alors cA(x) ≥ Ap dans C, on a donc,

d'après a, AA(x) ≥ Ap, il s'ensuit que, AA(x) ⊆ Ap, ce qui implique que A(x) ≥ p, et par

conséquent, x ∈ Ap.

D'autre part, si x ∈ Ap, alors A(x) ≥ p, il s'ensuit que, AA(x) ⊆ Ap, et par conséquent,

x ∈ {y|AA(y) ⊆ Ap} = {y|cA(y) ⊆ Ap} = {y|cA(y) ≥ Ap} = cAAp . D'où l'égalité des deux

ensembles. �

3.3.2 Complétion des familles d'ensembles par des posets

On a déjà vu que si A est un ensemble et C est une famille de sous-ensembles particu-

liers de A, on peut toujours déterminer un P -ensemble �ou (ou simplement représentation

canonique) de A vers C, avec ∪C = A et
⋂
{f ∈ C/x ∈ f} ∈ C. On peut commencer par

exemple par une famille arbitraire C de sous-ensembles de A et on cherche un P -ensemble

�ou A sur A, tel que C soit inclut dans le poset des coupes de A. Il existe toujours un

tel P -ensemble �ou dont le poset des coupes est minimal parmi ceux qui contiennent C

comme un sous-ensemble du poset des coupes.

Lemme 3.3. [14] Soient A un ensemble non vide et C une famille des sous-ensembles de
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A. Pour tout a, b ∈ C, si a ∈
⋂
{f ∈ C/b ∈ f}, alors :⋂
{f/a ∈ f} ⊆

⋂
{f/b ∈ f}.

Démonstration : Soit x ∈
⋂
{f/a ∈ f}, i.e., ∀f ∈ C, si a ∈ f alors x ∈ f , comme

par hypothèse a ∈
⋂
{f ∈ C/b ∈ f} alors ∀f ∈ C, si b ∈ f alors a ∈ f et donc x ∈ f , et

par consequent x ∈
⋂
{f/b ∈ f}. �

Théorème 3.2. [14] Soit C une famille de sous-ensembles d'un ensemble non vide A,

dont l'union donne A. Alors, il existe un P -ensemble �ou A : A −→ P sur A, tel que P

est un poset de coupes minimal (au sens d'inclusion) contenant C.

Démonstration : Soit P la famille des sous-ensembles de A obtenue en ajoutant

à C l'intersection des éléments de C qui contiennent x, pour tout x ∈ A. D'après le

théorème 3.1, il existe un P -ensemble �ou A ayant P comme poset des coupes, puisque⋃
{p/p ∈ P} = A et pour tout x ∈ A,

⋂
{p ∈ P/x ∈ p} ∈ P , tel que Ap = p. Plus

précisément Ap contient les éléments de C et l'intersection de tous les membres de C qui

contiennent x, ∀x ∈ A.

De plus, aucun autre ensemble �ou P ′ sur A ne pourrait être contenu strictement dans P ,

car il manquerait certainement d'au moins une intersection associée à un certain x ∈ A.

�

Remarque : La fonction A ainsi dé�nie est appelée P -complétion de la famille C.

Si C est une famille arbitraire de sous-ensembles d'un ensemble A non vide, telle que⋃
{f/f ∈ C} 6= A, il n'est pas possible d'appliquer le théorème 3.1. Cependant, il existe

une procédure qui permet d'obtenir un P -ensemble �ou contenant C vu comme un sous-

ensemble des coupes de AP , présentée ci-dessous.

Dé�nition 3.5. Soit A un ensemble non vide, et C une famille de ses sous-ensembles.

On dé�nit la P -complétion CP de C de la manière suivante :

CP :=

 C ∪ C′ si
⋃

C = A ;

C ∪ {A} ∪ C′ sinon.
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où C′ := {Fx/Fx =
⋂

(f ∈ C/x ∈ f)}.

Exemple : SoitA = {a, b, c, d, e, f} un ensemble et soit C = {{a, b, c, d, f}, {b, c, d, e}, {a, b}, {c}, {d, e}}

une famille de sous-ensembles de A, telle que
⋃
{f/f ∈ C} = A.

Soit P la famille de sous-ensembles de A obtenue en ajoutant à C l'intersection des élé-

ments de C qui contiennent x, pour tout x ∈ A, i.e., P = C ∪ {{b}, {d}}.

P est un poset muni de l'ordre ” ≤ ” tel que (P,≤) soit anti-isomorphe à (AP ,⊆).

P satisfait aux conditions du théorème 3.1, alors il existe un P -ensemble �ou

A :A −→ P

x 7−→ A(x) =
⋂
{f ∈ P/x ∈ f}.

A =

 a b c d e f

{a, b} {b} {c} {d} {d, e} {a, b, c, d, f}

 .

Figure 3.4 � Une complétion P de C

3.4 L-ensembles �ous

Étant donné un treillis complet L, toutes les propriétés qui sont valables pour les

P -ensembles �ous, sont aussi valables pour les L-ensembles �ous. Cependant, ils existent
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d'autres propriétés qui sont valables seulement pour les L-ensembles �ous. Dans ce qui

suit, nous présenterons certaines d'entre-elles.

Proposition 3.10. Soit A un L-ensemble �ou sur A, alors pour tout x ∈ A, A(x) =
∨
p∈L p · µAp(x),

où :

p · µAp(x) =

 p si µAp(x) = 1,

0 sinon.

Démonstration : Soit x ∈ A, ∃r ∈ L, tel que A(x) = r, donc µAr(x) = 1, i.e.,

A(x) = r · µAr(x).

Si µAp(x) = 1, pour p ∈ L, alors A(x) ≥ p, i.e., A(x) ≥ p · µAp(x), ce qui implique que,

r ≥ p. Comme r ∈ {p ∈ L|µAp(x) = 1}, donc r est le supremum de {p|µAp(x) = 1}, i.e.,

A(x) = r · µAr(x) =
∨
{p|µAp(x) = 1} =

∨
p∈L p · µAp(x). �

Dé�nition 3.6. Soit A un ensemble non vide. Une famille de moore sur A est une partie

F de l'ensemble P (A) des parties de A, véri�ant :

� A ∈ F .

� F ′ ⊆ F =⇒ ∩{f/f ∈ F ′} ∈ F .

Proposition 3.11. [11] Soit A : A −→ L un L-ensemble �ou sur A, alors :

(1)
⋂

(Ap|p ∈ K ⊆ L) = A∨
(p|p∈K).

(2) La famille AL = {Ap|p ∈ L} des sous-ensembles coupes de A est une famille de Moore

de sous-ensembles de A. De plus AL en tant qu'ensemble ordonné par inclusion est un

treillis.

Nous suggérons dans ce qui suit une preuve propre à nous.

Démonstration : (1) Soit K ⊆ L, alors

x ∈ A∨
(p|p∈K) ⇐⇒ A(x) ≥

∨
(p|p ∈ K)

⇐⇒ A(x) ≥ p,∀p ∈ K

⇐⇒ ∀p ∈ K, x ∈ Ap

⇐⇒ x ∈
⋂

(Ap|p ∈ K).
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(2) Soit AL la famille des sous-ensembles coupes de A. On a tout d'abord A = A0L car,

∀x ∈ A,A(x) ≥ 0L.

Soit F un sous-ensemble deAL. D'après 1, il existe r ∈ L tel que
⋂
{Ap/Ap ∈ F} = Ar ∈ AL.

�

Pour les L-ensembles �ous, il existe une méthode particulière de partager L en di�érentes

≈-classes. Cette méthode est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.12. [14] Soit A : A −→ L un L-ensemble �ou sur A, où L est un treillis

�ni. Alors, toutes les coupes Ap de A sont distincts si et seulement si tous les éléments

inf-irréductibles de L di�érents de 1 sont dans A(A).

Démonstration :

� Soit p 6= 1 un élément inf-irréductible qui n'est pas dans A(A). Il existe un unique

q ∈ L couvrant p, il s'ensuit que, A(A)
⋂
↑ p = A(A)

⋂
↑ q (car p 6∈ A(A)). Soit

x ∈ A, alors :

x ∈ Ap ⇐⇒ A(x) ≥ p

⇐⇒ A(x) ∈ A(A)
⋂
↑ p

⇐⇒ A(x) ∈ A(A)
⋂
↑ q

⇐⇒ A(x) ≥ q

⇐⇒ x ∈ Aq.

Donc, Ap = Aq.

� Soient p et q deux éléments distincts de L, inf-irréductibles, di�érents de 1, dans

A(A). On a alors,

p =
∧
{r ∈ L/p ≤ r < 1, r est inf-irréductible},

q =
∧
{s ∈ L/q ≤ s < 1, s est inf-irréductible}.

A cette étape on distingue deux cas :

1erecas : p et q sont incomparables. Dans ce cas, p ∈ A(A)
⋂
↑ p et p 6∈ A(A)

⋂
↑ q,

i.e., A(A)
⋂
↑ q 6= A(A)

⋂
↑ p, et par conséquent, Ap 6= Aq.
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2imecas : p et q sont comparables, et supposons p < q. Dans ce cas p ∈ A(A)
⋂
↑ p

et p 6∈ A(A)
⋂
↑ q, ce qui implique, A(A)

⋂
↑ q 6= A(A)

⋂
↑ p, et par conséquent,

Ap 6= Aq.

�

Remarques :

1. La caractérisation des ensembles coupes par les éléments inf-irréductibles ne peut

être appliquée pour les [0, 1]-ensembles �ous, car l'intervalle [0, 1] n'est pas un treillis

�ni.

2. La notion de représentation canonique dé�nie pour les P -ensembles �ous est valable

pour les L-ensembles �ous. Nous présentons à titre illustratif un exemple.

Exemple : Soient A = {a, b, c} un ensemble et L un treillis, tel que A : A −→ L est un

L-ensemble �ou sur A, avec A =

a b c

p q r


Les sous-ensembles coupes de A sont : A1 = As = ∅, Ar = {c}, Ap = {a}, Aq = {b, c},

A0 = {a, b, c}.

Le poset des coupes C = {∅, {c}, {a}, {b, c}, {a, b, c}}, où l'ordre ≤ est dé�ni de la manière

suivante : si Ap ⊆ Aq alors Aq ≤ Ap.

La représentation canonique de A est une application :

cA :A −→ C

x 7−→ cA(x) =
⋂

(f ∈ C/x ∈ f).

où cA =

 a b c

{a} {b, c} {c}

.

Évidemment, A et cA ont familles des coupes identiques, et leurs posets des co-domaines

sont isomorphes.
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Figure 3.5 � L est un treillis et C est un poset des coupes.

Figure 3.6 � Isomorphisme entre les co-domaines de A et cA.
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Chapitre 4

L-posets �ous et L-relations �oues

On présente dans ce chapitre la L-relation d'ordre �oue (ou simplement ordre �ou) de

deux manière di�érents :

� On présente une relation d'ordre ordinaire comme étant une application deA2 −→ {0, 1},

on remplace {0, 1} par un treillis complet, et on obtiendra une L-relation d'ordre

�oue.

� On dé�nit un L-poset �ou, et on propose à partir d'un théorème comment construire

une L-relation d'ordre �oue à partir d'un L-poset �ou.

4.1 L-relations �oues

Le concept de relation �oue généralise celui de relation classique. Il met en evidence

des liaisons imprécises graduelles entre les éléments d'un ensemble.

Soient A un ensemble non vide et (L,∧,∨) un treillis complet, avec l'élément minimal

0L et l'élément maximal 1L.

On appelle une L-relation �oue sur A, toute application ρ : A2 −→ L.

Étant donné un élément p ∈ L, on appelle relation coupe (ou simplement p-coupe)

de ρ, tout sous-ensemble ρp de A2 dé�nit de la manière suivante :

ρp = {(x, y) ∈ A2/ρ(x, y) ≥ p}.

A tout p ∈ L, on fait correspondre une relation coupe forte (ou simplement coupe
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forte) de ρ, noté ρ>p dé�nit de la manière suivante :

ρ>p = {(x, y) ∈ A2/ρ(x, y) > p}.

Une L-relation �oue est :

1. ré�exive si : ρ(x, x) = 1L, ∀x ∈ A.

2. faiblement ré�exive si : ρ(x, x) ≥ ρ(x, y) et ρ(x, x) ≥ ρ(y, x), ∀x, y ∈ A.

3. antisymétrique si : ρ(x, y) ∧ ρ(y, x) = 0L, ∀x, y ∈ A, x 6= y.

4. transitive si : ρ(x, y) ∧ ρ(y, z) ≤ ρ(x, z), ∀x, y, z ∈ A.

Une L-relation �oue ρ est une L-relation d'ordre �oue (ou simplement ordre �ou)

sur A, si elle est ré�exive, antisymétrique et transitive.

Une L-relation �oue ρ est une L-relation d'ordre �oue faible (ou simplement ordre

�ou faible) sur A, si elle est faiblement ré�exive, antisymétrique et transitive.

Théorème 4.1. [16] Soit ρ : A2 −→ L une L-relation �oue, alors :

ρ est une L-relation d'ordre �oue si et seulement si toutes les p-coupes ρp de ρ sauf 0L-

coupe sont des relations d'ordres.

Démonstration :

� Soit ρ : A2 −→ L une L-relation d'ordre �oue, et soit p ∈ L. Si p = 0L, alors

ρ0L = {(x, y) ∈ A2/ρ(x, y) ≥ 0L}, i.e., ρ0L = A2, mais A2 n'est pas une relation

d'ordre sauf si |A| = 1.

� Soit p 6= 0L, par la ré�exivité de ρ, on a pour tout x ∈ A, ρ(x, x) = 1L, il s'ensuit

que, ρ(x, x) ≥ p,∀p ∈ L, ce qui implique que (x, x) ∈ ρp, et par conséquent, ρp est

ré�exive.

� Soient (x, y) ∈ ρp et (y, x) ∈ ρp, alors ρ(x, y) ≥ p et ρ(y, x) ≥ p, et par conséquent,

ρ(x, y) ∧ ρ(y, x) ≥ p, et comme ρ est antisymétrique, alors x = y.

� Soient (x, y) ∈ ρp et (y, z) ∈ ρp, alors ρ(x, y) ≥ p et ρ(y, z) ≥ p, comme ρ est

transitive, ρ(x, z) ≥ ρ(x, y) ∧ ρ(y, z) ≥ p, et par conséquent, (x, z) ∈ ρp.

� D'autre part, supposons que toutes les coupes (sauf 0L-coupe) sont des relations

d'ordres. Montrons que ρ est une L-relation d'ordre �oue.
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� Comme toutes les p-coupes sont des relations ré�exives, alors (x, x) ∈ ρp, pour tout

p ∈ L, i.e., ρ(x, x) ≥ p, ∀p ∈ L. Donc ρ = 1, ce qui signi�é que.

� Supposons que ρ(x, y) ∧ ρ(y, x) = p 6= 0, il s'ensuit que ρ(x, y) ≥ p et ρ(y, x) ≥ p,

ce qui implique que, (x, y) ∈ ρp et (y, x) ∈ ρp, et par l'antisymétrie de ρp, on a donc

x = y. Donc ρ est antisymétrique.

� On veut démontrer que ρ(x, z) ≥ ρ(x, y) ∧ ρ(y, z)?.

Supposons que ρ(x, z) < ρ(x, y) ∧ ρ(y, z).

Soit ρ(x, y) ∧ ρ(y, z) = p, il s'ensuit que ρ(x, y) ≥ p et ρ(y, z) ≥ p, ce qui implique

que, (x, y) ∈ ρp et (y, z) ∈ ρp, et par la transitivité de ρp on a (x, z) ∈ ρp, i.e.,

ρ(x, z) ≥ p, alors ρ(x, z) ≥ ρ(x, y) ∧ ρ(y, z), contradiction. Donc ρ est transitive.

Par conséquent ρ est une L-relation d'ordre �oue.

�

Exemple :

Soient A = {a, b, c, d, e} un ensemble et L le treillis complet suivant :

Figure 4.1 �

Soit ρ : A2 −→ L une L-relation d'ordre �oue sur un A, dé�nie ci-après :
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ρ a b c d e

a p p 0L 0L 0L

b 0L 1L 0L 0L r

c p 1L 1L 0L r

d 0L q q q 0L

e p p 0L 0L 1L

Les coupes de la L-relation �oue ρ sont les suivantes :

ρp a b c d e

a 1 1 0 0 0

b 0 1 0 0 0

c 1 1 1 0 0

d 0 0 0 0 0

e 1 1 0 0 1

ρq a b c d e

a 0 0 0 0 0

b 0 1 0 0 0

c 0 1 1 0 0

d 0 1 1 1 0

e 0 0 0 0 1

ρr a b c d e

a 0 0 0 0 0

b 0 1 0 0 1

c 0 1 1 0 1

d 0 0 0 0 0

e 0 0 0 0 1

ρ1L a b c d e

a 0 0 0 0 0

b 0 1 0 0 0

c 0 1 1 0 0

d 0 0 0 0 0

e 0 0 0 0 1

ρ0L a b c d e

a 1 1 1 1 1

b 1 1 1 1 1

c 1 1 1 1 1

d 1 1 1 1 1

e 1 1 1 1 1

Les diagrammes de Hasse des p-coupes vues comme posets sont décrits ci-dessous :

Figure 4.2 � Representation les p-coupes de ρ
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Lemme 4.1. [16] Soit ρ : A2 −→ L une L-relation d'ordre �oue, où L est un treillis com-

plet avec un monolithe a. Alors, la coupe forte ρ>0L est une relation d'ordre sur l'ensemble

A.

Démonstration :

� Comme ρ est ré�exive, i.e., pour tout x ∈ A, ρ(x, x) = 1L > 0L, ce qui implique

que, (x, x) ∈ ρ>0L , donc ρ
>
0L

est ré�exive.

� Soient (x, y) ∈ ρ>0L et (y, x) ∈ ρ>0L , alors ρ(x, y) > 0L et ρ(y, x) > 0L, il s'ensuit que

ρ(x, y) ≥ a et ρ(y, x) ≥ a, ce qui implique que, ρ(x, y)∧ ρ(y, x) ≥ a, et comme ρ est

antisymétrique, on a x = y. Donc ρ>0L est antisymétrique.

� Soient (x, y) ∈ ρ>0L et (y, z) ∈ ρ>0L , alors ρ(x, y) > 0L et ρ(y, z) > 0L, il s'ensuit que

ρ(x, y)∧ρ(y, z) ≥ a, et par la transitivité de ρ on a ρ(x, z) ≥ a > 0L, ce qui implique

que, (x, z) ∈ ρ>0L . Alors ρ
>
0L

est transitive.

�

4.2 Certaines propriétés des L-relations �oues

On présente dans ce qui suit certaines propriétés des L-relations d'ordres �oues rela-

tions avec les coupes relations d'ordres.

Proposition 4.1. Soit ρ : A2 −→ L une L-relation d'ordre �oue, alors : p ≤ q implique

ρq ⊆ ρp.

Démonstration : Soit (x, y) ∈ ρq, alors ρ(x, y) ≥ q, il s'ensuit que ρ(x, y) ≥ p, i.e.,

(x, y) ∈ ρp. Donc ρq ⊆ ρp. �

Proposition 4.2. [16] Soit ρ : A2 −→ L une L-relation d'ordre �oue, tel que L est un

treillis atomique. Soit A l'ensemble des atomes de L, alors il existe une famille de posets

{Pa/a ∈ A} déduite de ρ, tels que chaque poset de cette famille est un poset maximum par

rapport à l'ordre d'inclusion. De plus, chaque coupe est un sous-poset d'un poset de cette

famille.
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Démonstration :

D'après le théorème 4.1, toute p-coupe, p 6= 0L est une relation d'ordre sur A. Posant

Pa = ρa, pour a ∈ A, comme L est atomique pour tout p ∈ L, ∃a ∈ A tel que p ≥ a, donc

ρp ⊆ ρa.

�

Proposition 4.3. [16] Soit ρ : A2 −→ L une L-relation d'ordre �oue, où L est un treillis

atomique avec A est l'ensemble des atomes, alors ρ(x, y) > 0 si et seulement s'il existe un

a ∈ A, tel que : x ≤ y dans ρa.

Démonstration :

� Soit ρ(x, y) = p > 0, pour un p ∈ L, L étant atomique il existe un atome a ∈ A,

tel que p ≥ a, il s'ensuit que ρ(x, y) ≥ a, et par consequent, (x, y) ∈ ρa, i.e., x ≤ y

dans ρa.

� D'autre part, soit un atome a ∈ A, tel que x ≤ y dans ρa, i.e., (x, y) ∈ ρa, donc

ρ(x, y) ≥ a, et par conséquent, ρ(x, y) > 0.

�

Proposition 4.4. [16] Soit ρ : A2 −→ L une L-relation d'ordre �oue, où L est un treillis

atomique, alors ρ(x, y) =
∨

(a∈A) a.µρa(x, y), où µρa(x, y) = 1 si x ≤ y dans ρa et 0 sinon.

avec a.1 = a et a.0 = 0.

Démonstration :

La preuve est immédiat en vertu de fait que chaque élément di�érents de 0L de L est

supremum d'atomes. �

4.3 L-Posets �ous

Soient (P,≤) un poset et (L,∧,∨) un treillis complet avec l'élément minimal 0L et

l'élément maximal 1L.

On appelle un L-poset �ou sur P , toute fonction ω : P −→ L.
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Soit p ∈ L, une sous-ensemble coupe est un sous-ensemble, noté ωp, de P dé�nit

de la manière suivante :

ωp = {x ∈ P |ω(x) ≥ p}.

Le théorème suivant donne un procédé de construction d'un ordre �ou à partir d'un

L-poset �ou.

Théorème 4.2. [16] Soit ω : P −→ L un L-poset �ou, alors l'application ρ : P 2 −→ L

dé�nit par :

ρ(x, y) =


1L si x = y

ω(x) ∧ ω(y) si x < y

0L sinon.

est une L-relation d'ordre �oue (ou ordre �ou).

Démonstration :

� ρ est ré�exive par dé�nition.

� ρ est antisymétrique. En e�et, supposons que x 6= y, on distingue trois cas : soit

x < y ou x > y ou x et y sont incomparables.

Si x < y, alors ρ(x, y) = ω(x)∧ω(y) et ρ(y, x) = 0L, il s'ensuit que ρ(x, y)∧ρ(y, x) =

0L.

De même pour x > y.

Si x et y sont incomparables, alors ρ(x, y) = 0L et ρ(y, x) = 0L, il s'ensuit que

ρ(x, y) ∧ ρ(y, x) = 0L.

� ρ est transitive. En e�et, supposons que ρ(x, y) ∧ ρ(y, z) = 0L, il s'ensuit que,

ρ(x, y) ∧ ρ(y, z) ≤ ρ(x, z).

Si maintenant ρ(x, y) ∧ ρ(y, z) > 0L, on distingue trois cas : soit (x = y et y < z)

ou (y = z et x < y) ou (x < y et y < z).

Si x = y et y < z, alors ρ(x, y) ∧ ρ(y, z) = ρ(x, x) ∧ ρ(x, z) = 1L ∧ ρ(x, z) = ρ(x, z).

De même pour y = z et x < y.

Si maintenant x < y et y < z, alors ρ(x, y) ∧ ρ(y, z) = ω(x) ∧ ω(y) ∧ ω(y) ∧ ω(z) ≤

ω(x) ∧ ω(z)=ρ(x, z).
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�

Dans toute la suite, on pose L′ = 0⊕L, où ⊕ est la somme linéaire. L'élément inférieure

0L de L devient un monolithe de L′ tel que c'est décrit dans la �gure suivant :

Figure 4.3 � Treillis complet avec un monolithe

Théorème 4.3. [16] Soit ω : P −→ L un L-poset �ou, alors :

l'application ρ : P 2 −→ L′ dé�nit de la manière suivante :

ρ(x, y) =

 ω(x) ∧ ω(y) si x ≤ y

0L sinon.

est une L-relation d'ordre faible �oue. De plus, les coupes ρp et ωp coincident en tant que

sous-posets de P , pour tout p ∈ L, y compris 0.

Démonstration :

� Soient x, y ∈ P . Si x ≤ y, alors ρ(x, x) = ω(x) ≥ ω(x) ∧ ω(y) = ρ(x, y). Dans le cas

contraire, i.e., x � y, on a ρ(x, y) = 0L, ρ(x, x) ≥ ρ(x, y) = 0L . Par conséquent ρ

est faiblement ré�exive.

� La preuve de l'antisymétrie de ρ est identique à celle du théorème 4.2.

� La preuve de la transitivité de ρ est identique à celle du théorème 4.2, sauf pour un
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seul cas ρ(x, y) ∧ ρ(y, z) > 0L, et x ≤ y et y ≤ z. Dans ce cas on :

ρ(x, z) = ω(x) ∧ ω(z) ≥ ω(x) ∧ ω(y) ∧ ω(y) ∧ ω(z) = ρ(x, y) ∧ ρ(y, z)

. Donc ρ est L-relation d'ordre faible �oue.

� Soit p ∈ L, on a :

(x, y) ∈ ρp ⇐⇒ ρ(x, y) ≥ p

⇐⇒ ω(x) ∧ ω(y) ≥ p

⇐⇒ ω(x) ≥ p et ω(y) ≥ p

⇐⇒ x, y ∈ ωp.

Il reste à démontrer que ρp ou ωp est un ordre, il su�t de démontrer l'un des deux.

Soit (x, y) ∈ ρp, montrons que (x, x) ∈ ρp. Comme ρ est un ordre faible �ou, alors

ρ(x, x) ≥ ρ(x, y) ≥ p, il s'ensuit que (x, x) ∈ ρp, donc ρp est ré�exive.

Soient (x, y) et (y, x) ∈ ρp, alors ρ(x, y) ≥ p et ρ(y, x) ≥ p, il s'ensuit que ρ(x, y) ∧

ρ(y, x) ≥ p, et comme ρ est antisymétrique, alors x = y, et par conséquent, ρp est

antisymétrique.

Soient (x, y) et (y, z) ∈ ρp, il s'ensuit que, ρ(x, y) ≥ p et ρ(y, z) ≥ p, ce qui implique

que ρ(x, y) ∧ ρ(y, z) ≥ p, et comme ρ est transitive, on a ρ(x, z) ≥ ρ(x, y) ∧ ρ(y, z),

donc ρ(x, z) ≥ p, il s'ensuit que (x, z) ∈ ρp, et par consequent, ρp est transitive.

Alors ρp est un ordre.

�

Le théorème suivant propose un procédé inverse à celui du théorème précédent, c'est

à dire à partir d'un ordre �ou, on peut créer un L-poset �ou.

Théorème 4.4. [16] Soient ρ : P 2 −→ L′ une L-relation d'ordre faible �oue et A un

ensemble dé�nit de la manière suivante :

A = {x ∈ P/ρ(x, x) > 0},

alors l'application ω : A −→ L dé�nie par ω(x) = ρ(x, x), est un L-poset �ou sur (A,≤),

où l'ordre est la 0L-coupe forte, i.e., ≤= ρ>0L.

De plus, pour tout p ∈ L, (x, y) ∈ ρp implique x, y ∈ ωp.
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Démonstration : D'après le lemme 4.1, la coupe forte ρ>0L est une relation d'ordre,

noté ≤, donc (A,≤) est un poset. Donc l'application ω : A −→ L est un L-poset �ou sur

A.

Soit (x, y) ∈ ρp, alors ρ(x, y) ≥ p, comme ρ est faiblement ré�exive alors ρ(x, x) ≥ p

et ρ(y, y) ≥ p, ce qui implique que, ω(x) ≥ p et ω(y) ≥ p, et par conséquent x ∈ ωp et

y ∈ ωp. �
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Chapitre 5

T reillis �ous

5.1 Introduction

La structure de treillis est l'une des structures les plus discutées et largement utilisées

en mathématiques discrètes.

Comme il est bien connu, un treillis est vu soit comme un ensemble ordonné, ou soit

comme une structure algébrique.

Dans ce chapitre, on présente les L-treillis �ou de deux approaches di�érentes, et on

donne les théorèmes de transitions entre ces approaches.

La première approche est obtenue en utilisant l'idée de brouillage d'appartenance des

éléments du treillis, vu comme structure algébrique dans un treillis complet.

Pour la seconde approche, il s'agit de brouiller la relation d'ordre dans un treillis

complet.

5.2 Treillis �ou vu comme une structure algébrique �oue

(la première approche)

On va dé�nir les L-treillis �ous obtenus par le brouillage de l'appartenance des éléments

du treillis M dans un treillis complet L.

Dé�nition 5.1. Soient (M,∧M ,∨M) un treillis vu comme une structure algébrique et L
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un treillis complet, avec l'élément minimal 0L et l'élément maximal 1L.

Toute application M : M −→ L est appelée une L-structure algébrique �oue.

Étant donné p ∈ L, on appelle une p-coupe, tout sous-ensemble Mp de M dé�nit de

la manière suivante :

Mp = {x ∈M/M(x) ≥ p}.

Une L-structure algébrique �oue est dite L-treillis �ou, si toutes les p-coupes Mp de M

sont des sous-treillis de M .

Exemple : Soient (M,∧M ,∨M) un treillis et (L,∧L,∨L) un treillis complet donnés ci-

après :

Figure 5.1 � Représentations d'un treillis M et d'un treillis complet L

Soit M : M −→ L la L-structure algébrique �oue dé�nie de la manière suivante :

M =

 0M a b c d e f g h 1M

q q q q q r 1L r p 1L


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Les p-coupes Mp de M sont donnés ci-après :

Figure 5.2 � Les p-coupes Mp de M sont des sous-treillis de M

Donc M est un L-treillis �ou.

Proposition 5.1. [13] Soit M : M −→ L un L-treillis �ou, pour tout p, q ∈ L, si p ≤ q,

alors Mq est un sous-treillis de Mp.

Démonstration : Soit x ∈ Mq, alors M(x) ≥ q, comme p ≤ q, il s'ensuit que

M(x) ≥ p, ce qui implique que x ∈ Mp, i.e., Mq ⊆ Mp, et comme Mq et Mp sont de

sous-treillis de M , donc Mq est un sous-treillis de Mp. �

Proposition 5.2. [13] Soient M : M −→ L un L-treillis �ou et F la famille des coupes

de M muni de l'ordre "⊆". Alors, (F,⊆) est un treillis avec l'élément minimal M1L et

l'élément maximal M0L = M .

Démonstration : Il est claire que (F,⊆) est un poset. D'après la proposition 5.2,

on a pour tout p ∈ L, p ≤ q implique Mq ⊆Mp, i.e., (F,⊆) est anti-isomorphe à L, donc

(F,⊆) est un treillis. �
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Exemple : Soient (M,∧M ,∨M) le treillis et (L,∧L,∨L) le treillis complet donnés ci-après :

Figure 5.3 � Representations d'un treillis M et d'un treillis complet L

L'application M : M −→ L dé�nit de la manière suivante est un L-treillis �ou

M =

 0M a b c d e f g h 1M

q q q q q r 1L r p 1L



Soit F = {M0L ,Mp,Mq,Mr,M1L} la famille des coupes de M ordonnée par inclusion de

diagramme donné ci-après :

Figure 5.4 � La famille F des coupes de M
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Proposition 5.3. [13] Soient (M,∧M ,∨M) un treillis et (L,∧L,∨L) un treillis complet.

Alors, l'application M : M −→ L est un L-treillis �ou si et seulement si les deux des

relations suivantes sont véri�ées pour tout x, y ∈M :

M(x ∧M y) ≥M(x) ∧LM(y),

et

M(x ∨M y) ≥M(x) ∧LM(y).

Démonstration : Soit p ∈ L, tel que M(x) ∧L M(y) = p, ce qui implique que

M(x) ≥ p et M(y) ≥ p, il s'ensuit que x ∈ Mp et y ∈ Mp, et comme toutes les coupes

Mp de M sont des sous-treillis de M , alors x ∧M y ∈ Mp et x ∨M y ∈ Mp, et par

conséquent M(x ∧M y) ≥ p et M(x ∨M y) ≥ p, donc M(x ∧M y) ≥ M(x) ∧L M(y) et

M(x ∨M y) ≥M(x) ∧LM(y).

D'autre part, soient x, y ∈ Mp, alors M(x) ≥ p et M(y) ≥ p, donc M(x) ∧M(y) ≥ p,

il s'ensuit que M(x ∧M y) ≥ p et M(x ∨M y) ≥ p, et par conséquent x ∧M y ∈ Mp et

x ∨M y ∈ Mp, donc ∀p ∈ L, Mp est un sous-treillis de M . Alors M est un L-treillis �ou.

�

Corollaire 5.1. [13] Soient (M,∧M ,∨M) un treillis et (L,∧L,∨L) un treillis complet.

Alors, toute application M : M −→ L est un L-treillis �ou si et seulement si la relation

suivante est véri�ée, pour tout x, y ∈M :

M(x ∨M y) ∧LM(x ∧M y) ≥M(x) ∧LM(y).

Démonstration : La preuve est immédiate en vertu de la proposition précédente.

�

Théorème 5.1. [13] Soit F une famille de treillis avec leurs ensembles correspondants

deux à deux disjoints. Alors, il existe un L-treillis �ou sur F dont les p-coupes non triviaux

(p 6= 0) sont exactement les treillis de F.

Démonstration : Soit F la famille de treillis (Mi,∧i,∨i), i ∈ I, tels queMi

⋂
Mj = ∅

pour i 6= j, avec Mi admet un élément minimal 0i et un élément maximal 1i, pour tout
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i ∈ I. Posons M = 0M ⊕
⋃̊
i∈IMi ⊕ 1M , où 0M et 1M sont l'un des éléments des treillis

Mi. Alors M est un treillis par construction. Soit L le treillis complet donné ci-après :

Figure 5.5 � Représentation de treillis complet L

Il existe un L-treillis �ou M : M −→ L, tel que M(x) = pi, pour tout x ∈ Mi, ∀i ∈ I

et M(0M) = M(1M) = 0L. Il est clair que toutes les p-coupes de M sont exactement des

treillis de F. �

Exemple : Soit F une famille des treillisM1 ,M2,M3. PosonsM = 0M ⊕
⋃̊

1≤i≤3Mi⊕1M ,

tel que 0M et 1M sont respectivement l'un des éléments minimaux et maximaux des treillis

Mi, i = 1, 3.

Figure 5.6 �

Soit L le treillis complet donné ci-après :
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Figure 5.7 � Représentation du treillis complet L

L'application M : M −→ L telle que M(x) = pi, x ∈ Mi, pour tout i = {1, 3} et

M(0M) = M(1M) = 0L est un L-treillis �ou.

i.e.,

M =

 a b c d e p t y z 0M 1M

p2 p2 p2 p3 p3 p1 p1 p1 p1 0L 0L


Nous suggérons dans ce qui suit une proposition propre à nous.

Proposition 5.4. Soit M : M −→ L un L-treillis �ou. Alors, pour tout p, q, z ∈ L,

z ≤ p ∧ q implique Mp ∪Mq ⊆Mz.

Démonstration : Soit x ∈ Mp ∪Mq, alors x ∈ Mp ou x ∈ Mq, ce qui implique que

M(x) ≥ p ou M(x) ≥ q, il s'ensuit que M(x) ≥ p ∧ q, donc M(x) ≥ z, et par conséquent

x ∈Mz. �

Nous suggérons dans ce qui suit une proposition propre à nous.

Proposition 5.5. Soit M : M −→ L un L-treillis �ou, pour tout p, z ∈ L, si z ≤
∧
p.

Alors,
⋃
Mp ⊆Mz.

Démonstration : Soit x ∈
⋃
Mp, alors ∃p ∈ L, tel que x ∈Mp, ce qui implique que

M(x) ≥ p, il s'ensuit que M(x) ≥
∧
p, donc M(x) ≥ z, et par conséquent x ∈Mz. �
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5.3 Treillis �ou vu comme une relation �oue (la deuxième

approche)

Les L-treillis �ous introduits dans cette partie sont des L-treillis �ous obtenus par le

brouillage de la relation d'ordre d'un treillis M dans un treillis complet L′.

Soient A un ensemble non vide, (L,≤) un treillis complet avec l'élément minimal 0L

et l'élément maximal 1L et L′ = 0 ⊕ L. Toute application ρ : A2 −→ L′ est appelée une

L-relation �oue sur A.

Étant donné p ∈ L, on appelle une p-coupe, tout sous-ensemble ρp de A, dé�nit par

ρp = {(x, y) ∈ A2/ρ(x, y) ≥ p}.

Pour tout p ∈ L′, on note par Np l'ensemble suivant : Np = {x ∈ A/ρ(x, x) ≥ p}.

Dé�nition 5.2. Soit ρ : M2 −→ L′ une L-relation �oue, le couple (M,ρ) est appelée un

L-treillis �ou, si (M,ρ0L) est un treillis et tous les p-coupes de ρ sont des sous-treillis

de (M,ρ0L), ∀p ∈ L.

Théorème 5.2. [13] Soient M un treillis non vide et L′ = 0 ⊕ L un treillis complet.

Alors, ρ : M2 −→ L′ est un L-treillis �ou si et seulement si les conditions suivantes sont

véri�ées :

1. ρ est une L-relation faible �oue.

2. ∀x, y ∈M,∃S ∈M et ∀p ∈ {0} ∪ {p ∈ L|x, y ∈ Np}, ρ(x, S) ≥ p et ρ(y, S) ≥ p.

et

∀s ∈M,ρ(x, s) ≥ p et ρ(y, s) ≥ p =⇒ ρ(S, s) ≥ p.

3. ∀x, y ∈M, ∃I ∈M et ∀p ∈ {0} ∪ {p ∈ L|x, y ∈ Np}, ρ(I, x) ≥ p et ρ(I, y) ≥ p.

et

∀i ∈M,ρ(i, x) ≥ p et ρ(i, y) ≥ p =⇒ ρ(i, I) ≥ p.

Démonstration :

� Soit ρ : M2 −→ L′ un L-treillis �ou, alors (M,ρ0L) est un treillis, i.e., pour tout

x, y ∈ M , le supremum S et l'in�mum I de (x, y) existent, donc pour p = 0L, les
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relations (2) et (3) sont véri�ées.

Soient p ∈ L et x, y ∈ Np, comme la coupe ρp est un sous-treillis de ρ0L , alors le

supremum et l'in�mum de (x, y) existe dans le treillis (Np, ρp), donc les relations (2)

et (3) sont véri�ées.

Comme toutes les p-coupes (Np, ρp) sont des sous-treillis de (M,ρ0L), alors ρp sont

des relations d'ordres sur leurs sous-ensembles correspondants (Np), il s'ensuit que

tous les p-coupes sont des relations d'ordres faibles sur M .

� Supposons que l'application ρ : M2 −→ L′ satisfaite les conditions (1)− (3), par la

condition (2), on a ρ(x, S) ≥ 0L, il s'ensuit que ρ(x, x) ≥ ρ(x, S), ce qui implique

µρ0L (x, x) = 1 pour tout x ∈ M , il s'ensuit que (x, x) ∈ ρ0L , ce qui implique que

ρ0L est ré�exive, et ρ0L contient seulement les éléments qui véri�ent la ré�exivitè,

ce qui implique ρ0L est une relation d'ordre. Les conditions (2) et (3) signi�ent que

pour tout x, y ∈ M , ∃ un supremum S et un in�mum I dans M , ce qui implique

que (M,ρ0L) est un treillis.

Comme ρ est une relation d'ordre faible �oue sur M , il est facile de voire que la

restriction de ρp est une relation d'ordre sur Np.

Les conditions (2) et (3) signi�ent que pour tout x, y ∈M , ∃ un supremum S et un

in�mum I dans Np, ce qui implique que (Np, ρp) est un treillis aussi bien que d'un

sous-treillis de (M,ρ0L).

�

5.4 Equivalence entre les deux approches

Nous démontrons dans cette partie l'équivalence entre les deux approches.

Le théorème suivant montre que, on peut déterminer d'une manière naturelle un L-

treillis �ou vu comme une L-relation �oue à partir d'un L-treillis �ou vu comme une

L-structure algébrique �oue.

Théorème 5.3. [13] Soit M : M −→ L un L-treillis �ou vu comme une L-structure

algébrique �oue, où (M,∧,∨) est un treillis et soit L′ = 0 ⊕ L. Alors, l'application
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ρ : M2 −→ L′ dé�nit par :

ρ(x, y) =

 M(x) ∧LM(y) si x ≤ y,

0 sinon,

est une L-treillis �ou vu comme une L-relation �oue. De plus, Mp et (Np, ρp) sont égales

et sont des sous-treillis de M .

Démonstration : Soit x, y ∈ M , alors M(x) ≥ 0L et M(y) ≥ 0L, il s'ensuit que

M(x) ∧L M(y) ≥ 0L, ce qui implique que ρ(x, y) ≥ 0L, donc µρ0L (x, y) = 1, pour tout

x ≤ y, sinon µρ0L (x, y) = 0, et par consequent (M,ρ0L) est le même treillis que (M,∧,∨).

Soit p ∈ L, alors,

x ∈Mp ⇐⇒M(x) ≥ p

⇐⇒ ρ(x, x) ≥ p

⇐⇒ x ∈ Np.

Donc Mp et Np sont égaux.

Dans la suite, nous allons prouver qu'ils sont égaux comme des sous-treillis deM(= N0L).

Soit x, y ∈ Mp, tel que x ≤ y alors M(x) ≥ p et M(y) ≥ p, il s'ensuit que ρ(x, y) =

M(x) ∧LM(y) ≥ p, et par conséquent (x, y) ∈ ρp.

D'autre part, soit (x, y) ∈ ρp, alors ρ(x, y) ≥ p, ce qui implique que ρ(x, y) = M(x) ∧L
M(y) ≥ p, pour x ≤ y, il s'ensuit queM(x) ≥ p etM(y) ≥ p, et par conséquent x, y ∈Mp.

Nous avons prouvé que les ordres ρp sur Mp et ≤ sur Mp sont les mêmes.

Comme (Mp,≤) est un sous-treillis de (M,≤), on conclut que (Np, ρp) est un sous-treillis

de (M,ρ0L).

Alors ρ est un L-treillis �ou vu comme une L-relation �oue. �

Exemple : Soient (M,∧M ,∨M) un treillis et (L,∧L,∨L) un treillis complet donnés ci-

après :
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Figure 5.8 � Représentations des treillis complets L et L′ et M

Soit M : M −→ L L-treillis �ou vu comme une L-structure algébrique �oue dé�nit de

la manière suivante :

M =

 0M a b c d e f g h 1M

q q q q q r 1L r p 1L


On applique le théorème pour déterminer un L-treillis �ou vu comme une L-relation �oue.

ρ(x, y) 0M a b c d e f g h 1M

0M q 0L q q q q q q 0L 0L

a 0 q 0L q q q q q 0L 0L

b 0 0 r 0 0 0L r r r 0L

c 0 0 0 q 0 q q q 0L 0L

d 0 0 0 0 q q q q 0L 0L

e 0 0 0 0 0 q q q 0L 0L

f 0 0 0 0 0 0 1L r p 1L

g 0 0 0 0 0 0 0 r 0 r

h 0 0 0 0 0 0 0 0 p p

1M 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1L

Table 5.1 �
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Le théorème suivant donne l'inverse du théorème précèdent, c-à-d, que tous les L-treillis

�ous vu comme une L-relation �oue détermine d'une manière naturelle un L-treillis �ou

vu comme une L-structure algébrique �oue.

Théorème 5.4. [13] Soit ρ : M2 −→ L′ un L-treillis �ou vu comme une L-relation

�oue. Alors, l'application M : M −→ L dé�nie par M(x) = ρ(x, x), est un L-treillis

�ou vu comme une L-structure algébrique �oue. De plus, Mp et (Np, ρp) sont les mêmes

sous-treillis de M .

Démonstration : Soit (M,ρ0L) un treillis, on dé�nit les opérations dans ce treillis

de la manière suivante :

x ∨ y = sup{x, y} et x ∧ y = inf{x, y}.

Montrons que les coupes de M sont des sous-treillis de M .

Soit p ∈ L, alors,

x ∈Mp ⇐⇒M(x) ≥ p

⇐⇒ ρ(x, x) ≥ p

⇐⇒ x ∈ Np.

Donc Mp = Np. Comme Np est un sous-treillis de (M,ρ0L), il s'ensuit que Mp est un

sous-treillis de M .

Alors M est un L-treillis �ou vu comme une L-structure algébrique �oue. �

5.5 Domaine d'application

La théorie des ensembles �ous peut être appliquée dans trois types de problèmes :

1. Les problèmes de satisfaction et de propagation de contraintes :

� Problèmes de conception d'image.

� Problèmes d'aide à la décision et recherche documentaire dans les bases de don-

nées.
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2. Les problèmes d'étiquetage symbolique et de classi�cation :

� Reconnaissance des formes.

� Vision par ordinateur.

� Analyse des données.

� Les capteurs intelligents.

3. Les problèmes de représentation de l'imprécis et de l'incertain et leurs propagation :

� Intelligence arti�cielle.

� Analyse du risque basé sur des opinions d'experts.

Exemple : (Traitement d'image)

� Une image réelle va être transformée en une image numérique par di�érents outils

de transformation (caméra, scanner, satellite...).

� Cette image numérique est constituée de pixels contenant chacun di�érentes infor-

mations (intensité lumineuse, couleur...).

� L'image obtenue après acquisition contient un nombre très élevé d'information. Ces

informations sont de plus imparfaites, car les conditions d'acquisition ne sont jamais

idéales, de plus, la richesse des informations est néfaste car souvent les informations

apportées ne sont pas pertinentes : de nombreux détails de l'image concernent des

objets que l'on ne veut pas prendre en considération.

Dé�nition 5.3. (Traitement d'image)

On désigne par traitement d'images numériques l'ensemble des techniques permet-

tant de modi�er une image numérique dans le but de l'améliorer ou d'en extraire des

informations.

Dé�nition 5.4. (Segmentation d'une image)

La segmentation est une opération de traitement d'images qui consiste à créer une par-

tition d'une image I0 en sous-ensembles Ri, appelés régions, tels que :
∀i, Ri 6= ∅,

∀i, j, Ri ∩Rj = ∅,

I0 =
⋃
iRi.
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Dé�nition 5.5. (Région)

Une région est un ensemble connexe de pixels ayant des propriétés communes (intensité,

texture,...) qui les di�érencie des pixels des régions voisines.

Dé�nition 5.6. (Traitement �ou )

Le traitement �ou des images est un ensemble d'approches qui fait face aux imperfections

dans la représentation et le traitement des régions, des classes, des segments ou de l'image

entière. Il traite aussi des connaissances et des raisonnements à l'aide de la théorie �oue

dans le but d'améliorer le traitement. L'avantage essentiel de cette modélisation est d'être

plus proche de l'image réel.

Figure 5.9 � Modèle de représentation du traitement �ou des images "TFI".

Calcul des propriétés :

On doit extraire tout d'abord de l'image d'entrée des attributs (homogénéité, transition

d'une région,. . .), et chaque attribut admet une formule pour le calculer.

Brouillage :

Le brouillage qui consiste à traduire un niveau de gris en degrés d'appartenance aux termes

linguistiques décrivant l'attribut calculé (grande homogénéité, faible transition,. . .).

Débrouillage :

Le débrouillage traduit l'ensemble �ou de sortie en une valeur précise correspondant à

un niveau de gris. Cette étape n'est nécessaire que pour obtenir une image de sortie
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visualisable.

Modi�cation des valeurs d'appartenance :

Est la partie la plus importante du "TFI" est la modi�cation des valeurs d'appartenance

au moyen de diverses techniques �oues.

Principe du seuillage �ou :

� Cette méthode est fondée sur un principe hiérarchique pour pallier au problème

d'éclairage non uniforme que présente la plupart des images réelles.

� La méthodologie de construction de la hiérarchie est descendante et se base sur la

mesure d'un critère d'homogénéité. Ainsi, une image à binariser est subdivisée en

sous-images homogènes de tailles di�érentes et appartenant à des niveaux hiérar-

chiques di�érents.

� Une image appartenant à un niveau hiérarchique est divisible en quatre sous-images

�lles si le critère d'homogénéité est non satisfait.

� A chaque niveau hiérarchique les degrés d'appartenance à la classe objet ou à la

classe fond des pixels des sous-images non homogènes sont évalués.

Méthodologie de construction de la hiérarchie :

� Soit une image à niveau de gris notée I0 de taille N ×M à laquelle est associée une

hiérarchie.

� Cette hiérarchie est construite en divisant successivement I0 en sous-images de tailles

de plus en plus petites.

� Une image ne peut être décomposée en quatre sous-images que si un critère d'ho-

mogénéité n'est pas satisfait.
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Figure 5.10 � Exemple de décomposition hiérarchique.
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C onclusion Générale

5.6 Conclusion

Le �ou fédère trois facettes souvent coexistantes : imprécision, incertitude, subjectivité.

La théorie �oue a in�uencée plusieurs branches mathématiques modernes.

Notre intention par ce mémoire était de présenter une partie de tel in�uence dans la

théorie des ensembles et des structures ordonnées.

Nos études ont étés principalement concentrées sur les propriétés algébriques sur les

ordres �ous.

Dans la vie réelle, nous prenons régulièrement de bonnes décisions à partir d'infor-

mations �oues. La théorie �oue est un cadre formel qui permet la modélisation et le

traitement rigoureux de ce type d'information.

Il est possible d'étudier les propriétés particulières (la distributivité, la modularité, la

completude,. . . etc) de façon analogue.

Découvrir de nouvelles techniques en utilisant la théorie des ensembles �ous pour

résoudre des problèmes du monde réel.
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