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Introduction

Les suites log-concaves et diverses propriétés liées à la log-concavité jouent un rôle de plus

en plus important dans la combinatoire, les probabilités, les statistiques, l�optimisation,

l�économétrie et d�autres domaines des mathématiques appliquées, voir Butler [28] et

Stanley [67]. En vue de ces développements, des propriétés combinatoires associées à la

log-concavité et à la log-convexité ont été établies.

Un grand nombre de suites sont log-concaves ou à défaut unimodales (la log-concavité

entraîne l�unimodalité, l�inverse est en général faux, voir par exemple Brenti [25]]. Il s�agit

de propriétés di¢ ciles à montrer et non conservées par des transformations linéaires en

général. Parmi les applications combinatoires, nous citerons à titre non exhaustif, la co-

loration des graphes et la complexité algorithmique.

Notre objectif, est l�étude de : la log-concavité, la log-convexité et l�unimodalité des

suites numériques, telles que les suites récurrentes linéaires en relation avec les éléments

du triangle de Pascal, les hyper-suites, celles liées aux coe¢ cients bisnomiaux, et celles

liées aux q-analogues et p; q-analogues des éléments des triangles de Pascal, ordinaire et

généralisé.

Dans le premier chapitre, on présente des outils et préliminaires nécessaires à la com-

préhension des chapitres suivants. On introduit les suites récurrentes linéaires en relation

avec le triangle de Pascal, les hyper-suites, les coe¢ cients bisnomiaux et leurs q-analogues,

ainsi que les notions de log-concavité, de log-convexité et d�unimodalité.

Le chapitre deuxième est d�une part, une vue d�ensemble sur la préservation de la

log-concavité (par abréviation PLC), de la log-convexité (par abréviation PLX) pour

les triangles ordinaire et généralisés (ou s-triangles) i.e : étant donné un s-triangle de

nombres positifs fas(n; k)g0�k�sn et deux suites log-concaves fxngn et fyngn, on souhai-
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terait pouvoir récupérer une suite log-concave fzngn via la tranformation suivante zn =Psn
k=0 as(n; k)xkysn�k: Plusieurs résultats ont été établi pour le cas classique fa(n; k)g0�k�n :

Stanley [67] a montré que la convolution ordinaire zn =
Pn

k=0 xkyn�k préserve la log-

concavité ; la convolution binomiale zn =
Pn

k=0

�
n
k

�
xkyn�k aussi préserve la log-convavité

voir Walkup [74] et la log-convexité voir H. Davenport et G. Pólya [36]. D�autre part, nous

établissons la préservation de la log-concavité des p; q-analogue du coe¢ cient binomial et

des suites parcourant les transversales du triangle associé.

Au chapitre trois, nous établissons la préservation de la log-convexité pour le triangle de

Pascal généralisé issu des coe¢ cients bisnomiaux : étant donné deux suites log-convexes

fxngn et fyngn; on récupère une suite log-convexe fzngn via la convolution bisnomiale
zn =

Psn
k=0

�
n
k

�
s
xkysn�k. Ce résultat généralise le Théorème de H. Davenport et G. Pólya

[36] pour le cas binomial.

Le chapitre quatre concerne les transversales des q-triangle généralisés issus des coef-

�cients bisnomiaux. On montre qu�ils préservent la log concavité. Les q-analogues en

question sont introduits par S. Ole Warnaar [77].

Le dernier chapitre est consacré aux hypersuites, ce sont des itérés des suites des sommes

partielles associées à une suite donnée. Ces dernières ont été introduites pour certaines

suites classiques, telles que la suite des nombres harmoniques, la suite de Fibonacci et

sa suite compagnon dite de Lucas, par Dil et Mez½o [38]. Plus précisément, on introduit

la dé�nition de la suite hyperpell, hyperjacobsthal et leurs suites compagnons, ainsi que

quelques identités associées qui nous faciliteront l�étude de la monotonie de ces suites, dont

on établit la log-concavité, la log-convexité et l�unimodalité. Nos résultats sont des com-

pléments aux résultats de Zheng et Liu [85] : ils ont traité le cas de la suite hyper�bonacci

et sa suite compagnon hyperlucas.

On termine cette introduction par l�a¤ectation de nos publications et nos prépublications

correspondantes aux di¤érents chapitres de cette thèse. Le chapitre deux est concerné par

la référence [3] ; le troisième par la référence [2] ; le quatrième par la référence [4] ; le

dernier par la référence [5].
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Chapitre 1

Panorama sur certaines suites

classiques

Certaines suites classiques ont fait l�objet de plusieurs travaux de recherche, comme les

suites récurrentes linéaires en relation avec les éléments du triangle de Pascal, les hyper-

suites, les suites des q-analogues et p; q-analogues des coe¢ cients binomiaux. Dans la

plupart des cas, la propriété de la monotonie de ces suites est présentée, et plus précisément

l�unimodalité, la log-concavité et/ou la log-convexité. Il existe plusieurs références relatives

à ces propriétés qui seront citées tout au long de ce chapitre.

1.1 Les suites récurrentes linéaires d�ordre deux

Cette section est largement puisée de la thèse de Doctorat d�Etat de H. Belbachir [9].

Soit fHngn�0 = fHn (x; y; a; b)gn�0 une suite récurrente linéaire d�ordre deux dé�nie par
les valeurs initiales (H0; H1) = (a; b) 2 R2 et par la relation de récurrence :

Hn = xHn�1 + yHn�2; (n � 2); (1.1)

où les coe¢ cients x et y sont des nombres réels. Posons

H(n; k) = xn�2kyk
�
n� k
k

��
H1 +

k

n� 2k + 1H0
�
; (k = 0; :::; bn=2c). (1.2)
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La suite fHngn�0 satisfait

Hn+1 = (nmod 2):y
n+1
2 H0 +

bn=2cX
k=0

H(n; k); (n � 0). (1.3)

On note par fUngn�0 et fVngn�0 les suites appelées respectivement suite de Fibonacci
généralisée et, sa suite compagnon, la suite de Lucas généralisée, dé�nies par

Un = Hn (x; y; 0; 1) et Vn = Hn (x; y; 2; 1) :

On a

Un+1 =

bn=2cX
k=0

U(n; k) avec U(n; k) =

�
n� k
k

�
xn�2kyk; (1.4)

et pour n � 1

Vn =

bn=2cX
k=0

V (n; k) avec V (n; k) =
n

n� k

�
n� k
k

�
xn�2kyk: (1.5)

Ci dessous des exemples de suites récurrentes linéaires associées à la relation (1.1).

Exemple 1

1. Pour (x; y) = (1; 1) et (a; b) = (0; 1); nous avons la suite de Fibonacci,

fFngn�0 = f0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; :::g ; Sloane A000045 (voir, [66]).

La forme de Binet s�écrit :

Fn =
1p
5

  
1 +

p
5

2

!n
�
 
1�

p
5

2

!n!
:

La suite associée à fFngn�0 est :

F (n; k) =

�
n� k
k

�
:

La relation (1.4) s�écrit :

Fn+1 =

bn=2cX
k=0

�
n� k
k

�
; (n � 0) : (1.6)
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2. Pour (x; y) = (1; 1) et (a; b) = (2; 1), nous obtenons la suite de Lucas,

fLngn�0 = f2; 1; 3; 4; 7; 11; 18; :::g ; Sloane A000032.

La forme de Binet s�écrit :

Ln =

 
1 +

p
5

2

!n
+

 
1�

p
5

2

!n
:

La suite associée est

L(n; k) =
n

n� k

�
n� k
k

�
:

La relation (1.5) s�écrit

Ln =

bn=2cX
k=0

n

n� k

�
n� k
k

�
; (n � 1) : (1.7)

3. Pour (x; y) = (2; 1) et (a; b) = (0; 1); nous obtenons la suite de Pell,

fPngn�0 = f0; 1; 2; 5; 12; 29; 70; :::g ; Sloane A000129.

La forme de Binet s�écrit :

Pn =
1

2
p
2

��
1 +

p
2
�n
�
�
1�

p
2
�n�

:

La suite associée à fPngn�0 est :

P (n; k) = 2n�2k
�
n� k
k

�
:

La relation (1.4) s�écrit

Pn+1 =

bn=2cX
k=0

2n�2k
�
n� k
k

�
; (n � 0) : (1.8)

4. Pour (x; y) = (2; 1) et (a; b) = (2; 1), nous aurons la suite de Pell-Lucas,

fQngn�0 = f2; 2; 6; 14; 34; 82; :::g ; Sloane A002203.

La forme de Binet s�écrit :

Qn =
�
1 +

p
2
�n
�
�
1�

p
2
�n
:

La suite associée est :

Q(n; k) = 2n�2k
n

n� k

�
n� k
k

�
:

La relation (1.5) s�écrit

Qn =

bn=2cX
k=0

2n�2k
n

n� k

�
n� k
k

�
; (n � 1) : (1.9)
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5. Pour (x; y) = (1; 2) et (a,b) = (0; 1); nous avons la suite de Jacobsthal,

fJngn�0 = f0; 1; 1; 3; 5; 11; 21; :::g Sloane A002045.

Sa forme de Binet est :

Jn =
1

3
(2n � (�1)n) :

La suite associée est :

J(n; k) = 2k
�
n� k
k

�
:

La relation (1.4) s�écrit

Jn+1 =

bn=2cX
k=0

2k
�
n� k
k

�
; (n � 0) : (1.10)

6. Pour (x; y) = (1; 2) et (a; b) = (2; 1); nous obtenons la suite de Jacobsthal-Lucas,

fjngn�0 = f2; 1; 5; 7; 17; 31; :::g ; Sloane A014551.

La forme de Binet s�écrit :

jn = 2
n � (�1)n :

La suite associée est :

j(n; k) = 2k
n

n� k

�
n� k
k

�
:

La relation (1.5) s�écrit

jn =

bn=2cX
k=0

2k
n

n� k

�
n� k
k

�
; (n � 1) : (1.11)

Autres relation de récurrence et suites associées

Soit r 2 N?;

Les suites r-Fibonacci généralisée (U (r)n )n et sa suite compagnon r-Lucas généralisée

(V
(r)
n )n sont dé�nies par leurs relations de récurrence :8<: U

(r)
0 = 0; U

(r)
k = xk�1; (1 � k � r);

U
(r)
n+1 = xU

(r)
n + yU

(r)
n�r; (n � r):

(1.12)

8<: V
(r)
0 = 2; V

(r)
k = xk; (1 � k � r);

V
(r)
n+1 = xV

(r)
n + yV

(r)
n�r; (n � r):

(1.13)

Ce qui donne, pour tout n � 0 et n � 1 respectivement;
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U
(r)
n+1 =

bn=2cX
k=0

U (r)(n; k); avec U (r)(n; k) =

�
n� rk
k

�
xn�(r+1)kyk; (1.14)

V (r)n =

bn=2cX
k=0

V (r)(n; k); avec V (r)(n; k) =
n� (r � 1)k
n� rk

�
n� rk
k

�
xn�(r+1)kyk:

(1.15)

1.2 Les hyper-suites

La notion d�hyper-suite a été introduite pour certaines suites classiques, telles que la

suite des nombres harmoniques par Conway et Guy [33], la suite de Fibonacci et la suite

de Lucas proposées par Dil et Mez½o [38].

Dé�nition 2 Soit r un entier positif et soient (Fn) et (Ln) la suite de Fibonacci et la

suite de Lucas respectivement. On dé�nit les nombres hyper�bonacci
�
F
[r]
n

�
et hyperlucas�

L
[r]
n

�
par :

F [r]n =
nX
k=0

F
[r�1]
k ; avec F [0]n = Fn;

�
F
[r]
0 = 0; F

[r]
1 = 1

�
;

L[r]n =
nX
k=0

L
[r�1]
k ; avec L[0]n = Ln;

�
L
[r]
0 = 2; L

[r]
1 = 2r + 1

�
:

Les fonctions génératrices de F [r]n et L[r]n sont données par :

1X
n=0

F [r]n t
n =

t

(1� t� t2)(1� t)r ;

1X
n=0

L[r]n t
n =

2� t
(1� t� t2)(1� t)r :

Ces identités permettent de déduire les relations de convolution suivante :

1X
n=0

F [r]n t
n =

 1X
n=0

Fnt
n+1

! X
r�k

�
n

k

�
tk

!
;

1X
n=0

L[r]n t
n =

 1X
n=0

Lnt
n

! X
r�k

�
n

k

�
tk

!
:
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Dans un travail récent, Belbachir et Belkhir [11] ont proposé une interprétation combi-

natoire pour les hyper�bonacci ainsi que la forme explicite suivante :

F [r]n =

b(n�1)=2cX
k=0

�
n+ r � k � 1

k + r

�
:

Ci dessous quelques propriétés élémentaires pour r = 1; 2;

F [1]n = Fn+2 � 1;

F [2]n = Fn+4 � n� 3 =
nX
k=0

(n� k)Fk;

L[1]n = Ln+2 � 1 = Fn + Fn+2 � 1;

L[2]n = Ln+3 � n� 4 = 4Fn+1 + 3Fn � n� 4:

Quelques valeurs de
n
F
[1]
n

o
et
n
L
[1]
n

o
sont données dans le tableau suivant :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

F
[1]
n 0 1 2 4 7 12 20 33 54 88 143 232 376 609 986 1596 2583

L
[1]
n 2 3 6 10 17 28 46 75 122 198 321 520 842 1363 2206 3570 5777

Table 1 : valeurs de
n
F
[1]
n

o
et
n
L
[1]
n

o
:

Ce sont les suites A000071 et A001610 dans Sloane [66].

Pour des propriétés complémentaires de
n
F
[r]
n

o
et
n
L
[r]
n

o
voir Cao et Zhao [30].

1.3 Quelques suites classiques

Dans cette section, nous donnons la dé�nition de quelques suites classiques utiles dans

cette thèse.

Dé�nition 3 Les nombres de Stirling de première espèce, notés s(n; k); et les nombres

de Stirling de seconde espèce, notés S(n; k); sont dé�nis par les équations

Xn =
nX
k=0

s(n; k)Xk;
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avec

Xn :=

8<: 1 si n = 0;

X (X + 1) (X + 2) � � � (X + n� 1) si n � 1;

et

Xn =

nX
k=0

S(n; k)Xk;

avec

Xk :=

8<: 1 si k = 0;

X (X � 1) (X � 2) � � � (X � k + 1) si k � 1:

Dé�nition 4 Polynômes de Bell et Eulériens

1. Le polynôme de Bell est dé�ni par : Bn(x) =
Pn

k=0 S(n; k)x
k:

2. Le polynôme Eulérien est : An(x) = x
Pn

k=0 k!S(n; k)(x� 1)n�k:

Dé�nition 5 Le nombre Eulérien, noté par A(n; k) ou


n�1
k

�
; 0 � k � n � 1; compte le

nombre de permutations de [n] := f1; 2; :::; ng avec exactement k descentes. Il est dé�ni
par la relation de récurrence suivante :

A(n; k) = kA(n� 1; k) + (n� k + 1)A(n� 1; k � 1);

avec A(n; 1) = 1 (n 6= 0):

La forme explicite est donnée par

A(n; k) =

kX
j=0

(�1)j
�
n+ 1

j

�
(k � j)n:

Dé�nition 6 Les nombres d�Euler fEng représentent les coe¢ cients de la fonction gé-
nératrices exponentielle de sec x

1X
n=0

En
xn

n!
= sec x

= 1 + x+
x2

2!
+ 2

x3

3!
+ 5

x4

4!
+ 16

x5

5!
+ 61

x6

6!
+ � � �

=
1

cosx
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Ils satisfont la relation suivante

E0 = 1 et 2En+1 =
nX
k=0

�
n

k

�
EkEn�k pout n 2 Z+:

Dé�nition 7 La suite de Catalan est dé�nie par Cn = 1
n+1

�
2n
n

�
:

Les nombres de Catalan satisfont la relation de récurrence :

C0 = 1 et pour n � 1 Cn+1 =

nX
k=0

CkCn�k:

D�autre part, ils satisfont la relation de récurrence :

Cn =
2(2n� 1)
n+ 1

Cn�1:

La série génératrice des nombres de Catalan est dé�nie par

C(x) =
1X
n=0

Cnx
n =

1�
p
1� 4x
2x

:

Les nombres de Catalan peuvent être interprétés de di¤érentes façon dont voici quelques

exemples :

1. Le nombre de mots de Dyck de longueur 2n.

2. Le nombre de façons di¤érentes de placer des parenthèses autour de n+ 1 facteurs,

pour préciser une expression faisant intervenir n fois une loi de composition interne

non associative

3. Le nombre d�arbres binaires entiers à n+ 1 feuilles.

4. Le nombre de façons de découper en triangles un polygone convexe à n+2 côtés en

reliant certains de ses sommets par des segments de droite.

Dé�nition 8 Nombres et polynômes de Narayana

1. Le nombre de Narayana est N(n; k) = 1
n

�
n
k

��
n
k+1

�
;

2. Le polynôme de Narayana est N(x) =
Pn

k=0N(n; k)x
k:
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Le nombre de Narayana est N(n; k) compte le nombre de parenthésages corrects en n

paires de parenthèses et qui contiennent k occurrences de la paire �()�.

La somme des nombres de Narayana N(n; k) est un nombre de Catalan :

nX
k=1

N(n; k) = Cn:

La série génératrice des nombres de Narayana est :X
n>0;k>0

N(n; k)xnyk =
1

2x

�
1� x(1 + y)�

q
(1� x(1 + y))2 � 4yx2

�
:

Dé�nition 9 Les polynômes de Chebyshev de première et de deuxième espèce sont dé�nis

respectivement par :

Tn(x) = cos (n arccos x) ; x 2 [�1; 1] ;

et

Un(x) =
sin ((n+ 1) arcsinx)

sin (arcsin x)
:

Ils véri�ent la relation de récurrence suivante :

Wn+1(x) = 2xWn(x)�Wn�1(x);

Les premières valeurs de ces polynômes sont :

n Tn(x) Un(x)

0 1 1

1 x 2x

2 2x2 � 1 4x2 � 1
3 4x3 � 3x 8x3 � 4x
4 8x4 � 8x2 + 1 16x4 � 12x2 + 1
5 16x5 � 20x3 + 5x 32x5 � 32x3 + 6x
6 32x6 � 48x4 + 18x2 � 1 64x6 � 80x4 + 24x4 � 1
7 64x7 � 112x5 + 56x3 � 7x 128x7 � 192x5 + 80x3 � 8x
8 128x8 � 256x6 + 160x4 � 32x2 + 1 256x8 � 448x6 + 240x4 � 40x2 + 1
9 256x9 � 576x7 + 432x5 � 120x3 + 9x 512x9 � 1024x7 + 672x5 � 160x3 + 10x
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1.4 Les q-analogues des coe¢ cients binomiaux

En mathématiques, plus précisément dans le domaine de la combinatoire, un q-analogue

d�un théorème, d�une identité ou d�une expression est une généralisation impliquant un

nouveau paramètre q qui se spécialise en le théorème original lorsque l�on prend le cas

limite où q tend vers 1. Les premiers q-analogue furent les séries hypergéométriques ba-

siques, introduites au XIXe siècle. Pour plus d�informations voir Exton [46].

Il existe généralement plusieurs q-analogues d�une suite donnée, et il est même parfois

un q-analogue avec plusieurs paramètres q1, q2, ..., indépendants.

Le q-analogue du coe¢ cient binomial, appelé aussi polynôme de Gauss, est dé�ni pour

0 � k � n; par �
n

k

�
q

=
[n]q!

[k]q![n� k]q!
; (1.16)

où [n]q! = [1]q[2]q � � � [n]q; avec [n]q = 1 + q + � � � + qn�1. Le coe¢ cient q-binomial s�écrit
aussi pour 0 � k � n; �

n

k

�
=

�
n

k

�
q

=
kY
i=0

[n� i+ 1]q
[i]q

: (1.17)

Pour q = 1; le coe¢ cient q-binomial est le coe¢ cient binomial classique.

Le coe¢ cient q-binomial est donné aussi par :�
n

k

�
q

=
(1� q)(1� q2) � � � (1� qn)

(1� q)(1� q2) � � � (1� qk)(1� q)(1� q2) � � � (1� qn�k) =
X
j�0

ajq
j: (1.18)

Ce coe¢ cient a plusieurs propriétés, par exemple il est symétrique et polynômial en q

avec des coe¢ cients fakg.

Nous présentons quelques valeurs du triangle des coe¢ cients q-binomiaux ci-dessous :
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n=k 0 1 2 3

0 1

1 1 1

2 1 1 + q 1

3 1 1 + q + q2 1 + q + q2 1

4 1 1 + q + q2 + q3 1 + q + 2q2 + q3 + q4 1 + q + q2 + q3

5 1 1 + q + q2 + q3 + q4 1 + q + 2q2 + 2q3 + 2q4 + q5 + q6 1 + q + 2q2 + 2q3 + � � �

Table 2 : Table des valeurs de
�
n
k

�
q
:

Comme les coe¢ cients binomiaux, les coe¢ cients q-binomiaux sont symétriques, c�est à

dire : �
n

k

�
q

=

�
n

n� k

�
q

: (1.19)

Il s�ensuit que �
n

1

�
q

=

�
n

n� 1

�
q

=
n�1X
i=0

qi: (1.20)

Les coe¢ cients q-binomiaux satisfont l�équation de récurrence suivante :�
n

k

�
q

= qk
�
n� 1
k

�
q

+

�
n� 1
k � 1

�
q

; (1.21)

pour tout n � 1 et 1 � k � n: Cette équation est l�analogue de l�identité de Pascal pour
le cas classique.

Il y a aussi l�analogue de la formule du binôme de Newton pour les coe¢ cients q-

binomiaux :
n�1Y
k=0

(1 + qkx) =

nX
k=0

qk(k�1)=2
�
n

k

�
q

xk: (1.22)

Dé�nition 10 La suite q-Catalan est dé�nie par

Cn(q) =
1

[n+ 1]q

�
2n

n

�
q

avec C0(q) = 1

Elle véri�e la relation de récurrence suivante :

Cn+1(q) =

nX
k=0

q(k+1)(n�k)Ck(q)Cn�k(q):
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Dé�nition 11 La suite q-Narayana Nq(n; k) est donné par

Nq(n; k) =
1

[n]q

�
n

k

�
q

�
n

k + 1

�
q

qk
2+k:

Dé�nition 12 Le nombre q-Stirling de première espèce, noté sq(n; k); il satisfait la rela-

tion de récurrence suivante :

sq(n; k) = sq(n� 1; k � 1) + [n� 1]q sq(n� 1; k); (n � 1) ;

avec sq(0; 0) = 1:

Dé�nition 13 Le nombre q-Stirling de seconde espèce, noté Sq(n; k), il satisfait la rela-

tion de récurrence suivante :

Sq(n; k) = Sq(n� 1; k � 1) + [k]q Sq(n� 1; k); (n � 1) ;

avec Sq(0; 0) = 1:

1.5 Les p; q-analogues des coe¢ cients binomiaux

Le concept de p; q-analogue des coe¢ cients binomiaux a été développé par Corcino [34].

Le p; q-analogue des coe¢ cients binomiaux, appelés p; q-binomiaux, sont dé�nis par :�
n

k

�
p;q

=

kY
i=1

pn�i+1 � qn�i+1
pi � qi ; p 6= q: (1.23)

En utilisant la notation [k]p;q =
pk�qk
p�q ; on peut réécrire la relation (1.23) comme suit :�

n

k

�
p;q

=
[n]p;q!

[n� k]p;q![k]p;q!
=
[n]p;q
[k]p;q

�
n� 1
k � 1

�
p;q

;

où [k]p;q! = [k]p;q[k � 1]p;q � � � [2]p;q[1]p;q:

Il est à noter que (voir aussi [59]) �
n

k

�
p;q

=

�
n

k

�
q;p

: (1.24)
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On a aussi la relation de symétrie :�
n

k

�
p;q

=

�
n

n� k

�
p;q

:

Clairement, quand p = 1; le coe¢ cient p; q-binomial
�
n
k

�
p;q
est le coe¢ cient q-binomial�

n
k

�
q
.

Nous présentons quelques valeurs du triangle des coe¢ cients p; q-binomiaux :

n=k 1 2 3

1 1

2 p+ q 1

3 p2 + pq + q2 p2 + pq + q2 p3 + p2q + pq2 + q3

4 p3 + p2q + pq2 + q3 (p2 + pq + q2) (p2 + q2) � � �

Table 3 : Table des valeurs de
�
n
k

�
p;q
:

Le coe¢ cient p; q-binomial satisfait la relation de récurrence triangulaire :�
n

k

�
p;q

= pk
�
n� 1
k

�
p;q

+ qn�k
�
n� 1
k � 1

�
p;q

: (1.25)

La relation de récurrence verticale est donnée par :�
n+ 1

k

�
p;q

=
nX
i=k

p(n�i)(k+1)qi�k
�
i

k

�
p;q

; (1.26)

et la relation de récurrence horizontale est donnée par :�
n

k

�
p;q

=

n�kX
i=0

(�1)ip�(i+1)(n�k)+(
i+1
2 )qik+(

i+1
2 )
�
n+ 1

k + i+ 1

�
p;q

: (1.27)

La fonction génératrice horizontale pour les coe¢ cients p; q-binomiaux est donnée par :

n�1Y
r=0

(pr + xqr) =

nX
k=0

p(
n�k
2 )q(

k
2)
�
n

k

�
p;q

xk (1.28)

Nous avons aussi la relation, fort utile, suivante�
n

k

�
p;q

= qk(n�k)
�
n

k

�
p=q

: (1.29)

Pour d�autres relations, voir Corcino [34].
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1.6 Les coe¢ cients bisnomiaux

Cette section est largement puisée des travaux de Belbachir et al [16] et Belbachir [9].

Les coe¢ cients bisnomiaux sont une extension naturelle des coe¢ cients binomiaux clas-

siques. Ils sont dé�nis comme suit :

Soient s � 1 et n � 0 deux entiers ; pour un entier k = 0; 1; :::; sn, le coe¢ cient bisnomial�
n
k

�
s
est dé�ni comme étant le k-ième coe¢ cient dans le développement

(1 + x+ x2 + � � �+ xs)r =
X
k�0

�
n

k

�
s

xk; (1.30)

avec
�
n
k

�
1
=
�
n
k

� ��
n
k

�
étant les coe¢ cients binomiaux classiques

�
et
�
n
k

�
s
= 0 pour k > sn

ou k < 0. Une expression via les coe¢ cients binomiaux classiques est donnée par :�
n

k

�
s

=
X

j1+j2+���+js=k

�
n

j1

��
j1
j2

�
� � �
�
js�1
js

�
: (1.31)

Comme propriétés déjà bien établies, on a la relation de symétrie�
n

k

�
s

=

�
n

sn� k

�
s

; (1.32)

la relation de récurrence longitudinale�
n

k

�
s

=
sX

m=0

�
n� 1
k �m

�
s

; (1.33)

et la relation de récurrence diagonale�
n

k

�
s

=

sX
m=0

�
n

m

��
m

k �m

�
s�1
: (1.34)

Ces coe¢ cients, comme c�est le cas pour les coe¢ cients binomiaux classiques, véri�ent via

(1.33) un équivalent du triangle de Pascal : le "s-triangle de Pascal" ou "triangle de Pascal

généralisé", voir la table 4 ci-dessous pour une illustration. Pour les premières valeurs de

ces s-triangles, on peut consulter l�encyclopédie des suites numériques de SLOANE [66]

sous A027907 pour s = 2, sous A008287 pour s = 3; sous A035343 pour s = 4.

Interprétation combinatoire. Bondarenko [27] a donné une interprétation combina-

toire des coe¢ cients bisnomiaux
�
n
k

�
s
comme étant le nombre de manières de distribuer

"k" boules dans "n" urnes de sorte que chaque urne contienne au plus "s" boules.
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Remarque 14 Cet argument combinatoire, permet d�établir la relation suivante :�
n

k

�
s

=
X

n1+2n2+���+sns=k

�
n

n1; n2; :::; ns; n� n1 � � � � � ns

�
: (1.35)

Pour illustrer la relation de récurrence longitudinale, nous présentons les triangles des

coe¢ cients bitrinomiaux.

nnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 1

1 1 1 1

2 1 2 3 2 1

3 1 3 6 7 6 3 1

4 1 4 10 16 19 16 10 4 1

5 1 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1

6 1 6 21 50 90 126 141 126 90 50 21 6 1

7 1 7 28 77 161 266 357 393 357 266 161 77 28 7 1

8 1 8 36 112 266 504 784 1016 1107 1016 784 504 266 112 36 8 1

Table 4 : Triangle des coe¢ cients bitrinomiaux,
�
n
k

�
2
:

Belbachir et al. [16] ont donné le Théorème de De Moivre suivant qui établit une expres-

sion mono-sommatoire des coe¢ cients bisnomiaux

Théorème 15 L�identité suivante est satisfaite�
N

k

�
s

=

bk=(s+1)cX
j=0

(�1)j
�
N

j

��
k � j(s+ 1) +N � 1

N � 1

�
: (1.36)

Cette relation explicite est importante, au sens où elle permet d�exprimer les coe¢ cients

bisnomiaux avec un unique symbole de sommation, contrairement aux relations (1.31) et

(1.35).

En 1711, De Moivre (voir [62] ou [63]) avait déjà exprimé l�expression de droite de

l�identité (1.36) pour établir l�interprétation combinatoire donnée par Bondarendo [27].
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1.7 Les coe¢ cients q-bisnomiaux

Warnaar [77] a introduit le q-analogue des coe¢ cients bisnomiaux (voir aussi [78] pour

une bibliographie exhaustive). Il a proposé (s+1) di¤érentes q-déformations du coe¢ cient

bisnomial. Elles sont motivées par la relation (1.31).

Dé�nition 16 Pour p = 0; :::; s; on dé�nit les coe¢ cients q-bisnomiaux par�
n

k

�(p)
s

=
X

j1+���+js=k

q
Ps�1
l=1 (n�jl)jl+1�

Ps�1
l=s�p jl+1

�
n

j1

��
j1
j2

�
� � �
�
js�1
js

�
; (1.37)

avec
�
n
k

�(p)
s
= 0 pour k > sn. On a ainsi�

n

k

�(0)
s

=
X

j1+���+js=k

q
Ps�1
l=1 (n�jl)jl+1

�
n

j1

��
j1
j2

�
� � �
�
js�1
js

�
;

�
n

k

�(1)
s

=
X

j1+���+js=k

q
Ps�1
l=1 (n�jl)jl+1�js

�
n

j1

��
j1
j2

�
� � �
�
js�1
js

�
;

...�
n

k

�(s)
s

=
X

j1+���+js=k

q
Ps�1
l=1 (n�jl)jl+1�

Ps�1
l=0 jl+1

�
n

j1

��
j1
j2

�
� � �
�
js�1
js

�
;

où
�
n
k

�
= [n]!

[n�k]![k]! est le coe¢ cient q-binomial:

Notons que
�
n
k

�(p)
s
6= 0, pour uniquement k = 0; :::; sn, et que�

0

k

�(p)
s

= �k;0 (Symbole de Kronecker). (1.38)

Comme propriétés déjà bien établies, il y a les relations de symétrie et les récurrences

fondamentales�
n

k

�(p)
s

= q(s�p)n�k
�

n

sn� k

�(s�p)
s

; p 6= 0 and
�
n

k

�(0)
s

=

�
n

sn� k

�(0)
s

; (1.39)�
n

k

�(p)
s

=

s�pX
m=0

qm(n�1)
�
n� 1
k �m

�(m)
s

+
sX

m=s�p+1
qn(s�p)�m

�
n� 1
k �m

�(m)
s

: (1.40)

Belbachir et Benmezai [15] ont proposé une autre variante du q-analogue des coe¢ cients

bisnomiaux comme suit :�
n

k

�
s

:=
X

j1+j2+���+js=k

�
n

j1

��
n

j2

�
� � �
�
n

js

�
q
Ps
r=1 (

jr
2 )(�1)ka�

Ps
r=1 rjr ; (1.41)

avec
�
n
k

�
1
= q(

k
2)
�
n
k

�
(les coe¢ cients q-binomiaux ) et a = exp i 2�

s+1
avec i2 = �1:
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1.8 Préliminaires sur les suites log-concaves, log-convexes

et unimodales

Les suites log-concaves, log-convexes et unimodales apparaissent dans beaucoup de do-

maines mathématiques, principalement en combinatoire, en algèbre, en géométrie, en in-

formatique, en probabilité et en statistique. Il existe un nombre considérable de recherches

consacrées à ces sujets (voir [67] et [25] pour plus d�information).

Dé�nition 17 Soit fxkgk une suite de nombres réels positifs. On dit qu�elle est log-
concave (LC) si pour tout entier k > 0, xk�1xk+1 � x2k.

Dans Brenti [26, prop. 2.5.1], on trouve le résultat fort utile suivant :

Théorème 18 Soit fxkgk�0 une suite de nombres réels strictement positifs, la suite fxkg
est log-concave si et seulement si xi�1xj+1 � xixj pour tout j � i � 1.

Ci-dessous des exemples de suites log-concaves :

Exemple 19 Quelques suites log-concaves (on peut consulter pour les quatre premiers

exemples les travaux de Wang et Yeh [76])

1. La suite des coe¢ cients binomiaux
��

n
k

�	
k�0 ;

2. Les nombres de Stirling (non signés) de première espèce fs(n; k)gk ;

3. Les nombres de Stirling de seconde espèce fS(n; k)gk ;

4. Les nombres Eulériens fA(n; k)gk ;

5. Les suites combinatoires suivantes correspondants à des transversales dans le tri-

angle de Pascal
��

n�k
k

�	
k
et
��

n��k
k

�	
k
[72, 73] ;

6. Le cas général des transversales du triangle de Pascal ordinaire et généralisé ont

été traités par Belbachir et Szalay [20] : ils ont montré la log-concavité des suitesn�
n��k
u+�k

�o
k
et
n�

n��k
u+�k

�
s

o
k
avec � 2 Z, � 2 N?, u � � � 1 et n � u:

7. La suite des coe¢ cients q-binomiaux
n�

n
k

�
q

o
k�0

est log-concave pour q � 1 , (Butler,
[28]).
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8. Su et Wang [70] ont démontré que pour p; q > 0, la suite des coe¢ cients p; q-

binomiaux
n�

n
k

�
p;q

o
k�0

est unimodale ou bimodale ainsi la propriété de log-concavité

pour p � 1 (ou q � 1 par symétrie), fait observé par Lundow et Rosengren [59]..

Dé�nition 20 Soit fxkgk une suite de nombres réels positifs. On dit qu�elle est log-
convexe (LX) si pour tout entier k > 0, xk�1xk+1 � x2k .

Ainsi, une suite de nombres réels fxkgk�0; strictement positifs, est log-convexe si et
seulement si la suite fxk=xk�1gk est croissante.

Remarque 21 La log-convexité d�une suite de nombres positifs fxkgk est équivalente à
la log-concavité de sa suite inverse

n
1
xk

o
k
. Cependant, la log-concavité est préservée par la

convolution ordinaire et la convolution binomiale (Walkup [74], Stanley [67]), alors que,

la convolution ordinaire de deux suites log-convexes n�est pas nécessairement log-convexe.

Comme analogue au Théorème 18, nous avons le résultat suivant.

Théorème 22 Soit fxkgk�0 une suite de nombres réels strictement positifs, la suite fxkg
est log-convexe si et seulement si xi�1xj+1 � xixj pour tout j � i � 1 (voir, Brenti [26]).

Récemment, Dóslíc [39, 40, 41], Dóslíc et Veljan [42], et Liu et Wang [57] ont développé

des techniques pour prouver la log-convexité des suites.

Ci-dessous des exemples de suites log-convexes.

Exemple 23 Quelques exemples de suites log-convexes

1. Le coe¢ cient binomial central
�
2n
n

�
=
Pn

k=0

�
n
k

�2
;

2. Les nombres de Bell [44, 21] : Bn =
Pn

k=0 S(n; k);

3. Les nombres de Catalan [57]: Cn = 1
n+1

�
2n
n

�
;

4. Les nombres de Motzkin [39, 57] : Mn =
P

k�0
�
n
2k

�
Ck:

5. Les nombres centraux de la suite de Delannoy [42] : dn =
Pn

k=0

�
n
k

�2
2k:
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Dé�nition 24 Soit fxkgk une suite de nombres réels positifs. On dit qu�elle est log-
balancée (LB) si pour tout entier k > 0, fxkgk�0 est log-convexe et

�
xk
k!

	
k�0 est log-

concave.

La notion de log-balancement est introduite par Dóslíc, [39] où il a démontré que la suite

des nombres de Bell véri�ent cette propriété, ce qui lui a permis de fournir des exemples

importants dans la théorie du son. Elle est observé aussi au Théorème de E. Bender et

E. Can�eld.

Théorème 25 [21] Soit fxngn�1 une suite log-concave de nombres positifs, et soit fangn
dé�nie par X

n�1
an
tn

n!
= exp

 X
n�1

xn
tn

n!

!
: (1.42)

Alors fangn est log-convexe et
�
an
n!

	
n
est log-concave.

Ce concept ne sera utilisé qu�au dernier chapitre.

Exemple 26 Soient fFngn et fLngn les suites de Fibonacci et de Lucas respectivement,
ainsi (Zheng et Liu [85]) les suites fn!

Pn
k=0 Fkgn et fn!

Pn
k=0 Lkgn sont log-balancées.

Dé�nition 27 Soit fakg0�k�m une suite de nombres réels positifs avec m � 2. On dit

qu�elle est unimodale si il existe un entier l 2 f0; 1; :::;mg tel que la suite fakg est
croissante pour k 2 f0; :::; lg et est décroissante pour k 2 fl; :::;mg. Un tel entier l est
appelé mode de la suite fakg0�k�m.

Une suite fakg0�k�m est strictement log-concave (SLC) si elle véri�e la propriété

a2k > ak�1ak+1; pour 1 � k � m� 1:

Théorème 28 Toute suite de nombres positifs strictement log-concave est unimodale (on

peut consulter [26]).

Donc, si la suite fakg0�k�m est SLC, alors elle est unimodale et son maximum est :

soit une unique valeur (dans ce cas, on dit qu�elle possède un pic), soit deux valeurs

consécutives (dans ce dernier cas, on dit qu�elle possède un plateau à deux points).
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Le théorème suivant, dû à Newton (voir [50]), est souvent utile pour l�étude de l�unimo-

dalité d�une suite �nie réelle positive.

Théorème 29 Soit fukg0�k�m une suite �nie réelle positive et G(x) :=
Pm

k=0 ukx
k son

polynôme générateur. Si toutes les racines de G(x) sont réelles, alors la suite fukg est
SLC.

Il n�y a pas de procédure directe qui permet d�établir l�unimodalité de manière systé-

matique. Cependant, selon la nature des suites, certains auteurs ont proposé di¤érentes

approches : Stanley [67], Dharmadhikari et Joak-Dev [37], Balazard [8], Brenti [26].

Exemple 30 Quelques exemples de suites unimodales :

1. La suite des coe¢ cients du binôme de Newton f
�
n
k

�
gk (est trivialement unimodale) ;

La suite des coe¢ cients du polynôme
nQ
k=0

(1 + zk) l�est aussi, on parle d�unimodalité

du polynôme en question.

2. La suite associée au polynôme de Gauss fakg (relation (1.18)) est unimodale, fait
observé par Cayley [31] et démontré pour la première fois par Sylvester [71]. Les

nombres (ak) ont plusieurs interprétations combinatoires. La preuve combinatoire de

l�unimodalité de cette suite est donnée par O�Hara [32]. Cette preuve est construc-

tive, longue et assez technique, ce qui a motivé D. Zeilberger à l�alléger, la simpli�er

et la commenter voir [81] et [82].

3. Les nombres de Stirling (non signé) de première espèce fs(n; k)gk.

Comme l�a signalé Belbachir dans sa Thèse, la suite constituée des nombres de Stir-

ling de première espèce a comme mode l�entier le plus proche du nombre harmonique

Hn = 1+
1
2
+ � � �+ 1

n
. Ce résultat surprenant a été démontré par J. H. Hammersley

[49]. De plus P. Erdös [45] a montré que Hn demeure un pic pour n � 3.

4. Les nombres de Stirling de seconde espèce fS(n; k)gk.

5. La suite de nombres Eulériens fA(n; k)gk qui compte le nombre de partitions de
f1; : : : ; ng en k parts, et fB(n; k)gk qui compte le nombre de partitions de f1; : : : ; ng
en k parts distinctes, pour n su¢ samment grand.

6. La suite fA(n; k;m)gk qui compte le nombre de partitions de f1; : : : ; ng en k parts
dont la plus grande part est au plus égale à m.
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Le théorème suivant permet de localiser le mode de certaines familles de suites.

Théorème 31 (Darroch, Benoumhani ) [35, 21] Soit fakg0�k�n une suite des nombres
réels positifs de sorte que le polynôme suivant

P (x) =

nX
k=0

akx
k;

n�admette que des racines réelles négatives. Alors la suite fakgk est unimodale avec un pic
ou un plateau avec deux éléments. De plus chaque mode l de la suite fakg0�k�n satisfait :

b�nc � l � d�ne; avec �n = P
0(1)=P (1):

Pour plus de détails voir les articles de Krattenthaler [54], et Benoumhani [23, 24].

Pour des exemples sur la localisation du mode de certaines familles de suites unimodales,

nous listons ci-dessous quelques suites mentionnées en première section.

Exemple 32

1. S. Tanny et M. Zuker [72] ont montré que la suite
��

n�k
k

�	
0�k�bn=2c liée aux nombres

de Fibonacci (voir page 9) est SLC et donc unimodale, avec un pic ou un plateau

au plus à deux éléments, avec comme plus petit mode rn =
l
5n�3�

p
5n2+10n+9
10

m
d�où

rn 2
nj

n
2

�
1�

p
5
5

�k
;
l
n
2

�
1�

p
5
5

�mo
; ensuite H. Belbachir et F. Bencherif [12] l�ont

amélioré par :

rn 2
($

n

2

 
1�

p
5

5

!%
� 1;

$
n

2

 
1�

p
5

5

!%
;

&
n

2

 
1�

p
5

5

!')
:

2. Pour la suite
�

n
n�k
�
n�k
k

�	
0�k�bn=2c liée aux nombres de Lucas (voir page 9), M.

Benoumhani [24] a montré qu�elle est SLC, et donc unimodale avec un pic ou un

plateau au plus à deux éléments, avec comme plus petit mode sn =
l
5n�4�

p
5n2�4

10

m
d�où sn appartient au même intervalle de rn donné par S. Tanny et M. Zuker. H.

Belbachir et F. Bencherif [12] l�ont retrouvé, ils ont montré que sn =
j
n
2

�
1�

p
5
5

�k
ou sn =

l
n
2

�
1�

p
5
5

�m
:

3. H. Belbachir et F. Bencherif [13] ont montré que les suites
�
2n�2k

�
n�k
k

�	
0�k�bn=2c

et
�
2n�2k n

n�k
�
n�k
k

�	
0�k�bn=2c liées aux nombres de Pell et Pell-Lucas respectivement

sont unimodales avec pic ou plateau à deux points. Leur plus petit mode est rn =l
4n�3�

p
8n2+16n+9
10

m
et sn =

l
4n�5�

p
8n2�7

10

m
respectivement.
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4. H. Belbachir et al [14] ont montré que les suites fU(n; k)g0�k�bn=2c et fV (n; k)g0�k�bn=2c
associées respectivement à la suite de Fibonacci généralisée et, sa suite compagnon,

la suite de Lucas généralisée données par les relations (1.14) et (1.5) respectivement

sont unimodales avec pour mode :

rn 2
($

n

2

 
1� 1p

4y=x2 + 1

!%
;

&
n

2

 
1� 1p

4y=x2 + 1

!')
, (x > 0; y � 0 et n � 2) :

Pour plus d�information voir la thèse de H. Belbachir [9].

Nous allons maintenant introduire le concept de sur-log-concavité.

Dé�nition 33 On dit qu�une suite fukgk est sur-log-concave si

1. Elle est log-concave : u2k � uk�1uk+1 � 0 pour tout entier k:

2. Elle satisfait 2u2k � uk�1uk+1 � uk�2uk+2 � 0 pour tout entier k:

1., 8i > j; uiuj � ui�1uj+1 � 0:

2., 2uk�iuk+i � uk�i�1uk+i+1 � uk�i+1uk+i�1 � 0 pour tout entier k � j � l:

1.9 Les directions dans le triangle de Pascal

Nous assimilons les éléments du triangle de Pascal au treillis Z � Z par l�application
(n; k) 7!

�
n
k

�
avec la convention

�
n
k

�
= 0 pour k > n ou k < 0.

Soient n 2 N, � 2 N+ et � 2 Z avec � + � > 0. Alors le point de la grille (n; 0) et la
direction (�; �) dé�nissent une direction dans le triangle de Pascal portée par les éléments

T (�;�)(n; k) =

�
n� �k
�k

�
xn�(�+�)ky�k; k = 0; :::;

�
n

�+ �

�
; (1.43)

avec x; y 2 R�:

Lorsque � � 1; il apparait � transversales intermédiaires. Celle d�ordre u (u = 0; 1; � � � ; ��
1) est portée par :

T (�;�;u)(n; k) =

�
n� �k
u+ �k

�
xn�u�(�+�)kyu+�k; k = 0; :::;

�
n� u
�+ �

�
: (1.44)

Quand u = 0 la relation (1.44) devient identique à (1.43) (on se place sur la diagonale).
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Exemple 34 (de directions) On prend les cas où u = 0:

1. Le cas (�; �) = (1; 1): Cette direction est la plus connue dans les transversales du

triangle de Pascal, elle est liée à la suite U(n; k) donnée par la relation (1.4).

� Pour (x; y) = (2; 3); on obtient la suite de Fermat �(n)n�0 = (0; 1; 3; 11; 39; :::)

Sloane A007482 (voir, [66]). Donc

�n+1 =

bn=2cX
k=0

3n�2k2k
�
n� k
k

�
;

satisfait 8<: �0 = 0; �1 = 1;

�n = 3�n�1 + 2�n�2; (n � 2):

2. Le cas (�; �) = (2;�1): Cette direction est liée à la suite de Morgan-Voyce (Mn)n

dé�nie par :

T (2;�1) =

�
n+ k

2k

�
!Mn+1 =

bn=2cX
k=0

�
n+ k

2k

�
:



Chapitre 2

Préservation de la log-concavité des

q-analogues et des p; q-analogues de

coe¢ cients binomiaux et bisnomiaux

Ce chapitre est dédié à l�étude de la préservation de la log-concavité des q-analogues

et p; q-analogues des transversales des coe¢ cients binomiaux. La première section est

consacré à une vu d�ensemble sur la préservation de la log-concavité de la log-convexité

pour les triangles généralisés. Dans la deuxième section, nous reprenons et détaillons ce

qui est traité dans [3].

2.1 Dé�nitions et notations

Soient fxkgk�0 et fykgk�0 deux suites log-concaves, et notons par fas(n; k)g0�k�sn un s-
triangle (ou un triangle pour s = 1) de nombres positifs, son s-triangle inverse est donné

par a?s(n; k) = as(n; sn � k). On conviendra que as(n; k) = 0 pour k < 0 ou k > sn, et
que xk = yk = 0 pour k < 0:

30
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Illustration du s-triangle (ci dessous s = 4), n représente la ligne et k la colonne :

nnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 ?

1 ? ? ? ? ?

2 ? ? ? ? ? ? ? ? ?

3 ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?

4 ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?

Considérons, pour n � 0; les deux transformations suivantes :

zn =

snX
k=0

as(n; k)xk; (2.1)

et

tn =
snX
k=0

as(n; k)xkysn�k: (2.2)

Dé�nition 35

1. On dit que la transformation (2.1) a la propriété PLC ou encore préserve la log-

concavité des suites, si la log-concavité de la suite fxng entraine celle de la suite
fzng .

2. On dit que la transformation (2.2) a la propriété double-PLC si la log-concavité

des suites fxng et fyng entraine celle de la suite ftng:

Le s-triangle (ou triangle) correspondant fas(n; k)g hérite aussi des appellations PLC et
double-PLC respectivement. Trivialement, la propriété double-PLC implique la propriété

PLC.

Ci dessous des exemples de préservation de la log-concavité.

Exemple 36

1. La transformation linéaire

zn =
X
k�0

�
n

k

�
xk; n = 0; 1; 2:::: (2.3)

est PLC (Karlin [51], 1968; Brenti [26], 1989).
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2. Wang [75] a prouvé que la transformation

zn =
nX
k=0

�
a+ n

b+ k

�
xk; n = 0; 1; 2::::

est PLC pour a; b deux nombres entiers strictement positifs tels que a � b; le cas

b = 0 étant traité par (Ehrenborg et Steingrimsson [43], 2000).

3. La convolution ordinaire

zn =

nX
k=0

xkyn�k; n = 0; 1; 2::::

est PLC (Stanley [67], 1989) et est double-PLC (Karlin [51, p. 394], 1968 ; Menon

[61], 1989).

4. La convolution exponentielle (ou binomial)

zn =
nX
k=0

�
n

k

�
xkyn�k; n = 0; 1; 2:::: (2.4)

est double-PLC (Walkup [74], 1976).

5. De plus (Zhang [84], 2008) a établi les versions q-analogues de (2.3) et (2.4), il a

établi que les transformations :

zn =
nX
k=0

�
n

k

�
q

qk(k�n)xk; n = 0; 1; 2::: (2.5)

et

tn =
nX
k=0

�
n

k

�
q

qk(k�n)xkyn�k; n = 0; 1; 2::: (2.6)

sont PLC et double-PLC respectivement pour q une indéterminée donnée.

6. La transformation

zn =
nX
k=0

�
n

k

��
a� n
b� k

�
xkyn�k; n = 0; 1; 2:::: (2.7)

est double PLC (Permantle [64], 2000 ; Ligget [56], 1997).

7. Wang et Yeh ([76], 2007) ont prouvé que les transformations suivantes :

zn =

nX
k=0

�
a+ n

b+ k

�
xkyn�k; n = 0; 1; 2::::
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et

zn =
nX
k=0

�
a� n
b� k

�
xkyn�k; n = 0; 1; 2::::

sont double PLC pour a; b deux nombres entiers strictement positifs tels que a � b;

Ils ont aussi exploité que la transformation

xn :=
X�

n

k1; k2; :::; kl

�
x1k1x

2
k2
� � �xlkl n = 0; 1; 2; :::

où la somme est étendue à tous les entiers positifs k1; k2; :::; kl tel que k1+k2+ � � �+
kl = n, est multiple PLC.

Dé�nition 37

1. On dit que la transformation (2.1) a la propriété PLX ou encore préserve la log-

convexité des suites, si la log-convexité de fxkgk entraîne celle de fzkgk et dans ce
cas le s-triangle correspondant est dit PLX.

2. On dit que la transformation (2.2) a la propriété double-PLX, si la log-convexité

des suites fxkgk et fykgk entraîne celle de ftkgk et dans ce cas le s-triangle corres-
pondant est dit double-PLX.

Ci dessous des exemples de triangles qui préservent la (double) log-convexité.

Exemple 38

1. Davenport et Pólya ([36], 1949) a montré que

� La transformation linéaire : zn =
Pn

k=0

�
n
k

�
xk est PLX ;

� La convolution exponentielle : zn =
Pn

k=0

�
n
k

�
xkyn�k est double PLX.

2. Liu et Wang ([57], 2007) a prouvé que

� La suite d�Euler : 2En+1 =
Pn

k=0

�
n
k

�
EkEn�k est LX ;

� La transformation linéaire : zn =
Pn

k=0

�
n+k
n�k
�
xk est PLX ;

� La transformation de Stirling de seconde espèce : zn =
Pn

k=0 S(n; k)xk est PLX ;

� La transformation de Stirling de première espèce : zn =
Pn

k=0 s(n; k)xk est PLX ;

� La suite dé�nie par : Sn =
Pn

k=0

�
n
k

�
BkBn�k est LX.

3. La suite de Bell : Bn =
Pn

k=0 S(n; k) =
Pn

k=0

�
n
k

�
Bk est LX, (Engel [44], 1994).



34

4. La suite de Delannoy D(n) =
Pn

k=0

�
n+k
n�k
�
b(k) est LX avec b(k) :=

�
2k
k

�
étant le

coe¢ cient binomial central, (Doslic [39], Liu et Wang [57]).

5. La suite de Schröder r(n) =
Pn

k=0

�
n+k
n�k
�
Ck est LX avec Ck étant la suite de Catalan,

(Doslic [39], Liu et Wang [57]).

2.2 Préservation de la log-concavité associée aux co-

e¢ cients p; q-binomiaux

Dans cette section, nous proposons d�étendre certains résultats établis par Zhang [84]

dans le cas du q-analogue du coe¢ cient binomial. Principalement, nous traitons la pré-

servation de la log-concavité pour les coe¢ cients p; q-binomiaux.

Nous commençons par énoncer le Théorème de Zhang.

On établit le théorème suivant, comme une extension du Théorème de Zhang donné par

(2.6) et (2.5).

Théorème 39

1. La transformation linéaire

zn =
nX
k=0

�
n

k

�
p;q

pk(k�n)xk; n = 0; 1; 2::: (2.8)

préserve la log-concavité.

2. La transformation

tn =

nX
k=0

�
n

k

�
p;q

pk(k�n)xkyn�k; n = 0; 1; 2::: (2.9)

préserve la double log-concavité.
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Preuve. Soit

zn =
nX
k=0

�
n

k

�
p;q

pk(k�n)xk

=

nX
k=0

qk(n�k)
�
n

k

�
p=q

pk(k�n)xk (par la relation (1.29))

=

nX
k=0

�
n

k

�
p=q

�
p

q

�k(k�n)
xk

=
nX
k=0

�
n

k

�
q0
(q0)k(k�n)xk (par le changement q0 = p=q) : (2.10)

Le Théorème de Zhang [84] permet de conclure.

Le même principe est valable pour le second point. �

2.3 Log-concavité des transversales associées aux co-

e¢ cients p; q-binomiaux

On va étudier la log-concavité des suites parcourant les transversales du p; q-triangle de

Pascal pour p � 1; q � 0 (ou par symétrie q � 1; p � 0). Pour ce faire, on va commencer
par les transversales des coe¢ cients q-binomiaux pour q � 0 et k = 0; 1; 2:::

��
n��k
u+�k

�
q

�
k
.

Le lemme suivant, de Su et Wang [69], nous sera fort utile.

Lemme 40 Si une suite fakgk�0 de nombres positifs est log-concave, alors la sous suite
fan+
kgk�0 est aussi log-concave, pour n et 
 des nombres entiers �xés arbitrairement.

Théorème 41 Soient n; u; � trois entiers positifs avec n � u; et � un entier négatif.

Pour q � 0; dé�nissons la suite

Ck =

�
n� �k
u+ �k

�
q

; k = 0; 1; 2; :::

Alors

(i) Si � = �� ou � = 0; la suite est log-concave, et donc unimodale;

(ii) Si � > ��; la suite est log-concave, et donc unimodale.
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Preuve. Posons � = �
: Pour q � 0, on a

(i) Si � = 0, Ck =
�
n+
k
u

�
q
: La suite

�
k
u

�
q
est log-concave en k (voir Sagan, [65]), alors

la suite (Ck)k est aussi log-concave par le Lemme 40, et donc unimodale par le

Théorème 28 . Le cas � = 
 est similaire car Ck =
�
n+
k
n�u
�
q
:

(ii) Pour montrer la log-concavité de fCkgk�0 pour � > 
; il su¢ t de montrer que pour
n � k; �

n+


u+ �

�
q

�
n�

u��

�
q

�
�
n

u

�2
q

:

Ecrivons�
n+


u+ �

�
q

�
n�

u� �

�
q

=
[n+
]q! [n�
]q!

[n� u� (� � 
)]q! [u+�]q! [n� u+ (� � 
)]q! [u��]q!

=

�
n+


n� u

�
q

�
n�

n� u

�
q

�
n�u
��

�
q

�
u�

��

�
q�

n�u+��

��


�
q

�
u+�
��

�
q

:

Maintenant
�
n�u
���
�
q
�
�
n�u+��

��


�
q;
�
u�

���
�
q
�
�
u+�
���
�
q
et
�
n+

n�u
�
q

�
n�

n�u
�
q
�
�
n
n�u
�2
q
par (i).

Donc �
n+


u+ �

�
q

�
n�

u� �

�
q

�
�
n

u

�2
q

:

Donc la suite fCkgk�0 est log-concave et donc unimodale par le Théorème 28, comme
désiré.

�

Nous passons maintenant à la version p; q-analogue du Théorème 41.

Théorème 42 Soient n; u; � trois entiers positifs avec n � u; et � un entier négatif:

Pour p � 1; q � 0; dé�nissons la suite

Dk :=

�
n+ �k

u+ �k

�
p;q

; k = 0; 1; 2; :::

Alors

(i) Si � = �� ou � = 0; la suite est log-concave, et donc unimodale;

(ii) Si � > ��; la suite est log-concave, et donc unimodale.
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Preuve. Par (1.24), on a�
n+ �k

u+ �k

�
p;q

= p(u+�k)(n�u�(���)k)
�
n+ �k

u+ �k

�
q=p

: (2.11)

La relation (2.11) est le fait d�un produit de deux suites : p(u+�k)(n�u�(���)k) et
�
n+�k
u+�k

�
q=p
:

La première suite est log-concave pour p � 1 et log-convexe pour p � 1. Il est clair que le
produit de deux suites log-concaves est aussi log-concave. Alors, si p � 1, q � 0 et par le
Théorème 41 on aura :

(i) Pour � = �� ou � = 0; la suite fCkg est log-concave, et donc unimodale par le
Théorème 28;

(ii) Pour � > ��; la suite fCkg est log-concave, et donc unimodale par le Théorème 28.

�



Chapitre 3

Préservation de la log-convexité des

coe¢ cients bisnomiaux

Ce chapitre concerne la préservation de la log-convexité via le triangle de Pascal géné-

ralisé issu des coe¢ cients bisnomiaux, appelée aussi convolution bisnomiale. Ce dernier

résultat est une généralisation du Théorème de Davenport et Pólya "On the product of

two power series" (voir [36]). Ce travail a fait l�objet de la publication [2].

La convolution des suites joue un rôle important en Mathématiques, et spécialement en

Combinatoire. Pour le cas des suites log-convexes il y a le résultat de H. Davenport et G.

Pólya, qui concerne la convolution binomiale.

Théorème 43 (H. Davenport et G. Pólya) Si les suites de nombres positifs fungn et
fvngn sont log-convexes, alors la convolution binomiale

wn =

nX
k=0

�
n

k

�
ukvn�k; n � 0;

est aussi log-convexe.

La question : étant données deux suites fxngn et fyngn; les deux transformations sui-
vantes

zn :=
snX
k=0

�
n

k

�
s

xk; (n � 0); (3.1)

et

tn :=
snX
k=0

�
n

k

�
s

xkysn�k; (n � 0); (3.2)

38
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préservent-elles la log-convexité ?

On commence par le résultat suivant de Liu et Wang [57].

Théorème 44 Si les suites fxngn et fyngn sont log-convexes, alors la suite fxn + yngn
est aussi log-convexe.

En procédant par induction sur n, on a le corollaire suivant :

Corollaire 45 Si les l suites fx(1)n gn; fx(2)n gn; :::; fx(l)n gn sont log-convexes, alors la suite
fx1n + x2n + � � �+ xlngn est aussi log-convexe.

Maintenant, on donne le résultat principal du chapitre :

Théorème 46 Si les suites fxngn et fyngn de nombres positifs sont log-convexes, alors
la "convolution bisnomiale"

tn =
snX
k=0

�
n

k

�
s

xkysn�k; (n � 0) :

est aussi log-convexe.

Preuve. Prenant n = 2 et s = 2; on a

t0t2 = x0y0

4X
k=0

�
2

k

�
2

xky4�k

= x0y0(x0y4 + 2x1y3 + 3x2y2 + 2x3y1 + x4y0)

= x20y0y4 + 2x0x1y0y3 + 3x0x2y0y2 + 2x0x3y0y1 + x0x4y
2
0

= x20y0y4 + 2x0x1y0y3 + 2x0x2y0y2 + 2x0x3y0y1 + x0x4y
2
0 + x0x2y0y2

� x20y
2
2 + x

2
1y
2
1 + x

2
2y
2
0 + 2x0x1y1y2 + 2x0x2y0y2 + 2x1x2y0y1 (log-convexité de fxkgk

et fykgk )

= (x0y2 + x1y1 + x2y0)
2 = t21:

Supposons que cette hypothèse est vraie pour s = q. Et on montre qu�elle reste vraie pour

s = q + 1.
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Pour s = q, on a

t0t2 = x0y0

2qX
k=0

�
2

k

�
q

xky2q�k �
(

qX
k=0

xkyq�k

)2
= t21: (3.3)

Alors, pour s = q + 1, il s�ensuit que

t0t2 = x0y0

2(q+1)X
k=0

�
2

k

�
q+1

xky2(q+1)�k

=

2(q+1)X
k=0

2X
m=0

�
2

m

��
m

k �m

�
q

x0xky0y2(q+1)�k par la récurrence diagonale (1.34)

=

2(q+1)X
k=0

"�
0

k

�
q

+ 2

�
1

k � 1

�
q

+

�
2

k � 2

�
q

#
x0xky0y2(q+1)�k

= x20y0y2(q+1) + 2

q+1X
k=1

x0xky0y2(q+1)�k +

2(q+1)X
k=2

�
2

k � 2

�
q

x0xky0y2(q+1)�k

= x20y0y2(q+1) + 2

q+1X
k=1

x0xky0y2(q+1)�k +

2qX
k=0

�
2

k

�
q

x0xk+2y0y2q�k

� x20y0y2(q+1) + 2

q+1X
k=1

x0xky0y2(q+1)�k +

2qX
k=0

�
2

k

�
q

x1xk+1y0y2q�k( fxkg est LX)

� x20y0y2(q+1) + 2

q+1X
k=1

x0xky0y2(q+1)�k +

(
qX
k=0

xk+1yq�k

)2
(par la relation (3.3))

� x20y
2
q+1 + 2

q+1X
k=1

x0xkyq+1y(q+1)�k +

(
qX
k=0

xk+1yq�k

)2
(fxkg etfykg sont LX)

=

(
q+1X
k=0

xky(q+1)�k

)2
= t21:
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On procède par induction sur n. Notons que

tn =

snX
k=0

�
n

k

�
s

xkysn�k

=

snX
k=0

sX
j=0

�
n� 1
k � j

�
s

xkysn�k utilisant la relation de récurrence longitudinale (1.33)

=
snX
k=0

�
n� 1
k

�
s

xkysn�k +

snX
k=0

�
n� 1
k � 1

�
s

xkysn�k + � � �+
snX
k=0

�
n� 1
k � s

�
s

xkysn�k

=

s(n�1)X
k=0

�
n� 1
k

�
s

xkysn�k +

s(n�1)X
k=0

�
n� 1
k

�
s

xk+1ysn�k�1 + � � �

� � �+
s(n�1)X
k=0

�
n� 1
k

�
s

xk+sys(n�1)�k: (3.4)

Donc, par l�hypothèse d�induction, les s sommes du membre de droite sont log-convexes.

Par la Proposition 45, la suite ftngn est log-convexe. �

En prenant yk = 1 pour 0 � k � sn, on aura le corollaire suivant.

Corollaire 47 Si la suite fxngn de nombres positifs est log-convexe, alors la transforma-
tion bisnomiale

zn =
snX
k=0

�
n

k

�
s

xk; (n � 0) ;

est aussi log-convexe.

Exemples et applications.

Nous commençons par le lemme suivant :

Lemme 48 La suite xk = (k + 1)k est log-convexe pour k � 0.

Preuve. Par la dé�nition 20, la suite fxkgk est log-convexe si et seulement si xk�1xk+1 �
x2k; c�est à dire

n
xk
xk�1

o
k
est croissante: Pour k � 1; on a

xk
xk�1

=
(k + 1)k

kk�1
= k

�
k + 1

k

�k
= k

�
1 +

1

k

�k
:

Par la croissance de k 7�!
�
1 + 1

k

�k
; alors la suite fxkg est log-convexe. �

Nous obtenons, le résultat suivant.
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Corollaire 49 La suite fzngn�0 dé�nie par

zn =
snX
k=0

�
n

k

�
s

(k + 1)k ;

est log-convexe.

Preuve. Conséquence du Lemme 48 et du Corollaire 47. �

Remarque 50 La suite xn = (n+ 1)n peut s�écrire aussi :

xn =

nX
k=0

�
n

k

�
nk:

Ci dessous des exemples de suites qui sont log-convexes par la transformation bisnomiale.

Exemple 51

1. La suite dé�nie par : yn =
Psn

k=0

�
n
k

�
s

�
2k
k

�
est log-convexe avec

�
2k
k

�
est le coe¢ cient

binomial central. Pour s = 2; c�est la suite A082760.

2. La suite dé�nie par : zn =
Psn

k=0

�
n
k

�
s
Bk est log-convexe avec Bk est le nombre de

Bell. Pour s = 2; c�est la suite A207864.

3. Le suite dé�nie par : tn =
Psn

k=0

�
n
k

�
s
Ck est log-convexe avec Ck est le nombre de

Catalan ;

4. Le suite dé�nie par : wn =
Psn

k=0

�
n
k

�
s
Mk est log-convexe avec Mk est le nombre de

Motzkin.



Chapitre 4

Unimodalité des transversales

associées aux coe¢ cients

q-bisnomiaux

Ce chapitre est dédié à l�étude de la préservation de la log-concavité des q-analogues et

p; q-analogues des transversales des coe¢ cients q-bisnomiaux

Nous allons établir que les suites parcourant les transversales du q-triangle de Pascal

généralisé (
�
n��k
u+rk

�(p)
s
; p � 0 et k = 0; 1; 2 :::) sont log-concaves et donc unimodales. C�est

l�objet du travail de la référence [4].

Nous reprenons de manière succincte avec quelques compléments l�Exemple 32. Le pre-

mier résultat, qui concerne l�unimodalité de suites extraites du triangle de Pascal, autres

que la suite des coe¢ cients binomiaux est dû Tanny et Zuker [72]. Ils ont démontré que

la suite des termes
�
n�k
k

�
est unimodale. Cette dernière est fortement liée aux nombres

de Fibonacci. Benoumhani [24] a montré l�unimodalité de la suite
�

n
n�k
�
n�k
k

�	
k
; suite liée

aux nombres de Lucas : suite compagnon de la suite de Fibonacci ; Belbachir et Ben-

cherif [12] ont repris ce dernier travail et ont explicité les modes comme complément au

travail de Benoumhani. Ensuite, Belbachir et Bencherif [13] ont prouvé que les suites�
2n�2k

�
n�k
k

�	
k
et
�
2n�2k n

n�k
�
n�k
k

�	
k
liés à la suite de Pell et sa suite compagnon, la suite

de Pell-Lucas, respectivement, fournissent des suites unimodales. Puis vient le travail de

Belbachir, Bencherif et Szalay [14] qui généralise certains résultats relatifs à l�unimodalité
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des suites généralisant celles mentionnées ci-dessus. Dans [19], Belbachir et Szalay ont

établi que les suites parcourant toute transversale du triangle de Pascal
n�

n+�k
u+�k

�o
k
sont

log concaves et donc unimodales. Pour le concept des transversales du triangle de Pas-

cal et l�interprétation combinatoire de
�
u+�k
u+�k

�
, nous référons aux travaux de Belbachir,

Komatsu et Szalay [17, 18], le second complétant le premier par le calcul de la fonction

génératrice de la suite récurrente associée aux transversales. Toujours dans [19], les au-

teurs ont établi un résultat analogue pour les éléments du triangle de Pascal généralisé

(c�est à dire le triangle issu des coe¢ cients bisnomiaux)
�
u+�k
v+�k

�
s
: Dans un autre registre,

Belbachir et Szalay [20] établissent que toute suite d�entiers parcourant une transversale

de la pyramide de Pascal est log-concave, par conséquent unimodale. Notre objectif est

d�établir que chaque transversale parcourant le q-triangle de Pascal généralisé (constitué

par les q-analogues des coe¢ cients bisnomiaux) est log-concave, et donc unimodale.

La log-concavité et la q-log-concavité des coe¢ cients q-binomiaux ayant été établies par

Butler [28].

Dé�nition 52 Nous assimilons les éléments du triangle de Pascal généralisé au treillis

Z� Z par l�application (n; k) 7!
�
n
k

�
s
avec la convention

�
n
k

�
s
= 0 pour k > sn ou k < 0.

Soit � 2 N?, � 2 Z avec s� + � > 0. Alors le point de la grille (n; 0) et la direction

(�; �) dé�nissent une transversale du triangle de Pascal généralisé qui porte les éléments�
n� �k
u+ �k

�
s

; k = 0; :::;

�
sn� u
s�+ �

�
: (4.1)

Quand � � 2; on introduit les transversales intermédiaires d�ordre u (u = 1; 2; : : : ; ��1).

Comme mentionné ci-dessus, notre objectif est d�examiner la log-concavité des transver-

sales �nies relatives au q-triangle de Pascal généralisé.

Il est bien établi qu�étant donnés fakg et fbkg deux suites log-concaves, alors la suite
fckg donnée par la convolution ordinaire

ck =

kX
j=0

ajbk�j; k = 0; 1; :::

est aussi log-concave. (Voir l�exemple 17-3 du chapitre 2)

Ce résultat peut être étendu à
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Lemme 53 Soient
n
a
(1)
j

o
;
n
a
(2)
j

o
; :::;

n
a
(m)
j

o
; m suites log-concaves, alors la suite fakg

donnée par

ak =
X

j1+j2+���+jm=k

a
(1)
j1
a
(2)
j2
� � � a(m)jm

; k = 0; 1; ::: (4.2)

est aussi log-concave.

Maintenant nous sommes outillés pour donner le résultat principal du chapitre.

Théorème 54 Soit s un nombre strictement positif. Les s+1 q-déformations des coe¢ -

cients bisnomiaux situées le long d�une transversale du s-triangle de Pascal associé�
n� �k
u+ �k

�(0)
s

;

�
n� �k
u+ �k

�(1)
s

; :::;

�
n� �k
u+ �k

�(s)
s

sont log-concaves et donc unimodales:

Preuve. La preuve est la même pour chaque p = 0; :::; s, on va l�établir pour p = 0.

�
n� �k
u+ �k

�(0)
s

=
X

j1+j2+���+js=u+�k

q
Ps�1
l=1 (n��k�jl)jl+1

�
n� �k
j1

��
j1
j2

�
� � �
�
js�1
js

�
=

X
j1+j2+���+jq=u+�k

a
(1)
j1
a
(2)
j2
� � � a(s)js ;

où a(1)j1 =
�
n��k
j1

�
, a(2)j2 = q

(n��k�j1)j2
�
j1
j2

�
; :::; a

(s)
js
= q(n��k�js�1)js

�
js�1
js

�
:

Alors, en utilisant la log-concavité du coe¢ cient q-binomial pour q � 1 (voir Butler

[28]), les suites
n
a
(1)
j1

o
,
n
a
(2)
j2

o
, ...,

n
a
(s)
js

o
sont log-concaves. Donc, par le Lemme 53, la

transformation X
j1+j2+���+jq=u+�k

a
(1)
j1
a
(2)
j2
� � � a(s)js

est log-concave, et donc unimodale par le Théorème 28 (voir, Chapitre 1). �

Corollaire 55 Soit s un nombre strictement positif. Les (s+ 1) suites d�argument k :

1.
�
n
k

�(0)
s
,
�
n
k

�(1)
s
, ...,

�
n
k

�(s)
s
;

2.
�
n�k
k

�(0)
s
,
�
n�k
k

�(1)
s
, ...,

�
n�k
k

�(s)
s
,

sont log-concaves et donc unimodales. Ce sont respectivement, les lignes et les dia-

gonales principales des (s+ 1) triangles associés aux coe¢ cients q-bisnomiaux.



Chapitre 5

Combinatoire et monotonie des

hyper-suites

Soit r � 0; Zheng et Liu [85] ont donné les propriétés des nombres hyper�bonacci F [r]n
et des nombres hyperlucas L[r]n . Ensuite, ils ont étudié la log-concavité (log-convexité) de

la suite de ces nombres avec des généralisations.

Les formes de Binet des suites de Fibonacci généralisée et de Lucas généralisée sont

respectivement comme suit :

Un =
�n � (�1)n��np

�
; Vn = �

n + (�1)n��n; (5.1)

avec � = p2 + 4; � = (p +
p
�)=2; et p � 1: Les suites fUngn�0 et fVngn�0 véri�ent la

relation de récurrence suivante :

Wn+1 = pWn +Wn�1 (n � 1); avec U0 = 0; U1 = 1; V0 = 2; V2 = p; (5.2)

Pour un entier positif r, les nombres hyper�bonacci généralisé U [r]n et hyperlucas généralisé

V
[r]
n sont dé�nis comme suit :

U [r]n =
nX
k=0

U
[r�1]
k et V [r]n =

nX
k=0

V
[r�1]
k ; (5.3)

avec U (0)n = Un et V
(0)
n = Vn: Pour d�autres propriétés de

n
U
[r]
n

o
n�0

et
n
V
[r]
n

o
n�0

; voir

Cao et Zhao [30], Liu et Zhao [58].

Le résultat suivant est dû à Zheng et Liu [85].
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Théorème 56 Pour tous r � 1 et p � 1; les suites
n
U
[r]
n

o
n�1

et
n
V
[r]
n

o
n�3

sont log-

concaves.

Ce théorème nous permet de ra¢ ner certains résultats pour p = 2. Premièrement, nous

allons proposer des résultats sur la log-concavité (log-convexité) pour le cas où p = 2 ce

qui correspond aux suites des nombres hyperpell et hyperpell-lucas: Ensuite, nous allons

établir d�autres résultats duaux concernant les suites des nombres hyperjacobsthal et

hyperjacobsthal-lucas.

5.1 Combinatoire des suites hyperpell et hyperjacobs-

thal

Dans cette section, on introduit le concept des nombres hyperpell, hyperjacobsthal et

des suites compagnons associées.

Dé�nition 57 Pour un entier positif r; les nombres hyperpell P [r]n et hyperpell-lucas Q[r]n

sont dé�nis comme suit :

P [r]n =
nX
k=0

P
[r�1]
k ; avec P (0)n = Pn;

Q[r]n =
nX
k=0

Q
[r�1]
k ; avec Q(0)n = Qn;

où fPngn�0 et fQngn�0 sont les suites de Pell et Pell-Lucas respectivement.

Les valeurs initiales de
n
P
[1]
n

o
n�0

et
n
Q
[1]
n

o
n�0

sont données par.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P
[1]
n 0 1 3 8 20 49 119 288 696 1681 3959

Q
[1]
n 2 4 10 24 58 140 338 816 1970 4756 11482

Table 7 : Les valeurs initiales de
n
P
[1]
n

o
n�0

et
n
Q
[1]
n

o
n�0

.
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Dé�nition 58 Pour un entier positif r; les nombres hyperjacobsthal J [r]n et hyperjacobsthal-

lucas j[r]n sont dé�nis comme suit :

J [r]n =

nX
k=0

J
[r�1]
k ; avec J (0)n = Jn;

j[r]n =

nX
k=0

j
[r�1]
k ; avec j(0)n = jn;

où fJng
n�0

et fjng
n�0

sont les suites de Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas, respectivement.

Les valeurs initiales de
n
J
[1]
n

o
n�0

et
n
j
[1]
n

o
n�0

sont données dans le tableau :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

J
[1]
n 0 1 2 5 10 21 42 85 170 341 682

j
[1]
n 2 3 8 15 32 63 128 255 512 1023 2048

Table 8 : les valeurs initiales de
n
J
[1]
n

o
n�0
et
n
j
[1]
n

o
n�0
.

Maintenant, nous rappelons quelques propriétés pour les suites de Pell, de Jacobsthal et

des suites compagnons associées. Les formules de Binet de Pn; Jn; Qn; jn sont :

Pn =
(1 +

p
2)n � (�1)n(1 +

p
2)�n

2
p
2

; Qn = (1 +
p
2)n + (�1)n(1 +

p
2)�n; (5.4)

Jn =
2n � (�1)n

3
; jn = 2

n + (�1)n; (5.5)

respectivement.

Les suites fPng
n�0
, fJng

n�0
, fQng

n�0
et fjng

n�0
satisfont respectivement les relations de

récurrence suivantes :

Vn = 2Vn�1 + Vn�2; (n � 2) ; (5.6)

Wn = Wn�1 + 2Wn�2; (n � 2) : (5.7)

Des relations (5:4) et (5:5); il s�ensuit que :

P 2n � Pn�1Pn+1 = (�1)n�1;
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Q2n �Qn�1Qn+1 = 8(�1)n: (5.8)

J2n � Jn�1Jn+1 = (�1)n�12n�1; (5.9)

j2n � jn�1jn+1 = 9(�1)n2n�1; (5.10)

et par induction, on établit

Pn � n; Qn � n; (n � 1) ; (5.11)

Jn � n� 1; jn � n; (n � 1) ; (5.12)

Jn+1 = 2Jn + (�1)n; jn+1 = 2jn � 3(�1)n; (n � 0) : (5.13)

Fonctions génératrices des suites hyperpell et hyperjacobsthal et de leurs

suites compagnons

Notons par GP (t), GQ(t); GJ(t) et Gj(t) les fonctions génératrices des suites de Pell,

Jacobsthal et leurs suites compagnons respectivement. Elles sont données, respectivement,

par :

GP (t) =
t

1� 2t� t2 et GQ(t) =
2� 2t

1� 2t� t2 ; (5.14)

GJ(t) =
t

1� t� 2t2 et Gj(t) =
2� t

1� t� 2t2 : (5.15)

Donc, on peut établir la fonction génératrice des suites hyperpell, hyperjacobsthal et

leurs suites compagnon. Il su¢ t d�utiliser les relations de récurrence suivantes :

P [r]n = P
[r]
n�1 + P

[r�1]
n ; (5.16)

Q[r]n = Q
[r]
n�1 +Q

[r�1]
n ; (5.17)

J [r]n = J
[r]
n�1 + J

[r�1]
n ; (5.18)

j[r]n = j
[r]
n�1 + j

[r�1]
n : (5.19)

En utilisant les relations précédentes, nous obtenons les résultats suivants

Théorème 59 On a :

G
[r]
P (t) =

t

(1� 2t� t2) (1� t)r ; (5.20)

G
[r]
Q (t) =

2� 2t
(1� 2t� t2) (1� t)r ; (5.21)
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G
[r]
J (t) =

t

(1� t� 2t2) (1� t)r ; (5.22)

G
[r]
j (t) =

2� t
(1� t� 2t2) (1� t)r ; (5.23)

où G[r]P (t), G
[r]
Q (t); G

[r]
J (t) et G

[r]
j (t) sont les fonctions génératrices des suites hyperpell,

hyperpell-lucas, hyperjacobsthal et hyperjacobsthall-lucas respectivement.

Proposition 60 Nous avons les relations de convolution suivantes

G
[r]
P (t) =

 1X
n=0

Pnt
n+1

! X
r�k

�
n

k

�
tk

!
;

G
[r]
Q (t) =

 1X
n=0

Qnt
n

! X
r�k

�
n

k

�
tk

!
;

G
[r]
J (t) =

 1X
n=0

Jnt
n+1

! X
r�k

�
n

k

�
tk

!
;

G
[r]
j (t) =

 1X
n=0

jnt
n

! X
r�k

�
n

k

�
tk

!
:

Preuve. Il su¢ t d�utiliser les identités (5.14) et (5.15) �

Dans les deux prochaines sections, on va s�intéresser à la log-concavité (log-convexité)

des suites hyperpell
n
P
[r]
k

o
k
, hyperjacobsthal

n
J
[r]
k

o
k
et leurs suites compagnon

n
Q
[r]
k

o
k

et
n
j
[r]
k

o
k
respectivement: De plus, on va établir la q-log-concavité de quelques suites liées

à ces suites.

5.2 Log-concavité et log-convexité des suites hyper-

pell et hyperpell-lucas

Cette section a fait l�objet du travail de la référence [5].

Théorème 61 Les suites
n
P
[r]
n

o
n�0

et
n
Q
[r]
n

o
n�0

sont log-concaves pour r � 1 et r � 2
respectivement.
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Preuve. On peut véri�er que

P [1]n =
1

4
(Qn+1 � 2) et Q[1]n = 2Pn+1: (5.24)

Pour n = 1;
�
P
[1]
n

�2
� P [1]n�1P

[1]
n+1 = 1 > 0:

Quand n � 2; il s�ensuit par (5:6) et (5:8) que

�
P [1]n
�2 � P [1]n�1P [1]n+1 =

1

16

�
(Qn+1 � 2)2 � (Qn � 2) (Qn+2 � 2)

�
=

1

16

�
Q2n+1 �QnQn+2 � 4Qn+1 + 2Qn + 2Qn+2

�
=

1

4

�
2 (�1)n�1 +Qn+1

�
� 0:

Alors
n
P
[1]
n

o
n�0

est log-concave. Par la convolution ordinaire de suites log-concaves et

l�induction sur r, on aura ainsi, pour r � 2 que la suite
n
P
[r]
n

o
n�0

est log-concave.

Par (5:24) et (5:6) ; il s�ensuite aussi que

�
Q[1]n
�2 �Q[1]n�1Q[1]n+1 = 4 �P 2n+1 � PnPn+2� = 4 (�1)n = �4:

Donc
n
Q
[1]
n

o
n�0

n�est pas log-concave.

On véri�e aussi que

Q[2]n =
1

2
(Qn+2 � 2) = 2P [1]n+1: (5.25)

Alors
n
Q
[2]
n

o
n�0

est log-concave. Par la convolution ordinaire de suites log-concaves et

l�induction sur r, la suite
n
Q
[r]
n

o
n�0

(r � 3) est log-concave. �

Corollaire 62 Les suites
�

nP
k=0

�
n
k

�
P
[r]
k

�
n�0

et
�

nP
k=0

�
n
k

�
Q
[r]
k

�
n�0
sont log-concaves, pour

r � 1 et r � 2 respectivement.

Théorème 63 Soient

Tn =
�
P [1]n
�2 � P [1]n�1P [1]n+1; Rn =

�
Q[2]n
�2 �Q[2]n�1Q[2]n+1; (n � 1) :

Alors fT2ngn�1, fR2n+1gn�0 sont log-concaves, et fT2n+1gn�0 et fR2ngn�1 sont log-convexes.
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C�est la log-concavité et la log-convexité d�ordre deux, on peut se référer au travail de

Peter. McNamara et B. Sagan [60].

Preuve. En utilisant (5:25) puis (5:8), on a�
Q[2]n
�2 �Q[2]n�1Q[2]n+1 = 2 (�1)n +Qn+1;

ainsi, pour n � 1;

Tn =
1

4

�
2 (�1)n�1 +Qn

�
et Rn = 2 (�1)n +Qn+1;

par suite, pour n � 1; on obtient

Q22n �Q2n�2Q2n+2 = �32; Q22n+1 �Q2n�1Q2n+3 = 32:

Ce qui entraine

T 22n � T2(n�1)T2(n+1) =
1

16

�
Q22n �Q2n�2Q2n+2 � 4Q2n + 2Q2n�2 + 2Q2n+2

�
= 4(Q2n � 4) > 0:

et

R22n+1 �R2n�1R22n+3 =
�
Q22n+2 �Q2nQ2n+2 � 4Q2n+2 + 2Q2n + 2Q2n+4

�
= 64(Q2n+2 � 4) > 0:

Alors fT2ngn�1, et fR2n+1gn�0 sont log-concaves.

De même, on obtient

T 22n+1 � T2n�1T 22n+3 = �
1

2
Q2n+1 < 0;

et

R22n �R2(n�1)R2(n+1) = �8Q2n+1 < 0:

Alors fT2n+1gn�0, et fR2ngn�1 sont log-convexes. �

Corollaire 64 Les suites
�

nP
k=0

�
n
k

�
T2k

�
n�0

et
�

nP
k=0

�
n
k

�
R2k+1

�
n�0

sont log-concaves.

Preuve. Par la convolution ordinaire de suites log-concaves. �
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Corollaire 65 Les suites
�

nP
k=0

�
n
k

�
T2k+1

�
n�0

et
�

nP
k=0

�
n
k

�
R2k

�
n�0

sont log-convexes.

Preuve. Par la convolution binomial de suites log-convexes. �

Lemme 66 Soit an :=
Pn

k=0

�
n
k

�
Pk+1; où fPngn�0 est la suite de Pell: Alors fangn�0

véri�e la relation de récurrence suivante

an = 3an�1 +

n�2X
k=0

ak and an = 4an�1 � 2an�2:

Preuve. Considérons bn :=
Pn

k=0

�
n
k

�
Pk; où fPngn��1 est la suite de Pell étendue à

P�1 = 1:

En utilisant la formule de Pascal et la relation de récurrence associée à la suite de

Pell dans le développement
Pn

k=0

�
n
k

�
Pk+1; on obtient an = 3an�1 + bn�1; ainsi que bn =

bn�1 + an�1. Un procédé itératif de cette dernière relation donne an = 3an�1 +
Pn�2

k=0 ak

(avec b0 = 0 et a0 = 1); d�où l�on tire an = 4an�1 � 2an�2: �

Théorème 67 La suite
n
nQ

[1]
n

o
n�0

est log-concave, et
�

nP
k=0

�
n
k

�
Q
[1]
k

�
n�0

est log-convexe.

Preuve. Soient

Sn := n
2
�
Q[1]n
�2 � (n2 � 1)Q[1]n�1Q[1]n+1 et Kn :=

nX
k=0

�
n

k

�
Q
[1]
k ;

avec la convention K<0 = 0:

Par (5:31) ; on aura

Sn = 4(n2 � 1) (�1)n +
�
Q[1]n
�2

= 4
�
(n2 � 1) (�1)n + P 2n+1

�
� 4

�
(n2 � 1) (�1)n + (n+ 1)2

�
> 0:

Alors
n
nQ

[1]
n

o
n�0

est log-concave.

En utilisant le Lemme 66, on véri�er que :

Kn = 4Kn�1 � 2Kn�2 (5.26)
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La forme de Binet associée est

Kn =

�
1 +

p
2
�
�n �

�
1�

p
2
�
�n

�� � ; avec �; � = 2�
p
2;

ce qui assure

K2
n �Kn�1Kn+1 = �2n+1 < 0:

Ainsi
nPn

k=0

�
n
k

�
Q
[1]
k

o
n�0

est log-convexe. �

Remarque 68 Les termes de la suite fKngn véri�ent Kn = 2
(n+2)=2Pn+1 pour n pair, et

Kn = 2
(n�1)=2Qn+1 pour n impair.

Maintenant, nous donnons un résultat lié au concept de la "log-balancé".

Théorème 69 Les suites
n
n!P

[1]
n

o
n�0

et
n
n!Q

[2]
n

o
n�0

sont log-balancées.

Preuve. Par le Théorème 61, et dans le but de montrer la propriété log-balancée des

suites
n
n!P

[1]
n

o
n�0

et
n
n!Q

[2]
n

o
n�0

on a juste besoin de montrer qu�elles sont log-convexes.

Du Théorème 61 on déduit que�
P [1]n
�2 � P [1]n�1P [1]n+1 = 1

4

�
2 (�1)n�1 +Qn+1

�
; (5.27)

et de la preuve du Théorème 72 que�
Q[2]n
�2 �Q[2]n�1Q[2]n+1 = 2 (�1)n +Qn+1: (5.28)

Soient

Mn := n
�
P [1]n
�2 � (n+ 1)P [1]n�1P [1]n+1;

Bn := n
�
Q[2]n
�2 � (n+ 1)Q[2]n�1Q[2]n+1;

des relations (5.25), (5.27) et (5.28), on a

Mn =
(n+ 1)

4

�
2 (�1)n�1 +Qn+1

�
� 1
4
(Qn+1 � 2)2;

Bn = (n+ 1) (2 (�1)n +Qn+1)�
1

4
(Qn+2 � 2)2:
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Il est clair que Bn � 0 pour n = 0; 1; 2. On établit par récurrence pour n � 1; que

Qn � n+ 1: Ceci donne

Bn � (Qn+1 � 1) (2 (�1)n +Qn+1)�
1

4
(2Qn+1 +Qn � 2)2 < 0:

De même,Mn � 0 pour n = 2 et pour n � 3; Qn � n+6: Ce qui entraîne n+1 � Qn+1�6;
ainsi

Mn �
1

4

�
(Qn+1 � 6)

�
2 (�1)n�1 +Qn+1

�
� (Qn+1 � 2)2

�
=
1

4

��
�2 + 2 (�1)n�1

�
Qn+1 � 4� 12 (�1)n�1

�
< 0:

On conclut que fn!P [1]n gn�0 et fn!Q[2]n gn�0 sont log-convexes. Comme de plus les suites
fP [1]n gn�0 et fQ[2]n gn�0 sont log-concaves, ainsi, les suites fn!P [1]n gn�0 et fn!Q[2]n gn�0 sont
log-balancées. �

5.3 q-log-concavité des suites hyperpell et hyperpell-

lucas

Maintenant, on traite de la q-log-concavité des suites hyperpell et hyperpell-lucas.

Théorème 70 Dé�nissons les polynômes en q :

Pn;r(q) =

nX
k=0

P
[r]
k q

k et Qn;r(q) =

nX
k=0

Q
[r]
k q

k (r � 2):

Alors Pn;r(q) (r � 1) et Qn;r(q) (r � 2) sont q-log-concaves.



56

Preuve. Pour n � 1; r � 1;

P 2n;r(q)� Pn�1;r(q)Pn+1;r(q) =

 
nX
k=0

P
[r]
k q

k

!2
�
 
n�1X
k=0

P
[r]
k q

k

! 
n+1X
k=0

P
[r]
k q

k

!

=

 
nX
k=0

P
[r]
k q

k

!2

�
 

nX
k=0

P
[r]
k q

k � P [r]n qn
! 

nX
k=0

P
[r]
k q

k + P
[r]
n+1q

n+1

!

=
�
P [r]n q

n � P [r]n+1qn+1
� nX
k=0

P
[r]
k q

k + P [r]n P
[r]
n+1q

2n+1

=
nX
k=1

�
P
[r]
k P

[r]
n � P [r]k�1P

[r]
n+1

�
qk+n:

Pour n � 1 et r � 2, par un simple calcul, on a

Q2n;r(q)�Qn�1;r(q)Qn+1;r(q) =
nX
k=1

�
Q
[r]
k Q

[r]
n �Q

[r]
k�1Q

[r]
n+1

�
qk+n +Q[r]n q

n:

De la log-concavité de
n
P
[r]
n

o
et
n
Q
[r]
n

o
pour r � 1 et r � 2 respectivement et par le

Théorème 61, les polynômes Pn;r(q) (r � 1) et Qn;r(q) (r � 2) ont des coe¢ cients positifs,
donc ils sont q-log-concaves. �

5.4 Log-concavité et log-convexité des suites hyper-

jacobsthal et hyperjacobsthal-lucas

Cette section est consacré aux résultats établis dans notre travail [?].

Théorème 71 Les suites
n
J
[r]
n

o
n�0

et
n
j
[r]
n

o
n�1

pour r � 2, et
n
j
[r]
n

o
n�0

pour r � 3 sont
log-concaves.

Preuve. On démontre que

J [1]n =
1

2
(Jn+2 � 1) ; j[1]n =

1

2
(jn+2 � 1) : (5.29)

J [2]n =
1

4
(Jn+4 � 2n� 5) ; j[2]n =

1

4
(jn+4 � 2n� 9) (5.30)
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Pour n = 1;
�
J
[2]
n

�2
� J [2]n�1J

[2]
n+1 = 1 > 0: Et pour n � 2; les relations (5:30) ; (5:13) et

(5:7)-(5:9) donnent�
J [2]n
�2 � J [2]n�1J [2]n+1 =

1

16

�
(Jn+4 � (2n+ 5))2 � (Jn+3 � (2n+ 3)) (Jn+5 � (2n+ 7))

�
=

1

16

�
J2n+4 � Jn+3Jn+5 � 2(2n+ 5)Jn+4

+(2n+ 7)Jn+3 + (2n+ 3)Jn+5 + 4) (5.31)

=
1

16

�
J2n+4 � Jn+3Jn+5 + 4(2n+ 3)Jn+1 � 8Jn+2 + 4

�
=

1

4

�
(�1)n+12n+1 + (2n+ 3)Jn+1 � 2Jn+2 + 1

�
=

1

4

�
(�1)n+12n+1 + (2n� 1)Jn+1 � 2(�1)n+1 + 1

�
>

1

4

�
(�1)n+12n+1 + (2n� 1)Jn+1 � 1

�
=

1

4

�
(�1)n+12n+1 + (2n� 1)2

n+1 � (�1)n+1
3

� 1
�
: (5.32)

Il y aura deux cas, si n est pair, alors�
J [2]n
�2 � J [2]n�1J [2]n+1 = �2n+1 + (2n� 1)2

n+1 + 1

3
� 1

=
2n� 4
12

(2n+1 + 1)

� 0;

sinon �
J [2]n
�2 � J [2]n�1J [2]n+1 = 2n+1 + (2n� 1)2

n+1 � 1
3

� 1

=
2n+ 2

12

�
2n+1 � 1

�
� 10:

Ainsi
n
J
[2]
n

o
n�0

est log-concave. Donc, par (3)-Exemple 17 et l�induction sur r,
n
J
[r]
n

o
n�0

(r � 2) est log-concave.

Par (5:30) ; (5:13) et (5:7)-(5:10) il s�ensuit que�
j[2]n
�2 � j[2]n�1j[2]n+1 =

1

16

�
(jn+4 � (2n+ 9))2 � (jn+3 � (2n+ 7)) (jn+5 � (2n+ 11))

�
=

1

16

�
j2n+4 � jn+3jn+5 + 4(2n+ 7)jn+1 � 8jn+2 + 4

�
=

1

4

�
9(�1)n+22n+1 + (2n+ 3)jn+1 + 6(�1)n+1 + 1

�
:
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Quand n = 1; on aura �
j[2]n
�2 � j[2]n�1j[2]n+1 = �1 < 0;

et pour n � 2; on a�
j[2]n
�2 � j[2]n�1j[2]n+1 =

1

4

�
9(�1)n+22n+1 + (2n+ 3)jn+1 + 6(�1)n+1 + 1

�
=

1

4

�
9(�1)n+22n+1 + (2n+ 3)2n+1 + (2n+ 9)(�1)n+1 + 1

�
:(5.33)

Il y aura deux cas. si n est pair, alors�
j[2]n
�2 � j[2]n�1j[2]n+1 = 9:2n+1 + (2n+ 3)(2n+1 � 1)� 5 > 0;

sinon �
j[2]n
�2 � j[2]n�1j[2]n+1 = �9:2n+1 + (2n+ 3)2n+1 + 2n+ 10

= (2n� 6)2n+1 + 2n+ 10

> 0:

Ainsi
n
j
[2]
n

o
n�1

est log-concave.

On véri�e que

j[3]n =
1

8
(jn+6 � 2(n+ 1)(n+ 9)� 31) : (5.34)

En utilisant (5.34), (5.7) et (5.10), on obtient�
j[3]n
�2 � j[3]n�1j[3]n+1

=
1

64
[jn+6 � ((2n+ 2)(n+ 9) + 31)]2 �

1

64
[jn+5 � (2n(n+ 8) + 31)]

[jn+7 � ((2n+ 4)(n+ 10) + 31)]

=
1

64
[j2n+6 � jn+5jn+7 � 2((2n+ 2)(n+ 9) + 31)jn+6 + ((2n+ 4)(n+ 10) + 31)jn+5

+(2n(n+ 8) + 31)jn+7 + ((2n+ 2)(n+ 9) + 31)
2 � (2n(n+ 8) + 31)

((2n+ 4)(n+ 10) + 31)]

=
1

64
[j2n+6 � jn+5jn+7 + 2(2n(n+ 8) + 31)jn+5 � 2((2n+ 2)(n+ 9) + 31)jn+4

�(4n+ 18)jn+6 + (4n+ 22)jn+5 + ((2n+ 2)(n+ 9) + 31)2 � (2n(n+ 8) + 31)

�((2n+ 4)(n+ 10) + 31)]

=
1

64
[j2n+6 � jn+5jn+7 + 4(2n(n+ 8) + 31)jn+3 � 4(4n+ 18)jn+4 + 4jn+5

+((2n+ 2)(n+ 9) + 31)2 � (2n(n+ 8) + 31)((2n+ 4)(n+ 10) + 31)]
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=
1

64
[j2n+6 � jn+5jn+7 + 4(2n(n+ 8) + 33)jn+3 � 4(4n+ 17)jn+4

+(8n2 + 80n+ 200)]

=
1

64
[9(�1)n+42n+5 + 4(2n(n+ 8) + 33)jn+3 � 4(4n+ 17)jn+4

+(8n2 + 80n+ 200)]

=
1

16
[�9(�1)n+32n+3 + (2n(n+ 4)� 1)jn+3 + 3(4n+ 17)(�1)n+3

+(2n2 + 20n+ 50)]: (5.35)

Il y a deux cas. Pour n pair, on a

�
j[3]n
�2 � j[3]n�1j[3]n+1 =

1

16
[9:2n+3 + (2n(n+ 4)� 1)(2n+3 � 1)� 3(4n+ 17) + (2n2 + 20n+ 50)]

=
1

16
[8:2n+3 + 2n(n+ 4)2n+3)

> 0;

sinon

�
j[3]n
�2 � j[3]n�1j[3]n+1 =

1

16
[�9:2n+3 + (2n(n+ 4)� 1)(2n+3 + 1) + 3(4n+ 17) + (2n2 + 20n+ 50)]

=
1

16
[(2n2 + 8n� 10)2n+3 + (4n2 + 40n+ 100)]

> 0:

Ainsi
n
j
[3]
n

o
n�0

est log-concave. Par la relation (3) de l�exemple 17 et l�induction sur r,

on aura
n
j
[r]
n

o
n�0

(r � 3) est log-concave. �

Le théorème suivant concerne la log-concavité d�ordre deux dans les suites hyperjacobs-

thal et hyperjacobsthal-lucas.

Théorème 72 Soient

Tn :=
�
J [2]n
�2 � J [2]n�1J [2]n+1 et Rn := �j[3]n �2 � j[3]n�1j[3]n+1; n � 1:

Alors fT2ngn�1 ; fR2ngn�1, fT2n+1gn�0 et fR2n+1gn�0 sont log-concaves.

Preuve. De la preuve du Théorème 61, on obtient

Tn =
1

4

�
(�1)n+12n+1 + (2n� 1)Jn+1 � 2(�1)n+1 + 1

�
; n � 1; (5.36)
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Rn =
1

16
[�9(�1)n+32n+3 + (2n(n+ 4)� 1)jn+3 + 3(4n+ 17)(�1)n+3

+(2n2 + 20n+ 50)]: (5.37)

En appliquant (5:36)-(5:37) ; (5:35) et

J22n+1 � J2n�1J2n+3 = �22n�1; n � 1;

j22n+3 � j2n+1j2n+5 = 9� 22n+1; n � 1;

on aura

T 22n � T2(n�1)T2(n+1)

=
1

16
[
�
�22n+1 + (4n� 1)J2n+1 + 3

�2 � ��22n�1 + (4n� 5)J2n�1 + 3��
�22n+3 + (4n+ 3)J2n+3 + 3

�
]

=
1

16
[(4n� 1)2

�
J22n+1 � J2n�1J2n+3

�
+ 16J2n�1J2n+3 + (12n+ 4) 2

2n�1

�9(12n+ 17)J2n�1 + 3(12n+ 17)]

=
1

16
[�(4n� 1)222n�1 + 16J2n�1J2n+3 + (12n+ 4) 22n�1 + (12n+ 17)(3� 9J2n�1)]

=
1

16
[�(4n� 1)222n�1 + 256J22n�1 + (12n+ 4) 22n�1 � 3(12n+ 17)22n�1

�80J2n�1]

=
1

16
[�16(n2 + n+ 3)22n�1 + 16J2n�1(16J2n�1 � 5)]

= �(n2 + n+ 3)22n�1 + J2n�1(16J2n�1 � 5)

= �(n2 + n+ 3)22n�1 + 2
2n�1 + 1

9
(1622n�1 + 1)

� �(22n�1 + 3)22n�1 + 2
2n�1 + 1

9
(1622n�1 + 1)

=
7

9
22n�1 � 22n�1 � 10

9
22n�1 +

1

9

= 22n�1
�
7

9
22n�1 � 10

9

�
+
1

9

� 1:
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Et pour fR2ngn�1 :

R22n �R2(n�1)R2(n+1) =
1

256
[(9� 22n+3 + (8n2 + 16n� 1)(j2n+3 + 1))2 � (9� 22n+1

+(8n2 � 9)(j2n+1 + 1))(9� 22n+5 + (8n2 + 32n+ 23)(j2n+5 + 1)]

=
24n+6

256
[(8n2 + 16n+ 8)2 � 64n2(n2 + 4n+ 4)]

=
24n+6

4

�
(n+ 1)4 � n2(n+ 2)2

�
= 24n+4[2n2 + 4n+ 1]

> 0:

Ainsi fT2ngn�1et fR2ngn�1 sont log-concaves.

En utilisant (5:31)� (5:37) ; (5:13) et

J22n+2 � J2nJ2n+4 = 22n ; n � 1;

j22n+4 � j2n+2j2n+6 = 9� 22n+2 ; n � 1;

on aura

T 22n+1 � T2n�1T 22n+3 =
1

16
[
�
22n+2 + (4n+ 1)J2n+2 � 1

�2 � �22n + (4n� 3)J2n � 1��
22n+4 + (4n+ 5)J2n+4 � 1

�
]

=
1

16
[(4n+ 1)2

�
J22n+2 � J2nJ2n+4

�
+ 16J2nJ2n+4 + 2

2n(12n� 8)

+(12n+ 23)(3J2n + 1)]

=
1

16
[(4n+ 1)222n + 16J2nJ2n+4 + 2

2n(12n� 8) + (12n+ 23)(22n + 2)]

> 0;

On fait la même chose pour R22n+1 �R2n�1R2n+3: Alors fT2n+1gn�0, et fR2n+1gn�0 sont
log-concaves. �

Théorème 73 Dé�nissons les polynômes en q :

Jn;r(q) =
nX
k=0

J
[r]
k q

k (r � 2); jn;r(q) =
nX
k=0

j
[r]
k q

k (r � 3):

Les polynômes Jn;r(q) et jn;r(q) pour r � 2 et r � 3 respectivement sont q-log-concaves.
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Preuve. Pour n � 1; r � 2;

J2n;r(q)� Jn�1;r(q)Jn+1;r(q) =

 
nX
k=0

J
[r]
k q

k

!2
�
 
n�1X
k=0

J
[r]
k q

k

! 
n+1X
k=0

J
[r]
k q

k

!

=

nX
k=1

�
J
[r]
k J

[r]
n � J [r]k�1J

[r]
n+1

�
qk+n:

Et pour n � 1; r � 3, par un simple calcul on obtient

j2n;r(q)� jn�1;r(q)jn+1;r(q) =
nX
k=1

�
j
[r]
k j

[r]
n � j

[r]
k�1j

[r]
n+1

�
qk+n + j[r]n q

n:

Comme
n
J
[r]
n

o
et
n
j
[r]
n

o
(r � 2) sont log-concaves par le Théorème 71, alors les poly-

nômes Jn;r(q) et jn;r(q) (r � 2) ont des coe¢ cients positifs, donc ils sont q-log-concaves.
�



Conclusion générale

Dans ce document, nous avons étudié la monotonie de certaines suites combinatoires.

Principalement nous avons établi des résultats intéressants concernant la log-concavité, la

log-convexité et l�unimodalité dans : les analogues du triangle de Pascal, les hyper-suites

qui sont liées avec ce triangle.

Comme premier résultat, nous avons étudié la préservation de la log-concavité dans le cas

p; q-analogue du coe¢ cient binomial ainsi que la log-concavité et l�unimodalité des suites

parcourant les transversales des triangles issues de ces coe¢ cients et des coe¢ cients q-

bisnomiaux. De plus, nous avons établi la préservation de la log-convexité dans le triangle

de Pascal généralisé issu des coe¢ cients bisnomiaux qui ne véri�ent pas la propriété de

q-log-convexité. Le cas du coe¢ cient binomial est déjà étudié par H. Davenport et G.

Pólya [36]. Des exemples ont été donné, il concernent les suites de Catalan, Bell, Motzkin

et la suite xk = (k + 1)k.

Au dernier chapitre, nous avons donné une extension des résultats établis pour la log-

concavité des suites hyper�bonacci et hyperlucas, un travail fait par r. Zheng et R. Liu [85].

Nous avons dé�ni les suites hyperpell, hyperjacobsthal et leurs compagnons, et quelques

identités associées. Après, nous avons établi quelques résultats concernant la log-concavité

(la log-convexité) de ces suites.

Parmi les questions et les travaux qui peuvent présenter des perspectives et qu�on sou-

haite les aborder pour l�avenir on y trouve :

- Peut-on établir la préservation de la log-concavité dans le q-triangle de Pascal généra-

lisé ?

- Peut-on véri�er la q-log-convexité pour le triangle
n�

n
k

�2
s

o
0�k�sn

?

- Existe-t-il des triangles qui véri�ent la q-log-convexité ?
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- Les travaux e¤ectués sur la q-log-concavité et la q-log-convexité par Butler et al [28, 29],

nous laisse voir l�importance de ces résultats pour les coe¢ cients q-bisnomiaux.

- Les applications de l�unimodalité, la log-concavité dans d�autres domaines peut-être, à

l�origine d�un chantier vierge dans les mains d�un chercheur.
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[40] T. Dóslíc. Log-convexity of combinatorial sequences from their convexity. J. Math.

Inequal., 3 : 437�442, 2009.



68
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[42] T. Dóslíc and D. Veljan. Logarithmic behavior of some combinatorial sequences. Dis-

crete Math., 308 : 2182�2212, 2008.

[43] R. Ehrenborg, E. Steingrimsson, The excedance set of a permutation, Adv. Appl.

Math. 24 (2000) 284�299.

[44] K. Engel, On the average rank of an element in a �lter of the partition lattice, J.

Combin. Theory Ser. A 65 (1994) 67�78.

[45] P. Erdös, Verallgemeinerung eines elementar-zahlentheoretischen Satzes von Kür-

schák. (Generalization of an elementary number-theoretic theorem of Kürschák.),

Mat. Fiz. Lapok 39, (1932) 17�24.

[46] H. Exton, q-Hypergeometric Functions and Applications, New York : Halstead Press,

Chichester : Ellis Horwood, 1983.

[47] J. Fürlinger, J. Hofbauer, q-Catalan numbers, J. Combin. Theory Ser. A 40 (1985),

248�264.

[48] A. Hald, A history of mathematical statistics from 1750 to 1930, John Wiley, N. Y.

(1998).

[49] J. H. Hammersley, The sum of the products of natural numbers, Proceeding of the

London M. S. (1951), 435�452.

[50] G. H. Hardy, J. E. Littlewood, G. Pólya : Inequalities, Cambridge University Press,

(1956).

[51] S. Karlin, Total Positivity, Vol.I, Stanford University Press, (1968).

[52] Kathleen M. O�Hara, Unimodality of Gaussian coe¢ cients : a constructive proof, J.

Comb. Theory, Ser. A 53, 29�52 (1990).

[53] W. Koepf, Hypergeometric Summation : An Algorithmic Approach to Summation and

Special Function Identities, Braunschweig, Germany : Vieweg, 1999.

[54] C. Krattenthaler, On the q-log-concavity of Gaussian binomial coe¢ cients, Monatsh.

Math. 107 (1989) 333�339.

[55] P. Leroux, Reduced matrices and q-log-concavity properties of q-Stirling numbers, J.

Combin. Theory Ser. A 54 (1990), 64�84.



69

[56] T. M. Liggett, Ultra log concave sequence and negative dependence, J. Combin.

Theory Ser. A 79 (1997) 315�325.

[57] L. L. Liu, Y. Wang, On the log-convexity of combinatorial sequences Advances in

Applied Mathematics vol.39, Issue. 4, 453�476 (2007).

[58] R. Liu, F-Z. Zhao, On the sums of reciprocal hyper�bonacci numbers and hyperlucas

numbers, J. Integer Seq. 15 (2012), Article 12.4.5.

[59] P. H. Lundow, A. Rosengren, On the p; q-binomial distribution and the Ising model,

Philos. Mag. 90 (2010) 3313�3353.

[60] P. McNamara,B ; Sagan, In�nite Log-Concavity : Developments and Conjectures, Ad-

vances in Applied Mathematics 44 (2010) 1�15

[61] K. V. Menon, On the convolution of logarithmically concave sequences, Proc. Amer.

Math. Soc. 23 (1969) 439�441.

[62] A. de Moivre, The doctrine of chances, (�rst ed. 1718 and second ed. 1738), reprinted

by Chelsea, N. Y (1967), Third edition (1756).

[63] A. de Moivre, Miscellanca Analytica de Scrichus et Quadraturis, J. Tomson and J.

Watts, London, (1731).

[64] R. Pemantle, Towards a theory of negative dependence, J. Math. Phys. 41 (2000)

1371�1390.

[65] B. E. Sagan, Inductive proofs of q-log concavity, Discrete Math. 99 (1992) 289�306.

[66] N. J. A. Sloane, The On Line Encyclopedia of Integer Sequences. Published electro-

nically at http ://www.research.att.com/~njas/sequences, 2014.

[67] R. P. Stanley, Log-concave and unimodal sequences in algebra, combinatorics, and

geometry, Ann. New York Acad. Sci. 576 (1989) 500�534.

[68] R. P. Stanley, Positivity problems and conjectures in algebraic combinatorics, Mathe-

matics : frontiers and perspectives, (2000) 295�319, Amer. Math. Soc., Providence,

R. I.

[69] X.-T. Su, Y. Wang, On unimodality problems in Pascal�s triangle, Electron. J. Com-

bin. 15 (2008), Research Paper 113, 12 pp.

[70] X.-T. Su, Y. Wang, Proof of a conjecture of Lundow and Rosengren on the bimodality

of p; q-binomial coe¢ cients J. Math. Anal. Appl. 391 (2012) 653�656.



70

[71] S. Sylvester, Proof of the hitherto undemonstated fundamental theorem of invariants,

Coll. Math papers vol 3, pp. 117�126, Chelsea.NY, 1973

[72] S. Tanny, M. Zuker, On a unimodality sequence of binomial coe¢ cients, Discrete

Math. 9 (1974) 79�89.

[73] S. Tanny, M. Zuker, On a unimodal sequence of binomial coe¢ cients II, J. Combin.

Inform. System Sci. 1 (1976) 81�91.

[74] D. W. Walkup, Pólya sequences, binomial convolution and the union of random sets,

J. Appl. Probability 13 (1976) 76�85.

[75] Y. Wang, Linear transformations preserving log-concavity, Linear Algebra Appl. 359

(2003) 162�167.

[76] Y. Wang, Y.-N. Yeh, Log-concavity and LC-positivity, J. Combin. Theory Ser. A,

114 (2007) 195�210.

[77] S. O. Warnaar, The Andrews-Gordon Identities and q-Multinomial coe¢ cients Com-

mun. Math. Phys. 184 (1997) 203�232.

[78] S. O.Warnaar, Re�ned q-trinomial coe¢ cients and character identities, J. Stat. Phys.

102 (2001), no. 3�4, 1065�1081.

[79] H. S. Wilf, Generating functionology, 2nd ed., Academic Press, Boston, 1994.

[80] D. E. White, Monotonicity and unimodality of the pattern inventory, Adv. in Math.

38 (1980), pp 101�108.

[81] D. Zeilberger, Kathy O�hara�s constructive proof of the unimodality of Gaussian po-

lynomials, American Math . Monthly.

[82] D. Zeilberger, A one line high school algebra proof of the unimodality of Gaussian

polynomials

[83] D. Zeilberger, Proofs that
�
n
k

�
�
�
n
k+1

�
if k < n=2; Arxiv.

[84] H. Zhang, Two Linear Transformations Preserving Log-Concavity, Int. J. Contemp.

Math. Sciences, Vol. 3, (2008), no. 5, 223�228.

[85] L-N. Zheng, R. Liu, On the log-concavity of the hyper�bonacci numbers and the hy-

perlucas numbers, J. Integer Seq. 17 (2014) Article 14.1.4.

[86] B.-X. Zhu, Log-convexity and strong q-log-convexity for some triangular arrays, Adv.

in Appl. Math., in press, DOI :10.1016/j.aam.2012.11.003, 2012.


	Garde
	Log-concavité, log-convexité et unimodalité de suites numériques

