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Introduction

Les suites log-concaves et diverses propriétés liées a la log-concavité jouent un réle de plus
en plus important dans la combinatoire, les probabilités, les statistiques, ’optimisation,
I’économétrie et d’autres domaines des mathématiques appliquées, voir Butler [28] et
Stanley [67]. En vue de ces développements, des propriétés combinatoires associées a la

log-concavité et & la log-convexité ont été établies.

Un grand nombre de suites sont log-concaves ou a défaut unimodales (la log-concavité
entraine 'unimodalité, 'inverse est en général faux, voir par exemple Brenti [25]]. 11 s’agit
de propriétés difficiles & montrer et non conservées par des transformations linéaires en
général. Parmi les applications combinatoires, nous citerons a titre non exhaustif, la co-

loration des graphes et la complexité algorithmique.

Notre objectif, est ’étude de : la log-concavité, la log-convexité et 'unimodalité des
suites numériques, telles que les suites récurrentes linéaires en relation avec les éléments
du triangle de Pascal, les hyper-suites, celles liées aux coefficients bi*nomiaux, et celles
lies aux g-analogues et p, g-analogues des éléments des triangles de Pascal, ordinaire et
généralisé.

Dans le premier chapitre, on présente des outils et préliminaires nécessaires a la com-
préhension des chapitres suivants. On introduit les suites récurrentes linéaires en relation
avec le triangle de Pascal, les hyper-suites, les coefficients bi*nomiaux et leurs g-analogues,

ainsi que les notions de log-concavité, de log-convexité et d’'unimodalité.

Le chapitre deuxiéme est d’une part, une vue d’ensemble sur la préservation de la
log-concavité (par abréviation PLC), de la log-convexité (par abréviation PLX) pour
les triangles ordinaire et généralisés (ou s-triangles) i.e : étant donné un s-triangle de

nombres positifs {as(n, k) bo<rp<sn €t deux suites log-concaves {z,}, et {y,},, on souhai-



terait pouvoir récupérer une suite log-concave {z,}, via la tranformation suivante z, =
o @s(n, k) xgysn—g- Plusieurs résultats ont été établi pour le cas classique {a(n, k) }o<k<n :
Stanley [67] a montré que la convolution ordinaire z, = > ;_, Txyn—k pPréserve la log-
concavité ; la convolution binomiale z, = ZZ:O (Z) TrYn_k aussi préserve la log-convavité
voir Walkup [74] et la log-convexité voir H. Davenport et G. Pélya [36]. D’autre part, nous
établissons la préservation de la log-concavité des p, g-analogue du coefficient binomial et

des suites parcourant les transversales du triangle associé.

Au chapitre trois, nous établissons la préservation de la log-convexité pour le triangle de
Pascal généralisé issu des coefficients bi*nomiaux : étant donné deux suites log-convexes
{zp}n et {yn}n, on récupére une suite log-convexe {z,}, via la convolution bi*nomiale

_ sn (n

Zn =) 10 k)sxkysn,k. Ce résultat généralise le Théoréme de H. Davenport et G. Pélya

[36] pour le cas binomial.

Le chapitre quatre concerne les transversales des ¢-triangle généralisés issus des coef-
ficients bi*nomiaux. On montre qu’ils préservent la log concavité. Les ¢-analogues en

question sont introduits par S. Ole Warnaar [77].

Le dernier chapitre est consacré aux hypersuites, ce sont des itérés des suites des sommes
partielles associées & une suite donnée. Ces derniéres ont été introduites pour certaines
suites classiques, telles que la suite des nombres harmoniques, la suite de Fibonacci et
sa suite compagnon dite de Lucas, par Dil et Mez6 [38]. Plus précisément, on introduit
la définition de la suite hyperpell, hyperjacobsthal et leurs suites compagnons, ainsi que
quelques identités associées qui nous faciliteront 1’étude de la monotonie de ces suites, dont
on établit la log-concavité, la log-convexité et 'unimodalité. Nos résultats sont des com-
pléments aux résultats de Zheng et Liu [85] : ils ont traité le cas de la suite hyperfibonacci

et sa suite compagnon hyperlucas.

On termine cette introduction par ’affectation de nos publications et nos prépublications
correspondantes aux différents chapitres de cette thése. Le chapitre deux est concerné par
la référence [3]; le troisiéme par la référence [2]; le quatrieme par la référence [4]; le

dernier par la référence [5].
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Chapitre 1

Panorama sur certaines suites

classiques

Certaines suites classiques ont fait ’objet de plusieurs travaux de recherche, comme les
suites récurrentes linéaires en relation avec les éléments du triangle de Pascal, les hyper-
suites, les suites des g-analogues et p, g-analogues des coefficients binomiaux. Dans la
plupart des cas, la propriété de la monotonie de ces suites est présentée, et plus précisément
I'unimodalité, la log-concavité et /ou la log-convexité. Il existe plusieurs références relatives

a ces propriétés qui seront citées tout au long de ce chapitre.

1.1 Les suites récurrentes linéaires d’ordre deux

Cette section est largement puisée de la thése de Doctorat d’Etat de H. Belbachir [9].

Soit {Hy},~0 = {Hn (z,y;a,b)}, <, une suite récurrente linéaire d’ordre deux définie par

les valeurs initiales (Hy, H;) = (a,b) € R? et par la relation de récurrence :
H,=zH, |+ yHn—Qa (n > 2)7 (]-]-)
ou les coefficients x et y sont des nombres réels. Posons

H(n, k) = 2"~ 2yk (" . k) (Hl + LHO) . (k=0,..., [n/2]). (1.2)

n—2k-+1



La suite {H,},~, satisfait
2
Hypp1 = (nmod2).y™ Ho+ Y  H(nk), (n>0). (1.3)
k=0
On note par {U,},~q et {Va},>, les suites appelées respectivement suite de Fibonacci

généralisée et, sa suite compagnon, la suite de Lucas généralisée, définies par

Un:Hn (x,y;O,l) et Vn:Hn (l‘,y;Q,l)-

On a
In/2) I
Upi1 = Z U(n,k)  avec U(n, k) = ( i )x”_%yk, (1.4)
k=0
et pour n > 1
[n/2] n n—k
V, = Z V(n,k) avec V(n, k) = p— k( I >x”_2kyk. (1.5)
k=0

Ci dessous des exemples de suites récurrentes linéaires associées a la relation (1.1).

Exemple 1

1. Pour (z,y) = (1,1) et (a,b) = (0,1), nous avons la suite de Fibonacci,
{Fotso =10, 1,1, 2, 3, 5, 8, 13, ...}, Sloane A000045 (voir, [66]).

La forme de Binet s’écrit :

ne () - ()

La suite associée a {F,},~, est :

Fn,k) = (” f k)

La relation (1.4) s’écrit :

Fppt = Lnf <” . k) (n>0). (1.6)

k=0



2. Pour (z,y) = (1,1) et (a,b) = (2, 1), nous obtenons la suite de Lucas,
{Lntnso =12, 1, 3, 4, 7, 11, 18, ...}, Sloane A000032.

La forme de Binet s’écrit :
1+v5\ " [1-=v5\"

L(n,k;):nﬁk<n;k).

La suite associée est

La relation (1.5) s’écrit

2
= >1).
Ln Zn—k( k > (n=1)

k=0

3. Pour (z,y) = (2,1) et (a,b) = (0,1), nous obtenons la suite de Pell,
{Pu},so = {0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, ...}, Sloane A000129.

La forme de Binet s’écrit :

Pn:%ﬁ((ux@n—(l—\@)n).

La suite associée & {P,}, -, est :

P(n, k) = 2"2k (n ; k)

La relation (1.4) s’écrit

[n/2] ok
Pin=3Y z( i ) (n>0).
k=0

4. Pour (z,y) = (2,1) et (a,b) = (2,1), nous aurons la suite de Pell-Lucas,
{Qn}nso =12, 2, 6, 14, 34, 82, ...}, Sloane A002203.

La forme de Binet s’écrit :
Qn = (1+\/§) . (1—\/5) .
La suite associée est :

nor N (n—Fk

La relation (1.5) s’écrit

[n/2] n n—k
S W L

k=0
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5. Pour (z,y) = (1,2) et (a,b) = (0,1), nous avons la suite de Jacobsthal,
{Ja}so = {0, 1, 1, 3, 5, 11, 21, ...} Sloane A002045.
Sa forme de Binet est :

Jn =5 2" =(=1)").

J(n, k) :2’@(”;’{).

W

La suite associée est :

La relation (1.4) s’écrit

/2
_ k
Jos1 =) 2( B ) (n>0). (1.10)

k=0
6. Pour (z,y) = (1,2) et (a,b) = (2,1), nous obtenons la suite de Jacobsthal-Lucas,
(ntnso = {2, 1, 5, 7, 17, 31, ...}, Sloane A014551.

La forme de Binet s’écrit :

o= 2" — (=1)".

, ok (n—k
j<n’k)_2n—k< f )

La suite associée est :

La relation (1.5) s’écrit

[n/2] n n— I
=2 (M) ez, (111)

k=0

Autres relation de récurrence et suites associées
Soit r € N*;
Les suites r-Fibonacci généralisée (UT(LT))n et sa suite compagnon r-Lucas généralisée

(Vn(r))n sont définies par leurs relations de récurrence :

uih=0, U =21 (1<k<r),

(1.12)
ULy =aU" +yU, (n =),

Vb(r) — 27 V;C(T) — :L‘k, (1 < k < T),

(1.13)
Vi = eV gV (=),

Ce qui donne, pour tout n > 0 et n > 1 respectivement,
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[n/2]
—rk
U,g:l Z U (n, k), avec U (n, k)= (n kr >:L'"_(T+1)kyk, (1.14)

v _ anmv(r)(n B, avee VO k) = DR MR e
T ’ n—rk k '

(1.15)

1.2 Les hyper-suites

La notion d’hyper-suite a été introduite pour certaines suites classiques, telles que la
suite des nombres harmoniques par Conway et Guy [33], la suite de Fibonacci et la suite

de Lucas proposées par Dil et Mez6 [38].

Définition 2 Soit r un entier positif et soient (F,) et (L,) la suite de Fibonacci et la

suite de Lucas respectivement. On définit les nombres hyperfibonacci <F£T]> et hyperlucas
(LW) par :

Ell = ZF[T U avee FO=F, <FO[T} —0, F= 1) ;

=3 avee L =r, (2l =2, L =2r+1).
k=0

Les fonctions génératrices de F,[f] et LI sont données par :

t
_+__ 12 AT
2 I—i—&)1-1

> 2 —t
L .
4 42 _ r
Zn_o (I—t—)(1—1¢)

Ces identités permettent de déduire les relations de convolution suivante :

e (S (S0,

ngtn = (ZL t”) (; (/{:)tk> :
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Dans un travail récent, Belbachir et Belkhir [11] ont proposé une interprétation combi-

natoire pour les hyperfibonacci ainsi que la forme explicite suivante :
" p k+r '

Ci dessous quelques propriétés élémentaires pour r = 1, 2;

F?L” = Fn+2_17

n

FP' = Foy—-n-3=> (n—k)F,

k=0
LYV = Loy—1=F,+ F,o—1,
LP = L,s—n—-4=4F, 1 +3F, —n—4.

Quelques valeurs de {F,&”} et {LE]} sont données dans le tableau suivant :

n 0(1/2(3 (4 (5 |6 |7 |8 9 10 |11 |12 | 13 14 15 16

FPlol1|2]4 |7 [12]20|33|54 |88 |143|232|376 | 609 | 936 | 1596 | 2583

L1203 |6]10]17 28|46 | 75| 122|198 | 321 | 520 | 842 | 1363 | 2206 | 3570 | 5777

Table 1 : valeurs de {Fy]} et {Lg]} )

Ce sont les suites A000071 et A001610 dans Sloane [66].

Pour des propriétés complémentaires de {F#}} et {Lg]} voir Cao et Zhao [30].

1.3 Quelques suites classiques

Dans cette section, nous donnons la définition de quelques suites classiques utiles dans

cette thése.

Définition 3 Les nombres de Stirling de premiére espéce, notés s(n, k), et les nombres
de Stirling de seconde espéce, notés S(n, k), sont définis par les équations

n

X" = Zs(n, k) X",

k=0
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avec

_ 1 sin=0,

X" =

XX+1D)(X+2)---(X+n—-1) sin>1,
et .
X" =" S(n,k)X",
k=0

avec

b 1 s1k=0,

XX-1D)(X=-2)--(X—k+1) sik>1
Définition 4 Polynomes de Bell et Fulériens
1. Le polynome de Bell est défini par : B,(x) =Y _, S(n, k)"

2. Le polynome Eulérien est : A,(x) = x> o_o k1S(n, k)(x — 1)" .

Définition 5 Le nombre Eulérien, noté par A(n,k) ou <”;1>, 0<k<n-—1, compte le
nombre de permutations de [n] := {1,2,...,n} avec exactement k descentes. Il est défini

par la relation de récurrence sutvante :
An, k) =kAn—1,k)+ (n—k+1)A(n—1,k—1),

avec A(n,1) =1 (n #0).

La forme explicite est donnée par

Aln, k) = i(—l)j (” K 1) (k= j)".

p j

Définition 6 Les nombres d’Euler {E,} représentent les coefficients de la fonction gé-

nératrices exponentielle de sec x

(0.0
x?’l,
E E,— = secx
n!
n=0
2 3 4 5 6

X x
1

COsS T
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Ils satisfont la relation suivante

Ey=1et 2E, 1 =) (Z) EyE, i pout n € Z*.
k=0

. oy . 2 . 1 2n
Définition 7 La suite de Catalan est définie par C,, = n_+1(n>

Les nombres de Catalan satisfont la relation de récurrence :

Co=1 etpourn>1 Cyy = ZCkC’n_k.
k=0

D’autre part, ils satisfont la relation de récurrence :

22n —1
Cn: <n )Cn—l'
n+1

La série génératrice des nombres de Catalan est définie par

> 1—+1—4x

2z

Les nombres de Catalan peuvent étre interprétés de différentes facon dont voici quelques

exemples :

1. Le nombre de mots de Dyck de longueur 2n.

2. Le nombre de facons différentes de placer des parenthéses autour de n + 1 facteurs,
pour préciser une expression faisant intervenir n fois une loi de composition interne

non associative
3. Le nombre d’arbres binaires entiers a n + 1 feuilles.

4. Le nombre de fagons de découper en triangles un polygone convexe a n + 2 cotés en

reliant certains de ses sommets par des segments de droite.

Définition 8 Nombres et polynomes de Narayana

1. Le nombre de Narayana est N(n,k) = L(7) (kil);

2. Le polynéme de Narayana est N(x) = ,_, N(n, k)z*.
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Le nombre de Narayana est N(n, k) compte le nombre de parenthésages corrects en n

paires de parenthéses et qui contiennent k occurrences de la paire ’()’.

La somme des nombres de Narayana N (n, k) est un nombre de Catalan :

i N(n, k) =C,.
k=1

La série génératrice des nombres de Narayana est :

Z N(n, k)z"y* = % <1 —z(1+y) — \/(1 —z(1+y)° - 4yx2> :

Définition 9 Les polynomes de Chebyshev de premiére et de deuziéme espéce sont définis

respectivement par :

et

1ls vérifient la relation de récurrence suivante :

Les premiéres valeurs de ces polynémes sont :

o IEN I« RN G: SRS JUR NG R e B

T.(z) = cos (n arccosz), z € [—1,1],

Un(x) =

sin ((n + 1) arcsinx)

sin (arcsin z)

Wi (x) = 22W, (z) — W1 (2),

T, (z)

1
x

202 — 1

423 — 3

8zt —8z% +1
162° — 2023 + 5x
322°% — 482% + 1822 — 1
642" — 11225 + 562° — Tx
1282°% — 2562° + 1602* — 3222 + 1
25627 — 57627 + 4322° — 12023 + 9z

Un(x)
1
2x
422 — 1
83 — 4w
162* — 1222 + 1
3225 — 3223 + 62
642° — 802t + 242t — 1
12827 — 192x° + 8023 — 8z
25628 — 44825 + 240z* — 4022 + 1
51229 — 102427 + 67225 — 16023 + 10z
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1.4 Les g-analogues des coefficients binomiaux

FEn mathématiques, plus précisément dans le domaine de la combinatoire, un g-analogue
d’un théoréme, d’une identité ou d’'une expression est une généralisation impliquant un
nouveau parameétre ¢ qui se spécialise en le théoréme original lorsque 'on prend le cas
limite ou ¢ tend vers 1. Les premiers g-analogue furent les séries hypergéométriques ba-

siques, introduites au XIX® siécle. Pour plus d’informations voir Exton [46].

Il existe généralement plusieurs g-analogues d’une suite donnée, et il est méme parfois

un g-analogue avec plusieurs parameétres ¢, ¢a, ..., indépendants.

Le g-analogue du coefficient binomial, appelé aussi polynéome de Gauss, est défini pour

0 <k <n, par

mq B m (1.16)

ou [n],! = [1]4[2]4 - - [n]y, avec [n], =14 g+ -+ ¢" . Le coefficient ¢-binomial s’écrit
aussi pour 0 < k < n,
n—z+

RS e ar

Pour ¢ = 1, le coefficient ¢-binomial est le coefficient binomial classique.

:?r

Le coefficient g-binomial est donné aussi par :

no_ (1-q9(1-¢*)---(1-¢") )
Mq_ 1-q1—¢)--(1-¢)1—q)(1—¢g)-- (1 —qF) ; @ (L18)

Ce coefficient a plusieurs propriétés, par exemple il est symétrique et polynémial en g

avec des coefficients {ay}.

Nous présentons quelques valeurs du triangle des coefficients g-binomiaux ci-dessous :
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n/k 0|1 2 3

0 1

1 11

2 1|1+4gq 1

3 1| 1+qg+¢? 1+ q+ ¢ 1

4 11+qg+¢+¢ 14+qg+2¢°+ ¢ +¢* 1+q+¢@+¢

5 L 14 g+ 4+ +¢ | 1+q+2 +2¢° +2¢* + ¢ +¢C | 1+ q+2¢°> +2¢ + - --

Table 2 : Table des valeurs de mq.

Comme les coefficients binomiaux, les coefficients ¢g-binomiaux sont symétriques, c’est a

[ﬂq:lnﬁkk' (1.19)

[ﬂq {n—J E:q (1.20)

Les coeflicients g-binomiaux satisfont I’équation de récurrence suivante :

R o

pour tout n > 1 et 1 < k < n. Cette équation est I’analogue de 'identité de Pascal pour

dire :

Il s’ensuit que

le cas classique.

Il y a aussi I'analogue de la formule du binéme de Newton pour les coefficients g-

binomiaux :

]+ ¢b) = E:qklﬂ{] (1.22)

avec Co(q) =1

Elle vérifie la relation de récurrence suivante :

n+1 qu-l-l)n kcfk )C ( )
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Définition 11 La suite g-Narayana N,(n, k) est donné par

il 2]

Définition 12 Le nombre q-Stirling de premiére espéce, noté s,(n, k), il satisfait la rela-

tion de récurrence suivante :
sg(n, k) =sq(n—1,k=1)+[n—1] s4(n—1,k), (n>1),

avec 54(0,0) = 1.

Définition 13 Le nombre q-Stirling de seconde espéce, noté Sy(n, k), il satisfait la rela-

tion de récurrence suivante :
Sy(n, k) = Sy(n — 1,k —1) + [k], Sy(n — 1,k), (n>1),

avec S,4(0,0) = 1.

1.5 Les p, g-analogues des coefficients binomiaux

Le concept de p, g-analogue des coefficients binomiaux a été développé par Corcino [34].

Le p, g-analogue des coefficients binomiaux, appelés p, g-binomiaux, sont définis par :

ko n—itl n—i+1
[n] p —q
p,q

. =11 2 pq (1.23)

i=1 =g

En utilisant la notation [k],, = & =4 on peut réécrire la relation (1.23) comme suit :

n| [1]p.q! _ [nlpg[n—1
[k] pyq Cn- Klpg![K]p.q! a [Klp.q {k - 1] p,q’
ou [k]p,q! = [k]p,q[k - 1]p,q T [2]p,q[1]p,q-

Il est & noter que (voir aussi [59])

m = m N (1.24)
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On a aussi la relation de symétrie :

R

) )

Clairement, quand p = 1, le coefficient p, g-binomial Bﬂpq est le coefficient ¢-binomial
[t]
klq

Nous présentons quelques valeurs du triangle des coefficients p, g-binomiaux :

n/k |1 2 3

1 |1

2 p+q 1

3 | pPPHpe+d P’ +pg+ ¢ P+ +pd® + ¢
4 PP+t + ¢ | (0P +pa+ ) (PP +¢P)

Table 3 : Table des valeurs de [Z]pq

)

Le coefficient p, g-binomial satisfait la relation de récurrence triangulaire :

-1 -1
m _ {" . ] L {Z J _ (1.25)
Psq Psq g
La relation de récurrence verticale est donnée par :
n+1 _ , |
— (n—l)(k)-‘rl) i—k 126
p,q ’L:k p,q

et la relation de récurrence horizontale est donnée par :

n—k
n o _ FL\ o (i n+1
— Z(_l)zp (i+1)(n k)+( 5 )qzk+( 5 ) |: ‘ :| ) (127)
{k} Pa =0 kit Pq

La fonction génératrice horizontale pour les coefficients p, g-binomiaux est donnée par :

[T0r +o0) = >0 o (129

Nous avons aussi la relation, fort utile, suivante

m ) m . (1.29)
P,q p/q

Pour d’autres relations, voir Corcino [34].
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1.6 Les coeflicients bi*‘nomiaux

Cette section est largement puisée des travaux de Belbachir et al [16] et Belbachir [9].

Les coeflicients bi*nomiaux sont une extension naturelle des coefficients binomiaux clas-

siques. Ils sont définis comme suit :

Soient s > 1 et n > 0 deux entiers; pour un entier £ = 0, 1, ..., sn, le coefficient bi*nomial

(Z)s est défini comme étant le k-iéme coefficient dans le développement

I+z+a’+- 42 =) <Z)x’“ (1.30)

k>0

avec (2)1 = (Z) ((Z) étant les coefficients binomiaux classiques) et (Z)S = 0 pour k > sn

ou k < 0. Une expression via les coefficients binomiaux classiques est donnée par :

0,200 () e

Comme propriétés déja bien établies, on a la relation de symétrie

(1), (") 432

la relation de récurrence longitudinale
ny XS: n—1 (1.33)
k). N — k—m), '

et la relation de récurrence diagonale

(). -2 (). i

m=0
Ces coefficients, comme c’est le cas pour les coefficients binomiaux classiques, vérifient via
(1.33) un équivalent du triangle de Pascal : le "s-triangle de Pascal" ou "triangle de Pascal
généralisé", voir la table 4 ci-dessous pour une illustration. Pour les premiéres valeurs de
ces s-triangles, on peut consulter ’encyclopédie des suites numériques de SLOANE [66]

sous A027907 pour s = 2, sous A008287 pour s = 3, sous A035343 pour s = 4.

Interprétation combinatoire. Bondarenko [27] a donné une interprétation combina-

toire des coefficients bi*nomiaux (”') comme étant le nombre de maniéres de distribuer
k/s

"E" boules dans "n" urnes de sorte que chaque urne contienne au plus "s" boules.
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Remarque 14 Cet argument combinatoire, permet d’établir la relation suivante :

n n
- . 1.35
(k)s Z k(n17n27"'7n87n_n1_"'_ns) ( )

ni+2ng+-+sns=

Pour illustrer la relation de récurrence longitudinale, nous présentons les triangles des

coeflicients bitrinomiaux.

n\k 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0 1

1 11 1

2 12 3 2 1

3 13 6 7 6 3 1

4 1 4 10 16 19 16 10 4 1

5 1 5 15 30 45 51 45 30 15 ) 1

6 1 6 21 50 90 126 141 126 90 20 21 6 1

7T 1 7 28 77 161 266 357 393 357 266 161 T7 28 7 1

8§ 1 8 36 112 266 504 784 1016 1107 1016 784 504 266 112 36 & 1

Table 4 : Triangle des coefficients bitrinomiaux, (2)2

Belbachir et al. [16] ont donné le Théoreme de De Moivre suivant qui établit une expres-

sion mono-sommatoire des coefficients bi*nomiaux

Théoréme 15 L’identité suivante est satisfaite
[k/(s+1)] .
N AN\ (k—j(s+1)+N-1
_ 1)) ) 1.36
()7 Z GO ) o

Cette relation explicite est importante, au sens ot elle permet d’exprimer les coefficients
bi*nomiaux avec un unique symbole de sommation, contrairement aux relations (1.31) et

(1.35).

En 1711, De Moivre (voir [62] ou [63]) avait déja exprimé 'expression de droite de

'identité (1.36) pour établir I'interprétation combinatoire donnée par Bondarendo [27].
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1.7 Les coefficients g-bi’nomiaux

Warnaar [77] a introduit le g-analogue des coefficients bi*nomiaux (voir aussi [78] pour
une bibliographie exhaustive). Il a proposé (s+ 1) différentes g-déformations du coefficient

bi*nomial. Elles sont motivées par la relation (1.31).

Définition 16 Pour p =0, ..., s, on définit les coefficients q-bi® nomiaux par

(») i ]
{Z} _ Z qu;ll(n—jz)jlﬂ—Zf:_Sl,p Ji+1 |:n:| |:*h:| .. {‘731} , (1_37)

S jibetie=k L2 Js

avec m (sp) =0 pour k > sn. On a ainsi

n ©) PN ni|ljg J

[ :| — Z qzlzl(n—ﬂ)ﬂﬂ [ :| {1:| . [ 5'1:| :

k], it de—k Ji] L2 Js

n]® s=1, _ ins nllg 7

|: :| — Z qu:l (n_]l)]l-‘rl_Js |: . :| |: 1:| P |: 8.1:| ,

k] Jittgs—k Jil LJ2 Js

n (8) s—1 2N e s—1 . n j J

7= 5 e 1 o) .. fi]

Fle T J1l L2 Js
ot [Z] = % est le coefficient q-binomial.

Notons que m ip) # 0, pour uniquement k = 0, ..., sn, et que

m (p) = 00 (Symbole de Kronecker). (1.38)

Comme propriétés déja bien établies, il y a les relations de symétrie et les récurrences
fondamentales

{Z} ip) = ot Lnn_ k} :Sp), p # 0 and {ﬂ iO) = Lnn_ k} iO), (1.39)

S £ e

Belbachir et Benmezai [15] ont proposé une autre variante du ¢g-analogue des coefficients
bi*nomiaux comme suit :
m = 2 ["] M - m = ) (1) = (141)
k s L .l W Js
Jitjet-+is=k

avec m L= q(g) [Z] (les coefficients g-binomiaux ) et a = expif% avec i2 = —1.
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1.8 Préliminaires sur les suites log-concaves, log-convexes

et unimodales

Les suites log-concaves, log-convexes et unimodales apparaissent dans beaucoup de do-
maines mathématiques, principalement en combinatoire, en algébre, en géométrie, en in-
formatique, en probabilité et en statistique. Il existe un nombre considérable de recherches

consacrées a ces sujets (voir [67] et [25] pour plus d’information).

Définition 17 Soit {z;}, une suite de nombres réels positifs. On dit qu’elle est log-

concave (LC) si pour tout entier k > 0, xp_17p41 < T3,
Dans Brenti [26, prop. 2.5.1], on trouve le résultat fort utile suivant :

Théoréme 18 Soit {zy}r>0 une suite de nombres réels strictement positifs, la suite {xy}

est log-concave si et seulement si x;_12j41 < x;x; pour tout j >4 > 1.
Ci-dessous des exemples de suites log-concaves :

Exemple 19 Quelques suites log-concaves (on peut consulter pour les quatre premiers

exemples les travaur de Wang et Yeh [76])

1. La suite des coefficients binomiaux {(Z) }k>0 ;
Les nombres de Stirling (non signés) de premiére espéce {s(n, k)} ;
Les nombres de Stirling de seconde espéce {S(n,k)}i ;

Les nombres Eulériens {A(n, k)} ;

Gro e

Les suites combinatoires suivantes correspondants & des transversales dans le tri-
angle de Pascal {(";k) bt {(”_kak)}k [72, 73] ;

6. Le cas général des transversales du triangle de Pascal ordinaire et généralisé ont
été traités par Belbachir et Szalay [20] : ils ont montré la log-concavité des suites
{(Z;g:)}k et {(Z;g:)s}k aveca € Z, fEN, u<—1¢etn > u.

n

7. La suite des coefficients q-binomiaux { [k

[28]).

] } est log-concave pour ¢ > 1, (Butler,
7) k>0
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8. Su et Wang [70] ont démontré que pour p,q > 0, la suite des coefficients p,q-

n

binomiauz { [k

]pq} est unimodale ou bimodale ainsi la propriété de log-concavité
) k>0

pour p > 1 (ou q > 1 par symétrie), fait observé par Lundow et Rosengren [59]..

Définition 20 Soit {z;}, une suite de nombres réels positifs. On dit qu’elle est log-

convezxe (LX) si pour tout entier k > 0, xj,_1Tpy1 > T3 .

Ainsi, une suite de nombres réels {zy}r>0, strictement positifs, est log-convexe si et

seulement si la suite {xy/zx_1}x est croissante.

Remarque 21 La log-convezité d’une suite de nombres positifs {xy}, est équivalente

la log-concavité de sa suite inverse { 1 } . Cependant, la log-concavité est préservée par la
k

Ty
convolution ordinaire et la convolution binomiale (Walkup [74], Stanley [67]), alors que,

la convolution ordinaire de deux suites log-convexes n’est pas nécessairement log-convexe.
Comme analogue au Théoréeme 18, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 22 Soit {z}r>0 une suite de nombres réels strictement positifs, la suite {xy}

est log-conveze si et seulement si x;_1xj11 > x;x; pour tout j > i > 1 (voir, Brenti [26]).

Récemment, Dosli¢ [39, 40, 41], Dosli¢ et Veljan [42], et Liu et Wang [57] ont développé

des techniques pour prouver la log-convexité des suites.

Ci-dessous des exemples de suites log-convexes.

Exemple 23 Quelques exemples de suites log-convexes

1. Le coefficient binomial central (2;) =10 (2)2;

Les nombres de Bell [44, 21] : B, =Y ;_,S(n, k);
Les nombres de Catalan [57]: C, = == (*");

n+1l\n

Les nombres de Motzkin [39, 57] : My, = 3"~ (53) Ch-

S

Les nombres centrauz de la suite de Delannoy [42] : d, =) _, (2)22"C :
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Définition 24 Soit {x;}, une suite de nombres réels positifs. On dit qu’elle est log-

balancée (LB) si pour tout entier k > 0, {4}, est log-conveze et {3 est log-

}kzo
concave.

La notion de log-balancement est introduite par Dosli¢, [39] ou il a démontré que la suite
des nombres de Bell vérifient cette propriété, ce qui lui a permis de fournir des exemples

importants dans la théorie du son. Elle est observé aussi au Théoréeme de E. Bender et

E. Canfield.

Théoréme 25 [21] Soit {x,},-, une suite log-concave de nombres positifs, et soit {a,},,
définie par
" "
Zana = exp (Z xnﬁ> : (1.42)
n>1 n>1

Alors {ay}, est log-conveze et {%}n est log-concave.
Ce concept ne sera utilisé qu’au dernier chapitre.

Exemple 26 Soient {F,}, et {L,}, les suites de Fibonacci et de Lucas respectivement,

ainsi (Zheng et Liu [85]) les suites {n! Y, Fy.}, et {n!> ", Ly}, sont log-balancées.

Définition 27 Soit {ay}o<k<m une suite de nombres réels positifs avec m > 2. On dit
qu’elle est unimodale si il existe un entier | € {0,1,...,m} tel que la suite {ay} est
croissante pour k € {0,...,1} et est décroissante pour k € {l,...,m}. Un tel entier | est

appelé mode de la suite {ax fo<k<m-

Une suite {ax fo<k<m est strictement log-concave (SLC) si elle vérifie la propriété

ai > Qp_10k+1, pour 1 <k <m—1.

Théoréme 28 Toute suite de nombres positifs strictement log-concave est unimodale (on

peut consulter [26]).

Dong, si la suite {ay}o<k<m est SLC, alors elle est unimodale et son maximum est :
soit une unique valeur (dans ce cas, on dit qu'elle posséde un pic), soit deux valeurs

consécutives (dans ce dernier cas, on dit qu’elle posséde un plateau a deux points).
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Le théoréme suivant, di & Newton (voir [50]), est souvent utile pour I’étude de I'unimo-

dalité d’une suite finie réelle positive.

Théoréme 29 Soit {u}oy<,, une suite finie réelle positive et G(x) = ;g upz® son
polynome générateur. Si toutes les racines de G(x) sont réelles, alors la suite {uy} est

SLC.

Il n’y a pas de procédure directe qui permet d’établir I'unimodalité de maniére systé-
matique. Cependant, selon la nature des suites, certains auteurs ont proposé différentes

approches : Stanley [67], Dharmadhikari et Joak-Dev [37], Balazard [8], Brenti [26].

Exemple 30 Quelques exemples de suites unimodales :

1. La suite des coefficients du binome de Newton {(}) }« (est trivialement unimodale) ;
n
La suite des coefficients du polynome [ (1 + 2*) I'est aussi, on parle d’unimodalité

k=0
du polynéme en question.

2. La suite associée au polynome de Gauss {ay} (relation (1.18)) est unimodale, fait
observé par Cayley [31] et démontré pour la premiére fois par Sylvester [71]. Les
nombres (a) ont plusieurs interprétations combinatoires. La preuve combinatoire de
I'unimodalité de cette suite est donnée par O’Hara [32]. Cette preuve est construc-
tive, longue et assez technique, ce qui a motivé D. Zeilberger a ’alléger, la simplifier
et la commenter voir [81] et [82].

3. Les nombres de Stirling (non signé) de premiére espece {s(n, k) }.

Comme I’a signalé Belbachir dans sa Thése, la suite constituée des nombres de Stir-
ling de premiére espéce a comme mode I’entier le plus proche du nombre harmonique
H,=1+ % +e % Ce résultat surprenant a été démontré par J. H. Hammersley
[49]. De plus P. Erdos [45] a montré que H,, demeure un pic pour n > 3.

4. Les nombres de Stirling de seconde espece {S(n, k) } .

5. La suite de nombres Eulériens {A(n, k)},r qui compte le nombre de partitions de
{1,...,n} en k parts, et { B(n, k) }; qui compte le nombre de partitions de {1,...,n}
en k parts distinctes, pour n suffisamment grand.

6. La suite {A(n, k, m)}, qui compte le nombre de partitions de {1,...,n} en k parts

dont la plus grande part est au plus égale a m.
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Le théoréeme suivant permet de localiser le mode de certaines familles de suites.

Théoréme 31 (Darroch, Benoumhani ) [35, 21] Soit {ay, }o<k<n une suite des nombres

réels positifs de sorte que le polynome suivant

n

P(z) = Z apx”,

k=0
n’admette que des racines réelles négatives. Alors la suite {ay}r est unimodale avec un pic

ou un plateau avec deux éléments. De plus chaque mode | de la suite {ay}o<k<n Satisfait :
L) <T< Ty, avee p, = P(1)/P(1).

Pour plus de détails voir les articles de Krattenthaler [54], et Benoumhani [23, 24].

Pour des exemples sur la localisation du mode de certaines familles de suites unimodales,

nous listons ci-dessous quelques suites mentionnées en premiére section.

Exemple 32

1. S. Tanny et M. Zuker [72] ont montré que la suite { (".* liée aux nombres

) }ogkg 1n/2]
de Fibonacci (voir page 9) est SLC et donc unimodale, avec un pic ou un plateau

3 \/BRZTi0nT9 .
Fm 3 o 10049 | ony

au plus a deux éléments, avec comme plus petit mode r, =

Ty € { L% ( - %)J , {ﬂ (1 - ﬁﬂ } , ensuite H. Belbachir et F. Bencherif [12] I'ont

2 5
amélioré par :

e O R H G RH G

2. Pour la suite {#(n;k)}ogkgm/ﬂ

Benoumhani [24] a montré qu’elle est SLC, et donc unimodale avec un pic ou un

plateau au plus & deux éléments, avec comme plus petit mode s,, = [% V05"2_4W

lite aux nombres de Lucas (voir page 9), M.

d’ou s, appartient au méme intervalle de r, donné par S. Tanny et M. Zuker. H.

Belbachir et F. Bencherif [12] Pont retrouvé, ils ont montré que s, = L% (1 — ﬁ)J

s [11-9)] |

3. H. Belbachir et F. Bencherif [13] ont montré que les suites {2772% (" k)}o <k<|n/2]
n— 2k: n_ (n— k .,
et {2 ( )} 0<k<|n/2] liées aux nombres de Pell et Pell-Lucas respectivement

sont ummodales avec pic ou plateau a deux points. Leur plus petit mode est r, =

[zm 37\/8n2+16n+ W ’74n757\/8n277—‘
10

et s, respectivement.
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4. H. Belbachir et al [14] ont montré que les suites {U(n, k) }o<j< /o) €8 {V (10, ) Focic 2]
associées respectivement a la suite de Fibonacci généralisée et, sa suite compagnon,
la suite de Lucas généralisée données par les relations (1.14) et (1.5) respectivement

sont unimodales avec pour mode :

n 1 n 1
A v LB Gl e ezoaez

Pour plus d’information voir la thése de H. Belbachir [9].

Nous allons maintenant introduire le concept de sur-log-concavité.

Définition 33 On dit qu’une suite {u}, est sur-log-concave si

1. Elle est log-concave : uz — Ug_1Ukr1 > 0 pour tout entier k.

2. Elle satisfait QUi — Up_1Ukt1 — Uk_2Ukro > 0 pour tout entier k.

1. Vi > j, wju; — ui—qujqq > 0.

2. 2Up_ iUt — Up—i—1Urir1 — Up—ir1Ukri—1 > 0 pour tout entier k > j > .

1.9 Les directions dans le triangle de Pascal

Nous assimilons les éléments du triangle de Pascal au treillis Z x Z par 'application

(n,k) — (}) avec la convention (}) =0 pour k > n ou k < 0.

Soient n € N, f € Nt et aw € Z avec a + 8 > 0. Alors le point de la grille (n,0) et la

direction (3, a) définissent une direction dans le triangle de Pascal portée par les éléments

— ak n
7(8.) n k) = n—ao Ly (etB)k Bk7 k=0,.., , 1.43
k)= (" y - (1.3
avec x,y € R*.
Lorsque 5 > 1, il apparait $ transversales intermédiaires. Celle d’ordre u (u = 0,1,--- , f—

1) est portée par :

au n — ak n—u—(«a U n—u
T (n, k) = <u+5k:>x (at@kyutbh =0, ..., LI-FBJ . (1.44)

Quand u = 0 la relation (1.44) devient identique & (1.43) (on se place sur la diagonale).
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Exemple 34 (de directions) On prend les cas ot u = 0.

1. Le cas (B,a) = (1,1). Cette direction est la plus connue dans les transversales du

triangle de Pascal, elle est liée a la suite U(n, k) donnée par la relation (1.4).
— Pour (z,y) = (2,3), on obtient la suite de Fermat ®(n),>o = (0, 1, 3, 11, 39,...)
Sloane A007482 (voir, [66]). Donc

[n/2] I
o n—2kok
B = Y 3 2( . )

k=0

satisfait

(I)o - 0, q)l = 1,
(I)n = S(I)n—l + 2(I)n_2, (n Z 2)

2. Le cas (B,a) = (2,—1). Cette direction est liée a la suite de Morgan-Voyce (M)

[n/2]
(2’_1)_ n+k . n+k
g _<2k)_) "+1_Z(2k ‘

k=0

n

définie par :



Chapitre 2

Préservation de la log-concavité des
g-analogues et des p, g-analogues de

coefficients binomiaux et bi’nomiaux

Ce chapitre est dédié a I’étude de la préservation de la log-concavité des g-analogues
et p, g-analogues des transversales des coefficients binomiaux. La premiére section est
consacré a une vu d’ensemble sur la préservation de la log-concavité de la log-convexité
pour les triangles généralisés. Dans la deuxiéme section, nous reprenons et détaillons ce

qui est traité dans [3].

2.1 Définitions et notations

Soient {xy }r>0 et {yr }r>0 deux suites log-concaves, et notons par {as(n, k) }o<k<sn un s-
triangle (ou un triangle pour s = 1) de nombres positifs, son s-triangle inverse est donné
par af(n,k) = as(n,sn — k). On conviendra que as(n,k) = 0 pour k < 0 ou k > sn, et

que zp = yr = 0 pour k£ < 0.

30
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[lustration du s-triangle (ci dessous s = 4), n représente la ligne et k la colonne :

n\k 01 2 3 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 x

1 x % * % %

2 x x *x Kk *x x * * *

3 x *x *x x * *x * *k *x * * Kk *x

4 *x % *x * * * * *x *x *x * *x * * x Kk %

Considérons, pour n > 0, les deux transformations suivantes :

Zn = Z as(na ]f)l’k, (2'1)
k=0

et

t, = as(n, k)Trysn—_- (2.2)
k=0
Définition 35

1. On dit que la transformation (2.1) a la propriété PLC ou encore préserve la log-

concavité des suites, si la log-concavité de la suite {x,} entraine celle de la suite

2. On dit que la transformation (2.2) a la propriété double-PLC si la log-concavité

des suites {x,} et {y,} entraine celle de la suite {t,}.

Le s-triangle (ou triangle) correspondant {as(n, k)} hérite aussi des appellations PLC et
double-PLC respectivement. Trivialement, la propriété double-PLC implique la propriété

PLC.

Ci dessous des exemples de préservation de la log-concavité.

Exemple 36

1. La transformation linéaire
Zn = (Z)xk, n=20,12.. (2.3)
k>0

est PLC (Karlin [51], 1968; Brenti [26], 1989).
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2. Wang [75] a prouvé que la transformation

- a-+n
n — ) 20,1,2
. z(b+k)xk 0

est PLC pour a,b deux mombres entiers strictement positifs tels que a > b, le cas

b =0 étant traité par (Ehrenborg et Steingrimsson [43], 2000).

3. La convolution ordinaire
n
Zn = E TrYn—ks n=20,1,2...
k=0

est PLC (Stanley [67], 1989) et est double-PLC (Karlin [51, p. 394], 1968 ; Menon
[61], 1989).

4. La convolution exponentielle (ou binomial)

" /n
Zp = Z (k:) TkYn—k, n=0,1,2... (2.4)
k=0

est double-PLC (Walkup [74], 1976).
5. De plus (Zhang [84], 2008) a établi les versions q-analogues de (2.3) et (2.4), il a

établi que les transformations :

=) m ¢y, n=0,12. (2.5)
k=0 L"da
et n
" ; m qqk(k_n)xkyn—m n=0,1,2.. (2.6)

sont PLC et double-PLC respectivement pour q une indéterminée donnée.
6. La transformation

_ n a—n
“n = Z <k) (b _ k>xkynka n=0,1,2... (2.7)

k=0
est double PLC' (Permantle [64], 2000 ; Ligget [56], 1997).

7. Wang et Yeh ([76], 2007) ont prouvé que les transformations suivantes :

- a—+n
n = E n—k =0,1,2....
Z £ (b+k:)mky k n
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" fa—n
Zp = Z (b _ k)xkynk, n=0,1,2..

k=0

sont double PLC pour a,b deuxr nombres entiers strictement positifs tels que a > b;

Ils ont aussi exploité que la transformation

L n 1.2 ! _

ot la somme est étendue a tous les entiers positifs ki, ks, ..., k; tel que kv +ky+-- -+

k; = n, est multiple PLC.

Définition 37

1. On dit que la transformation (2.1) a la propriété PLX ou encore préserve la log-
convezité des suites, si la log-converité de {xy}y entraine celle de {z}x et dans ce

cas le s-triangle correspondant est dit PLX.

2. On dit que la transformation (2.2) a la propriété double-PLX, si la log-converité
des suites {xy}r et {yx}r entraine celle de {ty}1 et dans ce cas le s-triangle corres-

pondant est dit double-PLX.
Ci dessous des exemples de triangles qui préservent la (double) log-convexité.

Exemple 38

1. Davenport et Pélya ([36], 1949) a montré que

— La transformation linéaire : z, = >, _, ( )azk est PLX ;

— La convolution exponentz’elle D2y = Zk:o (k)xkyn,k est double PLX.
2. Liu et Wang ([57], 2007) a prouvé que

~ La suite d’Buler : 2E, 1 =Y} _ 0( )Ek i est LX ;

— La transformation linéaire : z, = >, _, (ka) xy est PLX;
— La transformation de Stirling de seconde espéce : z, =y ,_, S(n, k)xy est PLX ;
~ La transformation de Stirling de premiére espéce : z, = Y ,_, s(n, k)x), est PLX;

— La suite définie par : S, =Y ;_, (Z) By.B,,_j. est LX.
3. La suite de Bell : B, =%, S(n,k) =>1_, () By est LX, (Engel [44], 1994).
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4. La suite de Delannoy D(n) = > ;_, (Zf:)b(k’) est LX avec b(k) := (215) étant le

coefficient binomial central, (Doslic [39], Liu et Wang [57]).

5. La suite de Schriderr(n) = > "7, ("T¥)C), est LX avec Cy, étant la suite de Catalan,
(Doslic [39], Liu et Wang [57]).

2.2 Préservation de la log-concavité associée aux co-

efficients p, ¢-binomiaux

Dans cette section, nous proposons d’étendre certains résultats établis par Zhang [84]
dans le cas du ¢-analogue du coefficient binomial. Principalement, nous traitons la pré-

servation de la log-concavité pour les coefficients p, ¢-binomiaux.
Nous commengons par énoncer le Théoréme de Zhang.

On établit le théoréeme suivant, comme une extension du Théoréme de Zhang donné par

(2.6) et (2.5).

Théoréme 39

1. La transformation linéaire

Zp = [Z} PP =0,1,2... (2.8)
k=0 o
préserve la log-concavité.
2. La transformation
_ —~ [n k(k—n) _
t, = Ll P TpYn-r, n=0,1,2.. (2.9)
k=0 Pq

préserve la double log-concavité.
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Preuve. Soit

p.q

qk(n k) {k} PP (par la relation (1.29))
p/q

{”] (1)
- k
kp/q q

{Z} (¢ =™z, (par le changement ¢’ = p/q). (2.10)
q/

k=
Le Théoréme de Zhang [84] permet de conclure.

Le méme principe est valable pour le second point. O]

2.3 Log-concavité des transversales associées aux co-

efficients p, ¢-binomiaux

On va étudier la log-concavité des suites parcourant les transversales du p, ¢-triangle de
Pascal pour p > 1, ¢ > 0 (ou par symétrie ¢ > 1, p > 0). Pour ce faire, on va commencer

par les transversales des coefficients g-binomiaux pour ¢ > 0 et £k =0,1,2... ([Z;g’ﬂq)k

Le lemme suivant, de Su et Wang [69], nous sera fort utile.

Lemme 40 Si une suite {ay}r>0 de nombres positifs est log-concave, alors la sous suite

{@ns~k Fi0 est aussi log-concave, pour n et v des nombres entiers fixés arbitrairement.

Théoréme 41 Soient n,u, trois entiers positifs avec n > u, et o un entier négatif.

Pour g > 0, définissons la suite

n — ak
Cr = , k=0,1,2,..
’ {uka

Alors

(i) Sif=—a ouf =0, la suite est log-concave, et donc unimodale;

(i) Si B > —a, la suite est log-concave, et donc unimodale.
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Preuve. Posons a = —v. Pour ¢ > 0, on a

(i) Sig=0,C = [”Hk}q. La suite mq est log-concave en k (voir Sagan, [65]), alors

la suite (C}), est aussi log-concave par le Lemme 40, et donc unimodale par le

n+’yk] )
q

Théoréme 28 . Le cas = « est similaire car C}, = [n_u

(ii) Pour montrer la log-concavité de {Cy},-, pour 3 > 7, il suffit de montrer que pour

n >k, ,
], = B
Ecrivons
Lﬁvﬁ} , {::H ., mmu— (B ut FH t: F:L —g + (B =, u-p],

n n—1 sl
- {” tZLL{n —ZLL [n u+6 v [u-i-ﬁ} :

Maintenant [174] < [0 7 [52] < [542], et [, [, < [ par )

ol ) <k

Donc la suite {Cy },.~, est log-concave et donc unimodale par le Théoréme 28, comme

Donc

désiré.

Nous passons maintenant & la version p, g-analogue du Théoréme 41.

Théoréme 42 Soient n,u, 3 trois entiers positifs avec n > wu, et o un entier négatif.

Pour p > 1, ¢ > 0, définissons la suite

Dy = {"Jro‘k] . k=0,1,2,...
u+pk],,
Alors
(i) Si 8= —a ou =0, la suite est log-concave, et donc unimodale;

(i) Si B > —a, la suite est log-concave, et donc unimodale.
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Preuve. Par (1.24), on a

[n + Oék:| _ p(u+ﬂk)(n—u—(6—a)k) |:7’L + ak:| i (211)
u+pkj,, u+ Bkl

La relation (2.11) est le fait d’un produit de deux suites : p(u+FR)(n—u=(F=a)k) of ["ig,’ﬂ :
u a/p

La premiére suite est log-concave pour p > 1 et log-convexe pour p < 1. Il est clair que le
produit de deux suites log-concaves est aussi log-concave. Alors, si p > 1, ¢ > 0 et par le

Théoréme 41 on aura :

(i) Pour 8 = —a ou f = 0, la suite {C)} est log-concave, et donc unimodale par le

Théoréeme 28;

(ii) Pour 8 > —a, la suite {C}} est log-concave, et donc unimodale par le Théoréme 28.

0



Chapitre 3

Préservation de la log-convexité des

coefficients bi’nomiaux

Ce chapitre concerne la préservation de la log-convexité via le triangle de Pascal géné-
ralisé issu des coefficients bi*nomiaux, appelée aussi convolution bi*nomiale. Ce dernier
résultat est une généralisation du Théoréme de Davenport et Pélya "On the product of

two power series" (voir [36]). Ce travail a fait I’objet de la publication [2].

La convolution des suites joue un role important en Mathématiques, et spécialement en
Combinatoire. Pour le cas des suites log-convexes il y a le résultat de H. Davenport et G.

Pélya, qui concerne la convolution binomiale.

Théoréme 43 (H. Davenport et G. Pélya) Si les suites de nombres positifs {u,}, et

{vn}, sont log-convexes, alors la convolution binomiale

- n
Wy = Z (k) UpVn—k, n Z O,

est aussi log-convexe.

La question : étant données deux suites {x,}, et {y,}n, les deux transformations sui-

vantes o
Zp 1= Z (Z) xg, (n>0), (3.1)
k=0 s
et

t, = zn: (Z)xkg/n_k (n>0), (3.2)
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préservent-elles la log-convexité ?

On commence par le résultat suivant de Liu et Wang [57].

Théoréme 44 Si les suites {x,}, et {yn}n sont log-convezes, alors la suite {z, + yn}n

est ausst log-conveze.
En procédant par induction sur n, on a le corollaire suivant :

Corollaire 45 Si les | suites {xg)}n, {xg)}n, o {a;,(f)}n sont log-convezes, alors la suite

{al +a2 4+ +al}, est aussi log-conveze.
Maintenant, on donne le résultat principal du chapitre :

Théoréme 46 Si les suites {x,}, et {yn}n de nombres positifs sont log-convexes, alors

la "convolution bi*nomiale”

sn n

est aussi log-convexe.

Preuve. Prenant n =2 et s =2, on a

4
2
tota = xoon(k> TrYa—k
2

k=0
= 2oYo(Toys + 221Ys + 3T2y2 + 223y1 + T4Yo)

ar%yoy4 + 2z071Y0y3 + 3ToT2Yoy2 + 2T0T3Yoy1 + $o$4y(2)

95(2)903/4 + 22011Y0y3 + 2T0T2Y0y2 + 2T0T3Yoy1 + 3505549(2) + ToZ2YoYo

v

x%yg + x%y% + x%y% + 22021Y1Y2 + 2T022Yoy2 + 22122Y0y1 (log-convexité de {xy},

et {ur}y)

(xoy2 + T1y1 + x2y0)2 = t%-

Supposons que cette hypothése est vraie pour s = ¢. Et on montre qu’elle reste vraie pour

s=q+ 1.
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Pour s = ¢, on a

2q q 2
2
tota = xolo E (k) TrY2q—k = { E xkyq—k} =t (3.3)
k=0 q

k=0

Alors, pour s = ¢+ 1, il s’ensuit que

tots

v

v

2(q+1) 9
ZoYo Z (k) +1~”Cky2(q+1)—k
q

2(g+1) 2 9 m
Z ( ) ( ) ToTkYoYa(g+1)—k  Par la récurrence diagonale (1.34)
m)\k—m .

0 4o 1 + 2
I ) E—1 ) L—9 , LoTkYolY2(q+1)—k

q+1 2(q+1)
xﬁyoyz(qﬂ) +2 Z ToTkYoY2(q+1)—k T Z (k B 2) ToTkYoY2(q+1)—k
q

q+1

x0y0y2(q+1) +2 Z ToTkYoY2(q+1)—k T Z ( > LoTk+2Y0Y2¢—k

k=1 q
q+1

xOyOyQ(q—i-l) +2 ZIoﬂikyoyz(qH) K+ Z ( > T1ZTp41YoY2q—k( {7} est LX)
k=1 q

q+1

k=1

2
T3YoY2(g+1) + 2 Z ToTRYoY2(q+1)—k + {Z T1Yq— } (par la relation (3.3))
q

q+1
x3y§+1 +2 Z ToTkYq+1Y(q+1)—k T {

$k+1qu} ({zx} et{yx} sont LX)

k=1

g+1 2
k=0

k
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On procede par induction sur n. Notons que

tn = Z(Z) TrYsn—k

k=0
sn S . 1
= Z Z (Z ) TrYsn—r  utilisant la relation de récurrence longitudinale (1.33)
k=0 j=0 =1/
sn n — 1 sn n— 1 o . 1
= Z ( k ) xl{:ysnfk—*—z (k—l) xky8n7k+-.-+z (k—s) TrYsn—k
k=0 s P . £ S
s(n—1) s(n-1)
n—1 n—1
k=0 s =0 i
s(n—1) no1
o + x sds(n—1)—Kk- 3.4
kz:;(k)s"*y“” (3.4)

Donc, par '’hypothese d’induction, les s sommes du membre de droite sont log-convexes.

Par la Proposition 45, la suite {t,}, est log-convexe. O

En prenant y, = 1 pour 0 < k£ < sn, on aura le corollaire suivant.

Corollaire 47 Si la suite {x,}, de nombres positifs est log-convexe, alors la transforma-

= Zn (Z)xk (n>0),

k=0

tion bi*nomiale

est aussi log-convexe.

Exemples et applications.

Nous commencons par le lemme suivant :
Lemme 48 La suite v = (k + 1)* est log-conveze pour k > 0.

Preuve. Par la définition 20, la suite {z}}, est log-convexe si et seulement si z4_12541 >

Tk
Tp-1

x3, c’est a dire { } est croissante. Pour £ > 1, on a
k

z,  (k+1)* k+1\" 1\"
PP 2 T

Par la croissance de k —— (1 + %)k , alors la suite {x;} est log-convexe. U

Nous obtenons, le résultat suivant.
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Corollaire 49 La suite {z,},, définie par

est log-convexe.
Preuve. Conséquence du Lemme 48 et du Corollaire 47. 0

Remarque 50 La suite x, = (n+ 1)" peut s’écrire aussi :

Ci dessous des exemples de suites qui sont log-convexes par la transformation bi*nomiale.

Exemple 51

1. La suite définie par : y, = > -, (2)8(2:) est log-convexe avec (%f) est le coefficient
binomial central. Pour s = 2, c’est la suite A082760.

2. La suite définie par : z, = > 1", (Z)SBk est log-convexe avec By est le nombre de

Bell. Pour s =2, c’est la suite A207864.

3. Le suite définie par : t, = > ;" (Z)SC’k est log-convexe avec C}, est le nombre de
Catalan ;
4. Le suite définie par : w, = > ;- (Z)SMk est log-convexe avec My est le nombre de

Motzkin.



Chapitre 4

Unimodalité des transversales
assoclées aux coefficients

g-bi"nomiaux

Ce chapitre est dédié a I’étude de la préservation de la log-concavité des g-analogues et

p, g-analogues des transversales des coefficients g-bi*nomiaux

Nous allons établir que les suites parcourant les transversales du g¢-triangle de Pascal

n—ak

M Hk]ip), p>0etk=0,1,2..) sont log-concaves et donc unimodales. C’est

généralisé ([
I'objet du travail de la référence [4].

Nous reprenons de maniére succincte avec quelques compléments I’Exemple 32. Le pre-
mier résultat, qui concerne 'unimodalité de suites extraites du triangle de Pascal, autres

que la suite des coefficients binomiaux est dit Tanny et Zuker [72]. Ils ont démontré que

n—k

f ) est unimodale. Cette derniére est fortement liée aux nombres

la suite des termes (

n—Fk
k

de Fibonacci. Benoumhani [24] a montré 'unimodalité de la suite { -2 (

e ) }k , suite liée

aux nombres de Lucas : suite compagnon de la suite de Fibonacci; Belbachir et Ben-
cherif [12] ont repris ce dernier travail et ont explicité les modes comme complément au
travail de Benoumhani. Ensuite, Belbachir et Bencherif [13] ont prouvé que les suites
{2”*2’“ (";k) } , €t {2”*2’“& (";k) } N liés a la suite de Pell et sa suite compagnon, la suite

de Pell-Lucas, respectivement, fournissent des suites unimodales. Puis vient le travail de

Belbachir, Bencherif et Szalay [14] qui généralise certains résultats relatifs & 'unimodalité

43
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des suites généralisant celles mentionnées ci-dessus. Dans [19], Belbachir et Szalay ont

u+Gk
log concaves et donc unimodales. Pour le concept des transversales du triangle de Pas-

établi que les suites parcourant toute transversale du triangle de Pascal {("+°‘k)} sont
k

utak
u+Bk

Komatsu et Szalay [17, 18], le second complétant le premier par le calcul de la fonction

cal et l'interprétation combinatoire de ( ), nous référons aux travaux de Belbachir,

génératrice de la suite récurrente associée aux transversales. Toujours dans [19], les au-

teurs ont établi un résultat analogue pour les éléments du triangle de Pascal généralisé

utak
v+Lk

Belbachir et Szalay [20] établissent que toute suite d’entiers parcourant une transversale

(c’est a dire le triangle issu des coefficients bi*nomiaux) ( ) . Dans un autre registre,
S

de la pyramide de Pascal est log-concave, par conséquent unimodale. Notre objectif est

d’établir que chaque transversale parcourant le g-triangle de Pascal généralisé (constitué

par les g-analogues des coefficients bi*nomiaux) est log-concave, et donc unimodale.

La log-concavité et la g-log-concavité des coefficients ¢g-binomiaux ayant été établies par

Butler [28].

Définition 52 Nous assimilons les éléments du triangle de Pascal généralisé au treillis

n

k)s avec la convention (Z)S =0 pour k > sn ou k < 0.

7 X 7 par Uapplication (n, k) — (

Soit B € N*, a € Z avec sac+ > 0. Alors le point de la grille (n,0) et la direction

(B, «) définissent une transversale du triangle de Pascal généralisé qui porte les éléments

n—ak sn—u
() o . a

Quand 8 > 2, on introduit les transversales intermédiaires d’ordre u (u = 1,2,...,5—1).

Comme mentionné ci-dessus, notre objectif est d’examiner la log-concavité des transver-

sales finies relatives au g-triangle de Pascal généralisé.
I1 est bien établi qu’étant donnés {ay} et {by} deux suites log-concaves, alors la suite
{cx} donnée par la convolution ordinaire

k
Cp = Zajbk_j, k= 07 1,

=0
est aussi log-concave. (Voir 'exemple 17-3 du chapitre 2)

Ce résultat peut étre étendu a
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Lemme 53 Soient {ag»l)} , {a§2)} - {aE»m)} , m suites log-concaves, alors la suite {ay}
donnée par

ay = Z aPa? ... ag-:), k=0,1,.. (4.2)

J1 g2
Jitje+-+im=k

est aussi log-concave.
Maintenant nous sommes outillés pour donner le résultat principal du chapitre.

Théoréme 54 Soit s un nombre strictement positif. Les s + 1 q-déformations des coeffi-
ctents bi’ nomiaux situées le long d’une transversale du s-triangle de Pascal associé

{n — ak] © [n — ak] S [n - ak‘] (=)

u+Bk], T |lu+pk|, 7 lu+ Bk,

sont log-concaves et donc unimodales.

Preuve. La preuve est la méme pour chaque p = 0, ..., s, on va I’établir pour p = 0.

n—ak]” s—1 e n—ak]| |1 Js—1
I o A 5
u+ Bk J1 J2 Js

s Jitiet+is=u+Bk
_ 1) (2) (s)
o Z aj,"aj, aj,
J1+je+-+iq=u+Bk

ol a(l) — [n—Aak]’ Cl(2) _ q(n—ak—jl)jQ Bﬂ - a;j) _ q(n—ak—js,l)js [];:1} .

Alors, en utilisant la log-concavité du coefficient g-binomial pour ¢ > 1 (voir Butler

[28]), les suites {a(l)}, {a(2)}, s {ag‘:)} sont log-concaves. Donc, par le Lemme 53, la

J1 J2

transformation
1 (2) (s)
Z gy gy == Ay,
Jitizttig=utpk
est log-concave, et donc unimodale par le Théoréme 28 (voir, Chapitre 1). O]

Corollaire 55 Soit s un nombre strictement positif. Les (s + 1) suites d’argument k :

AN P

n—k1(0) k(1) n—k] ()
2 [ I e [

sont log-concaves et donc unimodales. Ce sont respectivement, les lignes et les dia-

onales principales des (s + 1) triangles associés aux coefficients q-bi® nomiaux.
g b p g q



Chapitre 5

Combinatoire et monotonie des

hyper-suites

Soit r > 0, Zheng et Liu [85] ont donné les propriétés des nombres hyperfibonacci jald

]

et des nombres hyperlucas L. Ensuite, ils ont étudié la log-concavité (log-convexité) de

la suite de ces nombres avec des généralisations.

Les formes de Binet des suites de Fibonacci généralisée et de Lucas généralisée sont
respectivement comme suit :
Tn__»(_l)ann

Y
VA

avec A = p* +4, 7 = (p+ VA)/2, et p > 1. Les suites {U,},50 et {Vi},5, vérifient la

U, = Vo=1"+(=1)"r"" (5.1)

relation de récurrence suivante :
Wy =pWo+ Wy (n>1), avec Uy=0, Uy =1, Vo =2, Vo =p; (5.2)

Pour un entier positif r, les nombres hyperfibonacci généralisé Ul et hyperlucas généralisé

T , . .
n[ ] sont définis comme suit :

vl =" et v =Yy (5.3)
k=0 k=0

avec U = U, et V) = V,. Pour d’autres propriétés de {UT[f]} et {Vnm} , Voir
n>0 n>0
Cao et Zhao [30], Liu et Zhao [58].

Le résultat suivant est dit & Zheng et Liu [85].

46
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Théoréme 56 Pour tous r > 1 et p > 1, les suites {Ug]} et {Vnm} sont log-
n>1

n>3
concaves.

Ce théoréeme nous permet de raffiner certains résultats pour p = 2. Premiérement, nous
allons proposer des résultats sur la log-concavité (log-convexité) pour le cas ou p = 2 ce
qui correspond aux suites des nombres hyperpell et hyperpell-lucas. Ensuite, nous allons
établir d’autres résultats duaux concernant les suites des nombres hyperjacobsthal et

hyperjacobsthal-lucas.

5.1 Combinatoire des suites hyperpell et hyperjacobs-
thal

Dans cette section, on introduit le concept des nombres hyperpell, hyperjacobsthal et

des suites compagnons associées.

Définition 57 Pour un entier positif r, les nombres hyperpell PT[LT] et hyperpell-lucas Qk’ ]

sont définis comme suit :

P =>"p"Y avec P =p,
k=0

Q=3 Q" avee QY =0Q.
k=0

ot { P}, 50 et {Qn}, 5o sont les suites de Pell et Pell-Lucas respectivement.

Les valeurs initiales de {P,[Ll]} et { Ll ]} sont données par.
>0

n> n>0

n o lol1l2 131|415 |6 |7 |8 9 10
P lol1[3 |8 |20[49 [119 288|696 | 1681 | 3959
Wlolal10|24]|58]140 | 338 | 816 | 1970 | 4756 | 11482

Table 7 : Les valeurs initiales de {P,[Ll]} et {QL”}
>0

n> n>0
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Définition 58 Pour un entier positif r, les nombres hyperjacobsthal JI et hyperjacobsthal-

lucas j,[ﬂ sont définis comme suit :

n

Jro= N g avee O =,

n

k=0
o= YR avee Y =,
k=0

ot {Jn} _ et{jn} _ sont les suites de Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas, respectivement.

Les valeurs initiales de {J,[l”} et { jv[}]} sont données dans le tableau :
> >

n>0 n>0

n o123 |4 |5 16 |7 |8 |9 10
JUlol1]12]5 [10]21142 |85 |170 | 341 | 682
M 213815 |32]63] 128|255 | 512 | 1023 | 2048

Table 8 : les valeurs initiales de {JLH} et { jq[ml}} .
n>0 >

n>0

Maintenant, nous rappelons quelques propriétés pour les suites de Pell, de Jacobsthal et

des suites compagnons associées. Les formules de Binet de P,, J,,, @, j, sont :

(1+v2)"— (=" +v2)™"

P, =
2v/2

L Q=1+ V2)"+ (=D)"1+V2)",  (5.4)

on _ (_1)"
5= 2 5.5)

respectivement.

Les suites {P,} _ , {Jn} _, {@Qn} _, et {jn} _ satisfont respectivement les relations de
récurrence suivantes :

V=2V 4+ Voo, (n>2)), (5.6)

Wy =Wh1+2W, 0, (n2>2). (5.7)
Des relations (5.4) et (5.5), il s’ensuit que :

P2 = Py Py = (1)



Q2 — Qu-1Qps1 = 8(—1)". (5.8)
J2 = Ty = (—1)" 2t (5.9)
32 = Jneidnsr = 9(—1)"2" (5.10)
et par induction, on établit
P,>n, Q.>n, (n>1), (5.11)
J,>n—1, j,>n, (n>1), (5.12)
Jpi1 =21, + (=" jur1 =24 —3(=1)"  (n>0). (5.13)

Fonctions génératrices des suites hyperpell et hyperjacobsthal et de leurs

suites compagnons

Notons par Gp(t), Go(t), G(t) et G;(t) les fonctions génératrices des suites de Pell,
Jacobsthal et leurs suites compagnons respectivement. Elles sont données, respectivement,
par :

o 2-2t
12t — ¢
2t
1t 212

et Go(t) (5.14)

et G(t) (5.15)

Donc, on peut établir la fonction génératrice des suites hyperpell, hyperjacobsthal et

leurs suites compagnon. Il suffit d’utiliser les relations de récurrence suivantes :

P =pr + P, (5.16)
QU =), + QI (5.17)
Jr =g 4+ g, (5.18)
i =g 4 g, (5.19)

En utilisant les relations précédentes, nous obtenons les résultats suivants

Théoréme 59 On a :
t

-2 (=1
2—2t
=T

all(e) = (5.20)

Gy (5.21)
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t

(1—t—=2t2)(1—1¢)"
2—t

(1—t—22)(1—2t)"

GUl(t) = (5.22)

Gil(t) =

J

(5.23)

ot GE? (1), Gg] (1), Gg] (t) et GE-T] (t) sont les fonctions génératrices des suites hyperpell,
hyperpell-lucas, hyperjacobsthal et hyperjacobsthall-lucas respectivement.

Proposition 60 Nous avons les relations de convolution suivantes

Gil) = iP,ﬂf”“) (Z (Z)t’“> :

i - (Zee) (20))

G = iJnt““) (Z <Z)t’“>
o= (S} (£ 0)

Preuve. Il suffit d’utiliser les identités (5.14) et (5.15) O

Dans les deux prochaines sections, on va s’intéresser a la log-concavité (log-convexité)

des suites hyperpell {Pkm }k, hyperjacobsthal { JILT] }k et leurs suites compagnon {Qg] }k

et { j,[:] }k respectivement. De plus, on va établir la g-log-concavité de quelques suites liées

A ces suites.

5.2 Log-concavité et log-convexité des suites hyper-

pell et hyperpell-lucas
Cette section a fait I'objet du travail de la référence [5].

Théoréme 61 Les suites {P,[f]} et { ,[I]} sont log-concaves pour r > 1 etr > 2
n>0

n>0
respectivement.
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Preuve. On peut vérifier que

1
PJZH 1 (Qny1—2) et QLH = 2P, 1. (5.24)

(PIY? = PP, = = [(@un = 2~ (@1~ 2) (Quiz —2)]
(Cgi+l __C?n62n+2'_’462n+1 +‘2an'+’262n+2)

(2(=1)""" 4 Qns1) > 0.

Alors {P,Ll]} est log-concave. Par la convolution ordinaire de suites log-concaves et
n>0

I'induction sur r, on aura ainsi, pour r > 2 que la suite{Py[f]} est log-concave.
n>0

Par (5.24) et (5.6), il s’ensuite aussi que
2 n
(QL”) - QL“AQEL =4 (PSH - PnPn+2) =4(-1)" =+4.

Donc {Qg]} n’est pas log-concave.

n>0

On vérifie aussi que

1
QE] = 9 (Qni2 —2) = QPEA- (5.25)
Alors {Qg]} est log-concave. Par la convolution ordinaire de suites log-concaves et
n>0
I'induction sur r, la suite { L’LH]} (r > 3) est log-concave. 0J
n>0

k=0 k=0
r > 1 et r > 2 respectivement.

Corollaire 62 Les suites {Z (Z)P,y}} et {Z (Z) ,[:]} sont log-concaves, pour
n>0 n>0

Théoréme 63 Soient

2 2
Tn = (Pnl]) N PTElf]lpf[llJ]rl’ I, = (QE]) - Qflqu[ﬂrl? (n>1).

Alors {Tgn}nzp {R2n+1}n20 sont log-concaves, et {TQnH}nZO et {Rgn}n21 sont log-convezes.
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C’est la log-concavité et la log-convexité d’ordre deux, on peut se référer au travail de

Peter. McNamara et B. Sagan [60].

Preuve. En utilisant (5.25) puis (5.8), on a
2 n
(Qg}) - QE]—I E-]H =2(-1)" + Qn41,
ainsi, pour n > 1,

T, - 711 2(-D" Q) et Ry=2(-1)"+ Qusr.

par suite, pour n > 1, on obtient

Q3 — Qon—2Qopio = =32, Q3,11 — Qop1Q243 = 32.

Ce qui entraine

1
T22n = Tyn-1)Tomt1) = 16 (an — Q2n—2Q2n12 — 4Q2, + 2Q2n 2 + 2Q2n+2)
= 4(Q2, —4) > 0.

et

Rgn+1 - R2n—1R§n+3 = (an+2 - QQnQ2n+2 - 4Q2n+2 + 2Q2n + 2Q2n+4)
- 64(Q2n+2 - 4) > 0

Alors {Ton},51, €t {Rany1},5, sont log-concaves.
De méme, on obtient
2 2 1
Topi1 —Ton115,, 3= _§Q2n+1 <0,

et
RSn - R2(n—1)R2(n+l) = —8Q2n+1 < 0.

Alors {T2n+1}n20, et {R%}n21 sont log-convexes. O

Corollaire 64 Les suites {Z (Z) Tgk} et {2 (Z) ngﬂ} sont log-concaves.
k=0 n>0 k=0 n>0

Preuve. Par la convolution ordinaire de suites log-concaves. 0
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Corollaire 65 Les suites {2 (Z) Tng} et {Z (Z) ng} sont log-convexes.
k=0 n>0 k=0 n>0

Preuve. Par la convolution binomial de suites log-convexes. 0]

Lemme 66 Soit a, = >, _, (Z)Pk+1> ot {Pn}n20 est la suite de Pell. Alors {an}nzo

vérifie la relation de récurrence suivante

n—2
ap = 30p_1 + Z ap and a, = 4a,_1 — 20,_o.
k=0
Preuve. Considérons b, = > ;_, (7) Py, ou {Pn},>_, est la suite de Pell étendue a

P,=1.

En utilisant la formule de Pascal et la relation de récurrence associée a la suite de
Pell dans le développement ZZZO (Z) Py 1, on obtient a, = 3a,_1 + b,_1, ainsi que b,, =
bp—1 + an—_1. Un procédé itératif de cette derniére relation donne a,, = 3a,_1 + Zz;g ag
(avec by = 0 et a9 = 1), d’ou 'on tire a,, = 4a,_1 — 2a,_». O

Théoréme 67 La suite {nQE]} ) Lﬂ} est log-conveze.

n
est log-concave, et {
n>0

n20 k=0

Preuve. Soient

2 —~ (n
S, :=n? (QLI]) — (n® - 1)Q7[1H—1Qﬂ1 et Ky = Z (k) Eﬂl}’

k=0

avec la convention K_o = 0.

Par (5.31), on aura

> 4[(n* - 1) (-1)"+ (n+1)°] > 0.

Alors {an]} est log-concave.

n>0

En utilisant le Lemme 66, on vérifier que :

K, = 4K, 1 — 2K, _» (5.26)
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La forme de Binet associée est

(1—1—\/5)04"—(1—\/5)5"

K, = . avec o, =242,
a—p
ce qui assure
K}~ K, 1K, =-2""<0.
Ainsi {ZZ:O () Ll]}n>o est log-convexe. O

Remarque 68 Les termes de la suite {K,}, vérifient K,, = 2"t2/2P, 1 pour n pair, et

K, =20Y/2Q, .\ pour n impair.

Maintenant, nous donnons un résultat 1ié au concept de la "log-balancé".

Théoréme 69 Les suites {n!PT[zl]} et {n!QLz]} sont log-balancées.

n>0 n>0

Preuve. Par le Théoréeme 61, et dans le but de montrer la propriété log-balancée des
suites {n!Py]} et {n!QL2 ]} on a juste besoin de montrer qu’elles sont log-convexes.
n>0 n>0

Du Théoréme 61 on déduit que

2 1 n—
(PM) = PP, = 4 (2(=1)"" +Quir), (5.27)
et de la preuve du Théoréme 72 que
2 n

Soient

1
}1P7[H}-17

n (P — (n+1)P"
n ( 7[12})2 —(n+ 1)@?—1@5%»

M, :
B, :

des relations (5.25), (5.27) et (5.28), on a

(n+

—_
~—

M, =

(2(-1)"" + Quar) = §(Qua — 2

o= (04 1) (1) + Quir) — 5(Quiz — 22
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Il est clair que B, < 0 pour n = 0,1,2. On établit par récurrence pour n > 1, que

Qn > n+ 1. Ceci donne
n 1
By < (Qui1— 1) (2(=1)" 4+ Qn+1) — Z(QQTL+1 +Qn —2)? <0.

De méme, M, < 0 pourn = 2et pourn > 3, @), > n+6. Ce qui entraine n+1 < Q.1 —6,

My < < [(Quia = 6) (2(=1)""" + Qui1) = (Quin —2)°]

[(—2+2(-1)"") Qus1 —4—12(-1)" '] <.

WS | =

On conclut que {n!Py[Ll]}nzo et {n!Q,[f]}nZO sont log-convexes. Comme de plus les suites
{PJL” tn>o et {QE]}@O sont log-concaves, ainsi, les suites {n!PJLl] tn>o et {n!QE]}nZO sont

log-balancées. 0

5.3 g¢-log-concavité des suites hyperpell et hyperpell-

lucas
Maintenant, on traite de la g-log-concavité des suites hyperpell et hyperpell-lucas.
Théoréme 70 Définissons les polynomes en q :

Por(@) =Y P et Qu.la) =D QUd" (r>2).
k=0 k=0

Alors P, .(q) (r > 1) et Qnr(q) (r > 2) sont q-log-concaves.
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Preuve. Pour n > 1, r > 1,

P} (@) = Po1p(@) Payar(e) = (

Z:PI~£T€I‘F +1q )

[T] k + p[?’} pH q2n+1

|
e
I 3
o
S~
=3
b
E
1
=
Q
3\_/
RN TUR

Pour n > 1 et r > 2, par un simple calcul, on a

20(0) = Quro (@Quina(@) = Y (QUQY - QL,QM ) ¢+ + Qg

k=1

De la log-concavité de {P,ET]} et { M} pour r > 1 et r > 2 respectivement et par le
Théoréme 61, les polynomes P, ,(q) (r > 1) et Qn,(q) (r > 2) ont des coefficients positifs,

donc ils sont g-log-concaves. 0

5.4 Log-concavité et log-convexité des suites hyper-

jacobsthal et hyperjacobsthal-lucas
Cette section est consacré aux résultats établis dans notre travail [?].

Théoréme 71 Les suites {J,[f]} et { jm} pourr > 2, et { j}ﬁ} pourr > 3 sont
n>0 n>1 n>0

log-concaves.

Preuve. On démontre que

1 1.
T = 5 ns2 = 1), = 5 Un+2 =1). (5.29)
1 1 .
S =1 Uea—20=5), G =2 (Guya =20 = 9) (5.30)
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Pour n =1, ( ,[12]> J[Q] Jﬂl =1> 0. Et pour n > 2, les relations (5.30), (5.13) et
(5.7)-(5.9) donnent

2 1
() = T2 = 45 (s = 20 £9)) = (Jua = (20 43)) (s — (204 7))
1
~ 16 (Joia = Tnsadngs — 2(2n +5)Jnpa

+(2n+ 1) s + (20 + 3)Jnys +4) (5.31)
(‘]7%-‘1-4 Jn+3‘]n+5 + 4(2n + B)Jn—i-l - 8Jn+2 + 4)

—_

’_l
m)—‘

(=)™ 12" 4 (20 + 3) Jpg — 2Jn40 + 1)

~

(=D H2mH (20 — 1)y — 2(—1)" 4+ 1)

—~

(=)™ 12 4 (20 — 1) J,q — 1)

~~

e N N e e

(—1)127+ 4 (20 — 1) _é‘l)nﬂ _ 1> | (5.32)

Il y aura deux cas, si n est pair, alors

2n+1 1
(A (S R L T 1)—3+ —1
2n —4
- T(2n+1 + 1)
> 0
sinon
2n+1 -1
()" = I = 2 - )= -1
2 2
_ nt2 (21— 1)
12
> 10.

Ainsi {JE]} est log-concave. Donc, par (3)-Exemple 17 et 'induction sur r, {J,[f]}
n>0

(r > 2) est log-concave.

n>0

Par (5.30), (5.13) et (5.7)-(5.10) il s’ensuit que

[2]) 2] .21 _

(]n jn— jn—i—l - [(jn+4 - (Qn + 9))2 - (jn+3 - (2n + 7)) (jn+5 - (2n + 11))]

—_
|— 5]~

- [j72z+4 - jn+3jn+5 + 4(2n + 7)jn+1 — 8jn+2 + 4}

B e
D

[9(=1)"*22" + (2n + 3) i1 + 6(—1)" T + 1] .



Quand n = 1, on aura
. 2 . .
G =g = =1 <0,
et pour n > 2, on a

.[2}>2 2] -2

(jn - jn—l]n+1 = [9(_1)n+22n+1 + (2n + 3)jn+1 + 6(_1)n+1 + 1:|

G e A

Il y aura deux cas. si n est pair, alors
(j7[121)2 - j’r[Lzllj’Lz—]f—l =9.2"H 4 (2n + 3)(2"Jrl —1)—-5>0;
sinon
() —ZGR L = —9.27 4 (20 +3)2" 4 20 4 10
= (2n—6)2" +2n + 10
> 0.

Ainsi { jq[f}} est log-concave.
n>1

On vérifie que

, L.
B8 = 3 (Jnts —2(n+1)(n+9) — 31).

En utilisant (5.34), (5.7) et (5.10), on obtient

(j}[f’])2 - J'E’llj}il

_ 6i4 e — (20 +2)(n +9) + 31)]° — 6%1 [nts = (2n(n + 8) + 31)]
[ns7 = (20 +4)(n +10) + 31)]
1

64
+(2n(n + 8) 4 31)jnsr + (2n + 2)(n + 9) + 31)% — (2n(n + 8) + 31)

((2n + 4)(n + 10) + 31)]

.. o . .
= 6_4[j§+6 — In+5In+7 + 2(2n(n + 8) + 31)]71—1—5 - 2((2n + 2)(” + 9) + 31)]n+4

o8

[9(=1)""22"! 4 (2n + 3)2" T + (2n + 9)(—1)" "' + 1](5.33)

(5.34)

= [J}Qma — Int5In+7 — 2((2n + 2)(” + 9) + 31)jn+6 + ((2” + 4) (n + 10) + 31)jn+5

—(4n 4 18)jnss + (4n +22)jis + ((2n +2)(n + 9) + 31)* — (2n(n + 8) + 31)

—((2n +4)(n + 10) + 31)]

1., o . . 4
= 6_4[‘772““6 — Jn+5intr +42n(n + 8) + 31)jny3 — 4(4n + 18)Jria + 4jnys

+((2n +2)(n +9) + 31)* — (2n(n + 8) + 31)((2n + 4)(n + 10) + 31))
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1

= 6—4[j§+6 — Jnsdntr +4(2n(n + 8) + 33)jnis — 4(4n + 17)jnta
+(8n% + 80n + 200)]
1
= 6—4[9(—1)”“2”*5 +4(2n(n + 8) + 33)jnrs — 4(4n 4+ 17)jpia

+(8n? 4 80n + 200)]
1
- E[—9(—1)”+L°’2”+L"” + (2n(n +4) — D)juys +3(4n + 17)(=1)"3
+(2n® + 20n + 50)]. (5.35)

Il y a deux cas. Pour n pair, on a

1
U =0ty = 5027 4 (2n(n +4) = 12" — 1) = 3(4n + 17) + (2n” + 20n + 50)]
1
= E[8.2”+3 + 2n(n + 4)2"*)

> 0
sinon

1
(B — 8 8 = a9 + 2n(n +4) = " +1) +3(4n + 17) + (20”4 200 + 50)]
1

= E[(2n2 + 8n — 10)2"" + (4n? + 40n + 100)]

> 0.
Ainsi { jg]} est log-concave. Par la relation (3) de I'exemple 17 et I'induction sur r,

n>0
on aura { j}ﬂ} (r > 3) est log-concave. O
n>0

Le théoreme suivant concerne la log-concavité d’ordre deux dans les suites hyperjacobs-

thal et hyperjacobsthal-lucas.

Théoréme 72 Soient
T, = (Jy[f])z - JEJ&L et Ry := (J}[f)])Q _j7[13llj7[13jr17 n=1
Alors {Ton} 51 » 1Rant s {Tonv1},s0 € {Rant1},5o sont log-concaves.

Preuve. De la preuve du Théoréeme 61, on obtient

T, = [(_1)n+12n+1 + (Zn — 1)Jn+1 - 2(_1)n+1 + 1} ) n > 17 (536)

N
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1
R, = 1—6[—9(—1)"+32"+3 + (2n(n +4) — Djnuys +3(4n + 17)(=1)"

+(2n* + 20n + 50)]. (5.37)

En appliquant (5.36)-(5.37), (5.35) et

2 2n—1
J2n+1 - J2n—1<]2n+3 = -2 ) n > 17

;2 ; ; _ 2n+1
Jongs = Jont1dones = 9 X 2770 n > 1,

on aura

v

T30 = Ton—1) Lot
1—16[(—22”+1 + (4n — 1) Jopqg + 3)2 — (=2*""'+ (4n — 5)Jan_1 + 3)
(=2°"*3 + (4n + 3) Jopi3 + 3)]

1_16[<4n —1)? (3011 — Lon—1J2043) + 16Jp—1 20 + (120 + 4) 2271
—9(12n + 17)Jy,—1 + 3(12n + 17)]

1
1—6[—(4n — 1222 1 16Jo, 19043 + (120 4+ 4) 2271 + (120 4+ 17)(3 — 9T, 1))

1
1—6[—(4n —1)222 1 42563, | + (12n + 4) 2*"~1 — 3(12n + 17)2*"!

_80J2n71]
1
1—6[—16(n2 +n+3)22" ! 4 16.J5,_1 (16 J5,—1 — 5)]
—(n®+n+3)2"1 + Jo, 1(16J5, 1 — 5)
o 2 2n—1 22n_1 + 1 2n—1
(n* 4 3)27 T 4 S (162 4 1)
22n—1 1
_(2277,—1 +3)22n—1 + T+(1622n—1 _|_ 1)
Z22n71 % 227171 . E22n71 + 1
9 9 9
7 10 1
2277,71 _227171 ke -
{9 9 ] 9

1.
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Et pour {Rap},,>

1 . n
R3, — Ron-1)Romy1y = ﬁ[@ x 2273 1 (8n? 4+ 16n — 1)(Janys + 1)) — (9 x 227!
+(8n% — 9)(Jant1 + 1))(9 x 227 + (8n® + 32n + 23) (jonis + 1)]
24n+6
= 55 [(8n% + 16n + 8)% — 64n*(n? + 4n + 4)]
24n+6
= = [(n+1)* —n*(n+2)%]

= 24M2n% 4 4n 4 1]

> 0.

Ainsi {T5,},,5,€t {Ran},>, sont log-concaves.

En utilisant (5.31) — (5.37), (5.13) et

J22n+2 — JonJonia = 27", n>1,
j§n+4 — Jont2jante = 9 x 222 n>1,
on aura
1 n 2 n
T — Tonc1Tays = —[(22"7 + (dn+ 1) Jopia — 1)7 — (22" + (4n — 3).Jp, — 1)

16
(22" + (4n + 5) Jopsa — 1)]
1
— 1—6[(4n +1)* (31 — Janansa) + 1600 o a + 22" (120 — 8)
+(12n + 23)(3Jy, + 1)]

1
= 1_6[<4n + 1)222n + 16J2p, Jon 44 + 22”(1271 —8)+ (12n + 23)(22" +2)]

> 0,

On fait la méme chose pour R3, ., — Rop—1Ront3. Alors {T2n+1}n20, et {R2n+1}n20 sont

log-concaves. 0
Théoréme 73 Définissons les polynomes en q :

Tor(@) =YL (r>2), Jurl@) =33l (> 3).
k=0 k=0

Les polynomes J,,,(q) et jn.r(q) pour r > 2 et r > 3 respectivement sont q-log-concaves.
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Preuve. Pour n > 1, r > 2,

n 2 n—1 n+1
T2 (q) = Jurp(@)Jnrin(q) = J;L”qk) - (Z J;L“d“) (Z Jif]qk)
k=0 k=0

0
_ (JILT]JM _ Jl@lﬁil) qk-ﬁ-n‘

Et pour n > 1, r > 3, par un simple calcul on obtient

Jr (@) = Jn10(@nrra(@) = (j;[f]jfﬂ - j;[ﬁljﬁl) ¢+ g
k=1

Comme {J}f]} et { jg ]} (r > 2) sont log-concaves par le Théoréme 71, alors les poly-
nomes J,, ,(q) et jn,(q) (r > 2) ont des coefficients positifs, donc ils sont g-log-concaves.

0



Conclusion générale

Dans ce document, nous avons étudié la monotonie de certaines suites combinatoires.
Principalement nous avons établi des résultats intéressants concernant la log-concavité, la
log-convexité et I'unimodalité dans : les analogues du triangle de Pascal, les hyper-suites

qui sont liées avec ce triangle.

Comme premier résultat, nous avons étudié la préservation de la log-concavité dans le cas
p, g-analogue du coefficient binomial ainsi que la log-concavité et 'unimodalité des suites
parcourant les transversales des triangles issues de ces coefficients et des coefficients ¢-
bi*nomiaux. De plus, nous avons établi la préservation de la log-convexité dans le triangle
de Pascal généralisé issu des coefficients bi*nomiaux qui ne vérifient pas la propriété de
g-log-convexité. Le cas du coefficient binomial est déja étudié par H. Davenport et G.
Pélya [36]. Des exemples ont été donné, il concernent les suites de Catalan, Bell, Motzkin

et la suite x5, = (k + 1)F.

Au dernier chapitre, nous avons donné une extension des résultats établis pour la log-
concavité des suites hyperfibonacci et hyperlucas, un travail fait par r. Zheng et R. Liu [85].
Nous avons défini les suites hyperpell, hyperjacobsthal et leurs compagnons, et quelques
identités associées. Apres, nous avons établi quelques résultats concernant la log-concavité

(la log-convexité) de ces suites.

Parmi les questions et les travaux qui peuvent présenter des perspectives et qu’on sou-
haite les aborder pour I'avenir on y trouve :
- Peut-on établir la préservation de la log-concavité dans le g-triangle de Pascal généra-
lisé ?
k

- Peut-on vérifier la g-log-convexité pour le triangle {(”)i} ?
0<k<sn

- Existe-t-il des triangles qui vérifient la g-log-convexité ?

63
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- Les travaux effectués sur la g-log-concavité et la ¢g-log-convexité par Butler et al [28, 29],

nous laisse voir I'importance de ces résultats pour les coefficients ¢-bi*nomiaux.

- Les applications de I'unimodalité, la log-concavité dans d’autres domaines peut-étre, a

lorigine d’un chantier vierge dans les mains d’un chercheur.
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