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Introduction générale

" L�art de la connaissance est l�exercice des vertus,

éternelles noblesses pour le chercheur."

Lorsqu�on dispose de séries de données d�observations dans le temps, qui sont

bruitées par essence, une étape préliminaire, nécessaire avant de chercher à

modéliser le processus générateur des données, est de tester la dépendance sérielle.

Par exemple, en �nance, on teste l�hypothèse de marche aléatoire, en cherchant à

véri�er si les rendements logarithmiques de prix ou de taux de change, sont indépen-

dants et équidistribués. Une autre application consiste à véri�er la présence d�une

structure de dépendance cachée dans les résidus d�un modèle estimé.

L�indépendance est l�un des concepts les plus importants en économétrie, en séries

chronologiques et de façon générale, en statistique. Par conséquent, une littérature

riche, proposant di¤érents tests de dépendance a surgi.

Traditionnellement, les tests de dépendance sérielle portent sur la détection de la

structure de dépendance sérielle dans les séries temporelles stationnaires en estimant

la fonction d�autocorrélation �k = cov(Xt�k; Xt)=var (Xt), mais les tests basés sur

cette mesure ne sont puissants que sous les hypothèses de linéarité et de gaussiannité,

ce qui n�est pas, toujours, véri�é en pratique. D�où l�approche non paramétrique qui

évite ces hypothèses restrictives.

Dans ce contexte, plusieurs mesures de dépendance non paramétriques ont été

introduites. Un certain nombre de tests d�indépendance ont été construits sur le fait
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que, l�hypothèse d�indépendance n�est véri�ée que, si et seulement si, la fonction de

répartition conjointe (resp., la fonction densité de probabilité conjointe) est égale au

produit des fonctions de répartition marginales (resp., au produit des fonctions de

densité marginales). Donc, la statistique de test construite est une fonction de l�écart

entre la fonction de répartition conjointe estimée (resp., la fonction densité conjointe

estimée) et le produit des fonctions de répartition marginales estimées (resp., le pro-

duit des fonctions densité marginales estimées). Hoe¤ding (1948b) et Blum et al

(1961) ont proposé d�estimer les fonctions de répartition conjointe et marginales par

les fonctions de répartitions empiriques respectives, et introduit des statistiques ba-

sées sur les distances au sens de L2 et L1. Dans le contexte de la dépendance sérielle,

Skaug et Tjøstheim (1993a) ont montré que la statistique basée sur les fonctions de

répartition empiriques pour tester la dépendance sérielle de retard un (généralisé

par la suite pour di¤érents retards), a la même distribution limite que la statistique

de Blum et al (1961) qui teste la dépendance entre deux variables aléatoires. Rosen-

blatt (1975) et Robinson (1991) ont estimé les fonctions densité par la méthode des

noyaux. La statistique de Robinson se base sur l�entropie modi�ée. En utilisant un

fractionnement de l�échantillon, il a montré que la distribution asymptotique de cette

statistique, pour la dépendance sérielle sous l�hypothèse d�indépendance, est la loi

normale N (0; 1) et que le fractionnement de l�échantillon ne rend pas l�estimateur

d�entropie modi�ée incompatible avec l�entropie de la population.

Une autre classe importante qui est liée à la théorie de l�information, est celle

d�estimateurs non paramétriques de l�entropie fondés sur des noyaux. Elle peut cap-

turer toutes les dépendances deux à deux sur les retards de la série ; en outre elle est

invariante sous des transformations continues monotones. Granger et Lin (1994) ont

proposé une mesure d�entropie non paramétrique normalisée, estimée par la méthode

des noyaux, pour identi�er les retards importants dans les séries temporelles. Dé-

terminer la distribution limite de ces estimateurs d�entropie a été jusque là di¢ cile.

Hong et White (2005) ont fourni, sous certaines hypothèses, une théorie asympto-

ii
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tique pour une classe d�estimateurs non paramétriques d�entropie, fondés sur des

noyaux, . Ils montrent également que leur théorie donne la distribution limite de

la mesure d�entropie normalisée de Granger et Lin, qui était jusque là, méconnue.

En outre, ils développent un test qui est, asymptotiquement, localement plus puis-

sant que le test de Robinson. Néanmoins, la théorie de Robinson ne s�applique pas

aux estimateurs d�entropie non-paramétriques fondés sur des noyaux qui n�utilisent

pas un fractionnement de l�échantillon, telle que la mesure d�entropie normalisée

de Granger et Lin. Par ailleurs, le fractionnement de l�échantillon nécessite certains

paramètres de tuning. Comme Robinson (1991) l�a noté, le choix de ces paramètres

reste ouvert. Une autre di¢ culté est que le fractionnement de l�échantillon ne marche

pas lorsque la distribution marginale de la série est uniforme.

Une autre mesure importante, liée à la théorie de l�information, est la statistique

introduite par Wu et al (1993). Elle se base sur l�information mutuelle condition-

nelle. Elle est estimée par les intégrales de corrélation. Diks et Manzan (2002) ont

proposé une statistique proche de celle ci. La relation entre les intégrales de cor-

rélation généralisées et la théorie de l�information établie par Pichard et Theiler

(1995), montre que la statistique de Diks et Manzan correspond à l�information

mutuelle conditionnelle de second ordre. Elle est liée à la statistique de Granger et

Lin (1994). Cependant, alors que leur statistique est une généralisation de la fonc-

tion d�autocorrélation, celle de Diks et Manzan est une généralisation de la fonction

d�autocorrélation partielle.

Su et White (2008) ont introduit une mesure de dépendance conditionnelle basée

sur une version pondérée de la distance de Hellinger entre deux densités condition-

nelles p(yjx; z) et p(yjx). Ils ont montré que cette statistique a pour distribution

limite sous l�hypothèse H
0
0 Prff(yjX;Z) = f(yjX)g = 1, une loi normale. Bien que

le test basé sur cette statistique soit simple à mettre en �uvre, il présente deux

limites. En premier lieu, il utilise la même fenêtre dans l�estimation non paramé-

trique des densités ce qui est non satisfaisant quand la dimension de (X; Y; Z) est

iii
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supérieure à trois. Deuxièment, leur test ne peut détecter que l�écart par rapport à

l�indépendance conditionnelle sur un sous ensemble compact du support de la loi

de probabilité conjointe de (X;Y; Z)

Une autre mesure importante est celle basée sur les fonctions caractéristiques

conditionnelles. Cette statistique suit asymptotiquement une loi normale. Su et

White (2007) ont proposé un test d�indépendance conditionnelle basé sur cette sta-

tistique moins sensible au choix de suites de fenêtres

Une autre mesure liée à la théorie de l�information est celle basée sur l�entropie

fondée sur les permutations. En utilisant les dynamiques symboliques, la distribution

limite d�une transformation a¢ ne de cette statistique est une loi du khi-deux à

(m!� 1) degrés de liberté où m est la dimension d�empilement.

Dans la famille des mesures d�entropie, la mesure introduite par Tsallis (1988) est

une généralisation de la mesure basée sur l�information de Kullback-Leibler et celle

basée sur la distance de Hellinger. Fernandes et Néri (2010), l�ont utilisée comme une

mesure de dépendance entre deux processus aléatoires satisfaisant aux conditions de

��mélange dont la dépendance sérielle est un cas particulier. Ils ont montré que,

asymptotiquement, cette statistique sous H0, est une loi normale.

Une nouvelle mesure a été introduite, récemment, par Tjøstheim et Hufthammer

(2013). Il sagit d�une mesure de dépendance locale, la fonction de corrélation locale,

basée sur une approximation d�une densité bivariée et ce, localement, par une famille

de densités gaussiennes bivariées en utilisant la fonction de vraisemblance locale.

Nous nous sommes intéressées à l�étude théorique et à l�étude empirique des

quatre premières statistiques de tests.

Ce mémoire intitulé, �Etude des propriétés de mesures de dépendance sérielle�,

est organisé comme suit

Chapitre 1 intitulé �Outils théoriques�, présente les principaux outils mathéma-

tiques utilisés tout au long de ce mémoire

Chapitre 2 intitulé �Tests non paramétriques de dépendance sérielle�, présente

iv
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des tests non paramétriques de dépendance sérielle basés sur des mesures non pa-

ramétriques à savoir, la mesure de Hoe¤ding, la mesure de di¤érence des densités

conjointe et marginales, la mesure basée sur l�information conditionnelle et la me-

sure d�entropie lissée. Leur intérêt est de tester l�indépendance entre les observations

d�une série temporelle stationnaire. De tels tests sont puissants contre de nombreuses

alternatives.

Skaug et Tjøstheim (1993a) ont montré, après l�avoir représentée comme une

statistique de von Mises, que la statistique de test pour la dépendance sérielle, ba-

sée sur la mesure de Hoe¤ding, est asymptotiquement distribuée selon une somme

pondéré in�nie de loi de probabilité du khi deux indépendantes. Cette mesure est

estimée en estimant les fonctions de répartition par les fonctions de répartition em-

piriques. Pour une fonction de répartition sous-jacente continue, Skaug et Tjøstheim

(1993a) ont démontré que c�est une statistique libre ; les poids sont déterminés en

résolvant une équation intégrale linéaire. Dans le cas d�une distribution discrète, il

est démontré que les poids sont déterminés en cherchant les valeurs propres d�une

matrice (Skaug et Tjøstheim 1993a).

Une autre mesure de di¤érence, pondérée, a été proposée par Skaug et Tjøstheim

(1993b). Elle est basée sur l�écart entre les densités conjointes et le produit des densi-

tés marginales, où les densités sont estimées par la méthode du noyau leave-one-out.

Nous considérons le noyau gaussien standard et la fenêtre optimale donnée dans

Silverman (1986). Ainsi le même noyau et la même fenêtre ont été utilisés pour

l�estimation des densités marginales et conjointes. Skaug et Tjøstheim (1993b) ont

étudié le biais et la variance asymptotique, Ils ont montré, également, que la distri-

bution asymptotique, sous l�hypothèse d�indépendance, suit la loi normale centrée

réduite.

Wu et al (1993), ont montré que la mesure basée sur l�information conditionnelle

a pour distribution asymptotique, sous l�hypothèse d�indépendance, une loi normale

de moyenne nulle et de variance V , et cette variance est estimée par les intégrales

v
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de corrélation. Cette mesure est dé�nie en termes de rapport des intégrales de cor-

rélation. L�avantage de l�utiliser comme statistique de test est, qu�elle capture les

dépendances tandis que le conditionnement sur les valeurs intermédiaires de la série

temporelle donne également un aperçu sur l�ordre du processus sous-jacent. Il est

bien connu que l�approximation normale basée sur la distribution asymptotique ne

donne pas toujours de bons résultats pour des tailles modérés. Diks et Manzan (2002)

ont monté dans leurs études de simulation que ces problèmes se posent également

pour l�estimation de cette statistique. C�est la principale motivation pour l�utilisa-

tion d�une approche bootstrap pour déterminer la distribution de la statistique de

test sous l�hypothèse d�indépendance. Diks et Manzan (2002) ont mis en �uvre la

méthode de Monte Carlo dans leur test. La méthode de Monte Carlo a d�abord été

suggéré par Barnard (1963) pour tester une hypothèse nulle simple. Dans les cas où

l�on souhaite tester une hypothèse nulle composite, cette procédure ne peut pas être

appliquée directement, puisque le processus, sousH0, dépend toujours de paramètres

inconnus du modèle. Dans la littérature portant sur la technique du bootstrap, il

est souvent souligné qu�on doit considérer des statistiques de test qui sont au moins

asymptotiquement pivotales, sous H0. Besag et Diggle (1977) et Engen et Lillegård

(1997) ont pu obtenir un niveau exact du test de Monte Carlo. L�approche est très

�exible en ce sens qu�elle permet de tester les hypothèses nulles qui sont complète-

ment non spéci�ées en dehors de quelques propriétés, comme le montrent les tests

de symétrie proposés par Diks et Tong (1999). Parce qu�un test de permutation peut

être facilement mis en �uvre, il o¤re un moyen commode pour obtenir un test exact.

La variance de la statistique, basée sur l�information conditionnelle, est exprimée à

l�aide des fonctions de statistiques d�ordre qui sont invariantes quelque soit la per-

mutation des données d�observation dont on dispose. Dans ce cadre, les p�valeurs

(p�values, en anglais), ne sont pas a¤ectées par une transformation translation-

homothétie (ou position-échelle). En plus, les tests de permutation sont faciles à

appliquer, et évitent les calculs embarrassants nécessaires pour obtenir la variance

vi
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asymptotique.

Une autre mesure importante, est la mesure d�entropie qui se base sur l�informa-

tion de Kullback-Leibler. Elle peut caractériser toutes les dépendances sérielles deux

à deux. De plus elle dispose d�une interprétation intéressante, dans la théorie de l�in-

formation, en ce sens qu�elle mesure la prévisibilité par la di¤érence d�entropie entre

les distributions a priori et a posteriori, et elle est invariante sous n�importe quelle

transformation continue et monotone de la série en question fXtg. La propriété

d�invariance est attractive parce que fXtg est i.i.d. si et seulement si pour toute

transformation continue monotone  ,  (fXtg) est i.i.d. Cette mesure est asympto-

tiquement distribuée selon une loi normale centrée réduite. Pour avoir une inférence

exacte pour des échantillons de taille �nie, Hong et White (2005) ont proposé et

justi�é une procédure consistante de bootstrap lissé pour leur test. La procédure de

bootstrap naïf ne marche pas pour le test de Hong et White, en dépit de l�hypothèse

nulle d�indépendance. Leur test est utile pour, par exemple, tester l�hypothèse de

marche aléatoire, l�évaluation des prévisions de densité et identi�er des décalages

importants dans une série chronologique. Ces auteurs ont montré que ce test est

asymptotiquement, localement plus puissant que le test de Robinson.

Chapitre 3 intitulé �Simulations et application�. Il décrit les résultats obtenus

pour les mesures de dépendance non paramétriques étudiées dans le chapitre 2. Nous

avons con�rmé et comparé la puissance des tests basés sur ces mesures au travers

des simulations intensives pour des modèles linéaires tel que AR et des modèles non

linéaires comme ARCH, GARCH, TAR et bilinéaire. Une application sur une série

de données réelle S&P 500 illustre et con�rme ces résultats.

vii



Chapitre

1
Outils théoriques

Dans ce chapitre, nous dé�nissons les principaux outils mathématiques utilisés

tout au long de ce mémoire. Des généralités sur les processus aléatoires telles

que la stationnarité (au sens strict et large) et l�ergodicité, sont données dans la

section 1. Dans la section 2, nous présentons quelques modèles de séries chronolo-

giques linéaires tels que les modèles autorégressifs, moyenne mobile et non linéaires

tel que GARCH, ARCH, TARCH,::: qui vont servir de cadre pour les simula-

tions. Nous introduisons brièvement quelques résultats de base de la théorie des

processus empiriques dont les méthodes sont des techniques puissantes pour évaluer

les propriétés asymptotiques des estimateurs issus d�approches semi-paramétriques

ou non-paramétriques comme la consistance et la convergence en loi, ainsi que la

distribution de la statistique de Cramèr-von Mises, dans les sections 3 et 4. Nous

donnerons en�n quelques résultats importants sur la U -statistique qui est un type

spéci�que d�estimateurs dé�ni d�une manière particulière. L�utilité du concept dans

la théorie statistique, est qu�il permet à un estimateur sans biais d�être de variance

minimale.



Chapitre 1 Outils théoriques

1 Généralités sur les processus aléatoires

La théorie des probabilités a pour but d�étudier les phénomènes aléatoires et de

trouver des modèles mathématiques adéquats. On peut classer ces phénomènes en

deux classes : phénomènes statiques et phénomènes dynamiques. Pour le premier

cas, il s�agit bien d�un fait qui ne dépend d�aucun d�autre fait ; par exemple la

duré de vie d�un appareil, la charge électrique d�un électron, la conductivité d�un

�l électrique, etc. Mathématiquement ils sont modélisés par la variable (vecteur)

aléatoire. Les phénomènes ou bien les systèmes à évolution sur un domaine tel que

le temps, l�espace,... par exemple, la marche au hasard d�une particule le long d�un

axe, la propagation des ondes sonores, la di¤usion d�un grain de pollen dans un

milieu (mouvement brownien), sont modélisés par le processus aléatoire.

De nombreux phénomènes économiques réels sont donc mieux expliqués par un

modèle dynamique plutôt que statique. Les systèmes dynamiques évolutifs dans le

temps occupent une place majeure dans l�étude de certains phénomènes aléatoires,

généralement représentés par les séries temporelles (ou chronologiques).

Une série temporelle est une réalisation d�un processus stochastique, au sens

où chaque donnée de la série est la réalisation de l�une des v:a: qui composent le

processus stochastique. Autrement dit, c�est la trajectoire du processus qui la génère.

Dé�nition 1.0.1 Un processus aléatoire de domaine d�évolution T , dé�ni sur un

espace de probabilité (
;F ;P) et à valeurs dans un espace d�état � qui est muni

d�une tribu E, est une famille de v.a. chacune dé�nie sur (
;F ;P) à valeur dans

(�; E). Autrement dit,
X : T � 
! E;

(t; !)! X(t; !) = Xt (!) :

Dans ce travail, nous considérons que le domaine d�évolution est le temps, il peut

être :

1. T = f0; 1; 2; :::g ou T = Z. Dans ce cas on parle d�un processus en temps

2
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discret.

2. T = [0;1[ ou T = R. Le processus est alors en temps continu.

Il y a deux niveaux auxquels nous pouvons observer l�évolution d�un processus :

� Fixons un ! 2 
 (une réalisation de l�expérience aléatoire sous-jacente). L�en-

semble fXt(!); t 2 Tg est une réalisation du processus stochastique, aussi appelée

trajectoire. On peut étudier les propriétés des trajectoires.

� Fixons n instants (t1; t2; :::; tn), avec t1 < t2; ::: < tn où n est un entier positif

arbitraire. Considérons le vecteur aléatoire (Xt1 ; Xt2 ; :::; Xt2), extrait du processus,

et notons sa fonction de répartition conjointe :

Ft1;t2;:::;tn(x1; x2; :::; xn) = P (Xt1 � x1; :::; Xtn � xn)

Les propriétés distributionnelles du processus sont données par la collection de

toutes les fonctions de répartition Ft1;t2;:::;tn pour tout n � 1 �ni et tout n-uple

(t1; t2; :::; tn) de T . Pour obtenir des processus utiles, il faut particulariser.

1.1 Processus stationnaires

Le concept fondateur de l�analyse des séries chronologiques est la stationnarité.

La stationnarité signi�e que les propriétés statistiques les plus importantes du pro-

cessus restent constantes au cours du temps. La stationnarité est une propriété de

stabilité, la distribution de Xt est identique à celle de Xt+h, 8h 2 Z, et le lien entre

Xt et Xt+h ne dépend que de l�écart h et non du temps t. La série oscille autour

de sa moyenne avec une variance constante, lorsque celles-ci existent. On distingue

deux types de stationnarité

1.1.1 Stationnarité stricte

Dé�nition 1.1.1 Un processus aléatoire (Xt; t 2 Z) est dit strictement station-

naire, si sa distribution de probabilité est invariante par translation dans le temps.

3
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Autrement dit, si pour tout n 2 N�, h; t1; t2; :::; tn 2 Z et xi 2 R, i = 1; :::; n ,on a

P (Xt1 � x1; Xt2 � x2; :::; Xtn � xn) = P (Xt1+h � x1; Xt2+h � x2; :::; Xtn+h � xn):

La stricte stationnarité implique que, si les moments existent, ils sont invariants

dans le temps. Dans la pratique, il n�est pas évident de trouver la vraie loi du

processus. Puisque de nombreuses propriétés probabilistes peuvent être obtenues à

partir des deux premiers moments, s�ils existent, donc pour avoir la stationnarité il

su¢ t que les deux premiers moments soient indépendants du temps, d�où la dé�nition

1.1.2 Stationnarité au second ordre

Dé�nition 1.1.2 Un processus aléatoire (Xt; t 2 Z) à valeurs réelles et de domaine

d�évolution Z est dit stationnaire au second ordre (faiblement stationnaire, station-

naire en covariance), si

i) La fonction variance �2(t) = V ar(Xt) < 1 existe pour tout t dans le domaine

d�évolution Z (et donc nécessairement la fonction moyenne �(t) = E(Xt) existe

et E (X2
t ) <1).

ii) La fonction moyenne �(t) = � est constante sur le domaine d�évolution et la

fonction d�auto-covariance 
(t; t + h) = Cov(Xt; Xt+h) = E[(Xt � �)(Xt+h �

�)] = 
h dépend seulement de h, di¤érence entre les instants d�observations,

ce qui entraine que la fonction variance �2(t) est constante dans le domaine

d�évolution Z.

Remarque 1.1.1 Il est clair que la stationnarité stricte implique la stationnarité

au second ordre,lorsque les deux premiers moments existent, le contraire est faux,

sauf dans le cas gaussien où elles sont équivalentes.
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1.2 Ergodicité

L�ergodicité exprime le fait que le processus peut prendre n�importe quelle valeur

dans l�espace des états indépendamment de sa valeur initiale, et qu�il ne peut s�isoler

dans un sous ensemble strictement inclus dans l�espace des états, c�est donc une

propriété d�irréductibilité mais associée à des processus stationnaires. Cette propriété

est très importante pour l�établissement du théorème ergodique.

Le théorème ergodique représente une généralisation de la loi des grands nombres

au cas des processus non i.i.d. (indépendants identiquement distribués) mais sta-

tionnaires. Ce théorème stipule que sous certaines conditions, la moyenne empirique

d�une fonction du processus converge vers une certaine v:a. Lorsque le processus est

ergodique cette v:a:, si elle existe ce n�est autre que la variable dégénérée représen-

tant la moyenne commune à tous les membres.

Avant de dé�nir formellement la notion d�ergodicité, nous avons besoin du concept

d�invariance d�un espace par rapport à une transformation

Dé�nition 1.2.1 Soit RZ l�espace de toutes les séquences (Xt; t 2 Z) de nombres

réels.

i) L�application T : RZ! RZ est dite opérateur de translation si

T (:::; X0; X1; X2; :::) = (:::; X1; X2; X3::::).

ii) Un sous ensemble A � RZ est dit T -invariant si T A = A.

Il existe deux types d�ergodicité, ergodicité faible et ergodicité forte.

Dé�nition 1.2.2 (Ergodicité forte) Un processus stochastique stationnaire

(Xt; t 2 Z) est dit ergodique si P ((X0; X1; :::) 2 A) = 0 ou 1 pour chaque ensemble

A T -invariant.

Autrement dit, le seul sous espace invariant par la translation T à quelques

ensembles de mesures nulles près est l�ensemble Rd lui-même, ce qui exprime une

certaine irréductibilité.
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Lorsque le processus aléatoire (Xt; t 2 Z) est strictement stationnaire, la suite

dé�nie par 1
n

nP
t=1

Yt converge vers une v:a:, mais lorsque le processus (Xt; t 2 Z) est

ergodique, une telle variable n�est rien d�autres que la moyenne (une constante).

D�où le théorème ergodique suivant :

Théorème 1.2.1 (Karlin et Taylor, 1975) Soit (Xt) un processus ergodique stric-

tement stationnaire de moyenne � �nie. Alors

P ( lim
n!1

1

n

nX
k=1

Xk = �) = 1:

Dé�nition 1.2.3 (Ergodicité faible) Soit (Xt; t 2 Z) un processus stationnaire

au sens faible, tel que E(Xt) = � < 1 et �2 < 1 pour tout t dans Z.

Soit Xn =
1
n

nP
k=1

Xk la moyenne temporelle. Si X t converge en probabilité vers �

quand n!1, alors fXtg est ergodique pour la moyenne.

Théorème 1.2.2 (Karlin et Taylor, 1975) Soit (Xt) un processus stationnaire

au second ordre et soit Xn =
1
n

nP
k=1

Xk la moyenne empirique. Alors il existe une

v:a: X qui est la limite quadratique de la moyenne Xn

lim
n!1



Xn �X


 = lim

n!1

h
E
�
Xn �X

�2i1=2
= 0:

Théorème 1.2.3 (Karlin et Taylor, 1975) Soit (Xt; t = 0; 1; 2; :::) un processus

strictement stationnaire avec une moyenne �nie � = E(Xt) et soit Xn =
1
n

nP
k=1

Xk la

moyenne empirique. Alors la suit
�
Xn

	
converge vers une v.a X avec une probabilité

égale à 1,

P ( lim
n!1

Xn = X) = 1:
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2 Aperçu sur quelques modèles de séries chrono-

logiques

La spéci�cité de l�analyse d�une série chronologique, qui la distingue d�autres ana-

lyses statistiques, est préciséement dans l�importance accordée à l�ordre dans lequel

sont e¤ectuées les observations. Les méthodes statistiques classiques demandent sou-

vent que les variables étudiées soient stochastiquement indépendantes et observées

plusieurs fois. En séries chronologiques la dépendance temporelle entre les variables

constitue la source principale d�information.

Nous allons introduire quelques modèles de séries chronologiques (dé�nition et

conditions de stationnarité) dont nous avons besoin dans la partie application.

2.1 Processus autorégressif d�ordre p

Dé�nition 2.1.1 On dit que fXt; t 2 Zg est un processus autorégressif d�ordre

p � 1 s�il obéit à l�équation aux di¤érences stochastique :

Xt = "t + �0 +

pX
k=1

�kXt�k; t 2 Z: (2.1)

où f"tg est un bruit blanc, �0 et les �k sont des réels pour k = 1; p

Un bruit blanc1 fort est un processus i.i.d. de moyenne zéro et de variance égale

à une constante �2 :

"t �= BB
�
0; �2

�
: (2.2)

La série chronologique fXtg est générée d�un modèle appelé processus AR (p).

Le modèle (2:1) spéci�e explicitement la relation entre la valeur actuelle et ses va-

leurs passées. Comme nous le voyons, c�est un modèle linéaire, mais il se peut que

nous rencontrions des modèles autorégressifs non linéaires qui restent des cas parti-

1dit aussi processus d�innovation, la partie non prédictible de Xt à partir de Xt�1; Xt�2; :::
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culiers, mais par convention le modèle autorégressif se réfère toujours aux modèles

autorégressifs linéaires de la forme (2:1) sauf si le contraire est indiqué.

On note L l�opérateur de retard, i.e., pour un processus Xt quelconque on a

LXt = Xt�1 et plus généralement LiXt = Xt�i pour tout i 2 N.

Le polynôme caractéristique associé à AR(p) est dé�ni par :

A (L) = 1� �1L� :::� �pL
p:

Proposition 2.1.1 Le processus AR(p) est stationnaire au second ordre si et seule-

ment si toutes les racines du polynôme caractéristique sont de module strictement

supérieur à l�unité.

2.2 Processus moyenne mobile d�ordre q

On dit que fXt; t 2 Zg est un processus moyenne mobile d�ordre q (q � 1), noté

MA(q) s�il est solution de l�équation récurrences stochastique suivante :

Xt = �0 +

qX
k=1

�k"t�k; t 2 Z: (2.3)

Xt est exprimé en fonction du présent et du passé du processus d�innovation "t.

Un processusMA(q) est toujours faiblement stationnaire, car les moments d�ordre

1 et 2 ne dépendent pas de t et la covariance ne dépend que de l�écart entre les ins-

tants considérés.

2.3 Processus ARCH/GARCH

Parmis les faits stylisés des série �nancières rencontrés dans le domaine écono-

métrique et �nancier, la volatilité instantanée2, cette volatilité tend a se regrouper

(clustering volatility) i.e., les fortes (faibles) variabilités sont fréquemment suivies

2Changement instantané du rendement d�un actif �nancier.
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par des fortes (faibles) variabilités. Les modèles linéaires des séries chronologiques à

savoir AR, MA, ARMA,...ne peuvent capturer ce phénomène, d�où la necessité de

développer de nouveaux modèles où d�enrichir ceux existants. Engle (1982) propose

une nouvelle classe de modèles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques

(ARCH) apte à capter ce phénomène. Le modèle est formé de deux équations. La

première met en relation le phénomène et certaines variables qui l�expliquent et la

seconde modélise la variance conditionnelle des résidus.

Le modèle autorégressif conditionnellement hétéroscédastique ARCH(q) est dé-

�ni par

Xt = �t"t; (2.4)

�2t = �0 +

qX
i=1

�iX
2
t�i:

où f"tg �= iid (0; 1), �0 > 0, �i � 0, i = 1; :::q.

L�introduction d�un grand nombre de retards q dans l�équation de la variance

conditionnelle du modèle ARCH(q) est nécessaire pour mieux représenter certaines

séries monétaires et �nancières caractérisées par la longue mémoire de la volatilité.

Ceci peut poser des problèmes d�estimation. D�où, l�extension importante au modèle

autorégressif conditionnellement hétéroscédastique généralisé (GARCH), suggérée

par Bollerslev (1986). Cette approche exige moins de paramètres à estimer que la

formulation ARCH(q) pour modéliser les phénomènes de persistance des chocs. La

variance conditionnelle de la variable étudiée est déterminée par le carré des q termes

passés du processus considéré et des p variances conditionnelles retardées.

Le modèle autorégressif conditionnellement hétéroscédastique généralisé

GARCH(p; q), est dé�ni comme suit

Xt = �t"t; (2.5)

�2t = �0 +

qX
i=1

�iX
2
t�i +

pX
j=1

�j�
2
t�j:

9
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où �0 > 0, �i � 0, i = 1; :::q, �j � 0, j = 1; :::; p sont les coe¢ cients du modèle et

f"tg est un processus i.i.d. Si les �j sont nuls, nous aurons un modèle ARCH(q).

Le modèle GARCH(p; q) a une solution stationnaire au second-ordre, non anti-

cipative si et seulement si
Pq

i=1 �i +
Pp

j=1 �j < 1 (condition pour que la variance

marginale soit constante) (Bollerslev, 1986).

Représentons Xt sous une forme matricielle

zt = bt + Atzt�1: (2.6)

où zt =
�
X2
t ; X

2
t�1; :::; X

2
t�q+1; �

2
t ; :::; �

2
t�p+1

�0
2 Rq+p,

bt = (�0�
2
t ; 0; 0; :::; �0; 0; :::; 0)

0
2 Rq+p;

At =

0BBBBBBB@

�1"
2
t ::: �q"

2
t �1"

2
t ::: �p"

2
t

I(q�1)�(q�1) 0q�1 0(q�1)�p

�1 ::: �q �1 ::: �p

0(p�1)�q I(p�1)�(p�1) 0p�1

1CCCCCCCA
:

où, pour toute suite de matrices aléatoires A = (At), strictement stationnaire et

ergodique, telle que E log+ kAtk <1 on dé�nit


(A) = inf
t2N

1

t
E(log kAtAt�1:::A1k); (2.7)

= lim
t!1

1

t
log kAtAt�1:::A1k p:s:

Théorème 2.3.1 (Bougerol & Picard, 1992) Le modèle GARCH (p; q) a une

(unique) solution strictement stationnaire non anticipative si et seulement si


(A) < 0:

où 
(A) est le plus grand exposant de Lyapounov
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Remarque 2.3.1 La condition de stationnarité au second ordre du modèle ARCH

est
Pq

i=1 �i < 1. Pour la stationnarité stricte on applique le théorème 2:3:1 tel que

At =

0B@ �1"
2
t ::: �q"

2
t

I(q�1)�(q�1) 0q�1

1CA
2.4 Processus autorégressif à seuils

Le modèle autorégressif à seuils (threshold) TAR (1) introduit par H. Tong (1978)

présume di¤érentes formes linéaires dans les di¤érentes régions de l�espace d�état.

La division de l�espace d�état est généralement imposée par une variable seuil, par

exemple, Xt�d, pour d � 1. Le modèle est de la forme

Xt =
kX
i=1

bi;0 + bi;1Xt�1 + :::+ bi;piXt�pi + �i"t; Xt�d 2 
i: (2.8)

où p1; :::; pk sont des entiers positifs inconnus, �i > 0 et bij sont des parametres

inconnus. f
ig forme une partition de la ligne droite ] �1;+1[ dans le sens que
kS
i=1


i =]�1;+1[ et 
i \
j = ; si i 6= j, et f"tg �= i:i:d:(0; �2): Le modèle à seuil

le plus simple est à deux régimes (i.e., k = 2), le modèle TAR à deux régimes est

tel que 
1 = fXt�d � �g où le seuil � est connu. A titre d�illustration, le modèle

TAR (2) à deux régimes

Xt =

8><>: 0:62 + 1:25Xt�1 � 0:43Xt�2 + "t; Xt�2 � 3:25;

2:25 + 1:52Xt�1 � 1:24Xt�2 + "
0
t; Xt�2 > 3:25:

où "t �= N (0; 0:22) et "t �= N (0; 0:252)

Ce modèle résulte de l�ajustement de la série de données sur le nombre de lynx

canadiens pris au piège, (Tong ; 1990).

Le modèle TAR admet une solution strictement stationnaire si

a) �1 = �2 = ::: = �p b) max
1�i�k

pP
j=1

���b(i)j ��� < 1 ou
pP
j=1

max
1�i�k

���b(i)j ��� � 1 avec p = max
1�i�k

pi
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(J. Fan and Q. Yao, 2003). Notons que ces conditions sont su¢ santes et non néces-

saires.

2.5 Processus GARCH à seuils

Introduit par Zakoian (1994), il est capable de capturer l�asymétrie en spéci-

�ant la variance conditionnelle en fonction des composantes positive et négative des

innovations passées.

Notons

"+t = max("t; 0); "�t = min("t; 0)

ces composantes, en remarquant que "t = "+t + "�t . La classe suivante introduit un

e¤et de seuil dans la volatilité.

Soit f�tg une suite de variables i.i.d. telles que E(�t) = 0 et V ar(�t) = 1. On

dit que f"tg est un processus GARCH à seuil (Threshold GARCH(p; q)) s�il véri�e

une équation de la forme

"t = �t�t;

�t = �0 +

qX
i=1

�i;+"
+
t�i � �i;�"

�
t�i +

pX
j=1

�j�t�j: (2.9)

où �0, �i;+ , �i;� et �j sont des réels tels que �0 > 0, �i;+ � 0, �i;� � 0, �j � 0.

La variable �t est toujours strictement positive et s�interprète comme l�écart type

conditionnel de "t. Dans tous les cas, l�écart-type conditionnel de "t est j�tj, il n�est

pas nécessaire d�imposer la positivité de �t (par opposition aux GARCH classiques

fondés sur la modélisation de �2t ).

Il s�agit d�un modèle à seuil où la dynamique de l�écart-type conditionnel dif-

fère selon le signe des termes d�erreur. L�équation de l�écart-type conditionnel de

TGARCH(p; q) est une fonction linéaire par morceaux selon le signe du choc et

l�écart-type conditionnel de la période précédente. Par ailleurs, dans le modèle

TGARCH, il est possible d�observer une discontinuité de la dérivée de la variance
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conditionnelle par rapport aux perturbations au voisinage de zéro de telle sorte que

les problèmes d�estimation sont plus complexes (S. Avouyi-Dovi et E. Jondeau, 1999)

Ecrivant le modèle sous sa forme vectorielle

zt = bt + Atzt�1:

où zt =
�
"+t ;�"�t ; :::; "+t�q+1;�"�t�q+1; �t; :::; �t�p+1

�0
2 Rp+2q,

bt = bt (�t) =
�
�0�

+
t ; �0�

�
t ; 0; :::; �0; 0; :::; 0

�0
2 Rp+2q;

et soit

At =

0BBBBBBBBBB@

�+t �1:q�1 �q;+�
+
t �q;��

+
t �+t �1:p�1 �p�

+
t

���t �1:q�1 ��q;+��t ��q;��+t ���t �1:p�1 ��p��t

I2q�2 02q�2 02q�2 02q�2�p�1 02q�2

�1:q�1 �q;+ �q;� �1:p�1 �p

0p�1�2q�2 0p�1 0p�1 Ip�1 0p�1

1CCCCCCCCCCA
(2.10)

La matrice est de dimension (p+ 2q)�(p+ 2q), �1:q�1 = (�1;+; �1;�; :::; �q;+; �q;�) 2

R2q�2 et �1:p�1 =
�
�1; :::; �p

�
2 Rp�1.

Le résultat suivant est analogue à celui obtenu pour la stationnarité stricte des

GARCH(p; q).

Théorème 2.5.1 (Zakoïan, 1994) Une condition nécessaire et su¢ sante d�exis-

tence d�un processus TGARCH(p; q) strictement stationnaire, solution non antici-

pative du modèle (2:9) est que 
 < 0, où 
 est le plus grand exposant de Lyapounov de

la suite fAt; t 2 Zg dé�nie par (2:10). Cette solution stationnaire non anticipative,

lorsque 
 < 0, est unique et ergodique.
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2.6 Processus bilinéaire

Les modèles bilinéaires ont été introduits en 1978 par Granger et Andersen, de

façon à généraliser les modèles ARMA,

Xt = �0 +

pX
i=1

aiXt�i +

qX
i=0

bi"t�i +

PX
i=1

QX
j=0

ci;jXt�i�j"t�i; t 2 Z: (2.11)

où f"tg est une suite de v:a i.i.d., les paramètres �0, ai, bj, ci;j sont des réels.

Pour introduire la stationnarité stricte, nous avons besoin d�une représentation

markovienne de (2:11) Par une simple extension de Pham (1985) le modèle bilinéaire

peut être écrit sous la forme suivante

Xt = Y1;t�1 + b0"t; (2.12)

Yt = AtYt�1 +Bt:

où Yt =
�
Y1;t; :::; YQ;t

�0
et Yi;t = (ai + ci;0"t)Y1;t�1 + Yi+1;t�1 +

PP
j=1 ci;j"tYQ+j;t�1 +

f(aib0 + bi)"t + b0ci;0"
2
tg, YQ+i;t = Xt+1�i pour i = 1; :::; P .

At = A0 + A1"t et Bt = B0 + B1"t + B2"
2
t , Ai 2 Rn�n, i = 1; 2, Bi 2 Rn,

i = 0; 1; 2 et n = max fp; P + q; P +Qg. Avec Q = max fq;Qg et P = n � Q =

max
�
p�Q;P

	
, on peut partitionner les deux matrices comme suit

At =

0B@ At;11 At;12

At;21 At;22

1CA ; Bt =

0B@ Bt;1

Bt;2

1CA ;

où

At;11 =

0BBBBBBB@

a1 + c1;0"t
... IQ�1

aQ�1 + cQ�1;0"t

aQ + cQ;0"t 0:::0

1CCCCCCCA
; At;12 =

0BBBBBBB@

c1;1"t ::: c1;P "t
...

...

cQ�1;1"t cQ�1;P "t

aQ + cQ;1"t aQ+P + cQ;P "t

1CCCCCCCA

14
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At;21 =

0BBBBBBB@

1 0 � � � 0

0 0 ::: 0

...
...

. . .
...

0 0 � � � 0

1CCCCCCCA
; At;22 =

0BBBB@
0 0

IP�1
...

0

1CCCCA

Bt;1 =

0BBBBBBB@

(a1b0 + b1) "t + b0c1;0"
2
t

...�
aQ�1b0 + bQ�1

�
"2t + b0cQ�1;0"

2
t

a0 +
�
aQb0 + bQ

�
"2t + b0cQ;0"

2
t

1CCCCCCCA
; Bt;2 =

0BBBBBBB@

b0"
2
t

0

...

0

1CCCCCCCA
:

Ici dans ce qui suit nous posons : ai, bi et ci égaux à zéro quand l�indice i est

supérieur à p; q et Q respectivement et/ou j supérieur à P . Dé�nissons la norme

d�une matrice A comme kAkop = supx 6=0
kAxk
kxk et l�exposant de Lyapounov


 = lim
n!1

E
h
log
�
kAn:::A1kop

�
=n
i
p:s
= lim

n!1
log
�
kAn:::A1kop

�
=n

où E
h
log+

�
kA0kop

�i
<1, log+ x = max (log x; 0) :

Hypothèse 2.6.1 f"tg est un processus i.i.d. de distribution non dégénéré, et

E log+ ("2t ) <1:

Théorème 2.6.2 Supposons que l�hypothèse (2:6:1) est véri�ée. Alors 
 < 0 est une

condition su¢ sante pour (2:11) d�avoir une solution unique, strictement stationnaire

et ergodique donnée par

X�
t = Y �

1;t�1 + b0"t; (2.13)

Y �
t = Bt +

1X
i=1

At:::At�iBt�i:

Pour toute valeur initiale Y0, le processus Yt
p:s! Y �

t quand t!1 de telle sorte que

Xt
p:s! X�

t . Si en outre le modèle est irréductible 
 < 0 est une condition nécessaire

pour la stricte stationnarité.
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3 Processus empiriques

La théorie des processus empiriques joue un rôle important en statistique puis-

qu�elle concerne l�ensemble des résultats limites généraux se rapportant aux échan-

tillons aléatoires. Ces modèles mathématiques, ayant fait l�objet de recherches appro-

fondies depuis l�origine de la statistique moderne, mentionnons, parmi d�autres, les

résultats liées aux théorèmes de Glivenko-Cantelli (1933), aux théorèmes de Dons-

ker (1951), aux lois du logarithme itéré (Chung (1949)), ou encore aux lois limites

fonctionnelles, globales ou locales, (Finkelstein (1971), Deheuvels (1992, 2000), De-

heuvels et Mason (1992)). Stute (1982a, 1982b, 1986a, 1986b) est l�un des premiers

statisticiens à faire un usage systématique de méthodes issues de la théorie des

processus empiriques dans l�étude des propriétés asymptotiques d�estimateurs fonc-

tionnels non paramétriques. Ses travaux ont concerné principalement les estimateurs

à noyau. Depuis, de nombreux auteurs, parmi lesquels nous citerons Einmahl et Ma-

son (2000; 2005), Deheuvels et Mason (2004), ont introduit des techniques nouvelles

pour aborder ces problèmes, comme celles requérant l�usage de lois limites fonction-

nelles, ou encore, mettant en �uvre des variantes locales de la théorie des processus

empiriques indexés par des ensembles ou par des fonctions. Dans cette perspec-

tive, les idées de Vapnik et Cervonenkis (1971, 1981), Vapnik (1982) ont conduit à

des innovations majeures. Ces travaux ont permis d�établir de nouvelles propriétés

des estimateurs fonctionnels classiques (concernant, par exemple, l�estimation de la

densité ou de la régression).

3.1 Dé�nitions et résultats de base

Un processus empirique est un processus aléatoire basé sur un échantillon aléa-

toire. Par exemple, considérons un échantillon de v:a i.i.d. X1; :::; Xn de fonction de
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distribution empirique donnée par

Fn (x) = n�1
nX
i=1

1[Xi�x];

où x 2 T = R.

Plus généralement, nous pouvons considérer l�échantillon aléatoire X1; :::; Xn de

tirages indépendants à partir d�une mesure de probabilité P sur un espace d�échan-

tillonnage arbitraire X . Nous dé�nissons la mesure empirique par

Pn = n�1
nX
i=1

�Xi ;

où �x est la mesure de Dirac au point x,

�x (A) =

8><>: 1 si x 2 A

0 sinon

pour tout ensemble mesurable A.

Le processus empirique correspondant à la fonction de répartition empirique Fn

est Wn = n1=2(Fn � F ). La distribution empirique est l�estimateur naturel de F

sous-jacente si celle-ci est complètement inconnue. Car nFn (x) est distribuée selon

une binomiale de moyenne nF (x), cet estimateur est sans biais.

Pour tout x 2 R, il ressort de la loi des grands nombres que

Fn(x)
p:s!
n!1

F (x):

De plus, le théorème central limite garantit que

n1=2(Fn(x)� F (x))
L!

n!1
N (0; F (x)(1� F (x))):

Deux résultats de base concernant les termes Fn et n1=2(Fn(x) � F (x)) sont le
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théorème de Glivenko-Cantelli et le théorème de Donsker. Le premier théorème étant

la loi des grands nombres et il donne la convergence uniforme presque sûre.

Théorème 3.1.1 (Glivenko-Cantelli, 1933) SoitX1; X2::: une suite de v:a: réelles

i.i.d. dé�nies sur l�espace de probabilité (
;F ;P); de fonction de répartition F . Alors

kFn � Fk1 = sup
x2R
jFn(x)� F (x)j p:s!

n!1
0:

Le théorème de Donsker donne la convergence en loi du processus empirique

n1=2(Fn(x)� F (x)) vers un processus gaussien.

Théorème 3.1.2 (Donsker, 1951) Soit X1; X2::: des v:a: réelles i.i.d. dé�nies sur

l�espace de probabilité (
;F ;P); de fonction de répartition F . Alors, la suite des

processus empiriques n1=2(Fn(x) � F (x)) convergent en loi sur l�espace D [�1;1]

des fonctions càdlàg (continues à droite, limite à gauche) vers un processus gaussien

GF de moyenne zéro et de covariance donnée par

Cov (GF (s) ;GF (t)) = F (s ^ t)� F (s)F (t) 8s; t 2 R

où s ^ t est le minimum entre s et t.

Le processus GF est un processus F�pont Brownien, et est un pont Brownien

standard (ou uniforme) si F est la distribution uniforme sur [0; 1]. Il y a des généra-

lisations pour les théorèmes 3:1:1 et 3:1:2 pour un ensemble de fonctions mesurables

qui permettent d�obtenir la classe de fonctions de Glivenko-Cantelli et de Donsker.

Les deux classes interviennent dans l�étude des processus indexés par un ensemble de

fonctions, (pour plus de détails voir van der Vaart et Wellner, 1996, van der Vaart,

1998).
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3.2 Processus indexé par des fonctions

Soit X1; :::; Xn un échantillon aléatoires de fonction de répartition F , sur un

espace mesurable (�; "). Pour une fonction f réelle mesurable dé�nie sur (�; "),

écrivons

Fnf =
1

n

nX
i=1

f (Xi) ; Ff =

Z
fdF:

Alors fFnf : f 2 Ag est la mesure empirique indexé par A, alors que fGnf : f 2 Ag

est un processus empirique indexé par A, où

Gnf = n1=2(Fn � F )f = n1=2
1

n

 
nX
i=1

f(Xi)� Ff

!

Si f 2 L1(F ), donc Ff =
R
fdF <1, alors de la loi des grands nombres, on déduit

que

Fn(f)
p:s!
n!1

F (f): (3.1)

Supposons que A est un ensemble de fonctions réelles f : �! R. Si nous avons

la convergence comme dans (3:1) ; uniformément pour toute f 2 A

kFnf � FfkA = sup
f2A
jFnf � Ff j p:s�!

n!1
0;

3alors la classe A �L1(F ) est dite F�Glivenko-Cantelli.

Remarque 3.2.1 La distance aléatoire kFn � FkA n�est pas forcément mesurable,

d�où l�utilisation, pour contourner cette di¢ culté, de la convergence p:s�. A est aussi

dite F�Glivenko-Cantelli faible lorsque la convergence a lieu en probabilité.

Si f 2 L2(F ), donc Ff 2 =
R
f 2dF < 1, alors en utilisant le théorème central

3On dit que Xn converges outer presque sûrement vers X s�il existe une suite Mn de variables
aléatoires mesurables avec d(Xn; X) �Mn 8 n 2 N et avec Pf lim

n!1
sup Mn= 0g = 1, et on note

Xn
a:s�! X. Bien que ce mode de convergence soit un peu di¤érent de celui standard, il est identique

lorsque tous les quantités concernées sont mesurables. Les propriétés du mode standard sont aussi
généralement conservés dans ce nouveau mode.
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limite, on obtient

n1=2(Fnf � Ff)
L!

n!1
N
�
0; F (f � Ff)2)

�
: (3.2)

Supposons que A est un ensemble de fonctions réelles f : �! R. Si nous avons

la convergence comme dans (3:2), uniformément pour toute f 2 A alors

n1=2(Fn � F )(f) =) G(f) dans `1 (A)

4et G est un processus pont Brownien de moyenne zéro de fonction covariance

Cov(G(f);G(g)) = Ffg � FfFg:

Alors A est dite classe de Donsker.

`1 (A) est l�espace dé�ni comme l�ensemble de toutes les fonctions réelles unifor-

mément bornées sur A i.e., de toutes les fonctions z : A !R tel que

kzkA = supf2Ajz (f) j <1:

4Pour des éléments aléatoires Xn, n � 0 sur (M;MB
� ) , on dit que Xn converge faiblement vres

X0 ou Pn (mesure de probabilite induite dans (M;MB
� ) par Xn ) converge faiblement vers P0 à

condition
R
�
fdPn = Ef (Xn)! Ef(X0) =

R
�
fdP0 quand n!1 pour toute fonction réelles sur

M , bornée, �-uniformément continue et �-mesurable, notée

Xn ) X0 sur (�; "; �) quand n!1
ou Pn ) P0 sur (�; "; �) quand n!1
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4 Distribution de la statistique de Cramèr-von

Mises

Le but est de trouver la distribution de la statistique de Cramèr-von Mises

W 2
n =

Z +1

�1
n [Fn (x)� F (x)]2 dF (x)

=

Z +1

�1
U2n(F (x))dF (x)

=

Z 1

0

U2n(t)dt:

Tout comme une matrice de covariance � qui peut être représentée comme

� =
Pn

j=1 �j
j

0
j où les �j sont les valeurs propres et 
j les vecteurs propres ortho-

normés de �, de même la fonction covariance K de plusieurs processus peut être

représentée comme

K(s; t) =
1X
j=1

�jfj (s) fj (t) (4.1)

Pour des fonction fj orthonormées par rapport à la métrique de L2. Soient Z�1 , Z
�
2 ; :::

des v:a i.i.d. N (0; 1). Comme
Pn

j=1

p
�jZ

�
j 
j est une v:a: N (0;�), de même pour

le processus X dé�ni par

X (t) =
1X
j=1

p
�jZ

�
j fj (t) (4.2)

est un processus normal de fonction moyenne nulle et de fonction de covariance K.

En intégrant (4:2), nous voyons que

Z 1

0

X2(t)dt =
1X
j=1

�jZ
�2
j (4.3)

est distribué comme une somme in�nie de v:a: indépendantes de khi deux pondérées.
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4.1 Motivation de la décomposition en composantes princi-

pales

4.1.1 Enoncé du problème

Sous l�hypothèse nulle d�indépendance, la statistique de Cramèr-von Mises se

réduit à la forme

Wn
2 =

Z 1

0

[Un(t)]
2dt

L!
n!1

W 2 =

Z 1

0

[U(t)]2dt (4.4)

Soit Y un vecteur m� 1 dont la i�eme compossante est U (i=(m+ 1)) =
p
m. Alors

Y
0
Y

p:s! W 2 quand n!1. Dans la prochaine section nous décomposons un vecteur

aléatoire Y arbitraire de loi (0;�) en composantes principales et puis nous expri-

mons Y
0
Y en terme de ses composantes principales. Aprés cela, nous donnons un

traitemeent heuristique (qui va être traité rigouresement) pour une telle décompo-

sition du processus X en composantes principales sur [0; 1], et ensuite on exprimeR 1
0
X2 (t) dt en terme de ses composantes principales.

4.1.2 Décompositions en composantes principales des vecteurs aléatoires

Soit le vecteur aléatoire n� 1

Y �= (0;�) (4.5)

Nous savons par le théorème des axes principaux ou théorème spectral (in Lay 2003,

p 458) qu�il existe une matrice orthogonale � (de lignes 

0
1; :::; 


0
n qui forment une

base orthonormée pour l�espace de dimension n) pour la quelle

Z = �Y �= (0;�) (4.6)

22



Chapitre 1 Outils théoriques

avec � = ���
0
, une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont �1 � �2 �

::: � �n qui sont toutes � 0 (> 0 pour � non singulière). Les coordonnées

Zj = 

0

jY =



j; Y

�
pour 1 � j � n (4.7)

sont les composante principales de Y , notons que les �j et les 
j sont obtenus comme

des solutions de l�équation



0
� = �


0
(4.8)

Nous avons

� = �
0
�� =

nX
j=1

�j

h

j


0

j

i
(4.9)

Notons que
�

j


0
j

�
y = 
j

�


0
jy
�
=


y; 


0
j

�

j est la projection de y sur le vecteur

unité dans la direction de 
j, ainsi chacune des matrices

h

j


0

j

i
dé�ni la projection sur 
j: (4.10)

Aussi

Y =
nX
j=1



Y; 
j

�

j =

nX
j=1

Zj
j (4.11)

=
nX
j=1

p
�jZ

�
j 
j (4.12)

où Z�j = Zj=
p
�j des v:a: (0; 1) non corrélées.

Présentons Y en termes des composantes principales Zj en (4:11) et en termes

des composantes principales normalisées Z�j en (4:12). De (4:11) ou de (4:6), nous

avons

Y
0
Y =

nX
j=1




j; Y

�2
=

nX
j=1

Z2j =

nX
j=1

�jZ
�2
j (4.13)
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Finalement, notons que

Z�1 ; :::; Z
�
n sont indépendantes N (0; 1) si Y �= N (0;�) : (4.14)

Dans ce cas, Y
0
Y est distribué comme une somme pondérée des khi deux indépen-

dantes, où les poids sont les valeurs propres de la matrice covariance � et les Z�j

sont les projections de Y sur le vecteur propre associé.

4.1.3 Décomposition (heuristique) en composantes principales d�un pro-

cessus

Les processus présentant une propriété de régularité ont des trajectoires complè-

tement spéci�ées si on connait les trajectoires en tout point d�un ensemble dénom-

brable dense. C�est ainsi qu�un nombre dénombrable de variables devrait être su¢ -

sant pour dé�nir un processus comme le pont Brownien. Il semble raisonnable que

la décomposition harmonique d�un processus de moyenne nulle fX (t) ; 0 � t � 1g

pourrait prendre la forme

X =
1X
j=1

Zjfj (4.15)

où les Zj sont des v:a: non Corrélées de moyenne zéro et les fj sont des fonctions

orthonormées sur [0; 1]. Nous utilisons la notation

hg1; g2i =
Z 1

0

g1 (t) g2 (t) dt (4.16)

et

j[g]j = hg; gi1=2 =
�Z 1

0

g2 (t) dt

�1=2
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si la représentation de (4:15) est vraie, des calculs purement formels suggèrent

hX; fki =

* 1X
j=1

Zjfj; fk

+
(4.17)

=

1X
j=1

Zj hfj; fki = Zk (4.18)

et aussi

K (s; t) = cov [X (s) ;X (t)] = E

" 1X
j=1

Zjfj (s)

1X
k=1

Zkfk (t)

#

=
1X
j=1

1X
k=1

cov (Zj; Zk) fj (s) fk (t)

=
1X
j=1

var (Zj) fj (s) fj (t)

=
1X
j=1

�jfj (s) fj (t) (4.19)

où �j = var (Zj) et cov (Zj; Zk) = 0 si j 6= k. L�equation (4:19) suggère comment

les fj peuvent être déterminées, nous avons

Z 1

0

fk (s)K (s; t) ds =

Z 1

0

fk (s)
1X
j=1

�jfj (s) fj (t) ds

=

1X
j=1

�jfj (t) hfk; fji

= �kfk (t)

Nous cherchons donc toutes les solutions (valeurs propres � et fonctions propres f)

de l�équation intégrale

Z 1

0

f (s)K (s; t) ds = �f (t) 0 � t � 1 (4.20)
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Notons que (4:19) porte en elle l�implication que

cov (Zj; Zk) = E
�Z 1

0

X (s) fj (s) ds
Z 1

0

X (t) fk (t) dt
�

=

Z 1

0

�Z 1

0

fj (s)K (s; t) ds

�
fk (t) dt

=

Z 1

0

�jfj (t) fk (t) dt

= �j�jk

où �jk est le symbole de Kronecker.

Les variables de (4:17) sont les composantes principales empiriques de X, et (4:15)

est dite la décomposition en composantes principales de X. Soit Z�j = Zj=
p
�j les

composantes principales normalisées, comme Z�j �= N (0; 1), notons que l�équation

(4:15) peut être exprimée comme

X =
1X
j=1

p
�jZ

�
j fj (4.21)

Finalement de (4:21) nous avons

Z 1

0

X2 (t) dt =
1X
j=1

�jZ
�2
j (4.22)

pour Z�j non corrélées (0; 1).

Ainsi,
R 1
0
X2 (t) dt est distribuée comme une somme in�nie des khi deux indépen-

dantes pondérées (4:4), dans le cas où X est un processus gaussien, les poids sont

les valeurs propres du noyau de covariance et Zj sont les projections de X sur les

fonctions propres associées.
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4.2 Décomposition orthogonale des processus

4.2.1 Résultats fondamentaux sur les noyaux

Soit L2 l�ensemble de toutes les fonctions réelles mesurables g sur [0; 1] ayantR 1
0
g2 (t) dt < 1 ; ici dt est la mesure de Lebesgue. Soit hg1; g2i =

R 1
0
g1 (t) g2 (t) dt

le produit scalaire sur L2, et soit j[g]j = hg; gi1=2 =
hR 1
0
g2 (t) dt

i1=2
la norme usuelle

sur L2. Rappelons que L2 est un espace linéaire normé complet ou espace de Hilbert.

Un noyau désigne une fonction non nulle, symétrique5 et de carré intégrable K (s; t)

dé�nie pour 0 � s; t � 1 i.e.,

K 6= 0, K (s; t) = K (t; s) et
Z 1

0

Z 1

0

K2 (s; t) dsdt <1: (4.23)

Le noyau est dit dé�ni positif si

Z 1

0

Z 1

0

g (s)K (s; t) g (t) dsdt > 0 (4.24)

pour toute g 2 L2 avec g 6= 0 ; et est semi dé�ni positif si (4:24) � 0:

Si pour un nombre réel � il existe une fonction f dans L2 tel que

Z 1

0

f (s)K (s; t) ds = �f (t) (4.25)

alors � est la valeur propre du noyau K et f est la fonction propre associée.

4.2.2 Propriétés des noyaux

Les points suivants donnent quelques propriétés importantes des noyaux symé-

triques.

1. Les valeurs propres du noyau sont au plus dénombrables.

2. Les fonctions propres correspondantes à des valeurs propres distinctes sont

5C�est la symétrie considérée tout au long de ce mémoire e.i., la fonction est invariante en
permutant ses arguments, K (s; t) = K(t; s).
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orthogonales (i.e.,hf1; f2i = 0 pour les fonctions propres associées aux valeurs

propres �1 6= �2)

3. Correspondant à une valeur propre non nulle, il y a au plus un nombre �ni

de fonctions linéairement indépendantes associées ; ce nombre est appelé la

multiplicité de la valeur propre.

4. Si �1; �2; ::: des valeurs propres non nulles, chacune apparaissant autant de

fois que sa multiplicité, alors les fonctions propres correspondantes f1; f2; :::

devraient être orthonormées (i.e., hfi; fji = 0 et j[fi]j = 1 8i; j)

5. Nous avons nécessairement
P

i �
2
i �

R 1
0

R 1
0
K2 (s; t) dsdt ce qui implique que,

s�il y a un nombre in�ni de valeurs propres �j, alors �j ! 0 quand j !1.

6. La plus grande valeur propre � non nulle en valeur absolue satisfait

j�j = [sup
R 1
0

R 1
0
g (s)K (s; t) g (t) dsdt ; g 2 L2 telle que j[g]j = 1] (Kanwal,

1971).

7. Le noyau K est semi dé�ni positif si et seulement si toutes les valeurs propres

non nulles �j sont strictement positives.

8. Le noyau K est dé�ni positif si et seulement si toutes les valeurs propres �j

sont strictement positives et les fonctions propres correspondantes fj forment

un système orthonormé complet.

Proposition 4.2.1 (in Shorack et Wellner, 2009, p 208) L�ensemble orthonormé

f1; f2::: dans L2 est complet, signi�e que les conditions équivalentes suivantes sont

véri�ées

i) f1; f2::: est un ensemble orthonormé maximal.

ii) L�ensemble de toute les combinaisons linéaires, �nies des fj est j[:]j �dense

dans L2.

iii) 8g 2 L2, nous avons j[g]j2 =
P1

j=1 hg; fji
2.

iv) 8g; h 2 L2, nous avons hg; hi =
P1

j=1 hg; fji hh; fji.
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Remarquons que, pour chaquem �xé le choix aj = hg; fjiminimise
���hPm

j=1 ajfj � g
i���2 ;

ainsi (ii) implique que
Pm

j=1 ajfj converge vers g au sens de j[:]j p:s: quand m!1

et on note
Pm

j=1 ajfj !j[:]j g.

Théorème 4.2.1 (Mercer, 1951) Si K est continu pour 0 � s; t � 1 et est un

noyau semi dé�ni positif (qui véri�e 4:23), alors

K (s; t) =
1X
j=1

�jfj (s) fj (t) 0 � s; t � 1 (4.26)

où la série converge uniformément et absolument. Aussi,
P1

j=1 �j < 1 (ici les �j

et les fj sont respectivement les valeurs et les vecteurs propres associés à (4:25), les

fj sont orthonormées ).

4.2.3 Existence de décomposition en composantes principales

De ce qui précède, nous commençons par l�appliquer aux processus sur [0; 1].

Proposition 4.2.2 (in Shorack et Wellner, 2009 ) SoitK la fonction covariance

d�un processus non trivial fX (t) ; 0 � t � 1g de moyenne nulle dont les trajectoires

sont des fonctions de L2, p:s:

Si K véri�e Z 1

0

K (t; t) dt <1

alors K est un noyau semi dé�ni positif. Si �1; f1 et �2; f2 sont deux solutions de

(4:25) pour lesquelles f1 et f2 sont orthonormées, alors

Zj =

Z 1

0

X (t) fj (t) dt pour j = 1; 2

sont des v:a: non corrélées (0; �j).

Hypothèse 4.2.2 Supposons que K est la fonction de covariance du processus non

trivial fX (t) ; 0 � t � 1g de moyenne nulle dont les trajectoires sont dans le sous
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espace L6 de L2, p:s, et supposons que K satisfait

Z 1

0

K (t; t) dt <1 (4.27)

Supposons aussi que �1 � �2 � ::: > 0 comprend la totalité du spectre des va-

leurs propres de K, que les fonctions propres orthonormées associées f1; f2; ::: de

l�ensemble complet de sous espace L, et que nous avons la décomposition de Kac et

Siegert (1947)

K (s; t) =

1X
j=1

�jfj (s) fj (t) 0 � s; t � 1 (4.28)

de la proposition 4.2.2

Zj =

Z 1

0

X (t) fj (t) dt �= (0; �j) j � 1 (4.29)

sont des v:a: non corrélées.

Remarque 4.2.1 Si on suppose que K de la proposition 4.2.2 est continu, le théo-

rème de Mercer garantie que (4:28) est toujours véri�ée ; en fait, la convergence dans

(4:28) est uniforme et absolue dans ce cas, et
P1

j=1 �j < 1. Cependant, il y a un

exemple intéressant où (4:28) est véri�ée sans que K soit continu.(théorème 5:4:1

de Anderson et Darling, 1952).

Théorème 4.2.3 (Kac et Siegert, 1947) Supposons que X et K véri�ent l�hypo-

thèse 4.2.2. Alors
1X
j=1

�j <1 (4.30)

mX
j=1

Zjfj !j[]j X m!1 p.s (4.31)

où

Zj = hX; fji �= (0; �j) non corrélées (4.32)

6Si F et F0 sont continues, alors L= ft 2 (�1;+1) : F (t)� F0 (t) = kF � F0kg.
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Z 1

0

X2 (t) dt =
p:s

1X
j=1

Z
2

j =

1X
j=1

�jZ
�2
j (4.33)

où Z�j = Zj=
p
�j �= (0; 1).

E

 
X (t)�

mX
j=1

Zjfj (t)

!2
! 0, 8t quand m!1 (4.34)

X =
1X
j=1

p
�jZ

�
j fj

avec Z�j = Zj=
p
�j des variables non corrélées (0; 1).

4.2.4 Distribution de
R 1
0
X2 (t) dt via la décomposition

Supposons que

T =

Z 1

0

X2 (t) dt =
1X
j=1

�jZ
�2
j (4.35)

où Z�j sont des v:a i.i.d. N (0; 1). (c�est le cas si nous ajoutons l�hypothèse de nor-

malité au théorème 4.2.3).

Comment utiliser cette représentation pour obtenir la distribution ?

Méthode 1 La v:a: T de (4:35) à pour fonction caractéristique

�T (�) = E
�
ei�T

�
=
Y1

j=1
(1� 2i�j�)�1=2 (4.36)

Il est possible d�inverser cette fonction caractéristique (ou la fonction génératrice des

moments). Des exemples de cette technique sont donnés dans Anderson et Darling

(1952) pour le traitement de W 2 et Watsons (1961) pour le traitement de U2.

Méthode 2 Si on tronque la série in�nie dans (4:35), alors la somme des v:a:

indépendantes de khi deux pondérées qui reste, peut être traitée par des méthodes

numériques de Imhof (1961) ou Slepian (1968).

Méthode 3 Il est possible de calculer les premiers moments de T , puis les relier
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avec la courbe de Pearson7 (voir Stephens, 1976).

Méthode 4 On peut utiliser la méthode de Monte Carlo (voir Stephens 1976).

Calculons maintenant les moments de T (pour plus de détails voir Anderson et

Darling, 1952).

km : le m
�eme cumulant8 de T qui est donnée par les coe¢ cients de (i�)m =m! dans

le développement en série de log �T (�) de (4:36). Ainsi

km = 2
m�1 (m� 1)!

1X
j=1

�mj (4.37)

alors

E (T ) =
1X
j=1

�j et V ar (T ) = 2
1X
j=1

�2j (4.38)

ce développement nécessite la connaissance de toutes les �j. Notons que, quand

l�expression (4:29) est véri�ée, avec
R 1
0
K (t; t) dt <1, nous avons

Z 1

0

K (t; t) dt =

Z 1

0

1X
j=1

�jfj (t)
2 dt =

1X
j=1

�j = E (T ) (4.39)

7Un système de distributions proposé par Karl Pearson est constitué de sept solutions à l�équa-
tion di¤érentielle qui donne une approximation d�une vaste gamme de distributions de di¤érentes
formes. Gruska, Mirkhani & Lamberson (1989) décrivent en détails la façon dont les di¤érentes
courbes de Pearson peuvent être ajustées par une distribution empirique.

8Pour une variable aléatoire X de moyenne zéro et de fonction caractéristique donnée par :

'X(�) = E
�
ei�X

�
Développons en série de Taylor le logarithme de la fonction caractéristique, nous obtenons

ln'X(�) = k1 (it) + k2(it)
2=2 + :::+ kr(it)

r=r! + :::

où kr sont des constantes applées cumulants de la distribution de X.
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et

2

Z 1

0

Z 1

0

K2 (s; t) dtdt

= 2

Z 1

0

Z 1

0

1X
j=1

�j�j0fj (s) fj0 (s) fj (t) fj0 (t) dsdt

= 2
1X
j=1

�2j = V ar (T ) car le système ffj (:) ; j 2 Ng est orthonormal.(4.40)

(le théorème de Fubini permet la permutation entre les opérateurs). Plus générale-

ment,

km = 2
m�1 (m� 1)!

Z 1

0

Km (t; t) dt

Km (s; t) =

Z 1

0

Km�1 (s; r)K (r; t) dr

=
1X
j=1

�mj fj (s) fj (t) :

4.3 Décomposition en composantes principales de Un et U

Proposition 4.3.1 (in Shorack et Wellner, 2009) La fonction de covariance d�un

processus gaussien U

KU (s; t) = s ^ t� st 0 � s; t � 1

s ^ t = min(s; t)

peut être décomposée comme suit :

KU (s; t) =
1X
j=1

�jfj (s) fj (t) 0 � s; t � 1 (4.41)

où

�j = (j�)
�2 et fj (t) =

p
2 sin (j�t) pour 0 � t � 1. (4.42)
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ffj (:) ; j 2 Ng formant un système orthonormé. La série dans (4:41) converge uni-

formément et absolument sur [0; 1].

Après avoir décomposé KU (ce qui équivaut à KUn), nous avons les résultats

suivants

Théorème 4.3.1 (in Shorack et Wellner, 2009) Nous avons

U �=
1X
j=1

Z�j fj

j�
sur (C;C) ;

où fj (t) =
p
2 sin (j�t) comme dans la proposition 4:3:1 et où Z�1 ; Z

�
2 ; ::: sont des

v:a i.i.d. N (0; 1).

De plus,

W 2 =

Z 1

0

U2 (t) dt =
1X
j=1

Z�
2

j

(j�)2
:

5 U-statistiques

D�un point de vue purement mathématique, il peut être souhaitable et approprié

de voir n�importe quelle statistique comme un membre d�une classe générale de

statistiques qui possèdent certaines caractéristiques communes et importantes. Ainsi,

plusieurs statistiques intéressantes ont été formulées comme une généralisation de

statistiques particulières.

La classe des statistiques qui va être considérée dans cette partie a été introduite

dans l�article fondamental de Hoe¤ding (1948a). Le développement repose sur les

travaux de Halmos (1946). La Classe se présente comme une généralisation de la

moyenne empirique. Typiquement, les membres de la classe sont des statistiques

asymptotiquement normales. Elles ont aussi de bonnes propriétés de convergence.
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5.1 Descriptions de la U-statistique

Les U -Statistiques sont étroitement, liées à la classe des statistiques introduite

par von Mises (1947). De nombreuses statistiques d�intérêt appartiennent à ces deux

classes et plusieurs autres peuvent être approximées par un membre de ses classes.

Des dé�nitions de bases sont données dans 5:1:1, et une classe de statistiques plus

générale est présentée dans 5:1:2. Ces considérations s�appliquent à la U -statistique

fondée sur un échantillon. Une généralisation à plusieurs échantillons est donnée

dans 5:1:3, et à des versions pondérées dans 5:1:7. Une propriété importante d�op-

timalité des U -statistiques, dans l�estimation sans biais, est montrée dans 5:1:4.

La représentation des U -statistiques comme une martingale fait l�objet de 5:1:5, et

comme une moyenne de moyennes i.i.d. dans 5:1:6.

5.1.1 Dé�nitions

Soit F une famille de lois de probabilité sur un espace quelconque mesurable.

L�approche adoptée ici, est non paramétrique. Ceci signi�e que F est considérée

comme une grande famille de distributions sous des restrictions telles que la conti-

nuité ou l�existence des moments. Soit � (F ) une fonctionnelle à valeur réelles dé�nie

sur F.

Dé�nition 5.1.1 On dit que � (F ) est un paramètre estimable dans F si pour

m 2 N�, il existe un estimateur sans biais de � (F ) basé sur m v:a: i.i.d. de fonction

de répartition F c�est-à-dire, une fonction mesurable h(x1; :::; xm), à valeurs réelles,

telle que

� (F ) = EF (h (X1; :::; Xm)) =

Z
:::

Z
h(x1; :::; xm)dF (x1):::dF (xm) pour tout F 2 F:

Le plus petit entier m tel que � (F ) est estimable est le degré de �(F ). Il convient

de noter que la fonction h peut être supposée symétrique en ses arguments i.e.,

invariante par permutation de ses arguments. Ceci parce que si f est un estimateur
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sans biais de � (F ), alors la moyenne de f appliquée à toutes les permutations des

variables est toujours sans biais et est, en outre, symétrique.

h (x1; :::; xm) =
1

m!

X
�i2Sm

f (x�1 ; :::; x�m)

où
P

�i2Sm est la somme sur toutes les m! permutations (�1; :::; �m) de (1; :::;m) et

Sm est le groupe des permutations de l�ensemblenhun f1; 2; :::;mg.

Dé�nition 5.1.2 Soit X1; :::; Xn un n-échantillon de fonction de répartition F où

l�on suppose que n � m et soit h, une fonction réelle mesurable dé�nie sur Rm, une

U�statistique de noyau h est dé�nie comme suit

Un =

�
n!

(n�m)!

��1X
p
h(Xi1 ; :::; Xim); (5.1)

où
P

p est la somme sur les n!= (n�m)! arrangements de m entiers choisis parmi

(1; :::; n). Si le noyau h est symétrique, Un à la forme équivalente

�
n!

m! (n�m)!

��1X
c
h(Xi1 ; :::; Xim): (5.2)

P
c est la somme sur les n!=m! (n�m)! combinaisons de m entiers i1 < ::: < im

choisis parmi (1; :::; n):

Si � (F ) = EF (h (X1; :::; Xm)) existe pour toute F 2 F, alors Un est l�estimateur

sans biais de �(F ). De plus il a la propriété d�être le meilleur estimateur sans biais de

� (F ) (au sens de la variance minimale) si F est su¢ samment grande. Par exemple

si elle contient toutes les distributions F pour lesquelles �(F ) est �nie, alors les

statistiques d�ordre forment une statistique exhaustive complète de F 2 F.
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5.1.2 Quelques statistiques proches : les V�statistiques

Soit Un, une U -statistique

Un =

0B@ n

m

1CA
�1X

c

h(Xi1 ; :::; Xim):

Lba statistique de von Mises correspondante est dé�nie par

Vn =
1

nm

nX
i1=1

:::

nX
im=1

h(Xi1 ; :::; Xim); (5.3)

= �(Fn);

où Fn est la fonction de répartition empirique.

5.1.3 U-statistiques généralisées

L�extension au cas de plusieurs échantillons est directe. Considérons les groupes

k-dépendants9 d�observations indépendantes
n
X
(1)
1 ; X

(1)
2 ; :::

o
; :::
n
X
(k)
1 ; X

(k)
2 :::

o
de

distributions F (1); :::; F (k) respectivement. Soit � = �
�
F (1); :::; F (k)

�
, la fonction pa-

ramétrique pour laquelle il existe un estimateur sans biais.

� = E
n
h
�
X
(1)
1 ; :::; X(1)

m1
; :::; X

(k)
1 ; :::; X(k)

mk

�o
; (5.4)

où h est dé�nie comme ci-dessus, symétrique à l�intérieur de chacun des k blocs.

pour un noyau h, n1 � m1; :::; nk � mk, la U -statistique est dé�nie par

Un =

264 kY
j=1

0B@ nj

mj

1CA
375
�1X

c

h(X
(1)
i11
; :::; X

(1)
i1m1

; :::; X
(k)
ih1
; :::; X

(k)
ikmk

): (5.5)

Ici
�
ij1; :::; ijmj

	
est l�ensemble demj éléments distincts de l�ensemble f1; 2; :::; njg,

9Soit fXtg une suite de variables aléatoires strictement stationnaire, fXtg est dite �-dépendant
� 2 N , si pour tout t les ensembles des variables aléatoires fXj ; j � tg et fXj ; j � t+ �+ 1g sont
indépendants.
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1 � j � k, et
P
c

est la somme sur toutes les nj!=mj! (nj �mj)! combinaisons.

5.1.4 Propriété d�optimalité de la U-statistique

La U -statistique peut être considérée comme la projection du noyau sur la sta-

tistique d�ordre. Pour un noyau h(x1; :::; xm) et un échantillon X1; :::; Xn, n � m, la

U -statistique correspondante est donc

Un = E
�
h
�
X1; :::; XmjX(n)

�	
; (5.6)

où X(n) est la statistique d�ordre (Xn1; :::; Xnn).

Une implication de cette représentation est que, toute statistique S = S(X1; :::; Xn)

pour un estimateur sans biais de � = �(F ) peut être amélioré par la U -statistique

correspondante, d�où le théorème suivant

Théorème 5.1.1 (in Ser�ing, 1980) Soit S = S(X1; :::; Xn), un estimateur sans

biais de �(F ) basé sur l�échantillonX1; :::; Xn de distribution F . Alors la U-statistique

correspondante est aussi sans biais et

V arF (U) � V arF (S):

avec l�égalité si et seulement si PF (U = S) = 1.

La statistique d�ordre X(n) est exhaustive pour toute famille F de distributions

contenant F . La U -statistique est la projection sur la statistique exhaustive. Ainsi, le

résultat précédent est simplement un cas particulier du théorème de Rao-Blackwell.

Si X(n) est exhaustive, et complète, alors Un est l�estimateur sans biais à variance

minimale de � (F ).
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5.1.5 Structure de martingales des U�statistiques

Certaines propriétés importantes des U -statistiques telles que la représentation

comme une moyenne de v:a i.i.d. et le comportement presque sûr

(Un
p:s! �, Un�

p:s! 0 quand n!1)10, provient de sa structure de martingale.

Dé�nition 5.1.3 Soit l�espace de probabilité (
;A; P ), une suite de v:a: fYng et

une suite de �-algèbre fFng � A telle que Yn est Fn-mesurable et E jYnj <1. Alors

la suite fYn;Fng est une martingale prospective si

a) F1 � F2 � :::

b) E fYn+1jFng = Yn avec une probabilité égale à 1 pour tout n.

et une martingale rétrospective si

a) F1 � F2 � :::

b) E fYnjFn+1g = Yn+1 avec une probabilité égale à 1 pour tout n.

Les Lemmes suivants dûs à Hoe¤ding (1961) et Berk (1966), respectivement,

donnent les caractérisations de la martingale prospective et la martingale rétrospec-

tive pour les U -statistiques. Pour le premier Lemme, nous avons besoin de quelques

notations. Considérons le noyau symétrique h(x1; :::; xm) qui satisfait

EF fh(X1; :::; Xm)g <1. Dé�nissons les fonctions associées

hc(x1; :::; xc) = EF fh(x1; :::; xc; Xc+1; :::; Xm)g : (5.7)

pour tout c = 1; :::;m� 1 et posons hm � h. Comme

Z
A

hc(x1; :::; xc)dF (x1):::dF (xc) =

Z
A�Rm�c

h(x1; :::; xm)dF (x1):::dF (xm): (5.8)

10 bUn est la projection de la U�statistique Un dé�nie pour EF jhj <1, parbUn =Pn
i=1 EF (UnjXi)� (n� 1)�
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pour tout ensemble de BorelA dansRc, hc est l�espérance conditionnelle de h (X1; :::; Xm)

sachant X1; :::; Xc

hc(x1; :::; xc) = EF fh(X1; :::; XmjX1 = x1; :::; Xc = xc)g : (5.9)

De plus, notons que pour 1 � c � m� 1

hc(x1; :::; xc) = EF fhc+1(x1; :::; xc; Xc+1)g : (5.10)

Il est commode de centrer, en dé�nissant

�(F ) = EF fh(X1; :::; Xm)g :

eh = h� �(F ): (5.11)

et ehc = hc � �(F ); 1 � c � m: (5.12)

Dé�nissons maintenant

g1(x1) = eh1(x1);
g2(x1; x2) = eh2(x1; x2)� g1(x1)� g1(x2);

g3(x1; x2; x3) = eh3(x1; x2; x3)� 3X
i=1

g1(xi)�
X

1�i<j�3
g2(xi; xj);

...

gm(x1; :::; xm) = ehm(x1; :::; xm)� mX
i=1

g1(xi)�
X

1�i1<i2�m
g2(xi1 ; xi2)

�:::�
X

1�i1<:::<im�1�m
gm�1(xi1 ; :::; xim�1): (5.13)
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Les gc sont symétriques si eh est symétrique et l�on a
EF fg1(x1)g = 0;

EF fg2(x1; x2)g = 0;

...

EF fgm(x1; :::; xm�1; Xm)g = 0:

puisque eh est centrée et donc ehc est centrée.
Maintenant, considérons un échantillon X1; :::; Xn (n � m) et notons que la

U -statistique Un correspondant au noyau h satisfait

Un � �(F ) =

0B@ n

m

1CA
�1

Sn;

où

Sn =
X

1�i1<:::<im�n

eh(Xi1 ; :::; Xim) (5.14)

Finalement, pour 1 � c � m, soit

Scn =
X

1�i1<:::<ic�n
gc(Xi1 ; :::; Xic)

Le lemme de Hoe¤ding que nous allons citer souligne les propriétés de martingales

pour la suite fScngn�c pour tout c = 1; :::;m, et donne la représentation de Un en

terme de S1n; :::; Smn.

Lemme 5.1.1 (Hoe¤ding) Soit h = h(x1; :::; xm) un noyau symétrique pour

� = �(F ), avec EF jhj <1 . Alors

Un � � =
mX
c=1

0B@ m

n

1CA
0B@ n

c

1CA
�1

Scn (5.15)
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De plus, pour tout c = 1; :::;m,

EF fScnjX1; :::; Xkg = Sck; c � k � n: (5.16)

Donc, avec Fk = � fX1; :::; Xkg, la suite fScn;Fngn�c est une martingale prospec-

tive.11

5.1.6 Représentation de la U-statistique comme une moyenne des moyennes

(dépendantes) de v:a: i.i.d.

Considérons le noyau symétrique h(x1; :::; xm) et un échantillon X1; :::; Xn de

taille n � m, dé�nissons k = [n=m], le plus grand entier inférieur où égal à n=m, et

W (x1; :::; xn) =
h(x1; :::; xm) + h(xm+1; :::; x2m) + :::+ h(xkm�m+1; :::; xkm)

k

P
p

est la somme sur toutes les n! permutations (i1; :::; in) de (1; :::; n) et
P
c

est la

somme sur toutes les

0B@ n

m

1CA combinaisons (i1; :::; im) de (1; :::; n), nous avons

k
X
p

W (xi1 ; :::; xin) = km!(n�m)!
X
c

h(xi1 ; :::; xim);

et alors X
p

W (Xi1 ; :::; Xin) = m!(n�m)!

0B@ n

m

1CAUn; (5.17)

or

Un =
1

n!

X
p

W (xi1 ; :::; xin):

Ceci exprime Un comme une moyenne de n! termes, dont chacun est lui même

une moyenne de k v:a: i.i.d. Ce type de représentation été introduit par Hoe¤ding

11Preuve : Voir Ser�ing (1980), pp 181.
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(1963).

5.1.7 U-statistique pondérée

Considérons maintenant, un noyau quelconque h(x1; :::; xm) pas nécessairement

symétrique pour les observations X1; :::; Xn . Supposons aussi que chaque terme

h(Xi1 ; :::; Xim) est pondéré par le facteur w(xi1 ; :::; xim) dépendant seulement des

indices i1; :::; im . Dans ce cas la U -statistique prend la forme plus générale

Tn =
X
c

w(i1; :::; im)h(Xi1 ; :::; Xim):

P
c étant, comme ci-dessus, la somme sur les

0B@ n

m

1CA combinaisons de m éléments

parmi n.

Dans le cas où h est symétrique et les poids w(i1; :::; im) prennent seulement les

valeurs 0 ou 1, la statistique Tn est une U -statistique incomplète ou bien réduite.

De telles statistiques ont été étudiées par Blom (1976) et Brown et Kildea (1978).

Certaines statistiques de permutation survenant dans l�inférence non paramé-

trique sont asymptotiquement équivalentes aux statistiques dé�nies ci-dessus, avec

un poids qui ne prend pas nécessairement les valeurs 0 et 1. Pour cette application

et d�autres, les statistiques de la forme Tn avec un noyau h symétrique et m = 2 ont

été étudiées par Shapiro et Hubert (1979).

Finalement, certaines statistiques de rang pondéré pour une régression linéaire

simple, prennent la forme de Tn. D�après Sievers (1978), considérons le modèle de

la régression linéaire simple

yi = �+ �xi + ei; 1 � i � n

où � et � sont des paramètres inconnus, x1; :::; xn sont les observations de la variable

exogène et e1; :::; en sont des v:a i.i.d. de distribution F . Sievers (1978) considère des
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inférences pour � basées sur les v:asuivantes :

T� =

n�1X
i=1

nX
j=i+1

aij�(Yi � �� �xi; Yj � �� �xj)

où �(u; v) = 1[u�v], les poids aij � 0 sont arbitraires, et x1 � ::: � xn avec au moins

une inégalité stricte. Par exemple, le test de H0 : � = 0 contre H1 : � > 0 peut être

basé sur la statistique T�0. Sous l�hypothèse nulle, la distribution de T�0 est la même

que celle de T0 pour � = 0. Ceci est équivalent à

n�1X
i=1

nX
j=i+1

aij�(ei; ej)

qui est de la même forme que Tn dé�nie ci-dessus. Les aij ici sont choisis de sorte

que l�e¢ cacité asymptotique soit la plus élevée, dans ce cas aij = xj � xi (Ser�ing,

1980).

5.2 Variance et moments de la U-statistique

Les formules exactes de la variance de la U -statistique sont données dans 5:2:1.

Les moments d�ordres supérieurs sont di¢ ciles à obtenir, mais les limites utiles sont

données dans 5:2:2.

5.2.1 Variance de la U-statistique

Considérons le noyau symétrique h(x1; :::; xm) tel que

EF fh(X1; :::; Xm)g <1

Nous utilisons de nouveau les fonctions hc et ehc introduites dans 5:1:5. rappelons
que hm = h et pour 1 � c � m� 1,

hc(x1; :::; xc) = EF fh(x1; :::; xc; Xc+1; :::; Xm)g ;
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eh = h� � , ehc = hc � � , 1 � c � m� 1, où

� = �(F ) = EF fh(X1; :::; Xm)g

Notons que

EF
nehc(X1; :::; Xc)

o
= 0; 1 � c � m

Dé�nissons �0 = 0 et pour 1 � c � m,

�c = V arF fhc(X1; :::; Xc)g = EF
neh2c(X1; :::; Xc)

o

Nous aurons

0 = �0 � �1 � ::: � �m = V arF fhg <1 (5.18)

Remarque 5.2.1 (5:18) est montrée en utilisant (5:13).

Ensuite, considérons deux ensembles fa1; :::; amg et fb1; :::; bmg de m entiers dis-

tincts de f1; :::; ng et soit c le nombre des entiers communs entre les deux ensembles.

Il s�ensuit de la symétrie de eh et de l�indépendance de fX1; :::; Xng que

EF
neh(Xa1 ; :::; Xam)eh(Xb1 ; :::; Xbm)

o
= �c

Notons également que le nombre de choix possibles de ces deux ensembles qui

contiennent c éléments communs est

0B@ n

m

1CA
0B@ m

c

1CA
0B@ n�m

m� c

1CA.
Avec ces préliminaires, nous pouvons obtenir la variance de la U -statistique. Soit

Un � � =

0B@ n

m

1CA
�1X

c

eh(Xi1 ; :::; Xim)
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nous aurons

V arF fUng = EF
�
(Un � �)2

	
=

0B@ n

m

1CA
�2X

c

X
c

EF
neh(Xa1 ; :::; Xam)eh(Xb1 ; :::; Xbm)

o

=

0B@ n

m

1CA
�2

mX
c=0

0B@ n

m

1CA
0B@ m

c

1CA
0B@ n�m

m� c

1CA �c:

Ce résultat et d�autres relations utiles de Hoe¤ding (1948a) sont comme suit

Lemme 5.2.1 (in Ser�ing, 1980) La variance de Un est donnée par

V arF fUng =

0B@ n

m

1CA
�1

mX
c=1

0B@ m

c

1CA
0B@ n�m

m� c

1CA �c (5.19)

et satisfait

i) m2

n
�1 � V arF fUng � m

n
�m;

ii) (n+ 1)V arF fUn+1g � V arF fUng ;

iii) V arF fUng = m2�1
n
+O (n�2) ; n!1.

Une formule alternative de V arF fUng est obtenue en utilisant la fonction gc

introduite dans 5:1:5 au lieu de hc et ehc, la représentation est donnée dans le lemme
5:1:1.

Considérons les ensemble fi1; :::; icg et fj1; :::; jdg d�entiers distincts de f1; :::; ng,

où 1 � c, d � m. Il est clair que, si un des ensembles de fi1; :::; icg n�est pas contenu

dans fj1; :::; jdg, alors

EF fgc(Xi1 ; :::; Xic jXj1 ; :::; Xjd)g = 0

A partir de là�il ressort que EF fgc(Xi1 ; :::; Xic)gc(Xj1 ; :::; Xjd)g = 0 sauf pour
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c = d et fi1; :::; icg = fj1; :::; jdg. Par conséquent

Snc =
X

1�i1<:::<ic�n
gc(Xi1 :::Xic)

nous avons

E fSc; Sdg =

8>>>><>>>>:

0B@ n

c

1CAE fg2cg ; c = d;

0 c 6= d:

D�où

Lemme 5.2.2 (in Ser�ing, 1980) La variance de la U-statistique est donnée par

V arF fUng =
mX
c=1

0B@ m

c

1CA
�20B@ n

c

1CA
�1

E
�
g2c
	
:

Le taux de convergence de V arF fUng vers 0 dépend du plus petit c pour le quel

�c est non nulle. De l�un des deux lemmes 5:1:1 ou 5:2:2 nous obtenons

Corollaire 5.2.1 (in Ser�ing, 1980) Soit c � 1 et supposons que

�0 = ::: = �c�1 = 0 < �c, alors

E(Un � �)2 = O
�
n�c
�
; n!1

Notons que la condition �d = 0; d < c est équivalente à la condition E
neh2do = 0;

d < c et aussi à la condition E feg2dg = 0; d < c.

5.2.2 Autres moments de la U�statistique

Les généralisations exactes des lemmes 5:1:1 et 5:2:2, pour des moments d�ordres

supérieurs sont di¢ ciles à élaborer. Cependant, pour la plupart des applications, des

limites convenables su¢ sent.
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Lemme 5.2.3 (in Ser�ing, 1980) Soit r un nombre réel supérieur ou égal à deux,

Supposons que E jhjr <1. Alors

E jUn � �jr = O
�
n�(1=2)r

�
; n!1

Lemme 5.2.4 (in Ser�ing, 1980) Soit c1 � 1 et supposons que

�0 = ::: = �c�1 = 0 < �c. Soit r un entier supérieur ou égal à deux et supposons que

E jhjr <1. Alors

E jUn � �jr = O
�
n�[(1=2)(rc+1)]

�
; n!1

où [:] désigne la partie entière.

5.3 Distribution asymptotique de Un

Selon la valeur de �1 (�1 > 0 ou �1 = 0), nous distinguons deux cas pour la

distribution asymptotique de Un.

Cas 5.3.1 (�1 > 0)

Théorème 5.3.2 (Hoe¤ding, 1948) Si EFh2 < 1 et �1 > 0, alors

n1=2 (Un � �)
L! N (0;m2�1) Ainsi

Un est AN
�
�;
m2�1
n

�
.

où AN signi�e asymptotiquement normale.

Cas 5.3.3 (�1 = 0 < �2) Pour la fonction eh2 (x1; x2) associée au noyau h = h (x1; :::; xm)

m � 2, dé�nissons l�opérateur A sur l�espace fonctionnel L2 (R; F ) par

Ag (x) =

Z eh2 (x; y) g (y) dF (y) ; x 2 R; g 2 L2
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Pour tout opérateur A, les valeurs propres �1; �2; :::;des nombres réels (pas forcement

distincts) correspondent aux solutions g1; g2; ::: de l�équation

Ag � �g = 0

nous avons

Théorème 5.3.4 (in Ser�ing, 1980) Si EFh2 <1 et �1 < 0 < �1, alors

n (Un � �)
L! m (m� 1)

2
Y;

où Y est une v:a: de la forme

Y =
1X
j=1

�j
�
�21j � 1

�
;

où �211; �
2
12; ::: sont des khi deux indépendantes à un degré de liberté, Y a pour fonc-

tion caractéristique

EF
�
eitY
	
=
Y1

j=1
(1� 2it�j)�1=2 :
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Chapitre

2
Tests non paramétriques d�indépendance

sérielle

Mesurer la dépendance et tester l�indépendance sont des problèmes impor-

tants dans touts les domaines de la statistique lorsqu�on est confronté à des

données d�observations. Dans ce chapitre, nous allons voir les aspects de ces pro-

blèmes dans le cadre de l�analyse des séries chronologiques. Pour une série temporelle

stationnaire donnée fXtg nous nous intéressons à tester l�indépendance entre les Xt.

De tels tests ont un intérêt dans la recherche d�un modèle mathématique suscep-

tible de représenter nos données. Les tests de type corrélation comme, par exemple

le test de Box-Ljung, sont souvent appliqués à la classe des modèles ARMA (voir

par exemple Brockwell and Davis, 1987, Ch. 9:4). Cependant il est connu que tels

tests ont une puissance faible contre diverses alternatives non linéaires.

1 Mesure de Hoe¤ding

Une mesure de la dépendance, qui s�imopose intuitivement, est celle introduite

par Hoe¤ding en 1948b, dé�nie en tèrmes de fonctions de répartitions conjointe et

marginales. Skaug et Tjøstheim (1993a), ont prouvé que l�estimateur fondé sur les
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fonctions de répartitions empiriques est consistant si le processus sous-jacent est

ergodique. Il est de plus, asymptotiquement distribué selon une somme pondérée

in�nie de loi du khi-deux indépendantes. Ces auteurs ont proposé un test d�indépen-

dance de deux variables de retards di¤érents (et pas un ensemble de j + 1 variables

simultanées).

Soit fXt; t � 0g un processus stationnaire de fonction de répartition marginale

G(x) = P (Xt � x) et de fonction de répartition bi-variée

F (x; y) = P (Xt�1 � x;Xt � y).

Soit

I =

Z
fF (x; y)�G(x)G(y)g2 dF (x; y): (1.1)

Un estimateur de I est obtenu par la substitution des fonctions de répartition em-

piriques dans (1:1). Soit le processus fZt; t � 1g dé�ni par

Zt =
�
Z
(1)
t ; Z

(2)
t

�
= (Xt�1; Xt). Pour des observations données fXt; 0 � t � ng,

la fonction de répartition empirique bi-variée est dé�nie par

Fn(z) = Fn(z
(1); z(2)) =

1

n

nX
t=1

1h
Z
(1)
t �z(1)

i1h
Z
(2)
t �z(2)

i;

où 1[:] désigne la fonction indicatrice. L�estimateur de I est donné par

In =

Z �
Fn(z

(1); z(2))� Fn(z
(1);1)Fn(1; z(2))

	2
dFn(z

(1); z(2));

=
1

n

nX
t=1

fFn(Xt�1; Xt)� Fn(Xt�1;1)Fn(1; Xt)g2 : (1.2)

Notons que Fn(:;1) et Fn(1; :) sont des estimateurs de G(:).

La fonctionnelle empirique In est la statistique considérée par Blum et al (1961),

Deheuvels (1981) et Carlstein (1988) pour tester l�indépendance entre deux proces-

sus aléatoires fXt; t � 0g et fYt; t � 0g. Scargle (1981) a introduit la mesure de
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dépendance sérielle suivante

D =
mX
j=1

Z ��F j(x; y)�G(x)G(y)
��2 dxdy:

où F j(x; y) = P (Xt � x;Xt�j � y).

Elle est similaire à (1:1) pour le retard j = 1, la di¤érence est que le facteur

poids dF (x; y) est remplacé par dxdy.

1.1 Consistance

Skaug et Tjøstheim (1993a), ont montré que In est un estimateur fortement

consistant de I.

Théorème 1.1.1 (Skaug et Tjøstheim, 1993a) Soit fXtg, un processus ergodique,

Alors In ! I presque sûrement quand n! 1.

Nous reprenons la démenstration de Skaug et Tjøstheim (1993a) pour laquelle

nous avons clari�é certains passages.

Preuve. Posons

An(z) = Fn(z) � Fn(z
(1);1)Fn(1; z(2)); et A(z) = F (z) � G(z(1))G(z(2)) où

z =
�
z(1); z(2)

�
. Donc

In =

Z
A2n(z)dFn(z)

=

Z
A2(z)dF (z) +

Z
A2(z)dfFn(z)� F (z)g+

Z
fA2n(z)� A2(z)gdFn(z):

Le premier terme sur la droite de l�équation ci-dessus est I. Le deuxième termeR
A2(z)d fFn(z)� F (z)g = n�1

Pn
t=1A

2(Zt) � E fA2(Zt)g tends vers zéro presque

sûrement quand n ! 1, puisque fA2(zt)g est ergodique. Pour le troisième terme
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nous avons

����Z �A2n(z)� A2(z)
	
dFn (z)

���� � sup
z

��A2n(z)� A2(z)
�� � 2 sup

z
jAn(z)� A(z)j : (1.3)

puisque A2n � A2 = (An � A)(An + A). De plus, jAn + Aj =��Fn(z)� Fn(z
(1);1)Fn(1; z(2)) + F (z)�G(z(1))G(z(2))

�� � 2 car

0 � Fn(z) + F (z) � 2 et �2 � �Fn(z(1);1)Fn(1; z(2)) � G(z(1))G(z(2)) � 0.

Stute et Schumann (1980) ont montré que

sup
z
jFn(z)� F (z)j !

n!1
0;

presque sûrement. Par conséquent le développement

An(z)� A(z) = fFn(z)� F (z)g

�
�
Fn(z

(1);1)�G(z(1)) +G(z(1))
	�

Fn(1; z(2))�G(z(2)) +G(z(2))
	

+G(z(1))G(z(2))

= fFn(z)� F (z)g

�G(z(2))
�
Fn(z

(1);1)�G(z(1))
	

�G(z(1))fFn(1; z(2))�G(z(2))g

�
�
Fn(z

(1);1)�G(z(1))
	�

Fn(1; z(2))�G(z(2))
	
;

montre que sup
z
jAn(z)� A(z)j ! 0, quand n ! 1, presque sûrement. Combinons

ceci avec (1:3) nous aurons
R
fA2n(z)� A2(z)g dFn (z)! 0.

1.2 Distribution asymptotique

1.2.1 Relation entre In et la statistique de von Mises

Sous l�hypothèse d�indépendance Skaug et Tjøstheim (1993a) montrent que In

est, à un Op(n�3=2) près, asymptotiquement égale à la statistique de Von Mises

53



Chapitre 2 Tests non paramétriques d�indépendance sérielle

dé�nie par

Vn =
1

n2

nX
s;t

h(Zs; Zt);

où h : R2�R2 ! R est une fonction symétrique. Cette statistique est étroitement

liée à la U�statistique

Un =

0B@ n

2

1CA
�1

nX
1�s<t�n

h(Zs; Zt):

La distribution limite de In peut, alors, être déterminée à partir de la théorie

déjà existante sur les U�statistiques. C�est l�approche utilisée par Carlstein (1988)

pour déterminer la distribution limite de sa statistique de test.

Lemme 1.2.1 (Skaug et Tjøstheim, 1993a) Soit fXt; t � 0g, un processus aléa-

toire i.i.d., alors

In =
1

n2

nX
s;t

h(Zs; Zt) +Op(n�3=2); (1.4)

où

h(z1; z2) =

Z
R
q(u; z1)q(u; z2)dF (u); (1.5)

avec

q(u; z) =
n
1[z(1)�u(1)] �G(u(1))

on
1[z(2)�u(2)] �G(u(2))

o
(1.6)

où u =
�
u(1); u(2)

�
et z =

�
z(1); z(2)

�
.

Avant d�établir la preuve de ce lemme, on a besoin du lemme suivant

Soit fZt; t � 1g, un processus stationnaire bi-dimensionnel de fonction de répar-

tition F (z). Pour les observations fZt; 1 � t � ng, soit le processus empirique dé�ni

par

Un(z) =
p
n fFn(z)� F (z)g :

Lemme 1.2.2 (Skaug et Tjøstheim, 1993c) Soit a(z1; :::; zm), une fonction me-

surable dé�nie de R2m dans R. Alors si fZtg est �-dépendant
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Z
:::

Z
a(z1; :::; zm)

mY
i=1

dUn(zi) = Op(1);

Skaug Tjøstheim ont fait une extension de la preuve de Lemme B de Ser�ing

(1980), p. 223 au cas d�un processus �-dépendant, alors

E

 Z
:::

Z
a(z1; :::; zm)

mY
i=1

dUn(zi)

!2
= O(1): (1.7)

Preuve. Notons d�abord que

In =

Z
R2

�
Fn(u)� Fn(u

(1);1)Fn(1; u(2))
	2
dF (u)

+n�1=2
Z
R2

�
Fn(u)� Fn(u

(1);1)Fn(1; u(2))
	2
dUn(u)

= An +Bn:

où u = (u(1); u(2)).

Utilisant l�égalité a�bc = (a0�b0c0)+(a�a0)�b0(c�c0)�c0(b�b0)�(b�b0)(c�c0),

nous trouvons du fait que F (z) = G(z(1))G(z(2))

Fn(u)� Fn(u
(1);1)Fn(1; u(2))

= fFn(u)� F (u)g

�G(u(2))
�
Fn(u

(1);1)�G(u(1))
	

�G(u(1))
�
Fn(1; u(2))�G(u(2))

	
�
�
Fn(u

(1);1)�G(u(1))
	�

Fn(1; u(2))�G(u(2))
	

=
1

n

nX
t=1

1h
Z
(1)
t �u(1)

i1h
Z
(2)
t �u(2)

i �G(z(1))G(z(2))

�G(u(2))
 
1

n

nX
t=1

1h
Z
(1)
t �u(1)

i �G(z(1))

!

�G(u(1))
 
1

n

nX
t=1

1h
Z
(2)
t �u(2)

i �G(z(2))

!
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�
 
1

n

nX
t=1

1h
Z
(1)
t �u(1)

i �G(z(1))

! 
1

n

nX
t=1

1h
Z
(2)
t �u(2)

i �G(z(2))

!

=
1

n

nX
t=1

�
1h
Z
(1)
t �u(1)

i �G(u(1)) +G(u(1))

�
�
�
1h
Z
(2)
t �u(2)

i �G(z(2)) +G(z(2))

�
�G(z(1))G(z(2))

�G(u(2))
 
1

n

nX
t=1

1h
Z
(1)
t �u(1)

i �G(z(1))

!

�G(u(1))
 
1

n

nX
t=1

1h
Z
(2)
t �u(2)

i �G(z(2))

!

�
 
1

n

nX
t=1

1h
Z
(1)
t �u(1)

i �G(z(1))

!
�
 
1

n

nX
t=1

1h
Z
(2)
t �u(2)

i �G(z(2))

!
=

Z
R2
M1(u; z)M2(u; z)dFn(z)�

Z
R2

Z
R2
M1(u; z1)M2(u; z2)dFn(z1)dFn(z2)

= n�1=2
Z
R2
M1(u; z)M2(u; z)dUn(z)

�n�1
Z
R4
M1(u; z1)M2(u; z2)dUn(z1)dUn(z2); (1.8)

où Mi(u; z) = 1[z(i)�u(i)] �G(u(i)); i = 1; 2. La dernière égalité dans (1:8) est dûe au

fait que
R
R2Mi(u; z)dF (z) = 0; i = 1; 2. Ainsi, d�après le Lemme 1.2.2, nous avons

An =

Z
R2

�
Fn(u)� Fn(u

(1);1)Fn(1; u(2))
	2
dF (u)

=

Z
R2

�
n�1=2

Z
R2
M1(u; z)M2(u; z)dUn(z)

� n�1
Z
R2

Z
R2
M1(u; z1)M2(u; z2)dUn(z1)dUn(z2)

�2
dF (u)

= n�1
Z
R2

�Z
R2
M1(u; z)M2(u; z)dUn(z)

�2
dF (u)

+n�2
Z
R2

�Z
R2

Z
R2
M1(u; z1)M2(u; z2)dUn(z1)dUn(z2)

�2
dF (u)

�n�3=2
Z
R2

�Z
R2
M1(u; z)M2(u; z)dUn(z)

�
�
�Z

R2

Z
R2
M1(u; z1)M2(u; z2)dUn(z1)dUn(z2)

�
dF (u)

Notons les termes multipliés par n�1, n�2 et n�3=2 par I, II et III respéctivement,
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commençons par

I = n�1
Z
R2

Z
R2

Y
i;j=1;2

�Z
Mi(u; zj)dF (u)

�
dUn(z1)dUn(z2)

= n�1
Z
R2

Z
R2

Y
i;j=1;2

�Z
Mi(u; zj)dF (u)

�
d [fFn (z1)� F (z1)g fFn (z1)� F (z1)g]

= n�1
Z
R2

Z
R2

Y
i;j=1;2

�Z
Mi(u; zj)dF (u)

�
dFn (z1) dFn (z2)

�n�1
Z
R2

Z
R2

Y
i;j=1;2

�Z
Mi(u; zj)dF (u)

�
dFn (z1) dF (z2)

�n�1
Z
R2

Z
R2

Y
i;j=1;2

�Z
Mi(u; zj)dF (u)

�
dF (z1) dFn (z2)

+n�1
Z
R2

Z
R2

Y
i;j=1;2

�Z
Mi(u; zj)dF (u)

�
dF (z1) dF (z2)

= n�1
Z
R2

Z
R2

Y
i;j=1;2

�Z
R2
Mi(u; zj)dF (u)

�
dFn(z1)dFn(z2)

=
1

n2

mX
s;t=1

h(Zs; Zt):

où h (z1; z2) =
R
R2 q(u; z1)q(u; z2)dF (u) et q(u; zi) =

Q
j=1;2Mj(u; zi) pour i = 1; 2.

pour II, d�après l�extension du Skaug et Tjøstheim donnée dans (1:7), nous avons

II = n�2E
�Z

R2

Z
R2
M1(u; z1)M2(u; z2)dUn(z1)dUn(z2)

�2
= O

�
n�2
�
:

et pour III, d�après le Lemme 1.2.2, nous avons

III = n�3=2
Z
R2

�Z
R2

Z
R2
M1(u; z)M2(u; z)M1(u; z1)M2(u; z2)

dUn(z)dUn(z1)dUn(z2)

�
dF (u)

= Op
�
n�3=2

�
:
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En combinant les trois termes, nous trouvons

An =
1

n2

mX
s;t=1

h(Zs; Zt) +Op
�
n�3=2

�
: (1.9)

De la mêmemanière pourBn = n�1=2
R
R2
�
Fn(u)� Fn(u

(1);1)Fn(1; u(2))
	2
dUn(u)

en utilisant la relation (1:8) et le Lemme 1.2.2, nous trouvons Bn = Op(n
�3=2). Com-

binons ceci avec (1:9), nous trouvons (1:4).

1.2.2 Distribution asymptotique de In dans le cas i.i.d.

De (1:4) nous avons

nIn = nVn +Op(n
�1=2);

où Vn = 1
n2

nP
s;t

h(Zs; Zt). Sous l�hypothèse d�indépendance, le noyau donné dans (1:5)

peut se factoriser sous la forme suivante

h(z1; z2) = g(z
(1)
1 ; z

(1)
2 )g(z

(2)
1 ; z

(2)
2 );

où

g(x; y) =

Z �
1[x�w] �G(w)

	�
1[y�w] �G(w)

	
dG(w):

dé�nissons l�opérateur12 B : L2(G)! L2(G)

Bf(x) =

Z
g(x; y)f(y)dG(y);

qui est de type Hilbert-Schmidt. L�ensemble f�m; �m;m � 1g, des valeurs propres

et des fonctions propres de B, ont les propriétés suivantes

12L2(G) espace des fonctions mesurables de carré G-intégrable.
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i) Ef�i(X0)�j(X0)g = 1[i=j]

ii) Ef�m(X0)g = 0 m = 1; 2; :::

iii) Efg(X0; X0)g =
P1

m=1 �m <1

et véri�ent d�après le Théorème de Mercer généralisé, 1902

Bf(x)� �f(x) = 0 (G presque partout); (1.10)

pour une fonction propre f . Cet ensemble des valeurs propres détermine la distri-

bution de In sous l�hypothèse nulle.

Théorème 1.2.1 (Skaug et Tjøstheim, 1993a) Soit fXt; 0 � t � ng, une réali-

sation d�un processus aléatoire constitué de variables indépendantes identiquement

distribuées, alors In converge en loi vers

nIn
L!

n!1

X
k;j

�kjW
2
kj

où �kj = �k�j, f�m, m � 1g est l�ensemble des valeurs propres de l�opérateur B et

fWkj; k; j � 1g sont des v.a indépendantes de loi N (0; 1).

1.3 Cas continu et cas discret

Le cas continu et le cas discret sont assez di¤érents l�un de l�autre. Ils vont être

traités séparément.

Cas continu Sous l�hypothèse d�indépendance, In est libre relativement à la

loi sous-jacente du processus stochastique. Pour voir cela, considérons le processus

fUt; t � 0g dé�ni par Ut = G(Xt); en supposant que la fonction de répartition

marginale G admet un inverse G�1, Ut est uniformément distribuée sur [0; 1]. De
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plus, soit le processus fWt; t � 1g dé�ni par Wt = (Ut�1; Ut). Alors

In =
1

n

nX
t=1

fFW;n(Ut�1; Ut)� FW;n(Ut�1;1)FW;n(1; Ut)g2 ;

où FW;n est la fonction de répartition empirique de fWt; 1 � t � ng. Ainsi si

fXt; t � 0g sont des v:a indépendantes, In peut être construite à partir de v:a

indépendantes de loi uniforme sur [0; 1]. Nous notons que la statistique de test de

Scargle (1981),

Dn =
mX
j=1

N�1X
i=1

N�1X
k=1

��F j(Xi; Xk)� F (Xi;1)G(1; Xk)
��24Xi4Xj;

où X1 � X2 � :::: � Xn et 4Xi = Xi+1 � Xi,

F j(Xi; Xk) =
1

n�j�1
P

i=1

P
k=1 1[Xi�Xi�j ]1[Xk�Xk�j ], n�est pas libre de la loi soujs-

jacente du processus stochastique.

Soit X0 une v:a de loi uniforme sur [0; 1]. L�opérateur B devient

Bf(x) =

1Z
0

g(x; y)f(y)dy;

où

g(x; y) =

Z �
1[x�w] � w

	�
1[y�w] � w

	
dw = �max(x; y) + 1

2
(x2 + y2) +

1

3
:

Les valeurs propres de B peuvent être trouvées comme dans la preuve de la

proposition 1 de Shorack et Wellner (1986, pp. 213). Nous avons alors, �m = (m�)
2

et les coe¢ cients dans le Théorème 1:2:1 sont donnés par �ij = (ij�2)�2 qui montre

que In a la même distribution limite que la statistique de test de Blum et al (1961)

(Bn =
R
fFn(x; y)� Fn(x;1)Fn(1; y)g2 dFn(x; y)).

Cas discret Dans ce cas In n�est pas une distribution libre de la loi soujs-

jacente du processus stochastique. Or I =
R
fF (xy)�G(x)G(y)g2 dF (x; y) n�est
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pas absolument une mesure de dépendance, du fait que I peut être nulle en présence

de la dépendance (Joag-Dev, 1991). Pourtant, le test de In à une puissance contre

plusieurs alternatives discrètes.

Pour x1 < x2:::, soit P (X0 = xi) = pi; tel que
1P
i=1

pi = 1. Alors

G(x) =

1X
i=1

pi1[xi�x]:

Skaug (1993c) a montré que le problème des valeurs propres dans (1:10) se réduit

à la recherche des valeurs propres de la matrice symétrique� = f�ij; 1 � i; j � m� 1g,

où

�ij = (pipj)
1=2
�
G(xmin(i;j))�G(xi)G(xj)

	
;

et G
�
xmin(i;j)

�
=
P

k�1 pj1[xk�xi]1[xk � xj].

Les valeurs propres de � doivent être recalculées pour chaquem-uplets p1; :::; pm.

En e¤et,

g (x; y) =
1X
i=1

pi
�
1[xi�x] �G (xi)

� �
1[yi�x] �G (xi)

�
qui donne

Bf (x) =
1X
j=1

pj

1X
i=1

pi
�
1[xi�x] �G (xi)

� �
1[xj�xi] �G (xi)

�
f (xj)

=
1X
i=1

pi
�
1[xi�x] �G (xi)

� 1X
j=1

pj
�
1[xj�xi] �G (xi)

�
f (xj) (1.11)

=

1X
i=1

�i (f) fi (x)

où fi (x) =
p
pi
�
1[xi�x] �G (xi)

	
et

�i (f) =
p
pi

1X
j=1

pj
�
1[xj�xi] �G (xi)

�
f (xj)

=
p
pi

"
iX
j=1

pjf (xj)�G (xi)E ff (X)g
#
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de (1:11) on voit que la fonction propre de B est G presque sûrement de la formeP
k

�kfk (x) où �1; �2; ::: sont des constantes. Dé�nissons �ik = �i (fk) pour i; k � 1

et comme E ffk (X)g = 0, nous avons

�ik =
p
pipk

�
G(xmin(i;k))�G (xi)G (xk)

	
(1.12)

Alors nous avons

B

 X
k

�kfk (x)

!
=

X
i

pi[1[xi�x] �G(xi)]
X
j

pj
�
1[xj�xi] �G(xi)

�X
k

�kfk(xj)

=
X
k

�k
X
i

�ikfi =
X
i

fi
X
k

�k�ik

et les conditions sur les valeurs propres deviennent

�
X
i

�ifi (x) =
X
i

fi (x)
X
k

�k�ik x = x1; x2; ::: (1.13)

Si on restreint les conditions pour une taille d�échantillon �nie, on peut aller plus

loin. Par conséquent, supposons que x1; :::; xm est le support de G. Alors, notons que

de (1:12), �im = �mi = 0, i = 1; ::;m et que fm (x) = 0 (G p:s). Ces observations

peuvent être utilisées pour montrer que dans le cas �ni, le système d�équations (62)

se réduit à un système linéaire de dimension (m� 1).

�� = ��

où �
0
= (�1; �2; :::; �m�1) et � est la matrice de dimension (m� 1)�(m� 1) avec �ik

est l�élément (i; k). Donc les valeurs propres de B sont les valeurs propres de la ma-

trice symétrique �. Le cas le plus simple pourm = 2, dans le cas où P (X0 = x1) = p

et P (X0 = x2) = 1 � p pour 0 < p < 1. Alors �11 = p (p� p2) = p2 (1� p)

et � = p2 (1� p). Du théorème 1.2.1, nIn converge en loi vers p4 (1� p)W 2, où

W � N (0; 1). Ce résultat a été testé en faisant des simulations pour n = 100 et
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di¤érentes valeurs de p 2 (0; 1). La distribution asymptotique donne une description

exacte de la distribution de la loi simulée de nIn.

1.4 Test d�indépendance sérielle In

L�hypothèse nulle H0, est que les v:a fXt; t � 0g sont indépendantes. D�après

le Théorème 1:1:1, il est raisonnable de rejeter H0 si les valeurs de In sont grandes.

Alors un test pour un seuil approximatif " consiste à : rejeter H0 si nIn > u", où

u" est le quantile d�ordre 1 � " de la distribution limite de nIn sous H0, donnée

dans le Théorème 1:2:1. Bien que nous ayons choisi que notre hypothèse soit l�in-

dépendance dans fXt; t � 0g, le Théorème 1:1:1 montre seulement que ce test est

consistant contre d�autres alternatives, où Xt et Xt�1 sont dépendantes. Dans 1.5,

nous présentons une extension du test qui est sensible au retard supérieur.

1.5 Extension à un retard supérieur

Le test pour l�hypothèse que fXtg est constitué de v:a indépendantes, basé sur

In est sensible aux alternatives où Xt�1 et Xt sont dépendantes. Pour certaines

alternatives il est nécessaire de véri�er l�indépendance des variables dans l�ensemble

(Xt�j; :::; Xt) où j est une constante �xée. Skaug et Tjøstheim (1993a), montrent que

la meilleure façon de le faire n�est pas de considérer un ensemble de j + 1 variables

simultanées mais seulement de considérer deux variables de retard di¤érent. Cette

approche est quand même incomplète mais Skaug et Tjøstheim (1993a), montrent

qu�elle a de bonnes propriétés contre certains types usuels de dépendance. Soit le

processus de vecteurs fZj;t; t � kg pour 1 � j � m, dé�ni par Zj;t = (Xt�j; Xt).

Alors Z1;t est égale à Zt dé�ni auparavant. Soit la fonction de répartition empirique

bi-variée de retard j

Fj;n (z) = Fj;n
�
z(1); z(2)

�
=

1

n� j + 1

nX
t=j

1h
Z
(1)
j;t �z(1)

i1h
Z
(2)
j;t �z(2)

i:
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De plus, soit

In (j) =

Z �
Fj;n

�
z(1); z(2)

�
� Fj;n

�
z(1);1

�
Fj;n

�
1; z(2)

�	2
dFj;n

�
z(1); z(2)

�
:

Alors, la statistique pour tester l�indépendance des composantes du vecteur (Xt�j; :::; Xt)

est

Gn (m) =

mX
j=1

In (j) :

Le théorème suivant donne la loi de Gn (m) sous H0.

Théorème 1.5.1 (Skaug et Tjøstheim, 1993a) Soit fXt; t � 0g des v.a i.i.d. Alors

nGn (m)
L!

n!1

1X
i;j=1

�ijWij (m) ;

où �ij sont comme dans le théorème 1.2.1 et fWij (m) ; i; j � 1g sont i.i.d. de loi

du khi deux à m degrés de liberté.

Preuve. La statistique Gn (m) est asymptotiquement une statistique de Von Mises

dégénérée, pour laquelle les résultats de Carlstein (1988), sont appliqués.

Avec q dé�ni en (1:6), nous avons par analogie avec (1:4)

In (j) =
1

n2

nX
s;t�m

Z
q (u; Zj;s) q (u; Zj;t) dF (u) +Op

�
n�3=2

�
(1.14)

Soit Z =
�
Z(m); :::; Z(0)

�
= (Xt�m; :::; Xt), un vecteur de dimension m+ 1 et

qj (u; z) =
n
1[z(j)�u(1)] �G

�
u(1)
�on

1[z(0)�u(2)] �G
�
u(2)
�o

Alors

Gn (m) =
1

n2

nX
s;t�m

mX
j=1

hj (Zs; Zt) +Op
�
n�3=2

�
où hj (z1; z2) =

R
qj (u; z1) qj (u; z2) dF (u) et Zt =

�
Z
(m)
t ; :::; Z

(0)
t

�
. Ainsi, comme
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R
hj (z1; z2)

Qm
i=1 dG

�
z
(i)
2

�
= 0, il s�ensuit qu�à un terme asymptotiquement négli-

geable près, Gn (m) est une statistique de Von Mises dégénérée de noyau

h =
Pm

j=1 hj.

Soit Am : L2

0@G�G� :::�G| {z }
m fois

1A! L2

0@G�G� :::�G| {z }
m fois

1A l�opérateur intégral

Amf (z1) =

Z
R
h (z1; z2) f (z2)

Ym

i=1
dG
�
z
(i)
2

�
=

mX
j=1

Z
R
hj (z1; z2) f (z2) dG

�
z
(0)
2

�
dG
�
z
(j)
2

�

Soit f(�r; �r) ; r � 1g les valeurs et les fonctions propres respectivement. Comme

E f�r (X0)g = 0, il ressort que

Z
hj (z1; z2) f (z2)�i

�
z
(0)
2

�
�k

�
z
(r)
2

�Ym

l=1
dG
�
z
(l)
2

�
=

8><>: �i�k�i

�
z
(0)
2

�
�k

�
z
(r)
2

�
j = r

0 j 6= r

Ceci montre que
�
�ikj (z) = �i

�
z(0)
�
�k
�
z(j)
�
; i; k � 1; 1 � j � m

	
, les fonctions

propres de Am avec �ik = �i�k étant les valeurs propres corréspendantes à�
�ikj (z) ; 1 � j � m

	
. Ainsi, �ik est répété m fois dans l�ensemble des valeurs

propres de Am. L�ensemble
�
�ikj (z) ; 1 � j � m

	
à la propriété :

E
�
�i1k1j1 (Zs)�i2k2j2 (Zt)

	
= 1[s=t]1[i1=i2]1[k1=k2]1[j1=j2]. Donc Wikj dans le théorème

1 de Carlstein (1988) sont des variables indépendantes de loi N (0; 1), nous avons la

convergence en loi

nGn (m) !
n!1

X
i;k�1
1�j�m

�ikW
2
ikj =

1X
i;k=1

�ikWik (m)

où Wik (m) =
Pm

j=1W
2
ikj qui est la distribution de khi deux à m degrés de liberté
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2 Mesure des di¤érence pondérée de densités

Cette mesure se base essentiellement sur la di¤érence des densités conjoimargi-

nale p2 (x; y)�p (x) p (y), où p2 est la densités bi-variée et les p les densités marginales

de (Xt�1;Xt) pour des séries chronologiques stationnaires fXtg. Nous supposons que

ces densités existent. Sous l�hypothèse d�indépendance, on a p2 = p2, ceci peut être

exploité pour construire des fonctionnelles pour mesurer la dépendance et tester

l�indépendance. La même procédure s�applique pour (Xt�k;Xt).

Les densités conjointes d�ordre supérieur pour (Xt; Xt�1; :::; Xt�k) peuvent être

traitées de la même façon, mais lorsque k croît des problèmes peuvent surgir à cause

de la dimension dans l�estimation des densités conjointes.

Cette mesure est dé�nie par

I1 =

Z
fp2 (x; y)� p (x) p (y)g p2 (x; y) dxdy: (2.1)

Cette mesure n�est pas positive. Quand p2 (x; y) < p (x) p (y), le poids p2 (x; y)

est petit, tandis que quand p2 (x; y) > p (x) p (y) il est grand ; ainsi les contributions

positives à intégrale dominent les négatives. Dans le cas gaussien il est possible de

montrer le résultat formel.

Proposition 2.0.1 (Skaug et Tjøstheim, 1993b) Soit fXtg un processus gaus-

sien stationnaire. Alors I1 � 0. Elle est nulle si et seulement si Xt et Xt�1 sont

indépendantes.

Preuve. Soit �2 = var (Xt) et � = corr (Xt; Xt�1). Alors

Z
p22 (x; y) dxdy �

Z
p2 (x) p2 (y) dxdy =

�
4��2

��1 n�
1� �2

��1=2 � 1o � 0: (2.2)

66



Chapitre 2 Tests non paramétriques d�indépendance sérielle

Utilisant l�inégalité de Schwarz

I1 =

Z
p22 (x; y) dxdy �

Z
p (x) p (y) p2 (x; y) dxdy

�
Z
p22 (x; y) dxdy �

�Z
p22 (x; y) dxdy

�1=2�Z
p2 (x) p2 (y) dxdy

�1=2
(2.3)

Il s�ensuit de (2:2) que I1 � 0. De sa dé�nition, nous avons I1 = 0 si Xt et Xt�1 sont

indépendantes. D�autre part si I1 = 0 alors de (2:3)

Z
p22 (x; y) dxdy �

Z
p2 (x) p2 (y) dxdy

et il s�ensuit de (2:2) que nous devons avoir � = 0 i.e., Xt et Xt�1 doivent être

indépendantes sous cette hypothèse gaussienne.

et donc,I1 n�est pas toujours positive, le contre exemple le montre.

Soit p2 (x; y) donnée par

p2 (x; y) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

� �1 < x � 0; 0 < y � 1

1� 2� 0 < x; y � 1

� 0 < x � 1; �1 < y � 0

0 sinon

Le calcul de I1 donne �2 (4�� 1), et donc, I1 est négative si 0 < � < 1
4
.

Il y a au moins deux façons de déterminer la mesure I1. Pour les deux méthodes

nous avons besoin d�estimer bp2 et bp par la méthode du noyau. D�autres type d�es-
timations sont possibles. Chan et Tran (1992) ont utilisé l�estimation basée sur les

histogrammes.

La plupart des méthodes d�estimation de I1 consistent à utiliser l�intégration

numérique,

I
0

n;1 =

Z
fbp2 (x; y)� bp (x) bp (y)g bp2 (x; y)w2 (x; y) dxdy: (2.4)

67



Chapitre 2 Tests non paramétriques d�indépendance sérielle

où w2 (x; y) est la fonction poids. On peut travailler avec les moyennes empiriques,

pour des observations données fX0; X1; :::; Xng (Skaug et Tjøstheim, 1993b),

In;1 =
1

n

X
t

fbp2 (Xt; Xt�1)� bp (Xt) bp (Xt�1)gw2 (Xt; Xt�1) (2.5)

Sous les hypothèses du théorème ergodique faible

In;1
p!
Z
fp2 (x; y)� p (x) p (y)g p2 (x; y)w2 (x; y) dxdy

En enlevant le facteur poids nous aurons I1. L�introduction de w2 dans (2:5) si-

gni�e que les observations extrêmes peuvent être cachées. En fait dans toutes les

simulations de In;1 nous prenons w2 (x; y) = 1.

Pour des raisons de calculs, nous préferons d�utiliser (2:5) plutôt que (2:4).

Considérons les estimateurs des densités donnés par la méthode des noyaux

bp2 (x; y) = 1

n

X
s

kh (Xs � x) kh (Xs�1 � y) et bp (x) = 1

n

X
s

kh (Xs � x) (2.6)

où h = h (n) est la fenêtre, kh (x) = h�1k (h�1x) avec k est la fonction noyau

satisfaisant les hypothèses standard telles que
R
k (x) dx = 1, k (�x) = k (x), k (x)

est bornée etR
x2k (x) dx < 1. Nous considérons la même fenêtre pour les estimateurs densité

dans les deux cas, uni et bidimensionnelles tout à fait comme Rosenblatt (1975) et

Wahlen (1991). Ceci ne s�accorde pas avec l�optimalité des estimateurs des densités

mais simpli�e les calculs. Utilisons (2:6), nous obtenons

Z
fbp2 (x; y)g2 dxdy

=
1

n2

X
s

X
t

kh (Xs � x) kh (Xs�1 � y) kh (Xt � x) kh (Xt�1 � y)

=
1

n

X
s

1

n

X
t

Gh (Xs �Xt)Gh (Xs�1 �Xt�1)
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, 1

n

X
t

bp2;G (Xt; Xt�1) ;

où G set la fonction noyau obtenue en convoluant k avec lui même, i.e.,

G (z) =

Z
k (x) k (z � x) dx

De la même manière,

Z bp (x) bp (y) bp2 (x; y) dxdy
=

1

n3

X
s

X
t

X
u

kh (Xs � x) kh (Xt � y) kh (Xu � x) kh (Xu�1 � y) dxdy

=
1

n

X
s

1

n

X
t

Gh (Xs �Xt)
1

n

X
u

Gh (Xu �Xt�1)

, 1

n

X
t

bpG (Xt) bpG (Xt�1) ;

Ainsi, In;1 devient

Z
fbp2 (x; y)� bp (x) bp (y)g bp2 (x; y) dxdy (2.7)

=
1

n

X
t

bp2;G (Xt; Xt�1)� bpG (Xt) bpG (Xt�1)

Pour un noyau gaussien avec k (x) = (2�)�1=2 exp
�
�1
2
x2
�
, G est aussi gaussienne

avec G (x) = (2�)�1=2 2�1=2 exp
�
�1
2

�
x=21=2

�2�
. De plus la fonction poids w peut

être intégrée dans (2:7). Alors il y a des termes additionnels d�ordre O (h2) qui

peuvent être négligés asymptotiquement.

2.1 Propriétés asymptotiques

Pour l�analyse asymptotique de In;1, nous considérons l�estimation par la mé-

thode des noyaux et le développement de Taylor. Le développement de Taylor pour

une fonctionnelle entropie été utilisée par Joe (1989b) dans le cas i.i.d, nous utilisons
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les mêmes notations. Ainsi, soit

Fn (x; y) = Fn;2 (x; y) =
1

n

X
t

1[Xt�x;Xt�1�y]:

la fonction de répartition empirique bivariée générée par fX0; X1; :::; Xng.

Alors In;1 peut s�écrire

In;1 =

Z
fbp2 (x; y)� bp (x) bp (y)gw (x; y) dFn (x; y) :

De plus, soit

F (x; y) = P (Xt � x;Xt�1 � y) =

xZ
�1

yZ
�1

p (u; v) dudv

et

Un (x; y) = n�1=2 fFn (x; y)� F (x; y)g

où Fn (x), F (x) et Un (x) sont les quantités univariées correspondantes. Nous dé�-

nissons

ph (x; y) = ph(n);2 (x; y) , E [bp (x; y)]
et notons

ph (x; y) =

Z
kh (x� u) kh (y � v) p (u; v) dudv

et de même pour ph (x). bA (x; y) = bp (x; y) � bp (x) bp (y) et

Ah (x; y) = ph (x; y)� ph (x) ph (y). In;1 peut s�écrire

In;1 =

Z
Ah (x; y)w (x; y) dF (x; y) +

Z n bA (x; y)� Ah (x; y)
o
w (x; y) dF (x; y)

+n�1=2
Z
Ah (x; y)w (x; y) dUn (x; y)

+n�1=2
Z n bA (x; y)� Ah (x; y)

o
w (x; y) dUn (x; y) :
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Faisons un développement de Taylor pour bA (x; y) = bp (x; y)�bp (x) bp (y) au voisinage
de fph (x; y) ; ph (x) ; ph (y)g. Utilisant le fait que

n1=2 fbp (x; y)� ph (x; y)g =
R
kh (x� u) kh (y � v) dUn (u; v) et

n1=2 fbp (x)� ph (x)g =
R
kh (x� u) dUn (u), nous obtenons l�identité suivante

In;1 =

Z
fph (x; y)� ph (x) ph (y)gw (x; y) dF (x; y)

+n�1=2
�Z

kh (x� u) kh (y � v)w (x; y) dUn (u; v) dF (x; y)

�
Z
kh (x� u) ph (y)w (x; y) dUn (u) dF (x; y)

�
Z
kh (y � v) ph (x)w (x; y) dUn (v) dF (x; y)

+

Z
fph (x; y)� ph (x) ph (y)gw (x; y) dUn (x; y)

�
+n�1

�
�
Z
kh (x� u) kh (y � v)w (x; y) dUn (u) dUn (v) dF (x; y)

+

Z
kh (x� u) kh (y � v)w (x; y) dUn (u; v) dUn (x; y)

�
Z
kh (x� u) ph (y)w (x; y) dUn (u) dUn (x; y)

�
Z
kh (x� v) ph (x)w (x; y) dUn (v) dUn (x; y)

�
�n�3=2

Z
kh (x� u) kh (y � v)w (x; y) dUn (u) dUn (v) dUn (x; y) (2.8)

Sous l�hypothèse d�indépendance, nous avons ph (x; y) � ph (x) ph (y), alors le pre-

mier terme du développement (2:8) s�annule.

2.1.1 Biais asymptotique

Le but est de trouver un test d�indépendance et il est nécessaire d�evaluer E (In;1)

sous H0. L�indépendance des Xt n�implique pas l�indépendance entre les paires

(Xt+1; Xt), (Xt; Xt�1), et (Xt�1; Xt�2) et nous avons besoin d�une extension du théo-

rème 2:1 de Joe (1989b).
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Lemme 2.1.1 (Skaug and Tjøstheim 1993b) SoitXt une suite de variables aléa-

toire i.i.d. et soit F (x; y; z) = F3 (x; y; z) = F (x)F (y)F (z) la fonction de ré-

partition jointe de (Xt+1; Xt; Xt�1). Alors pour des fonctions quelconques an (x),

an (x; y), an (x; y;u), an (x; y;u; v), et b (x; y;u; v) pour lesquelles les intégrales ci-

dessous existent, nous avons

E
�Z

an (x) dUn (x)

�
= E

�Z
an (x; y) dUn (x; y)

�
= 0 (2.9)

E
�Z

an (x; y) dUn (x) dUn (y)

�
=

Z
an (x; x) dF (x)�

Z
an (x; y) dF (x; y) (2.10)

E
�Z

an (x; y;u; v) dUn (x; y) dUn (u; v)

�
=

Z
an (x; y;x; y) dF (x; y) +

Z
fan (x; y; y; u) + an (y; u;x; y)g dF (x; y; u)

�3
Z
an (x; y;u; v) dF (x; y) dF (u; v) +O

�
n�1
�

(2.11)

E
�Z

an (x; y;u) dUn (x; y) dUn (u)

�
=

Z
an(x; y;x) + an(x; y; y)dF (x; y)

�2
Z
an (x; y;u) dF (x; y; u) +O

�
n�1
�

(2.12)

E
�Z

bn (x; y;u; v) dUn (x; y) dUn (u) dUn (v)

�
= O

�
n�1=2

�
(2.13)

Preuve. Pour la première identité de (2:9), nous avons

E
�Z

an(x)dUn(x)

�
= n1=2E

�Z
an(x)d(Fn(x)� F (x))

�
= n1=2E

�Z
an(x)dFn(x)�

Z
andF (x)

�
= n1=2E

(
1

n

nX
t=1

an(Xt)� Ean(X1)

)

= n1=2

(
1

n

nX
t=1

E fan(X1)g � E fan(X1)g
)
= 0
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De même pour la deuxième identité dans (2:9). Pour (2:10), en utilisant la dé�nition

de Un

E

�Z
an (x; y) dUn (x) dUn (y)

�
= n�1E

(X
t

X
s

an (Xt; Xs)

)
� E

(X
t

Z
an (Xt; y) dF (y)

)
(2.14)

�E
(X

s

Z
an (x;Xs) dF (x)

)
+ n

Z
an (x; y) dF (x) dF (y) :

de l�equation (2:14), pour la double somme nous trouvonsR
an (x; x) dF (x) + (n� 1)

R
an (x; y) dF (x; y), pour le deuxième terme nous trou-

vons n
R
an (x; y) dF (x; y) de même pour le troisième ; en combinant ceux-ci avec le

quatrième terme, le résultat est établi.

Nous allons donner la preuve de (2:11), celles de (2:12) et (2:13) se font de la

même manière. Utilisant la dé�nition de Un, (2:11) peut être écrite

n�1E

(X
t

X
s

an (Xt; Xt�1; Xs; Xs�1)

)
� E

(X
t

Z
an (Xt; Xt�1; u; v) dF (u; v)

)

�E
(X

s

Z
an (x; y;Xs; Xs�1) dF (x; y)

)
+ n

Z
an (x; y;u; v) dF (x; y) dF (u; v) :

(2.15)

Les termes au milieu et la première double somme de (2:15) pour js� tj > 1 donne

lieu à �2n+ n (n� 3) =n termes de même type que le quatrième terme. Combinons

les, y compris le dernier terme à droite de (2:11). Pour s = t et js� tj = 1 de la

double somme, nous obtenons le premier terme et (n� 1) =n fois le deuxième terme

sur la droite de (2:11).

Le lemme 2.1.1 est utilisé pour obtenir le biais de In;1. Nous faisons cela pour

les estimateurs des densités donnés par la méthode du noyau leave-one-out (voir
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Silverman 1980; pp.49)

bp2 (Xt; Xt�1) =
1

n� 1
X
s 6=t

kh (Xs �Xt) kh (Xs�1 �Xt�1)

bp (Xt) =
1

n� 1
X
s 6=t

kh (Xs �Xt) (2.16)

et pour les estimateurs

bp (Xt; Xt�1) =
1

n

X
s

kh (Xs �Xt) kh (Xs�1 �Xt�1)

bp (Xt) =
1

n

X
s

kh (Xs �Xt) (2.17)

De plus, nous utilisons le produit des fonctions pondérées avecw2 (x; y) = 1[x2S]1[y2S],

où 1[z2S] est une fonction indicatrice du support S.

Proposition 2.1.1 (Skaug et Tjøstheim 1993b) Soit Xt une suite de variables

aléatoire i.i.d. et soient p (x; y) et p (x) deux densités de classe C2 (soient deux fois

continûment di¤érentiables) Suposons que les conditions citées auparavant sur k (la

fonction noyau) sont véri�ées et que h = h (n) ! 0 et nh2 ! 1 quand n ! 1.

Alor, en utilisant les estimateurs de (2:17), nous avons

E (In;1) = n�1h�2k2 (0)

�Z
p (x)w (x) dx

�2
�2n�1h�1k (0)

Z
p2 (x)w (x) dx

Z
p (x)w (x) dx

+n�1

"
2

�Z
p2 (x)w (x) dx

�2
�
Z
p3 (x)w (x) dx

#
+O

�
n�1h

�
+O

�
n�2h�2

�
(2.18)

Si les estimateurs leave-one-out (2:16) sont utilisées alors les deux termes sur la

droite de (2:18) s�annulent.
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Preuve. Prenons l�espérance de (2:8), remarquons de (2:9) que les termes multipliés

par n�1=2 à partir de (2:8) sont nuls. Notons les termes multipliés par n�1 par

n�1 (�S1 + S2 � S3 � S4) ; de (2:10) et sous H0, nous avons

E (S1) =

Z
kh (x� u) kh (y � u) p (x)w (x) p (y)w (y) p (u) dxdydu

�
Z
kh (x� u) kh (y � v) p (x)w (x) p (y)w (y) p (u) p (v) dxdydudv:

(2.19)

Utilisons le développement de Taylor au voisinage de h = 0 pour

ph (x) = E [bp (x)] = p (x) +
1

2
h2p

00
(x) + o

�
h2
�

(2.20)

Faisons un développement de Taylor à l�ordre deux pour (2:19)

E (S1) = E (S1) jh=0 +
1

2
h2E00

(S1) + o
�
h2
�

nous trouvons

E (S1) =

Z
h�1k ((x� u) =h)h�1k ((y � u) =h) p (x)w (x) p (y)w (y) p (u) dxdydu

�
Z
h�1k ((x� u) =h)h�1k ((y � v) =h) p (x)w (x)

p (y)w (y) p (u) p (v) dxdydudv

=

Z
k (z) k (t) p (hz + u)w (hz + u) p (ht+ u)w (ht+ u) p (u) dzdtdu

�
Z
k (z) k (t) p (hz + u)w (hz + u) p (ht+ v)w (ht+ v)

p (u) p (v) dzdtdudv

E (S1) jh=0 =

Z
k (z) k (t) p (u)w (u) p (u)w (u) p (u) dzdtdu

�
Z
k (z) k (t) p (u)w (u) p (v)w (v) p (u) p (v) dzdtdudv
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=

Z
k (z) dz| {z }
=1

Z
k (t) dt| {z }
=1

Z
p3 (u)w (u) du

�
Z
k (z) dz| {z }
=1

Z
k (t) dt| {z }
=1

Z
p (u)w (u) p (v)w (v) dudv

=

Z
p3 (u)w (u) du�

�Z
p2 (u)w (u) du

�2

pour E0
(S1), elle est nulle.

E0
(S1) =

Z
zk (z) k (t) p

0
(hz + u)w (hz + u) p (ht+ u)w (ht+ u) p (u) dzdtdu

+

Z
zk (z) k (t) p (hz + u)w

0
(hz + u) p (ht+ u)w (ht+ u) p (u) dzdtdu

+

Z
tk (z) k (t) p (hz + u)w (hz + u) p

0
(ht+ u)w (ht+ u) p (u) dzdtdu

+

Z
tk (z) k (t) p (hz + u)w (hz + u) p (ht+ u)w

0
(ht+ u) p (u) dzdtdu

�
Z
zk (z) k (t) p

0
(hz + u)w (hz + u) p (ht+ v)w (ht+ v) p (u) p (v) dzdtdudv

�
Z
zk(z)k(t)p(hz + u)w

0
(hz + u)p(ht+ v)w(ht+ v)p(u)p(v)dzdtdudv

�
Z
tk(z)k(t)p(hz + u)w(hz + u)p

0
(ht+ v)w(ht+ v)p(u)p(v)dzdtdudv

�
Z
tk(z)k(t)p(hz + u)w(hz + u)p(hz + v)w

0
(hz + v)p(u)p(v)dzdtdudv

=

Z
zk(z)dz| {z }
=0

Z
k(t)dt

Z
p
0
(hz + u)w(hz + u)p(ht+ u)w(ht+ u)p(u)tdu

+

Z
zk(z)dz| {z }
=0

Z
k(t)dt

Z
p(hz + u)w

0
(hz + u)p(ht+ u)w(ht+ u)p(u)tdu

+

Z
k(z)dz

Z
tk(t)dt| {z }
=0

Z
p(hz + u)w(hz + u)p

0
(ht+ u)w(ht+ u)p(u)tdu

+

Z
k(z)dz

Z
tk(t)dt| {z }
=0

Z
p(hz + u)w(hz + u)p(ht+ u)w

0
(ht+ u)p(u)tdu

�
Z
zk (z) dz| {z }
=0

Z
k (t) dt

Z
p
0
(hz + u)w (hz + u) p (ht+ v)w (ht+ v) p (u) p (v)

p (v) dudv
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�
Z
zk (z) dz| {z }
=0

Z
k (t) dt

Z
p (hz + u)w

0
(hz + u) p (ht+ v)w (ht+ v) p (u) p (v) dudv

�
Z
k (z) dz

Z
tk (t) dt| {z }
=0

Z
p (hz + u)w (hz + u) p

0
(ht+ v)w (ht+ v) p (u) p (v) dudv

�
Z
k (z) dz

Z
tk (t) dt| {z }
=0

Z
p (hz + u)w (hz + u) p (ht+ v)w

0
(ht+ v) p (u) p (v) dudv

= 0

De la même manière pour l�ordre 2

E0
(S1) jh=0 =

Z
p
00
(u)w2 (u) p (u) du+

Z
p
0
(u)w

0
p (u)w (u) du

+

Z
p
0
(u)w

0
(u) p (u)w (u) du+

Z
p2 (u)w

00
(u)w (u) du

+

Z
p
00
(u)w2 (u) p (u) du+

Z
p
0
(u)w

0
p (u)w (u) du

+

Z
p
0
(u)w

0
(u) p (u)w (u) du+

Z
p2 (u)w

00
(u)w (u) du

�
Z
p
00
(u)w(u)p(v)w(v)dudv �

Z
p
0
(u)w

0
(u)p(v)w(v)dudv

�
Z
p
0
(u)w

0
(u)p(v)w(v)dudv �

Z
p(u)w

00
(u)p(v)w(u)dudv

�
Z
p(u)w(u)p

00
(v)w(v)dudv �

Z
p(u)w(u)p

0
(v)w

0
(v)dudv

�
Z
p(u)w(u)p

00
(v)w(v)dudv �

Z
p(u)w(u)p

0
(v)w

0
(v)dudv

�
Z
p(u)w(u)p

0
(v)w

0
(v)dudv �

Z
p(u)w(u)p

0
(v)w

00
(v)dudv

qui sont des quantités �nies, donc

E (S1) =
Z
p3 (x)w (x) dx�

�Z
p2 (x)w (x) dx

�2
+O

�
h2
�
:
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De la même manière, en utilisant (2:11) et (2:12) nous concluons que

E (S2) = h�2k2 (0)

�Z
p (x)w (x) dx

�2
+ 2

Z
p3 (x)w (x) dx

�3
�Z

p2 (x)w (x) dx

�2
+O

�
h2
�
+O

�
n�1
�

et

E (S3) = E (S4) = h�1k (0)

Z
p2 (x)w (x) dx

Z
p (x)w (x) dx+

Z
p3 (x)w (x) dx

�2
�Z

p2 (x)w (x) dx

�2
+O (h) :

De plus, en utilisant (2:13) le terme de l�ordre le plus élevé de (2:8) (i.e., celui mul-

tiplié par n�3=2) est donné par n�2h�2k2 (0)
R
w (x) dx. En rassemblant les termes,

nous obtenons (2:18)

Si nous utilisons la méthode de leave-one-out, ceci signi�e que l�on suppose

k (0) = 0 et il en est de même dans la deuxième partie de la proposition.

Dans le cas gaussien i.e., Xt � N (0; 1) et w (x) � 1;

2

�Z
p2 (x) dx

�2
�
Z
p3 (x) dx =

1

2�

�
1� 3�1=2

�
t 0:067:

Dans la pratique, nous constatons que le biais de In;1 peut être négligé quand nous

utilisons les estimations de la méthode leave-one-out (2:16) dans la construction de

la statistique correspondante pour n � 100 i.e., nous remplaçons E (In;1) par zéro.

Ce n�est pas le cas si les estimations de (2:17) sont utilisées.

2.1.2 Variance asymptotique

Nous utilisons la mêmeméthode que dans 2:1:1 et posons quew (x; y) = 1[x2S]1[y2S]

où S � R est un ensemble Lebesgue mesurable.
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Proposition 2.1.2 (Skaug et Tjøstheim 1993b) Sous les même hypothèses que

la proposition 2:1:1, nous avons pour les deux estimations (2:16) et (2:17)

var (In;1) = n�1

 Z
p3 (x)w (x) dx�

�Z
p2 (x)w (x) dx

�2!2
+O

�
n�1h2

�
+O

�
n�2h�2

�
: (2.21)

Preuve. Nous commençons par trouver la variance du terme en n�1=2 de (2:8). Sous

H0, ce terme peut être écrit comme

Bn = n�1=2
�Z

ph;w (x; y) dUn (x; y)� 2
Z
ph (x) p (x)w (x) d (x)

Z
ph;w (x) dUn (x)

�
;

(2.22)

où

ph;w (x; y) =

Z
kh (x� u) kh (y � v) p (u; v)w (x; y) d (u; v)

et de même pour ph;w (x). Par suite de (2:9), nous avons var (Bn) = E (B2
n), et

nous pouvons utiliser (2:10)-(2:12) pour caculer les espérances des intégrales. Nous

obtenons, en utilisant ph (x; y) = ph (x) ph (y) et ph;w (x; y) = ph;w (x) ph;w (y)

E

"�Z
ph;w (x; y) dUn (x; y)

�2#

=

�Z
p2h;w (x) p (x) d (x)

�2
+ 2

n� 1
n

Z
p2h;w (x) p (x) d (x)

�Z
ph;w (x) p (x) d (x)

�2
�3
�Z

ph;w (x) p (x) d (x)

�4

E
�Z

ph;w (x; y) dUn (x; y)

Z
ph (x) p (x)w (x) d (x)

Z
ph;w (x) dUn (x)

�
=

Z
ph (x) p (x)w (x) d (x)

�
2

Z
p2h;w (x) p (x) d (x)

Z
ph;w (x) p (x) d (x)

�2
�Z

ph;w (x) p (x) d (x)

�3#
;
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E

"�Z
ph (x) p (x) d (x)

Z
ph;w (x) dUn (x)

�2#

=

�Z
ph (x) p (x)w (x) d (x)

�2 "Z
p2h;w (x) p (x) d (x)�

�Z
ph;w (x) p (x) d (x)

�2#
:

(2.23)

De (2:20) Z
ph;w (x) p (x) d (x) =

Z
p2 (x)w (x) d (x) +O

�
h2
�

avec des expressions similaires pour des intégrales impliquant ph (x) et ph;w (x). Par

un calcul direct

var (Bn) = n�1

 Z
p3 (x)w (x) d (x)�

�Z
p2 (x)w (x) d (x)

�2!2
+O

�
n�1h2

�
:

Les termes multipliés par n�1 et par n�3=2 de (2:8) peuvent être traités de la même

façon et en faisant une extension de 2:1:1 (et du lemme 2:1 de Joe, 1989b). La

variance du terme multiplié par n�1 est donnée par

2n�2h�2
�Z

k2 (x) dx

��Z
p2 (x)w (x) dx

�2
(2.24)

Celle du terme multiplié par n�3=2 est de l�ordre O (n�3h�2). Les covariances des

di¤érents termes de (2:8) sont de l�ordre o (n�2h�2), ainsi (2:21) est obtenue.

2.1.3 Normalité asymptotique

Nous travaillerons sous l�hypothèse nulle bien que la normalité asymptotique

peut être prouvé dans le cas de dépendance, à l�aide du developpement de Taylor

tronqué et du théorème de mélange. Commençons par (2:8) et notons les termes

multipliés par n�1=2, n�1 et n�3=2 par I, II et III respectivement, de sorte que

In;1 = n�1=2I + n�1II + n�3=2III

80



Chapitre 2 Tests non paramétriques d�indépendance sérielle

Ici n�1=2I = Bn où Bn est donné dans (2:22). De ce qui précede, nous avons

E
h�
n�1=2I

	2i
= O (n�1), n�2E

�
fII � E (II)g2

�
= O (n�2h�2),

E
��
n�3=2III

	�
= O (n�2h�2) et var

�
n�3=2III

�
= O (n�3h�2). Par conséquent,

n�1=2I = Op
�
n�1=2

�
et sous les hypothèses de la proposition 2:1:2,

n�1 fII � E (II)g + n�3=2III = op
�
n�1=2

�
. Il ressort de résultats standards (voir

Brockwell and Davis 1987 pp 198) que n�1=2 fIn;1 � n�1E (II)g et I = n1=2Bn ont

la même distribution asymptotique.

Théorème 2.1.1 (Skaug et Tjøstheim 1993b) Sous les hypothèses de la propo-

sition 2:1:2 et pour la fonction poids w (x; y) = 1[x2S]1[y2S] de support compact S etR
p3 (x)w (x) dx�

�R
p2 (x)w (x) dx

	2 6= 0, alors
n1=2

�
In;1 � n�1E (II)

	 L!
n!1

N

0@0;(Z p3 (x)w (x) dx�
�Z

p2 (x)w (x) dx

�2)21A ;

où E (II) est donnée dans la proposition 2:1:2.

Preuve. Il su¢ t de prouver la normalité asymptotique pour n1=2Bn oùBn est donnée

dans (2:22). Utilisant la dé�nition de Un

n1=2Bn = n�1=2
X
t

�
ph;w (Xt; Xt�1)�

Z
ph;w (x; y) p (x; y) dxdy

�
�2n�1=2

Z
ph (x) p (x)w (x) dx

X
t

�
ph;w (Xt)�

Z
ph;w (x) p (x) dx

�
= n�1=2

X
t

fCh;w (Xt; Xt�1)� 2Dh;w (Xt)g = n�1=2
X
t

Gh;w (Xt; Xt�1) ;

où

Ch;w (u; v) = ph;w (u; v)�
Z
ph;w (x; y) p (x; y) dxdy;

Dh;w (u) =

Z
ph (x) p (x)w (x) dx

�
ph;w (u)�

Z
ph;w (x) p (x) dx

�
et

Gh;w (u; v) = Ch;w (u; v)� 2Gh;w (u) :
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Nous pouvons l�écrire comme

n�1=2
X
t

Gh;w (Xt; Xt�1) = n�1=2
X
t

Gw (Xt; Xt�1)

+n�1=2
X
t

fGh;w (Xt; Xt�1)�Gw (Xt; Xt�1)g

où

n�1=2
X
t

Gw (Xt; Xt�1) =

Z
p (x; y)w (x; y) dUn (x; y)

�2
Z
p (x)w (x) d (x)

Z
p (x)w (x) dUn (x) :

En utilisant le même raisonnement que 2.1.2 et les hypothèses du théorème, il s�ensuit

que

E

24(n�1=2 nX
t=1

Gw (Xt; Xt�1)

)235! "Z
p3 (x)w (x) dx�

�Z
p2 (x)w (x) dx

�2#2
> 0

quand n ! 1. Puisque fXtg est i.i.d. et Gw est une fonction mesurable sur R2,

le processus fYtg = fGw (Xt; Xt�1)g esr strictement stationnaire et 1-dépendant. A

partir du théorème central limite pour un processus �-dépendant (Brockwell and

Davis 1987, théorème 6:4:2)

n�1=2
X
t

Gw (Xt; Xt�1)
L!

n!1
N

0@0;"Z p3 (x)w (x) dx�
�Z

p (x)w (x) dx

�2#21A :

Le théorème sera démontré si l�on peut démontrer que

n�1=2
X
t

fGh;w (Xt; Xt�1)�Gw (Xt; Xt�1)g = op (1) ;
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ou bien

n�1E

24 X
t

fGh;w (Xt; Xt�1)�Gw (Xt; Xt�1)g
!235 = o (1) :

En utilisant le lemme 1:2:2,

n�1E

24 X
t

fGh;w (Xt; Xt�1)�Gw (Xt; Xt�1)g
!235

= E

"�Z
fCh;w (x; y)� Cw (x; y)g dUn (x; y)� 2

Z
fDh;w (x)�Dw (x)g dUn (x)

�2#
=

Z
fCh;w (x; y)� Cw (x; y)g2 p (x; y) dxdy

+2
n� 1
n

Z
fCh;w (x; y)� Cw (x; y)g fCh;w (y; v)� Cw (y; v)g p (x; y; v) dxdydv

�3
�Z

fCh;w (x; y)� Cw (x; y)g p (x; y) dxdy
�2

+4

Z
fDh;w (x)�Dw (x)g2 p (x) dx� 4

�Z
fDh;w (x)�Dw (x)g p (x) dx

�2
�4
Z
fCh;w(x; y)� Cw(x; y)g fDh;w(x) +Dh;w(y)�Dw(x)�Dw(y)g p(x; y)dxdy

+8

Z
fCh;w(x; y)� Cw(x; y)g p(x; y)dxdy

Z
fDh;w(x)�Dw(x)g p(x)dx: (2.25)

Comme ph (x; y) =
R
kh (x� u) kh (y � v) p (u; v) dudv il s�ensuit de la conti-

nuité de p que ph (x; y) ! p (x; y) pour tout (x; y) si h = h (n) ! 0. Puisque

w (x) a un support compact S, nous avons la continuité uniforme de p par consé-

quent, la convergence uniforme de ph (x; y) ! p (x; y) sur S � S quand n ! 1.

Des dé�nitions de Ch;w, Cw, Dh;w et Dw il s�ensuit que Ch;w (x; y) ! Cw (x; y) et

Dh;w (x; y) ! Dw (x; y) uniformement sur S � S et S dand n ! 1.(il est vrai-

ment nécessaire de redé�nire Ch;w (x; y) et Dw (x) aux bords de S � S et S, mais

en supposant que ceux-ci ont une mesure de Lebesgue nulle cette contribution est

négligeable). Comme les intégrales dans (2:25) sont sur S, S�S et S�S�S, et p et ph

sont bornées sur S grâce à la continuité il s�ensuit que pour un " > 0 donné il existe
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un N tel que pour n > N , jCh;w (x; y)� Ch (x; y)j < " et jDh;w (x)�Dh (x)j < " et

il existe un M tel que p (x) < M pour tout x 2 S et (x; y) 2 S � S. Donc chaque

intégrale est majorée par "pM q jSjq où p = 1 ou 2, q = 1, 2 ou 3 et jSj est la mesure

de Lebesgue de S. Il résulte que (2:25) est de l�ordre o (1) quand n!1.

2.2 Test basé sur In;1

En se basant sur les résultas des trois sous sections précédentes, la statistique

naturelle pour tester l�indépendance est

I�n;1 = fIn;1 � En (In;1)g =SDn (In;1) ; (2.26)

où les expressions asymptotiques de E (In;1) et SD (In;1) sont données par (2:18) et

(2:21), et les estimateurs naturels dans le cas de �leave-one-out�sont donnés par

En (In;1) = n�1

242( 1
n

X
t

bp (Xt)w (Xt)

)2
� 1

n

X
t

bp2 (Xt)w (Xt)

35 ;
et

SDn (In;1) = n�1=2

������ 1n
X
t

bp2 (Xt)w (Xt)�
(
1

n

X
t

bp (Xt)w (Xt)

)2������ : (2.27)

Pour n grand on s�attend à ce que I�n;1 soit aproximativement une loi normale réduite

sous l�hypothèse nulle. Nous rejetons l�hypothèse nulle de l�indépendance si I�n;1 � u�

où u� est le fractile d�ordre 1� � de la loi normale standard.

3 Mesure basée sur l�information conditionnelle

Cette mesure est proche de celle introduite par Wu et al (1993) pour mesurer la

dépendance conditionnelle. Elle est dé�nie en termes de rapport des intégrales de

corrélation. l�intégrale de corrélation trouve son origine dans l�étude des systèmes
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chaotiques où elle est un moyen important pour caractériser les dynamiques des

processus déterministes. Son estimation est relativement directe. La liaison entre

les intégrales de corrélations et les quantités théoriques d�information établie par

Prichard et Theiler (1995) montre que la mesure de Diks et Manzan (2002) corres-

pond à l�information mutuelle conditionnelle de second ordre. Les quantités théo-

riques d�information utilisées par Granger et Lin (1994) sont aussi reliées à cette

statistique. Cependant, leur test statistique est une généralisation de la fonction

d�auto-corrélation, bien que celui de Diks et Manzan (2002), généralise la fonction

d�auto-corrélation partielle. Ceci rend la mesure de Diks et Manzan (2002), plus

adéquate pour étudier le retard de la dépendance, ce qui peut servir en tant que

première étape à la sélection de l�ordre du modèle. Comme le nombre de paramètres

dans les modèles paramétriques des séries chronologiques non linéaires (tel que TAR)

augmente généralement rapidement avec le nombre de retards retenus, les critères

de selection de retrads sont importants pour la construction de modèles de séries

chronologiques parcimonieux.

3.1 Dé�nitions

La statistique de Diks et Manzan (2002) est basée sur l�information mutuelle

conditionnelle. L�avantage de l�utiliser comme une statistique de test c�est qu�elle

capture les dépendances tandis que le conditionnement sur les valeurs intermédiaires

de la série temporelle donne également un aperçu sur l�ordre du processus sous-

jacent.

Considérons l�information mutuelle conditionnelle dans le cadre des séries chro-

nologiques. Pour une série temporelle stationnaire fXtgt=1;T , dé�nissons le vecteur

de retard comme

Xm
t = (Xt; :::; Xt�m+1)

0
; (3.1)
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où m est la dimension d�empilement. Le nombre total des vecteurs est N tel que

N = T �m+ 1.

L�information mutuelle conditionnelle entre Xt et Xt�m sachant une observation

intermédiaire Xm�1
t�1 est donnée par

I
�
Xt; Xt�mjXm�1

t�1
�
= �H

�
Xm+1
t�1

�
+ 2H(Xm

t )�H
�
Xm�1
t�1

�
; (3.2)

où H est l�entropie de Shannon dé�nie comme dans l�appendice.

L�information mutuelle conditionnelle a une interprétation particulière dans le

contexte des séries temporelles, si Xt est un processus de Markov d�ordre k, la den-

sité de probabilité conditionnelle dépend seulement des k dernières valeurs retardées

de la série temporelle, les autres retards ne contiennent aucune information supplé-

mentaire. L�information mutuelle conditionnelle entre Xt et Xt�m devient nulle pour

m > k et positive pour m � k. Dans ce sens l�information mutuelle conditionnelle

peut être interprétée comme un identi�ant de l�ordre.

Une autre interprétation utile est la suivante : La quantité moyenne de l�informa-

tion sur Xt contenu dans Xm
t�1 est donnée par I

�
Xt; X

m
t�1
�
, tandis que la quantité

moyenne de l�information de Xt dans Xm�1
t�1 est seulement donnée par I

�
Xt; X

m�1
t�1

�
.

Si nous soustrayons ces deux mesures d�information nous retrouvons

I
�
Xt; X

m
t�1)� I(Xt; X

m�1
t�1

�
= I

�
Xt; Xt�mjXm�1

t�1
�
: (3.3)

l�information mutuelle conditionnelle (voir l�appendice). Ceci montre clairement que

l�information mutuelle conditionnelle quanti�e la quantité moyenne de l�informa-

tion supplémentaire de ce que Xm
t�1 contient de Xt, en plus de l�information qui

existe déjà dans Xm�1
t�1 . Si Xt�m ne contient aucune information supplémentaire sur

les valeurs de Xt en plus de celle de Xm�1
t�1 , I

�
Xt; Xt�mjXm�1

t�1
�
= 0. Si d�autre

part Xt�m contient de l�information supplémentaire sur Xt nous nous attendons à

I
�
Xt; Xt�mjXm�1

t�1
�
> 0. Diks et Manzan (2002) proposent le test unilatérale basé
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sur I
�
Xt; Xt�mjXm�1

t�1
�
, estimée à partir des intégrales de corrélation.

Soit Cm(�) et bCm(�) les notations abrégées de C2(Xm
t ; �) et de sont estimateurbC2(Xm

t ; �) réspectivement (voir la dé�nition dans l�appendice), nous écrivons

bI �Xt; Xt�mjXm�1
t�1

�
= �2 ln bCm(�) + ln bCm+1(�) + ln bCm�1(�): (3.4)

Pour la relation entre l�intégrale de corrélation et l�information voir l�appendice.

L�intégrale de corrélation d�ordre deux (q = 2) pour des vecteurs aléatoirs de

dimension m, Xm
t est

Cm(�) =

Z Z
1kx�x0k��fXm(s)fXm(t)dsdt: (3.5)

qui est l�espérance du noyau, E(1kX1
m�X2

mk��),qui peut être estimée à partir des

U�statistiques par

bCm(�) = 2

N(N � 1)

N�1X
i=1

NX
j=i+1

1(kXm
i �Xm

j k��):

où k:k désigne la norme L1.

Notons que l�information mutuelle conditionnelle est une mesure non bornée de

la dépendance conditionnelle. Ce qui conduit à l�utilisation de la version transformée

donnée par

In;2(j; �) = 1� exp(�bI(Xt; Xt�jjXt�1; :::; Xt�j+1)) = 1�

h bCj(�)i2bCj�1(�) bCj+1(�) ; (3.6)

qui prend des valeurs entre 0 et 1. L�utilisation de In;2(j; �) a été proposé pour la

première fois par Savit et Green (1991) pour déterminer la dimension de l�attracteur

chaotique13. Notons dorénavant In;2(j; �) � In;2(j) puisque � est �xé.

13Une des découvertes les plus spectaculaires des dernières années a été celle des attracteurs
étranges (Chaotiques), ces objets géométriques issus de l�évolution de systèmes chaotiques. Dans
le plan, ils sont formés d�une suite in�nie de points x0; x1; :::; xn; ::: qui dépendent de x0 la valeur
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Remarque 3.1.1 Dans la pratique la statistique In;2(j; �) peut avoir des valeur né-

gatives (voir Savit and Green, 1991)

3.2 Distribution asymptotique

Wu et al (1993) ont montré que distribution asymptotique de In;2(j) sous H0 est

une normale de moyenne zéro et variance VI2(j).

T 1=2In;2(j)
L!

n!1
N(0; VI2(j)) (3.7)

où la variance asymptotique est donnée par

VI2(j) = 4

(�
K1(�)

C1(�)

�m�1
�
"�

K1(�)

C1(�)

�2
� 1
#)2

et C1(�) indique l�intégrale de corrélation lorsque la dimension d�empilement est

égale à 1 tandis que K1(:) est estimé par

bK1(�) =
2

N(N � 1)(N � 2)

N�1X
i=1

NX
j=i+1

NX
k=j+1

1(kxi�xjk��)1(kxj�xkk��)

3.3 Test d�indépendance sérielle

Il est connu que l�approximation normale basée sur la distribution asymptotique

ne donne pas toujours de bons résultats pour des tailles modérés. Diks et Man-

zan (2002) ont monté dans leurs études de simulation que ces problèmes se posent

également pour les In;2(j; �). C�est la principale motivation pour l�utilisation d�une

approche bootstrap pour déterminer la distribution de la statistique de test sous

initiale. Au fur et à mesure que le nombre de points augmente, une image se forme dans le plan
et devient de plus en plus nette. Cette image n�est pas une courbe ni une surface, c�est en fait un
objet intermédiaire constitué de points avec entre eux des espaces inoccupés. L�objet est quali�é
d�étrange en raison de sa structure pointilliste et de sa nature fractale. Une valeur di¤érente de
x0 conduit à une toute autre suite qui après une courte phase, dessine la même image. D�où
qu�on parte, on se retrouve toujours sur l�attracteur, c�est le côté prévisible de l�évolution. Où se
retrouve-t-on exactement sur l�attracteur ? Il est impossible de répondre à la question, c�est le côté
imprévisible de l�évolution.
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l�hypothèse nulle.

Sous l�hypothèse nulle i.i.d. les statistiques d�ordre fournissent une statistique

exhaustive minimale. Sous l�hypothèse nulle, et conditionnellement à la statistique

d�ordre, chaque permutation des données observées est tout aussi probable, de sorte

que le conditionnement par la statistique d�ordre conduit à un test de permutation14.

Parce qu�un test de permutation peut être facilement mis en �uvre, il o¤re un moyen

commode pour obtenir un test exact. bC1(�) et bK1(�) sont des fonctions de statistiques

d�ordre donc sont invariantes quelque soit la permutation des séries temporelles

sous H0. Dans ce cadre les p�valeurs ne sont pas a¤ectées par les parametres de

position et d�échelle des statistiques. En plus les tests de permutation sont faciles à

appliquer, et évitent les calculs embarrassants nécéssaires pour obtenir la variance

asymptotique. La procédure du test est telle que

1. Calculer In;2(m; �) pour la série temporelle fXtgt=1;T .

2. Permuter aléatoirement la série chronologique et obtenir
n eXt

o
t=1;T

.

3. Calculer le test statistique basé sur
n eXt

o
t=1;T

noté par eIn;2(j; �).
4. Répéter les étapes 2 et 3 B fois.

5. Calculer la p�valeur unilatérale bp = 1+#[eIn;2(m;�))�In;2(m;�)]
1+B

.

6. Rejeter l�ypothèse nulle de l�indépendance si bp � � , où � est le niveau de

signi�cation choisi.

Remarque 3.3.1 Cette mesure est aussi utilisée pour tester la linéarité dans les

modèles de séries chronologiques.

4 Mesure basée sur l�entropie

Nous avons vu dans la section précédente pour des distributions continues, que

l�écart entre la densité conjointe fj (:) (on a changé de notation pour ne pas en-

14L�idée d�utiliser un test de permutation dans le contexte de l�indépendance sérielle remonte à
Pitman (1937).
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combrer la l�écriture) et le produit des densités marginales p (:) p (:), est un signe

de dépendance qui peut être mesurer de plusieurs façons. Dans cette section nous

allons mesurer cette deviation en utilisant l�information de Kullback-Leibler (1959).

Soit fXtg, un processus strictement stationnaire de densités marginale et conjointe

p(:) et fj (:) respectivement pour Zjt = (Xt; Xt�j)
0
. L�information de Kullback-

Leibler est donnée par

I3 (j) =

Z
ln

�
fj (x; y)

p(x)p(y)

�
fj (x; y) dxdy j 2 N: (4.1)

I3 (j) n�est pas une métrique car elle n�est pas symétrique et ne satifait pas l�inéga-

lité triangulaire. I3 (j) peut caractériser toutes les dépendances sérielles deux à deux

car I3 (j) � 0 (facile de véri�er en utilisant l�inégalité de Jensen15 ) et I3 (j) = 0

si et seulement si Xt et Xt�1 sont indépendantes. De plus elle possède une inter-

prétation intéressante de la théorie de l�information ; elle mesure la prévisibilité par

la di¤érence d�entropie entre les distributions a priori et a posteriori, et elle est in-

variante sous n�importe quelle transformation continue et monotone de fXtg. La

propriété d�invariance est attractive parce que fXtg est i.i.d. si et seulement si toute

transformation monotone et continue de fXtg est i.i.d.

Granger et Lin (1994) ont étudié les propriétés de I3 (j) normalisée


2 (j) = 1� e�2I3(j) j 2 N (4.2)

Elle est interprétée comme une auto-corrélation ombre �shadow autocorrelation�de

fXtg. Il ont proposé l�estimateur

b
2n (j) = 1� e�2In;3(j) j = 1; :::; n� 1 (4.3)

où In;3 (j) est un estimateur non paramétrique lissé de l�entropie, basé sur l�échan-

15Si X is une variable aléatoire et ' une fonction convexe, alors '[E (X)] � E [' (X)].
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tillon X = fXtgt=1;n

In;3 (j) =
1

n� j

X
t2Sn(j)

ln
bfj (Zjt)bp(Xt)bp(Xt�j)

j = 1; :::; n� 1 (4.4)

bfj, bp(:) sont les estimateurs à noyaux de fj (:) et p(:), Sn (j) = ft 2 N : j < t < n;

fjt (Zjt) > 0; pt(Xt) > 0; pt�j(Xt�j) > 0g. Ils examinent la performance de b
2n (j)
pour des échantillons �nis dans l�identi�cation des retards importants pour de nom-

breux modèles de séries chronologiques non linéaires. Granger et Lin (1994), ont sou-

ligné, cependant, qu�aucune théorie pour la distribution limite n�existe pour In;3 (j)

ou b
2n (j). Ceci n�a pas permis l�application de leur mesure. En fait, Robinson (1991),
a d�abord observé et également expliqué pourquoi aucune standardisation de In;3 (j)

n�a une distribution limite connue sous H0. En particulier pas de standardisation

de In;3 (j) n�a une distribution normale de moyenne zéro sous H0. Zheng (2000),

dans le conteste i.i.d., observe également la di¢ culté d�obtenir la distribution li-

mite sous H0 de la statistique de test basée sur l�entropie de White (1982), pour

la densité conditionnelle paramétrique. A �n d�éviter cette di¢ culté, Zheng utilise

plutôt une mesure de divergence qui peut être considérée comme un terme de pre-

mier ordre modi�é dans le développement de Taylor pour une statistique entropie.

Cette mesure cependant, perd des propriétés importantes (exemple : l�invariance et

l�interprétation théorique de l�information) de la mesure d�entropie.

Une di¢ culté énorme concernant la théorie de la distribution asymptotique pour

In;3 (j) est que, sous H0, In;3 (j)! 0 à un taux égal à n�
1
2
�"n, où "n � c > 0 dépend

des paramètres lissés utilisés dans bfj (:) et bp(:) respectivement, la normalisation
par n

1
2 conduit à une statistique dégénérée car In;3 (j)

p! 0. Pour surmonter cette

di¢ culté, Robinson (1991), propose un estimateur de l�entropie modi�é de la forme

suivante mais pour j = 1

In;3;
 (j) =
1

n� j

X
t2Sn(j)

Ct (
) ln
bfjt (Zjt)bp2t (Xt)

j = 1; :::; n� 1 (4.5)
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où la fonction poids Ct (
) = 1 + j
 si t = 1;mod (j + 1) et Ct (
) = 1 � 
 sinon,

avec 
 2]0; 1[. Bien que l�estimateur de Robinson (1991), a une forme di¤érente pour

j > 2, (4:5) néanmoins dé�nie un estimateur d�entropie utile. Robinson (1991), a

souligné que l�utilisation de Ct (
) est une forme de fractionnement de l�échantillon ;

elle modi�e le taux de convergence de In;3;
 (j) sous H0, de sorte qu�une normalisa-

tion par n1=2 donne une distribution limite normale non dégénérée. De plus, In;3;
 (j)

est encore consistante pour I3 (j) 8j > 0 sous l�hypothèse d�ergodicité. Cette ap-

proche implique le choix du paramètre de tuning 
. De plus, cette approche ne

fonctionne plus si Xt est uniformément distributée sous H0, parce que dans ce cas

n
1
2 In;3;
 (j)

p! 0 sous H0. Le test basé sur In;3;
 (j) sou¤re d�une perte de puissance

asymptotique locale (Hong and White, 2005).

4.1 Distribution asymptotique

Hong et White (2005) ont déterminé la distribution asymptotique de In;3 (j), en

posant la condition suivante sur fXtg.

Hypothèse 4.1.1 fXtg est strictement stationnaire de support sur I = [0; 1]. Sa

densité marginale p : I! R+ existe et véri�e p (0) � p0 > 0 et elle est continûment

di¤érentiable jusqu�à l�ordre deux sur I. De plus,
��p(2) (x1)� p(2) (x2)

�� � c jx1 � x2j

8x1; x2 2 I
�
i.e., p(2) est Lipchitzienne

�
.

Tout au long, nous utilisons la convention suivante pour dé�nir les dérivées aux

bords de I

p(d) (0) = lim
x!0+

p(d�1) (0 + x)� p(d�1) (0)

x
(d = 1; 2) ;

p(d) (1) = lim
x!0�

p(d�1) (1 + x)� p(d�1) (1)

x
(d = 1; 2) :

L�hypothèse 4.1.1, comme supposée dans Robinson (1991) et Hall (1988), évite l�épi-

neux problème de traiter l�entropie dans les queues. Le support compact en premier
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lieu apparaît restrictif, mais il peut toujours être assuré par une transformation

continue strictement monotone telle que, la fonction logistique

Xt =
1

1 + e�Yt
; (4.6)

où fYtg est la série chronologique originale de support non borné. Aucune infor-

mation n�est perdue dans (4:6) car fXtg est i.i.d. si et seulement si fYtg est i.i.d.,

et I3 (j) est invariante sous n�importe quelle transformation des données continue

strictement monotone. De plus nous allons voir que la moyenne et la variance asymp-

totiques de In;3 (j) ont des distributions libres relativement à la loi sous-jacente du

processus stochastique et donc sont invariantes sous n�importe quelle transformation

continue strictement monotone. Ces caractéristiques rendent la mesure de l�entropie

attrayante dans la pratique.

Pour voir que l�on peut souvent facilement faire en sorte que p (x) � c < 0

8x 2 I, soit Yt de fonction de répartition eP (:) et de densité de probabilité ep (:) et
F (:) une fonction de répartition pré-spéci�ée de densité f (:). Alors Xt � F (Yt) est

de support I, et la fonction de répartition de Xt est donnée par

P (x) = P (F (Yt) � x) = eP �F�1 (x)� x 2 I:

Donc

p (x) =
deP (x)
dx

=
ep (F�1 (x))
f (F�1 (x))

x 2 I

Pour assurer que min
x2I

p (x) � c il su¢ t que

f(y) � c�1ep (y) �1 < y <1:

Remarque 4.1.1 Hong et White (2005), montrent qu�on pourrait permettre

p (x) ! 0 aux bords avec une vitesse su¢ samment lente et que leur théorie conti-

nuerait à tenir mais sous des conditions fortes sur la fenêtre h � hn utilisée dans
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l�estimation à noyau des densités.

Remarque 4.1.2 Une alternative pour éviter l�hypothèse 4.1.1 est d�utiliser une

fonction poids de support compact. Ceci permet à fXtg d�avoir un support non borné

et/ou à p de s�annuler. Mais parce que l�information dans les queues est perdue, elle

n�est pas une mesure consistante pour le test de la dépendance sérielle. Sinon nous

pourrons considérer une suite de fonctions poids avec l�accroissement des supports

compacts quand n!1 comme discuté par Robinson (1991). Ceci donne une mesure

consistante de la dépendance sérielle.

4.2 E¤ets de bords et noyau de Jackknife

Nous estimerons les densités de probabilités via un noyau standard (i.e., noyau

de second ordre).

Hypothèse 4.2.1 Soit k : [�1; 1] ! R+, une fonction de densité de probabilité

symétrique et bornée.

L�hypothèse 4.2.1 implique que
1R
�1
k (u) du = 1,

1R
�1
uk (u) du = 0 et

1R
�1
u2k (u) du <

1. Ceci et l�hypothèse 4.1.1 assurent que les biais des estimateurs à noyau des den-

sités de probabilité sont de l�ordre O (h2) dans la région ]h; 1�h[. Xt est de support

borné, les estimateurs à noyau des densités sont sujets à des e¤ets de bords aux

extrémités de I. De tels e¤ets de bords surviennent parce qu�il n�y a pas une cou-

vrture symétrique des données pour k (:) dans les régions limites [0; h] et [1� h; 1]

respectivement. Par conséquant, les estimateurs à noyau des densités dans les ré-

gions limites ne sont pas asymptotiquement sans biais quand h ! 0 (voir Härdle

1990; pp 130 � 133). Nous constatons que ces régions limites sont de longueur h

et donc disparaissent quand n!1. Pour In;3 (j), l�e¤et cumulatif des estimateurs

à noyau des densités dans ces régions nulles peut in�uer sur le comportement des

estimateurs à noyau des densités dans la région ]h; 1�h[ en terme de l�erreur quadra-

tique moyenne (EQM). En particulier, l�e¤et du biais cumulatif des estimateurs des
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densités par le noyau dans les régions limites est Op (h) plutôt que l�usuel Op (h2).

Ceci ralentit la convergence de In;3 (j) vers I3 (j) et complique l�analyse. Pour éviter

cela, Hong et White (2005), proposent d�utiliser le noyau k (:) seulement à l�intérieur

de la région ]h; 1�h[ ; pour les régions limites [0; h] et [1� h; 1], ils utilisent le noyau

de Jackknife

kb (u) = (1 + r)
k (u)

wk (0; b)
� r

�

k (u=�)

wk (0; b=�)
; (4.7)

où wk (l; b) =
1R
�b
ulk (u) du pour l = 0; 1, r � r (b) et � = � (b) dépend de b 2 I, un

indice dont la valeur dépend de la région où la densité est estimée, et qui ne va pas

être intégre dans le calcul de l�estimateur de l�entropie et

r =
wk (1; b) =wk (0; b)

�wk (1; b=�) =wk (0; b=�)� wk (1; b) =wk (0; b)
:

Comme cela a été proposé par Rice (1984), Hong et White (2005) ont choisi de

prendre � = 2� b tel que b 2 I, le support de kb est [��; �] au lieu de [�1; 1]. Par

conséquent, pour tout b 2 I,

bR
��
kb (u) du =

�R
�b
kb (u) du = 1

bR
��
ukb (u) du =

�R
�b
ukb (u) du = 0

bR
��
u2kb (u) du =

�R
�b
u2kb (u) du > 0

bR
��
k2b (u) du =

�R
�b
k2b (u) du > 0

L�utilisation de kb assure que le biais asymptotique des estimateurs à noyau des

densités dans les régions limites est du même ordre que dans la région intérieure.

Ainsi, l�e¤et cumulatif des estimateurs à noyau densités dans les régions limites [0; h]

et [1� h; 1] est au plus du même ordre que les estimateurs à noyau des densités dans

la région intérieure ]h; 1 � h[ en terme de l�EQM . Les e¤ets de bords ne sont pas

speci�ques aux estimateurs à noyau des densités. Ils surviennent quand le processus

fXtg a un support borné et ils ne dépend pas du fait que k (:) a un support borné,

(Hong and White, 2005).
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Dé�nissons les estimateurs à noyau leave-one out des densités marginales et bi-

variée

bpt (Xt) =
1

n� 1

nX
s=1

Kh (Xt; Xs)1[s 6=t] (4.8)

bfjt (Zjt) =
1

nj � 1

nX
s=j+1

K
(2)
h (Zjt; Zjs)1[s 6=t] (4.9)

où (et pour tout) nj = n� j, K(2)
h (Zjt; Zjs) = Kh (Xt; Xs)Kh (Xt�j; Xs�j) et

Kh (x; y) =

8>>>><>>>>:
h�1k(x=h)

�
x�y
h

�
si x 2 [0; h],

h�1k
�
x�y
h

�
si x 2]h; 1� h[,

h�1k([1�x]=h)
�
x�y
h

�
si x 2 [1� h; 1].

(4.10)

Kh (x; y) 6= Kh (y; x) malgré que k (:) est symétrique. Nous pouvons utiliser di¤é-

rentes fenêtres pour bfjt (:) et bpt (:), Hong et White (2005) utilisent la même fenêtre
h, ce qui rend les biais de bfjt (:) et bpt (:) nuls sous H0, en menant à des conditions

faibles sur h et une convergence rapide de In;3 (j). Si les estimateurs à noyau leave-

one-out ne sont pas utilisés la moyenne asymptotique de In;3 (j) doit être modi�ée,

(Granger et Lin, 1994).

4.3 Développement asymptotique des estimateurs d�entro-

pie

Pour obtenir la distribution limite de In;3 (j) Hong et white (2005) développent

In;3 (j) en série de Taylor d�ordre deux et montrent que les deux premiers termes dé-

terminent conjointement la distribution limite de In;3 (j). L�astuce consiste à retirer

une moyenne non nulle de In;3 (j) et exploiter les conséquences de l�annulation des

biais de bfjt (:) et bpt (:). bfjt (:) et bpt (:) in�uent sur la distribution limite de In;3 (j),
même si elles ont des taux de convergence di¤érents. Compte tenu de la di¢ culté

bien connue de l�obtention de la distribution limite de In;3 (j), Hong et White (2005)
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fournissent des heuristiques pour mieux comprendre leur approche.

Posons

In;3 (j) =
1

nj

X
t2Sn(j)

(
ln

�
fj (Zjt)

p(Xt)p(Xt�j)

�
+ ln

 bfjt (Zjt)
fj (Zjt)

!
(4.11)

� ln
�bpt(Xt)

p(Xt)

�
� ln

�bpt�j(Xt�j)

p(Xt�j)

��
� Ijn (fj; p � p) + Ijn

� bfj; fj�� I1jn (bp; p)� I3jn (bp; p)
Pour le premier terme dans (4:11), nous avons Ijn (fj; g � g) = 0 presque sûrement

sous H0. Pour le deuxième terme, en utilisant l�inégalité
��ln (1 + u)� u+ 1

2
u2
�� � u3

pour juj < 1, nous obtenons

Ijn( bfj; fj) =
1

nj

X
t2Sn(j)

ln

 bfjt(Zjt) + fj(Zjt)� fj(Zjt)

fj(Zjt)

!

=
1

nj

X
t2Sn(j)

ln

 
1 +

bfjt(Zjt)� fj(Zjt)

fj(Zjt

!

=
1

nj

X
t2Sn(j)

8<: bfjt(Zjt)� fj(Zjt)

fj(Zjt)
� 1
2

" bfjjt(Zjt)� fj(Zjt)

fj(Zjt)

#2

+ o

0@" bfjt (Zjt)� fj (Zjt)

fj (Zjt)

#21A9=;
= cW1 (j)�

1

2
cW2 (j) + reste (4.12)

sous H0, aveccW1 (j) = n�1j
nP

t=j+1

bfjt(Zjt)�fj(Zjt)
fj(Zjt)

etcW2 (j) = n�1j
nP

t=j+1

n bfjt(Zjt)�fj(Zjt)
fj(Zjt)

o2
.

cW1 (j) est le terme d�ordre un de notre développement de Taylor. Il peut être ap-

proximé comme suit cW1 (j) =
1

2
bH1n (j) + reste (4.13)

où bH1n (j) est la U�statistique d�ordre deux, provenant de l�interaction entre la

variation d�échantillonnage de l�estimateur bfj et l�opération de calcul de la moyenne
sur l�échantillon dans cW1 (j).
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En e¤et, posons f j (z1) =
R
I2 K

(2)
h (z1; z2) fj (z2) dz2, alors

cW1 (j) = n�1j

nX
t=j+1

bfjt (Zjt)� f j (Zjt)

fj (Zjt)
+
f j (Zjt)� fj (Zjt)

fj (Zjt)

= n�1j (nj � 1)�1
nX

t=j+2

t�1X
s=j+1

"
K
(2)
h (Zjt; Zjs)�

t�1X
s=j+1

K
(2)
h (Zjt; Zjs) fj (Zjt)

#

= 1=2

0B@ nj

2

1CA nX
t=j+2

t�1X
s=j+1

"("
K
(2)
h (Zjt; Zjs)�

nX
s=j+1

K
(2)
h (Zjt; Zjs)

#

+
nX

s=j+1

K
(2)
h (Zjt; Zjs)

)
�

t�1X
s=j+1

(
K
(2)
h (Zjt; Zjs)�

nX
s=j+1

K
(2)
h (Zjt; Zjs)

+

nX
s=j+1

K
(2)
h (Zjt; Zjs)

)
fj (Zjt)

#
=fj (Zjt)

+1=2

0B@ nj

2

1CA nX
s=j+2

s�1X
t=j+1

"("
K
(2)
h (Zjs; Zjt)�

nX
t=j+1

K
(2)
h (Zjs; Zjt)

#

+
nX

t=j+1

K
(2)
h (Zjs; Zjt)

)
�

s�1X
t=j+1

(
K
(2)
h (Zjs; Zjt)�

nX
t=j+1

K
(2)
h (Zjs; Zjt)

+
nX

t=j+1

K
(2)
h (Zjs; Zjt)

)
fj (Zjt)

#
=fj (Zjs)

posons eK(2)
h (z1; z2) = K

(2)
h (z1; z2)�

Z
I2
K
(2)
h (z; z2) dz

eAjn (z1; z2) = � eK(2)
h (z1; z2)�

Z
I2
eK(2)
h (z1; z2) fj (z) dz

�
=fj (z1)

Bjn (z1) =

�Z
I2
K
(2)
h (z1; z) fj (z) dz � fj (z1)

�
=fj (z1)

H1jn (z1; z2) = eAjn (z1; z2) + eAjn (z2; z1)

jn (z1; z2) =

Z
I2

�
K
(2)
h (z1; z2)�

Z
I2
K
(2)
h

�
z; z

0
�
fj

�
z
0
�
dz

0
�
dz=fj (z1)
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en utilisant ces dé�nitions, nous trouvons

cW1 (j) =
1

2

0B@ nj

2

1CA nX
t=j+2

t�1X
s=j+1

h eAjn (Zjt; Zjs) + eAjn (Zjs; Zjt)i

+
1

2

0B@ nj

2

1CA nX
t=j+2

t�1X
s=j+1

�

jn (Zjt; Zjs) + 
jn (Zjs; Zjt)

�
+n�1j

nX
t=j+2

Bjn (Zjt)

=
1

2
bH1n (j) +

1

2
b�n (j) + bBn (j)

Nous avons aussi

Lemme 4.3.1 (Hong et White, (2005)) Supposons les hypothèses 4.1.1 et 4.2.1,

h! 0 et j = o (n). Alors, b�n (j) = 0 pour tout n grand sous H0, avec une probabilité

égale à 1.

Le terme cW2 (j) est le second terme du développement de Taylor ; peut être

approximé par son analogue intégré

cW2 (j) = n�1j

nX
t=j+1

Z ( bfjt (Zjt)� fj (Zjt)

fj (Zjt)

)2
fj (z) dz + reste

= n�1j

nX
t=j+1

Z
E

( bfjt (Zjt)� fj (Zjt)

fj (Zjt)

)2
fj (z) dz

+n�1j

nX
t=j+1

Z 24( bfjt (Zjt)� fj (Zjt)

fj (Zjt)

)2

� E
( bfjt (Zjt)� fj (Zjt)

fj (Zjt)

)235 fj (z) dz + reste
= Ln (j) + bH2n (j) + reste. (4.14)

où Ln (j) est EQM pondérée intégrée de bfjt, et bH2n (j) est le second terme de la

U�statistique.
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Rassemblons les résultats de (4:12) à (4:14), ainsi posonsbHn (j) = bH1n (j)� bH2n (j), nous aurons

2Ijn
� bfj; fj� = �Ln (j) + bHn (j) + reste (4.15)

bH1n (j) et bH2n (j) sont de même ordre et conjointement déterminent la distribution

limite de Ijn
� bfj; fj�. Sous H0, bHn (j) = Op

�
n�1j h�1

�
est dominé par

Ln (j) = O
�
n�1j h�2 + h4

�
. Si nh4 !1, nh8 ! 0 alors n1=2j Ijn

� bfj; fj� p! 0. Quand

h / n
�1=6
j , Ijn

� bfj; fj� = Op

�
n
�2=3
j

�
atteint son meilleur taux de convergence.

Par le même raisonnement nous pouvons obtenir

2Iijn (bp; p) = �ln (j) + bVin (j) + reste i = 1; 2 (4.16)

Sous H0, où ln (j) est EQM pondérée intégrée de bp (:), et bV1n (j) et bV2n (j) sont les
U�statistiques de second ordre. Celles-ci , sont de l�ordre Op

�
n�1j h�1=2

�
sous H0 et

sont dominées par ln (j). Si njh2 ! 1, nh8 ! 0 alors n1=2j Ijn (bp; p) p! 0. Quand

h / n
�1=5
j , Ijn (bp; p) = Op

�
n
�4=5
j

�
atteint son taux de convergence optimal. Ceci

est plus rapide que le taux optimal Op
�
n
�2=3
j

�
de l�estimateur de l�entropie bivarié

Ijn
� bfj; fj�.
Maintenant, de (4:11), (4:15) et (4:16) nous obtenons

2In;3 (j) = n�1j d0n + bHn (j) + reste (4.17)

Sous H0, où le facteur non stochastique d0n = (A
0
n � 1)

2 et

A0n =
�
h�1 � 2

� 1Z
�1

k2 (u) du+ 2

1Z
0

bZ
�1

k2b (u) dudb: (4.18)

Le fait d�étuliser la même fenêtre h, le carré du biais des termes de bfjt (:) et bpt (:)
s�annulent à un ordre supérieur dans I3;n (j). Comme la suite d0n dépend seulement
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des composantes de la variance de bfjt (:) et bpt (:) et pas de leurs biais, le sous lissage
n�est pas nécessaire pour enlever les biais et la fenêtre optimale pour bfjt (:) et bpt (:)
est autorisée. Le plus important est que l�annulation des biais conduit à un taux de

convergence rapide de In;3 (j) que pour Ijn
� bfj; fj� a�n d�avoir In (j) = op

�
n
�2=3
j

�
.

Ceci n�est véri�é que sous H0 et une classe d�alternatives locales. D�autre part, la

correction du terme apparent dans la composante variance A0n dans (4:17) est dû à

l�utilisation du noyau de Jackknife kb (:) dans les régions limites [0; h] et [1� h; 1].

Cette correction n�est pas asymptotiquement négligeable et elle agit sur la moyenne

asymptotique de In;3 (j).

4.4 Normalité asymptotique des estimateurs de l�entropie

Bien que le facteur non stochastique n�1j d0n domine la U�statistique bHn (j) dans

l�ordre de grandeur, il agit sur la moyenne asymptotique de In;3 (j). La distribution

limite de In;3 (j) centrée est déterminée par bHn (j).

Théorème 4.4.1 (Hong et White, 2005) Supposons les hypothèses 4.1.1, 4.2.1

et H0, nh
4

lnn
!1 et nh7 ! 0 quand n!1, alors

a) 2hnjIn;3 (j) + hd0n
L! N (0; �2) pour tout retard j = o (n) où

�2 = 2

1Z
�1

1Z
�1

242k (u) k �u0�� 1Z
�1

k (u+ v) k (v) dv

1Z
�1

k
�
u
0
+ v

0
�
k
�
v
0
�
dv

0

352 dudu0

b) Posons In;3 = [2hn1I3;n (1) + hd0n + ...+ 2hn�I3;n (�) + hd0n] où � 2 N+ �xé

mais peut être arbitrairement grand, alors In;3
L! N (0; �2I�), où I� est la

matrice identité d�ordre �.

Ainsi, par l�ajustement de la moyenne hd0n et par la multiplication de In;3 (j)

par njh qui tend plus rapidement vers l�in�ni que n
1=2
j , nous obtenons la distribu-

tion limite de In;3 (j). Hong et White (2005) permettent et n�exigent pas que l�ordre

j ! 1 quand n ! 1 pour In;3 (j) et la condition sur j est faible. De plus, la
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condition sur h n�est pas restrictive. Les fenêtres optimales (h / n
�1=6
j et n�1=5j

respectivement pour bfjt (:) et bpt (:) sont permises). Bien entendu, ces fenêtres opti-
males pour les estimateurs des densités ne sont pas les mêmes pour avoir la meilleure

convergence de l�estimateur de l�entropie In;3 (j).

Le théorème 4.4.1(b) montre que sous H0 la distribution �nie dimensionnelle de

f2hnjIn;3 (j) ; j 2 N+g est asymptotiquement une loi normale multivariée pour tout

ensemble des retards distincts, et Cov (hniIn;3; hnjIn;3) ! 0 pour i 6= j. Ceci en-

traîne un biais pour la construction d�un test portemanteau pourH0 (voir section 4.5).

La particularité importante de 2hnjIn;3 (j) est que sa moyenne asymptotique

hd0n et sa variance �
2 sont des distributions libres et donc invariantes sous n�importe

quelle transformation continue monotone. Aucune estimation n�est exigée, parce

qu�elles sont connues en donnant k (:) et h. Ceci rend In;3 (j) plutôt attractive dans la

pratique, il simpli�e beaucoup le calcul des intervalles de con�ance des estimateurs.

De plus, pour calculer les p�values du bootstrap lissé proposé dans la section 4.5,

nous n�avons besoin que de comparer la statistique non standardisée njIn;3 avec son

bootstrap équivalent à njI�n;3 (j). Numériquement les mêmes p�values de bootstrap

sont obtenues si nous standardisons njIn;3 (j) et njI�n;3 (j), et le caractère attrayant

asymptotiquement du test est maintenu.

Le théorème 4.4.1 peut être utilisé pour obtenir la distribution limite de la me-

sure d�entropie normalisée b
2n (j) de (4:3) de Granger et Lin (1994), qui est une
autocorrelation ombre (shadow autocorrelation), et est utile pour identi�er un re-

tard important de la dépendance sérielle dans fXtg.

Théorème 4.4.2 (Hong et White, 2005) Supposons les conditions du théorème

4.4.1 et H0, alors

a) hnjb
2n (j) + hd0n
L! N(0; �2) pour tout retard j = o (n)

b) Posons b
2n = �2hn1b
2n (1) + hd0n + ...+ 2hn�b
2n (�) + hd0n
�
où � 2 N+ �xé mais

peut être grand, alors b
2n L! N (0; �2I�), où I� est la matrice identité d�ordre

�.
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Diverses tentatives ont été faites dans la littérature pour développer une mesure

de dépendance générale appropriée dans le contexte des séries chronologiques non

linéaires, mais peu ont été aussi simples et informatives que la fonction d�auto-

corrélation empirique. Le théorème 4.4.2 montre que la fonction d�auto-corrélation

ombre estimée b
2n (j) ; j = 1; 2; :::� centrée et réduite est asymptotiquement N (0; 1)
et les b
2n (j) sont asymptotiquement indépendantes à travers les di¤érents retards.
Ces propriétés sont similaires à ceux de la fonction d�auto-corrélation empirique.

Ainsi b
2n (j) peut jouer un rôle important dans l�analyse des séries chronologiques
non linéaires analogue à celui de l�auto-corrélation empirique dans l�analyse des

séries chronologiques linéaires. Notons que la moyenne et la variance asymptotiques

de b
2n (j) sous H0 sont �n�1j d0n / n�1j h2 et (njh)
�1 �2. Ces taux di¤èrent de ceux

obtenus dans Granger et Lin (1994), à travers les simulations. Bien que la mesure


2 (j) dans (4:2) est positive, b
2n (j) peut être négative sous H0.

Si comme dans Granger et Lin (1994), les estimateurs noyaux leave-one-out ne

sont pas employés, les théorèmes 4.4.1 et 4.4.2 sont encore valables sauf que le facteur

de décentrage d0n doit être remplacé par

bd0n = d0n � 2
h�
h�1k(0)� 1

	2 � 1i

où le second terme est apporté par le terme du premier ordre cW1 (j) dans (4:12).

4.5 Tests d�hypothèses et le bootstrap lissé

4.5.1 Test d�hypothèse

Dans le conteste d�un i.i.d., l�entropie a été utilisée pour tester la normalité

(Vasicek, 1976), la distribution uniforme (Dudewicz and van der Meulen, 1981) et la

qualité de l�ajustement (Gokhale, 1983). Ces tests n�ont pas de distributions limites

connues, mais les simulations montrent qu�ils ont une puissance importante. Ici,

la capacité de I3 (j) de capturer tous les écarts entre fj (:) et p (:) p (:), la rende
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importante pour tester H0. Robinson (1991) a proposé un test asymptotique pour

tester H0.en utilisant In;3 (j) de (4:4).

Considérons un test pour H0 qui est basé sur un retard d�ordre j

In;3 (j) = ��1
�
2hnjIn;3 (j) + hd0n

�
j << n (4.19)

Du théorème 4.4.1, In;3 (j)
L! N (0; 1) quaund n!1 sous H0. Nous obtenons ainsi

un test asymptotique N (0; 1) pour H0 en utilisant In;3 (j). Ni le partitionnement

de l�échantillon ni le paramètre de tuning ne sont introduits, et In;3 (j) fonctionne

même si Xt est i.i.d. uniforme. Hong et White (2005), ont montré que ce test est

localement asymptotiquement plus puissant que le test de Robinson (1991) (voir la

section 4.5.2).

Le test de Robinson, In;3 (j) est un test qui se base sur un échantillon de grande

taille et son niveau pour un échantillon �ni est di¤érent du niveau asymptotique. La

qualité de l�approximation asymptotique dépend du terme d�ordre supérieur dans le

développement de Taylor de In;3 (j) et le choix de la fenêtre h. Cette analyse suggère

que la théorie asymptotique peut ne pas bien marcher pour des échantillon relative-

ment grand, car les termes d�ordre élevé asymptotiquement négligeables dans In;3 (j)

sont proches, selon l�ordre de grandeur, de la U� statistique dominante bHn (j) dans

(4:16), qui détermine la distribution limite de In;3 (j). Le même problème a été ren-

contré par Skaug et Tjøstheim (1993b; 1996), pour leurs tests. Heureusement parce

que fXtg est i.i.d. sousH0, le bootstrap est bien approprié et fournit un moyen simple

pour obtenir des valeurs critiques pour In;3 (j). De façon intéressante, le bootstrap

naïf (i.e., ré-échantillonner en remplaçant l�échantillon original X = fXtgt=1;n) ne

donne pas une procédure consistante pour le test In;3 (j), parce qu�il ne préserve

pas les propriétés de la U�statistique dégénérée bHn (j) dans (4:16). Hong et White

(2005), proposent plutôt la procédure de bootstrap lissé décrite comme suit :
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1. Simuler l�échantillon de bootstrap X �= fX�
t gt=1;n à partir de la densité estimée

bp (x) = n�1
X

Kh (x;Xt) x 2 I (4.20)

où k (:) et h sont les mêmes que ceux utilisés dans In;3 (j) ;

2. Calculer les statistiques d�entropie de bootstrap I�n;3 (j) de la même manière

que In;3 (j) en remplaçant X par X �. Les mêmes k (:) et h sont utilisés dans

In;3 (j), I�n;3 (j) et bp (:) ;
3. Répéter les étapes (1) et (2) B fois pour obtenir B statistiques de test de

bootstrap
�
I�n;3l (j)

	
l=1;B

;

4. Calculer la p�value de bootstrap p� = 1
B

BP
l=1

1
�
I�n;3l (j) > I3;n (j)

�
.

Pour obtenir des p�values de bootstrap bien précises, B doit être su¢ samment

grand. Notons que nous comparons l�estimateur de l�entropie In;3 (j) avec son équi-

valent de bootstrap I�n;3l (j). Là, nous n�avons pas besoin de calculer la moyenne et

la variance asymptotiques d0n et �
2 respectivement. Les p�values de bootstrap ob-

tenues sont numériquement identiques à celles obtenues en comparant In;3 (j) avec

I
�
n;3 (j). Tout ceci résulte de la propriété que la distribution asymptotique est libre

de d0n et �
2 et de l�utilisation de la même fenêtre h dans le calcul de In;3 (j) et

I
�
n;3 (j). Pour montrer que la procédure de bootsrap lissé est consistante, Hong et

White (2005), ajoutent une condition sur le noyau k (:).

Hypothèse 4.5.1 Soit k : [�1; 1] ! R+ de classe C2 sur I, avec

k(d) (�1) = k(d) (1) = 0 pour d = 0; 1, et
��k(2) (u1)� k(2) (u2)

�� � c ju1 � u2j

8u1; u2 2 [�1; 1].

Théorème 4.5.2 (Hong et White, 2005) Supposons les hypothèses 4.1.1�4.5.1

et H0. nh5 = O (1), nh7 ln3 n ! 0 quand n ! 1 et j = o (n). Soit I
�
n;3 (j) dé�nie

comme In;3 (j) en remplaçant l�échantillon original X par l�échantillon bootstrappé

X � dé�ni précédemment en utilisant les mêmes k (:) et h dans In;3 (j), I
�
n;3 (j) et
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bp (:), alors I�n;3 (j) L! N (0; 1) quand n!1 conditionnellement à X .

Le théorème 4.5.2 montre que le bootstrap lissé fournit une approximation asymp-

totique de In;3 (j) à la loi N (0; 1), sous H0. Notons que le théorème 4.5.2 implique

que I
�
n;3 (j)

L! N (0; 1) inconditionnellement. Cependant, il n�indique pas le de-

gré d�amélioration du bootstrap lissé sur l�approximation asymptotique de premier

ordre. Comme In;3 (j) est asymptotiquement une pivotale, il est plausible que le

bootstrap lissé peut atteindre des niveaux de con�ance raisonnablement précis pour

In;3 (j). Hong et White (2005), suggèrent l�utilisation du même noyau k (:) et la

même fenêtre h dans le calcul de In;3 (j), I
�
n;3 (j) et bp (:). Ceci n�est pas nécessaire

mais devrait donner une meilleure approximation pour un échantillon �ni. Nous

avons examiné la performance du boootstrap lissé par des simulations et trouvé que

le bootstrap lissé fournit un niveau raisonnable pour ce test pour des échantillons

�nis.

Ensuite nous considérons comportement asymptotique de In;3 (j) en vertu d�une

alternative globale à H0.

Hypothèse 4.5.3 Soit fXtg, un processus strictement stationnaire de coe¢ cient de

mélange � (j) � Cj�� , � > 2, pour chaque j 2 N+, la densité de probabilité jointe

fj (:) de Zjt de support I2 est bornée loin de zéro et est continûment di¤érentiable

d�ordre deux sur I2.

Théorème 4.5.4 (Hong et White, 2005) Supposons les hypothèses 4.1.1�4.5.3,

nh5 = O (1), nh7 ln3 n ! 0 et j = o (n) ; alors P
�
In;3 (j) > Cn (j)

�
! 1 quand

n ! 1 pour toute suite de constantes fCn (j) = o (njh)g et

P
�
In;3 (j) > I

�
n;3 (j)

�
! 1, à condition que fj (:) 6= p (:) p (:)

Ainsi, le test basé sur In;3 (j) est consistant contre toutes les alternatives pour

lesquelles fj (:) 6= p (:) p (:). Peu importe, si une valeur critique asymptotique ou

bootstrap est utilisée. Le théorème 4.5.4 implique que In;3 (j) ! +1 avec une
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probabilité proche de 1, sous toutes alternatives tel que fj (:) 6= p (:) p (:). Par consé-

quent les valeurs critiques supérieures sont appropriées. La valeur critique de la loi

normale au niveau 5%, par exemple est de 1:645. Robinson (1991) assure la cohé-

rence de son test pour un ordre de retard �xé, sous une condition de l�ergodicité

faible qui tient compte des processus à mémoire longue. En revanche, Hong et White

imposent une condition de ��mélange qui implique l�ergodicité et exlut les proces-

sus à longue mémoire. La condition de mélange est pratique dans l�analyse des séries

chronologiques non linéaires. Elle est utiliée ici parce qu�elle permet à l�ordre j de

tendre vers l�in�ni quand n!1.

Le test de In;3 (j) est informatif, il donne toute l�information concernant l�ordre

pour lequel il existe une dépendance sérielle signi�cative. Cependant, pour tester

H0, il est possible que deux ordres de retard donnent des résultats contradictoires. Il

est donc souhaitable d�avoir un test portemanteau qui utilise des retards multiples.

Pour cela, soit

Qn (�) =
1p
�

�X
j=1

In;3 (j) � 2 N+ (4.21)

Pour plus de simplicité, Hong et White (2005) considèrent que l�ordre de troncature

du retard � 2 N+ soit �xé. Il est possible de permettre à � ! 1 quand n ! 1

avec une pondération di¤érente pour chaque retard j.

Théorème 4.5.5 (Hong et White, 2005) i) Supposons les hypothèses 4.1.1�4.5.3

et H0. Soit Q�
n (�) dé�nie comme Qn (�) en remplaçant l�échantillon origi-

nal X par l�échantillon bootstrap X �, les mêmes k (:) et h sont utilisés dans

Qn (�), Q�
n (�) et bp (:), alors pour tout � 2 N+ �xé Qn (�)

L! N (0; 1) et

Q�
n (�)

L! N (0; 1) quand n!1 conditionnellement à X .

ii) Supposons les conditions du théorème 4.5.4, alors P (Qn (�) > Cn (�)) ! 1

pour toute suite de constantes fCn = o (nh)g et P (Qn (�) > Q�
n (�)) ! 1

pourvu que fj (:) 6= p (:) p (:) pour j 2 f1; 2; :::; �g.

Intuitivement, parce que In;3 (j)
L! N (0; 1) et Cov

�
In;3 (i) ; In;3 (j)

�
! 0 pour
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i 6= j, sous H0,
�
In;3 (j)

	
j=1;�

est une suite de v:a asymptotiquement i.i.d. N (0; 1).

Par conséquent Qn (�)
L! N (0; 1) quand n ! 1 sous H0 par le théorème central

limite. La puissance de Qn (�) dépend du choix de �. Cependant, la dépendance de

la puissance de Qn (�) de � est moins sensible que la dépendance de la puissance de

In;3 (j) de l�ordre j (Hong & White, 2005). Nous pouvons voir Qn (�) comme un test

portemanteau de la dépendance sérielle qui peut capturer la dépendance linéaire et

non linéaire dans fXtg. Notons que comme le test I2;n (j), nous pouvons simplement

comparer
�P
j=1

njIn;3 (j) avec
�P
j=1

njI
�
n;3 (j) dans le calcul des p�values de bootstrap de

Qn (�).

Autrement, il est possible de construire un test statistique asymptotique �2� ,

Kn (�) =
�P
j=1

I
2

n;3 (j). Ce test est asymptotiquement moins e¢ cace que Qn (�) car

Kn (�) n�exploite pas la nature unilatérale
�
i.e., In;3 (j)! +1

�
du test statistique

I3;n (j) sous l�alternative de H0.

4.5.2 Test pour l�hypothèse i.i.d. U [0; 1]

Diebold et al (1998), ont proposé une méthode graphique pour évaluer les pré-

visions de densité qui sont utiles par exemple dans la gestion des risques �nanciers,

choix du prix et le contrôle de la politique macroéconomique. Ils montrent que si

des prévisions de densité de prévision pour l�horizon un spéci�ent correctement la

structure dynamique du processus générateur de données, alors les séries de trans-

formations intégrales de probabilité en ce qui concerne les densités prévision sont

i.i.d. Ainsi, In;3 (j) peut être utilisée pour évaluer si une suite de prévisions de den-

sité spéci�e correctement la structure dynamique. Diebold et al (1998), montrent

de plus que, si une série de densité de prévisions pour l�horizon un coïncide avec

la densité conditionnelle générant les données, alors la série de transformation inté-

grale de probabilité sachant les densités prévision est i.i.d. U [0; 1]. Dans ce cas, les

densités prévision sont optimales en ce qui concerne le critère de la minimisation de

la perte moyenne. Ainsi, pour évaluer si une série de densité prévision coincide avec
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la veritable série de densité conditionnelles, il su¢ t d�évaluer si la serie de transfor-

mation intégrale de probabilité est i.i.d. U [0; 1]. Le test In;3 (j) n�est pas adapté à

cette hypothèse car il n�intègre pas les informations sur la distribution U [0; 1]. Ce-

pendant, Hong et White (2005) proposent un test approprié pour cette hypothèse

conjointe. Lorsque un retard d�ordre j est utilisé, soit la statistique de test

I
U
n;3 (j) = ��1

8<:2h X
t2Sn(j)

ln bfj (Zjt) + h
h�
A0n
�2 � 1i

9=; (4.22)

où A0n est comme dans (4:18) et Sn (j) =
n
t 2 N : j < t � n; bfj (Zjt) > 0o. Notons

que nous n�avons pas besoin d�estimer la densité marginale p (:) qui est inconnue

sous les hypothèses i.i.d. et U [0; 1]. A cause de ceci, la constante de centrage dans

I
U
n;3 (j) di¤ère un petit peu de celle de In;3 (j). Pour un retard multiple la statistique

de test est donnée par

QU
n (�) =

1p
�

�X
j=1

I
U
n;3 (j) � 2 N+ (4.23)

Nous pouvons aussi envisager une procedure de bootstrap pour I
U
n;3 (j) et QU

n (�).

Ici, nous générons l�échantillon de bootstarp X � de la distribution U [0; 1]. Ni le

bootstrap naïf ni le bootstrap lissé dans (4:20) n�o¤rira une procedure cohérente

pour I
U
n;3 (j) et QU

n (�). Une procédure su¢ sante, beaucoup plus simple est spéci�é

ci-dessous. Comme les tests I
U
n;3 (j) et QU

n (�), nous pouvons simplement comparerP
t2Sn(j)

ln bfj (Zjt) et �P
j=1

P
t2Sn(j)

ln bfj (Zjt) avec leurs homologues respectivement dans le
calcul des p�values de bootstrap de IUn;3 (j) et QU

n (�).

Théorème 4.5.6 (Hong et White, 2005) Supposons les hypothèses 4.2.1, 4.5.3

et l�hypothèse HU
0 que fXtg est i.i.d. U [0; 1] et nh5 = O (1), h ! 0. Soit I

U
n;3 (j)

�

et QU
n (�)

� dé�nies comme I
U
n;3 (j) et QU

n (�) respectivement avec l�échantillon de

bootsrap X �, remplaçant l�échantillon X , où X � est un échantillon i.i.d. U [0; 1]. Les

mêmes k (:) et h sont utilisés dans les tests statistiques. Alors
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i) pour tout retard j = o (n), I
U
n;3 (j)

L! N (0; 1) et I
U
n;3 (j)

� L! N (0; 1) condi-

tionnellement à X ,

ii) pour tout � 2 N+ �xé QU
n (�)

L! N (0; 1) et QU
n (�)

� L! N (0; 1) quand n!1

conditionnellement à X .

Le test basé sur I
U
n;3 (j) peut detecter tous les écarts de i.i.d. et de la distribution

uniforme U [0; 1] deux à deux. Comme l�ont souligné Diebold et al (1998), il n�y

a pas de test statistique approprié pour HU
0 dans la litérature qui soit important

pour évaluer si ces densités prévision sont optimales. I
U
n;3 (j) et QU

n (�) sont des tests

adéquats pour telle hypothèse jointe. Notons qu�il n�y a pas un test de type Robinson

(1991) correspondant à HU
0 car la division de l�échantillon ne marche pas dans ce

cas.

4.6 Puissance locale asymptotique

Le test statistique de Robinson (1991), et le test statistique de Hong et White

(2005) sont asymptotiquement N (0; 1) sous H0, et les deux sont consistants contre

tous les processus j�dépendants qui satisfont l�hypothèse 4.5.3. Pour examiner leurs

qualités, Hong et White (2005), ont étudié leurs puissances asymptotiques locales.

Comme Tjøstheim (1996), l�a souligné, l�analyse de la puissance asymptotique locale

est plutôt di¢ cile dans les tests non-paramétriques de l�indépendance sérielle. Pour

simpli�er, ils considèrent une classe de processus localement j�dépendants pour

lesquels il existe une dépendance au retard j seulement, mais j peut tendre vers

l�in�ni quand n ! 1. Ainsi, ils supposent que la densité de probabilité jointe de

Zjt est donnée par

Hjn (an) : fj (z) = p (x) p (y) [1 + anqj (z) + rjn (z)] , z � (x; y)
0
2 I2 (5.1)

où qj : I2 ! R est une fonction caractérisant l�écart à H0, rjn est un reste découlant

du développement de Taylor de fj (:) � fjn (:) et la constante an ! 0, régit la vitesse
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à laquelle l�alternative locale Hjn (an) converge vers l�hypoyhèse nulle H0.

Hypothèse 4.6.1 a) 1 + anqj (z) + rjn (z) � 0 pour tout z 2 I2, tout n; j 2 N,

b)
R
I2
qj (z) p(x)p (y) dz = 0 et

R
I2
rjn (z) p(x)p (y) dz = 0 pour tout n; j 2 N,

c) p (:) et qj (:) sont continuement di¤érentiables d�ordre deux sur I et I2 respec-

tivement,
��p(2) (x1)� p(2) (x2)

�� � c jx1 � x2j pour tout x1; x2 2 I et certains

c 2]0;1[,

d)
R
I2
jqj (z)j3 p(x)p (y) dz � C et

R
I2
jrjn (z)j3 p(x)p (y) dz = o (a2n) uniformément

en j 2 N.

L�hypothès 4.6.1 (a; b) assure que fj (:) est une densité de probabilité bi-variée

pour tout n; j 2 N+. L�hypothèse 4.6.1 (d) assure que le rest rjn n�a pas d�impact

sur la distribution limite de ce test. Notons que la densité marginale pn (:) deXt peut

dépendre de n sous Hjn (an) et peut ne pas coïncider avec p (:), la densité marginale

de Xt sous H0.

Deux exemples de H1n (an) sont : un processus MA (1)

Xt = an"t�1 + "t (4.24)

et un processus de type ARCH (1)

Xt = "t

q
1 + anX2

t�1 (4.25)

où "t est un processus i.i.d.
�
0; �2"t

�
de densité marginale bornée inférieurement. Nous

avons q1 (z) = xy pour (4:24) et q1 (z) =
�
x2 � �2"t

� �
y2 � �2"t

�
pour (4:25)

Hong et White (2005) ne considèrent que In;3 (j). Les conclusions pour la puis-

sance locale de Qn (�) sont similaires.

Théorème 4.6.2 (Hong et White, 2005) Supposons les hypothèses 4.2.1 et 4.6.1,

nh4= lnn!1, nh7 ! 0 et j = o (n) alors In;3 (j)��j
L! N (0; 1) sousHjn

�
n�

1
2h�

1
2

�
,
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où �j = ��1
R
I2
q2j (z) p(x)p (y) dz.

Ainsi, In;3 (j) a une puissance non triviale contre Hjn

�
n�

1
2h�

1
2

�
chaque fois

que qj 6= 0. Le taux an = n�
1
2h�

1
2 est plus petit que le taux paramétrique n�

1
2

quand h ! 0, mais il est plus rapide que n�
1
4 car nh3 ! 1. Par example quand

h _ n�
1
6

�
le taux optimal pour bfjt (:)� est utilisé, nous avons n� 1

2h�
1
2 _ n�

5
12 qui

est légèrement plus lent que n�
1
2 mais plus rapide que n�

1
4 . En fait les taux ad-

missibles pour an pourraient encore être améliorés vers le taux paramérique n�
1
2

en assouplissant la condition sur la fenêtre h, qui pourrait être atteint par l�utili-

sation des noyaux d�ordre supérieur. Le taux an pourrait ainsi être arbitrairement

proche de n�
1
2 mais il est toujours plus petit que n�

1
2 en raison du lissage. Dans

la pratique, nous devons choisir h pour équilibrer le niveau et la puissance dans les

échantillons �nis. Nous allons utiliser la méthode de driven-data pour choisir h dans

notre simulation et l�application empirique.
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Chapitre

3
Simulations et application

Dans ce chapitre nous allons présenter l�évaluation numérique des mesures de

dépendance sérielles décrites dans le chapitre 2. Nous avons élaboré plu-

sieurs programmes informatiques en langage Matlab R2011a. Des simulations in-

tensives pour des modèles de séries chronologiques linéaires et non linéaires tels

que AR; Bilin�eaire; TGARCH; TAR; ARCH. ont été menées Nous avons com-

paré, par la suite, les puissances de ces statistiques de test pour di¤érentes tailles

d�échantillons. Nous avons, également, fait une application sur la série de données

réelles, SP500 à la fermeture, du 1er Janvier 1992 au 31 Décembre 2003, excluant

les week-ends et les jours fériés, ce qui donne un total de 3026 observations.

1 Mesure de Hoe¤ding

Rappelons la statistique de test In de Skaug et Tjøstheim (1993b) ; basée sur la

mesure de Hoe¤ding (1948b),

In =
1

n

nX
t=1

fFn(Xt�1; Xt)� Fn(Xt�1;1)Fn(1; Xt)g2 :
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Nous avons vu que cette mesure converge en loi vers une somme de khi deux pondéréeP
j;k �jkW

2
jk, théorème 1:2:1 du chapitre 2.

Sous l�hypothèseH0 que fXt; t � 0g est i.i.d., le test, pour un niveau approximatif

�, rejette H0 si nIn > u� où u� est le quantile d�ordre 1� � de la loi limite de nIn

sous l�hypothèse de l�indépendance.

Contrairement au cas d�une distribution limite gaussienne, le premier et le deuxième

moment de
P

jk �jkW
2
jk, qui peuvent être calculés exactement, en fonction des f�jkg,

sont insu¢ sants pour calculer les valeurs critiques u�.

Les poids f�jkg peuvent être trouvés, dans le cas où X0 est continuement dis-

tribuée, comme dans la preuve de la proposition 1 p. 213 dans Shorack & Wellner

(1986). Nous aurons �m = (m�)�2, et les coe¢ cients dans le théorème 1:2:1 sont

donnés par �jk = (jk�2)
�2, ce qui montre que In a la même distribution limite que

la statistique de test de Blum et al (1961). Dans le cas discret, on les trouve numéri-

quement à partir des valeurs propres de la matrice estimée de �. Après avoir trouvé

les poids, nous pouvons, soit, utiliser les simulations de Monté Carlo ou l�inversion

numérique de la fonction caractéristique16 de
P

j;k �jkW
2
jk

'X (t) = E

(
exp

 
it
X
j;k�1

�jkW
2
jk

!)
=
Y

j;k�1
(1� 2i�jkt)�1=2 :

pour obtenir les valeurs critiques u� de la distribution limite.

Nous utilisons ces valeurs critiques u� de la distribution limite au lieu de la dis-

tribution exacte de nIn. Ceci conduit à un niveau de signi�cation di¤érent du niveau

� souhaité. Cet e¤et peut être étudié au travers de simulations de la probabilité de

rejet sous l�hypothèse H0. La table 1 donne des valeurs approchées de la fonction de

répartition lorsque la variable numérique varie de 0.30 à 7.35 avec un pas de 0.05.

Signalons que le temps d�exécution des programmes est long. La table 3 donne la

16Théorème (Gil-Pelaez) : Si f et ' 2 L2, E (X) existe et est �nie, alors

FX (x) =
1

2
+
1

2�

Z +1

0

eitx'X (�t)� e�itx'X (t)
it

dt:
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taille du test PH0 (nIn � u�), où les u� sont tirées de la table 2 pour X0
�= N (0; 1)

et pour di¤érentes valeurs de n et �.

y F (y) y F (y) y F (y)

.30 .000125 2.35 .901125 4.30 0,9905

.35 .000375 2.40 .90925 6.5 .99925

.40 .001 2.45 .916 6.55 .998875

.45 .007 2.50 .91775 6.6 .999125

.50 .0135 2.55 .9215 6.65 .999125

.55 .03075 2.60 .923625 6.7 .999375

.60 .053375 2.65 .930125 6.75 .99925

.65 .080375 2.70 .937 6.8 .99925

.70 .118625 2.75 .941125 6.85 .9995

.75 .1555 2.80 .944625 6.9 .99925

.80 .199875 2.85 .950625 6.95 .999

.85 .239625 2.90 .951 7 .9995

.90 .28725 3 .9555 7.05 .999875

.95 .326 4 .981375 7.10 .999875

1 .384 4.05 .984625 7.15 .999625

1.05 .41425 4.1 .983875 7.2 .999875

1.10 .453625 4.15 .9885 7.25 .99975

1.15 .48525 4.2 .988875 7.3 .999375

1.20 .541875 4.25 0,98725 7.35 1

Table 1 : F (y) en appliquant le théorème de Gil-Pelaez

Nous remarquons une légère diminution de l�ordre de 10�4 pour 6.75, de 2.10�4

pour 6.95 et 7.15, 4.10�4 en 7.3. Ceci est probablement dû, d�une part à la trancature

adoptée dans '
X
(x) et d�autre part au fait que le matériel utilisé, un laptop pavilion

dv5 �core 2 duo 2 GHz�peut devenir moins performant après 24 heures d�execution

115



Chapitre 3 Simulations et application

continues. Signalons, que ces valeurs sont très proches de celles données dans Blum

et al (1961).

1� � F�1(1� �)

.90 2.29774

.95 2.84479

.99 4.29230

Table 2 : Valeurs critiques de In pour X0
�= N (0; 1)

Les probabilités dans le tableau suivant ont été trouvées en faisant 8000 itérations

du test sur des données simulées. Remarquons que le seuil réel du test n�est pas très

éloigné du seuil nominal.

n � = 0:01 � = 0:05 � = 0:1

50 .015 .063 .123

100 .0114 .057 .114

250 .0095 .049 .100

Table 3 : Niveau exact de In pour X0
�= N (0; 1)

1.1 Puissance du test basé sur In

L�étude analytique de la puissance est, en général, di¢ cile. Une étude de simu-

lation a été entreprise. Pour ce faire, nous avons choisi quelques modèles de séries

chronologiques (étudiés dans le chapitre 1), comme des alternatives à l�hypothèse

H0.
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PGD0 I:I:D Xt = "t

PGD1 AR (1) Xt = 0:6Xt�1 + "t

PGD2 ARCH (1) Xt = "th
1
2
t , ht = 1 + 0:6X

2
t�1

PGD3 Threshold GARCH (1; 1)

8>>>><>>>>:
Xt = "th

1
2
t

ht = 0:25 + 0:6ht�1 + 0:5X
2
t�11("t<0)

+0:2X2
t�11("t�0)

PGD4 Bilinéaire AR (2) Xt = 0:8Xt�2"t�1 + "t

PGD5 Threshold AR (1) Xt =

8><>: �0:5Xt�1 + "t si Xt�1 � 1

0:4Xt�1 + "t si Xt�1 > 1

PGD : Processus Générateur de données.

où "t est le processus d�innovation i.i.d, f"tg �= iid N (0; 1)

PGD0 nous permet, d�examiner le niveau des tests. Les PGD de 1�5 parcourent

une variété de processus de séries chronologiques linéaires et non linéaires générale-

ment utilisés dans la littérature. Nous avons considéré deux échantillons de tailles

n = 100 et 200. Pour chaque PGD nous générons (n+ 100) observations ensuite

nous écartons les 100 premières pour adoucir l�e¤et des valeurs initiales.

Nous pouvons aussi étudier la puissance du test si les modèles sont proches de la

zone de la non stationnarité. Le tracé de la puissance du test basé sur la statistique

In pour � = :05 et n = 100 pour les modèles suivants, donne :

a) Modéle Autorégressif d�ordre un AR (1)

Xt = 'Xt�1 + "t; j'j < 1

b)Modéle Autorégressif conditionnellement hétéroscédastique d�ordre unARCH (1)

Xt = "t
�
1 + 'X2

t�1
�1=2

0 � ' < 1
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c) Modéle Autorégressif à seuil d�ordre un TAR (1)

Xt =

8><>: 'Xt�1 + "t si Xt�1 > 1 j'j < 1

0:4Xt�1 + "t si Xt�1 � 1

­1 ­0.5 0 0.5 1
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1

a
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0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

b

­0.8 ­0.6 ­0.4 ­0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
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1

c

In

Ic
In

Ic Ic

In

Fig. 1.1: Puissance du test In:

Dans la FIG 1:1, les fonctions puissance pour les tests In et Ic (coe¢ cient de

corrélation)17 sont tracées en fonction de ' pour n = 100. Pour chaque ', nous

avons utilisé 8000 simulations pour l�estimation de la puissance.

On remarque que la puissance du test In est proche de celle du coe¢ cient de

corrélation Ic pour les modèles linéaires. Pour les modèles non linéaires le test In est

plus puissant que Ic.

Pour un retard j > 1, la statistique est donnée par

Gn (m) =

mX
j=1

In (j) : (1.1)

17Le coe¢ cient de corrélation est donné par

Ic =

Pn
i=1

�
Xi �X

� �
Xi�1 �X

�Pn
i=1

�
Xi �X

�2
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où In (j) =
R �

Fj;n
�
z(1); z(2)

�
� Fj;n

�
z(1);1

�
Fj;n

�
1; z(2)

�	2
dFj;n

�
z(1); z(2)

�
:(voir

chapitre 2)

Cette statistique converge en loi vers une somme de loi de probabilité du khi

deux pondérées à m degrés de liberté (voir le théorème 1:5:1 du chapitre 2)

Un test qui rejetteH0 si Gn (m) > �m;�, où �m;� est le quantile d�ordre 1�� de la

distribution limite de nGn (m), a un niveau proche de �. Lorsque G�1 existe, comme

pour m = 1, nGn (m) est une distribution libre relativement à la loi sous-jacente du

processus stochastique, et nous avons �jk = (jk�2)�2. La table des valeurs critiques

est obtenue en prenant la moyenne de 20 valeurs critiques, chacune étant obtenue à

partir de 8000 réalisations.

Dans notre cas, nous ne nous intéressons qu�au premier retard j = 1.

2 Mesure basée sur la di¤érence pondérée des

densités

Passons maintenant à la deuxième mesure de dépendance, celle de la di¤érence

des densités pondérées donnée par

In;1 =
1

n

X
t

fbp2 (Xt; Xt�1)� bp (Xt) bp (Xt�1)gw2 (Xt; Xt�1)

Les densités sont estimées par la méthode du noyau. Nous utilisons l�estimation

à noyau leave one out donné par (2:16) du chapitre 2. Pour nos simulations nous

choisisons le noyau gaussien k (x) = (2�)�1=2 exp
�
�1
2
x2
	
de fenêre optimale h =

n�1=6 (voir Silverman, 1986).

Nous présentons la puissance du test PH1(In;1 > u") en faisant 8000 réalisa-

tions pour di¤érentes tailles d�échantillons, au niveau de signi�cation 5% pour des

innovations i.i.d N (0; 1).

Les valeurs critiques, u" sont calculées en faisant 8000 itérations, sous H0.
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Fig. 2.1: Puissance du test en fonction de la fenêtre au niveau de signi�cation 5%
pour le modèle AR (1) pour n = 100

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié la théorie asymptotique de In;1

(biais, variance et distribution asymptotique), peut-on l�utiliser en pratique ?

En se basant sur les résultats de la deuxième section du chapitre 2, la statistique

naturelle pour tester la dépendance est

I�n;1 =
n
In;1 � bE (In;1)o =dSD(In;1) (2.1)

où les expressions de E (In;1) et SD(In;1) sont données dans le chapitre 2, et où leurs

estimations naturelles, dans le cas leave-one-out, est donnée par

bE (In;1) = n�1

242( 1
n

X
t

bp (Xt)w (Xt)

)2
� 1

n

X
t

bp2 (Xt)w (Xt)

35
et

dSD(In;1) = n�1=2

������ 1n
X
t

bp2 (Xt)w (Xt)�
(
1

n

X
t

bp (Xt)w (Xt)

)2������ : (2.2)

Pour n grand I�n;1 suit une loi normale centrée et réduite,.sous H0. On rejette

l�hpothèse nulle de l�indépendance pour I�n;1 � u�, pour un niveau approximatif �.

Pour comparer la proximité entre le niveau réel et le niveau approximatif, nous
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examinons d�abord les approximations asymptotiques de la moyenne et de l�ecart

type (cas de leave-one-out). Les résultats sont représentés dans la FIG 2:2 en fonction

de n pour un processus fetg, i.i.d. tel que E (et) = 0 et SD (et) = 1 ; la fonction poids,

choisie, est w (x) � 1. La moyenne et l�ecart type simulés de In;1 sont représentés

sur la même �gure. Ils ont été calculés à partir de 8000 réalisations de longueur n.

Nous avons utilisé à nouveau la fenêtre h = n�1=6.
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Fig. 2.2: La performance des formules asymptotiques quand n varie pour Xt
�= i:i:d

N (0; 1). (a) � : SD(In;1) simulé, � : SD(In;1) donné par la formule (2:21), 
 : E(In;1)
simulée, � : E(In;1) donnée par la formule (2:18) ; (b) � : SD(In;1) simulé, � : SD(In;1)
donné par la formule (2:21), 
 :dSD (In;1)corr , � :dSD(In;1).
De la FIG 2:2:a, de la courbe de la moyenne nous pouvons remplacer En (In;1) par

zéro dans (2:18) du chapitre 2. L�écart type est beaucoup plus gênant, cependant.

Pour n = 100 on voit que l�utilisation de (2:21) du chapitre 2, conduit à une sous-

estimation claire. Des améliorations peuvent être obtenues en incluant des termes

d�ordre trois dans le développement asymptotique qui, sont pour h = n�1=6, les

termes dûs au biais dans bp (x) (2:23) d�ordre O �n�1=2h� et le premier terme en n�1
de l�écart type de (2:18) qui est de l�ordre n�1h�1. Pour n = 100, n�1=2h = n�2=3 �

0:046 et n�1h�1 = n�5=6 � 0:022 de sorte qu�il y a relativement de petites di¤érences

dans l�ordre entre ces termes et le premier terme d�ordre n�1=2 = 0:1.
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Dans la pratique les intégrales entrant dans (2:21) sont estimées par (2:2). La

mise en �uvre de cette expression diminue la qualité de l�approximation comme le

montre FIG 2:3. La raison est que, dans le cas normal, les valeurs de
R
p3 (x) dx

et
�R

p2 (x) dx
	2
sont très proches les unes des autres, de sorte que l�estimation de

leur di¤érence est dominée par le biais des estimations des intégrales. Nous pouvons

ajuster les biais à l�aide de (2:20) de sorte que bp est remplacé par bp � 1
2
h2bp00 et bp2

par bp2 � h2bpbp00, où bp00 (x) est l�estimateur par la méthode du noyau de p00 (x). Cela
donne une version corrigée du biais dedSD (In;1)

dSD (In;1)corr = n�1=2

����� 1nX
t

hbp2 (Xt)� h2bp (Xt) bp00 (Xt)
i
w (Xt)

�
(
1

n

X
t

�bp (Xt)�
1

2
h2bp00 (Xt)

�
w (Xt)

)2������ : (2.3)

Nous sommes alors très proches de l�expression du premier ordre de (2:21) comme

le montre la �gure FIG 2:2:b.
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Fig. 2.3: La distribution asymptotique de In;1 sous H0 pour n + 1 = 100 et Xt de loi

N (0; 1). La densité de In;1=SD avec SD est simulé par � =dSD (In;1) donné par (2:2),
� =dSD (In;1)corr donné par (2:3), 
 = l�écart type simulé de In;1, � : la densité normale
stanndard.

L�approximation de la densité de In;1 par la loi normale est étudiée dans la
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�gure FIG 2:3, où la représentation de la densité simulée de la statistique de test

standardisé I�n;1 est montrée à la fois lorsque SD (In;1) est approché par simulations

et lorsque SD (In;1) est estimé par (2:2) et par (2:3), en utilisant 8000 réalisations.

La distribution normale standard est tracée à titre de référence. L�approximation à

la normalité est raisonnablement bonne, mais il est clair que la normalisation fondée

sur les (2:2) et (2:3) mènera à un bon niveau du test si les fractiles de la distribution

normale standard sont utilisés. Les niveaux de signi�cation approximatifs pour 0:01,

0:05 et 0:1 pour la statistique de test I�n;1 en utilisant (2:3) sont donnés par 0:048,

0:093 et 0:135. Et l�utilisation de l�écart type simulé d�autre part a donné 0:021, 0:059

et 0:096. Ceci et le fait que, sous H0, fXtg est i.i.d. suggèrent fortement l�utilisation

de la méthode de bootstrap. Puisque l�approximation normale semble adéquate, seul

l�écart-type dans (2:3) est bootstrapé.

La distribution de I�n;1 simulée pour le processus gaussien fetg avec bE(In;1) = 0
etdSDcorr(In;1) calculé à partir de 50 répliques est illustré sur la �gure FIG 2:4.
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Fig. 2.4: La distribution asymptotique de In;1 sous H0 pour n + 1 = 100 et Xt de loi

N (0; 1). La densité de In;1=SD avec SD est simulé par � =dSD (In;1)corr bootstrappé,
� = la densité normale stanndard.

Comparons la puissance de test basé sur In;1 est le test de corrélation, Ic Pour

la statistique In;1 nous consédérons daux versions, la premiére, In;1 standardisée
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en utilisant l�écart type donné par (2:3) notée I�n;1 et la deuxiéme, en utilisant la

méthode du bootsrap décrite auparavant ,notée I|n;1. Le bootstrap est aussi utilisé

pour le calcul de la valeur critique du test Ic: Pour le modèle AR(1) au niveau de

5% les résultats sont présentés dans le tableau suinant

Test ' = :2 ' = :5

I�n;1 .216 .908

I|n;1 .159 .875

Ic .644 .996

Table 4 La puissance des tests au niveau 5% pour n+ 1 = 100 pour AR(1)

Il est clair que la puissace du coe¢ cient de corrélation est la meilleure.

3 Mesure basée sur l�information conditionnelle

Avant d�examiner la puissance du test basé sur la statistique In;2(j; �) pour dif-

férents modèles, nous examinons d�abord le niveau exact du test. Rappelons que la

véri�cation du niveau exact du test de permutation pour l�indépendance n�est pas

nécessaire, puisque le test de permutation, par construction, a un niveau exact.

Le tableau 5 montre le niveau exact du test asymptotique pour des tailles

d�échantillon de 100 et 200 pour � égal à 0:5; 1:0; 1:5 et 2 sur la base de 1000 si-

mulations. Dans tous les cas le test asymptotique a tendance à accepter l�hypothèse

nulle. L�augmentation de la taille de la série n�améliore pas le niveau du test pour

� = 2. Le niveau du test augmente en augmentant j.
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In;2 (j)

n = 100 n = 200

j � = :5 � = 1 � = 1:5 " = 2 � = :5 � = 1 � = 1:5 � = 2

1 .0470 .0340 .0480 .0550 .0440 .0470 .0460 .0470

2 .0870 .0760 .0930 .0980 .1030 .1070 .1050 .0870

3 .1400 .1280 .1380 .1430 .1520 .1620 .1600 .1400

4 .1910 .1740 .1850 .1950 .2190 .2120 .2090 .1900

Table 5 : Niveau exact du test de In;2(j; �) en faisant varier la taille de l�échantillon,

la fenêtre � et la dimension d�empilement j, au seuil :05 pour des v.a i.i.d. gausiennes

Nous étudions la performance de ce test pour les alternatives données auparavant.

Tout au long, nous utilisons 1000 simulations pour chaque cas, en gardant le nombre

de réplications du bootstrap �xé à B = 199. Les résultats sont reportés dans la table

6:

Pour le modèle AR(1) le test de permutation a une puissance proche de l�unité

pour un retard d�ordre un pour les di¤érentes tailles de l�échantillon. Le taux de rejet

est proche du niveau nominal ce qui con�rme la capacité du test dans la détection

de la dépendance conditionnelle. Notons que la puissance du test pour des retards

supérieurs à 1 est encore plus petite que le niveau du test. C�est peut-être dû au fait

qu�il y a une dépendance conditionnelle dans ce processus pour un retard plus élevé.

Le modèle Bilinéaire présente une dépendance conditionnelle à travers les deux

premiers retards. Pour ce modèle, l�augmentation dans la taille de l�échantillon amé-

liore la puissance du test. Comme prévu, le test à une puissance contre cette alter-

native seulement pour le premier et le deuxième retard.

Le test a aussi une puissance contre le modèle TAR d�ordre un pour � = 1

le taux de rejet est de :682 pour une taille de 100 et :899 pour n = 200. Le cas

� = 1:5 montre moins de puissance que la petite fenêtre pour le retard d�ordre

un. Ici, il peut également être observé qu�il existe une certaine puissance dans le
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retard d�ordre deux. Ceci est dû à la considération d�une fenêtre trop importante

par rapport à l�écart type de la distribution conditionnelle de X sachant le passé.

Pour le modèle ARCH(1) le test à une puissance remarquablement élevé pour

une taille d�échantillon n = 100 pour � = 1 il va de :85 à :99 pour la taille n = 200.

Certaine puissance marginale est également détectée dans le second retard.

Le test a aussi une puissance contre l�alternative Threshold GARCH. Pour le

modèle Threshold GARCH(1; 1) le test a une puissance pour les 4 retards étudiés.

Dans ce cas, l�interprétation en terme d�ordre, n�est pas possible puisque le modèle

se présente comme une somme in�nie de Markov.

4 Mesure basée sur l�entropie

La statistique de test est donnée par

In;3 (j) =
1

n� j

X
t2Sn(j)

ln
bfj (Zjt)bp(Xt)bp(Xt�j)

j = 1; :::; n� 1

Pour tout les PGD la condition que la densité marginale p (:) > c dans l�hy-

poyhèse A.1, cède après la transformation logistique dans (4:6). Une expérience

préliminaire montre que la théorie asymptotique fournit une approximation assez

faible pour les niveaux du test pour des échantillons �nis considérés.Pour assurer

une conparaison équitable pour tout les tests, nous utilisons le bootstrap modi�é

(lissé) proposé dans la section 4 du chapitre 2.

Pous cela, nous transformerons d�abord les données via la fonction logistique

donnée dans (4:6), a�n que l�échantillon X = fXtgt=1;n ait un support sur I. Ceci

induit une dépendance de chaque Xt sur l�ensemble de l�échantillon X , mais cette

e¤et devrait être asymptotiquement négligeable. L�entropie I3 (j) est invariante en

vertu de cette transformation. Pour ce test nous utilisons le noyau quartique k (u) =

15
16
(1� u2)

2
1(juj�1) et la même fenêtre h. Nous utilisons la méthode driven-data dans

le choix de h qui est plus objective que le choix arbitraire. De (4:17), une fenêtre
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asymptotiquement optimale qui donne le taux de convergence optimal pour le critère

d�information de Kullback-Leibler pour bpt (:) est

ho =

8><>:
24 1Z
�1

k2 (u) du

35�1 24 1Z
�1

u2k2 (u) du

352 1Z
0

�
p(2) (x)

p (x)

�2
p (x) dx

9>=>;
� 1
5

n�
1
5 (6.1)

où k (:) est le noyau utilisé dans l�estimation de p (:). Pour le noyau quartique, nous

avons

hoQ = 2; 0236

8<:
1Z
0

�
p(2) (x)

p (x)

�2
p (x) dx

9=;
� 1
5

n�
1
5 (6.2)

Cette fenêtre optimalene peut pas être utilisée puisqu�elle contient p (:) et p(2) (:)

inconnues. Nous utilisons donc la méthode de substitution pour obtenir une fenêtre

data-driven

bhQ = 2; 0236
8<:n�1X

t2eSn

"ep(2)nt (Xt)epnt (Xt)

#29=;
� 1
5

n�
1
5 (6.3)

où epnt (Xt) et ep(2)nt (Xt) sont les estimateurs de p (:) et p(2) (:),eSn = ft 2 N : 1 � t � n : Xt 2 [h0; 1� h0]g est l�ensemble des indices oùXt est dans

la région [h0; 1� h0] et h0 = h0 (n) est la fenêtre préliminaire utilisée dans epnt (:) etep(2)nt (:). L�utilisation de eSn nous permet d�éviter les e¤ets de bord pour ep(2)nt (:), qui
existe encore malgré la prise en charge de l�e¤et de bords de epnt(:) par l�utilisation
du noyau de Jacknaife kb (:). Si epnt (:) et ep(2)nt (:) sont consistants pour p (:) et p(2) (:),bhQ va être consistante pour hoQ. Pour plus de comodité, nous utilisons aussi le noyau
quartique pour epnt (Xt) et ep(2)nt (Xt). Pour examiner la sensibilité du test pour le choix

préliminaire de la fenêtre h0, posons h0 = bSXn� 1
1+� pour � = 1; 2; 3; 4; 5, où bSX est

l�écart-type de l�échantillon X . Ceci couvre un intervalle su¢ samment large des

taux pour h0. Ces taux assurent la consistance de epnt (Xt) et ep(2)nt (Xt) pour p (:) et

p(2) (:) si p (:) est continuement di¤érentiable d�ordre quatre, sur I. Nous reportons

seulement les résultats pour � = 5.

Pour examiner les nivaux bootstrapés du test, nous simulons 1000 réalisations de
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l�échantillon X sous PGD0. Posons B = 100, le nombre des itérations de bootstrap

pour chaque itération de simulation.

Nous avons élaboré un programme informatique en langage Matlab a�n de mettre

en pratique In;3. Ce programme tourne mais nécessite deux journées entières pour

e¤ectuer 1%.

La table 7 rapporte la puissance des trois mesures In, In;1 et In;2 pour les di¤érents

modèles dé�nis auparavant. Pour n = 100, le test basé sur In.est le plus puissant

pour les modèles AR (1) et Bilinéaire AR(2). le test basé sur In;1 est plus puissant

pour ARCH (1) et Threshold GARCH (1; 1). Pour le test basé sur In;2 est plus

puissant pour Threshold AR (2).
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5 Application sur une série de données réelles

Nous appliquons les tests étudiés auparavant sur la série de données réelles,

SP500 à la fermeture (Pt), du 1er Janvier 1992 au 31 Décembre 2003, excluant

les week-ends et les jours fériés, ce qui donnerait un total de 3026 observations.

Nous posons Xt = 100 ln(Pt=Pt�1), (on la transforme par la fonction logistique a�n

d�avoir une support [0; 1] pour le test basé sur l�entropie). Il est connu que l�indice

boursier présente un regroupement de volatilité fort, Nous l�ajustons par le modèle

ARMA (3; 3) à erreur GARCH (1; 1) :

Xt = :000551+:7616Xt�1+:6790Xt�2�:7974Xt�3�:7657"t�1�:6790"t�2+:7612"t�3+"th1=2t

ht = 5:75 10
�7 + :06859"2t�1 + :9284ht�1:

Nous appliquons les tests étudiés sur la série (les rendements logarithmiques) et sur

les résidus standardisés du modèle ajusté. Les résultats son donnés dans le tableau

suivant :

SP500 Les résidus de ARMA(3; 3)�GARCH(1; 1)

j In(j) In;1 (j) In;2 (j) In(j) In;1 (j) In;2 (j)

1 .00 .00 .05 1.00 1.00 .9800

2 .00 .00 .05 1.00 1.00 .0300

3 .00 .00 .05 1.00 1.00 .5250

4 .00 .00 .05 1.00 1.00 .1700

Table 8 : Les p�values bootstrapées des tests pour la série SP500 et les résidus

standardisés du modèle ajusté

Pour les rendements logarithmiques de la série SP500, les trois tests rejettent

l�hypothèse d�indépendance aux di¤érents retards (1� 4) : L�application sur les rési-

dus standardisés du modèle ajusté, montre que, les tests basés sur In et In;1 acceptent

l�hypothèse d�indépendance pour les quatre retards or le test basé sur In;2 la rejette
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pour l�ordre deux. Il semble que ce dernier détecte la présence d�une dépendance

conditionnelle pour un retard j = 2.
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Equation intégrale linéaire

De nombreux problèmes physiques sont généralement résolus par des méthodes

d�équations di¤érentielles peuvent être résolus plus e¢ cacement par des méthodes

d�équations intégrales. En e¤et, celles-ci ont fait leur apparition dans la littérature

actuelle jusqu�ici pas résoluble par des méthodes classiques d�équations di¤éren-

tielles. Ces problèmes ne manquent pas dans de nombreux appliquée, et les types de

solutions explorées ici sera utile en particulier dans les mathématiques appliquées,

mécanique théoriques et la physique mathématique.

De�nition

Une équation intégral est une équation dans laquelle une fonction inconnue appa-

rait sous un ou plusieurs signes d�intégrale. Par exemple, pour a � s � b, a � t � b,

les équations

f(s) =

Z b

a

K (s; t) g(t)dt (1)

g(s) = f (s) +

Z b

a

K (s; t) g(t)dt (2)

g(s) =

Z b

a

K (s; t) [g(t)]2 dt (3)

où la fonction g (s) est une fonction inconue tandis que toutes les autres fonctions

sont connues, sont des équetions intégrales. Ces fonction peuvent être à valeurs
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complexes pour les variables réels s et t.

Les équations intégrales apparaient dans de nombreux domaines de la mécanique

et la physique mathématique. Elles surgissent aussi comme une représentation des

solutions des équations de¢ rentielles. En e¤et, une aquation di¤érentielle peut être

remplacé par une équation intégrale qui comprend ses conditions limites. En tant que

tel, chaque solution de l�équation intégrale satisfait automatiquement ces conditions

limites. Les équations intégrales font également l�une des outils utiles les plus utilisés

dans de nombreuses branches de l�analyse pure, telles que les théories de l�Analyse

fonctionnelle et les processus stochastiques.

On peut aussi considérer les équations integrel dans laquelle la fonction inconnue

dépend non seulement d�une seule variable, mais de plusieurs variables. Par exemple,

g(s) = f (s) +

Z



K (s; t) g(t)dt (4)

où s et t sont des vecteurs de dimension n. De même, on peut aussi considérer les

systèmes d�équations intégrales avec plusieurs fonctions inconnues.

Une équation intégrale est dite linéaire si seulement les opérations linéaires sont

e¤ectuées sur la fonction inconnue. Les équation (1) et (2) sont linéaires, tandis (3)

est non linéaire. En e¤et les équations (1) et (2) peuvent être écrite comme

L [g (s)] = f (s) (5)

où L est lopérateur intégral approprié. Alors, pour toutes constantes c1 et c2, nous

avons

L [c1g1 (s) + c2g2 (s)] = c1L [g1 (s)] + c2L [g2 (s)] : (6)

C�est le critère général pour un opérateur linéaire.

ii



Appendice

Le type le plus général de l�équation intégrale linéaire est de la forme

h (s) g(s) = f (s) + �

Z b

a

K (s; t) g(t)dt

b peut être variable ou �xe. Les fonctions f; h etK sont des fonctions connues, tandis

g est à déterminer ; � un paramètre réel ou complex non nul. La fonction K (s; t)

est dite noyau.

Conditions de régularité

Pour une fonction de carré intégrable g (t)

Z b

a

jg(t)j2 dt <1: (7)

C�est ce qu�on appelle une fonction de L2. Les conditions de régularité sur le noyau

K (s; t) comme une fonction de deux varibles sont similaires. C�est une fonction de

L2 si

� 8s 2 [a; b], 8t 2 [a; b] Z b

a

Z b

a

jK(s; t)j2 dsdt <1:

� 8s 2 [a; b] Z b

a

jK(s; t)j2 dt <1:

� 8t 2 [a; b] Z b

a

jK(s; t)j2 ds <1:

Types particulier de noyaux

Noyau dégénéré

Un noyau K (s; t) est dégénéré ou séparable si il peut être exprimé comme une

somme �nie du produit d�une fonction de s seulement et d�une fonction de t seuleu-
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ment i.e.,

K(s; t) =

nX
i=1

ai (s) bi (t) (8)

Les fonctions ai (s) peut être suposées linéairement indépendantes

(c1a1 + c2a2 + ::: + cnan = 0, où ci sont des constantes arbitraires, alors c1 = c2 =

::: = cn = 0), autrement le nombre du terme dans la relation (8) peut être réduit.

Noyau symétrique

Une fonction à valeurs complexesK(s; t) est symétrique ou Hermitienne siK(s; t) =

K�(t; s), où � désigne le conjugué complexe. Pour un noyau réel, il est symétrique

si K(s; t) = K(t; s).

O (:) et o (:) stochastiques

Une suite de v:a fXng de fonction de répartition fFng, est dite bornée en pro-

babilité si pour tout " > 0 il existe M" et N" tel que

Fn (M")� Fn (�M") > 1� ", 8n > N":

pour deux suites de v:a fUng et fVng, la notation Un = Op (Vn) signi�e que fUn=Vng

est Op (1). De plus, Un = op (Vn) signi�e que Un=Vn
L! 0: Un = op (Vn) ) Un =

Op (Vn).

Théorème de Mercer

Le terme noyau, dans ce contexte, est une fonction continue telle que h(x; s) =

h(s; x), i.e., symétrique.
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h est dit de type positif si

nX
i=1

nX
j=1

h (xi; xj) cicj � 0:

pour toute suites �nies de points x1; : : : ; xn de [a; b] et tout choix des réels c1; : : : ; cn.

À h on associe l�opérateur intégral B dé�ni par :

[Bf ] (x) =

Z
h (x; s) f (s) ds:

Pour des raisons techniques, supposerons que f peut parcourir l�espace L2[a; b]

des fonctions réelles de carré intégrable.

Théorème 0.0.1 Soit K une fonction noyau continue symétrique de type positif.

Alors

� les valeurs propres de B sont des réels positifs

� il existe une base hilbertienne (ei)i de L2[a; b] constituée de fonctions propres

� les fonctions propres correspondantes à des valeurs propres strictement posi-

tives sont continues sur [a; b]

� h admet la représentation

h (s; t) =
X
i

�iei (s) ei (t) :

où la convergence est absolue et uniforme.

En mathématiques et en analyse fonctionnelle le théorème de Mercer est une

représentation d�une fonction symétrique dé�nie positive par le carré d�une série

convergente de produits de fonctions. Ce théorème est l�un des résultats phares

de James Mercer. C�est un outil théorique important dans la théorie des équations

intégrales. Il est aussi utilisé dans la théorie hilbertienne des processus stochastiques.
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Généralisation

Le théorème se généralise en remplaçant l�intervalle [a; b] par un espace compact,

la mesure de Lebesgue sur [a; b] étant remplacée par une mesure �nie dénombrable-

ment additive � sur les boréliens de X. Supposons que le support de � est X, c�est-

à-dire que �(U) > 0 pour tout ouvert U non vide de X. Alors on a essentiellement

le même résultat :

Théorème 0.0.2 Soit K un noyau continu symétrique de type positif sur X. Alors

les valeurs propres de TK sont des réels positifs ou nuls et il existe une base hil-

bertienne (ei)i de L2�(X) constituée de fonctions propres pour TK. Les fonctions

propres correspondant aux valeurs propres non nulles sont continues sur X et K

s�écrit

K (s; t) =
1X
j=1

�jej (s) ej (t)

où la convergence est absolue et uniforme sur X.

La généralisation suivante porte sur la représentation des noyaux mesurables.

Soit (X;M; �) un espace mesuré �-�ni. Un noyau L2 sur X est une fonction

K 2 L2�
� (X;X)

Tout noyau L2 dé�nit un opérateur borné TK , par la formule :

TK' =

Z
X�X

K (y; x)' (y) (x) d [�
 �] (y; x)

TK est un opérateur compact (c�est même un opérateur de Hilbert-Schmidt). Si

le noyau K est symétrique, par le théorème spectral pour les opérateurs compacts

normaux sur un espace de Hilbert, il existe une base hilbertienne constituée de

vecteurs propres pour TK . Les vecteurs de cette base correspondant aux valeurs

propres non nulles forment une famille dénombrable (ei)i.
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Théorème 0.0.3 Si K est un noyau symétrique de type positif sur (X;M; �), alors

on a

K (y; x) =
X
i2N

�iei (y) ei (x)

qui converge en norme L2. Noter que si le noyau n�est plus supposé continu, le

développement ne converge plus nécessairement uniformément.

Théorème de Karhunen�Loève

Théorème 0.0.4 soit fXt; t 2 [a; b]g un processus aléatoire de moyenne nulle et

de carré integrable dé�ni sur l�espace probabilisé (
; F; P ), de fonction covariance

continue KX(s; t).

Alors KX(s; t) est le noyau de Mercer et soit ek une base orthonormale de

L2([a; b]) formée par les fonction propres de TKX
de valeur propres réspectives �k,

Xt admet la représentation suivante

1X
k=1

Zkek (t)

d�où la convergence dans L2, uniformément en t et

Zk =

Z
[a;b]

Xtek (t) dt

De plus les v.a Zk ont une moyenne nulle, sont non corrélées et de variance �k.

Notons que par la généralisation du théoeème de Mercer on peut remplacer

l�interval [a; b] par des espaces compacts C et la mesure de sur [a; b] par une measure

de Borel de support C.
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Théorie de l�information

La théorie de l�information a été introduite par Shannon et Wiener et ses appli-

cations statistiques dues à Kullback (1959). (suite de l�introduction)

soit X une variable (vecteur) aléatoire continue de fonction de densité fX(x).

L�entropie de Shannon est dé�nie par

H(X) = �
Z
ln (fX(x)) fX(x)dx (9)

qui n�est rien d�autre que l�espérance de � ln fX , �E(ln fX). Notons que l�entropie

de Shannon est indépendante de l�échelle. Par exemple la variable transformée aX,

où a est une constante réelle, son entropie devient H(aX) = H(X) +m ln a ; où m

est la dimension de x.

Pour le couple de v:a X; Y de fonction de densité jointe fX;Y (x; y), l�entropie

jointe

H(X; Y ) = �
Z Z

ln (fX;Y (x; y)) fX;Y (x; y)dxdy (10)

L�entropie conditionnelle de X sachant Y est l�entropie moyenne de X condi-

tionnellement à Y :

H(XjY ) = �
Z Z

ln
�
fXjY (xjy)

�
fX;Y (x; y)dxdy (11)

où fXjY (xjy) est la fonction de densité conditionnelle de X sachant Y = y. Il est

facile de véri�er queH(XjY ) = H(X; Y )�H(Y ). Notons queH(XjY ) est invariante

en changent ses arguments. Cependant, l�information mutuelle

I(X; Y ) =
Z Z

ln

�
fX;Y (x; y)

fX(x)fY (y)

�
fX;Y (x; y)dxdy (12)

est une mesure de dépendance symétrique entre X et Y . L�information mutuelle

mesure l�information moyenne contenue dans une v:a à propos de l�autre. La symé-
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trie résulte directement de la dé�nition et devient évidente après l�avoir exprimer en

terme d�entropie : I(X; Y ) = H(X) �H(XjY ) = H(X) +H(Y ) �H(X; Y ). L�in-

formation mutuelle est invariante non seulement sous des transformations d�échelle

de X et de Y , mais plus généralement sous toute transformation continue stric-

tement monotonne de X et de Y . L�information mutuelle n�est jamais négative,

I(X; Y ) � 0 (on peut la monter facilement en utilisant l�inégalité de Jensen), nous

aurons l�égalité si et seulement si fX;Y (x; y) = fX(x)fY (y). Cette propriété la rend

une quantité utile pour tester les hypothèses d�indépendance. L�information mu-

tuelle est un cas particulier de l�information de Kullback-Leibler dé�nie pour deux

fonction de densité f(x) et g(x), réspéctivement, comme

IKL =
Z
ln

�
f(x)

g(x)

�
f(x)dx (13)

Robinson (1991) à proposé un test pour l�indépendance qui se base sur l�infor-

mation de Kullback-Leibler, qui se réduit dans ce cas à l�information mutuelle.

Pour tester l�indépendance conditionnelle entre X et Y , sachant une troisième

variable Z, il est utile de considérer l�information mutuelle conditionnelle dé�nie par

I(X;Y jZ) =
Z Z Z

ln

�
fXjY;Z(xjy; z)
fXjZ(xjz)

�
fX;Y;Z(x; y; z)dxdydz (14)

L�information mutuelle conditionnelle quanti�e la moyenne de l�information condi-

tionnelle dans Y concernant X, sachant l�information sur X déjà contenue dans Z.

Ceci peut être vu en l�expriment comme I(X; Y jZ) = H(XjZ) � H(XjY; Z) =

�H(X; Y; Z) + H(X;Z) + H(Y; Z) � H(Z). Par ce que l�entropie n�est plus supé-

rieur à celle conditionnée, I(X; Y jZ) � 0, avec une égalité si et seulement si X et

Y sont conditionnellement indépendant sachant Z.
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Intégrales de corrélation

L�intégrale de corrélation généralisée d�ordre q de X est dé�nie comme

Cq(X; �) =

"Z �Z
1kx�x0k��fX(x

0
)dx

0
�q�1

fX(x)dx

# 1
q�1

(15)

où 1(:) est la fonction indicatrice, etk:k dénote la norme L1

kXk = sup
i=1;:::;dimX

jxij (16)

Le paramètre � joue le rôle d�une fenêtre. L�estimation de l�intégrale de corrélation

est souvent utilisée dans la théorie du chao pour étudier les structures fractals et pour

caractériser les séries temporelles déterministes. Les intégrales de corrélation sont

aussi utiles pour tester l�indépendance sérielle, par ce que les intégrales de corrélation

généralisées factorisent quand les éléments de X sont i.i.d. La factorisation pour

q = 2 est utilisée dans les tests BDS pour l�indépendance basée sur C2(X; �).

Pour décrire la liaison entre les quantités théoriques d�information et les inté-

grales de corrélation, il est commode de noter que l�entropie de Shannon est un cas

particulier de l�entropie généralisé, l�entropie de Renyi dé�nie par

Hq(X) = �
1

q � 1 ln
Z
(fX(x))

q�1fX(x)dx (17)

où q indique l�ordre de l�entropie de Renyi. En e¤et, En e¤et, en prenant la limite

pour q ! 1, on obtient en utilisant règle de l�Hospital

lim
q!1

Hq(X) = �
d

dq

����
q=1

Z
fX(x)

q�1fX(x)dx = �
Z
ln fX(x)fX(x)dx (18)

qui est l�entropie de Shannon. Prenons le logarithme de l�équation (15), obtenons
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� lnCq(X; �) = �
1

q � 1 ln
"Z �Z

1kx�x0k��fX(x
0
)dx

0
�q�1

fX(x)dx

#
(19)

qui est similaire à l�entropie généralisé de Renyi donnée dans l�équation (17), la

seule di¤érence est de remplacer fX(x) à l�intérieur des parenthèses par l�intégrale

de fX
�
x
0�
sur la boule de centre x et de rayon �. L�intégrale intérieur de l�équation

(15), se comporte comme �mfX(x) pour un � petit, où m est la dimension de X18.

Ainsi, à un facteur d�échelle dépend de �, l�intégrale de corrélation va correspondre à

l�intégrale dans l�équation (17). La relation entre Hq(X) et Cq(X; �) pour un � petit

est

Hq(X) ' � lnCq(X; �) +m ln � (20)

Ceci montre que l�intégrale de corrélation estimée fourni un estimateur non pa-

ramétrique de Hq(x) et vice versa. Pour donner un exemple comment ceci mène à

l�estimation des quantités théoriques de l�information, considérons Iq(X; Y ) l�infor-

mation mutuelle d�ordre q entre X et Y , donner par

Iq(X; Y ) = Hq(X) +Hq(Y )�Hq(X; Y )

Soit bCq(X; �), bCq(Y ; �), bCq(X; Y ; �) les estimateurs des intégrales de corrélation,
un estimateur de Iq(X; Y ) est donné par

bIq(X;Y ) = ln bCq(X; Y ; �)� ln bCq(X; �)� ln bCq(Y ; �) (21)

Notons que les termes proportionnels à m ln � s�annulent car la dimension de

(X; Y ) est la somme de celle de X et de Y . Une opposition similaire se produit dans

l�information mutuelle conditionnelle pour laquelle nous obtenons

18En appliqant le théorème de la moyenne.
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bIq(X; Y jZ) = ln bCq(X; Y; Z; �)� ln bCq(X;Z; �)� ln bCq(Y; Z; �) + ln bCq(Z; �) (22)

Pour plus de détaille sur la liaison entre les intégrales de corrélation et la théorie

d�information voir Pichard et Theiler (1995).

Le choix de q = 2 est de beaucoup le plus utilisé dans l�analyse du chao, comme

il est accordé aux algorithmes d�estimation e¢ cace. L�information mutuelle condi-

tionnelle Iq(X; Y jZ) n�est pas dé�nie positive pour q 6= 1 (voir Dicks et Manzan,

2002). Ceci veut dire qu�il est possible de construire des exemples de v:a X et Y

qui peuvent être dépendantes conditionnellement donnant une variables Z et pour

laquelle I2(X;Y jZ) est nulle ou négative. Si I2(X;Y jZ) est nulle, le test basé sur

I2 asymptotiquement, n�a pas de puissance contre les alternatives. Cette situation

semble être très exceptionnelle, et généralement I2(X; Y ; �) est soit positive soit né-

gative. Ceci suggère qu�un test unilatéral, rejetant pour I2(X; Y ; �) grande, n�est pas

toujours optimal. Dans la pratique I2 se comporte comme I1 puisque, généralement

nous observons une grande puissance pour les testes unilatéraux que pour les tests

bilatéraux. Ceci nous conduit de prendre q = 2 , ainsi que l�application des tests

unilatéraux.

Pichard et Theiler (1995) utilisent le noyau de fonction indicatrice standard qu�il

se pourrait bien ne pas être optimal au point de vu statistique. L�estimation en uti-

lisant les U�statistiques donne dans le cas naturel le noyau de fonction indicatrice.

Dans le contexte présent, nous n�avons aucune raison de supposer que la modi�cation

de l�intégrale de corrélation en utilisant un autre noyau conduira aux tests plus puis-

sants. Ceci pourrait paraître non intuitif dans le cadre non paramétrique, comme il

est connu que certains noyaux sont mieux que d�autre pour l�estimation des fonctions

non paramétriques. Cependant il y a des di¤érences importantes entre les problèmes

de l�estimation de la fonction non paramétrique et les tests non paramétriques. Par
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exemple, dans le problème d�estimation d�une fonction non paramétrique la fenêtre

doit tendre vers zéro à un taux asymptotiquement adiquat pour obtenir la consis-

tance. Pour l�analyse ceci n�a pas besoin d�être le cas comme il est illustré clairement

par le fait que la théorie asymptotique pour les tests de BDS maintienne pour toute

valeur �xée, il faut garder dans la tête que nous voulons estimer la fonctionnelle de

la fonction densité et pas la densité elle même.
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