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Introduction

Cette thése est consacrée essentiellement & 1’étude des sommes des cotangentes de Va-

syunin
V (n,m) = mzl {’:;} cot (j:) C(mym) =1 (0.0.1)

qui interviennent dans le calcul de la distance de la fonction indicatrice X : X[1,yoo] au
sous espace Hy engendré par la famille de vecteurs {e1, ez, ...,en} de l'espace de Hilbert
H = L? ([0, +00[;t~2dt), ou la fonction e, est définie pour tout ¢ > 0 par,

en (1) = {t} . (0.0.2)

Le critére de Bdez-Duarte-Balazard [5] affirme que ’hypothése de Riemann est vraie si
et seulement si la distance dy de la fonction indictrice x au sous espace Hy tend vers zéro
lorsque N tend vers I'infini.

Ce travail est structuré en deux parties. La premiére partie est constituée de deux cha-
pitres dans lesquels nous exposons les notions de base sur les espaces de Hilbert en analyse
fonctionnelle, ainsi que le théoréme de Mobius.

La seconde partie de cette thése est composée de trois chapitres; elle est consacrée a
létude des sommes des cotangentes de Vasyunin V' (n,m), dont nous aurons besoin pour
calculer les produits scalaires (e, em,).

Dans le chapitre trois, nous établissons une loi de réciprocité satisfaite par ces sommes.

Au chapitre quatre, nous donnons les formules explicites et les développements asympto-
tiques de la somme V' (n,m), en utilisant les fractions continues et la dérivée logarithmique
de la fonction Gamma. Les résultats présentés dans les chapitres 3 et 4 ont fait I’objet d’un
article & apparaitre [26].

Par souci de clarté nous avons adopté la présentation suivante :

Dans le premier chapitre, nous étudions les propriétés géométriques de I’espace de Hilbert
H=1? ( [0, +o00; t_2dt) ; nous donnons l'expression de la distance en fonction du détermi-
nant de Gramm et nous rappelons les définitions d’une base hilbertienne et de la projection
orthogonale.
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Au second chapitre, nous nous sommes intéressés a la conjecture de Mobius énoncée en

1832 qui affirme que la série numérique » ;- (k) % est convergente de somme égale a —1.

Ce résultat important a été démontré pour la premiére fois par E. Landau en 1899 [31].
Nous énongons un théoréeme plus général ol la conjcture de Mobius apparait comme un
cas particulier. Pour cela nous avons obtenu la caractérisation d’une classe de fonctions
arithmétiques ¢ satisfaisant la condition

Y ou(k)é(n) =—1.

k>1

Le troisiéme chapitre de cette thése est consacré a ’étude des sommes des cotangentes
de Vasyunin V' (n,m). Nous avons obtenu une loi de réciprocité similaire a celle vérifiée par
les sommes de Dedekind [21]. Plus précisemment nous avons montré que,

s m

1 2 1 1 2
V(n,m)+V (m,n)= - logn™ tm"t — = —ng (n) —mg <) - ;G (n,m) (0.0.3)

ou

et

vl

]

log 2w — L

- 1 N 4k7T2kle%k
T 2
k

9(x) = k (2F)!

(=1)
=1

xk +o0 ($N+1) ,

lorsque x — 0, ou v est la constante d’Euler.
Ce résultat améliore la loi de réciprocité,
1 m

%V (m,n)+V (n,m) = 9 (ﬁ) ounn=1(m) et mm=1(n) (0.0.4)

obtenue par S. Bettin et J. B. Conrey [20].

En outre la loi de réciprocité (0.0.3) nous a permis d’évaluer d’une maniére plus précise
le produit scalaire (e, e, ).

Dans le quatriéeme chapitre de cette thése, nous établissons les formules explicites et
les développements asymptotiques des sommes des cotangentes de Vasyunin. En particulier
nous exprimons la valeur de V' (1,n) sous forme d’une intégrale,

da. (0.0.5)

1/1 (m—2)2™ —maz™ !t +mx —m +2
T Jo

Vim) == 1@ 1)

Cette formule améliore d’une maniére significative les résultats obtenus récemment par

2
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H. Maier et M. Th. Rassias [39].

Enfin au chapitre 5 de cette thése, nous avons donné une définition des sommes des
cotangentes de Vasyunin généralisées V, (n,m) pour tout entier a. Pour a = 0 on otient
V (n,m).

Comme probléme ouvert nous pouvons considérer la question de savoir si la somme
symétrique V, (n,m) + V, (m,n) satisfait une certaine loi de réciprociteé.



Chapitre 1

Outils analytiques et algébriques
autour des Critéres de
Beurling-Nyman et
Baez-Duarte-Balazard pour
I’hypothése de Riemann

1.1 Introduction

La fonction zéta de Riemann est définie pour tout s > 1 par

1
C(s) = o (1.1.1)
n>1
Cette série est divergente pour s < 1. Riemann a été le premier a considérer ((s) comme
une fonction de la variable complexe s. Il I’a prolongé en une fonction ; toujours notée ¢(s)
meéromorphe sur C, avec un pole simple en s = 1 de résidu 1. On pose s = o + it, cette série

est convergente pour o > 1. Dans ce cas le produit d’Euler donne
1. _
) =T - )" (1.1:2)

Nous rappelons que

1) La fonction zéta de Riemann n’admet pas de zéros dans le demi plan R (s) > 1.

2) La fonction zéta n’admet pas de zéros sur la droite o = 1 (¢(1 + it) # 0)

Il reste donc trois possibilitées pour localiser les zéros de ( :

a) Les zéros qui sont a extérieur de la bande 0 < o < 1 : sont des zéros réels
—2,—4,...,—2n qui sont appelés zéros triviaux.

b) Les zéros qui sont dans la bande 0 < o < 1, appelés zéros non triviaux ou zéros
complexes.

c) Les zéros sur la droite critique o = %, dont on trouve une infinité.



1.2. CRITERES DE BEURLING-NYMAN ET BAEZ-DUARTE-BALAZARD POUR L’HYPOTHESE DE RIEMANN

d) Si p est un zéros de zéta, alors 1 — p est aussi un zéro de zéta. En outre tous les zéros
trouvés sont situés sur la droite critique R (z) = 1

3-
e) Riemann a montré que la fonction zéta satisfait I’équation fonctionnelle

S

C(1—s) = 2(2m)~* COS(%)F(S)C(S) (1.1.3)
L’hypothése de Riemann (H R) s’énonce comme suit.
Tous les zéros non triviaux de la fonction zéta sont situés sur la droite critique
R(s) = 3.
1.2 Critéres de Beurling-Nyman et Baez-Duarte-Balazard pour
I’hypothése de Riemann
Soit la fonction indicatrice x de U'intervalle [1; +oc[. Elle est définie par

{ 1 site[l,o0f

X(t) = 0 sinon. (1.2.4)

Et pour tout entier naturel n on définit la fonction e, sur [0; +oo[ par,

en (1) = {t} (1.2.5)

ou {t} =t — [t] désigne la partie fractionnaire du nombre réel ¢.

Etant donné un entier naturel IV ; Le critére de Bdez-Duarte pour 'hypothése de Rie-
mann est :(HR) est équivalente au fait que la fonction indicatrice y appartient a I’adhérence
de l'espace vectoriel engendré par les vecteurs eq, ..., en.

M. Balazard a établi de son coté que (H R) est équivalente a la convergence de la distance
de la fonction y & ce méme espace vers zéro. Ce qui sera appelé le critére de Bdez-Duarte-

Balazard.

L’idée de départ a été donnée par Beurling |3]. Soit B ’ensemble des fonctions complexes

f € L?(]0,1]) définie par .
f(t) =Zak{i’“} (1.2.6)

oUN>1,a,€Cet <O <1.

Le résultat de Nymann-Beurling, complété par Bercovici et Foias s’énonnce comme suit.
Pour tout nombre réel p > 1, les trois assertions suivantes sont équivalentes

1) ¢(s) ne s’annule pas dans le demi plan R(s) > %
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2) B est dense dans l'espace LP(0, 1)
3) La fonction constante —1 est dans ’adhérence de B dans l'espace LP(0,1).

B est appelé espace de Beurling, les éléments de B sont appelés fonctions de Beurling.
Dans le cas p = 2, le changement de variable x = % nous ramene a l’espace de Hilbert
H = L? ([0; +00[,t~2dt) au lieu de Despace L*(0,1) .

La théorie des espaces de Hilbert est détaillée dans [29] pp.186 — 239. Dans ce cha-
pitre nous projectons cette théorie sur I’espace H pour étudier la géométrie des fonctions
X;€1," " ,EN.

1.3 Espace de Hilbert H = L* ([0; +oo, t2dt)

1.3.1 Définitions et propriétés générales

On note £2 ([0; +oo,t~2dt) I’ensemble des fonctions f mesurables de ([0;+oo[, t2dt)
dans R telles que :

+oo
/ F )2 t72dt < +o0.
0

Pour la relation d’équivalence R définie par
fRg < f(t)=g(t) presque partout

On note H = L? ([O; +ool, t_th) I’ensemble des classes d’équivalence de ’ensemble des ap-
plications de [0, 400 dans R contenant au moins une fonction de £2 ([0; +ool, ¢~ 2dt).

Dans cette section nous rappelons quelques propriétés élémentaires des espaces de Hilbert
et la caractérisation des normes dérivées d’un produit scalaire.

Définition 1.1. Soit X un espace vectoriel sur le corps K =R ou C.
Un produit scalaire sur X est une application ® : X x X — K telle que pour tout x,x1, T2,y

de X on a
O (z,x) >0 et (x,2) =0 si et seulement si z =0
¢ (z,y) =@ (y,2)
® (21 + x2,y) = P (x1,y) + P (22,y)
® (Az,y) = A0 (z,y)

Dans toute la suite de ce travail, on désigne (z,y) le produit scalaire de x et y.
Le produit scalaire euclidien usuel sur H est égal a

D= 10507 (137

Définition 1.2. Un espace vectoriel X muni d’un produit scalaire est appelé un espace
préhilbertien.
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Théoréme 1.3. Soient f, g deuzr fonctions a valeurs réelles de H alors

/ooof(t)g t2_</ N0 >%</O+Oog2(t)f2t>é (1.3.8)

Démonstration. .

X eR,/OO (f (t) + Xg (£)*t72dt > 0
0

P(X)= (/Omg2(t)t2dt> X2+2</Ooof(t)g(t)t2dt>X—i—/Ooof2(t)t2dt20

P (X) étant un polynome de degré 2,positif donc son discriminant A < 0. Mais on a

s [ rmora) ([ ) ([ 0r).
([ roworea)'s ([ o) ([ e

d’on le résultat OJ.

alors,

De l'inégalité (1.3.8) du théoréme précédent on déduit,

/ooof(t)g 2= </ 12 () /+0092 (t) g) (1.3.9)

Ce qui justifit le fait que la moyenne géométrique est inférieure & la moyenne arithmétique
de f et g.

Définition 1.4. Une norme sur X est une application |.|| : X — Ry telle que pour f,g de
XetAdeRona:

L IfIl =0 et | f]l =0 si et seulement si f =0
2 A= AlLFI
3.+ gl < NIf11 =+ llgll

Corollaire 1.5. Dans l’espace préhilbertien H [’application

+00 d
I X = Ry IIfH:/ Frd

s (1.3.10)
0 t

est une norme sur X.

Démonstration. . Soit f € H alors

IfII'= (f, £)

Les propriétés du produit scalaire {.) donne le résultat.C]

7
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La norme ainsi définie est dite norme induite par le produit scalaire (.), elle vérifie la loi

du parallélogramme.

Théoréme 1.6. La norme induite par le produit scalaire .) satisfait [’égalité

1+ gl 117 = g =2 (1717 + llgl?)

(1.3.11)

Démonstration. . Dans le cas général on a,

If + glI?

et

If = gll?

La somme de (1.3.12) et (1.3.13)

+oo
| irm+enry
(fif+a9) +(9f+9)
(f+9,.f)+(f+9:.9)
(£, ) +49, ) +{f,9) +(f. )

A1+ llgll® + (f.9) + (f. 9)

(1.3.12)

“+o0o
JRRECEITNE
(fif=9)—(9.f—9)
<f_gaf>_<f_gag>
<f7f>_<gvf>_<fag>_<g7g>

LFIZ+ gl? = (f.9) = (.9)

(1.3.13)

donne le résultat.]

1.3.2 Orthogonalité et décomposition orthogonale

Définition 1.7. Deux vecteurs f et g € H sont orthogonauz si

Et on note f 1 g.

(f.g)=0.

Définition 1.8. Dans l'espace H 'angle 0 entre les deux vecteurs f et g est exprimée par

o 0<0<7msif,g#£0etd0=0si f=0o0ug=0.

Le produit scalaire de f et g s’écrit comme suit

{f;

_ ({f,9)
58 = T ol (1:3.14
9) = £l Igllcos (13.15)

Définition 1.9. Soient Ay et As deuxr ensembles non vides de H. Nous disons que Ay est
orthogonale a As, et on note A1 | As si et seulement si pour tout f € Ay et tout g € Ay on

a(f,g)=0.
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Théoréme 1.10. Soit A un ensemble non vide de H et soit A son adhérence. Alors

—L

At =4 (1.3.16)

Démonstration. . Il est évident que At c AL, Maintenant si f e AL alors Vg € A,
g= lim g
n—00
pour une certaine suite de A. La continuité de la fonction g — (f, g) nous permet d’écrire
(f.9) = (f, lim go) = lim (f,ga) =0
d’on f € At o
En particulier si A est dense dans H alors,
f=0,et A-={f;feH/f LA}

est un sous espace vectoriel fermé de H. A s’appelle 'orthogonal de A.

1.3.3 Bases hilbertiennes de H

Définition 1.11. Un ensemble non vide A de H est un systéme orthogonal si pour tout
frgeAonalf,g)=0.

Définition 1.12. Un systéme orthogonal A de H est dit orthonormé si on a
Ifll =1, Vf €A

Définition 1.13. Une famille {f;},c; de H est une base hilbertienne de H s’il est une
famille génératrice et orthonormée.

Tout espace hilbertien admet au moins une base hilbertienne. Si B = {fi};c; est une
base hilbertienne de H alors,

Proposition 1.14. Tout élément f de H s’écrit sous la forme

= (1) i (1.3.17)

i€l

et satisfait l'identité de Parseval.

LA =D (S £:)? (1.3.18)

i€l
Démonstration. . Tout élément f de H s’écrit sous la forme
=Y aifi
el
Comme B est une base hilbertienne alors,

<f7fz> =04

9
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d’ot
F=Y {15 £
icl
D’autre part,
Il ={f ) = <Zaifiazajfj> =D ) (fut) =) af
el jel iel jel iel

Dot la relation (1.3.18) est vérifie O

1.4 Procédé de Gramm- schmidt

On peut construire un systéme orthonormal & partir d’un ensemble de vecteurs linéaire-
ment indépendants. Grace au procédé de Gramm-Schmidt on obtient.

Théoréme 1.15. Soit {fi,i € I} une famille de vecteurs de H linérement indépendants.
Alors on peut construire un systéme orthonormal {g;,i € I} C H tel que chaque g; et com-
binaison linéaire des f;.

Démonstration. . Puisque la famille {f;,i € I} C H est linéirement indépendante,posons

oo I
A

alors ||g1|| = 1. Ensuite on pose
he = fo — Mg,

ot \1 est déterminé par la condition

(f2,91)ha #0

et posons

g 2
2RI

alors ||g2|| = 1 et (g2,91) = 0.
Avec ce procédé nous construisons les vecteurs gi, ga, ..., gn tels que
(9i:95) = 0ij
ot g; est une combinaison linéaire des vecteurs f1, fo,..., fj,5 = 1,2,...,n.

Ensuite posons
Pt = far1 — (A1g1 + A2g2 + ... + Angn)

Puisque (hpt1,9;) =0, on obtient

/\j - <f’n+1agj>

10
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. D’ou b
n+1
In+1 =
" Tl

alors gn+1 est une combinaison linéaire des f;.

D’autre part on a

Jn1 = [[hng1llgns1 + (frr1. 91091 + oo+ (fag1, 9n)-

Donc
[915927 7gn] - [f17 f2a ceey fn]

On désigne par P, la projection orthogonale de H sur [f1, fa, ..., fn] alors gn+1 est donné par

Gni1 = (I_Pn)fn'
A = P full

O

1.5 Déterminant de Gramm et distance

Définition 1.16. Soit {f;, 1 <i < n} une famille finie des vecteurs de H. Le déterminant
de Gramm de cette famille est défini par

G (f1, s f) = Det [(fi, f;),1 < i,j < 7] (1.5.19)

Lemme 1.17. Le déterminant de Gram G (f1,..., fn) est positif, il est nul si et seulement
si les vecteurs fi, ..., fn sont linéairement dépendants.

Démonstration. . Soit

F = V@Ct{fl;f27"'va}

et
N =dimF <n

considérons {u1, us, ...,un } une base orthonormale de F' et la matrice A = (a;;) de My, (R)
dont le terme a;; est défini par

N
fj = Zaijui.
i=1
Alors Rg(A) = N et
[(fi, fi),1 <4, < Nl =TAA.

Comme det (*A) = det (A). Alors
G = det (A)*.

D’ow le lemme est établi.0]

Avec le déterminant de Gramm, on exprime la distance d de f € H & F' par

d=d(f,F)=infuer|f = bl =lf = P ()]

Et le théoréme suivant découle

11



1.5. DETERMINANT DE GRAMM ET DISTANCE

Théoréme 1.18. [19] On a

22 Gram (o fu, fo, oo fun)
Gram (f1, f2y -y fn)

(1.5.20)

Démonstration. . L’élément f — P (f) est orthogonal a F, alors pour 1 <i<n on a

(fi, f) = {fi, P (]))-
On pose,

P(f)=> a;f;.
j=1

de la relation (1.5.22) on obtient le systéme linéaire,

n

> s fidag = (fi f). 1 <i <.

j=1
Les coefficients a;j vérifient la relation
a; = G
! Gmm(fl,‘-- 7fn)’

(1.5.21)

(1.5.22)

G est obtenue par le déterminant de Gramm ot la colonne j est remplagé par les éléments

(fi, [),1<i<n. On a donc
d:=If =P IP= =P =FIP =D ailf £,
j=1

d’ou

Ay G = [|[fIPG = a;{f;, [)Gj, on G = Gram(fi, -+, fn)-

j=1

En développant suivant la premiére ligne, le déterminant de Gram(f, f1,---

Aj = (171G,

alors on a

Gram(f, fr,-+ » fo) = [IFIPG + D a;{f5, )H(=1) A,

J=1

De la relation (1.5.19) on a

Gram(f, fr,--+  fa) = [FIPG =Y a;(f;, )Gj.
j=1
et donc

Gram(f, f1,--- , fn) = dnGram(f1, -+, fn)

d’ou le résultat. 1

12
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Chapitre 2

Preuve d’une conjecture de Mobius

2.1 Introduction

En 1832, Mébius a conjecturé que

Zﬂ(n)log” -1 (2.1.1)

n
n>1

ou u est la fonction arithmétique de Mdébius définie par

1 si n=1
pin) =< (=1)F si n=pi...pK;P1,--., Pk premiers distincts
0 sinon

Dans ce chapitre, nous présentons une preuve de la conjecture de Mobius [19, 23] diffé-
rente de celle donnée par Landau [31]. Pour cela nous utilisons des outils techniques de la
théorie analytique des nombres.

Rappelons que dans Pespace de Hilbert H = L? ([0, co[; f—%) le produit scalaire est donné

par,
= [ 0907, (212

= ([ ros) (2.13)

et la norme induite par,

13



2.2. THEOREMES FONDAMENTAUX

2.2 Théorémes fondamentaux

Dans cette section nous donnons la caractérisation de ’action de la fonction de Mobius
sur certaines fonctions arithmétiques.

oo
Théoréme 2.1. . Soient E ci, une série absoulement convergente de somme E cr =1,
E>1 k=1

et la fonction ¢ définie par,

Alors on a,

> u(n)e(n) = —1. (2.2.4)

n>1
En particulier pour la fonction arithmétique,

logn

n

on obtient le résultat suivant,

Théoréme 2.2. Pour tout entier positif n on a,

logn > 1 k
= — . (2.2.5)
n ; k(k+1) {n}

Ainsi la série 1
2% (k+1)
est absolument convergente avec pour somme 1.

La conjecture de Mébius (2.1.1) est une conséquence des Théoréme 2.1 et Théoréme 2.2.

2.3 Preuve des deux théorémes

Dans cette section nous démontrons les théorémes 2.1 et 2.2.

2.3.1 Les fonctions ¢, , x et v,

La constante d’Euler v est donnée par
— fim (141 +1 (n+1)
7—n1_>rgo 2—|—... n—og n 4+

que 'on peut aussi écrire comme suit

o S (L Rt
T2 e )

14



2.3. PREUVE DES DEUX THEOREMES
autrement dit on a :
—+o0
1 k+1
= Z _log ——=
=2 (i)

M. Balazard dans |9] et [16] a démontré le résultat suivant,

logn+1—
(O en) = =7, (2.3.6)

d’ou 'on déduit que,
(x.e1) =1-1.

Dans ce qui suit nous exposons une autre preuve de la formule précédente.

On a
(X, en) = /+OO P2y
Xoen) = | -
n 400
= / {t}t2dt+/ {t}tht
1 n n n
“+00
= 10gn+/ {t}t_th
n n n
1 1 [tee
_ Og”+/ {t}t2at
n n.Ji
logn 1 teo _9
= = +n2/n (t — k)t 2dt
k>1
logn 1 k+1 1
T +nz<log k _k:+1>'
k>1
Comme,
Z<logk+1_ 1 ) - < 1 +logk+1_1>
~ ko k+1 S \k(k+1) ko k

alors le résultat en découle.

Pout tout entier naturel n considérons la fonction v, définie par,

un(t) = {M} (2.3.7)

n

15



2.3. PREUVE DES DEUX THEOREMES

Les fonctions e, et v, vérifient la relation suivante,

vn () = en () — ﬁ (2.3.8)

n

Donc v, est aussi un élément de H.
Lemme 2.3. Pour tout entier positif n on a,

logn

O vn) = ——. (2.3.9)

Démonstration. . Des relations (2.3.8) et (2.3.6), on obtient les égalitées suivantes

1 logn+1—~ 1—7v logn
—(x,e1) = - = -
n n n n

<X>Un> = <Xaen> -
ce qui prouve le résultat. [J
Lemme 2.4. Soit n un entier positif. Alors on a
1 k
- XL 2.3.10
() kzxk(kﬂ){n} (23.10)

Démonstration. . En exprimant le produit scalaire (x,vy) sous la forme d’une série conver-
gente. De (2.3.7) on obtient,

o m}dt /k“{k}dt 1 {k}
v [y R ey
< ) 1 n J t? ;21 i nJ t2 ;Zlk:(k—i—l) n
Ce qui achéve la démonstration. [

Enfin, grace aux lemmes 2.3 et 2.4 on obtient le théoréeme 2.2.

2.3.2 Formule d’inversion de Mobius

Considérons la fonction arithmétique v définie par

o) =3 p(d).

dn
v ainsi définie satisfait I'identité de Mobius donnée par,

Lemme 2.5. Pour tout entier positif n, on a lidentité suivante

1 st n=1
v(n) —{ 0 si n>1 (2.3.11)

Démonstration. . Sin =1, on a v(1) = 1. supposons que n > 1 et dans ce cas le nombre n
se décompose en produit de nombres premiers

k ;
n = I_p;".

16



2.3. PREUVE DES DEUX THEOREMES

Comme p(d) = 0 si d est un multiple d’un carré, alors les diviseurs de n s’écrivent sous la
forme d = Tcrp;, avec I C {1,2,....k} et p(d) = (=) et il ya C’,L]‘ diviseurs et on a
1<|I| <k.Doulon a

k
oin) = 1+ Y ¢l

171=1
k . .
- Y G-y
=0
= 0
0

Proposition 2.6. Soient f et g deuz fonctions arithmétiques telles que

g(n)=> f(m).

m|n
Alors,
f(n) =Y p(m)g(m)
m|n
Démonstration. .
doumyg(m) = D p(m) D fk)
mn mln m| 2
= > p(m)f(k)
k,m,km|n
= D (k) pu(m)
= f(n)
U

Il existe dans le cas réel une formule analogue de la formule d’inversion de Mobius,
donnée par le lemme suivant

Lemme 2.7. Soient f et g deux fonctions arithmétiques telles que
0= 1(2)
gt) = m )
m<t

Alors
F)=> pu(m)g (;) (2.3.12)

m<t

17



2.3. PREUVE DES DEUX THEOREMES

Démonstration. . Comme v (n) =0 pour n > 1. Alors

Zu(m)gCn) = > u(m) f(njk>

- = m<tz u(ﬂi;;n(k)
k,m,km<t
- Zf(i) >
_ ; f<:l>v(n)
-

En utilisant la formule d’inversion de Mobius dans le cas réel, on obtient le lemme suivant.

Lemme 2.8. Pour tout entier positif n, on a l'identité suivante,

niu (n) {7’;} — (2.3.13)

Démonstration. . On calcule d’abord la somme

gzlu (n) ULJ :

Comme,
t .
{J =0sin>t, (2.3.14)
n
alors,
S () H =3 u) H . (2.3.15)
n n
n=1 n<t
Or on a,

1t =>"1 (2.3.16)

n<t

alors par la relation (2.3.16) et la formule d’inversion de Mdébius (2.3.12), appliquée aux
fonctions arithmétiques g (t) = [t]| et f(t) =1 on obtient l’identitée

1=> u(n) UJ . (2.3.17)

n<t

18



2.3. PREUVE DES DEUX THEOREMES

Et grace auz égalitées (2.3.15), (2.3.16) il vient,

g:lu(n) m _ 1. (2.3.18)

Pour terminer la preuve de lemme, on remarque que,

(2.3.19)
e (np=2ee (- [a]) - B - e[
n=1 n=1 n=1 n=1
En utilisant la formule classique d’inversion de Mdblius,
1 & p(m)
— = ,  (R(s) >1).
= e RG>
. . - k()
Par le prolongement analytique de la fonction zeta et la convergence de la série Z o o"
n=1
obtient,
3 pin) (2.3.20)
n

n=1
Et avec les relations (2.3.18), (2.3.20) et (2.3.20), on termine la preuve. O
Preuve du Théoréme 2.1 : On a
k
S (n) 6 (n) =Zu<n>ZCk{n} , (23.21)

n>1 n>1 k>1

Grace a la convergence absolue de la série E ¢, on obtient,

k
S umom =Y o> umn) {ﬁ} (2.3.22)
n>1 k>1  n>1

et en utilisant le Lemme 4.2 et I’équation (2.3.22) il vient

chz,u(n){:} ==Y c=-1 (2.3.23)

k>1

D’ou le résultat

est démontré.

Les théorémes 2.1 et 2.2 impliquent
Corollaire 2.9.

)
3 uln og(m) _ ;. (2.3.24)

n>1
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2.4. CALCUL DE LA SOMME DE QUELQUES SERIES NUMERIQUES CONVERGENTES

2.4 Calcul de la somme de quelques séries numériques conver-
gentes

ogn

La formule précédente de permet de calculer la somme d’une famille de séries nu-
meériques s’exprimant sous la forme

S )

pour tout entier positif n.
La division euclidiénne de k par n donne une autre reformulation de ces séries donnée

ZZ (in+r zn—i—r—l—l)

i>0 r=1

par I'expression suivante :

dont la somme est log n.
Dans ce qui suit on donne deux exemples pour n =2 et n = 3.

1
= 2log2.
;(21—#1)(1—1—1)
D’un autre coté, comme ZZ>1 ; H—l) =1, alors

) 1
1:ZW+§(2i+1)(2i+2)

i>1
et donc . )
ooy Loy L
= (2t +1) = (2i+1)(i+1)
Ainsi
; (21+1 Z>: 2i+1 1-1—1)
d’ou

1
= —2-2log2.
;2(21—1—1)

Pour n=3 on a )

2. Gt Gitrey) 8%

i>0 r=1

Et alors
2

1
;(3¢+ )(32+2)+Z(3z+2)(3i+3)

= log 3.

Comme )
1 2 9 +5

3i+1 313 @Bi+D(Git3)
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2.4. CALCUL DE LA SOMME DE QUELQUES SERIES NUMERIQUES CONVERGENTES

Alors .
Z 9 + 5 —1lo 3
LBt Ei+2) GBI+
Mais
1 1 1 1
> =D m T @ — D .
k1) &G S BTG+ L (3i+2)Gi+I)

Les mémes calculs que dans le cas n = 2 donnent

2i+1 3
;i(3i+1)(3i+2)(i+1) =5 (1~ log3)
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Chapitre 3

Etude des sommes des cotangentes de
Vasyunin. Loi de Reciprocité

3.1 Introduction

Soient m, n deux entiers positifs et d = (n, m). Pour calculer le produit scalaire (e, e ;
Vasyunin a introduit la formule suivante [16, 44]) :

log2m — 1 1 n—m. m
(ensem) = M<+)+ log (3.1.1)

2

v<m0,no):"°‘l{kw}wt (7). (512)

et ng = %,mo =

&3

On a besoin d’évaluer la valeur de la somme V' (mg, no)+V (ng, mp) de fagon plus précise.

Pour simplifier, considérons dans ce qui suit d = 1, sauf mention contraire. La somme de
cotangentes de Vasyunin V' (n, m) reste mystérieuse. S.Bettin et J. B. Conrey [21, Theorem
1] ont montré récemment la formule suivante,

%V(m,nHV(ﬁ,m) - —;—n—g(%) (3.1.3)

ounn=1(m)et mm=1(n).

Cette loi de réciprocité est utile pour ’étude de la fonction zéta d’Estermann, par contre
elle ne simplifie pas le calcul de produit scalaire (e, e,,). Dans ce chapitre nous donnons
une bien meilleure loi de reciprocité satisfaite par la somme des cotangentes de Vasyunin;
ce qui nous permet d’établir une nouvelle formule pour le produit scalaire (e, e, ).
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3.2. LOI DE RECIPROCITE

3.2 Loi de reciprocité

Soit 1 la fonction digamma définie sur C* par

¢(Z):_7_i+z</1_kiz>’ (3.2.4)

k>1

onav(l)=—m.
La fonction 9 est croissante sur R’ , en effet on a pour a < b

b0 -0 =% (- 1) 20

k>0

L’étude de la fonction 1) est détaillée au chapitre suivant. Maintenant considérons la
fonction symetrique GG définie en fonction de 1 par,

G =3 (0(221) -0 () {(EHEH 525

et g une fonction analytique sur C\R_, dont le développement asymptotique est

N
log2nx —y 2 ((k)B
g(x) = B — + p E (k):kxk +o (:cNH) , (3.2.6)
k=2

ou N >2, x— 0et By est le k™€ nombre de Bernoulli.

Comme on a
22kl

k)

Le développement asymptotique peut alors s’écrire sous la forme :

C(2k) = (-1)*

(3.2.7)

_10g 2rx — 7y k 4k7r2k*1B§kxk Yo (:EN+1)

1
9(x) = T 3 2 U G

La fonction G est bien définie méme si n, m ne sont pas premiers entre eux. Elle intervient
dans la loi de reciprocité satisfaite par V' (n,m) et V (m,n) donnée par le théoréme

Théoréme 3.1. Pour n et m deuz entiers premiers entre eur on a,
(3.2.8)

1 2 1 1 2
V(n,m)+V (m,n)=—logn™ tm" 1 - = —ng (n) —mg <> — =G (n,m).
7r T

s m

Cette loi permet de réecrire le produit scalaire (e, e,,) de la maniére suivante,
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3.3. PREUVES DU THEOREME 3.1 ET CORROLLAIRE 3.2

Corollaire 3.2. Pour n et m tels que (n,m) =1, on a

2+ (log2m — 1
(en,em) = + (log gmr?/) (ntm) _ S logn™ 'm™! (3.2.9)

Sl ) e

Dans le cas général d > 1, c’est-a-dire n,m sont quelconques, comme conséquence du
théoréme 3.1, on obtient une nouvelle expression de produit scalaire (3.1.1).

(3.2.10)
ooy 2t (og2m =) (14 m)
2nm
1
~ o ((n—d)logn+ (m —d)logm — (n+m — 2d) logd)
w1 d 1 d d n m
) <n~" <m> T <n)> tomC (@)
3.3 Preuves du théoréme 3.1 et corrollaire 3.2
Soit m un entier naturel, et v, la fonction définie sur R4 par
t
un (t) = {Lnj} (3.3.11)

La fonction v,, est la restricition de la fonction e, & N. La relation naturelle entre v,, et e,
comme nous 'avons déja vu est donnée par,

1
Vp = €y — —€1.
n
Comme on a
vn (3) = 0, if xel0,1],
RN, ek k4

Alors 'expression de (vy,, vp,) déduite de la définition(3.3.11) est,
1 k k
ns Um) = P DN — - 3.3.12
s Um) Zk(km{n}{m} (3:3.12)
k>1
Lemme 3.3. Soient n et m tels que (n,m) = 1, alors

(3.3.13)
2nm

1
v vm) = V (1) +V (1,m) = (V (1) + V (m,m)) + — logn™ "L

Démonstration. . En utilisant la relation (3.3.12), on obtient

1 1
<U7’Z7 Um> = <€1’L - E617 €m — Eel>
1
= <€naem> + 7<61,€1> - *<€176m> - 7<elaen>-



3.3. PREUVES DU THEOREME 3.1 ET CORROLLAIRE 3.2

De la relation de Vasyunin (3.1.1),

log2m — 1 1-m
= = |14+ — I
(e1,em) 5 <+m)+ 5, 0gm
T
- —V1
2m (7m)7
log2m — ~ 1 1—n
= = (1+— |
(e1,en) 5 <+n>+ 5, logn
T
- —V(
V(1)
et
log2m — 1 1 n—m. m
(ensem) = el -+ — |+ log—
2 n o m 2nm n
T

— —— [V (m,n)+V (n,m)].

2nm
Lorsque n =m =1, on obtient
(e1,e1) = log2m — 1,
d’ot

o) = V(Ln) 4V (Lm) =V (n,m) — V (m,n)

1
+ —(mlogn+ nlogm —lognm).
T

La série de fonctions

St (2

E>1
est convergente. Pour tout entier positif k, on a,

E=r(nm),1<r<nm-1

CHE -

alors,

La série (3.3.14) vaut,

nm—1
1 T r
—r9—r- 3.1
Z Z(inm—i—r)(inm—i—r—i—l){n}{m} (3.3.15)
r=1 >0
Enfin, pour estimer la valeur de (v,,v,,) on a besoin de calculer la somme de de la série
Z 1
(inm+7) (inm+r+1)

>0
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3.3. PREUVES DU THEOREME 3.1 ET CORROLLAIRE 3.2

Lemme 3.4. Soient a,b deux nombres positifs distincts alors :

3 1 W(a) g ()
(k+a)(k+b)  a—-b (3.3.16)

k=0

Démonstration. . On a

1 1 1 1
v -vd) = b_a+;<k+b_k+a>

1

I +(a_b);(k‘—|—a)(k+b)
- 1
- (“_b)kzzo(ma)(mb)'

Pour a > 0, le corollaire suivant est une conséquence du lemme 3.4

Corollaire 3.5.

S (@) -v(2)
kZ:O ak—i—a )(ak+b)  a(a—0b) (3:3.17)
Démonstration. .
= 1 & 1
kzzo ak—i—a )(ak+b) akzzo(k+g)(k+g)
U@ -0 (@)
a(a—0)
O

Dans [35] M. Luis et A. Victor on montré la représentation intégrale suivante de la

différence ¥ (a) — v (b) :

00 efbt _ efat
¥ (a) =¥ (b) —/0 et
Elle est déduite de ’expression intégrale de la somme

1
(k+a)(k+0b)

o0

k=0

autrement dit on a,
> ranry = v rra)
_ / k+b 1 ac—f—a 1) dr

k=0
1 —1
= dx
/0 1—=2
0o e—bt e—at
- / dt.
0 1—e¢



3.4. LA FONCTION D’AUTOCORRELATION MULTIPLICATIVE DE LA FONCTION PARTIE FRACTIONNAIRE

Corollaire 3.6. Pour n,m quelconques, on a
nm k k
—_ - — =G . 3.1
;k(k—kl){n}{m} (n,m) (3:3.18)

Démonstration. . En prenant oo = nm, la relation (3.3.18) est immédiatement déduite des
relations (3.2.5), (3.3.15) et (3.3.17) du corollaire 3.5.00

3.4 La fonction d’autocorrélation multiplicative de la fonction
partie fractionnaire

Définition 3.7. La fonction d’autocorrélation multiplicative de la fonction partie fraction-
naire A est définie sur Ry par l’expression,

AQN) = /0 oy w2 (3.4.19)

La fonction A est reliée au produit scalaire (e, e,,) par la formule donnée par,

Lemme 3.8. De la définition (3.4.19) on obtient

14 (3) 1y <T> = (en, em) (3.4.20)

n m m n

Démonstration. .

+o0 t

@ - [l
m 0 m
+oo
SRIE

0 n m

Ce résultat est obtenu par le changement de variable y = nt U
Ainsi la valeur de A en 1 est log2m — v et A(0) = 0.

La fonction A est étudiée dans I’article [11], ici la nouvelle formule du produit scalaire
(én, em) permet d’écrire A sous la forme :

(3.4.21)

A<£> 2d+(log27;n—lfy)(n+m)

_ %((n—d)logn—i—(m—d)logm— (n +m — 2d) log d)
(@) ) 26D

Dans [11] Baez-Duarte et al. ont montré que A admet un maximum local en tout entier
naturel, le lemme suivant donne la valeur de ce maximum en n =1

—+

27



3.4. LA FONCTION D’AUTOCORRELATION MULTIPLICATIVE DE LA FONCTION PARTIE FRACTIONNAIRE

Lemme 3.9.

k+1 k
log2r —y =1+ Z <1 — 2klog p + k:—l—l) (3.4.22)
k>1
Démonstration. .
+o0o
AQl) = / (Y2t 2dt
0
+00
=1 +/ (Y2t 2dt
1
k+1
= 1+Z/ (t —k)*t~2dt
E>17k
k+1
= 1+ Z/ (t* — 2kt + k) ¢ 2dt
E>17k
k+1 1 k2
=1 1—2k—+ — | dt
2h ()
k>1
k+1 k
=1 1—-2klog———+ ——
+ < klog = — + 1 1>
k>1
O
Dans le cas général on a
Lemme 3.10.
k+1 1 k
A(n) :log27r—’y+nz (log ’ k‘-i-1> {n} (3.4.23)

k>1
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3.4. LA FONCTION D’AUTOCORRELATION MULTIPLICATIVE DE LA FONCTION PARTIE FRACTIONNAIRE

Démonstration. .

A(n)

/Om {t} {nt}t 2dt
n/0+oo {;} {t}t~2dt
e (L
1 —I—nZ/:H (

n
k>1

1—|—n2/:+1<

k

A(1)+n2

k>1

10g27r—’y+n2 <log

k>1

o Bt 1
&%

Comme conséquence du théoréme 2.1, le lemme suivant découle [24]

Corollaire 3.11.

Démonstration. .

2 “(”)7;4(”) B (3.4.24)
s
- ;(log%;v)ﬂ(n)Jr;M(n) kZI(logkzl—k}H){z}
_ gu(m ;(log’le_kil”:}
- S (i) S {3
= ;(logk;—lkil)
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Chapitre 4

Fractions continues, fonction
digamma. Application aux sommes de
Vasyunin : Formule explicites et
asymptotiques

4.1 Fractions continues

Une fraction continue s’écrit sous la forme

n 1
agp )
ay + T 1 T
a2t ooy
ou bien
[a(]aalaa?n"']v
ou ag,ay, -+ ,a, sont les quotients de la fraction continue. Si tous les a; sont dans Z la

fraction continue est dite simple. Dans ce qui suit on utilise le terme fraction continue pour
désigner une telle fraction [30, 41].

Tout nombre réel admet une décomposition en fraction continue. En effet.
Soit € R, Alors = [z| + {z}. On pose ay = |z| et § = {z}. Si { = 0 alors z est
représenté par x = [ag]; si {o # 0 alors 6% > 1, on prend r; = 5% on obtient z = [ag, r1].

On itére le processus pour  =7r1. a1 = [r1] et & =r1 —aq; si & = 0 alors

1 1
r=ay+ — =ag+ — = [ag,a1].
r1 aj
Sinon on prend ro = 5% Cet algorithme permet de construire une suite ag, aj, ag, - - -. Cette
suite est finie si et seulement si x est un nombre rationnel. Pour toute fraction continue
[ag, a1, ,a], la k"™ reduite est [ag, a1, - ,a] et le k'™ quotient est [ag, akt1, - ,al.

Dans le cas des nombres rationnels on traduit cet algorithme comme suit : On exprime
a/b sous forme d’une fraction continue a/b = [ag, a1, - , ], avec a;41 = 0.
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4.1. FRACTIONS CONTINUES

Pour déterminer ag,ay, - ,a;, on utilise ’algorithme d’Euclide; on considére la suite pg
définie par,
po =a,p1 = b and p;41 =0.

et pour k > 1 on considére la formule de récurrence suivante :
Pk—1 = Qk—1Pk + Pk+1- (4.1.1)
Comme p;11 = 0, p; divise tous les pg. Alors p; devise p et ¢, d’oit p; = 1.

Dans ce qui suit nous donnons quelques propriétés des fractions continues.

Lemme 4.1. Soit la fraction continue [ag, a1, -+ ,q],l > 1. Alors
1
[a07a15” . 7@[] = |ap,a1," " ,a1—1 + 07 ) (412)
[ | =ap+ —— (4.1.3)
ag,at,--- ,ay = ap + —————. 1.
[ala"' ,CLl]

Démonstration. . Le résultat est immédiat, on le déduit de la definition des fractions continues.l]

Soient sg, t; deux suites numériques définies par

0 si k=-2
sp = 1 siok=— (4.1.4)
aSk—1 + Sp—2 si k>0
1 si =-2
ty = 0 si k=-—1 (4.1.5)
agtp—1 +tg_2 si k>0

Une définition similaire est donnée dans [27]|. Pour calculer sj et t;, nous utilisons la

représentation matricielle (cf. [18]).

<3k 5k—1> _ <3k—1 5k—2> <ak 1)
te th—1 th—1 tp—/ \1 0)’
S0 S—-1\ 1 0 ag 1 ) 1
to t—1) \0 1 1 0/ \1 0)°

et les autres termes s, tx se déduisent de la récurrence précédente pour tout ordre k.

alors,

Le lemme suivant donne les propriétés des suites pg, Si et t.
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4.1. FRACTIONS CONTINUES

Lemme 4.2. On a,

[a07a17”'7ak]:77 kZOa

23
t

[a’/mak?—la"’ ,CL]_] - 7]67 kZ ]-a
le—1
Pk

[Oaak—lv"'aan]:77 k>0
Pk—1

et

[ak‘vak‘717"'7a0]: ok 9 kZO

Sk—1

(4.1.6)

(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)

Démonstration. . Toutes les relations du lemme 4.2 se démontrent par récurrence sur ’entier

k.

En effet la relation (4.1.6) est satisfaite pour k=0 et k =1

[ ] S0 ag

a = qaqan = — = —

0 0 tO 1 3

Comme s1 = ayag + 1 et t1 = ay alors,
S1 airag + 1 1
—=———=a9+ — = [ag,a1].
tl al aq

Pour k > 2, on suppose que

Sk _ QgSk—1 + Sp—2

AQy A1y eeey A | =
[ 0y ALy «eey k‘] tk aktk—l+tk—2

La relation (4.1.2) du lemme 4.1 donne,

1
lag, a1, ,ak, Qk+1] = [ao,ah"' , @ +

(ak + L > Sk—1 + Sk—2

k41

ak41

|

(ak—l— L )tk_1+tk_2

Ak+1

(apq1ar + 1) Sp—1 + apy1a55—2

(apqrap + 1) tp—1 + appratp—o
ap+1 (QkSk—1 + Sk—2) + Sk—1

ap+1 (arth—1 + Sk—2) + th—1
Ok+1Sk T Sk—1 _ Sk+1

g1ty +te1 tee1

L’égalitié (4.1.7) est satisfaites pour k =1,

t
i:alz[al].
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4.1. FRACTIONS CONTINUES

Supposons que pour k > 2, on a

123
[ak) Af—1,° " ,CL]_] =
7]
alors,
| | b —
a ag, -+ ,a1] = a
k+17 k? b 1 k‘+1 [ak,aki:l’"‘ ’al}
lp—1
= Qg1+t ——
23
_ Gkl -1 e
23 te
La troisieme relation (4.1.8) est satisfaite pour k =1,
pr_ b 1
—=—-=—"=10,a0,01, " ,a].
Po a [CLOva’lv"' aal]
Pour k > 2, on suppose que
Pk
[07 Ag—1," " 7al] =
Prk—1
alors
Pk 1 _ 1
Pe-1 lap—1,ak, @] a1+ (0,08, ]
Mais on a
Pk _ Pk _ 1
Ph-1  @h—1Pk +Pht1 Qg1+ PR
Des relations (4.1.10) et (4.1.11), on obtient [0, ay, - - ,a;] = p’;}—:l.
Enfin Uégalité (4.1.9) est satisfaite pour k =0,
50
— = ayp.
S—1
Supposons pour k > 1 que,
Sk
- [aka : ) aO]
Sk—1
alors
Sk+1 _ Ok+1Sk T Sk—1 Sk—1
- :ak—f—l_'_i:ak‘-l-l_‘_[ak:a"',QO]:[ak’-i-laa’k‘?"'
Sk Sk Sk
O
Corollaire 4.3. Soit § = [ao,a1,--- ,a] alors,
k
Pk = bH [Oaaj*h"' ,(ll], k> 27
=2
et

b= prtp—1 + pryitp—2, k> 1.
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4.1. FRACTIONS CONTINUES

Démonstration. . La preuve consiste a écrire,

Pk _ Pk Phi P2

b DPrk—1Pk—2 P

Utilisant la relation (4.1.8) du lemme 4.2, le résultat est immédiat.
La preuve de la relation (4.1.13) se fait par la récurrence sur lentier k.

k=1, pito+pat_1 =p1 =b.

Supposons
b= prtp—1 + Pr+1tip—2, pourk > 2
alors,
Pht1th + Dryoti—1 = Prt1 (@rti—1 + th—2) + Dryoti—1
(@xPr+1 + Prt2) 1 + Pr1li—2
= Prtk—1 + Pryitp—2 = b.
O

Lemme 4.4. Les suites s, ty et pi satisfont les propriétés suivantes

thsk—1 — th-1se = (—1)", (4.1.14)
pr = (—1)" (atp—o — bsp_2) , k> 1 (4.1.15)
et
n—1 k
-1 1
> S . . (4.1.16)
— kPR DPlao,an, - ai-o] —ab

Démonstration. . La relation (4.1.14) se démontre par récurrence sur k.

Soit la suite
T = tpSkp—1 — tg—15k

alors,

T = UgSg—1 — tk—1Sk
= (aptp—1 +tp—2) sk—1 — tp—1 (QpSp—1 + Sk—2)
= lg—25k—1 — tk—15k—2
= —Tk-1-
D’ou lon déduit que,
T = (—1)k o,
Mais on a,
o = t()S_l — t_180 = 1,
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4.1. FRACTIONS CONTINUES

donc la relation (4.1.14) reste vraie.
La deuziéme égalité (4.1.15) se démontre aussi par récurrence.

k= 1, — (at_1 — bs_l) =b =P1.

On suppose que,
k
atg—o — bsg_o = (—1)" py

alors,

atp—1 —bsp_1 = a(ap—1tr—2 + tr—3) — b(ar—15k—2 + Sk—3)

ap—1 (atg—g — bsyp_2) + aty_3 — bsy_3
(—D* ap_1pr + (1) T ppy

(—1)" (ah—1pk — PE—1)
(_1)k+1

Pl+1-

Preuve de I’égalité de la relation (4.1.16) ; on a, relation (4.1.13)

tp—1 +tk—2 _ b
Pk+1 Pk PkPk+1
alors
-1 -1
(—].)k _ EZ (—]_) tk—l (—1) tk_g
1 PEPk+1 b~ Ph+1 Pk
-1 k -1
1 —1)" tr_ 1 1) "t
N e
P k+1 P k
! _ -1
R S 0 ) Ll PR g (LS
=% >
o Pk 1 Dk
_ ()"t ot
pib bp1
_ 1)y,
pib
Eraminons la valeur de
(*1)171%—2
pib

De légalité (4.1.15) on déduit que

= (=) (at;_o — bsy_2)

et alors,

-D)'"'p <bSlz ~ a) . (4.1.17)

t;o t1—o
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4.2. ETUDE DE LA FONCTION DIGAMMA ¥

La relation (4.1.6) du lemme 4.2 implique

Si—
222 ag,ay, -, aro] (4.1.18)

t1—o

Des relations (4.1.17) et (4.1.18), on tire,

(D)t _ 1
plb b2 [(10,(11,"' ,(IZ_Q]—ab.
D’ou
— prpetr 0% lao, a1, - aio] —ab
O

4.2 Etude de la fonction digamma v

Considérons le nombre harmonique,

H, =
k=1

=

On pose pour tout nombre complex z tel que Re (z) >0

"1
Hy(z) =) .
k:ok+z

Dans ces conditions on peut donner une autre expression de 1 comme limite d’une suite
numérique convergente : en effet on montre,

Lemme 4.5. Soit z un nombre compleze tel que Re (z) > 0 alors,

¥ (z) = lim (logn — H, (2)) (4.2.19)
n—o0
et pour z=n € N* on a :
Y(n+1)=—y+ H,. (4.2.20)

Démonstration. . On a,

o = (k)




4.2. ETUDE DE LA FONCTION DIGAMMA ¥

et
Y(n+1) = n}i_r)n@(logm kzk—i—n—i—l)
o
= W}gnoo <logm—zk+l>
-
B n}iinoo<logm (Zk+1 Zk+1>>
|
= 7+ T
k=1
]

La fonction logarithme néperien peut étre considérée comme une somme d’une série
numérique convergente ; la formule est donnée par le lemme suivant

Lemme 4.6. Pour tout entier naturel n non nul, on a

log p k
) =y k(k+ 5 { } (4.2.21)

k>1

Démonstration. . On a

St - M e

k<1 k<1
_ ZZ{ }/ 2P i) g
r=1 >0
1 1 p—
= - 2y 1 re’ dz

qJo 1+z+..+axp1

B 1/1d(1+:1c—|—...+:1:p_1)
gy l14+a+..+ar?

1

= [1 log (1+a+...+ :Up_l)]
q 0

logp
P

O

Remarque 4.7. Une autre preuve de la relation (4.2.21) est donnée d’une maniére explicite
dans larticle de A. Bayad et M. Goubi [19].

La géométrie des vecteurs 1 (L) est étudiée dans |28, 40], le corollaire suivant établit la
relation entre logp et (%) pour 1 <r <n-—1.

Corollaire 4.8. Soit n un entier positif non nul, alors

1ogn:i7§r<w <r21>—¢(;)> (4.2.22)

r=1
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4.3. APPLICATION DES FRACTIONS CONTINUES AUX SOMMES DES COTANGENTES DE VASYUNIN.

Démonstration. . On a

loin B Zk;(l<:+1){ }

k<1
s, 1 r
- 72—21 ;(m—kr)(in—i-r—i-l) {ﬁ}

De la relation (3.3.17) du corollaire 3.5, on obtient

N _v(ER) -0 ()
;nﬁ-r m+r+1) n ’

d’ou le résultat.C]

4.3 Application des fractions continues aux sommes des co-
tangentes de Vasyunin.

Soient 1 < m < n deux entiers positifs premiers entre eux, on note n I'inverse modulo m
de n et on consideére la fraction continue 7n/m = [ag, a1, -, q;]. On définit la suite py par la
formule de récurrence

Pk—1 = Qk—1Pk + Pk+1,
avec
po="n,pr=metpy1=0

En utilisant les propriétés des fractions continues et grace a la loi de réciprocité |21, Theoem
1] on obtient,

Théoréme 4.9. Soient m et n deuz entiers positifs premiers entre euz tels que 1 < m < n.
Awec les notations précédentes on a

(4.3.23)
l k
V( Z 0 Ap—1, " ,a H a] 1 , a
k=2 7=2
+ ! (4.3.24)
W(m[a()aala”' )al—Q] _ﬁ) o
Corollaire 4.10. Soit ™t = [bo,--- ,b]. qi la suite définie par la relation de récurrence ;
Q-1 = bk—19k + Gk+1, Qo =m,q1 = n et ¢ = 1.
Alors,
(4.3.25)
1 1 1 1
V(im,n) = ———ng <> — —lognm + — (logm + (—1)l logql_1>
m n m T
1 -2
- = > ()" (gr10g qrs1 + Qi1 10g gk — 2G (Gk, gri1)) -
k=1
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4.3. APPLICATION DES FRACTIONS CONTINUES AUX SOMMES DES COTANGENTES DE VASYUNIN.

Posons,
k
fk = H[Oabj—la"' abl]v
j=1
alors
(4.3.26)
1 12
V(m,n) = —-m (flg <mf1) - (—1)" (frlog frs1) + far1log fk)
k=1
b T o i+ L g+ (1) iy - ) BT
T T T
9 22 . 1
+ - (—1) G(mfkamfk+1)_;(1+10gf1)-
k=1

Pour démontrer le théoréme 4.9 et le corollaire 4.10 on a besoin du lemme suivant

Lemme 4.11. On a

k l k
1) —qz(_l) 9 (pr/Pr-1) - (4.3.27)

1y (m, n) + %V (n,m) = —(11 <1_ +g (T)) ; (4.3.28)

3

prenant n = a et m = b avec la suite py, définie dans la relation (4.1.1), il vient,

1 1 1
EV (Pr» PR—1) + ZTkV(pk—lapk:) = <7rpk1 +g (pk/pk—1)> : (4.3.29)
Orona
Pk—1 = Qk—1DPk + Pk+1,
alors
Dk—1 = Dk+1
et
V (Pr—1,pk) =V (P41, k) -
La relation (4.3.29) s’écrit,
LV(ﬁk,pk—ﬁ + iV(ﬁkﬂ,pk) S < ! +g(pk/pk_1)> ) (4.3.30)
Pk—1 Pk Pk \TPk—-1

Calculons la somme :

l k k
S S () + (‘},f:vwkﬂ,pk)] .
k=1 -
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4.3. APPLICATION DES FRACTIONS CONTINUES AUX SOMMES DES COTANGENTES DE VASYUNIN.

On a
l k k l k n k
-1 _ -1 _ -1 _ —1 .
> V (P, pr—1) + ) V (Drr1s0n)| = Y =) V (P pr—1) + . V (Pr+1, k)
-1 k+1 n k
—1 -1
= Lv(ﬁkﬂ,pk) + D) V (Pr+1,Dk)
=0 Pk =1 Pk
1 —1
= —;OV(ﬁbpo) + ( V (P11, m1) -

Comme pjo1 =0 et V (pro1,p) = 0 alors,

! k k
S [(_1) V (P, Ph—1) + (_pi) V(ﬁkﬂ,l)k)] = —%V(m’ﬁ)'

i1 | Pk-1
et
Ly ) = -7 ) - 11 o) 43 [ S0 ey + E2 )
n m,n) = n m,n m n,m i i1 Pk, Pk—1 DPk+1, Pk
L)k 1)
—V(n,m) =Y V (Pks Pr—1) + V (Dk+1, k)
o | Pk-1
Alors on a :
l k
2 (yran
—Vn,m)=-— _
—V(n,m) g ol Gy (Pk/PE-1)
et
-1 !
L, 1< (
- - g (pk/p
W;pkpk+1 g Dk /P
U

4.3.1 Preuve du théoréme 4.9 et du corollaire 4.10

Preuve du théoréme 4.9. En prenant a = p et b = ¢, dans la relation (4.1.16) du
lemme 4.4 on obtient,

-1

i : (4.3.31)
k 1 kpk+1 [G’Oaala"' 7an—2]—77l. T

De I’égalité 4.1.12 du corollaire 4.3 on a,

k
1
7H CL] 1, ,a ,kﬁZQ
m

j=2
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4.3. APPLICATION DES FRACTIONS CONTINUES AUX SOMMES DES COTANGENTES DE VASYUNIN.
et de I’égalité 4.1.8 du lemme 4.2

y

k=2

l k
1
9 (Pr/Pr—1) —g ([ag—1,--- || Ai—1, " ,a - 4.3.32

En rapportant les quantités (4.3.31) et (4.3.32) dans la relation (4.3.27) du lemme 4.11 on
obtient.

Preuve du corollaire 4.10
En remarquant que pour n = r (m) on a

0 si 7=20
Vin,m) = { V(r,m)  sinon. (4.3.33)

Appliquons plusieurs fois la loi de réciprocité (3.2.8) du théoréme 3.1 & la suite g, pour
calculer,

1

0 (ak-1,q6) = » (=D [V (qr—1, ) + V (ak, qr—1)]
1

-1

3
I

i

k=1

ou

1 2 1 1 2
0 (qe—1,qr) = = (qk—1log g + qi log qr—1 — log qr—1qx) — — k19 <q> — qkyg (qk> - ;G (Qk—1,qr) -

En utilisant la relation (4.3.33)

V(@et1,q1) =V (qr-1,9x) and V (g—1,q) =0,

on obtient
-1 -1 n—1
(1" (gr-1,qx) = (D" V (gr-1.a6) + Y (=1 V (g qr—1)
k=1 k=1 k=1
-1 -2
= (=D V (grrrar) + Y (D" V (gryrs ar)
k=1 k=0
= —V(n,m)— (-1)'V (g, q-1)-
Mais on a,
-1 -1
1
0 (gr-1,q) = = (—1)"[(gr-1log aqx + i log gr—1 — log gr_14x)]
k=1 T =1
5 171
= 2. = D*[1+ G (qr-1, )]
k=1

~

- S s () e (1)),
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4.3. APPLICATION DES FRACTIONS CONTINUES AUX SOMMES DES COTANGENTES DE VASYUNIN.

-1

1
> + qrg (
1 QK

(" s (.

)

B
Il

1

et aussi,

-1

(—1)"log gr—1x
1

B
Il

D’ou l'on a,

-V (n7 m) - (_1)l Vv (Qna Qn—l)

et

=V (n,m) (—1)ZV((JI7Q171) + (=

(1+ G (m,n))

(-1

1
T
2
s

- —V(n,m)—

-2

1
us
k=1

(logm + (=1)log ql,l) -

—_

(—1)* (log g1 + log q)

~
LI

> (1)
k
l

-1
"logge1+ Y _ (—1)*loggx
k=1

[y

-1

(="M oggr + > (-1)*log g
k=1

V]

k
—loggq — (—1)' log 1.

[e=]

1

(

)

25 (<1 [1+ G (g1 8]

™

)

% (logm +(=D'log ql_l)

qi—-1

1 1
1)lqz1g< ) —;(mlogn—l—nlogm)—l—mg <m>

<1og m + (—1)'log QZ—I)

1 1 1
V (m,n) — —lognm — ng () + =
™ n 7r

> (1) [grog qrs1 + G log gk — 2G (gk, gre1) — 2]
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4.4. APPLICATION DE LA FONCTION DIGAMMA AUX SOMMES DE VASYUNIN

On a donc
it g 22 1\ 1
V(m,n) = (= ) +—Z —lognm—ng< >+<1ogm+(_1)llogql_1)
T 1 n Y
=
- (—1)* [qx log g1 + qrr110g i — 2G (qr, qrs1)] -
k=1
Comme
it o 22 1
S
T k::l
alors
1 1 1 1
V(m,n) = ———ng <> — —lognm + — (logm + (—l)l logql_l)
™ n ™ ™
=
- - > (1) [grog qrs1 + G108 g — 2G (i, gre1)]
—1

Alors la relation (4.3.26) est déduite de la relation (4.3.25), en remarquant que pour tout

entier 1 <k <n
k
HOb] 1,° 7l]-

4.4 Application de la fonction digamma aux sommes de Va-
syunin

Soit Bj la premiére fonction de Bernoulli normalisée :

0 si xe€Z
Bi(z) = { (2} — % sinon (4.4.34)
On définit la série,
Bi(kx
pr(x) = 1; ) (4.4.35)
E>1

En particulier, cette série est convergente pour des valeurs rationnelles de z. Dans ce cas on
montre que

Lemme 4.12.

o (%) _ f% Y B (%) " <%> (4.4.36)
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4.4. APPLICATION DE LA FONCTION DIGAMMA AUX SOMMES DE VASYUNIN

Démonstration. . On a

B
=1 >0 m+r
m—1
_ 1 B (3)
T
mi >0 i
m—1
1 By (3)
. r
mzZO r=1 Z+E
comme
el rn
5 () =0
r=1 m
alors,
m—1
By (%Z) —0,
7
r=1
et donc,
1 '— rny T 1 — rn 1 1
JORE PRI )
q m m/om - m m it
1 e TN\ T 1 ! rn 1 1
S S (S
m o/ m T m Z \m Z i1+ 4
r=1 r=1 i>1 m
Or on a ) )
r r
(HT‘@'):‘w(m)"y—m
i>1
D’ou le résultat..]
Proposition 4.13.
9 ml rn r
Vin,m)=--S5S"B (7) (7) 4.4.37
(n,m) W; () v ( )

Démonstration. . Le résultat est conséquence des deuz relations suivantes

(1 —t)—(t) =mcotmt
et

By (1) = 5 (it} +{-1))
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4.4. APPLICATION DE LA FONCTION DIGAMMA AUX SOMMES DE VASYUNIN

Dans ce qui suit nous montrons que V (n,m) peut se mettre sous forme d’une série
convergente. L’idée est d’utiliser un résultat classique cité |1, §6.3.7 | reliant la focntion v a
la fonction cotangente.

(1 —2)—1(z) =mcotmz. (4.4.38)
Lemme 4.14. Pour x = Z avec (n,m)=1, et den (x) = m le dénominateur de x.
Alors
den(z)—1 1 . 27".%')
V (n,m) = Z > : (4.4.39)
Wden k>0 — (k+1—rx)(k+rx)
Démonstration. . On a :
I o o Trn
V(n,m)= {—}c t(—) = — cot (—)
m m m m
r=1 r=1

et

De la relation (3.3.17) on tire

o ("5) = () = St e

k>0

d’ot .
— r(m — 2rn)

m(k+1) —rn) (mk +rn)’

1
™
r=1 k>0

par la suite on obtient

m—1
r(1—2rz)
Vv :
(n,m) = ﬂden 7"21;) k+1—ra:)(k+7’:1:)

Montrons que

r(1—2rz)
k+1—rz)(k+rx)

La somme partielle
m—1

r(1—2rz)
k:—l—l—m: (k+rx)’

k=0 r=1

est une suite & valeurs rationnelles, 7mV (n,m) appartient a 'adhérence du corps rationnel

Q.

On montre que
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4.4. APPLICATION DE LA FONCTION DIGAMMA AUX SOMMES DE VASYUNIN

Corollaire 4.15. Soit m un entier positif, alors on a

V(l,m)=

et

V(l,m)=

Démonstration.

D’ou

et

V(1,m)

m—1

m@m+y=2)+2 1 r(m — 2r)

™ + ;;(m(l{:—l—l)_r)(mk_i_r)a
m@m)+y-2)+2 1 1 %] (= 20)?

' 7 2 Gkt 1) = r) (k1)

. En prenant n =1 dans la relation (4.4.39), on obtient

V(Lm):;nzqi r(1-2)

(-5 (hr )

. 1 r(m —2r)
i )_ﬂ-k207”:1 (m(k+1) =) (mk+r)’
[T P QN r(m — 2r)
o ;r:1 m-—r _Wk>1;(m(k+1)_7")(mk+r)
! L rim=2r)
— ;(771(2—1{%1)—2)471621T:1 (m(k+1)—r)(mk+7)

Mais de la relation (4.2.20) du lemme 4.5 on a

d’ou l'on déduit

Hmfl = @ZJ (m) + 7,

la relation (4.4.40).

Pour montrer la relation (4.4.41),0n remarque que pour t +r =m on a :

et

1 1

(mk+1)—7r)(mk+7r)  (m(k+1)—1t)(mk+1t)

r(m—2r)+t(m—2t) = (m—2r)%.

Le résultat qui suit donne I'expression intégrale de V (1,m). On a :

Corollaire 4.16.

dx.

1/1 (m —2) 2™ —ma™ ! +mx —m+2
0

V(l,m) :_; (16—1)2 (ZL‘m—l)
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4.4. APPLICATION DE LA FONCTION DIGAMMA AUX SOMMES DE VASYUNIN

La fonction rationnelle dans le second membre de la relation (4.4.42) est intégrable au
sens de Riemann. On peut remarquer que (x — 1)® divise le polynome

(m —2)z™ —ma™  + gz —m + 2.

En utilisaant la relation (3.1.3) on obtient

() =mn ), ()

Démonstration. . Des relations (4.4.40) du corollaire 4.15 on a,

e m — 2r)
Vi(L,m) = ZZ k‘—I—l —7r)(mk+r)’

k>0 r=
alors .
1'— m — 2r
Vv (17 ’I?’L) = — r >
TS 5 (m(k+1)—r)(mk+r)
mats on a
m — 2r _ 1 B 1
(mk+1)—7)(mk+r)  mk+r mk+m-—r
1
_ / (xmk—l—r—l _ :Emk—l—m—r—l) d{L‘,
0
d’on,
m — 2r / Z mk+r—1 mk+m—r—1>
Z T dx
= (m(k+1)—7r)(mk+r) 0 =
r—1 m—r—1
_ / il
0 1 —xm
et
V _ _l Zr 1 ’l“ xmiril) dzr.
™ 0 1

Pour conclure, on doit calculer la somme,

r=1
q—1 m—1 m—1
r (xr—l 24T 1) — TZL‘T_I _ rmm—r—l
r=1 r=1 r=1
m—1 m—1
= Z rz’ Tl — (m —r)z 1
r=1 r=1
m—1 m—1
= 2 msr_l—mZle
r=1 r=1



4.5. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE V (1,n)

Ona :
m—1 m—1
r—1 _ x -1
T =——1 (4.4.43)
r=1
et
m—1 m—1
ot = ) () (4.4.44)
r=1 r=1

z—1
Les relations (4.4.43) et (4.4.44) donnent le résultat. O

Dans [21] S. Bettin et B. Conrey ont dréssé une table pour les valeurs de la somme

V' (1,m) dans des cas particuliers. Ces valeurs sont écrites sous forme d’une intégrale de
fonctions rationnelles.

Exemple 4.17. On a

1 1 7
V(1,2)=0,V(1,3)=——— V(1,4 = = and V (1,6) = ———.
(1,2) (1,3) 373 (1,4)=—5 (1,6) 373
En effet,
1Y de 2 (V3 da 2 1
V(1,3) 77/0 pr— \/g/V13 P \/§<arcan\/§+arcan\/§)
_
= 375
2 (Y de 1
V(1,4)= -~ - =
(1,4) 7r/0 22 +1 2
I 3 1 3. (Y dx
V({L,6) Tr/O <x2—x+l+$2+x+l> o 77/0 352—33+1+V(’3)
_
3v3

4.5 Développement asymptotique de V (1,n)

Pour m = 1, la somme des cotangentes (3.1.2) a été étudiée par Vasyunin [44]| qui a
donné le developpement asymptotique de V (1,n) :

1
V(l,n)= _n jrgn +%(log27r—'y)+o(logn). (4.5.45)
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4.5. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE V (1,n)

Cette formule a été améliorée par M. Rassias [42] et H. Maier-Rassias [36] en montrant que,

nlogn

V(Ln)=— + % (log2m —7) + 0 (1) (4.5.46)

™

Soit n, k€ N, n > 6N, avec N = LgJ +1, H. Maier et M. Th. Rassias [37, Theorem 1.7|
ont montré qu’il existe des constantes réelles Ay, As > 1 et des autres constantes Fj, | € N
with |Ey| < (A10)%, telles que pour chaque n on a;

(4.5.47)

nlogn

k
n 1
V(l,n)= . +;(10g27r—”y)+;—ZEm*l—RZ(n).
=1

ol |RE (n)| < (kAg)** n=(k+1),
V(n,m) ainsi définie est la valeur en s = 0 de la fonction zeta d’Estermann [21, 33|)

Ey (8, %) = % T:L]j)ea:p <27;ilkp> . (4.5.48)

La somme V(n,m) a été étudiée recemment dans [20, 21] et dans [21], les auteurs ont
montré que V(n,m) satisfait la formule de réciprocité pour tout couple d’entiers (n,m)
premiers entre eux.

Y (myn) + V (i, ) = Lo g ( ) (4.5.49)

n ™

N E!

Dans la suite nous donnons un développement asymptotique pour la somme V (@, na + )
comme dans [25].
4.5.1 Théoréme fondamental

Théoréme 4.18. Pour a > r et n entiers tels que (a,na+7r) =1, aa =1 mod (an +r)
et 7r =1 mod (a). Alors pour n assez grand on a

(4.5.50)

1 1 2
V(a,na+r) = - n—i—i)V(f,a)———i-f(n—i-g) <log a —'y)

ma ™

1 4k 2k—lBQ 2k—1 1
Ca RO S ) )
2 & k (2k)! na+r n

Pour a =1 et » = 0, on obtient le corrollaire suivant :
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4.5. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE V (1,n)

Corollaire 4.19. Pour n suffisamment grand

(4.5.51)
Vin+lan+a—-1) = —<n+1_l>v(1’a)_1

N 1 1 1 1 2ma
“(n _ = og —
T a & (n+1)a—1 7
1 Ak 2k—1Rp2 2k—1 1
+ = (_1)k T 2k a4 +o0 - |-
2 k (2k)! (n+1)a—1 n
Remarque :

Dans le cas particulier a = 1 on obtient,

1 2 1 T

1 L%J N 4k7r2k_lB§k 1 2k—1 1
oS (PR () o).

2 &~ k (2k)! n n

Alors le développement asymptotique de la somme V (1,n) de H. Maier et Michael Th.
Rassias dans [37, Theorem 1.7] devient une conséquence de (4.5.52).

4.5.2 Exemples

D’autres développements asymptotiques sont données dans les exemples suivants.

+ 1) (10g 27
nry )\t 7

1 AFn2e-1p2 2\ 1
T Y | ol —]).
2 k(2K \2n+1 nN

Exemple 4.20. On a montré que :

Vin+l,2n+1) = ——+

Exemple 4.21. On a

n++ 1 1 1 3
Vien+1,3n+1) = —DPB — — — ) (log = —
ottty = STIo b2 (n ) (log o)
1 I_%J 4k: Zlg_lBQ 3 2k—1 1
+ - (—1)F u 2k +ol— |-
2 & k(2k)!  \3n+1 nN
Exemple 4.22.
n+Z 1 1 2 6
1 2) = S _ 4 = ) (1og — —
Vin+1,3n+2) Ve 37T+7r<n+3)<og E 'y>
L%J k. 2k—1 R2 2k—1
PR P e Y as
2 £ k(2k)!  \3n+2 nN )
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4.5. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE V (1,n)

4.5.3 Preuve du Théoréme fondamental et Corollaire 4.19

De la loi de réciporcité (4.5.49) on a

1 a
Va,pa+r)+V(r,a) = ——F———
pa—+r (@, pa +7) (7,a) 7 (pa + r) g(pa+r>
on déduit
1
V= Py Lty (e
a TaQ a pa—+r

Mais pour p assez grand on a

a 1 2ma 1 p 4Fr2k-1p2 a b 1
=—11 A -1 2k -
g (pa—l—r> T (nga—i—r 7) 2 (=1) k (2k)! pa+r +0 pN+1

et le résultat découle alors.

Prenons r = a — 1, on remarque que pour ¢ > lona (p+1)a=1 mod (pa+a—1)et
(a—1)?=1(a). Alorsa=p—+1letF=r=a—1.

Comme on a
Vie-1,0) = S{k(“a_l)}cot (Z’“)

= ‘;(1,a),

alors la relation (4.5.51) du corollaire 4.19 est déduite de la relation (4.5.50) du théoréme
4.18. Enfin la derniére relation (4.5.52) est déduite de la relation (4.5.51), en prenant a = 1.

o1



4.6. AUTRES ESTIMATIONS DE V (p,q) + V (q,p)

4.6 Autres estimations de V (p,q) +V (¢, p)

Pour établir la formule asymptotique de la somme V (p,q) + V (¢, p), on a besoin de la
proposition suivante

Proposition 4.23. Soient p,q deux nombres premiers entre euz, on pose :

A(p,q)=72r<1+maX{M4(q_l)¢ <p1q> ,min{q—’y—w(q),p—v—w(p)}}>,

Alors,

(4.6.53)
2 4 2+/pq logplog

1 o 1 1
A(p,q) < ~logp" Lgp 1—pg<p> —qg<q> ~V(p.q) —Vi(gp) <

Démonstration. . De 4.2.21 du lemme 4.6 on a

log p
(vp, va) Zk; k:+1 { } ’

p

et

log ¢
Up’vq Zk ]{7+1 { } q .

k>1
d’on l'on déduit que,
log plog q
<Up7vq>2 < Ta
et par suite on a,
log plogq
(vp, vg) < o

Pour tout entier a positif on a,

0> i (e )

alors pour g <p et a =q on a,

Dans le cas p < q, on obtient,



4.6. AUTRES ESTIMATIONS DE V (p,q) + V (q,p)

implique que,

or on a

1 Gt
(vp, vg) > 7 (P - Z k:—|—1>

k=1

et avec la relation 4.2.20 du lemme 4.5 ; on obtient

1
(Up, vg) > ZTQ (q—~—%(q)

et
1
<vp,vq>>]7q(p—’y—¢(p))-
d’ou .
<vp,vq>>;qmin{q—v—@b(Q),p—v—w(p)}-

Enfin on a

L nin{g =y = (@) =7 — ¥ B} < = (vp,vg) < 4| BLIEY (4.6.54)

T™Dq ’ P = pqg o
Mais on a

De plus on utilise linégalité

Y (r+y) > () +9(y)

valable pour x >0 et 0 <y <1 [43].

Et prenant © = é ety = % on obtient,
N (Y (r
Gpa) = ¢ () {} {} (4.6.55)
ra) = \r) g
—1 —1 1
> ww <) : (4.6.56)
4 Pq

Les (4.6.54), (4.6.55) et (4.6.55) permettent d’obtnir,

1 {W¢(IL>,min{q—’y—w(q),p—’y—w(p)}}<

[log plog q
<Up’ UQ> S ’
bq
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4.6. AUTRES ESTIMATIONS DE V (p,q) + V (q,p)

d’ot on a

gmax ww 1 min{qg—~v—¥(q),p—~v—¥{@)}s<

. 4 pq q—7 q),p —7 D
%G(p, q) < %qulogplogq.

Par la relation (3.2.8) du théoréme 3.1 on obtient la relation (4.6.53).0
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Chapitre 5

Perspectives

5.1 Introduction

Nous envisageons de généraliser les résultats exposés aux chapitres 4 et 5. Pour cela nous
commengcons par rappeler les résultats obtenus par S. Bettin et J.B. Conrey.

5.2 Apercu sur les travaux de S. Bettin et J.B. Conrey
S. Bettin et J.B. Conrey |20, 21| ont étudié la somme

co (%) - —mz_l % cot (?) (5.2.1)

k=1

pour (n,m) =1et m > 1.

ou ¢y est la valeur en s = 0 de D (s, %), la fonction zéta d’Estermann définie pour

R (s) > 1 par ‘
D (3, %> - Z d(n) expr(imkn/m), (5.2.2)
k>1
d(n) = Z 1
din

est le nombre des diviseurs de n

Ensuite ils ont montré que la somme ¢g satisfait pour tout nombre rationnel = # 0 la loi
de réciprocité [21],

xco () + ¢ (i) - TrDeln(x) =g (x) (5.2.3)

ot Den (x) est le dénominateur de = quand x écrit sous sa forme réduite.
Le lien de ¢y & V est donné par la relation

V (n,m) = —co (R, m)

La preuve est facile & établir.
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5.2. APERQU SUR LES TRAVAUX DE S. BETTIN ET J.B. CONREY

Dans [20], la généralisation de cg & ¢, pour tout entier a a été définit par

m—1
Ca (%) =m? ; cot %C (—a, :;) (5.2.4)

Cette somme apparait comme la valeur en s = 0 de la fonction d’Estermann :

D <s, %) _ % o4 (1) expn(fmkn/m)’ R(s) > 1, (525)

avec

o4 (n) = Z d®.

dn

Ensuite, ils ont montré que ¢, satisfait la loi de réciprocité :

() (B () e () o2
Yo (2) = Egt1(2) — ﬁEaH (—i) (5.2.7)
et
Eot1(2) =1+ C(2—a)5a (2) (5.2.8)
o Sa (2) == Z o (z) exp (2mikz) (5.2.9)
k>1
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5.3. DEFINITION DE LA SOMME DES COTANGENTES DE VASYUNIN GENERALISEE

5.3 Définition de la somme des cotangentes de Vasyunin gé-
néralisée

La suite B,, des polyndémes de Bernoulli est définie par

et
Vn e N; B, (x) = (n+1) B, (x)

Définition 5.1. Soient n,m deuz entiers positifs premiers entre eur. Pour tout entier ra-
tionnel a on définit la somme des cotangentes de Vasyunin généralisée V, (n,m) par :

m—1
n® kn wk
Vo (n,m) = o ,;_1 Bai1 ({m}) cot i >0, (5.3.10)

= =y kn wk
mF (—a—1)! 1¢(—a—1,{m}> cotﬁ, a <0 (5.3.11)

Y (a,z) = ZaHF (2) (5.3.12)

et

ol

Pour a = 0 on obtient,

m—1
k k
Vo(n,m) = B, ({g}) cot %

Bl
Il
—

3
L
—

3
|

e
I
—

B
Il
—

puisque

k=1
Cette définition générzlise la définition des sommes de Vasyunin. L’idée est inspirée des

travaux de S. Bettin et B. Conrey [20] qui ont donnés une géralisation des sommes de
cotangentes de la maniére suivante :

ny am_l mkn k
Ca (E> =m ; cot ?C (—a, m)
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5.3. DEFINITION DE LA SOMME DES COTANGENTES DE VASYUNIN GENERALISEE

Ainsi pour a =1 >0, on a

m—1 k
c ( ) —m! cot (wkn) Bra (m)

P l+1
et pour a = —[ < 0, on trouve,
m—1
( n ) ¢ 7Tk:n 11 k
“\m k:”l—l'k_lco "m

Cq ainsi définie est une généralisation de la somme de dedekind s définie par :

()= o (T8 o (72)

qui satisfait la loi classique de réciprocité :
(n)+ <m> 1 1 <n+m 3)
s|— st—)— =—(—+—-
m n 12nm 12 \m n

cr(2) =m0 (2)

En effet, on a :

Nous nous intéressons a la somme des cotangentes de Vasyunin liée a ¢a par la relation,
Vo (n,m) = —cq (R, m)

ounn=1(m)et1<n<m-—1

V, satisfait la loi de réciprocité induite par ¢,, et on a

~V, (n,m) + (%)aﬂ Vo (i) + 2= e e o)y (%) (5.3.13)

™

Questions :

1) Peut-on trouver la loi de réciprocité satisfaite par la somme symétrique
Vo (n,m) +V, (m,n)?

2) Dans le cas a = 0 peut-on améliorer la loi de réciprocité obtenue ?

o8



5.4. HYPOTHESE DE RIEMANN

5.4 Hypothése de Riemann

Baez-duarte propose de chercher une fonction de Beurling f,, écrite sous forme

n
fo=cie1+ Y cxvp
k=2

de telle sorte
Jim [ fn = x| =0

Si cette fonction existe, 'hypothése de Riemann sera établit.
Ou encore on peut se satisfaire de la recherche de telle fonction pour que

Jim_ dist (x, fn) =0

Nous rappelons que cette distance (chapitrel) est donnée par la formule :

(X, fn)?
| frll?

5.4.1 Cas particulier ¢, =0

Lorsque on suppose ¢; = 0, f, devient

n
fo = crvx.
k=2

Alors f,, est périodique de période entier positif au plus égale N! et la distance de x & cette
fonction est donnée par,
no falk) )2
> k=1 E(k+1)

n_f2(k)
2 k=1 R(hED)

Posons p la période de f,. Alors, en faisant intervenir la fonction v cette distance peut étre

exprimée par
2
(o2t (v (22) =0 (2)) fa )
=1- 1 (5.4.14)
(v () - (3)) 2O
Le numeérateur de (5.4.14) (qui représente le produit scalaire (x, fy,)) se simplifie comme suit

S(o(51) o (5)) min= ottt o

r=1

d?z (Xafn) =1-

d? (X, fn)

Question :
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5.4. HYPOTHESE DE RIEMANN

Peut-on exprimer la somme finie

5 (5) () s

r=1

indépendamment de la période p.
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Conclusion

Dans ce travail nous avons réussi a trouver une loi de réciprocité satisfaite par les sommes
des cotangentes de Vasyunin, similaire & celle satisfaite par les sommes de Dedekind. Cette
loi intervient dans le calcul de certains produits scalaires liés au critére de Baez-Duarté-
Balazard pour ’hypothése de Riemann.

Différentes formules explicites et developpements asymptotiques de la somme des cotan-

gentes de Vasyunin ont été établies. En outre nous avons amélioré d’une maniére significative
les résultats dus a H. Maier et M. Th. Rassias concernant la somme V (1, n).
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