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Introduction

Cette thèse est consacrée essentiellement à l'étude des sommes des cotangentes de Va-
syunin

V (n,m) =

m−1∑
k

{
kn

m

}
cot

(
πk

m

)
, (n,m) = 1 (0.0.1)

qui interviennent dans le calcul de la distance de la fonction indicatrice χ : χ[1,+∞[ au
sous espace HN engendré par la famille de vecteurs {e1, e2, ..., eN} de l'espace de Hilbert
H = L2

(
[0,+∞[; t−2dt

)
, où la fonction en est dé�nie pour tout t ≥ 0 par,

en (t) =

{
t

n

}
. (0.0.2)

Le critère de Báez-Duarte-Balazard [5] a�rme que l'hypothèse de Riemann est vraie si
et seulement si la distance dN de la fonction indictrice χ au sous espace HN tend vers zéro
lorsque N tend vers l'in�ni.

Ce travail est structuré en deux parties. La première partie est constituée de deux cha-
pitres dans lesquels nous exposons les notions de base sur les espaces de Hilbert en analyse
fonctionnelle, ainsi que le théorème de Möbius.

La seconde partie de cette thèse est composée de trois chapitres ; elle est consacrée à
l'étude des sommes des cotangentes de Vasyunin V (n,m), dont nous aurons besoin pour
calculer les produits scalaires ⟨en, em⟩.

Dans le chapitre trois, nous établissons une loi de réciprocité satisfaite par ces sommes.

Au chapitre quatre, nous donnons les formules explicites et les développements asympto-
tiques de la somme V (n,m), en utilisant les fractions continues et la dérivée logarithmique
de la fonction Gamma. Les résultats présentés dans les chapitres 3 et 4 ont fait l'objet d'un
article à apparaitre [26].

Par souci de clarté nous avons adopté la présentation suivante :

Dans le premier chapitre, nous étudions les propriétés géométriques de l'espace de Hilbert
H = L2

(
[0,+∞[; t−2dt

)
; nous donnons l'expression de la distance en fonction du détermi-

nant de Gramm et nous rappelons les dé�nitions d'une base hilbertienne et de la projection
orthogonale.
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INTRODUCTION

Au second chapitre, nous nous sommes intéressés à la conjecture de Möbius énoncée en
1832 qui a�rme que la série numérique

∑
k≥1 µ (k)

log k
k est convergente de somme égale à−1.

Ce résultat important a été démontré pour la première fois par E. Landau en 1899 [31].
Nous énonçons un théorème plus général où la conjcture de Möbius apparait comme un
cas particulier. Pour cela nous avons obtenu la caractérisation d'une classe de fonctions
arithmétiques ϕ satisfaisant la condition∑

k≥1

µ (k)ϕ (n) = −1.

Le troisième chapitre de cette thèse est consacré à l'étude des sommes des cotangentes
de Vasyunin V (n,m). Nous avons obtenu une loi de réciprocité similaire à celle véri�ée par
les sommes de Dedekind [21]. Plus précisemment nous avons montré que,

V (n,m) + V (m,n) =
1

π
log nm−1mn−1 − 2

π
− ng

(
1

n

)
−mg

(
1

m

)
− 2

π
G (n,m) (0.0.3)

où

G (n,m) =

nm−1∑
r=1

(
ψ

(
r + 1

nm

)
− ψ

( r

nm

)){ r
n

}{ r
m

}
et

g (x) = − log 2πx− γ

π
− 1

2

⌊N
2 ⌋∑

k=1

(−1)k
4kπ2k−1B2

2k

k (2k)!
xk + o

(
xN+1

)
,

lorsque x→ 0, où γ est la constante d'Euler.
Ce résultat améliore la loi de réciprocité,

m̄

n
V (m,n) + V (n̄, m̄) = − 1

πn
− g

(m̄
n

)
où nn̄ ≡ 1 (m) et mm̄ ≡ 1 (n) (0.0.4)

obtenue par S. Bettin et J. B. Conrey [20].

En outre la loi de réciprocité (0.0.3) nous a permis d'évaluer d'une manière plus précise
le produit scalaire ⟨en, em⟩.

Dans le quatrième chapitre de cette thèse, nous établissons les formules explicites et
les développements asymptotiques des sommes des cotangentes de Vasyunin. En particulier
nous exprimons la valeur de V (1, n) sous forme d'une intégrale,

V (1,m) = − 1

π

∫ 1

0

(m− 2)xm −mxm−1 +mx−m+ 2

(x− 1)2 (xm − 1)
dx. (0.0.5)

Cette formule améliore d'une manière signi�cative les résultats obtenus récemment par
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INTRODUCTION

H. Maier et M. Th. Rassias [39].

En�n au chapitre 5 de cette thèse, nous avons donné une dé�nition des sommes des
cotangentes de Vasyunin généralisées Va (n,m) pour tout entier a. Pour a = 0 on otient
V (n,m).

Comme problème ouvert nous pouvons considérer la question de savoir si la somme
symétrique Va (n,m) + Va (m,n) satisfait une certaine loi de réciprocité.
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Chapitre 1

Outils analytiques et algébriques
autour des Critères de
Beurling-Nyman et
Báez-Duarte-Balazard pour
l'hypothèse de Riemann

1.1 Introduction

La fonction zêta de Riemann est dé�nie pour tout s > 1 par

ζ(s) =
∑
n≥1

1

ns
(1.1.1)

Cette série est divergente pour s ≤ 1. Riemann a été le premier à considérer ζ(s) comme
une fonction de la variable complexe s. Il l'a prolongé en une fonction ; toujours notée ζ(s)
méromorphe sur C, avec un pôle simple en s = 1 de résidu 1. On pose s = σ+ it, cette série
est convergente pour σ > 1. Dans ce cas le produit d'Euler donne

ζ(s) =
∏
p

(1− 1

ps
)−1 (1.1.2)

Nous rappelons que

1) La fonction zêta de Riemann n'admet pas de zéros dans le demi plan ℜ (s) > 1.
2) La fonction zêta n'admet pas de zéros sur la droite σ = 1 (ζ(1 + it) ̸= 0)
Il reste donc trois possibilitées pour localiser les zéros de ζ :
a) Les zéros qui sont à l'extérieur de la bande 0 < σ < 1 : sont des zéros réels

−2,−4, ...,−2n qui sont appelés zéros triviaux.
b) Les zéros qui sont dans la bande 0 < σ < 1, appelés zéros non triviaux ou zéros

complexes.
c) Les zéros sur la droite critique σ = 1

2 , dont on trouve une in�nité.
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1.2. Critères de Beurling-Nyman et Báez-Duarte-Balazard pour l'hypothèse de Riemann

d) Si ρ est un zéros de zêta, alors 1− ρ est aussi un zéro de zêta. En outre tous les zéros
trouvés sont situés sur la droite critique ℜ (z) = 1

2 .

e) Riemann a montré que la fonction zêta satisfait l'équation fonctionnelle

ζ(1− s) = 2(2π)−s cos(
πs

2
)Γ(s)ζ(s) (1.1.3)

L'hypothèse de Riemann (HR) s'énonce comme suit.

Tous les zéros non triviaux de la fonction zêta sont situés sur la droite critique
ℜ(s) = 1

2 .

1.2 Critères de Beurling-Nyman et Báez-Duarte-Balazard pour
l'hypothèse de Riemann

Soit la fonction indicatrice χ de l'intervalle [1;+∞[. Elle est dé�nie par

χ(t) :=

{
1 si t ∈ [1,∞[
0 sinon.

(1.2.4)

Et pour tout entier naturel n on dé�nit la fonction en sur [0;+∞[ par,

en (t) =

{
t

n

}
(1.2.5)

où {t} = t− ⌊t⌋ désigne la partie fractionnaire du nombre réel t.

Etant donné un entier naturel N ; Le critère de Báez-Duarte pour l'hypothèse de Rie-
mann est :(HR) est équivalente au fait que la fonction indicatrice χ appartient à l'adhérence
de l'espace vectoriel engendré par les vecteurs e1, ..., eN .

M. Balazard a établi de son côté que (HR) est équivalente à la convergence de la distance
de la fonction χ à ce même espace vers zéro. Ce qui sera appelé le critère de Báez-Duarte-
Balazard.

L'idée de départ a été donnée par Beurling [3]. Soit B l'ensemble des fonctions complexes
f ∈ L2 ([0, 1]) dé�nie par

f(t) =
N∑
k=1

ak

{
θk
t

}
(1.2.6)

où N ≥ 1, ak ∈ C et 0 < θk ≤ 1.

Le résultat de Nymann-Beurling, complété par Bercovici et Foias s'énonnce comme suit.
Pour tout nombre réel p ≥ 1, les trois assertions suivantes sont équivalentes

1) ζ(s) ne s'annule pas dans le demi plan ℜ(s) > 1
p

5



1.3. Espace de Hilbert H = L2
(
[0;+∞[, t−2dt

)
2) B est dense dans l'espace Lp(0, 1)

3) La fonction constante −1 est dans l'adhérence de B dans l'espace Lp(0, 1).

B est appelé espace de Beurling, les éléments de B sont appelés fonctions de Beurling.
Dans le cas p = 2, le changement de variable x = 1

t nous ramène à l'espace de Hilbert
H = L2

(
[0; +∞[, t−2dt

)
au lieu de l'espace L2(0, 1) .

La théorie des espaces de Hilbert est détaillée dans [29] pp.186 − 239. Dans ce cha-
pitre nous projectons cette théorie sur l'espace H pour étudier la géométrie des fonctions
χ, e1, · · · , eN .

1.3 Espace de Hilbert H = L2
(
[0; +∞[, t−2dt

)
1.3.1 Dé�nitions et propriétés générales

On note L2
(
[0;+∞[, t−2dt

)
l'ensemble des fonctions f mesurables de

(
[0;+∞[, t−2dt

)
dans R telles que : ∫ +∞

0
f (t)2 t−2dt < +∞.

Pour la relation d'équivalence R dé�nie par

fRg ⇔ f (t) = g (t) presque partout

On note H = L2
(
[0;+∞[, t−2dt

)
l'ensemble des classes d'équivalence de l'ensemble des ap-

plications de [0,+∞[ dans R contenant au moins une fonction de L2
(
[0;+∞[, t−2dt

)
.

Dans cette section nous rappelons quelques propriétés élémentaires des espaces de Hilbert
et la caractérisation des normes dérivées d'un produit scalaire.

Dé�nition 1.1. Soit X un espace vectoriel sur le corps K = R ou C.
Un produit scalaire sur X est une application Φ : X×X → K telle que pour tout x, x1, x2, y
de X on a

1. Φ(x, x) ≥ 0 et Φ(x, x) = 0 si et seulement si x = 0

2. Φ(x, y) = Φ (y, x)

3. Φ(x1 + x2, y) = Φ (x1, y) + Φ (x2, y)

4. Φ(λx, y) = λΦ(x, y)

Dans toute la suite de ce travail, on désigne ⟨x, y⟩ le produit scalaire de x et y.
Le produit scalaire euclidien usuel sur H est égal à

⟨f, g⟩ =
∫ ∞

0
f (t) g (t)

dt

t2
. (1.3.7)

Dé�nition 1.2. Un espace vectoriel X muni d'un produit scalaire est appelé un espace
préhilbertien.
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1.3. Espace de Hilbert H = L2
(
[0;+∞[, t−2dt

)
Théorème 1.3. Soient f , g deux fonctions à valeurs réelles de H alors∫ ∞

0
f (t) g (t)

dt

t2
≤
(∫ ∞

0
f2 (t)

dt

t2

) 1
2
(∫ +∞

0
g2 (t)

dt

t2

) 1
2

(1.3.8)

Démonstration. .

X ∈ R,
∫ ∞

0
(f (t) +Xg (t))2 t−2dt ≥ 0

Donc,

P (X) =

(∫ ∞

0
g2 (t) t−2dt

)
X2 + 2

(∫ ∞

0
f (t) g (t) t−2dt

)
X +

∫ ∞

0
f2 (t) t−2dt ≥ 0

P (X) étant un polynôme de degré 2,positif donc son discriminant ∆ ≤ 0. Mais on a

∆ = 4

(∫ ∞

0
f (t) g (t) t−2dt

)2

− 4

(∫ ∞

0
f2 (t) t−2dt

)(∫ ∞

0
g2 (t) t−2dt

)
,

alors, (∫ ∞

0
f (t) g (t) t−2dt

)2

≤
(∫ ∞

0
f2 (t) t−2dt

)(∫ ∞

0
g2 (t) t−2dt

)
d'où le résultat �.

De l'inégalité (1.3.8) du théorème précédent on déduit,∫ ∞

0
f (t) g (t)

dt

t2
≤ 1

2

(∫ ∞

0
f2 (t)

dt

t2
+

∫ +∞

0
g2 (t)

dt

t2

)
(1.3.9)

Ce qui justi�t le fait que la moyenne géométrique est inférieure à la moyenne arithmétique
de f et g.

Dé�nition 1.4. Une norme sur X est une application ∥.∥ : X → R+ telle que pour f, g de
X et λ de R on a :

1. ∥f∥ ≥ 0 et ∥f∥ = 0 si et seulement si f = 0

2. ∥λf∥ = λ∥f∥
3. ∥f + g∥ ≤ ∥f∥+ ∥g∥

Corollaire 1.5. Dans l'espace préhilbertien H l'application

∥.∥ : X → R+; ∥f∥ =

∫ +∞

0
f (t)2

dt

t2
(1.3.10)

est une norme sur X.

Démonstration. . Soit f ∈ H alors

∥f∥ = ⟨f, f⟩

Les propriétés du produit scalaire ⟨.⟩ donne le résultat.�
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1.3. Espace de Hilbert H = L2
(
[0;+∞[, t−2dt

)
La norme ainsi dé�nie est dite norme induite par le produit scalaire ⟨.⟩, elle véri�e la loi

du parallélogramme.

Théorème 1.6. La norme induite par le produit scalaire ⟨.⟩ satisfait l'égalité

∥f + g∥2 + ∥f − g∥2 = 2
(
∥f∥2 + ∥g∥2

)
. (1.3.11)

Démonstration. . Dans le cas général on a,

∥f + g∥2 =

∫ +∞

0
|f (t) + g (f) |2dt

t2

= ⟨f, f + g⟩+ ⟨g, f + g⟩
= ⟨f + g, f⟩+ ⟨f + g, g⟩
= ⟨f, f⟩+ ⟨g, f⟩+ ⟨f, g⟩+ ⟨f, f⟩
= ∥f∥2 + ∥g∥2 + ⟨f, g⟩+ ⟨f, g⟩ (1.3.12)

et

∥f − g∥2 =

∫ +∞

0
|f (t)− g (f) |2dt

t2

= ⟨f, f − g⟩ − ⟨g, f − g⟩
= ⟨f − g, f⟩ − ⟨f − g, g⟩
= ⟨f, f⟩ − ⟨g, f⟩ − ⟨f, g⟩ − ⟨g, g⟩
= ∥f∥2 + ∥g∥2 − ⟨f, g⟩ − ⟨f, g⟩ (1.3.13)

La somme de (1.3.12) et (1.3.13) donne le résultat.�

1.3.2 Orthogonalité et décomposition orthogonale

Dé�nition 1.7. Deux vecteurs f et g ∈ H sont orthogonaux si

⟨f, g⟩ = 0.

Et on note f ⊥ g.

Dé�nition 1.8. Dans l'espace H l'angle θ entre les deux vecteurs f et g est exprimée par

cos θ =
⟨f, g⟩

∥f∥.∥g∥
(1.3.14)

où 0 < θ ≤ π si f, g ̸= 0 et θ = 0 si f = 0 ou g = 0.

Le produit scalaire de f et g s'écrit comme suit

⟨f, g⟩ = ∥f∥.∥g∥ cos θ (1.3.15)

Dé�nition 1.9. Soient A1 et A2 deux ensembles non vides de H. Nous disons que A1 est
orthogonale à A2, et on note A1 ⊥ A2 si et seulement si pour tout f ∈ A1 et tout g ∈ A2 on
a ⟨f, g⟩ = 0.
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1.3. Espace de Hilbert H = L2
(
[0;+∞[, t−2dt

)
Théorème 1.10. Soit A un ensemble non vide de H et soit A son adhérence. Alors

A⊥ = A
⊥

(1.3.16)

Démonstration. . Il est évident que A
⊥ ⊂ A⊥. Maintenant si f ∈ A⊥ alors ∀g ∈ A,

g = lim
n→∞

gn

pour une certaine suite de A. La continuité de la fonction g → ⟨f, g⟩ nous permet d'écrire

⟨f, g⟩ =
⟨
f, lim

n→∞
gn

⟩
= lim

n→∞
⟨f, gn⟩ = 0

d'où f ∈ A
⊥
. �

En particulier si A est dense dans H alors,

f = 0, et A⊥ = {f ; f ∈ H/f ⊥ A}

est un sous espace vectoriel fermé de H. A⊥ s'appelle l'orthogonal de A.

1.3.3 Bases hilbertiennes de H

Dé�nition 1.11. Un ensemble non vide A de H est un système orthogonal si pour tout
f, g ∈ A on a ⟨f, g⟩ = 0.

Dé�nition 1.12. Un système orthogonal A de H est dit orthonormé si on a

∥f∥ = 1, ∀f ∈ A.

Dé�nition 1.13. Une famille {fi}i∈I de H est une base hilbertienne de H s'il est une
famille génératrice et orthonormée.

Tout espace hilbertien admet au moins une base hilbertienne. Si B = {fi}i∈I est une
base hilbertienne de H alors,

Proposition 1.14. Tout élément f de H s'écrit sous la forme

f =
∑
i∈I

⟨f, fi⟩ fi (1.3.17)

et satisfait l'identité de Parseval.

∥f∥ =
∑
i∈I

⟨f, fi⟩2 (1.3.18)

Démonstration. . Tout élément f de H s'écrit sous la forme

f =
∑
i∈I

αifi.

Comme B est une base hilbertienne alors,

⟨f, fi⟩ = αi

9



1.4. Procédé de Gramm- schmidt

d'où
f =

∑
i∈I

⟨f, fi⟩ fi.

D'autre part,

∥f∥ = ⟨f, f⟩ =

⟨∑
i∈I

αifi,
∑
j∈I

αjfj

⟩
=
∑
i∈I

∑
j∈I

⟨fi, fj⟩ =
∑
i∈I

α2
i

D'où la relation (1.3.18) est véri�ée �

1.4 Procédé de Gramm- schmidt

On peut construire un système orthonormal à partir d'un ensemble de vecteurs linéaire-
ment indépendants. Grâce au procédé de Gramm-Schmidt on obtient.

Théorème 1.15. Soit {fi, i ∈ I} une famille de vecteurs de H linérement indépendants.
Alors on peut construire un système orthonormal {gi, i ∈ I} ⊂ H tel que chaque gi et com-
binaison linéaire des fi.

Démonstration. . Puisque la famille {fi, i ∈ I} ⊂ H est linéirement indépendante,posons

g1 =
f1
∥f1∥

alors ∥g1∥ = 1. Ensuite on pose
h2 = f2 − λ1g1,

où λ1 est déterminé par la condition

⟨f2, g1⟩h2 ̸= 0

et posons

g2 =
f2

∥f2∥
,

alors ∥g2∥ = 1 et ⟨g2, g1⟩ = 0.

Avec ce procédé nous construisons les vecteurs g1, g2, ..., gn tels que

⟨gi, gj⟩ = δij

où gi est une combinaison linéaire des vecteurs f1, f2, ..., fj , j = 1, 2, ..., n.

Ensuite posons
hn+1 = fn+1 − (λ1g1 + λ2g2 + ...+ λngn)

.
Puisque ⟨hn+1, gj⟩ = 0, on obtient

λj = ⟨fn+1, gj⟩

10



1.5. Déterminant de Gramm et distance

. D'où

gn+1 =
hn+1

∥hn+1∥
,

alors gn+1 est une combinaison linéaire des fj.

D'autre part on a

fn+1 = ∥hn+1∥gn+1 + ⟨fn+1, g1⟩g1 + ...+ ⟨fn+1, gn⟩.

Donc
[g1, g2, ..., gn] = [f1, f2, ..., fn]

On désigne par Pn la projection orthogonale de H sur [f1, f2, ..., fn] alors gn+1 est donné par

gn+1 =
(I − Pn) fn

∥ (I − Pn) fn∥
.

�

1.5 Déterminant de Gramm et distance

Dé�nition 1.16. Soit {fi, 1 ≤ i ≤ n} une famille �nie des vecteurs de H. Le déterminant
de Gramm de cette famille est dé�ni par

G (f1, ..., fn) = Det [⟨fi, fj⟩, 1 ≤ i, j ≤ n] (1.5.19)

Lemme 1.17. Le déterminant de Gram G (f1, ..., fn) est positif, il est nul si et seulement
si les vecteurs f1, ..., fn sont linéairement dépendants.

Démonstration. . Soit
F = V ect {f1, f2, ..., fN}

et
N = dimF ≤ n

considérons {u1, u2, ..., uN} une base orthonormale de F et la matrice A = (aij) de MN,n (R)
dont le terme aij est dé�ni par

fj =

N∑
i=1

aijui.

Alors Rg (A) = N et
[⟨fi, fj⟩, 1 ≤ i, j ≤ N ] = tAA.

Comme det
(
tA
)
= det (A). Alors

G = det (A)2 .

D'où le lemme est établi.�
Avec le déterminant de Gramm, on exprime la distance d de f ∈ H à F par

d = d (f, F ) = infh∈F ∥f − h∥ = ∥f − P (f)∥.

Et le théorème suivant découle

11



1.5. Déterminant de Gramm et distance

Théorème 1.18. [19] On a

d2 =
Gram (f, f1, f2, ..., fn)

Gram (f1, f2, ..., fn)
(1.5.20)

Démonstration. . L'élément f − P (f) est orthogonal à F , alors pour 1 ≤ i ≤ n on a

⟨fi, f⟩ = ⟨fi, P (f)⟩. (1.5.21)

On pose,

P (f) =
n∑

j=1

ajfj . (1.5.22)

de la relation (1.5.22) on obtient le système linéaire,

n∑
j=1

⟨fj , fi⟩aj = ⟨fi, f⟩, 1 ≤ i ≤ n.

Les coe�cients aj véri�ent la relation

aj =
Gj

Gram(f1, · · · , fn)
,

Gj est obtenue par le déterminant de Gramm où la colonne j est remplaçé par les éléments
⟨fi, f⟩, 1 ≤ i ≤ n. On a donc

d2n = ||f − P (f) ||2 = ⟨f, f − P (f)⟩ = ||f ||2 −
n∑

j=1

aj⟨fj , f⟩,

d'où

d2nG = ||f ||2G−
n∑

j=1

aj⟨fj , f⟩Gj , où G = Gram(f1, · · · , fn).

En développant suivant la première ligne, le déterminant de Gram(f, f1, · · · , fn) et posons

∆j = (−1)j−1Gj ,

alors on a

Gram(f, f1, · · · , fn) = ||f ||2G+

n∑
j=1

aj⟨fj , f⟩(−1)j∆j .

De la relation (1.5.19) on a

Gram(f, f1, · · · , fn) = ||f ||2G−
n∑

j=1

aj⟨fj , f⟩Gj .

et donc

Gram(f, f1, · · · , fn) = dnGram(f1, · · · , fn)

d'où le résultat. �

12



Chapitre 2

Preuve d'une conjecture de Möbius

2.1 Introduction

En 1832, Möbius a conjecturé que∑
n≥1

µ(n)
log n

n
= −1 (2.1.1)

où µ est la fonction arithmétique de Möbius dé�nie par

µ(n) =


1 si n = 1

(−1)k si n = p1 . . . pk; p1, . . . , pk premiers distincts
0 sinon

Dans ce chapitre, nous présentons une preuve de la conjecture de Möbius [19, 23] di�é-
rente de celle donnée par Landau [31]. Pour cela nous utilisons des outils techniques de la
théorie analytique des nombres.

Rappelons que dans l'espace de Hilbert H = L2
(
[0,∞[; dt

t2

)
le produit scalaire est donné

par,

⟨f, g⟩ =
∫ ∞

0
f(t)g(t)

dt

t2
, (2.1.2)

et la norme induite par,

∥f∥ =

(∫ ∞

0
f2 (t)

dt

t2

) 1
2

. (2.1.3)
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2.2. Théorèmes fondamentaux

2.2 Théorèmes fondamentaux

Dans cette section nous donnons la caractérisation de l'action de la fonction de Möbius
sur certaines fonctions arithmétiques.

Théorème 2.1. . Soient
∑
k≥1

ck une série absoulement convergente de somme
∞∑
k=1

ck = 1,

et la fonction φ dé�nie par,

φ(x) =

∞∑
k=1

ck

{
k

x

}
, x ∈ [1,∞[.

Alors on a, ∑
n≥1

µ(n)φ(n) = −1. (2.2.4)

En particulier pour la fonction arithmétique,

log n

n

on obtient le résultat suivant,

Théorème 2.2. Pour tout entier positif n on a,

log n

n
=

∞∑
k=1

1

k (k + 1)

{
k

n

}
. (2.2.5)

Ainsi la série ∑ 1

k (k + 1)

est absolument convergente avec pour somme 1.

La conjecture de Möbius (2.1.1) est une conséquence des Théorème 2.1 et Théorème 2.2.

2.3 Preuve des deux théorèmes

Dans cette section nous démontrons les théorèmes 2.1 et 2.2.

2.3.1 Les fonctions en , χ et vn

La constante d'Euler γ est donnée par

γ = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ ...+

1

n
− log (n+ 1)

)
que l'on peut aussi écrire comme suit

γ = lim
n→∞

n∑
k=1

(
1

k
− log

k + 1

k

)
,
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2.3. Preuve des deux théorèmes

autrement dit on a :

γ =
+∞∑
k=1

(
1

k
− log

k + 1

k

)
M. Balazard dans [9] et [16] a démontré le résultat suivant,

⟨χ, en⟩ =
log n+ 1− γ

n
, (2.3.6)

d'où l'on déduit que,

⟨χ, e1⟩ = 1− γ.

Dans ce qui suit nous exposons une autre preuve de la formule précédente.

On a

⟨χ, en⟩ =

∫ +∞

1

{
t

n

}
t−2dt

=

∫ n

1

{
t

n

}
t−2dt+

∫ +∞

n

{
t

n

}
t−2dt

=
log n

n
+

∫ +∞

n

{
t

n

}
t−2dt

=
log n

n
+

1

n

∫ +∞

1
{t} t−2dt

=
log n

n
+

1

n

∑
k≥1

∫ +∞

n
(t− k) t−2dt

=
log n

n
+

1

n

∑
k≥1

(
log

k + 1

k
− 1

k + 1

)
.

Comme, ∑
k≥1

(
log

k + 1

k
− 1

k + 1

)
=

∑
k≥1

(
1

k (k + 1)
+ log

k + 1

k
− 1

k

)

=
∑
k≥1

1

k (k + 1)
+
∑
k≥1

(
log

k + 1

k
− 1

k

)
= 1− γ

alors le résultat en découle.

Pout tout entier naturel n considérons la fonction vn dé�nie par,

vn(t) =

{
⌊t⌋
n

}
(2.3.7)
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2.3. Preuve des deux théorèmes

Les fonctions en et vn véri�ent la relation suivante,

vn (t) = en (t)−
{t}
n
. (2.3.8)

Donc vn est aussi un élément de H.

Lemme 2.3. Pour tout entier positif n on a,

⟨χ, vn⟩ =
log n

n
. (2.3.9)

Démonstration. . Des relations (2.3.8) et (2.3.6), on obtient les égalitées suivantes

⟨χ, vn⟩ = ⟨χ, en⟩ −
1

n
⟨χ, e1⟩ =

logn+ 1− γ

n
− 1− γ

n
=

log n

n
.

ce qui prouve le résultat. �

Lemme 2.4. Soit n un entier positif. Alors on a

⟨χ, vn⟩ =
∑
k≥1

1

k (k + 1)

{
k

n

}
. (2.3.10)

Démonstration. . En exprimant le produit scalaire ⟨χ, vn⟩ sous la forme d'une série conver-
gente. De (2.3.7) on obtient,

⟨χ, vn⟩ =
∫ ∞

1

{
⌊t⌋
n

}
dt

t2
=
∑
k≥1

∫ k+1

k

{
k

n

}
dt

t2
=
∑
k≥1

1

k (k + 1)

{
k

n

}
.

Ce qui achève la démonstration. �

En�n, grâce aux lemmes 2.3 et 2.4 on obtient le théorème 2.2.

2.3.2 Formule d'inversion de Möbius

Considérons la fonction arithmétique v dé�nie par

v (n) =
∑
d|n

µ (d) .

v ainsi dé�nie satisfait l'identité de Möbius donnée par,

Lemme 2.5. Pour tout entier positif n, on a l'identité suivante

v(n) =

{
1 si n = 1
0 si n > 1

(2.3.11)

Démonstration. . Si n = 1, on a v(1) = 1. supposons que n > 1 et dans ce cas le nombre n
se décompose en produit de nombres premiers

n = Πk
i=1p

αi
i .
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2.3. Preuve des deux théorèmes

Comme µ(d) = 0 si d est un multiple d'un carré, alors les diviseurs de n s'écrivent sous la

forme d = Πi∈Ipi, avec I ⊂ {1, 2, ..., k} et µ(d) = (−1)|I| et il y'a C
|I|
k diviseurs et on a

1 ≤ |I| ≤ k. D'où l'on a

v(n) = 1 +

k∑
|I|=1

C
|I|
k (−1)|I|

=
k∑

i=0

Ci
k (−1)i

= 0

�

Proposition 2.6. Soient f et g deux fonctions arithmétiques telles que

g (n) =
∑
m|n

f (m) .

Alors,

f (n) =
∑
m|n

µ (m) g (m)

Démonstration. .

∑
m|n

µ (m) g (m) =
∑
m|n

µ (m)

∑
m|n

k

f (k)


=

∑
k,m,km|n

µ (m) f (k)

=
∑
k|n

f (k)
∑
m|n

k

µ (m)

= f (n)

�

Il existe dans le cas réel une formule analogue de la formule d'inversion de Möbius,
donnée par le lemme suivant

Lemme 2.7. Soient f et g deux fonctions arithmétiques telles que

g (t) =
∑
m≤t

f

(
t

m

)
.

Alors

f (t) =
∑
m≤t

µ (m) g

(
t

m

)
(2.3.12)
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2.3. Preuve des deux théorèmes

Démonstration. . Comme v (n) = 0 pour n > 1. Alors

∑
m≤t

µ (m) g

(
t

m

)
=

∑
m≤t

µ (m)

∑
k≤ t

m

f

(
t

mk

)
=

∑
k,m,km≤t

µ (m) f (k)

=
∑
n≤t

f

(
t

n

)∑
d|n

µ (d)


=

∑
n≤t

f

(
t

n

)
v (n)

= f (t)

�

En utilisant la formule d'inversion de Möbius dans le cas réel, on obtient le lemme suivant.

Lemme 2.8. Pour tout entier positif n, on a l'identité suivante,

∞∑
n=1

µ (n)

{
t

n

}
= −1 (2.3.13)

Démonstration. . On calcule d'abord la somme

∞∑
n=1

µ (n)

⌊
t

n

⌋
.

Comme, ⌊
t

n

⌋
= 0 si n > t, (2.3.14)

alors,

∞∑
n=1

µ (n)

⌊
t

n

⌋
=
∑
n≤t

µ (n)

⌊
t

n

⌋
. (2.3.15)

Or on a,

⌊t⌋ =
∑
n≤t

1, (2.3.16)

alors par la relation (2.3.16) et la formule d'inversion de Möbius (2.3.12), appliquée aux
fonctions arithmétiques g (t) = ⌊t⌋ et f (t) = 1 on obtient l'identitée

1 =
∑
n≤t

µ (n)

⌊
t

n

⌋
. (2.3.17)
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2.3. Preuve des deux théorèmes

Et grâce aux égalitées (2.3.15), (2.3.16) il vient,

∞∑
n=1

µ (n)

⌊
t

n

⌋
= 1. (2.3.18)

Pour terminer la preuve de lemme, on remarque que,

(2.3.19)
∞∑
n=1

µ (n)

{
t

n

}
=

∞∑
n=1

µ (n)

(
t

n
−
⌊
t

n

⌋)
= t

∞∑
n=1

µ (n)

n
−

∞∑
n=1

µ (n)

⌊
t

n

⌋
.

En utilisant la formule classique d'inversion de Möblius,

1

ζ(s)
=

∞∑
m=1

µ(m)

ms
, (ℜ(s) > 1).

Par le prolongement analytique de la fonction zeta et la convergence de la série
∞∑
n=1

µ (n)

n
on

obtient,

∞∑
n=1

µ (n)

n
= 0. (2.3.20)

Et avec les relations (2.3.18), (2.3.20) et (2.3.20), on termine la preuve. �
Preuve du Théorème 2.1 : On a∑

n≥1

µ (n)ϕ (n) =
∑
n≥1

µ (n)
∑
k≥1

ck

{
k

n

}
, (2.3.21)

Grâce à la convergence absolue de la série
∑
k

ck on obtient,

∑
n≥1

µ (n)ϕ (n) =
∑
k≥1

ck
∑
n≥1

µ (n)

{
k

n

}
, (2.3.22)

et en utilisant le Lemme 4.2 et l'équation (2.3.22) il vient∑
k≥1

ck
∑
n≥1

µ (n)

{
k

n

}
= −

∑
k≥1

ck = −1. (2.3.23)

D'où le résultat ∑
n≥1

µ (n)ϕ (n) = −1.

est démontré.

Les théorèmes 2.1 et 2.2 impliquent

Corollaire 2.9. ∑
n≥1

µ(n)
log(n)

n
= −1. (2.3.24)
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2.4. Calcul de la somme de quelques séries numériques convergentes

2.4 Calcul de la somme de quelques séries numériques conver-
gentes

La formule précédente de logn
n permet de calculer la somme d'une famille de séries nu-

mériques s'exprimant sous la forme,∑
k≥1

n

k (k + 1)

{
k

n

}
pour tout entier positif n.

La division euclidiènne de k par n donne une autre reformulation de ces séries donnée
par l'expression suivante : ∑

i≥0

n−1∑
r=1

r

(in+ r) (in+ r + 1)

dont la somme est log n.
Dans ce qui suit on donne deux exemples pour n = 2 et n = 3.∑

i≥0

1

(2i+ 1) (i+ 1)
= 2 log 2.

D'un autre côté, comme
∑

i≥1
1

i(i+1) = 1, alors

1 =
∑
i≥1

1

2i (2i+ 1)
+
∑
i≥0

1

(2i+ 1) (2i+ 2)

et donc

2 =
∑
i≥1

1

i (2i+ 1)
+
∑
i≥0

1

(2i+ 1) (i+ 1)
.

Ainsi ∑
i≥1

1

i (2i+ 1)
= 2−

∑
i≥0

1

(2i+ 1) (i+ 1)

d'où ∑
i≥1

1

i (2i+ 1)
= 2− 2 log 2.

Pour n = 3 on a ∑
i≥0

2∑
r=1

r

(3i+ r) (3i+ r + 1)
= log 3.

Et alors ∑
i≥0

1

(3i+ 1) (3i+ 2)
+
∑
i≥0

2

(3i+ 2) (3i+ 3)
= log 3.

Comme
1

3i+ 1
+

2

3i+ 3
=

9i+ 5

(3i+ 1) (3i+ 3)
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2.4. Calcul de la somme de quelques séries numériques convergentes

Alors ∑
i≥0

9i+ 5

(3i+ 1) (3i+ 2) (3i+ 3)
= log 3.

Mais∑
k≥1

1

k (k + 1)
=
∑
i≥1

1

3i (3i+ 1)
+
∑
i≥0

1

(3i+ 1) (3i+ 2)
+
∑
i≥0

1

(3i+ 2) (3i+ 3)

Les mêmes calculs que dans le cas n = 2 donnent∑
i≥1

2i+ 1

i (3i+ 1) (3i+ 2) (i+ 1)
=

3

2
(1− log 3)
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Chapitre 3

Etude des sommes des cotangentes de
Vasyunin. Loi de Reciprocité

3.1 Introduction

Soient m,n deux entiers positifs et d = (n,m). Pour calculer le produit scalaire ⟨en, em⟩ ;
Vasyunin a introduit la formule suivante [16, 44]) :

⟨en, em⟩ =
log2π − γ

2

(
1

n
+

1

m

)
+
n−m

2nm
log

m

n
(3.1.1)

− πd

2nm
[V (m0, n0) + V (n0,m0)]

où

V (m0, n0) =

n0−1∑
k=1

{
km0

n0

}
cot

(
πk

n0

)
. (3.1.2)

et n0 =
n
d ,m0 =

m
d .

On a besoin d'évaluer la valeur de la somme V (m0, n0)+V (n0,m0) de façon plus précise.

Pour simpli�er, considérons dans ce qui suit d = 1, sauf mention contraire. La somme de
cotangentes de Vasyunin V (n,m) reste mystérieuse. S.Bettin et J. B. Conrey [21, Theorem
1] ont montré récemment la formule suivante,

m̄

n
V (m,n) + V (n̄, m̄) = − 1

πn
− g

(m̄
n

)
(3.1.3)

où nn̄ ≡ 1 (m) et mm̄ ≡ 1 (n).

Cette loi de réciprocité est utile pour l'étude de la fonction zêta d'Estermann, par contre
elle ne simpli�e pas le calcul de produit scalaire ⟨en, em⟩. Dans ce chapitre nous donnons
une bien meilleure loi de reciprocité satisfaite par la somme des cotangentes de Vasyunin ;
ce qui nous permet d'établir une nouvelle formule pour le produit scalaire ⟨en, em⟩.
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3.2. Loi de reciprocité

3.2 Loi de reciprocité

Soit ψ la fonction digamma dé�nie sur C∗ par

ψ (z) = −γ − 1

z
+
∑
k≥1

(
1

k
− 1

k + z

)
, (3.2.4)

on a ψ (1) = −γ.
La fonction ψ est croissante sur R∗

+, en e�et on a pour a ≤ b

ψ (b)− ψ (a) =
∑
k≥0

(
1

k + a
− 1

k + b

)
≥ 0

L'étude de la fonction ψ est détaillée au chapitre suivant. Maintenant considérons la
fonction symetrique G dé�nie en fonction de ψ par,

G (n,m) =
nm−1∑
r=1

(
ψ

(
r + 1

nm

)
− ψ

( r

nm

)){ r
n

}{ r
m

}
. (3.2.5)

et g une fonction analytique sur C\R−, dont le développement asymptotique est

g (x) = − log 2πx− γ

π
+

2

π

N∑
k=2

ζ (k)Bk

k
xk + o

(
xN+1

)
, (3.2.6)

où N ≥ 2, x→ 0 et Bk est le kieme nombre de Bernoulli.
Comme on a

ζ (2k) = (−1)k−1 2
2k−1π2kB2k

(2k)!
,

Le développement asymptôtique peut alors s'écrire sous la forme :

(3.2.7)

g (x) = − log 2πx− γ

π
− 1

2

⌊N
2 ⌋∑

k=1

(−1)k
4kπ2k−1B2

2k

k (2k)!
xk + o

(
xN+1

)
,

La fonction G est bien dé�nie même si n,m ne sont pas premiers entre eux. Elle intervient
dans la loi de reciprocité satisfaite par V (n,m) et V (m,n) donnée par le théorème

Théorème 3.1. Pour n et m deux entiers premiers entre eux on a,

(3.2.8)

V (n,m) + V (m,n) =
1

π
log nm−1mn−1 − 2

π
− ng

(
1

n

)
−mg

(
1

m

)
− 2

π
G (n,m) .

Cette loi permet de réecrire le produit scalaire ⟨en, em⟩ de la manière suivante,
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3.3. Preuves du théorème 3.1 et corrollaire 3.2

Corollaire 3.2. Pour n et m tels que (n,m) = 1, on a

⟨en, em⟩ =
2 + (log 2π − γ) (n+m)

2nm
− 1

2nm
log nn−1mm−1 (3.2.9)

+
π

2

(
1

m
g

(
1

n

)
+

1

n
g

(
1

m

))
+

1

nm
G (n,m) .

Dans le cas général d ≥ 1, c'est-à-dire n,m sont quelconques, comme conséquence du
théorème 3.1, on obtient une nouvelle expression de produit scalaire (3.1.1).

(3.2.10)

⟨en, em⟩ =
2d+ (log 2π − γ) (n+m)

2nm

− 1

2nm
((n− d) log n+ (m− d) logm− (n+m− 2d) log d)

+
π

2

(
1

n
g

(
d

m

)
+

1

m
g

(
d

n

))
+

d

nm
G
(n
d
,
m

d

)
.

3.3 Preuves du théorème 3.1 et corrollaire 3.2

Soit n un entier naturel, et vn la fonction dé�nie sur R+ par

vn (t) =

{
⌊t⌋
n

}
. (3.3.11)

La fonction vn est la restricition de la fonction en à N. La relation naturelle entre vn et en
comme nous l'avons déjà vu est donnée par,

vn = en − 1

n
e1.

Comme on a

vn (x) =

{
0, if x ∈ [0, 1[,{
k
n

}
, x ∈ [k, k + 1[

Alors l'expression de ⟨vn, vm⟩ déduite de la dé�nition(3.3.11) est,

⟨vn, vm⟩ =
∑
k≥1

1

k (k + 1)

{
k

n

}{
k

m

}
. (3.3.12)

Lemme 3.3. Soient n et m tels que (n,m) = 1, alors

(3.3.13)

2nm

π
⟨vn, vm⟩ = V (1, n) + V (1,m)− (V (n,m) + V (m,n)) +

1

π
log nm−1mn−1.

Démonstration. . En utilisant la relation (3.3.12), on obtient

⟨vn, vm⟩ = ⟨en − 1

n
e1, em − 1

m
e1⟩

= ⟨en, em⟩+ 1

nm
⟨e1, e1⟩ −

1

n
⟨e1, em⟩ − 1

m
⟨e1, en⟩.

24



3.3. Preuves du théorème 3.1 et corrollaire 3.2

De la relation de Vasyunin (3.1.1),

⟨e1, em⟩ =
log2π − γ

2

(
1 +

1

m

)
+

1−m

2m
logm

− π

2m
V (1,m) ,

⟨e1, en⟩ =
log2π − γ

2

(
1 +

1

n

)
+

1− n

2n
log n

− π

2n
V (1, n)

et

⟨en, em⟩ =
log2π − γ

2

(
1

n
+

1

m

)
+
n−m

2nm
log

m

n

− π

2nm
[V (m,n) + V (n,m)] .

Lorsque n = m = 1, on obtient

⟨e1, e1⟩ = log 2π − γ,

d'où

2nm

π
⟨vn, vm⟩ = V (1, n) + V (1,m)− V (n,m)− V (m,n)

+
1

π
(m log n+ n logm− log nm) .

�

La série de fonctions ∑
k≥1

1

k (k + 1)

{
k

n

}{
k

m

}
, (3.3.14)

est convergente. Pour tout entier positif k, on a,

k ≡ r (nm) , 1 ≤ r ≤ nm− 1

alors, {
k

n

}{
k

m

}
=
{ r
n

}{ r
m

}
.

La série (3.3.14) vaut,

nm−1∑
r=1

∑
i≥0

1

(inm+ r) (inm+ r + 1)

{ r
n

}{ r
m

}
. (3.3.15)

En�n, pour estimer la valeur de ⟨vn, vm⟩ on a besoin de calculer la somme de de la série∑
i≥0

1

(inm+ r) (inm+ r + 1)
.
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3.3. Preuves du théorème 3.1 et corrollaire 3.2

Lemme 3.4. Soient a, b deux nombres positifs distincts alors :

∞∑
k=0

1

(k + a) (k + b)
=
ψ (a)− ψ (b)

a− b
. (3.3.16)

Démonstration. . On a

ψ (a)− ψ (b) =
1

b
− 1

a
+
∑
k≥1

(
1

k + b
− 1

k + a

)
=

a− b

ab
+ (a− b)

∑
k≥1

1

(k + a) (k + b)

= (a− b)

∞∑
k=0

1

(k + a) (k + b)
.

Pour α > 0, le corollaire suivant est une conséquence du lemme 3.4

Corollaire 3.5.
∞∑
k=0

1

(αk + a) (αk + b)
=
ψ
(
a
α

)
− ψ

(
b
α

)
α (a− b)

. (3.3.17)

Démonstration. .
∞∑
k=0

1

(αk + a) (αk + b)
=

1

α

∞∑
k=0

1(
k + a

α

) (
k + b

α

)
=

ψ
(
a
α

)
− ψ

(
b
α

)
α (a− b)

�
Dans [35] M. Luis et A. Victor on montré la représentation intégrale suivante de la

di�érence ψ (a)− ψ (b) :

ψ (a)− ψ (b) =

∫ ∞

0

e−bt − e−at

1− e−t
dt.

Elle est déduite de l'expression intégrale de la somme

∞∑
k=0

1

(k + a) (k + b)

autrement dit on a,

∞∑
k=0

a− b

(k + a) (k + b)
=

∞∑
k=0

(
1

k + b
− 1

k + a

)

=
∞∑
k=0

∫ 1

0

(
xk+b−1 − xx+a−1

)
dx

=

∫ 1

0

xb−1 − xa−1

1− x
dx

=

∫ ∞

0

e−bt − e−at

1− e−t
dt.

26



3.4. La fonction d'autocorrélation multiplicative de la fonction partie fractionnaire

Corollaire 3.6. Pour n,m quelconques, on a∑
k≥1

nm

k (k + 1)

{
k

n

}{
k

m

}
= G (n,m) . (3.3.18)

Démonstration. . En prenant α = nm, la relation (3.3.18) est immédiatement déduite des
relations (3.2.5), (3.3.15) et (3.3.17) du corollaire 3.5.�

3.4 La fonction d'autocorrélation multiplicative de la fonction
partie fractionnaire

Dé�nition 3.7. La fonction d'autocorrélation multiplicative de la fonction partie fraction-
naire A est dé�nie sur R+ par l'expression,

A (λ) =

∫ +∞

0
{t} {λt} t−2dt (3.4.19)

La fonction A est reliée au produit scalaire ⟨en, em⟩ par la formule donnée par,

Lemme 3.8. De la dé�nition (3.4.19) on obtient

1

n
A
( n
m

)
=

1

m
A
(m
n

)
= ⟨en, em⟩ (3.4.20)

Démonstration. .

A
( n
m

)
=

∫ +∞

0
{t}
{
nt

m

}
t−2dt

= n

∫ +∞

0

{
t

n

}{
t

m

}
t−2dt

Ce résultat est obtenu par le changement de variable y = nt �

Ainsi la valeur de A en 1 est log 2π − γ et A (0) = 0.

La fonction A est étudiée dans l'article [11], ici la nouvelle formule du produit scalaire
⟨en, em⟩ permet d'écrire A sous la forme :

(3.4.21)

A
( n
m

)
=

2d+ (log 2π − γ) (n+m)

2m

− 1

2m
((n− d) log n+ (m− d) logm− (n+m− 2d) log d)

+
π

2

(
g

(
d

m

)
+
n

m
g

(
d

n

))
+
d

m
G
(n
d
,
m

d

)
.

Dans [11] Báez-Duarte et al. ont montré que A admet un maximum local en tout entier
naturel, le lemme suivant donne la valeur de ce maximum en n = 1
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3.4. La fonction d'autocorrélation multiplicative de la fonction partie fractionnaire

Lemme 3.9.

log 2π − γ = 1 +
∑
k≥1

(
1− 2k log

k + 1

k
+

k

k + 1

)
(3.4.22)

Démonstration. .

A (1) =

∫ +∞

0
{t}2 t−2dt

= 1 +

∫ +∞

1
{t}2 t−2dt

= 1 +
∑
k≥1

∫ k+1

k
(t− k)2 t−2dt

= 1 +
∑
k≥1

∫ k+1

k

(
t2 − 2kt+ k2

)
t−2dt

= 1 +
∑
k≥1

∫ k+1

k

(
1− 2k

1

t
+
k2

t2

)
dt

= 1 +
∑
k≥1

(
1− 2k log

k + 1

k
+

k

k + 1

)

�

Dans le cas général on a

Lemme 3.10.

A (n) = log 2π − γ + n
∑
k≥1

(
log

k + 1

k
− 1

k + 1

){
k

n

}
(3.4.23)
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3.4. La fonction d'autocorrélation multiplicative de la fonction partie fractionnaire

Démonstration. .

A (n) =

∫ +∞

0
{t} {nt} t−2dt

= n

∫ +∞

0

{
t

n

}
{t} t−2dt

= 1 + n

∫ +∞

1

(
t

n
−
⌊
t

n

⌋)
(t− ⌊t⌋) t−2dt

= 1 + n
∑
k≥1

∫ k+1

k

(
t

n
−
⌊
k

n

⌋)
(t− k) t−2dt

= 1 + n
∑
k≥1

∫ k+1

k

(
1

n
−
(
k

n
+

⌊
k

n

⌋)
1

t
+ k

⌊
k

n

⌋
t−2

)
dt

= 1 + n
∑
k≥1

(
1

n
−
(
k

n
+

⌊
k

n

⌋)
log

k + 1

k
+

⌊
k
n

⌋
k + 1

)

= 1 +
∑
k≥1

(
1− 2k log

k + 1

k
+

k

k + 1

)
+ n

∑
k≥1

(
log

k + 1

k
− 1

k + 1

){
k

n

}

= A (1) + n
∑
k≥1

(
log

k + 1

k
− 1

k + 1

){
k

n

}

= log 2π − γ + n
∑
k≥1

(
log

k + 1

k
− 1

k + 1

){
k

n

}
�

Comme conséquence du théorème 2.1, le lemme suivant découle [24]

Corollaire 3.11. ∑
n≥1

µ (n)A (n)

n
= γ − 1 (3.4.24)

Démonstration. .

∑
n≥n

A (n)µ (n)

n
=

∑
n≥1

(log 2π − γ)µ (n)

n
+
∑
n≥1

µ (n)

∑
k≥1

(
log

k + 1

k
− 1

k + 1

){
k

n

}
=

∑
n≥1

µ (n)

∑
k≥1

(
log

k + 1

k
− 1

k + 1

){
k

n

}
=

∑
k≥1

(
log

k + 1

k
− 1

k + 1

)∑
n≥1

µ (n)

{
k

n

}

= −
∑
k≥1

(
log

k + 1

k
− 1

k + 1

)
= γ − 1

�
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Chapitre 4

Fractions continues, fonction
digamma. Application aux sommes de
Vasyunin : Formule explicites et
asymptotiques

4.1 Fractions continues

Une fraction continue s'écrit sous la forme

a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

a3+···

,

ou bien

[a0, a1, a3, · · · ] ,

où a0, a1, · · · , an sont les quotients de la fraction continue. Si tous les ai sont dans Z la
fraction continue est dite simple. Dans ce qui suit on utilise le terme fraction continue pour
désigner une telle fraction [30, 41].

Tout nombre réel admet une décomposition en fraction continue. En e�et.
Soit x ∈ R, Alors x = ⌊x⌋ + {x} . On pose a0 = ⌊x⌋ et ξ0 = {x}. Si ξ0 = 0 alors x est

représenté par x = [a0] ; si ξ0 ̸= 0 alors
⌊

1
ξ0

⌋
> 1, on prend r1 = 1

ξ0
on obtient x = [a0, r1].

On itère le processus pour x = r1. a1 = ⌊r1⌋ et ξ1 = r1 − a1 ; si ξ1 = 0 alors

x = a0 +
1

r1
= a0 +

1

a1
= [a0, a1] .

Sinon on prend r2 =
1
ξ1
. Cet algorithme permet de construire une suite a0, a1, a2, · · · . Cette

suite est �nie si et seulement si x est un nombre rationnel. Pour toute fraction continue
[a0, a1, · · · , al], la kieme reduite est [a0, a1, · · · , ak] et le kieme quotient est [ak, ak+1, · · · , al].

Dans le cas des nombres rationnels on traduit cet algorithme comme suit : On exprime
a/b sous forme d'une fraction continue a/b = [a0, a1, · · · , al], avec al+1 = 0.
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4.1. Fractions continues

Pour déterminer a0, a1, · · · , al, on utilise l'algorithme d'Euclide ; on considère la suite pk
dé�nie par,

p0 = a, p1 = b and pl+1 = 0.

et pour k ≥ 1 on considère la formule de récurrence suivante :

pk−1 = ak−1pk + pk+1. (4.1.1)

Comme pl+1 = 0, pl divise tous les pk. Alors pl devise p et q, d'où pl = 1.

Dans ce qui suit nous donnons quelques propriétés des fractions continues.

Lemme 4.1. Soit la fraction continue [a0, a1, · · · , al] , l ≥ 1. Alors

[a0, a1, · · · , al] =
[
a0, a1, · · · , al−1 +

1

al

]
, (4.1.2)

[a0, a1, · · · , al] = a0 +
1

[a1, · · · , al]
. (4.1.3)

Démonstration. . Le résultat est immédiat, on le déduit de la de�nition des fractions continues.�

Soient sk, tk deux suites numériques dé�nies par

sk =


0 si k = −2
1 si k = −1

aksk−1 + sk−2 si k ≥ 0
(4.1.4)

tk =


1 si k = −2
0 si k = −1

aktk−1 + tk−2 si k ≥ 0
(4.1.5)

Une dé�nition similaire est donnée dans [27]. Pour calculer sk et tk, nous utilisons la
représentation matricielle (cf. [18]).(

sk sk−1

tk tk−1

)
=

(
sk−1 sk−2

tk−1 tk−2

)(
ak 1
1 0

)
,

alors, (
s0 s−1

t0 t−1

)
=

(
1 0
0 1

)(
a0 1
1 0

)
=

(
a0 1
1 0

)
,

et les autres termes sk, tk se déduisent de la récurrence précédente pour tout ordre k.

Le lemme suivant donne les propriétés des suites pk, sk et tk.
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4.1. Fractions continues

Lemme 4.2. On a,

[a0, a1, · · · , ak] =
sk
tk
, k ≥ 0, (4.1.6)

[ak, ak−1, · · · , a1] =
tk
tk−1

, k ≥ 1, (4.1.7)

[0, ak−1, · · · , an] =
pk
pk−1

, k ≥ 0 (4.1.8)

et

[ak, ak−1, · · · , a0] =
sk
sk−1

, k ≥ 0. (4.1.9)

Démonstration. . Toutes les relations du lemme 4.2 se démontrent par récurrence sur l'entier
k.

En e�et la relation (4.1.6) est satisfaite pour k = 0 et k = 1

[a0] = a0 =
s0
t0

=
a0
1
,

Comme s1 = a1a0 + 1 et t1 = a1 alors,

s1
t1

=
a1a0 + 1

a1
= a0 +

1

a1
= [a0, a1] .

Pour k ≥ 2, on suppose que

[a0, a1, ..., ak] =
sk
tk

=
aksk−1 + sk−2

aktk−1 + tk−2

La relation (4.1.2) du lemme 4.1 donne,

[a0, a1, · · · , ak, ak+1] =

[
a0, a1, · · · , ak +

1

ak+1

]

=

(
ak +

1
ak+1

)
sk−1 + sk−2(

ak +
1

ak+1

)
tk−1 + tk−2

=
(ak+1ak + 1) sk−1 + ak+1ask−2

(ak+1ak + 1) tk−1 + ak+1atk−2

=
ak+1 (aksk−1 + sk−2) + sk−1

ak+1 (aktk−1 + sk−2) + tk−1

=
ak+1sk + sk−1

ak+1tk + tk−1
=
sk+1

tk+1
.

L'égalitié (4.1.7) est satisfaites pour k = 1,

t1
t0

= a1 = [a1] .
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4.1. Fractions continues

Supposons que pour k ≥ 2, on a

[ak, ak−1, · · · , a1] =
tk
tk−1

alors,

[ak+1, ak, · · · , a1] = ak+1 +
1

[ak, ak−1, · · · , a1]

= ak+1 +
tk−1

tk

=
ak+1tk + tk−1

tk
=
tk+1

tk
.

La troisième relation (4.1.8) est satisfaite pour k = 1,

p1
p0

=
b

a
=

1

[a0, a1, · · · , al]
= [0, a0, a1, · · · , al] .

Pour k ≥ 2, on suppose que

[0, ak−1, · · · , al] =
pk
pk−1

,

alors

pk
pk−1

=
1

[ak−1, ak, · · · , al]
=

1

ak−1 + [0, ak, · · · , al]
. (4.1.10)

Mais on a

pk
pk−1

=
pk

ak−1pk + pk+1
=

1

ak−1 +
pk+1

pk

. (4.1.11)

Des relations (4.1.10) et (4.1.11), on obtient [0, ak, · · · , al] = pk+1

pk
.

En�n l'égalité (4.1.9) est satisfaite pour k = 0,

s0
s−1

= a0.

Supposons pour k ≥ 1 que,
sk
sk−1

= [ak, · · · , a0]

alors

sk+1

sk
=
ak+1sk + sk−1

sk
= ak+1 +

sk−1

sk
= ak+1 + [ak, · · · , a0] = [ak+1, ak, · · · , a0] .

�
Corollaire 4.3. Soit a

b = [a0, a1, · · · , al] alors,

pk = b

k∏
j=2

[0, aj−1, · · · , al] , k ≥ 2, (4.1.12)

et

b = pktk−1 + pk+1tk−2, k ≥ 1. (4.1.13)
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4.1. Fractions continues

Démonstration. . La preuve consiste à écrire,

pk
b

=
pk
pk−1

pk−1

pk−2
· · · p2

p1
.

Utilisant la relation (4.1.8) du lemme 4.2, le résultat est immédiat.

La preuve de la relation (4.1.13) se fait par la récurrence sur l'entier k.

k = 1, p1t0 + p2t−1 = p1 = b.

Supposons
b = pktk−1 + pk+1tk−2, pourk ≥ 2

alors,

pk+1tk + pk+2tk−1 = pk+1 (aktk−1 + tk−2) + pk+2tk−1

= (akpk+1 + pk+2) tk−1 + pk+1tk−2

= pktk−1 + pk+1tk−2 = b.

�

Lemme 4.4. Les suites sk, tk et pk satisfont les propriétés suivantes

tksk−1 − tk−1sk = (−1)k , (4.1.14)

pk = (−1)k (atk−2 − bsk−2) , k ≥ 1 (4.1.15)

et

n−1∑
k=1

(−1)k

pkpk+1
=

1

b2[a0, a1, · · · , al−2]− ab
. (4.1.16)

Démonstration. . La relation (4.1.14) se démontre par récurrence sur k.

Soit la suite
xk = tksk−1 − tk−1sk

alors,

xk = tksk−1 − tk−1sk

= (aktk−1 + tk−2) sk−1 − tk−1 (aksk−1 + sk−2)

= tk−2sk−1 − tk−1sk−2

= −xk−1.

D'où l'on déduit que,
xk = (−1)k x0,

Mais on a,
x0 = t0s−1 − t−1s0 = 1,
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4.1. Fractions continues

donc la relation (4.1.14) reste vraie.

La deuxième égalité (4.1.15) se démontre aussi par récurrence.

k = 1,− (at−1 − bs−1) = b = p1.

On suppose que,
atk−2 − bsk−2 = (−1)k pk

alors,

atk−1 − bsk−1 = a (ak−1tk−2 + tk−3)− b (ak−1sk−2 + sk−3)

= ak−1 (atk−2 − bsk−2) + atk−3 − bsk−3

= (−1)k ak−1pk + (−1)k−1 pk−1

= (−1)k (ak−1pk − pk−1)

= (−1)k+1 pk+1.

Preuve de l'égalité de la relation (4.1.16) ; on a, relation (4.1.13)

tk−1

pk+1
+
tk−2

pk
=

b

pkpk+1
,

alors

l−1∑
k=1

(−1)k

pkpk+1
=

1

b

l−1∑
k=1

(
(−1)k tk−1

pk+1
+

(−1)k tk−2

pk

)

=
1

b

l−1∑
k=1

(−1)k tk−1

pk+1
+

1

b

l−1∑
k=1

(−1)k tk−2

pk

=
1

b

l∑
k=2

(−1)k−1 tk−2

pk
+

1

b

l−1∑
k=1

(−1)k tk−2

pk

=
(−1)l−1 tl−2

plb
− t−1

bp1

=
(−1)l−1 tl−2

plb
.

Examinons la valeur de
(−1)l−1 tl−2

plb
.

De l'égalité (4.1.15) on déduit que

pl = (−1)l (atl−2 − bsl−2)

et alors,

(−1)l−1 pl
tl−2

=

(
b
sl−2

tl−2
− a

)
. (4.1.17)
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4.2. Etude de la fonction digamma ψ

La relation (4.1.6) du lemme 4.2 implique

sl−2

tl−2
= [a0, a1, · · · , al−2] (4.1.18)

Des relations (4.1.17) et (4.1.18), on tire,

(−1)l−1 tl−2

plb
=

1

b2 [a0, a1, · · · , al−2]− ab
.

D'où

l−1∑
k=1

(−1)k

pkpk+1
=

1

b2 [a0, a1, · · · , al−2]− ab
.

�

4.2 Etude de la fonction digamma ψ

Considérons le nombre harmonique,

Hn =

n∑
k=1

1

k
.

On pose pour tout nombre complex z tel que Re (z) > 0

Hn (z) =

n∑
k=0

1

k + z
.

Dans ces conditions on peut donner une autre expression de ψ comme limite d'une suite
numérique convergente : en e�et on montre,

Lemme 4.5. Soit z un nombre complexe tel que Re (z) > 0 alors,

ψ (z) = lim
n→∞

(log n−Hn (z)) (4.2.19)

et pour z = n ∈ N∗ on a :

ψ (n+ 1) = −γ +Hn. (4.2.20)

Démonstration. . On a,

ψ (z) = −γ − 1

z
+

∞∑
k=1

(
1

k
− 1

k + z

)

= lim
n→∞

(
−γ +

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=0

1

k + z

)

= lim
n→∞

(
log n−

n∑
k=0

1

k + z

)
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4.2. Etude de la fonction digamma ψ

et

ψ (n+ 1) = lim
m→∞

(
logm−

m∑
k=0

1

k + n+ 1

)

= lim
m→∞

(
logm−

m+n∑
k=n

1

k + 1

)

= lim
m→∞

(
logm−

(
m+n∑
k=0

1

k + 1
−

n−1∑
k=0

1

k + 1

))

= −γ +
n∑

k=1

1

k
.

�
La fonction logarithme néperien peut être considérée comme une somme d'une série

numérique convergente ; la formule est donnée par le lemme suivant

Lemme 4.6. Pour tout entier naturel n non nul, on a

log p

p
=
∑
k≥1

1

k (k + 1)

{
k

p

}
. (4.2.21)

Démonstration. . On a∑
k≤1

1

k (k + 1)

{
k

p

}
=

∑
k≤1

{
k

p

}∫ 1

0

(
xk−1 − xk

)
dx

=

p−1∑
r=1

∑
i≥0

{
r

p

}∫ 1

0

(
xip+r−1 − xip+r

)
dx

=
1

q

∫ 1

0

∑p−1
r=1 rx

r−1

1 + x+ ...+ xp−1
dx

=
1

q

∫ 1

0

d
(
1 + x+ ...+ xp−1

)
1 + x+ ...+ xp−1

=

[
1

q
log
(
1 + x+ ...+ xp−1

)]1
0

=
log p

p
.

�
Remarque 4.7. Une autre preuve de la relation (4.2.21) est donnée d'une manière explicite
dans l'article de A. Bayad et M. Goubi [19].

La géométrie des vecteurs ψ
(
r
n

)
est étudiée dans [28, 40], le corollaire suivant établit la

relation entre log p et ψ
(
r
n

)
pour 1 ≤ r ≤ n− 1.

Corollaire 4.8. Soit n un entier positif non nul, alors

log n =
1

n

n−1∑
r=1

r

(
ψ

(
r + 1

n

)
− ψ

( r
n

))
(4.2.22)
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4.3. Application des fractions continues aux sommes des cotangentes de Vasyunin.

Démonstration. . On a

log n

n
=

∑
k≤1

1

k (k + 1)

{
k

n

}

=

n−1∑
r=1

∑
i≥0

1

(in+ r) (in+ r + 1)

{ r
n

}
.

De la relation (3.3.17) du corollaire 3.5, on obtient

∞∑
i=0

1

(ni+ r) (ni+ r + 1)
=
ψ
(
r+1
n

)
− ψ

(
r
n

)
n

,

d'où le résultat.�

4.3 Application des fractions continues aux sommes des co-
tangentes de Vasyunin.

Soient 1 < m < n deux entiers positifs premiers entre eux, on note n̄ l'inverse modulo m
de n et on considère la fraction continue n̄/m = [a0, a1, · · · , al]. On dé�nit la suite pk par la
formule de récurrence

pk−1 = ak−1pk + pk+1,

avec
p0 = n̄, p1 = m et pl+1 = 0

.
En utilisant les propriétés des fractions continues et grâce à la loi de réciprocité [21, Theoem
1] on obtient,

Théorème 4.9. Soient m et n deux entiers positifs premiers entre eux tels que 1 < m < n.
Avec les notations précédentes on a

(4.3.23)

V (n,m) = −
l∑

k=2

(−1)k g ([0, ak−1, · · · , al])
k∏

j=2

[aj−1, · · · , al]

+
1

π (m[a0, a1, · · · , al−2]− n̄)
(4.3.24)

Corollaire 4.10. Soit m
n = [b0, · · · , bl]. qk la suite dé�nie par la relation de récurrence ;

qk−1 = bk−1qk + qk+1, q0 = m, q1 = n et ql = 1.
Alors,

(4.3.25)

V (m,n) = − 1

π
− ng

(
1

n

)
− 1

π
log nm+

1

π

(
logm+ (−1)l log ql−1

)
− 1

π

l−2∑
k=1

(−1)k (qk log qk+1 + qk+1 log qk − 2G (qk, qk+1)) .
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4.3. Application des fractions continues aux sommes des cotangentes de Vasyunin.

Posons,

fk =
k∏

j=1

[0, bj−1, · · · , bl] ,

alors

(4.3.26)

V (m,n) = −m

(
f1g

(
1

mf1

)
− 1

π

l−2∑
k=1

(−1)k (fk log fk+1) + fk+1 log fk

)

+
(−1)l

π
log fl−1 +

(−1)l − 1

π
logm+

(
(−1)l fl−1 − f1

) m logm

π

+
2

π

l−2∑
k=1

(−1)kG (mfk,mfk+1)−
1

π
(1 + log f1) .

Pour démontrer le théorème 4.9 et le corollaire 4.10 on a besoin du lemme suivant

Lemme 4.11. On a

V (n,m) =
m

π

l−1∑
k=1

(−1)k

pkpk+1
− q

l∑
k=2

(−1)k

pk
g (pk/pk−1) . (4.3.27)

Démonstration. . Eu utilisant la loi de réciprocité (4.5.49), on obtient,

1

n̄
V (m̄, n̄) +

1

m
V (n,m) = −1

q

(
1

πn̄
+ g

(m
n̄

))
, (4.3.28)

prenant n̄ = a et m = b avec la suite pk dé�nie dans la relation (4.1.1), il vient,

1

pk−1
V (p̄k, pk−1) +

1

pk
V (p̄k−1, pk) =

1

pk

(
1

πpk−1
+ g (pk/pk−1)

)
. (4.3.29)

Or on a
pk−1 = ak−1pk + pk+1,

alors
p̄k−1 = p̄k+1

et
V (p̄k−1, pk) = V (p̄k+1, pk) .

La relation (4.3.29) s'écrit,

1

pk−1
V (p̄k, pk−1) +

1

pk
V (p̄k+1, pk) = − 1

pk

(
1

πpk−1
+ g (pk/pk−1)

)
. (4.3.30)

Calculons la somme :

l∑
k=1

[
(−1)k

pk−1
V (p̄k, pk−1) +

(−1)k

pk
V (p̄k+1, pk)

]
.
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4.3. Application des fractions continues aux sommes des cotangentes de Vasyunin.

On a

l∑
k=1

[
(−1)k

pk−1
V (p̄k, pk−1) +

(−1)k

pk
V (p̄k+1, pk)

]
=

l∑
k=1

(−1)k

pk−1
V (p̄k, pk−1) +

n∑
k=1

(−1)k

pk
V (p̄k+1, pk)

=

l−1∑
k=0

(−1)k+1

pk
V (p̄k+1, pk) +

n∑
k=1

(−1)k

pk
V (p̄k+1, pk)

= − 1

p0
V (p̄1, p0) +

(−1)l

pl
V (p̄l+1, pl) .

Comme pl+1 = 0 et V (p̄l+1, pl) = 0 alors,

l∑
k=1

[
(−1)k

pk−1
V (p̄k, pk−1) +

(−1)k

pk
V (p̄k+1, pk)

]
= − 1

n̄
V (m̄, n̄) .

et

− 1

n̄
V (m̄, n̄) = − 1

n̄
V (m̄, n̄)− 1

m
V (n,m) +

l∑
k=2

[
(−1)k

pk−1
V (p̄k, pk−1) +

(−1)k

pk
V (p̄k+1, pk)

]
.

1

m
V (n,m) =

l∑
k=2

[
(−1)k

pk−1
V (p̄k, pk−1) +

(−1)k

pk
V (p̄k+1, pk)

]
..

Alors on a :

1

m
V (n,m) = −

l∑
k=2

(−1)k

pk

(
1

πpk−1
+ g (pk/pk−1)

)
et

1

m
V (n,m) =

1

π

l−1∑
k=1

(−1)k

pkpk+1
−

l∑
k=2

(−1)k

pk
g (pk/pk−1) .

�

4.3.1 Preuve du théorème 4.9 et du corollaire 4.10

Preuve du théorème 4.9. En prenant a = p̄ et b = q, dans la relation (4.1.16) du
lemme 4.4 on obtient,

m

π

l−1∑
k=1

(−1)k

pkpk+1
=

1

m [a0, a1, · · · , an−2]− n̄
. (4.3.31)

De l'égalité 4.1.12 du corollaire 4.3 on a,

1

pk
=

1

m

k∏
j=2

[aj−1, · · · , al] , k ≥ 2.
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4.3. Application des fractions continues aux sommes des cotangentes de Vasyunin.

et de l'égalité 4.1.8 du lemme 4.2

l∑
k=2

(−1)k

pk
g (pk/pk−1) =

l∑
k=2

1

m
g ([ak−1, · · · , al])

k∏
j=2

[aj−1, · · · , al] . (4.3.32)

En rapportant les quantités (4.3.31) et (4.3.32) dans la relation (4.3.27) du lemme 4.11 on
obtient.

Preuve du corollaire 4.10
En remarquant que pour n ≡ r (m) on a

V (n,m) =

{
0 si r = 0

V (r,m) sinon.
(4.3.33)

Appliquons plusieurs fois la loi de réciprocité (3.2.8) du théorème 3.1 à la suite qk pour
calculer,

l−1∑
k=1

(−1)k θ (qk−1, qk) =
n−1∑
k=1

(−1)k [V (qk−1, qk) + V (qk, qk−1)]

où

θ (qk−1, qk) =
1

π
(qk−1 log qk + qk log qk−1 − log qk−1qk)−

2

π
− qk−1g

(
1

qk−1

)
− qkg

(
1

qk

)
− 2

π
G (qk−1, qk) .

En utilisant la relation (4.3.33)

V (qk+1, qk) = V (qk−1, qk) and V (ql−1, ql) = 0,

on obtient

l−1∑
k=1

(−1)k θ (qk−1, qk) =
l−1∑
k=1

(−1)k V (qk−1, qk) +
n−1∑
k=1

(−1)k V (qk, qk−1)

=

l−1∑
k=1

(−1)k V (qk+1, qk) +

l−2∑
k=0

(−1)k+1 V (qk+1, qk)

= −V (n,m)− (−1)l V (ql, ql−1) .

Mais on a,

l−1∑
k=1

(−1)k θ (qk−1, qk) =
1

π

l−1∑
k=1

(−1)k [(qk−1 log qk + qk log qk−1 − log qk−1qk)]

= − 2

π

l−1∑
k=1

(−1)k [1 +G (qk−1, qk)]

−
l−1∑
k=1

(−1)k
[
qk−1g

(
1

qk−1

)
+ qkg

(
1

qk

)]
,
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4.3. Application des fractions continues aux sommes des cotangentes de Vasyunin.

l−1∑
k=1

(−1)k
[
qk−1g

(
1

qk−1

)
+ qkg

(
1

qk

)]
=

l−1∑
k=1

(−1)k qk−1g

(
1

qk−1

)
+

l−1∑
k=1

(−1)k qkg

(
1

qk

)

=

l−2∑
k=0

(−1)k+1 qkg

(
1

qk

)
+

l−1∑
k=1

(−1)k qkg

(
1

qk

)
= −qg

(
1

q

)
+ (−1)n−1 qn−1g

(
1

qn−1

)
.,

et aussi,

l−1∑
k=1

(−1)k log qk−1qk =
l−1∑
k=1

(−1)k (log qk−1 + log qk)

=

l−1∑
k=1

(−1)k log qk−1 +

l−1∑
k=1

(−1)k log qk

=

l−2∑
k=0

(−1)k+1 log qk +

l−1∑
k=1

(−1)k log qk

= − log q − (−1)l log ql−1.

D'où l'on a,

−V (n,m)− (−1)l V (qn, qn−1) =
1

π

l−1∑
k=1

(−1)k (qk−1 log qk + qk log qk−1) +mg

(
1

q

)

+ (−1)l ql−1g

(
1

ql−1

)
− 2

π

l−1∑
k=1

(−1)k [1 +G (qk−1, qk)]

+
1

π

(
logm+ (−1)l log ql−1

)
et

−V (n,m) = (−1)l V (ql, ql−1) + (−1)l ql−1g

(
1

ql−1

)
− 1

π
(m log n+ n logm) +mg

(
1

m

)
+

1

π

(
logm+ (−1)l log ql−1

)
− 1

π

l−2∑
k=1

(−1)k [qk log qk+1 + qk+1 log qk − 2G (qk, qk+1)− 2]

+
2

π
(1 +G (m,n))

=
(−1)l+1

π
− V (n,m)− V (m,n)− 1

π
log nm− ng

(
1

n

)
+

1

π

(
logm+ (−1)l log ql−1

)
− 1

π

l−2∑
k=1

(−1)k [qk log qk+1 + qk+1 log qk − 2G (qk, qk+1)− 2] .
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4.4. Application de la fonction digamma aux sommes de Vasyunin

On a donc

V (m,n) =
(−1)l+1

π
+

2

π

l−2∑
k=1

(−1)k − 1

π
log nm− ng

(
1

n

)
+

1

π

(
logm+ (−1)l log ql−1

)
− 1

π

l−2∑
k=1

(−1)k [qk log qk+1 + qk+1 log qk − 2G (qk, qk+1)] .

Comme

(−1)l+1

π
+

2

π

l−2∑
k=1

(−1)k = − 1

π
,

alors

V (m,n) = − 1

π
− ng

(
1

n

)
− 1

π
log nm+

1

π

(
logm+ (−1)l log ql−1

)
− 1

π

l−2∑
k=1

(−1)k [qk log qk+1 + qk+1 log qk − 2G (qk, qk+1)] .

Alors la relation (4.3.26) est déduite de la relation (4.3.25), en remarquant que pour tout
entier 1 ≤ k ≤ n

qk = m

k∏
j=1

[0, bj−1, · · · , bl] .

4.4 Application de la fonction digamma aux sommes de Va-
syunin

Soit B1 la première fonction de Bernoulli normalisée :

B1(x) =

{
0 si x ∈ Z

{x} − 1
2 sinon

(4.4.34)

On dé�nit la série,

φ1 (x) =
∑
k≥1

B1(kx)

k
(4.4.35)

En particulier, cette série est convergente pour des valeurs rationnelles de x. Dans ce cas on
montre que

Lemme 4.12.

φ
( n
m

)
= − 1

m

m−1∑
r=1

B1

(rn
m

)
ψ
( r
m

)
(4.4.36)
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4.4. Application de la fonction digamma aux sommes de Vasyunin

Démonstration. . On a

φ1

( n
m

)
=

∑
k≥1

B1(
kn
m )

k

=
m−1∑
r=1

∑
i≥0

B1

(
rn
m

)
im+ r

=
1

m

m−1∑
r=1

∑
i≥0

B1

(
rn
m

)
i+ r

m

=
1

m

∑
i≥0

m−1∑
r=1

B1

(
rn
m

)
i+ r

m

,

comme
m−1∑
r=1

B1

(rn
m

)
= 0,

alors,
m−1∑
r=1

B1

(
rn
m

)
i

= 0,

et donc,

φ1

(
p

q

)
=

1

m

m−1∑
r=1

B1

(rn
m

) r

m
+

1

m

∑
i≥0

m−1∑
r=1

B1

(rn
m

)( 1

i+ r
m

− 1

i

)

=
1

m

m−1∑
r=1

B1

(rn
m

) r

m
+

1

m

m−1∑
r=1

B1

(rn
m

)∑
i≥1

(
1

i+ r
m

− 1

i

)
Or on a ∑

i≥1

(
1

i+ r
m

− 1

i

)
= −ψ

( r
m

)
− γ − r

m

D'où le résultat.�

Proposition 4.13.

V (n,m) = − 2

π

m−1∑
r=1

B1

(rn
m

)
ψ
( r
m

)
(4.4.37)

Démonstration. . Le résultat est conséquence des deux relations suivantes

ψ (1− t)− ψ (t) = π cotπt

et

B1 (t) =
1

2
({t}+ {−t})

�
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4.4. Application de la fonction digamma aux sommes de Vasyunin

Dans ce qui suit nous montrons que V (n,m) peut se mettre sous forme d'une série
convergente. L'idée est d'utiliser un résultat classique cité [1, �6.3.7 ] reliant la focntion ψ à
la fonction cotangente.

ψ (1− z)− ψ (z) = π cotπz. (4.4.38)

Lemme 4.14. Pour x = n̄
m avec (n,m)=1, et den (x) = m le dénominateur de x.

Alors

V (n,m) =
1

πden (x)

∑
k≥0

den(x)−1∑
r=1

r (1− 2rx)

(k + 1− rx) (k + rx)
. (4.4.39)

Démonstration. . On a :

V (n,m) =
m−1∑
r=1

{rn
m

}
cot
(πr
m

)
=

m−1∑
r=1

r

m
cot
(πrn̄
m

)
et

cot
(πrn̄
m

)
=

1

π

(
ψ

(
m− rn̄

m

)
− ψ

(rn̄
m

))
.

De la relation (3.3.17) on tire

ψ

(
m− rn̄

m

)
− ψ

(rn̄
m

)
= m

∑
k≥0

m− 2rn̄

(m (k + 1)− rn̄) (mk + rn̄)
,

d'où

V (n,m) =
1

π

m−1∑
r=1

∑
k≥0

r (m− 2rn̄)

(m (k + 1)− rn̄) (mk + rn̄)
,

par la suite on obtient

V (n,m) =
1

πden (x)

m−1∑
r=1

∑
k≥0

r (1− 2rx)

(k + 1− rx) (k + rx)
.

�

Montrons que

πmV (n,m) = lim
N→∞

m−1∑
r=1

N∑
k=0

r (1− 2rx)

(k + 1− rx) (k + rx)
.

La somme partielle
N∑
k=0

m−1∑
r=1

r (1− 2rx)

(k + 1− rx) (k + rx)
,

est une suite á valeurs rationnelles, πmV (n,m) appartient à l'adhérence du corps rationnel
Q.
On montre que
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4.4. Application de la fonction digamma aux sommes de Vasyunin

Corollaire 4.15. Soit m un entier positif, alors on a

V (1,m) = −m (ψ (m) + γ − 2) + 2

π
+

1

π

∑
k≥1

m−1∑
r=1

r (m− 2r)

(m (k + 1)− r) (mk + r)
, (4.4.40)

et

V (1,m) = −m (ψ (m) + γ − 2) + 2

π
− 1

π

∑
k≥1

⌊m
2 ⌋∑

r=1

(m− 2r)2

(m (k + 1)− r) (mk + r)
. (4.4.41)

Démonstration. . En prenant n = 1 dans la relation (4.4.39), on obtient

V (1,m) =
1

πm

∑
k≥0

q−1∑
r=1

r
(
1− 2 r

q

)
(
k + 1− r

m

) (
k + r

m

) .
D'où

V (1,m) =
1

π

∑
k≥0

m−1∑
r=1

r (m− 2r)

(m (k + 1)− r) (mk + r)
,

et

V (1,m) =
1

π

m−1∑
r=1

m− 2r

m− r
− 1

π

∑
k≥1

m−1∑
r=1

r (m− 2r)

(m (k + 1)− r) (mk + r)

=
1

π
(m (2−Hm−1)− 2) +

1

π

∑
k≥1

m−1∑
r=1

r (m− 2r)

(m (k + 1)− r) (mk + r)
.

Mais de la relation (4.2.20) du lemme 4.5 on a

Hm−1 = ψ (m) + γ,

d'où l'on déduit la relation (4.4.40).

Pour montrer la relation (4.4.41),on remarque que pour t+ r = m on a :

1

(m (k + 1)− r) (mk + r)
=

1

(m (k + 1)− t) (mk + t)

et
r (m− 2r) + t (m− 2t) = (m− 2r)2 .

�

Le résultat qui suit donne l'expression intégrale de V (1,m). On a :

Corollaire 4.16.

V (1,m) = − 1

π

∫ 1

0

(m− 2)xm −mxm−1 +mx−m+ 2

(x− 1)2 (xm − 1)
dx. (4.4.42)
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4.4. Application de la fonction digamma aux sommes de Vasyunin

La fonction rationnelle dans le second membre de la relation (4.4.42) est intégrable au
sens de Riemann. On peut remarquer que (x− 1)3 divise le polynôme

(m− 2)xm −mxm−1 + qx−m+ 2.

En utilisaant la relation (3.1.3) on obtient

g

(
1

m

)
=

1

πm

∫ 1

0

(
(m− 2)xm −mxm−1 +mx−m+ 2

(x− 1)2 (xm − 1)
− 1

)
dx.

Démonstration. . Des relations (4.4.40) du corollaire 4.15 on a,

V (1,m) =
1

π

∑
k≥0

m−1∑
r=1

r (m− 2r)

(m (k + 1)− r) (mk + r)
,

alors

V (1,m) =
1

π

m−1∑
r=1

r
∑
k≥0

m− 2r

(m (k + 1)− r) (mk + r)
,

mais on a

m− 2r

(m (k + 1)− r) (mk + r)
=

1

mk + r
− 1

mk +m− r

=

∫ 1

0

(
xmk+r−1 − xmk+m−r−1

)
dx,

d'où, ∑
k≥0

m− 2r

(m (k + 1)− r) (mk + r)
=

∫ 1

0

∑
k≥0

(
xmk+r−1 − xmk+m−r−1

)
dx

=

∫ 1

0

xr−1 − xm−r−1

1− xm
dx.

et

V (1,m) = − 1

π

∫ 1

0

∑m−1
r=1 r

(
xr−1 − xm−r−1

)
xm − 1

dx.

Pour conclure, on doit calculer la somme,

m−1∑
r=1

r
(
xr−1 − xm−r−1

)
q−1∑
r=1

r
(
xr−1 − xq−r−1

)
=

m−1∑
r=1

rxr−1 −
m−1∑
r=1

rxm−r−1

=

m−1∑
r=1

rxr−1 −
m−1∑
r=1

(m− r)xr−1

= 2
m−1∑
r=1

rxr−1 −m
m−1∑
r=1

xr−1.
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4.5. Développement asymptotique de V (1, n)

On a :

m−1∑
r=1

xr−1 =
xm−1 − 1

x− 1
(4.4.43)

et

m−1∑
r=1

rxr−1 =
m−1∑
r=1

(xr)
′

(4.4.44)

=

(
m−1∑
r=1

xr

)′

=

(
xm − 1

x− 1

)′

=
(m− 1)xm −mxm−1 + 1

(x− 1)2
.

Les relations (4.4.43) et (4.4.44) donnent le résultat. �

Dans [21] S. Bettin et B. Conrey ont dréssé une table pour les valeurs de la somme
V (1,m) dans des cas particuliers. Ces valeurs sont écrites sous forme d'une intégrale de
fonctions rationnelles.

Exemple 4.17. On a

V (1, 2) = 0, V (1, 3) = − 1

3
√
3
, V (1, 4) = −1

2
and V (1, 6) = − 7

3
√
3
.

En e�et,

V (1, 3) = − 1

π

∫ 1

0

dx

x2 + x+ 1
= − 2√

3

∫ √
3

1√
3

dx

x2 + 1
= − 2√

3

(
arctan

√
3 + arctan

1√
3

)
= − 1

3
√
3
.

V (1, 4) = − 2

π

∫ 1

0

dx

x2 + 1
= −1

2
.

V (1, 6) = − 1

π

∫ 1

0

(
3

x2 − x+ 1
+

1

x2 + x+ 1

)
dx = − 3

π

∫ 1

0

dx

x2 − x+ 1
+ V (1, 3)

= − 7

3
√
3
.

4.5 Développement asymptotique de V (1, n)

Pour m = 1, la somme des cotangentes (3.1.2) a été étudiée par Vasyunin [44] qui a
donné le developpement asymptotique de V (1, n) :

V (1, n) = −n log n
π

+
n

π
(log 2π − γ) + o (log n) . (4.5.45)
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4.5. Développement asymptotique de V (1, n)

Cette formule a été améliorée par M. Rassias [42] et H. Maier-Rassias [36] en montrant que,

V (1, n) = −n logn
π

+
n

π
(log 2π − γ) + o (1) . (4.5.46)

Soit n, k ∈ N, n > 6N , avec N =
⌊
k
2

⌋
+1, H. Maier et M. Th. Rassias [37, Theorem 1.7]

ont montré qu'il existe des constantes réelles A1, A2 > 1 et des autres constantes El, l ∈ N
with |El| < (A1l)

2l, telles que pour chaque n on a ;

(4.5.47)

V (1, n) = −n logn
π

+
n

π
(log 2π − γ) +

1

π
−

k∑
l=1

Eln
−l −R∗

k (n) .

où |R∗
k (n) | < (kA2)

4k n−(k+1).
V (n,m) ainsi dé�nie est la valeur en s = 0 de la fonction zeta d'Estermann [21, 33])

E0

(
s,
n

m

)
=
∑
k≥1

τ (k)

ns
exp

(
2πikp

m

)
. (4.5.48)

La somme V (n,m) a été étudiée recemment dans [20, 21] et dans [21], les auteurs ont
montré que V (n,m) satisfait la formule de réciprocité pour tout couple d'entiers (n,m)
premiers entre eux.

m̄

n
V (m,n) + V (n̄, m̄) = − 1

πn
− g

(m̄
n

)
(4.5.49)

Dans la suite nous donnons un développement asymptotique pour la somme V (ā, na+ r)
comme dans [25].

4.5.1 Théorème fondamental

Théorème 4.18. Pour a > r et n entiers tels que (a, na+ r) = 1, āa ≡ 1 mod (an+ r)
et r̄r ≡ 1 mod (a). Alors pour n assez grand on a

(4.5.50)

V (ā, na+ r) = −
(
n+

r

a

)
V (r̄, a)− 1

πa
+

1

π

(
n+

r

a

)(
log

2πa

na+ r
− γ

)

+
1

2

⌊N
2 ⌋∑

k=1

(−1)k
4kπ2k−1B2

2k

k (2k)!

(
a

na+ r

)2k−1

+ o

(
1

nN

)
.

Pour a = 1 et r = 0, on obtient le corrollaire suivant :
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4.5. Développement asymptotique de V (1, n)

Corollaire 4.19. Pour n su�samment grand

(4.5.51)

V (n+ 1, an+ a− 1) = −
(
n+ 1− 1

a

)
V (1, a)− 1

πa

+
1

π

(
n+ 1− 1

a

)(
log

2πa

(n+ 1) a− 1
− γ

)

+
1

2

⌊N
2 ⌋∑

k=1

(−1)k
4kπ2k−1B2

2k

k (2k)!

(
a

(n+ 1) a− 1

)2k−1

+ o

(
1

nN

)
.

Remarque :
Dans le cas particulier a = 1 on obtient,

V (1, n) =
1

π

(
log

2π

n
− γ

)
n− 1

π
− π

144n
(4.5.52)

+
1

2

⌊N
2 ⌋∑

k=2

(−1)k
4kπ2k−1B2

2k

k (2k)!

(
1

n

)2k−1

+ o

(
1

nN

)
.

Alors le développement asymptotique de la somme V (1, n) de H. Maier et Michael Th.
Rassias dans [37, Theorem 1.7] devient une conséquence de (4.5.52).

4.5.2 Exemples

D'autres développements asymptotiques sont données dans les exemples suivants.

Exemple 4.20. On a montré que :

V (n+ 1, 2n+ 1) = − 1

2π
+

1

π

(
n+

1

2

)(
log

4π

2p+ 1
− γ

)

+
1

2

⌊N
2 ⌋∑

k=1

(−1)k
4kπ2k−1B2

2k

k (2k)!

(
2

2n+ 1

)2k−1

+ o

(
1

nN

)
.

Exemple 4.21. On a

V (2n+ 1, 3n+ 1) = −
n+ 1

3

3
√
3

− 1

3π
+

1

π

(
n+

1

3

)(
log

3π

2
− γ

)

+
1

2

⌊N
2 ⌋∑

k=1

(−1)k
4kπ2k−1B2

2k

k (2k)!

(
3

3n+ 1

)2k−1

+ o

(
1

nN

)
.

Exemple 4.22.

V (n+ 1, 3n+ 2) =
n+ 2

3

3
√
3

− 1

3π
+

1

π

(
n+

2

3

)(
log

6π

5
− γ

)

+
1

2

⌊N
2 ⌋∑

k=1

(−1)k
4kπ2k−1B2

2k

k (2k)!

(
3

3n+ 2

)2k−1

+ o

(
1

nN

)
.
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4.5. Développement asymptotique de V (1, n)

4.5.3 Preuve du Théorème fondamental et Corollaire 4.19

De la loi de réciporcité (4.5.49) on a

a

pa+ r
V (ā, pa+ r) + V (r̄, a) = − 1

π (pa+ r)
− g

(
a

pa+ r

)
on déduit

V (ā, pa+ r) = −pa+ r

a
V (r̄, a)− 1

πa
− pa+ r

a
g

(
a

pa+ r

)
.

Mais pour p assez grand on a

g

(
a

pa+ r

)
= − 1

π

(
log

2πa

pa+ r
− γ

)
− 1

2

⌊N
2 ⌋∑

k=1

(−1)k
4kπ2k−1B2

2k

k (2k)!

(
a

pa+ r

)k

+O
(

1

pN+1

)
et le résultat découle alors.

Prenons r = a− 1, on remarque que pour a ≥ 1 on a (p+ 1) a ≡ 1 mod (pa+ a− 1) et
(a− 1)2 ≡ 1 (a). Alors ā = p+ 1 et r̄ = r = a− 1.
Comme on a

V (a− 1, a) =
a−1∑
k=1

{
k (a− 1)

a

}
cot

(
πk

a

)

=

a−1∑
k=1

{
a− k

a

}
cot

(
πk

a

)

=

1∑
i=a−1

{
i

a

}
cot

(
π (a− i)

a

)

= −
a−1∑
i=1

{
i

a

}
cot

(
π − πi

a

)

=
a−1∑
i=1

{
i

a

}
cot

(
πi

a

)
= V (1, a) ,

alors la relation (4.5.51) du corollaire 4.19 est déduite de la relation (4.5.50) du théorème
4.18. En�n la dernière relation (4.5.52) est déduite de la relation (4.5.51), en prenant a = 1.

51



4.6. Autres estimations de V (p, q) + V (q, p)

4.6 Autres estimations de V (p, q) + V (q, p)

Pour établir la formule asymptotique de la somme V (p, q) + V (q, p), on a besoin de la
proposition suivante

Proposition 4.23. Soient p, q deux nombres premiers entre eux, on pose :

∆(p, q) =
2

π

(
1 + max

{
(p− 1) (q − 1)

4
ψ

(
1

pq

)
,min {q − γ − ψ (q) , p− γ − ψ (p)}

})
,

Alors,

(4.6.53)

∆(p, q) <
1

π
log pq−1qp−1 − pg

(
1

p

)
− qg

(
1

q

)
− V (p, q)− V (q, p) ≤ 2 + 2

√
pq log p log q

π
.

Démonstration. . De 4.2.21 du lemme 4.6 on a

⟨vp, vq⟩ ≤
∑
k≥1

1

k (k + 1)

{
k

p

}
=

log p

p
,

et

⟨vp, vq⟩ ≤
∑
k≥1

1

k (k + 1)

{
k

q

}
=

log q

q
.

d'où l'on déduit que,

⟨vp, vq⟩2 ≤
log p log q

pq
,

et par suite on a,

⟨vp, vq⟩ ≤

√
log p log q

pq
.

Pour tout entier a positif on a,

⟨vp, vq⟩ >
a∑

k=1

1

k (k + 1)

{
k

p

}{
k

p

}
,

alors pour q < p et a = q on a,

⟨vp, vq⟩ >
1

pq

q−1∑
k=1

k

k + 1
.

Dans le cas p < q, on obtient,

⟨vp, vq⟩ >
1

pq

p−1∑
k=1

k

k + 1
,
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implique que,

⟨vp, vq⟩ >
1

pq

(
q −

q−1∑
k=1

1

k + 1

)
or on a

⟨vp, vq⟩ >
1

pq

(
p−

p−1∑
k=1

1

k + 1

)
et avec la relation 4.2.20 du lemme 4.5 ; on obtient

⟨vp, vq⟩ >
1

pq
(q − γ − ψ (q))

et

⟨vp, vq⟩ >
1

pq
(p− γ − ψ (p)) .

d'où

⟨vp, vq⟩ >
1

pq
min {q − γ − ψ (q) , p− γ − ψ (p)} .

En�n on a

1

πpq
min {q − γ − ψ (q) , p− γ − ψ (p)} < 1

π
⟨vp, vq⟩ ≤

√
log p log q

pq
. (4.6.54)

Mais on a

pq⟨vp, vq⟩ = G (p, q) =

pq−1∑
r=1

(
ψ

(
r + 1

pq

)
− ψ

(
r

pq

)){
r

p

}{
r

q

}
.

De plus on utilise l'inégalité

ψ (x+ y) ≥ ψ (x) + ψ (y)

valable pour x > 0 et 0 < y < 1 [43].
Et prenant x = r

pq et y = 1
pq on obtient,

G (p, q) ≥ ψ

(
1

pq

) pq−1∑
r=1

{
r

p

}{
r

q

}
(4.6.55)

≥ (p− 1) (q − 1)

4
ψ

(
1

pq

)
. (4.6.56)

Les (4.6.54), (4.6.55) et (4.6.55) permettent d'obtnir,

1

pq
max

{
(p− 1) (q − 1)

4
ψ

(
1

pq

)
,min {q − γ − ψ (q) , p− γ − ψ (p)}

}
<

⟨vp, vq⟩ ≤

√
log p log q

pq
,
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d'où on a

2

π
max

{
(p− 1) (q − 1)

4
ψ

(
1

pq

)
min {q − γ − ψ (q) , p− γ − ψ (p)}

}
<

2

π
G (p, q) ≤ 2

π

√
pq log p log q.

Par la relation (3.2.8) du théorème 3.1 on obtient la relation (4.6.53).�
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Chapitre 5

Perspectives

5.1 Introduction

Nous envisageons de généraliser les résultats exposés aux chapitres 4 et 5. Pour cela nous
commençons par rappeler les résultats obtenus par S. Bettin et J.B. Conrey.

5.2 Aperçu sur les travaux de S. Bettin et J.B. Conrey

S. Bettin et J.B. Conrey [20, 21] ont étudié la somme

c0

( n
m

)
= −

m−1∑
k=1

k

m
cot

(
πkn

m

)
(5.2.1)

pour (n,m) = 1 et m ≥ 1.

où c0 est la valeur en s = 0 de D
(
s, n

m

)
, la fonction zéta d'Estermann dé�nie pour

ℜ (s) > 1 par

D
(
s,
n

m

)
:=
∑
k≥1

d (n) exp (2πikn/m)

ns
, (5.2.2)

où
d (n) =

∑
d|n

1

est le nombre des diviseurs de n

Ensuite ils ont montré que la somme c0 satisfait pour tout nombre rationnel x ̸= 0 la loi
de réciprocité [21],

xc0 (x) + c0

(
1

x

)
− 1

πDen (x)
= g (x) (5.2.3)

où Den (x) est le dénominateur de x quand x écrit sous sa forme réduite.
Le lien de c0 à V est donné par la relation

V (n,m) = −c0 (n̄,m)

La preuve est facile à établir.
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5.2. Aperçu sur les travaux de S. Bettin et J.B. Conrey

Dans [20], la généralisation de c0 à ca pour tout entier a a été dé�nit par

ca

( n
m

)
= ma

m−1∑
k=1

cot
πkn

m
ζ

(
−a, k

m

)
(5.2.4)

Cette somme apparait comme la valeur en s = 0 de la fonction d'Estermann :

D
(
s,
n

m

)
:=
∑
k≥1

σa (n) exp (2πikn/m)

ns
, ℜ (s) > 1, (5.2.5)

avec
σa (n) =

∑
d|n

da.

Ensuite, ils ont montré que ca satisfait la loi de réciprocité :

ca

( n
m

)
−
(m
n

)a+1
ca

(
−m
n

)
+
aζ (1− a)

πn
ma = −iζ (−a)ψa

( n
m

)
(5.2.6)

où

ψa (z) := Ea+1 (z)−
1

za+1
Ea+1

(
−1

z

)
(5.2.7)

et

Ea+1 (z) = 1 +
2

ζ (−a)
Sa (z) (5.2.8)

avec
Sa (z) :=

∑
k≥1

σ (z) exp (2πikz) (5.2.9)
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5.3. Définition de la somme des cotangentes de Vasyunin généralisée

5.3 Dé�nition de la somme des cotangentes de Vasyunin gé-
néralisée

La suite Bn des polynômes de Bernoulli est dé�nie par

B0 (x) = 1,

B1 (x) = x− 1

2
et

∀n ∈ N;B
′
n+1 (x) = (n+ 1)Bn (x)

Dé�nition 5.1. Soient n,m deux entiers positifs premiers entre eux. Pour tout entier ra-
tionnel a on dé�nit la somme des cotangentes de Vasyunin généralisée Va (n,m) par :

Va (n,m) =
na

a+ 1

m−1∑
k=1

Ba+1

({
kn

m

})
cot

πk

m
, a ≥ 0, (5.3.10)

et
(−1)a

mk (−a− 1)!

m−1∑
k=1

ψ

(
−a− 1,

{
kn

m

})
cot

πk

m
, a < 0 (5.3.11)

où

ψ (a, z) =
da+1

za+1
Γ (z) (5.3.12)

Pour a = 0 on obtient,

V0 (n,m) =

m−1∑
k=1

B1

({
kn

m

})
cot

πk

m

=

m−1∑
k=1

({
kn

m

}
− 1

2

)
cot

πk

m

=
m−1∑
k=1

{
kn

m

}
cot

πk

m

= V (n,m)

puisque
m−1∑
k=1

cot
πk

m
= 0.

Cette dé�nition générzlise la dé�nition des sommes de Vasyunin. L'idée est inspirée des
travaux de S. Bettin et B. Conrey [20] qui ont donnés une géralisation des sommes de
cotangentes de la manière suivante :

ca

( n
m

)
= ma

m−1∑
k=1

cot
πkn

m
ζ

(
−a, k

m

)
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5.3. Définition de la somme des cotangentes de Vasyunin généralisée

Ainsi pour a = l ≥ 0, on a

cl

( n
m

)
= −ml

m−1∑
k=1

cot

(
πkn

m

)
Bl+1

(
k
m

)
l + 1

et pour a = −l ≤ 0, on trouve,

c−l

( n
m

)
=

(−1)l

kn (l − 1)!

m−1∑
k=1

cot

(
πkn

m

)
ψ

(
l − 1,

k

m

)

ca ainsi dé�nie est une généralisation de la somme de dedekind s dé�nie par :

s
( n
m

)
= − 1

4m

m−1∑
k=1

cot

(
πk

m

)
cot

(
πkn

m

)
qui satisfait la loi classique de réciprocité :

s
( n
m

)
+ s

(m
n

)
− 1

12nm
=

1

12

( n
m

+
m

n
− 3
)

En e�et, on a :

c−1

( n
m

)
= 2πs

( n
m

)

Nous nous intéressons à la somme des cotangentes de Vasyunin liée à ça par la relation,

Va (n,m) = −ca (n̄,m)

où n̄n ≡ 1 (m) et 1 ≤ n̄ ≤ m− 1

Va satisfait la loi de réciprocité induite par ca, et on a

−Va (n,m) +
(m
n̄

)a+1
Va (−̄m, n̄) +

aζ (1− a)

πn̄
ma = −iζ (−a)ψa

( n̄
m

)
(5.3.13)

Questions :

1) Peut-on trouver la loi de réciprocité satisfaite par la somme symétrique
Va (n,m) + Va (m,n) ?

2) Dans le cas a = 0 peut-on améliorer la loi de réciprocité obtenue ?
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5.4. Hypothèse de Riemann

5.4 Hypothèse de Riemann

Báez-duarte propose de chercher une fonction de Beurling fn écrite sous forme

fn = c1e1 +

n∑
k=2

ckvk

de telle sorte
lim
n→∞

∥fn − χ∥ = 0

Si cette fonction existe, l'hypothèse de Riemann sera établit.
Ou encore on peut se satisfaire de la recherche de telle fonction pour que

lim
n→∞

dist (χ, fn) = 0

Nous rappelons que cette distance (chapitre1) est donnée par la formule :

d2n (χ, fn) = 1− ⟨χ, fn⟩2

∥fn∥2

5.4.1 Cas particulier c1 = 0

Lorsque on suppose c1 = 0, fn devient

fn =
n∑

k=2

ckvk.

Alors fn est périodique de période entier positif au plus égale N ! et la distance de χ à cette
fonction est donnée par,

d2n (χ, fn) = 1−

(∑n
k=1

fn(k)
k(k+1)

)2
∑n

k=1
f2
n(k)

k(k+1)

Posons p la période de fn. Alors, en faisant intervenir la fonction ψ cette distance peut être
exprimée par

d2n (χ, fn) = 1−

(∑p−1
r=1

(
ψ
(
r+1
p

)
− ψ

(
r
p

))
fn (r)

)2
∑p−1

r=1

(
ψ
(
r+1
p

)
− ψ

(
r
p

))
f2n (r)

(5.4.14)

Le numérateur de (5.4.14) (qui représente le produit scalaire ⟨χ, fn⟩) se simpli�e comme suit

p−1∑
r=1

(
ψ

(
r + 1

p

)
− ψ

(
r

p

))
fn (r) =

n∑
k=1

ck
log k

k
. (5.4.15)

Question :
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5.4. Hypothèse de Riemann

Peut-on exprimer la somme �nie

p−1∑
r=1

(
ψ

(
r + 1

p

)
− ψ

(
r

p

))
f2n (r)

indépendamment de la période p.
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Conclusion

Dans ce travail nous avons réussi à trouver une loi de réciprocité satisfaite par les sommes
des cotangentes de Vasyunin, similaire à celle satisfaite par les sommes de Dedekind. Cette
loi intervient dans le calcul de certains produits scalaires liés au critère de Báez-Duarté-
Balazard pour l'hypothèse de Riemann.

Di�érentes formules explicites et developpements asymptotiques de la somme des cotan-
gentes de Vasyunin ont été établies. En outre nous avons amélioré d'une manière signi�cative
les résultats dus à H. Maier et M. Th. Rassias concernant la somme V (1, n).
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