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CHAPITRE I   INTRODUCTION 

 

 

INTRODUCTION 

 

A travers une perspective du passé, il apparaît clairement que ce qui fait la 
particularité de l’Homme, est son insatiable soif de connaissances. Ceci se traduit 
clairement, dans son acharnement irréversible à comprendre les choses qui 
l’entourent. pour mieux les apprivoiser. 

Enfin, dans sa quête effrénée de connaissances et d’évolution, il passe d’un 
temps révolu ou l’on croyait que la terre était plate et limitée, à un monde ou la 
conquête des espaces est une réalité de tous les jours. Pour  en arriver la, toutes les 
sciences, aussi diverses soient-elles, se sont rapprochées pour adhérer au même 
idéal qui est ‘‘pour un meilleur avenir de l’Homme’’. 

Ainsi, parmi toutes ces sciences, l’ingénierie occupe une place de choix. 
En effet, puisque l’évolution d’un pays se mesure à toutes ses réalisations  
techniques et matérielles. Cependant,  l’évolution de ce domaine,  nécessite 
impérativement la maîtrise parfaite de tous les éléments  de base qui le constitue, 
et tout particulièrement celui des plaques et des coques. On remarque que ces 
dernières sont très largement utiliser particulièrement dans l’industrie lourde et 
légère, dans les structures civiles et industrielles dans l’aéronautique, l’aéronaval, 
l’aérospatial  ainsi que  bien d’autres applications. 

L’analyse des éléments de bases, et particulièrement celui des plaques, est 
généralement divisée en plusieurs catégories. Celles ci  dépendent  principalement 
des actions internes et externes agissent sur la structure. Elles se classent comme 
suit : . 

* plaque rigide : est l’exemple d’une plaque soumise à des efforts de 
flexions et de torsion et ou l’analyse est généralement assimile à celle des poutres. 

*plaque membranaire : Est l’exemple d’une plaque mince soumise à des 
efforts axiaux situes dans le plan moyen. 

*plaque flexionnelle : est une plaque soumise à des efforts combines de 
flexion et de membrane  

*plaque épaisse est l’exemple d’une plaque dont l’étude est conduite par 
la théorie de l’élasticité tridimensionnelle. 

De manière générale toutes les théories de structures font une nette 
distinction dans leur analyse, entre le comportement a petites déformations et 
celui a grands déplacements. Par conséquent, la théorie des plaques instaure la 
même distinction entre les deux comportements. Tel que l’un varie dans le 
domaine linéaire et l’autre  dans le domaine non linéaire. 
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Enfin, malgré la complexité de ce dernier  nous nous proposons ici 
d’explorer attentivement ce domaine, pour l’intérêt pratique  dont il fait l’objet  

 

OBJECTIF DE LA THÈSE 

L’objectif de cette recherche est donc, de développer une nouvelle 
approche numérique  pour : L’analyse non linéaire des  plaques minces et 
moyennement épaisses par la méthode des éléments finis  

Ainsi, une analyse approfondie est réalisée d’abord dans le domaine 
linéaire ou toutes les approches ‘‘traditionnelles’’ sont développées comme 
support aux méthodes plus récentes. Ensuite, l’analyse non linéaire est présentée 
d’une manière complémentaire mais non dissociés du domaine linéaire. 

Enfin, on arrive à l’essence même de cette recherche, qui est l’analyse de 
la non-linéarité géométrique par la méthode des éléments finis. 

Dans ce même cadre et pour assurer une coordination des idées 
développées précédemment, nous nous sommes proposés d’organiser ce travail en 
plusieurs chapitres  dont le résumé est comme suit : 

Le chapitre II   traite essentiellement des notions d’élasticité et de 
déformation des solides nécessaires à la compréhension de tous les 
développements présentes ultérieurement. 

Le chapitre III   concerne la théorie des plaques et des différentes 
approches utilisées dans la formulation de l’équation d’équilibre ainsi que les 
résolutions analytiques et numériques usuelles. 

Le chapitre IV   introduit la notion de non-linéarité et développe la 
théorie des grandes déformations ou il apparaît clairement que les résolutions 
analytiques sont limitées et qu’une solution numérique s’impose. 

Le chapitre V   développe la notion du traitement numérique de la non-
linéarité en exposant les différents procédés utilisés. 

Le chapitre VI   analyse la non-linéarité géométrique des plaques par la 
méthode des éléments finis et développe un modèle numérique approprié. 

Le chapitre VII   a pour but de valider les performances numériques de ce 
même modèle en programmant un logiciel de calcul adapté. L’utilisation de celui-
ci est valable pour plusieurs types d’éléments et applicable à des plaques de 
formes diverses. 

Pour une plus grande compréhension du sujet  il serait opportun de définir 
brièvement certains  mots clés et  tout particulièrement ce qui se rapporte à la non 
linéarité  
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Le problème non linéaire 

Dans le cas général, tous les phénomènes de mécanique des solides 
présentent des non-linéarités aussi bien géométrique que matériel. Cependant, 
pour des raisons pratiques ou des commodités d’applications  elles  utilisent des 
formulations  linéaires afin de simplifier la résolution du problème  posé. 

D’autres part, l’utilisation de la formulation non linéaire va nous 
permettre, en tant qu’analyste, de converger vers une solution plus réaliste du 
problème et donc d’approcher de plus prés le comportement de la structure 
analysée. La solution ainsi trouvée va nous permettre de prévoir les déformations 
et les contraintes limites. 

Parmi les cas pratiques on peut citer : le comportement des structures a 
grande déformation, le flambement des poutres, des plaques et des coques ainsi 
que tous les problèmes de déformation des sols et de mécanique des roches. 

Dans la méthode des déplacements, la non-linéarité se présente sous deux 
(2) formes bien distinctes  

* la première est la non-linéarité physique ou matériel qui est engendrée 
par les lois de la non-linéarité constitutive. 

* La deuxième est la non linéarité géométrique qui dérive des 
changements différentiels dans la géométrie du corps déformé. 

 

Classement du problème non linéaire 

En se basant sur les sources de la non-linéarité on peut classer le problème 
en trois (3) catégories : 

• La première fait intervenir la non-linéarité matérielle. 

• La deuxième fait intervenir uniquement la non-linéarité géométrique.  

• La troisième catégorie est engendrée par l’intervention simultanée de la non-
linéarité matérielle et géométrique. 

La première catégorie est facile à prévoir car elle englobe tous les 
problèmes dont les contraintes ne sont pas linéairement proportionnelles aux 
déformations. Ces dernières ainsi que les déplacements sont considérés petits par 
hypothèse (petit indique toujours des changements infinitésimaux dans la 
géométrie du corps et ou la distorsion de l’élément différentiel est négligée). On 
précise simplement que les déplacements correspondent aux changements de 
géométrie du solide alors que les déformations se rapportent à l’allongement 
interne de celui-ci. 
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Ce type de non-linéarité englobe en son sein plusieurs cas d’importance 
considérable, comme l’élastoplasticité des structures.  

D’autre part, bien que les équations linéaires (contrainte-déformation) 
soient supposées appartenir à la seconde catégorie, les problèmes induits par la 
non-linéarité géométrique prennent naissance dans la relation non linéaire 
(déformation-déplacement). En d’autres termes, cette catégorie englobe tous les 
cas de grands déplacements et déformations. De plus, on remarque l’existence 
d’une importante sous-classe qui matérialise l’effet des petites déformations et 
grands déplacements c’est le cas du flambement élastique des structures. 

Enfin, la troisième catégorie et non la moindre, combine la première et la 
deuxième théorie induite par la non-linéarité constitutive ainsi que la théorie de 
grandes déformations comme par exemple le caoutchouc. 

 

Résolution du problème non linéaire 

En général, tous les phénomènes de non-linéarité aussi bien géométrique 
que matériel sont traités numériquement d’une manière relativement simple 
malgré leur complexité ; Et ce, en fragmentant le domaine non linéaire en 
plusieurs sous domaines linéaires où la résolution est plus conviviale. L’avantage 
de cette technique permet une convergence vers une solution plus réaliste du 
problème, et donc d’approcher de plus près le comportement de la structure 
étudiée.  

Le développement de cette technique de base a donné naissance à 
plusieurs méthodes basées sur le même principe et classées selon leurs modes 
d’application en plusieurs catégories :  

Méthode incrémentale 

Méthode itérative 

Méthode mixte 

Dans le cadre de ce travail nous avons développé les trois méthodes en 
précisant les principes d’application fondamentaux de chacune d’elles et les 
différents algorithmes de résolution. 
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II  Solides déformables 
 

 

II.1)  Introduction 
 

Depuis toujours on sait qu’un corps solide soumis à l’action de force 
extérieure subit des déformations ou des déplacements relatifs. Si les déformations 
sont petites, ne dépassant pas une certaine valeur limites, après enlèvement des 
forces extérieures elles disparaissent. On dit que le corps est parfaitement 
élastique. De cette hypothèse toute la théorie de l’élasticité a été développée et 
utilisée depuis longtemps dans le calcul des structures et tout particulièrement 
dans celle des plaques. 

 

II.2) Théorie des contraintes : 
II.2.1) Tenseur des contraintes : 
L’équilibre d’un parallélépipède rectangle infinitésimal découpé en un 

milieu continu est représenté analytiquement par une matrice appelée Tenseur de 
contrainte qui à pour objectif de définir la contrainte en un point quelconque 
Μ (x, y, z) telle que 

[ ]










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



=

zzxyzx
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xzxyxx

σσσ
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σ                                                                                                 (II.1) 

avec   

xyσ  = yxσ    ; xyσ  = yxσ  ;   zyyz σσ =                                              (II.2) 

(d’après la loi de ‘’Cauchy’’) 
 

II.2.2)  Équation d’équilibre local : 
  Un corps est dit en équilibre si, sous l’action des forces extérieures, il est 

au repos. Il existe en général deux (02) types de forces extérieures :  

-   Les forces réparties sur la surface du corps (Force de surface). 

- Les forces réparties sur tout le volume du solide (Forces de volumes ou 
forces massiques). 

Pour étudier l’équilibre, considérons un petit élément dx, dy, dz Fig(II.1), 
cet élément est soumis, en plus de la distribution des contraintes, à une force de 
volume composante Fvx, Fvy, Fvz. Après développement, on obtient les équations 
différentielles d’équilibre en tout point du solide : 
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où  xγ , yγ , zγ  désignent les composants du vecteur accélération. 
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FIGURE(II.1):Représentation des contraintes sur un élément différentiel 
 

 

II.3) Théorie des déformations : 
On dit qu’un corps est déformé lorsqu’il y a changement des positions 

relatives des points du corps. En effet, on suppose que le corps considéré soit 
appuyé de sorte qu’aucun déplacement de ses particules ne sera possible sans 
déformation du corps lui-même avec u, v, w désignent le déplacement du point M 
à l’intérieur du solide c’est à dire : 
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En général les composantes qui définissent l’état complet des déformations 
sont les suivantes : 

- déformation en extension (déformation directe) 

- déformation en distorsion (déformation angulaire) 

 

II.3.1) Composante de la déformation : 
   a) Extension : 
La variante de la longueur d’un segment élémentaire quelconque est 

facilement calculable et nous donne après développement dans les 3 plans : 
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Tels que les premiers termes de ces égalités définissent les petites 
déformations tandis que la totalité de l’expression définit la théorie des grandes 
déformations. 

b) Distorsion :  
Considérons deux segments de droite; après déformation, la déviation 

totale est appelée déformation de cisaillement et désignée par : 

xyγ  dans le plan yx −  

yzγ  dans le plan zy −  

xzγ  dans le plan zx −  

Ainsi pour des déplacements infiniment petits mais assez importants pour 
ne pas être négligés 
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  On obtient ainsi la tenseur de déformation 
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II.3.2) Interprétation géométrique des déformations : 
Considérons l’élément tridimensionnel dx, dy, dz,  après déformation 

figure. (II.2) 
 

 

 

 

 

 

 

 

FIGURE. (II.2) : Elément déformé 

 
a) Extension : 
  Pour définir l’extension on considère le petit élément de fig. (II.2) dont la 

projection sur le plan (x-y) et (x-z) sont représenté en fig. (II.3a) et figure. (II.3b) 
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Figure(II.3a) : Projection sur le plan (x – y) 
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              Figure. (II.3.b) : Projection sur le plan (x – z) 
 
FIGURE (II.3)  projection de l’élément déformé sur les plans (X-Y) et (X-Z) 
 
b) Distorsion :  
       Considérons l’élément de la figure (II.4) projeté sur le plan (x – y) de 

la figure. (II.6) 
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FIGURE(II.4): Elément distordu 

 

II.4) Relations contrainte – déformation : 
         Dans les paragraphes précédents, on a développé certaines notions 

statiques(théorie de la contrainte) et cinématiques (théorie de déformation) qui 
sont nécessaires pour un développement théorique du comportement physique des 
corps d’une façon générale et des corps solides élastiques plus particulièrement. 
Mais, en réalité, la résolution de la plupart des problèmes de structure nécessite 
l’utilisation des lois de comportement du matériau . dans beaucoup de cas il suffit 
de faire l’hypothèse d’un comportement élastique linéaire ou quelque fois d’un 
comportement élastique parfaitement plastique. 

 

II.5) Théorie de l’élasticité : 
II.5.1) Introduction : 
 Soit un corps continu élastique isotrope soumis à des forces de volume 

données. On doit chercher dans tout le corps le champ de contraintes, ijσ , les 
déplacements, iU  et les déformations ijε . Ce problème peut se résoudre de deux 
manière : 

 

• Soit en recherchant d’abord le champ des contraintes ijσ , puis en 
déduisant, par la loi de HOOKE le champ des déformations, et les 

deplacements par intégration des relations ( 
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• Soit en recherchant d’abord le champ des déplacements iu , puis le 
champ de déformation et le champ de contrainte par la loi de HOOKE. 

 

Dans le premier cas, on résout le problème en intégrant les équations de 

BELTRAMI – MICHELL; dans le second, on le résout en intégrant l’équation 

fondamentale de l’élasticité de NAVIER. 

 

II.5.2) Équation fondamentale de l’élasticité : 

Si on remplace dans les équations d’équilibre les contraintes par leurs 

expressions en fonction des déformations lesquelles sont exprimées dans le 

tenseur ijε en fonction des déplacements on trouve l’équation : 
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II.5.3) Principe de superposition : 

L’effet d’une force peut être considéré dans les deux groupes suivants : 

 

Effet mécaniques : Réactions R, effets internes M, N, T, contraintes ijσ . 

Effet géométriques : déformations ijε , déplacement, et rotation. 

Le principe de superposition des effets est une conséquence à la fois de la 

linéarité de la loi de HOOKE; il s’énonce comme suit : 
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L’effet sur une structure linéairement élastique par plusieurs forces 

agissantes simultanément est égal à la somme des effets produit par chacune des 

forces agissant séparément.  

 

Remarque : 

Il est important de remarquer que le principe de superposition n’est valable 

que si l’on néglige l’effet des déformations de la structure sur le mode d’action 

des forces, c’est à dire si on évalue l’action des forces en utilisant la structure non 

déformée (théorie du premier ordre). 

 

Dans le cas où on doit tenir compte de l’effet du changement de géométrie 

de la structure sous le mode d’action des forces, le principe est inapplicable. 
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III . 1  GÉNÉRALITÉS 

 
 
Pour introduire le comportement d’un élément quelconque, il faudrait d’abord 

définir ce même élément qui est au sein d’une large gamme de solides tout aussi bien 
définis. Ainsi les structures utilisées peuvent être réparties en quatre  classes : 

• Les corps pleins ; 

• Les plaques et enveloppes du type voûte et coque ; 

• Les pièces allongées pleines du type arc et poutre ; 

• Les pièces allongées à parois minces. 

Dans la première classe se trouvent les pièces massives dont les dimensions sont du 
même ordre de grandeur dans toutes les directions. La détermination des tensions et des 
déformations fait l’objet de la Théorie de l’élasticité. 

La deuxième classe est constituée par des voiles minces dont deux des trois 
dimensions dans l’espace sont du même ordre de grandeur, la troisième est petite par 
rapport aux deux autres. Les exemples les plus simples sont les plaques et dalles minces de 
forme quelconque. Des méthodes de calcul spécial ont été mises au point à partir de la 
méthode de la Théorie de l’élasticité. 

Dans la troisième classe, se trouvent les arcs et les poutres dont l’étude fait l’objet 
de la Théorie des poutres. 

Enfin, la quatrième classe est constituée par les corps présentant des dimensions  
différentes dans chacune des directions. 

Une plaque est donc un élément de la 2ème classe, elle sera définie comme un solide 
élastique limité par deux plans parallèles distants d’une épaisseur e., Celle ci est supposée 
petite par rapport aux autres dimensions, et comporte un plan de symétrie au milieu appelé 
plan moyen (Sm). Par convention, ce dernier sera défini dans le plan (xy) et (oz) 
correspondant à l’axe transversal définissant l’épaisseur. Cette même plaque aura des 
comportements différents selon que l’épaisseur soit petite ou non et que le matériau 
constituant soit homogène, isotrope, anisotrope, orthotrope ou non. L’introduction de 
conditions aux limites définit d’une manière précise le comportement flexionnel ou 
membranaire de cette plaque. 
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III.2   Approche analytique 
 
 
Introduction : 
 Dans cette partie, il sera traité brièvement le comportement général des plaques 

dans un domaine aussi bien linéaire que non et où l’on pourra apprécier les différentes 
propriétés flexionnelles d’une plaque qui dépend en grande partie de son épaisseur et de sa 
déformation. C’est ainsi que l’on distingue 3 comportements  qui dépendent 
particulièrement de paramètres dimensionnels et flexionnels : 

1. Plaques minces à petite déformation ; 

2. Plaques minces à grande déformation ; 

3. Plaque épaisse ; 

L’évolution de leur comportement dans un domaine linéaire ou non linéaire sera 
liée directement à l’apparition de déformations importantes pouvant engendrer des efforts 
de cisaillement assez considérables pour ne pas être négligés et pour lesquels certaines 
hypothèses ou simplifications ne peuvent être admises. 

 

III.2.1) Fondement de la Théorie des plaques   
L’étude de la Théorie classique des plaques est basée essentiellement sur la Théorie 

de l’élasticité et plus particulièrement sur l’élasticité plane  (puisque l’on néglige les 
contraintes σz perpendiculaire au plan moyen de la plaque) où le développement 
mathématique allié au concept physique et géométrique donne une approche assez 
satisfaisante sur le comportement de la plaque. 

 

III.2.2) Comportement général des plaques  
Généralement, dans le domaine des plaques, on peut distinguer 2 comportements 

différents : 

– l’un flexionnel  < chargement transversal > 

– l’autre membranaire  < chargement dans le plan > 

Ces deux chargements  peuvent être appliqués simultanément, mais dans tous les 
cas, leurs effets seront découplés et étudiés individuellement dans le but de superposer 
leurs effets respectifs dans l’état de déformation ε = εM + εF.  Il est nécessaire donc  de 
définir clairement le cadre dans lequel évoluent les variantes du problème.  
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III.2.3)  Hypothèses de base  
Les plaques sont des structures tridimensionnelles dont une dimension, l’épaisseur 

e, est très inférieure aux autres. L’hypothèse de base est donc que dans cette direction, la 
déformation longitudinale, c’est-à-dire la variation de l’épaisseur, est nulle (la contrainte 
plane est négligée), Cela se traduit communément par  σzz = 0 dans un système d’axes 
local lié à la plaque, tel que représenté ci-dessous. Pour des raisons d’interprétation 
physique, c’est dans ce système que sont généralement calculés tous les déplacements, 
déformations et contraintes. [Fig III..1]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les plaques sont classées en 2 catégories : 

 

– Les plaques épaisses  

 

– Les plaques minces  

 

III.2.4 Déplacements et déformations  
Dans la Théorie des plaques homogènes, la référence est la surface moyenne (Sm). 

En tout point de cette surface et dans les axes absolus, les 3 déplacements et les 3 rotations 
usuels sont notés : Ux, Uy, Uz, βx, βy, βz. Dans les axes locaux, ils deviennent U, V, W, 
βx, βy, βz.   [fig. III..2] 

La flèche w est une fonction de x et y seulement : W = W (x,y) et les rotations sont 
celles de la normale aux plans de la plaque .La rotation βz dans le plan de la plaque est 
négligée, ce qui se comprend facilement étant donné la différence de rigidité     [Fig. III.1]. 
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La section droite est supposée rester droite après déformation, dans le système 
local. Cela se traduit par l’hypothèse que le déplacement total résulte de la superposition 
du déplacement du point correspondant à Z = 0 et d’un déplacement de flexion, soit : 
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Ces déplacements conduisent aux équations : 
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Pour un cisaillement non nul : 
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Le vecteur {ε} se divise en 2 parties, l’une indépendante de Z qui traduit les 
déformations de membranes  {εm} 
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L’autre dépendante de Z qui représente les déformations de flexion : 
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avec :             ε χF Z=              

< χ > : Vecteur de Courbures 

La déformation de cisaillement transversal s’écrit : 

< εc > = < ∂w/∂x + βx, ∂w/∂y + βy >                                   (2.5) 

 
Remarques importantes : 
 En ce qui concerne le cisaillement, il y a 2 théories : 

– La Théorie de Kirchhoff qui suppose le cisaillement nul 
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Soit : < εF > = Z < – ∂2w/∂x2 ,  – ∂2w/∂y2, – 2∂2w/∂x∂y >  
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– La Théorie de Mindlin qui ne néglige pas cet effort, ceci n’est valable 
théoriquement que pour les plaques épaisses ; mais physiquement, cela reste très 
controversé. (C’est ce qui fera l’objet de notre analyse). 

III.2.5) Contraintes et efforts résultants  
 Il est courant d’envisager dans le plan moyen de la plaque, les efforts plutôt 

que les contraintes ; cela conduit à distinguer : 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

                     Figure(III.4)  Efforts:orientations et définitions 

 

– Les efforts de membrane {N} tels que : 
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– Les efforts résultant de flexion, ou moments des contraintes : 
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– Les efforts tranchants, intégrale des composants de cisaillement : 

 { }Q
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2                                                             (2.10) 

– Les forces extérieures sont, elles aussi, intégrées dans la direction de 
l’épaisseur : 

 

• Force de volume :           { }Fv
Fvx
Fvy
Fvxy
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∫
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2                 (2.11) 

 

• Force de surface :     { }Ns
Nsx
Nsy
Qs

fsx
fsy
fsz
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                                         { }Ms
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e

=


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=


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
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∫
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2                            (2.13)   

Mst LMsx mMsy Msn mMsx LMsy
Nst LNsx mNsy Nsn mNsx LNsy

= + = − +
= + = − +

                             (2.14) 

avec : 
L Cos
m Sin

=
=

θ
θ

        θ : angle entre l’axe des x et la normale n   

III.2.6 Équation d’équilibre 
  En général, les efforts internes d’un point à un autre de la plaque 

chargée sont déterminer par les conditions d’équilibre Statique ou Dynamique. Ainsi, pour 
déterminer l’effort de cisaillement, par exemple Qx, Qy agissant sur la surface normale aux 
directions x et y, il est impossible d’utiliser la loi de Hook car les sollicitations ne sont pas 
liées directement aux déformations,. Il faut donc utiliser les équations différentielles 
d’équilibre qui s’écrivent de plusieurs manières, selon que sont considérés l’équilibre local 
en terme de contraintes, d’efforts ou de déplacement, ou l’équilibre global par la Théorie 
des travaux virtuels. 

 

 

 

a) Équilibre local : 
a.1). Équations en terme de contraintes : 
 Ces équations sont celles de l’élasticité,  qui s’écrivent : 
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{ } { }Fv div− + =ρ γ σ


0                                                         (2.15) 

En composante : 

∂σ
∂

ργ
ij

xj
Fvi i+ =                                                                       (2.16) 

{γ}     Vecteur accélération 

{Fv}  Vecteur des forces de volume 

{σ}     Tenseur de contrainte 

 

 a.2). Équation en terme d’efforts : 
Ces équations s’obtiennent à partir de l’équilibre d’un élément différentiel dxdy 

sous un état général de contrainte. On suppose que le poids propre n’affecte pas 
l’exactitude des résultats : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L’équilibre par rapport au plan moyen  

• Pour le cisaillement : 

∂
∂

∂
∂

Qx
x

Qy
y

Fvz+ − = 0                                                                  (2.17) 

• Pour le moment (suivant oy par exemple) 

x

zy

Figure (III.5 )  : Equilibre d’un élément dx dy
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Mxy
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                                                                (2.18) 

• Pour les forces de membranes : 

∂
∂

∂
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∂
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∂
∂
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Nxy
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y
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0

0
                                                               (2.19) 

Par exemple sur ox : 

[ Ν(x+dx) - Nx(x)] dy + [Nyn (x+dy) – Nxy(x) ] dx + Fvx dx dy = 0 

 

Donc en éliminant Qx, Qy de (2.17) il vient : 

02 2

22

2

2

=−++ Fvz
y
My

xy
Mxy

x
Mx

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

                                          (2.20) 

 
a.3). Equation d’équilibre en terme de déplacement : 
La Matrice de Coefficients élastiques dans le cas d’un matériau homogène, isotrope 

est noté [D]. Une intégration entre (-e/2, +e/2) des contraintes membranaires donne : 

Des forces : 

{N} = [Em]{εm}                                                                            (2.21) 
Des Moments :  

{M} = 
−

+

∫ e

e

2

2 [D] (z {εm} + z2{χ}) dz                                               (2.22) 

{M} = [Ef]{χ}                                                                               (2.22) 

avec :           [ ]




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EeE f                                         (2.21b) 
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Dans ces intégrations, les contraintes sont supposées constantes dans l’épaisseur, 
c’est-à-dire indépendantes de z. Pour le cisaillement, la question est plus complexe car cet 
effet n’est pas constant dans l’épaisseur. La R.D.M. donne  pour un matériau homogène 
classique une variation parabolique. En retenant cette hypothèse, la détermination de la 
fonction f(z) s’effectue à partir des conditions aux limites, c’est-à-dire : 

σ xz = 0    pour        Z
e

= +
2

        (respect. σ yz = 0  pour Z
e

= −
2

) 

d’où  [ ]Q f z dzx ou y xz ou yz ze

e

= =
−

+

∫ ( ) σ 0
2

2  

Dans ces conditions, la fonction f(z) doit vérifier : 

f z dz f e
e

e

( ) ,= ±





=
−

+

∫ 1
2

0
2

2 , 

Ce qui donne : 

f z z
e

z
e

( ) = −






2

1 4
2

2  

Il est donc possible d’écrire l’énergie de déformation due à la déformation de 
cisaillement : 

{ }[ ] { }cccC EU σσ 1

2
1 −=                                                                   (2.23) 

avec : 

[ ] 







=

10
01

6
5 eGEC                                                                     (2.23a) 

En utilisant les relations (2.21) dans (2.19) et (2.22) dans (2.19) on a : 
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Sur la surface ou les déplacements et les forces sont imposés .On a les équations 
d’équilibre du type déplacement en utilisant (2.14) dans (2.21) et (2.22) : 
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Avec : ( )212 υ−
=

EeDm                   raideur membranaire 

            Df = D = Dme
6

2

                raideur flexionnelle 

Remarque : On remarque que la raideur de flexion et beaucoup plus petite que la 
raideur membranaire, ce qui justifie que l’effet de la flexion est prédominant par rapport à 
l’effet de membrane. 

 

III.2.7)  Équation de la surface fléchie : 
Après avoir déterminé les différentes équations d’équilibre, il devient évident de 

déterminer l’équation qui régit la déformation de la plaque, et pour cela, il faut distinguer 
deux types d’approche et qui sont basées sur : 

– La théorie de Hencky–Mindlin ; 

– La théorie de Kirchhoff–love.  

Ces théories sont basées sur des hypothèses simplificatrices qui vont permettre de 
lier les déplacements aux contraintes à travers la loi de Hook et enfin les déplacements aux 
efforts extérieurs en utilisant les équations d’équilibre étudiées précédemment. 

 

 
III.2.7.1- Théorie de Hencky–Mindlin–Plaque épaisse. 
Dans le cas des plaques épaisses, le problème est considéré comme un problème à 3 

dimensions de l’élasticité linéaire. Par conséquent, l’analyse de la contrainte se complique 
et jusqu’à présent, le problème n’a été résolu que pour quelques cas particuliers. 
Cependant, pour les plaques relativement épaisses, Mindlin a apporté une simplification de 
manière à rendre le problème plus convivial. 
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III.2.7.1.a)- Hypothèses fondamentales  
 Ces hypothèses sont valables pour le cas de petites déformations : 

1) Il n’y a pas de déformation dans le plan moyen de la plaque. Ce plan reste 
neutre pendant la flexion (petite déformation). 

2) Les contraintes normales suivant une direction transversale à la plaque peuvent 
être négligées (σz # 0) 

3) Les points de la plaque situés initialement sur une normale au plan reste 
linéaire mais pas facilement normale après déformation, c’est-à-dire que les contraintes de 
cisaillement ne sont pas négligées. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
Figure (III.6) : Flexion  avec cisaillement 

Si on pose 
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Ce schéma se traduit en écrivant : 
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En terme de déformation : 
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III.2.7.1.b)- Déplacement, déformation et contraintes : 

Le déplacement dans le plan moyen n’est plus gouverné par les rotations 
∂
∂

∂
∂

w
x

w
y

,  

. Le mouvement dépend uniquement de Bx, By d’où : 

( )
( )

( )

U Z Bx x y

V Z Bx x y

W w x y

=

=

=










. ,

. ,

,

                                                                                     (2.27) 

Les déformations varient linéairement à travers l’épaisseur de la plaque et sont 
données par : 

La déformations de flexion : 
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La déformations de cisaillement vaut : 
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• L’état des contraintes en tout point de la plaque correspond à un état de 
contrainte plane (σz = 0), et pour un matériau homogène isotrope, on a : 

• Pour les contraintes : 
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Pour les efforts internes : 

– Déflexion : 
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– Cisaillement : 
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Plaque épaisse  
III.2.7.2. Equation de la surface fléchie.  
          Cas 1 : Chargement transversal  (Comportement flexionnel)  : 
Lorsque la plaque est chargée transversalement, on obtient les relations d’équilibre 

(2.17) et (2.16) que nous reformuleront en fonction des déplacements à travers les 
équations (2.21), (2.22) et (2.23). 
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Donc, il est possible d’éliminer les fonctions Bx et By des équations ci-dessus au 
prix de substitutions  fastidieuses mais rigoureuses pour aboutir à : 
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                D w D
KG e

w P∇ + ∇ =4 2  

chargé dans son plan et en état d’équilibre : 

D
pw

KGe
=∇+∇ 24 1                                                              (2.35) 

 

 
 
 
Cas 2 : Chargement dans le plan (comportement membranaire) :  
L’analyse sera faite de la même manière que précédemment à la différence près 1et 

que les équations d’équilibre seront obtenues à partir d’un élément différentiel  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure. (III.7) : élément différentiel de la plaque en équilibre 

 

Nous obtenons après projection sur les axes de référence : 

Dans le sens ox : 

∂
∂

∂
∂

Nx
x

Nxy
y

+ = 0                                                                    (2.36) 

Dans le sens oy : 

 

Ny 

Nx 

Nx 
 
Nx +          dx ∂Ny 

 ∂x 

 
Nx +          dx ∂Ny 

 ∂x 

 
Nxy +             dx  ∂Nxy 

 ∂x 
 
Nxy +            dy ∂Nxy 

 ∂y 

 
Ny +          dy ∂Ny 

 ∂y 
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∂
∂

∂
∂

Ny
y

Nxy
x

+ = 0                                                                    (2.37) 

Dans le sens oz : 

On tient compte des petits angles entre les forces Nx et Ny ainsi que la pente de la 
flèche dans la direction y et x, on aura : (2.38) 
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                                                    (2.38) 

En substituant  (2.36) et (2.37) dans (2.38) et en les injectant dans (2.35) on 
obtient l’équation : 









++=∇+∇

yx
wNxy

y
wNy

x
wNx

D
w

eGK
w

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂ 2

2

2

2

2
24 211

                    (2.39)  

 
Cas 3 : Combinaison de chargements transversales et axiales :   
Pour ce cas de figure, il suffit d’additionner les 2 effets l’un à l’autre et ce en 

rajoutant le terme de la charge transversale (q) aux second membre de l’équation ci-
dessus : 

∇ + ∇ = + + +



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
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∂
∂ ∂              (2.40) 

 
Plaques minces 
III.2.7.3. Théorie de Kirchhoff- love  
Dans l’étude des plaques minces à petites flèches, on introduit certaines hypothèses 

et limitations, qui ne portent pas seulement sur la plaque elle même 





 <

20
1

L
e et le 

matériau dont elle est constitue mais aussi sur le comportement de la plaque chargée. 
Ainsi, on se sert de la théorie de Kirchhoff définie par les hypothèses suivantes : 

III.2.7.3.a)- Hypothèses de bases : 
Pour un matériau parfaitement élastique homogène et isotrope et dans le cas de 

petite flèche on a : 
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1) Les sections initialement planes et normales à la surface fléchie restent planes 
et normales à cette même surface après déformation. Ceci revient à négliger le cisaillement 
transverse ⇒ϒxz = ϒyz = 0. 

2) La plaque est incompressible dans le sens perpendiculaire au feuillet moyen (εz 
= 0), on néglige donc les tensions normales et perpendiculaires à ce feuillet (hypothèses de 
contraintes planes σz = 0). 

3) Il n’y a pas de déformation dans le plan moyen de la plaque avant, pendant et 
après déformation (c’est-à-dire qu’il n’y a pas de force de cisaillement horizontale ni de 
forces normales agissant sur le côté de l’élément et ⇒ dT et dN sont nuls). 

 

III.2.7.3.b)- Déplacement, déformation et contrainte : 
A partir de l’hypothèse (1) c’est-à-dire ϒxz = ϒyz = 0 , on a :  εxz = εyz = 0 

où : 


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



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                                                              (2.41) 

En substituant ces résultats dans les équations (2.3), (2.4) et (2.5), on a : 

• Pour la flexion :                < > = < >ε χf Z  

Ou                                       < >= −χ
∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

2

2

2

2

2

2w
x

w
y

w
x y

, ,  

• Pour la déformation de membranes : 

                                            ε
∂
∂

∂
∂

∂ υ
∂

∂ υ
∂m

u
x

v
y y x

= +, ,  

• Pour les déformations de cisaillement : 

                                             ε c = 0  

Pour un état de contrainte et déformation plan (σz = 0 et εz = 0) on a : 

Les contraintes intérieures : 

• Les contraintes : 
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• Les moments et efforts tranchants : 
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III.2.7.4. Equation de la surface fléchie 
 
Chargement transversal : 
En substituant les relations (2.43) et (2.44) dans les équations d’équilibre (2.17) et 

(2.18) ou dans la relation (2.20), on aboutit à la et non moins célèbre équation de Sophie - 
Germain plus connue sous l’équation de Lagrange : 

∂
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2 2
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2w
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w
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w
y

P
D

w P
D

+ + =

∇ =

                                                            (2.45) 

 
Chargement dans le plan (axial) : 
L’approche et le développement est le même que celui du cas 2 des plaques 

épaisses à la différence près que l’équation qui régit la flexion de la plaque est différente 
on a donc l’équation générale après substitution : 
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Remplaçant Mx, My et Mxy par leur expression on aura : 
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 Combinaison de charges dans le plan et de charges transversales : 
Dans ce cas et comme précédemment, il nous suffit simplement d’ajouter la charge 

transversale au second membre de l’équation et on aura : 
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III.2.8. Résumé et conclusion :  
L’étude de la Méthode classique des plaques, est basée essentiellement sur la 

Théorie de l’élasticité dont le développement aboutit à un modèle mathématique cohérent 
et qui décrit avec une précision assez satisfaisante le comportement physique actuel de la 
plaque. C’est ainsi que la flexion des plaques est établie en utilisant de simples hypothèses 
basées sur les propriétés du matériau (linéaire, élastique, homogène, isotrope, etc.) et le 
comportement physique de la plaque. Bien que celles-ci soient nombreuses, les erreurs qui 
en résultent sont dues généralement à l’ordre de magnitude considéré. Le modèle de la 
flexion de la plaque est exprimé mathématiquement par une équation différentielle aux 
dérivées partielles et dont la solution rigoureuse est obtenue seulement dans certains cas 
particuliers simples. Les principales méthodes de résolution mathématique utilisées sont 
celles de Navier (double série de Fourier) et de Levy (série simple de Fourier) dont la 
convergence dépendra pour la première méthode de la continuité de la fonction de 
chargement. L’applicabilité de ces deux méthodes (Navier, Levy) peut s’étendre 
considérablement en utilisant la technique de superposition (c’est-à-dire l’addition de la 
solution homogène de l’équation différentielle à la solution particulière). 

 

En conclusion, nous pouvons résumer ce paragraphe par certaines remarques 
illustrant les avantages et les inconvénients des méthodes classiques de la théorie des 
plaques. Le mérite de ces méthodes est donc : 

 
1) La clarté du Modèle Mathématique 

2) L’application de solutions mathématiques rigoureuses du fait qu’elles 
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Constituent une source importante de la théorie fondamentale pour presque toutes 
les méthodes approximatives et numériques. 

Cependant elle constitue une méthode où le nombre de solutions exactes reste très 
limité ou encore très encombrant à l’utilisation voire impossible pour certains problèmes 
d’une importance considérable.   
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III.3   Approche Énergétique 
 
 

III.3.1) Introduction 
Après une brève étude sur l’approche analytique des plaques, qui nous a permis par 

ailleurs de synthétiser nos connaissances et de les enrichir, nous nous intéressons 
maintenant à une approche toute aussi intéressante que performante; Nous passons donc 
des méthodes d’équilibres et d’analyses des contraintes, écrite de manière locale, a des 
méthodes plus global et qui font appel aux principes variationnels; Ces méthodes 
consistent à minimiser l’énergie totale accumulée dans le solide élastique. 

 

III.3.2) Définition  
Avant d’énoncer le principe de cette méthode, il convient de définir clairement les 

parties énergétiques qui rentrent en jeu. 

 

III.3.2.1) Théorème du travail virtuel 
Le solide V, déformé, est en équilibre sous l’action des forces extérieures. A la 

déformation normale, il est ajouté une déformation due à un chargement virtuel {δ U}. Ce 
champ virtuel, fonction continue des coordonnées, est considéré comme infinitésimal et il 
n’affecte pas l’équilibre dû au champ vrai. Ceci s’exprime sous la forme suivante : 

 

vv
d∫σδε   = ∫

v
v udvf δ + ∫

s
s udsf δ =δ dU                                               (3.1) 

où le premier membre est le travail virtuel des forces intérieures dues aux 
contraintes; Le second membre le travail virtuel des forces extérieurs. 

Remarque : Ce théorème ne fait pas intervenir explicitement le comportement du 
matériau. 

 

III.3.2.2) Stationnarité de l’énergie potentielle 
Dans le chapitre précédent, la fonction densité d’énergie de déformation W a été 

définie comme suit : 

ε
σ

∂
∂

=
W

 

Si on l’injecte dans la relation (3.1) on obtient : 

{ } { } d
v s v

vvsv UdufdsufWd δδδ =







+=∫ ∫ ∫                                  (3.2) 
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ou U d’énergie de déformation totale. 

Pour arriver en fin au théorème des travaux virtuel qui prend forme 

0=∂=∂−∂ textd TU π                                                               (3.3) 

et qui s’énonce :  

En état d’équilibre, l’énergie potentielle totale π t  est stationnaire. c’est à dire : 

 Le thème de travail virtuel et la stationnarité de l’énergie sont 2 formes 
strictement équivalentes de l’écriture de l’équilibre.  

Remarque : Pour que l’équilibre soit stable, il faut que la différence en énergie soit 
positive. 00 >Π∂>−∂ textd ouTU  

 

III.3.2.3) Travail virtuel complémentaire  
Par définition, le travail virtuel complémentaire produit par l’état virtuel de 

contrainte δσ  et dans l’état de déformation [E] est égal au travail complémentaire effectué 
par les forces virtuelles extérieurs. Cette approche est, en contrainte, l’équivalente de la 
précédente en déplacement, telle que : 

 

{ } { }      ∫ ∫+=
v s

ssvvextc dfudfuT δδδ                                            (3.4) 

avec le minimum de l’énergie complémentaire 
 

( ) 0=−= extcdcc Tuδδπ                                                             (3.5) 

 

avec :  

                          ∫=
v

vijijdc dU δσεδ                  

 

III.3.2.4) Fonctionnelle de Reïssner  
Les deux principes vus ci-dessus sont ceux qui sont les plus utilisés en mécanique 

des structures. Le premier privilégie une approche déplacements, alors que le second 
privilégie une approche contrainte. Il est possible de conjuguer ces 2 approches dans le 
principe Reïssner. Dans ce cas, il existe à la fois des déplacements virtuels et des 
contraintes virtuelles- la fonctionnelle associée s’écrit : 

{ } extv cvR Td∫ +−><= πεσπ                                                   (3.6) 

Elle est stationnaire (et non minimum) à l’équilibre. Pour l’utiliser, il est 
indispensable de travailler avec les deux champs { }u  et { }σ . Cette fonctionnelle est utilisée 
dans certaines études de plaques ; elle est associée à des éléments finis dits hybrides. 
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III.3.2.5) Solutions approchées des formulations variationnelles  
L’idée de base de ces méthodes est de représenter la solution par une combinaison 

linéaire finie de fonctions connues, les coefficients multiplicateurs étant déterminés pour la 
meilleure solution. Les coefficients sont ajustés de manière à minimiser l’écart entre la 
solution exacte et approchée. Parmi toutes les méthodes nous nous intéressons tout 
particulièrement : à la méthode de Ritz, qui servira à la résolution de certains problèmes de 
plaques. 

 

III.3.2.6) Méthode de Ritz  
La méthode de Ritz consiste à minimiser la fonctionnelle π  autant de fois qu’il y a 

d’inconnues.(6) : 
 

                     








=

=

0/
...

0./
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a

a

δδπ

δδπ
                 

 

III.3.3) Application de la méthode énergétique à la flexion  
des plaques 

Cette méthode nous permet de résoudre toutes sortes de problèmes et s’avère 
efficace pour la résolution de système de forme irrégulière, de changement non uniforme, 
de section variable ainsi que de matériaux anisotropes. 

 

III.3.3.1) Plaques à épaisseur constante avec petite 
déformation 

Pour un solide élastique à 3 dimensions, l’énergie de déformation (potentiel) 
s’exprime par la relation : 

 

{ }∫ +++++=
v

yzyzxzxzxyxyzzyyxxd dvU γσγσγσεσεσεσ
2
1                        (3.7) 

Dans le cas des plaques à épaisseur constante : 

La contrainte normale au plan moyen est nulle d’ou : 

  

 

                     *  0=zσ  

                     *  ∫
v

xzxz dvγσ     négligeable 
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                       * ∫
v

yzyz dvγσ    négligeable 

 

  Ces deux  dernières conditions traduisent la non influence des efforts 
tranchants sur les flèches. 
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avec pour un matériau isotrope homogène  
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il en résulte : 
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pour des plaques à épaisseur constante en terme de flèches : 
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pour une charge répartie qdxdy  positionnée par W on a :  

∫∫−= yxext dqdT ω  

d’ou l’énergie totale du système en terme de variationnelles 
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avec :                                      extd TU −=π                                             (3.12) 

 Le problème de la flexion des plaques consiste alors à trouver les fonctions W (x, 
y) qui satisfait aux conditions aux limites du problème et qui rend π  minimale. On obtient 
assez facilement une solution approchée en choisissant une déformée du type 

( ) ( )yxayxaw nn ,....,11 φφ ++=  
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avec : ( )φ x y, : Représente la surface fléchie de la plaque. 

On obtient après intégration une fonction du 2ème ordre à coefficients inconnus, Ces 
coefficients sont alors choisis de manière à ce que l’intégrale π  soit minimum. 

δ π
δ

δ π
δ

a

an

1

0

0

=

=










                                                                                      (3.13) 

C’est un système à N équations linéaires et à N inconnues( a an1..... ). 

 

III.3.3.2) Énergie de déformation, énergie totale.  
Les contraintes et déformations sont séparées en terme de membrane, flexion et 

cisaillement, respectivement désignées par les indices m, f, c il s’ensuit que  

dcdfdmd UUUU ++=                                                                     (3.14) 

La forme générale de Ud est : 
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1                                 (3.15) 

Après intégration dans la direction Oz les différentes composantes de Ud 
apparaissent clairement 

{ } { } { }∫ ++=
sm

cmd dsQMNU εχε
2
1                                           (3.16) 

Une autre expression se  déduit de (2.2.1) et (2.2.2) 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }[ ]dsU
sm

cccfmmmd ∫ ∆+∆+∆= εεχχεε
2
1                       (3.17) 

Remarque : Le couplage flexion –  membrane est généralement nul puisque 

l’intégrale sur (
2

,
2

ee
−  ) des termes en z est nulle. Les exceptions à ce couplage sont 

fournies par les plaques stratifiées non – symétrique par rapport au plan z=0. 

En terme de déplacements, les différents termes de l’énergie de déformation  
s’écrivent : 
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Le potentiel des forces extérieures vaut : 

{ }∫=
v

ext dvFuT                                                                       (3.19) 

ou, en séparant les différents effets  

{ }∫ ∫
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s
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v ds
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M
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N

wvudsFu ββ                    (3.20) 

Les conditions de stationnarité de la fonction énergie totale s’expriment par 
l’équation générale 

( ) 0=− extd TUδ                                                                       (3.21) 

et conduisant aux même équations que celle donnée par le théorème du travail 
virtuel (3.3) 

 

Résumé et conclusion  
Dans ce chapitre il a été développé brièvement les méthodes énergétiques les plus 

utilisées en Mécanique des structures et tout particulièrement pour les plaques où les 
principes fondamentaux ont été énoncés clairement à travers les formules et les équations 
déduites, Ainsi l’on constate par exemple que le premier théorème privilégie une approche 
déplacement le second privilégie une approche contrainte alors que le théorème de 
Reïssner démontre que l’on peut conjuguer ces 2 approches. 

 Enfin, a la lumière de cette étude, il apparaît clairement que les méthodes 
énergétiques restent des approches très efficaces à la résolution de toutes les situations ou 
il y a irrégularité de forme ou de chargement. Ces méthodes ne sont applicables que dans 
le cadre de leur hypothèse ou le comportement de la plaque reste toujours linéairement 
élastique. 

 Cependant, le choix de la flèche reste très important, car il n’est pas arbitraire et 
doit non seulement satisfaire aux conditions aux limites, mais aussi représente le plus 
réellement possible le comportement de la surface fléchie de la plaque, ce qui ne peut être 
toujours réalisable. De ce choix, dépendra l’exactitude de la solution. 
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III. 4   Approches Numériques  

 

 

Introduction  
L’étude des problèmes d’élasticité revient généralement à la résolution d’un 

système d’équation aux dérivées partielles avec des conditions données sur le contour. 
Bien souvent il est difficile d’obtenir une solution analytique exacte de ces équations. Afin 
de  surmonter cet handicape ,on doit donc recourir à des méthodes numériques approchées, 
découverts au début de notre siècle. Parmi les méthodes applicables aux plaques on a : 

 

1) La méthode des bandes finies  
2) La méthode des éléments aux frontières 
3)  La méthode des différences finies  
4)  La méthode des éléments finis 
 

Ces derniers consistent a converger dans l’espace et dans le temps vers la solution 
exacte.,  

On précise que  l’une des méthodes de base des plus importante  est la méthode des 
différences finies dont le principe est relate ci dessous :. 

 

III.4.1 - Méthode des différences finies 
 Cette méthode consiste à remplacer les équations différentielles de la plaque par 

des équations aux différences finies. Les inconnues sont les valeurs prises par la fonction 
en un certain nombre de points convenablement choisis et le problème revient donc à 
résoudre un système d’équation linéaire. 

En général la structure de la méthode des différences finies reste très puissante dans 
la résolution manuelle des problèmes, L’amélioration des résultats est obtenue à partir de 
l’extension de la série de Taylor, qui est utilisée généralement pour résoudre les équations 
différentielles en tous points et pour chaque expression de différence finie. Une attention 
particulière est tournée vers : 

- La représentation des forces   

- Les conditions aux limites du problème. 
Effectivement, une quelconque erreur dans la formulation des conditions aux limites réduit 
considérablement l’exactitude obtenue en gain dans les développements précédents. Il est 
important de remarquer que bien que ces méthodes améliorées demandent d’avantage de 
travail, elles ont prouvé qu’elles étaient plus économiques que les méthodes ordinaires.  
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III.4.2  - Méthode des éléments finis 
L’arrivée révolutionnaire de l’informatique sur le marché mondial et la percée 

fulgurante qu’il comptabilisera dans tout les domaines, va favoriser le développement et 
l’évolution rapide d’une méthode qui connaîtra elle aussi le succès et la généralisation pour 
sa performance, sa rapidité et son économie. 

La méthode des éléments finis est donc apparue suite à l’incapacité des méthodes 
matricielles à résoudre certains problèmes ayant des géométrie aussi divers que complexes, 
pour lesquelles on ne possède pas de solution analytique (plaques, coques,…etc.). Cette 
méthode est basée sur les techniques d’approximations dont le principe de base est de 
remplacer la résolution d’un problème continu à nombre infini d’inconnues par celle d’un 
problème à un nombre fini d’inconnu : Les coordonnées généralisé  définissent la 
«meilleure» approximation en minimisant un critère, soit une énergie potentielle, soit une  
d’erreur ou encore en exprimant les conditions d’orthogonalités de l’erreur avec des 
fonctions de pondération données. On a donc la classification des méthodes 
d’approximation suivante :  

- Méthode universelle : utilisée pour les formulations locales du problème [Méthode 
Galerkin, méthode moindre carré, collocation par point]  

- Méthode variationnelle : utilisée pour les formulations variationnelle ou globale [Méthode 
de Ritz, méthode Kantorovitch...] 

L’extension de ces méthodes variationnelles va permettre l’analyse des structures 
complexe par la Méthode des Éléments Finis (M.E.F). 

 

III.4.2.1) Principe de base de la M.E.F 
Nous avons dit que la M.E.F permettait de ramener les problèmes de milieu continu 

à des problèmes discrets de nombre finis d’inconnus qui sont déterminés par application de 
critères énergétiques. Ces paramètres sont de nature différente selon la méthode employée. 
On peut distinguer deux classes de méthodes matricielles : 

- La méthode des forces : Dans laquelle les paramètres inconnus sont les contraintes et les 
forces résultantes dans l’élément. 

- La méthode des déplacements : Dans laquelle les paramètres inconnus sont les 
déplacements aux nœuds. 

 L’utilisation de techniques matricielles sont amenées successivement à s’intéresser 
à deux  niveaux de formations : 

- La formulation élémentaire au niveau de l’élément fini 

- La formulation globale au niveau de la structure. 

 
III.4.2.2) Fondement de la M.E.F 

1- Le domaine  D est discretisé en sous domaines De, de dimension finie, ou éléments finis, de telle 
manière qu’il n’y ait ni trous entre éléments, ni recouvrements des éléments. Il est  aussi 
souhaitable qu’il y ait le moins d’erreurs possibles dans le représentation de la frontière de D. Le 
résultat de cette discretisation constitue le maillage des éléments finis. 
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2- Dans chaque sous domaine De,  la fonction F  qu’il faut calculer est approchée de manière nodale. 
Cette terminologie est employée pour définir une approximation, complètement caractérisée par les 
valeurs que prend  F en un certain nombre de points ou nœuds de l’élément fini De. 

L’approximation est supposée nulle dans tous les autres éléments dont la réunion 
constitue D. Les approximations dans chacun des éléments sont construites de telle sorte 
que l’approximation globale soit partout continue. 

 

III.4.2.3) Discrétisation  du Domaine 
Il s’agit de découper le domaine initial en un certain nombre d’éléments de taille 

finie (d’ou le nom de la méthode) . Généralement, pour un domaine donné, ces élément ont 
la même forme géométrique : Triangle, Rectangle .....Ce n’est pas une obligation mais une 
commodité ou une contrainte dictée par des considérations de continuité . Evidemment ces 
éléments sont de types différents si le domaine à discrétiser est une ligne, une surface ou 
un volume . 

 

III.4.2.4) Approximation nodale 
A l’intérieur de chaque élément, la fonction recherché est approximée nodalement. 

Pour construire cette approximation nodale, il faut choisir des fonctions de base. Dans la 

MEF ce sont des polynômes du type : par exemple :     ( )∑
=

−=
1

1

1

i

ixaiU   

Pour obtenir la forme nodale de ces approximations polynomiales, il faut exprimer 
les coefficients ai en fonction des valeurs du déplacement U ; ainsi on peut écrire ou 
formuler 

{ } [ ]{ }ee aU φ=                                                                                   (4.1) 

[ ]φ    : Matrice de fonction base de l’approximation. 

{ }ea  : Vecteur de coordonnée généralisé de l’élément. 

Cette relation définie, elle ne peut résoudre le problème global car les coordonnées 
généralisées varient d’un élément à un autre, il est donc nécessaire d’adopter de nouvelles 
variables physiques permettant d’assurer la compatibilité des déplacements et d’exprimer 
les conditions d’équilibres aux nœuds.. on peut alors exprimer l’approximation du champ 
de déplacement sous forme : 

 

{ } [ ]{ }ee qAU =                                                                           (4.2) 

 

  [ ]A   : Matrice d’interpolation dans les éléments sont des coordonnées dans 
l’espace. 

  { }eq  : Vecteur de déplacement nodal qui regroupe les déplacements aux nœuds et 
éventuellement leur dérivée. 
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III.4.2.5) Propriétés des éléments de type déplacement  
Il y a des propriétés à vérifier qui sont nécessaire au niveau de l’élément afin 

d’obtenir de bonnes solutions au niveau de la structure complète comme : 

*La complétude 

*La compatibilité 

*La convergence 

On distingue aussi deux types d’éléments : 

*Les élément finis conformes 

*Les élément finis non conformes  . 

 

III.4.2.6) Assemblage 

Dans la plupart des cas l’approximation par élément fini génère donc un champ 
continu, dont la valeur en tout point dépend des valeurs aux nœuds d’approximation de 
l’EF considéré. Les règles d’assemblage peuvent différer selon les problèmes traités, mais 
le plus souvent, il s’agit de superposer la contribution de chaque élément. 

 

III.4.2.7) Formulation matricielle de l’équilibre statique 
4.7.1) Relations matricielles de l’élasticité  
Il est maintenant possible avec tout ce qui précède de formuler un problème 

d’élasticité (statique) sous une forme directement utilisable par la M.E.F.  

Le problème considéré fait tout d’abord abstraction d’éventuels effets thermiques. 

 Les différentes équations, variables, ... etc. sont mises sous forme matricielle ou 
vectorielle pour pouvoir programmer facilement. C’est ainsi que les déformations et 
contraintes sont respectivement représenté par des vecteur lignes : 

yzxzxyzzyyxx σσσσσσσ ,,,,,=                                          (4.3) 

yzxzxyzzyyxx εεεεεεε ,,,,,=
                                        (4.4) 
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et le travail virtuel par unité de volume des forces internes ou contraintes qui 

devient : 

{ }εδσδεσ =ijij                                                    (4.5) 

- Dans le cas d’un matériau linéaire, élastique cette relation représente la variation 
de la densité d’énergie de déformation. 

 { }εσ
2
1

=dU                                                          (4.6) 

- Les relations contraintes déformation ont la forme 

{ } [ ]{ }εσ C=                                                             (4.7) 

    [C] : Matrice des coefficients caractéristiques du matériau, symétrique, 
dépendant de E et ν  ou de λ  et µ . 

- Les relations déformation déplacement ont la forme :  

{ } [ ]{ }UB=ε                                                               (4.8) 

[B] : Opérateur différentiel matriciel. Les relations d’équilibre deviennent alors :  

[ ] { } { } 0=+ fB T σ                                                       (4.9) 

  Soit par exemple pour un problème à 2 dimensions   
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                                                (4.10) 

  En utilisant les relations précédantes et par substitution, le théorème des travaux 
virtuels peut prendre les différentes formes suivantes : 

{ } { } { }

[ ]{ } { } { }

[ ] { } { } { }∫ ∫∫

∫ ∫∫

∫ ∫∫
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−
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1

                                            (4.11) 
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ou enfin  

[ ] [ ][ ]{ } { } { }∫∫∫ +=
svv

T dsutdvufdvuBcBu δδδ                               (4.12) 

Le travail des contraintes apparaît donc comme une forme bilinéaire symétrique des 
déplacements. C’est sous cette forme intégrale que le problème est résolu par la méthode 
des éléments finis dit aux déplacements. D’autres méthodes existent développées à partir 
d’une formulation en terme de contraintes ou en terme de contraintes et de déplacement 
dite méthode hybride. 

 

4.7.2) Formulation Isoparamétrique  
L’efficacité d’une méthode sera toujours conditionnée par le nombre d’éléments 

utilisés (temps de calcul) ainsi que la convergence de sa solution. Par ailleurs une 
modélisation correcte exige une bonne présentation des bords courbes; avec des éléments à 
bords droits il faut des maillages finis donc de nombreux éléments.  

Le concept d’isoparamétrie permet à la fois de systématiser l’utilisation des 
variables réduite, et de générer des éléments finis à bords courbes; il est donc très 
avantageux pour certaines discritisations.  

 

4.7.3) Le concept d’isoparamétrie  
Un élément est dit isoparamétrique, lorsque les fonctions géométriques sont 

identiques aux fonctions du champs de déplacement c’est à dire lorsque les nœuds 
géométriques se confondent avec les nœuds d’interpolation des déplacements. 

( ) ( )ϕηζϕηζ ,,,, NN =  

  Si l’approximation des coordonnées fait intervenir des fonctions jN d’un ordre 
supérieur à celle des déplacements, l’élément est dit superparamétrique, alors que dans le 
cas inverse, il est subparamétriques.   

- Les éléments isoparamétriques les plus connus en deux dimension : 

 - Le rectangle à 4 nœuds (Q4) 

 - Le quadrilatère à 8 nœuds (Q8) 

 - Le triangle à 3 nœuds   

 

On définit par ailleurs les termes espace vrai et espace parent tel que l’un 
représente l’élément aux coordonnées ( ) 1, =iii yx tans que l’autre représente l’élément aux 
coordonnées ( )ηξ  variant entre  : (-1, 1) pour chaque sommets.  

 

4.7.4) Dérivation et intégration  
En mécanique, 2 opérations sont faites, l’une pour passer des déplacements aux 

déformations, l’autre pour calculer le travail virtuel. Dans le cas d’un élément 
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isoparamétrique ou les fonctions appartiennent à l’espace parent il faut effectuer une 
dérivation en chaîne ce qui n’est pas toujours facile. C’est ainsi qu’apparaît le Jacobien :   

a) Dérivation en trois dimensions (3D) : 
 Le passage d’un repère à un autre est conditionné par une matrice appelée 

Jacobien. 
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b) Intégration 
L’intégration intervient généralement pour calculer les coefficients de la matrice 

raideur. Une intégration en x, y, z devient une intégrale ξηζ ,, illustré comme suit : 

( ) ( )∫ ∫ ∫∫
+

−

+

−

+

−
==

1

1

1

1

1

1
det,,,, ξηζξηζ dddJHdvzyxFI

ve
e                    (4.14) 

qui numériquement s’exprime avec la méthode d’intégration de GAUSS sous la 
forme : 

( )∑∑∑
= = =

=
n

i
kji

m

j

p

k

JWWWHI
1 1 1

det,, ξηζ                                             (4.15) 

ou  n, m, p  représente le nombre de points d’intégration de Gauss 

     kji WWW ,,  représente les coefficients de pondération 

     kji ξηζ ,,  désigne les coordonnées des points d’intégration 

Remarque : 
 La formulation isoparamétrique est aujourd’hui très largement utilisé pour les 

qualités qu’elle présente spécialement au plan numérique, puisque toutes les opérations 
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s’effectuent dans le domaine parent. Sauf pour certains cas particuliers : éléments 
axisymétrique, élément pour simuler le comportement au fond de fissures, élément 
frontière ou contact. 

 

 
III.4.2.8) Analyse des plaques par la M.E.F : 
L’étude des éléments plaques en flexion et de coques s’avère très importante pour 

l’analyse de nombreux types de structures,.C’est à ce titre que l’on s’intéressera 
particulièrement à l’analyse des plaques en flexion en rappelant les différentes théories des 
plaques, et leurs domaines de validité. Ensuite nous présenterons les différentes classes 
d’éléments de plaques : 

* Plaques minces sans effet de cisaillement qui évoluent généralement dans le 
domaine linéaire. 

* Plaques minces et épaisses avec prise en compte de l’effet du cisaillement 
transverse et dont le comportement tend à montrer des non linéarité géométriques ou 
matérielles .Ou encore tout simplement, dans le domaine linéaire la prise en compte du 
cisaillement aussi minime soit-il. 

 

4.8.1) Classification  
 * Les éléments de plaque en flexion peuvent être classés en trois  catégories :  

* Les éléments basés sur la théorie de KIRCHOFF (sans effet de cisaillement). 

* Les éléments basés sur la théorie de HENCKY-MINDLIN (avec effet de 
cisaillement). 

* Les éléments obtenus à partir d’éléments isoparamétriques de volume.  

Les  plaques sous l’effet membranaire  peuvent être étudiés par deux  types d’éléments : 

* élément isoparamétrique triangle à 3, 6, 9 nœuds  

* élément isoparamétrique quadrilatère à 4, 8, 12 nœuds à bords droit, paraboliques 
ou cubiques. Il est possible de trouver des éléments qui comportent des nœuds intérieurs 
supplémentaires pour ce qui concerne l’approximation nodale en déplacement (par 
exemple le quadrilatère à 9 nœuds).  

 
4.8.2) Éléments basés sur la théorie de KIRCHHOFF  
 La formulation de cet élément ne nécessite pas que l’approximation de la 

composante transverse du déplacement ainsi que la rotation telle que : 
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de la même manière que l’énergie de déformation qui se déduit se décompose en 
énergie de membrane et de flexion. Cette dernière ne fait plus intervenir les 
rotations yx ββ , et/ou leurs dérivées mais seulement la déflexion ω .  

Pour un matériau homogène et isotrope  puisque yx y
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 La présence des dérivées secondes en x et y sous le signe  ∫ oblige à une 

continuité C1, or celle-ci est difficile ou impossible à réaliser, à la fois pour les  

dérivées en x et pour celle en y. C’est la raison pour laquelle il y a eu tant d’efforts 
entrepris pour trouver des éléments finis de plaques acceptables. 

  Ainsi plusieurs développements ont été élaborés dans le but d’approcher la 
solution exacte avec un minimum d’erreurs, ceci donc a donné naissance à 2 types 
d’éléments de plaque en flexion : 

 * Triangulaire (9 d.d.l)  

 * quadrilatère (12 d.d.l) 

On distingue 2 catégories principales dans lesquelles évoluent ces éléments : 

 * Les triangles et rectangles non conforme : leur développement peut être 
complet ou incomplet mais dans tous les cas la convergence est problématique ou encore 
leur utilisation limitée. 

 * Triangle et quadrilatère conforme : plusieurs autres comme 
ZIENKKIEWICZ, CLOUGH et TOUCHER ont développé un triangle conforme en se 
basant respectivement sur la connexion du champ de déplacement (de manière à rendre 
linéaire la variation de la pente interface) et la formulation par sous domaine (subdivision 
en 3 triangle complet). 

 Néanmoins la conformité ainsi obtenue se paie par un manque de précision ou une 
excessive rigidité.  

Fort heureusement l’approche de l’élément quadrilatère conforme de FRAEJS de 
VEUBEKE (avec des nœuds additionnels d’interface et la subdivision en 4 triangle de ce 
même élément) présente le meilleur compromis : 

Simplicité – précision que peut offrir un élément de plaque en flexion de 
KIRCHHOFF 

 

 

4.8.3) Éléments basés sur la théorie de HENCKEY -MINDLIN : 
En effet les éléments basés sur la théorie de HENKEY – MIDLIN sont les mieux 

adaptés dans le cas des plaques d’épaisseurs modérées. Leurs formulations est basée sur 
une approximation de 3 variantes indépendantes yx ββω ,, la condition de compatibilité inter 
élément ne nécessite qu’une continuité C0. 
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 Cependant et jusqu’à un passé récent, ce type d’élément ne pouvait être utilisé pour 
la modélisation de plaque mince à cause de la dégradation numérique dénommé 
«Verrouillage» ou «Shear looking» qui se conçoit aisément puisque les termes de flexion 
varient comme e3, alors que ceux de cisaillement varient comme e et qu’il y a, par 
hypothèse de construction, indépendance des 2 effets; Il s’agit donc ici de verrouillage par 
cisaillement,. l’apparition donc de 2 méthodes qui permettent l’utilisation de ces éléments, 
pour des problèmes de plaque mince n’étaient que la bien venues; l’une de ces méthodes 
est fondé sur la prise en compte d’hypothèses de KIRCHOFF discritisé, l’autre méthode est 
basée sur l’intégration réduite dont l’approche est basée sur une formulation d’éléments 
isoparamétriques de volume permettant d’obtenir des résultats satisfaisant dans le cas des 
plaques minces et ou d’épaisseurs modérés ainsi que dans le cas de coque courbe. 

 

4.8.4) Formulation de l’élément plaque  
L’élément fini isoparamétrique a huit nœuds de type «SERINDIP», s’adapte 

parfaitement aux hypothèses de la théorie de HENCKY – MINDLIN cela est dû 
principalement aux qualités qu’il présente. (1) Ces frontières contiennent 3 nœuds ce qui 
va lui permettre de simuler aussi bien la frontière droite que courbe. (2) Elément 
isoparamétrique (même interpolation géométrique – déplacement). (3) du fait que la 
convergence est fonction de la taille des éléments et du degré du polynôme choisi, il est 
préférable d’adopter un champ de déplacement linéaire. 

                                                                                                                η  

X                                                                                                

 

                                                                                                               ξ  

 

                                         y 

a- repère physique                                         b- repère paramétrique 

 
Figure. (III.8) Elément de plaque isoparamétrique quadratique 

 
 

Soit les approximations de yx ββω ,,  
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telle que :  

 

          ω  : déplacement transversal du feuillet moyen  

 yx ββ ,  : Rotation des normales autour de x, y  

* Au nœuds principaux :  

( )( )( )( )1111
4
1

−++++= iiiiiiN ηηζζζζηηζζ                              i= 1, 3, 5, 7 

* Au nœuds d’interfaces : 

( )( ) ( )( )2222 11
2
111

2
1

ζηηηηζζζ −++−+= iiiiiN                          i= 2, 4, 6, 8  

 
Remarque : 
La matrice Jacobiènne [J] pour le calcul de la matrice de rigidité, Masse 
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On obtient aussi la matrice de déformation 

 
 
a) Flexion : 
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{ } [ ]{ }uAfF =ε                                                                         (4.20) 

 

 
b) Cisaillement : 
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{ } [ ]{ }uAcc =ε                                                                      (4.22) 

 

8.5) L’énergie de formation de la plaque 
Elle est calculée pour l’effet membrane nulle et le phénomène de flexion et 

cisaillement sont  couplés (TH - MINDLIN) d’où : 

 

dcdFd UUU +=                                                                       (4.23) 

a – Flexion : 
 Avec ces développements les relations entre le vecteur des courbes et celui des 

rotations prennent la forme : 
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  Cette expression matriciellement est résumé par :  
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{ } [ ]{ }βχ cH=                                                                          (4.25) 

  et dFU  s’écrit finalement  

[ ] [ ] [ ][ ] { }ββ dsHDHU
sm

ff
T

fdF ∫=
2
1

                                               (4.26) 

La matrice raideur [ ]fK de la plaque pour ce qui concerne les courbures est donc : 
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==
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b – Cisaillement : 
 D’après (4.21) et (4.22) 
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avec :          
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  Finalement en regroupant les valeurs nodales dans un seul vecteur 3xn 
composantes : 
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 Il s’ensuit que l’énergie de déformation due au cisaillement à la 
forme générale                                 

[ ] [ ][ ] { }∫=
sm

cc
T

cdc ddsHDHdU
                                                   (4.30) 

  La matrice raideur associée étant : 
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Tous les éléments construits à partir des développements précédents, deviennent 
trop rigides quand l’épaisseur diminue, cela se conçoit aisément par le phénomène de 
«Verrouillages» par le cisaillement . Ceci peut être évité grâce à l’intégration numerique 
qui conduit à l’apparition de mode de singularité ou mécanisme de [K], correspondant à 
des déplacements apparemment sans énergie, rendue possible par l’intégration réduite. 
Pour un élément, le nombre M de mécanisme est égal à : 

M = Nxn – Q – pq  

N : nombre de nœuds  

n : nombre de ddl 

Q : nombre de modes de corps rigide 

p : le nombre de points de GAUSS 

q : le rang de la matrice des constantes élastiques 

Q4. 

 

 

                                                   ou   

 

Q4 assemblé 

 

 

 

                                                   ou 
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Q4 assemblé,propagation d’un mécanisme 

 

 

 

 

 

 

Figure. (III.9) : Mécanisme de l’élément Q4 seul et assemblé 

 

  L’élément Q8 à variation parabolique est souvent utilisé; il présente lui aussi un 
mécanisme qui peut ne peut pas se propager quand on assemble d’autres éléments. Cette 
élément peut donner des résultats médiocres dans certains cas de flexion de plaques. 
HUGHES à donc proposé une solution mixte : 

Pour les rotations (9 nœuds) famille de LAGRANGE 

Pour les déplacements transversales W (8 nœuds) famille de SERENDIP 

Il s’agit de l’élément hétérosis intégré avec 3x3 point pour la flexion et 2x2 points 
pour le cisaillement. Cet élément donne de bon résultats il est un peu lourd d’emploi et 
passe le patch test pour les rectangles et des parallélogrammes; il ne présente pas de 
mécanismes, c’est un excellent élément.   

 

 
4.8.6) Amélioration du comportement au cisaillement : 
D’autres tentatives ont été enregistrées pour améliorer le comportement au 

cisaillement ou encore à contraindre le cisaillement de manière discrète ou ponctuelle de 
tels éléments ont été développés par J.L. BATOZ (14), le plus connu est le triangle à 3 
nœuds ou D.K.T (Discrète KIRCHOFF théorie ou triangle) 

a – Elément D.K.T. Triangle à 3 nœuds :   

 Dans ce triangle, l’hypothèse sur le cisaillement conduit à ne pas définir le 
déplacement W que sur le bord de l’élément; où la variation de la déflexion, long d’un 
côté, est supposée cubique, la variation de la pente doit être quadratique pour que 
l’hypothèse de comportement sur le cisaillement, puissent être faites. Cet élément est très 
bon, précis, sans doute le meilleur de tous les éléments triangulaire, cependant, il y a un 
inconvénient qui est de ne pas pouvoir établir des forces nodales cohérentes avec les 
fonctions quand on a affaire à une pression, puisque le déplacement n’est défini que sur le 
bord. 

b – Elément D.K.Q, quadrangle à 4 nœuds : 

J.L. BATOZ a proposé quand à lui un élément quadrangle fondé sur les mêmes 
idées; les rotations sont quadratiques et le déplacement cubique, défini seulement sur les 
bords. Malheureusement, cet élément donne des résultats un peu moins bons que le 
précédent.  
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4.8.7) Intégration numérique : 

Le calcul des ijK de la matrice de rigidité et les composantes iF des vecteurs 
chargements par les techniques d’intégrations explicite est généralement fastidieux car on 
est face à des intégrations de fractions d’ordre élevé. 

  Le recours à des techniques d’intégrations numérique est nécessaire et pratique. 

  Soit à intégrer : ( )∫
+

−

=
1

1

dvFI ζ  

 Le calcul de cette intégral en trois dimensions par la quadrature de GAUSS  
donne : 

à trois dimensions 
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k
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n : points d’intégrations. 

kji ωωω ,,  : coefficient de pondération des points d’intégrations. 

iii ξηζ ,,  : coordonnées des points d’intégrations. 

 

 
 
4.8.8) Intégration réduite et sélective : 
 
a – Intégration réduite : 
  Le traitement conventionnel des plaques minces basé sur les hypothèses de 

KIRCHOFF, définit les déplacements généraux en fonction du déplacement latéral de la 
surface moyenne, Ainsi de grandes difficultés apparaissent quand à la satisfaction de la 
continuité des pentes aux interfaces et l’inhabilité de telles formulations à prendre en 
compte le cisaillement transverse. 

Afin de dépasser de tels obstacles, on abandonne l’hypothèse des sections normales 
en prescrivant indépendamment les déplacements de la surface moyenne et les rotations de 
la normale, cependant de telle hypothèses vont engendrer d’autres difficultés qui se 
matérialisent dans la surestimation de la rigidité due au cisaillement. Forte heureusement 
l’apparition d’une nouvelle technique va permettre l’évolution rapide des choses vers une 
solution pratique et performante. Ainsi l’on a découvert que la convergence de la matrice 
de rigidité s’améliore considérablement lorsqu’au cours du calcul numérique de cette 
dernière l’on choisi un ordre d’intégration juste inférieur à celui strictement nécessaire 
pour l’intégrer exactement.  
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Cette technique dite «Intégration réduite» s’avère particulièrement favorable aux 
éléments de degré  plus élevé (linéaire, parabolique, cubique...); physiquement elle réduit 
considérablement la «rigidité parasite» due à la prise en compte du cisaillement transverse 
connu sous le nom de «Verrouillage» ou «Shear looking» avec de tels éléments on assure 
la convergence même dans le cas de petites épaisseurs. 

Pour exemple, on prendra l’estimation exacte de la matrice de rigidité de l’élément 
plaque quadratique à huit nœuds que l’on intègre sur (3x3) point de GAUSS avec la  

recommandation d’intégrer sur (2x2) point de GAUSS pour les raisons citées ci-
dessus  

 

                                                                       Point d’intégration de GAUSS 

 

                                                                        Nœuds de l’élément. 

 
 
 
Remarque :  
Pour expliquer le phénomène du «Shear looking» on prend l’exemple potentielle 

peut se mettre sous la forme suivante : 

( ) 21 UUFdUUU T
dcdFd α+=−+=                                           (4.32) 

avec :          Fduu T
dF −=1                                         

dFu   énergie de déformation flexionnelle  

dcu   énergie de déformation en cisaillement 

( )λα  paramètre dépendant de l’allongement (
e
L

=λ  pour une plaque) 

En minimisant l’énergie potentielle totale on est conduit au système d’équation 
d’équilibre : 

 

                          [ ] [ ] FuKKK cFq =+= α  

 Dans le cas des plaques minces ( ∞→α ), si la matrice [ ]cK est non singulière, on 
obtient la solution trivial ( 0→d ) qui correspond au phénomène de «verrouillage» déjà 
^mentionné. L’intégration réduite de la matrice  [ ]cK est une des méthodes permettant 
d’introduire des singularités supplémentaires dans cette matrice et donc d’obtenir un 
comportement satisfaisant pour les problèmes de plaques minces. 
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 Néanmoins cette méthode présente l’inconvénient éventuel de voir des singularités 
additionnelles dans la matrice de rigidité globale correspondant à des mécanismes 
artificiels différents des modes rigides exacte. Comme dans l’exemple du Quadrangle 
Q4déjà vu (III.4.2.8.5–b). 

 
b – Intégration sélective : 
On peut aussi remédier au problème du blocage par cisaillement transvese en 

utilisant l’intégration sélective, seulement cela n’est possible que si les phénomènes de 
flexions et de cisaillement sont découplés, dans ce cas là on intègre sur (3x3) point la 
contribution de flexion et sur (2x2) point la contribution de cisaillement, cette technique 
donne de très bon résultats mais pas du tout économique. 

 

4.8.9) Elément de plaque avec intégration réduite : 
  Les quadrilatère isoparamétrique les plus usuels de plaques avec cisaillement 

transvese peuvent être classé selon leurs formulations et leurs performances vis-à-vis du 
verrouillage. 

  Le schéma de la figure (III.4.4) va donc définir chaque élément d’une façon claire 
et précise selon les critères cités ci-dessus 
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figure. (III.10) : Classification des quadrilatères isoparamétriques  avec 

cisaillement transverse                        . 
                                                                LN :Intégration normale : 2 x 2 

(Verrouillage) 

LINEAIRE (L)                                                             LR : Intégration réduite 

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                                                                                          (Hughes [VII.16]) 

                                                                                  [2 MECANISMES] 

 

                                                          

     Fonctiond’interpolation ( ) Syx ⇒θθω ,,  

               QSN : Intégration normale : 3 x 3 

                                                             [Verrouillage] 

                              QSR : Intégration réduite : 2 x 2 

               SERENDIP (S)                                            ou sélective
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[Verrouillage pour certaines C.L.] 
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                                                                                                       QH : Intégration sélective
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SERENDIP (H)                                       [PAS DE MECANISME] 
 
 

 Fonctions d’interpolation ( ) Lyx ⇒θθω ,,  

                                                                    QLN : Intégration normale : 3 x 3 

                                                                    QLR   Intégration réduite : 2 x 2 

                    LAGRANGE (L)                                       ou sélective
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                                                                                    [MECANISMES]  
 

d.d.l.                             [ ]yx θθω ,,                   [ ]yx θθ ,  
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Résumé et conclusion : 
 
  La méthode des éléments finis est une méthode très utilisée et dont le principe 

général est de ramener le problème continu à un problème discret de nombre fini 
d’inconnu telle que l’énergie totale de déformation de la plaque est égale à l’énergie totale 
des éléments discritisés tout en assurant une convergence monotone ou non  vers la 
solution exacte ou la conformité de l’élément devient un critère de convergence. 

L’étude a porté aussi, sur la M.E.F appliqué aux plaques en flexion ou l’on a 
explicitement développé les différentes catégories ou elles évoluent, en précisant les 
avantages et les inconvénients de chacune d’elle.  

C’est ainsi que l’on développe les éléments basés sur la théorie de KIRCHOFF 
(sans effet de cisaillement)  qui nécessite la continuité C1 du déplacement transverse. Cette 
condition ne peut être satisfaite que pour des éléments sophistiqués et d’ordre élevé. En 
principe, cet élément est le mieux adapté à la modélisation des plaques minces. 

 Dans le même ordre d’idée on a définit les éléments basés sur la théorie de 
HENKY – MINDLIN avec prise en compte du cisaillement transverse et qui sont les 
mieux adaptés dans le cas des plaques à épaisseur modérée.  

Cependant, cet élément ne pouvait être utilisé pour la modélisation de plaques 
minces jusqu’à ce que cet obstacle soit contourné par le développement de 2 méthodes 
différentes qui sont l’hypothèse de KIRCHHOFF discrétisée et l’intégration réduite. 

Et enfin pour terminer, les éléments isoparamétriques de volume et dont le principe 
est de spécialisé l’élément au cas des plaques en imposant certaines simplifications ou 
modifications inspirées par leurs hypothèses. 

Cependant comme toutes les autres méthodes, elle présente des avantages et des 
inconvénients aussi bien sur le plan technique que économique. Cette méthode présente 
donc l’inconvénient de 

(1)   Elle ne peut être utilisée que par des éléments de rigidité testé et disponibles telles que 
les solutions obtenues doivent converger vers une solution exacte.  

(2)   Pour une précision plus importante, il faut utiliser un nombre d’éléments 
considérables qui posent le problème de la capacité de stockage ainsi que le nombre 
d’équations à résoudre.  

(3)   Cette méthode n’est pas utilisable à la main et nécessite donc la disponibilité 
obligatoire d’un matériel de calcul automatique (Micro – Ordinateur). 

En conclusion, la méthode des éléments finis est un outil d’analyse puissant et 
convivial et qui appelé à un avenir fleurissant : 

Elle consiste a amélioré sensiblement la prévision du comportement statique et 
dynamique des structures et tout particulièrement celle des plaques qui ne se limite plus 
aux domaines du génie – civil  mais aussi à celui de l’aérospatial et l’aéronaval. Son 
emploi est en outre facilité par le développement de pré et post processeur de plus en plus 
performants. 
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IV.1. GÉNÉRALITÉS 

 
        IV.1.1) Introduction au non linéaire 

Comme beaucoup de négation, le terme non linéaire recouvre un domaine 
immense; il exprime tout  comportement «qui dévie d’une ligne droite». Cependant en 
mécanique des solides, les non linéarités prennent leurs sources dans la cinématique des 
corps déformables ainsi que dans les lois de comportement des matériaux. On utilise 
souvent les adjectifs «Géométrique» et «Matériel» pour qualifier ces formes respectives de 
non linéarités. En général, ces non linéarités n’apparaissent que quand les déformations 
deviennent trop grandes pour que leurs influences sur la configuration de référence ainsi 
que sur la réponse du matériau ne peuvent être négligée (l’effet de grande rotation et 
l’apparition de déformations permanentes ). 

D’habitude, les structures allongées, flexibles sont plus sujets au non linéarités 

géométriques tandis que les solides ramassés, rigide le sont beaucoup plus par la non 

linéarité matérielle. 

 

IV.1.2) non-linéarité géométrique  
La non linéarité géométrique apparaît lorsque les déplacements (déformations) sont 

assez importants pour influer sur le cheminement de la force appliquée ou sur la contrainte 
de résistance de la structure considérée. D’où l’intérêt porté au phénomène de flambement 
qui incombe a ces mêmes structures aussi bien dans le domaine linéaire que non linéaire. 
En général le but essentiel de l’analyse non linéaire est d’établir une relation entre les 
forces appliquées et les déplacements résultants. Dans le cas de la non linéarité 
géométrique ces structures sont plutôt flexibles et allongées. Fig. (IV.1) 

 

                          F 
                                                                                                                     a 

 

 

 

                                                                                                                                     
a 

 

(a) Colonne élastique                                               (b) membrane flexible  
 

Figure(IV.1) :  Situation de non linéarité géométrique 
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IV.1.3) non-linéarité matérielle  
Pour comprendre le phénomène de la non linéarité matérielle il faut impérativement 

s’intéresser au comportement du matériau de la structure sollicitée. Ainsi l’on va définir les 
différents comportements existant et leur domaine d’application. En premier lieu, on 
insiste sur l’action plastique ou le comportement du matériau dans la fig.(IV.2) est 
caractérisé par une ligne droite définit par son module d’élasticité E; et la courbe dont la 

pente est définit par son module tangent tE  telle que : 
ε
σ

d
dEt =  

                                                                                 σ+  

                                                                                           

                                                                                           

                                                                                   tE  

                           p 
                                                 ε−                                                                ε+                     

E 

           L              u 

L
u
A
p

=

=

ε

σ
                                                                                 σ−  

(a)– : Matériau non linéaire élastique 
 

                                                σ+                                  C     

                                               γσ+                         tE       

                                                            A                              γσ2     

                                                                   

                        ε−                                 γσ2                        ε+  

                                         B 

                        D                      σ−  

– (b) – 

 

(b)– : Matériau élasto–plastique 
 

Figure (IV.2)    Courbes shématisant les différents comportements du 
matériaux 
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Cette figure montre un comportement de non linéarité élastique qui signifie le 
déchargement de tous les efforts. Contrairement à l’action élasto–plastique où le 
comportement  élastique est valable jusqu’au point A (traction) et en B (compression). 
L’action plastique apparaît pour des contraintes plane plus importante. Le déchargement se 
fait pour toutes les contraintes γσσ  ou C et D démarque l’apparition de déformations 
permanentes. 

γσ est toujours déterminée à partir du module tangente tE en traction. 

En résume la principale différence entre la non linéarité élastique et élasto–
plastique réside dans  le comportement du matériau pendant son chargement et 
déchargement;. En effet le graphe de  l’élasticité non linéaire reste linéaire (sans 
déformations résiduelles) après déchargement alors que pour le matériau élasto-plastique le 
cheminement de l’effort après déchargement  dévie de sa trajectoire initiale. 

 

IV.2  Approche Analytique   
 

IV.2.1) Introduction  
Dans ce qui précède nous avons largement développé la théorie de la flexion des 

plaques en précisant les différentes approches utilisées pour exprimer le comportement des 
plaques et en particulier celui des plaques minces a petite déformation tel que w e .Nous 
nous proposons maintenant de déduire les équations d’équilibre d’une plaque fortement 
courbée. 

 

IV.2.2) Comportement général des plaques avec grande  
déformation 

Il est nécessaire dans cette partie de distinguer entre la déformation des surfaces 
‘développable’ et  ‘non développable’ car de cette notion va dépendre le comportement 
‘linéaire’ et  ‘non linéaire’ de la plaque. 

a) surface développable : 

Quand nous disons jusqu’à présent déformation de la plaque mince, nous supposions toujours la 
plaque plane à l’état non déformé. Or, les déformations des plaques qui sont courbes à l’état naturel (on les 
appelle enveloppes) ont des propriétés foncièrement différentes des déformations des plaques planes. 

La traction qui accompagne la flexion d’une plaque plane est un effet du second 
ordre par rapport au déplacement de flexion. Ceci s’exprime par exemple, dans le fait que 
le tenseur de déformation (II.7) définissant une telle traction est quadratique en w. Mais il 
en va tout autrement dans le cas de la déformation des enveloppes : la traction est ici un 
effet du premier ordre et joue en conséquence un rôle majeur même si la flexion est faible. 
Cette propriété est évidente si l’on considère l’exemple le plus simple de la traction 
uniforme d’une enveloppe sphérique. Ainsi si l’on considère l’allongement relatif





 =

R
w

R
w

π
π

2
2 , 

le tenseur de déformation est proportionnel à la première puissance de 
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 w. Cet effet s’annule lorsque ∞→R , c’est à dire lorsque la courbure tends vers zéro, ce 
qui prouve que c’est là une propriété spécifique liée à la courbure de l’enveloppe. 

On a dans certain cas un type particulier de flexion d’enveloppe, sans aucune 
traction. Dans ce cas, toutes les hypothèses de KIRCHOFF sont applicables, et les 
formules classiques sont valides; c’est le cas par exemple, le cas d’un cylindre ou d’un 
cône où le caractère linéaire de la flexion des plaques est préservé. A l’exception 
particulière de la flexion d’une plaque en surface cylindre qui se comporte comme une 
poutre sur 2 appuis et dont le caractère linéaire n’est pas affecté pour de petit déplacement. 
Dans le cas contraire (pour de grands déplacements) la non linéarité pourrait apparaître au 
niveau des appuis de cette même plaque. 

 

b) surface non développable : 

En ce qui concerne les surfaces non développables, la flexion d’une plaque est 
accompagnée de déformations dans le plan moyen mais le calcul montre que les 
contraintes résultantes sont petites par rapport à l’épaisseur si les flèches ne sont pas petites 
en cas ou des contraintes supplémentaire doivent être prisent en considération en résolvant 
l’équation aux dérivées partielles des plaques. Dans ce cas, nous obtenons des équations 
non linéaire. 

 

IV.2.3) Principe de base  
Dans l’étude du cas général la flexion d’une plaque est habituellement 

accompagnée d’un allongement.Si la flexion est faible, on pourra ignorer cet allongement. 
Mais si elle est importante, force sera de la prendre en considération; il est donc bien 
évident qu’aucune «surface neutre» ne pourra exister dans une plaque fortement 
déformée. L’allongement général de la flexion est une particularité spécifique des plaques, 
les distinguant  des barres minces, qui peuvent être fortement courbées sans allongement. 
Cette propriété des plaques est de nature purement géométrique. Envisageons, par 
exemple, une plaque plane circulaire déformée en calotte sphérique. Si la déformation 
n’affecte pas la longueur de la circonférence, le diamètre doit s’allonger. Mais si le  
diamètre reste le même, la circonférence devra se contracter. 

L’énergie (3.16) calculée au §3, qu’il est loisible d’appeler énergie de flexion pure, 
ne représentant que la partie de l’énergie totale due à la non uniformité de la traction et de 
la compression dans l’épaisseur de la plaque en l’absence d’allongement général quel qu’il 
soit. Outre cette énergie, l’énergie totale contient encore la partie due précisément à cet 
allongement général; on pourra l’appeler énergie d’allongement. 

Nous déduisons au préalable l’expression du tenseur de déformation déterminant la 
traction de la plaque (considéré comme surface) soumis simultanément à une flexion et à 
une traction dans son plan. 
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IV.2.4) Hypothèses fondamentales  

Pour déterminer le tenseur de déformation qui régit le comportement d’une plaque 
en flexion il faut passer par les hypothèses de ‘VON KARMAN’ appliquées au tenseur de 
déformation de ‘GREEN’ qui après simplification va facilité la maniabilité des équations 
différentielles tout en gardant une certaine exactitude des résultats. 

 

• Hypothèses de VON KARMAN :  

 

Pour une loi de comportement élastique linéaire du matériau. Les hypothèses 
s’énoncent : 

1- La plaque est mince et élancée, son épaisseur e est très petite devant ses 
dimensions transversales. 

2- L’amplitude de la flècheω est du même ordre de grandeur que l’épaisseur de la 
plaque, mais petite comparée aux dimensions transversales. 

3- La pente de la déformée est petite :                 11 
y
w

x
w

δ
δ

δ
δ

 

4- Les composantes du déplacement u et v dans le plan moyen sont infinitésimale. 
Les termes non linéaires des expressions de déformations en fonction des contraintes 

dépendent seulement des 
y
wet

x
w

δ
δ

δ
δ

 

5- Les composantes  du tenseur de déformation sont petites. 

6- Les contraintes normales agissant sur les facettes parallèles au plan moyen ne 
sont pas prises en compte. 

7- Les déformations des fibres parallèles a une même direction contenue dans le 
plan moyen varient linéairement suivant la normale au plan moyen dans l’épaisseur de la 
plaque. 

8- Les forces extérieures de contact ou volumiques sont rapportées sur le plan 
moyen de la plaque. 
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• Le tenseur de déformation de GREEN) 
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En composante i, j, k toutes les formules précédentes se rassemble en une seule : 
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ε                                                             (IV.1b) 

Nous choisissons de développer l’étude en variable de Lagrange en coordonnées 
carlesiènnes. Le plan (x, y) coïncide avec le plan théorique médian de la plaque idéale non 
déformée, avant chargement, l’axe des z est perpendiculaire à ce plan et son orientation est 
choisie de manière à obtenir un système d’axes direct. 

 

Compte tenu des hypothèses faites, en variable de Lagrange, le tenseur de 
déformation de GREEN s’écrit :  
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On suppose que la plaque n’a pas de déformée initial 00 =→ ω  
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IV.2.5) Plaque à grande déformation : 
Dans l’étude précédente des plaques à petite déformation on a vu que la 

déformation du plan moyen est négligée dans le cas ou les flèches sont petites par rapport à 

l’épaisseur  (ω < e) cependant dans le cas ou la flèche n’est plus petite par rapport à celle 

de l’épaisseur (ω > e) mais reste petite par rapport aux autres dimensions. L’analyse du 

problème sera élargie de façon à inclure la déformation du plan moyen de la plaque. La 

raison principale à cet état est le fait que les efforts de cisaillement engendrés à l’intérieur 

de cette dernière sont assez important pour ne pas être négligées. 
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            IV.2.6) approche équilibre 

IV.2.6.1) Équations générales des plaques fortement courbée 
Dans le cas du développement des grandes flèches des plaques on utilise l’équation 

(III.2.47) calculée en considérant un élément de plaque en équilibre sous l’action d’un 
système d’efforts combinés a la différence près que les forces xyyx etNNN ,, dépendent non 
seulement des forces extérieures appliqués dans le plan (x, y) mais aussi de la déformation 
du plan moyen de la plaque due à la flexion. Le développement se fait donc en suivant le 
même chemin que pour les petites déformation sauf que nous nous retrouvons avec 4 
inconnus et 3 équations, ce qui nous amène a utilisé un artifice  mathématique  pour 
résoudre les équations non linéaire que nous obtenons. 

Les équations d’équilibre d’un élément dx dy dans le plan sont :   
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La 3ème équation s’obtient en considérant la déformation de la surface moyenne 
pendant la flexion. 
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On peut donc avoir les équations suivantes après dérivations  
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La loi de Hooke nous permet d’écrire   
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On obtient donc la 3ème équation en fonction de ,, vx NN et xyN . 

Pour simplifier considérablement le problème on suppose une fonction de 
contrainte qui satisfait aux conditions d’équilibres. 
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φ  : fonction de contrainte 

En substituant (IV.7) dans (IV.6) on obtient  
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En insérant (IV.8) dans (IV.5) on a : 
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C’est donc la première équation non linéaire à résoudre. 
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Pour la seconde il faut simplement remplacer les équations (IV.7) dans la grande 
équation qui régit le comportement de la plaque sous l’action combiné de forces latérales et 
transversales (IV.1). 
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Par substitution on obtient 
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Les équations (IV.9) et (IV.11) sont les équations différentielles qui gouvernent le 

comportement des plaques à grandes déformations. 

 
IV.2.6.2) Résolution du système d’équations  
La résolution du problème revient donc à résoudre automatiquement les équations 

(IV.9) et (IV.11) qui doivent satisfaire obligatoirement aux conditions de contours. Ainsi 
l’on peut déterminer φ  et ω  qui nous permettent de déduire les contraintes dans la surface 
moyenne de la plaque en appliquant les équations (IV.7) et à partir de la flèche ω  on 
obtient facilement les contraintes de flexion et cisaillement en utilisant les formules du cas 
des plaques faiblement fléchie (2.30 ),(2.31),(2.32)et(2.33)du chapitre[III.2]  

Dans l’étude des plaques, la résolution de ce type de problème de non linéarité est 
en réalité une tache difficile à accomplir c’est pour cette raison que plusieurs méthodes ont 
vu le jour pour pallier essentiellement à cette difficulté.  

Parmi les méthodes les plus importantes pour résoudre le problème de la non 

linéarité des plaques nous avons : 

 

• Intégration de l’équation différentielle. 

• Méthodes variationnelles. 

• Méthodes des différences finies. 

• Méthodes des éléments finies. 

• Intégration numérique.  

 

La solution exacte des équations de VON KARMEN est extrêmement encombrante 

et utilisable que pour certain cas bien particulier. Enfin, pour résumer la solution des 

plaques en grandes déformations est basées sur les méthodes approximatif comme les 
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méthodes variationnelles ou la technique des éléments finis Ces méthodes associées a des 

conditions aux limites définissent les variantes du problème aussi bien dans le  domaine 

linéaire que non linéaire et donne de très bon résultats ,ce problème sera examiner dans les 

chapitres a venir  

 

IV.2.6.3) Plaque mince à grandes déformations : 
Dans le cas de plaques minces dont la flèche fait plusieurs fois leurs épaisseur, on 

négligent la résistance de la plaque à la flexion, c’est à dire que la rigidité flexionnelle est 
nulle (D = 0) et le problème se ramène à la recherche de flèche d’une membrane flexible. 

Les équations (IV.9) et (IV.11) deviennent alors : 
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                                      (IV.12) 

 

H. HENCKEY a étudié une résolution numérique de ce système d’équation par la 
méthode des différences finis (16 ). 

 
IV.2.7) Approche énergétique 
 

Dans ce qui précède nous avons largement développé les différentes méthodes 
énergétiques et particulièrement celle des plaques dans le cas de petites déformations ou le 
plan moyen ne subit aucun allongement. Cependant cette approche ne reflète pas le 
véritable comportement de la plaque. 

C’est pourquoi pour l’étude de grandes déformations, on distingue deux (2) formes 
de comportement : 

- Membranaire (chargement dans le plan) 
- Flexionnel (chargement transversal) 
ou on prendra en considération l’effet de déformation du plan moyen dans l’énergie de déformation 

de chacun de ces deux cas. 

 

IV.2.7.1) Plaque relativement épaisse à grande déformation 

Pour résoudre ce type de problème, on utilise la méthode de l’énergie telle que 
l’énergie totale de déformation tU  de la plaque s’obtient en ajoutant l’énergie due à la 
déformation de la surface moyenne à l’énergie de flexion 
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dFdmd UUU +=                                                                                           (IV.13) 

telle que l’énergie dFU  est l’énergie de déformation de flexion pour de petite 
déformation et dont l’influence des contraintes de cisaillement est négligé dans l’équation 
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pour déterminer l’énergie de déformation membraner dmU  on a : 

( )∫∫ ++= dxdyNNNU xyxyyyxxdm γεε
2
1                                                       (IV.15) 

ou par substitution  
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en substituant une fois encore (IV.4) dans (IV.16) on a : 
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Résolution : )23,21,20(   
Pour calculer la solution approchée de ce type de problème; on se donne  u, v, w 

respectant les  conditions aux limites et dont les paramètres seront déterminés à partir de 
l’équation des travaux virtuels qui donne pour un chargement uniforme q  :  

∫∫ =− 0dxdyqU d ωδδ                            pour n’importe qu’elle valeurs de u, v, w 

 

IV.2.7.2) Plaque mince à grande déformation : 
Dans le cas général des plaques très minces dont les flèches font plusieurs fois 

l’épaisseur, on néglige la résistance à la flexion comme nous l’avons précédemment 

précisé ou (D = 0) et ou le problème se ramène à l’étude d’une membrane flexible dont les 

équations (IV.12) régissent le comportement. 
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La méthode de l’énergie présente un autre moyen d’arriver à une solution 
approchée du problème. Ainsi le travail de déformation d’une membrane due uniquement à 
la tension de la surface moyenne, est donnée par l’expression (IV.17) déjà présente telle 
que : 

dFdmd UUU +=  

Si la plaque est une membrane flexible  

alors :                   D = 0 

d’ou                     0=dFU   

donc :                dmd UU =                                                                          (IV.18) 

 
 

 

Résumé et conclusion  
 

Dans la partie précédente nous nous sommes intéressé tout particulièrement a 
l’analyse linéaire des plaques où nous avons commencé par développer certaines notions 
d’élasticité comme base essentielle a la compréhension de cette même analyse. Ensuite 
nous avons exploré le comportement d’un élément différentiel de plaque fléchie sous 
différents chargements ainsi que toutes les méthodes de résolution probable, en passant par 
des approches mathématique dite « classique » a des méthodes plus récentes qui constituent 
des outils de résolution très performant dite « numérique ». 

Cette approche linéaire représente un chemin incontournable a la compréhension de 
l’analyse non linéaire des plaques en grandes déformations et qui élargie son 
développement de façon a inclure les déformations du plan moyen 

Ainsi nous commençons par formuler l‘équation d’équilibre fondamentale des 
plaques fortement courbées en utilisant deux approches : 

La première dite «d’équilibre » ; développe un système d’équation pour un élément 
différentiel en équilibre en considérant les déformations du plan moyen qui sont régis par 
les hypothèses de Von Karman appliqués au tenseur de déformation de Green 

La seconde approche dite « énergétique » développe en terme variationnelle une 
fonctionnelle π  pour laquelle l’énergie de déformation totale dU   s’obtient en ajoutant 
l’énergie membranaire mU  précédemment négligé a l’énergie de flexion fU . L’état 
d’équilibre est représenté ici par la stationnarité de l’énergie total soit 0=δπ  . 

Enfin ,la résolution du système d’équation comportemental est effectuée par 

plusieurs auteurs dont les plus connus sont Timoshenko ,Kirchhoff ou encore Levy (10) 

qui résolvent analytiquement les équations de Von Karman .et plus récemment , d’autres 

auteurs comme Murray (23) ,Bergan (24) et Wood (25) qui eux résolvent numériquement 

le problème . 
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En conclusion,dans l’étude des plaques ,la résolution de ce type de non linéarité est en réalité une 

tache très difficile à accomplir et où la solution exacte des équations de Von KARMAN est extrêmement 

encombrante et utilisable que pour certains cas bien particulier voir impossible pour certains problèmes d’une 

importance considérable . 

C’est pour cette raison que plusieurs méthodes ont vus le jour afin de pallier a cette 
difficulté et en particulier les méthodes variationnelles et les méthodes numériques  

Cependant cette approche analytique présente le mérite de : 

        * De formuler le problème sous forme  d’un modèle mathématique claire  

        * De résoudre ce même problème en utilisant des solutions mathématiques 
rigoureuses  

        * Elle présente l’avantage d’être une source importante a la théorie 
fondamentale pour presque toutes les méthodes approximatives et numériques. 
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V. Traitement numérique de la non-linéarité 

 

 

V.1) Introduction 
Dans le cas général, tous les phénomènes de mécanique des solides présentent des 

non-linéarités aussi bien géométrique que matériel. Cependant, pour des raisons pratiques 

ou des commodités d’applications  elles  utilisent des formulations  linéaires afin de 

simplifier la résolution du problème  posé. 

D’autres part, l’utilisation de la formulation non linéaire va nous permettre, en tant 
qu’analyste, de converger vers une solution plus réaliste du problème et donc d’approcher 
de plus prés le comportement de la structure analysée. La solution ainsi trouvée va nous 
permettre de prévoir les déformations et les contraintes limites. 

Parmi les cas pratiques on peut citer : le comportement des structures a grande 
déformation, le flambement des poutres, des plaques et des coques ainsi que tous les 
problèmes de déformation des sols et de mécanique des roches. 

 
V.2) Le problème non linéaire  
Dans la méthode des déplacements, la non-linéarité se présente sous deux formes 

bien distinctes  

* la première est la non-linéarité physique ou matériel qui est engendrée par les lois 
de la non-linéarité constitutive. 

* La deuxième est la non linéarité géométrique qui dérive des changements 
différentiels dans la géométrie du corps déformé. 

 

V.3) Classement du problème non linéaire 

En se basant sur les sources de la non-linéarité on peut classer le problème en trois 
catégories : 

• La première fait intervenir la non-linéarité matérielle. 

• La deuxième fait intervenir uniquement la non-linéarité géométrique.  

• La troisième catégorie est engendrée par l’intervention simultanée de la non-
linéarité matérielle et géométrique. 

La première catégorie est facile à prévoir car elle englobe tous les problèmes dont 
les contraintes ne sont pas linéairement proportionnelles aux déformations. Ces dernières 
ainsi que les déplacements sont considérés petits par hypothèse (petit indique toujours des 
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changements infinitésimaux dans la géométrie du corps et ou la distorsion de l’élément 
différentiel est négligée). On précise simplement que les déplacements correspondent aux 
changements de géométrie du solide alors que les déformations se rapportent à 
l’allongement interne de celui-ci. 

Ce type de non-linéarité englobe en son sein plusieurs cas d’importance 
considérable, comme l’élastoplasticité des structures.  

D’autre part, bien que les équations linéaires (contrainte-déformation) sont 
supposées appartenir à la seconde catégorie, les problèmes induits par la non-linéarité 
géométrique prennent naissance dans la relation non linéaire (déformation-déplacement). 
En d’autres termes, cette catégorie englobe tous les cas de grands déplacements et 
déformations. De plus, on remarque l’existence d’une importante sous-classe qui 
matérialise l’effet des petites déformations et grands déplacements c’est le cas du 
flambement élastique des structures. 

Enfin, la troisième catégorie et non la moindre, combine la première et la deuxième 
théorie induite par la non-linéarité constitutive ainsi que la théorie de grandes déformations 
comme par exemple le caoutchouc. 

Dans le cas général, tous les phénomènes de mécaniques des solides présentent des non-linéarités 

aussi bien géométrique que matériel. Cependant, pour des raisons pratiques, ou des commodités 

d’applications la plus part d’entres  elles  utilisent des formulations de linéaires afin de simplifier la 

résolution du problème  de l’ingénieur. 

D’autres part, l’utilisation de la formulation non-linéaire va nous permettre en tant 
qu’analyste de converger vers une solution plus réaliste du problème et donc de pouvoir 
approcher de plus près le comportement de la structure étudiée dans le but éventuelle de 
prévoir ses déformations ses contraintes limites. Parmi les situations pratique de cette 
catégorie; le comportement de structures en grande déformation, les  déformations de 
flambement des poutres, des plaques et des coques ainsi que tous les problèmes de sols et 
de mécaniques de roches. 

 

V.4) Formulations de base des techniques de résolution : 
La solution du problème non linéaire par la méthode des éléments finis est toujours 

abordée  par l’une des 3 méthodes de base suivantes : 

- Méthode incrémental  
- Méthode itérative 
- Méthode mixte 
Dans ce paragraphe nous présenterons le principe fondamental de chacune d’elle en 

posant comme simplification l’équation d’équilibre non linéaire pour un élément unique : 

[ ]{ } { }Fuk =                                                                                     (V-1) 

La  non-linéarité apparaît dans la matrice de rigidité [k] à travers une fonction non 
linéaire du comportement du matériau [ ( )σc ] où les paramètres de celui ci ne  sont plus 
constants : 
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[ ] { } { }( )[ ]Fukk ,=                                                                    (V-2) 

La relation non linéaire entre {F} et {u} est présentée dans la figure (a).La figure 
(b) présente la courbe (contrainte – déformations) de l’effet {f} et le déplacement {u} de la 
figure (a). C’est donc sur cette base que l’on détermine les variables de la matrice [ ( )σc ] 
de l’analyse non linéaire 

F                                                                               σ  

 

 

 

 

 

 FKu =                     U                             ( )εσσ C=                 ε  

(a) - Courbe force – déplacements                  (b)- Courbes contraintes - déformations 

Figure. (V-1) : Courbes non linéaires 

En général les non-linéarités apparaissent dans la formulation du problème physique pour deux 

raisons : 

- Les paramètres physiques supposés indépendant de nu dans un modèle linéaire, 
tels que le module de Young, les coefficients de conductivités et de viscosités deviennent 
des fonctions de nu . 

- Des termes non linéaires par rapport aux inconnus du problèmes apparaissent 
dans les équations aux dérivées partielles, comme par exemple dans les équations de 
Navier – Stokes. 
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ou les éléments avec grandes déformations  
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la formulation discritisée de l’énergie potentiel par éléments finis, pour des 
problèmes non linéaires s’écrit : 

( )[ ]{ } { }( ) 0=−= fuukuW nnnδ                                              (V-5) 

avec : 
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( ){ } { } ( )[ ]{ } 0=−= nn uukfuR                                       (V-6a) 

et  

( )[ ]{ } { }fuuk nn =                                                                   (V-6b) 

ou  { })(uR  exprime le résidu qui matérialise la convergence vers la solution exacte 
.pour résoudre ce même système non linéaire (V.6b) le résidu doit s’approcher du zéro 
pour un vecteur déplacement proche de la solution exacte. 

La recherche du vecteur {u} se fait d’une manière itérative comme suit : 

 
Diagramme 

                                                                          Changer l’algorithme  

Prédiction                                Correction                      Changer la solution initiale 

Estimation initiale                       Algorithme                                     Test de  

     { }nu                          Solution améliorée                       convergence 

 

 

                                                                                                         Solution { }u  

ou l’algorithme de résolution dépend essentiellement du type de non-linéarité et du 
choix d’incrémentation Ainsi pour un problème de plasticité par exemple l’équation (V.6b) 
devient : 

( )[ ]{ } { }fuuk ∆=∆                                                                     (V-7) 

Enfin,pour mieux comprendre ce phénomène et le maîtrisé, il faut impérativement 

développer chaque méthode de résolution en expliquant la formulation de base de chacune 

d’elle. 

 

V.4.1) Méthode incrémentale (ou pas à pas)  
La méthode incrémentale consiste à subdiviser l’effort appliqué en plusieurs petits 

efforts partiels appelés : incrément. Celui ci est utilisé pour chaque itération dans une 
équation linéaire où la solution obtenue est un incrément de déplacement { u∆ }. 

L’accumulation de ces derniers nous donne le déplacement total {u} qui correspond 

à la dernière étape d’incrémentation. On précise que le processus d’itération est répété 

jusqu’à ce que le chargement [F} soit atteint. 
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De manière générale, le procédé d’incrémentation se résume donc à approximer le 
problème non linéaire en une série de problèmes linéaires faciles à résoudre. 

Pour écrire les équations de la méthode incrémentale  on considère l’état de 
référence du corps avec un chargement et une déformation initiale { }0f  et { }0U , il suffit de 
diviser la charge totale en ‘M’ incrément tel que : 

{ } { } { }∑
=

∆+=
m

j
jt fff

1
0                                                            (V-8a) 

L’ième  incrément est noté : 

{ } { } { }∑
=

∆+=
i

j
ji fff

1
0                                                           (V-8b) 

avec : 

         { } { }tm ff =  

et  

∆   est l’incrément infinitésimal. 

Nous adoptons une relation similaire pour les déplacements qui s’écrit au ième pas 
comme suit : 

{ } { } { }∑
=

∆+=
i

j
ji uuu

1
0                                                             (V-9) 

Pour calculer l’incrément de déplacement on fixe la matrice de rigidité évaluée pour l’incrément 

précédent telle que : 

[ ]{ } { } Mifuk iii ,.....,11 =∆=∆−                             (V-10.a) 

où  

[ ] { } { }( )[ ]1111-i ,k −−−= iii fuk                                     (V-10.b) 

 

[ ]0k  est la matrice de rigidité initiale. 

L’équation (V-10) donne la base de l’équation incrémentale et les équations (V-8) et (V-9) sont des 

relations auxiliaires importante. La démarche incrémentale est schématisée dans la figure (V-2) 
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  F                                                            Solution incrémentale  

 

 

   if                if∆                                                                     

    1−if                                                                                    Solution exate 

   0k                                                             1−ik  

                                      iii fku ∆=∆ −
− .1

1  

  

( )00 , fu                             1−iu                  iu                           u 

Figure. (V-2) : Méthode de base 

En général, dans la méthode incrémentale le module tangente est utilisé pour déterminer ( )[ ]σc  

et la matrice de rigidité [k] de l’équation (V-10) .Celle-ci est souvent assimilée à la Méthode tangente. 

D’autre part la précision de cette méthode est améliorée par la prise en compte d’incréments de 

charge plus petit; et particulièrement la moitié de celui ci . Cependant, le calcul de la matrice de rigidité 

incrémentale est effectuée deux (2) fois  plus que la méthode de base.  

Ainsi la précision de ce procédé est améliorée au prix de calcul d’efforts 
additionnels 

Fort heureusement, la méthode de Runge – Kutta va modifier le problème en 
utilisant le calcul de ces efforts  additionnels pour une précision plus importante. Ainsi 
l’analyse s’effectuera pour chaque pas de charge comme suit : 

- En premier : le demi-incrément { } 2/if∆  est appliqué et le déplacement 

incrémental induit { }
2

1−
∆

i
u  est calculé par : 

[ ]{ } { }
22

1*
1

iii
fuk ∆=∆ −−                                                             (V-11a) 

tel que le déplacement du milieu de l’incrément est évaluer par : 
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{ } { } { }2
1*

12
1*

−−− ∆+= iii uuu                                             (V-11b) 

ce qui nous permet donc de calculer  la  matrice de rigidité correspondante à 
{ }2

1*
−iu ,  { }

2
1−i

f  et de l’utiliser enfin pour tous les points à l’intérieur de l’incrément 

considéré . 

{ } { }iii
fuk ∆=∆





− 2
1                                                           (V-11c) 

Effectivement, l’approximation de la matrice de rigidité au milieu du ième  
incrément se rapproche plus de la rigidité moyenne de ce dernier et donc va améliorer 
sensiblement les résultats obtenus. 

La méthode de Runge – Kutta est illustrée clairement dans la figure [V.3]. Dans 
cette même figure une comparaison des différentes méthodes est effectuée en utilisant des 
artifices pour lesquelles ces méthodes ont les mêmes résultats { }1−if  { }1−iu  et ou la 
différence entre ces méthodes est exagérée volontairement pour une clarté maximum. 

 

V.4.2) Méthode itérative  
La méthode itérative est une suite calculée dans laquelle la structure est entièrement chargée pour 

chaque pas d’itération et où la matrice de rigidité est constante en chacune d’elle. Après chaque itération,  la 

portion de la charge totale n’est pas équilibrée mais utilisée dans l’itération suivante et où l’incrément de 

déplacement est additionné au déplacement général. Ce processus est répété autant de fois qu’il faut pour 

converger vers la solution exacte et pour lequel la norme d’approximation atteint un  degrés acceptable. 

Cette méthode consiste donc à construire une suite de solutions { } { }iuu ........0  

calculées à partir de { }1−iu  en résolvant le système linéaire : 

( )[ ]{ } { } nifuuk ii ,....,11 ==−                                                     (V-12) 

ce qui peut s’écrire sous forme incrémentale en introduisant le résidu { }iR  : 

{ } ( ){ } { } ( ){ }{ }111 −−− −== iiii uukfuRR                                            (V-13.a) 

et 

( )[ ]{ } { }iii Ruuk =∆−1 …                                                             (V-13.b) 

avec  

{ } { } { }iii uuu ∆+= −1 …                                                                  (V-14) 

Par suite, la matrice de rigidité élémentaire est calculée pour le vecteur connu { }iu , 
Puis après assemblage dans la grande matrice ( )[ ]iuk  vient la solution du système 
linéaire (V-13) par des méthodes matricielles connues. 



CHAPITRE  V :  TRAITEMENT NUMÉRIQUE DE LA NON LINÉARITÉ 
 

Dans le cas probable ou le problème de non linéarité engendre un chargement et un 
déplacement initiale { }00 ,uf  le déplacement a la ième itération s’écrit :  

{ } { } { }∑
=

∆+=
i

j
ji uuu

1
0                                                           (V-15) 

Cette procédure est répétée jusqu'à ce que l’incrément de déplacement ainsi que le 
chargement résiduelle { iR } deviennent nuls ou presque .Pour ceci il est nécessaire de 
déterminer la matrice k(u i ) . .Ainsi l’une des méthodes les plus utilisées est celle de la 
matrice tangente tk  calculée a la fin d’une précédente itération .Autrement dit celle qui 
correspond a la courbe (F,U) calculée au point { 1−iu },{ 1−iF } . 

D’autre part ,il existe une autre approche appelée méthode itérative modifiée qui est 
tout aussi efficace et pour laquelle la rigidité est constante en chaque itération . dans ce cas 
l’existence d’une rigidité initial 0K  est nécessaire. Cependant bien que cette méthode 
nécessite un plus grand nombre d’itération il existe un gain d’économie substantiel qui 
reside dans le fait qu’il n’est pas obligatoire de calculer la rigidité pour chaque cycle . 

Les méthodes itératives de bases sont schématisées sur la figure (V-4) 

 

V.4.3) Méthode mixte  

Cette méthode est une combinaison des deux démarches incrémentale et itérative 
comme le précise le schéma de la fig. (V.5). 

On remarque que la charge est appliquée par incrément où chaque cycle 
d’incrément constitue un problème non linéaire pour lequel  la résolution s’effectue en 
plusieurs itérations  ceci s’écrit : 

( )[ ]{ } { } λλλλλ ++== 210 iiii fuuk  

La solution initiale utilisée pour calculer iU   est la solution 1−iU obtenue à l’étape 
précédente. Chaque étape constitue (comme nous l’avons précisés) un problème non 
linéaire qui se résout avec une ou plusieurs itération(s) par l’une des  méthode de Newton – 
Raphston ou de Newton – Raphston modifiée. 

Pour un incrément de charge donné les itérations s’écrivent : 

( ){ } { } ( )[ ]{ }
( )[ ]{ } ( ){ } ( ){ }

{ } { } { }iii

iiiiit

iiii

UUU
fURUUK

UUKfUR

∆+=
−+=∆

−=

−

−−−

−−−−

1

0111

11011

λλ
λ

 

Remarque : Pour chaqu’une des methodes utilisés les norme de convergence est 
calculée comme suit : 

 
a – la norme maximum : 

                    jUMaxn ∆=       où      jRMaxm =  
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b – la norme des moindres carrés : 

                    { }jj UUn ∆∆=     où    { }jj RRm =  

ou encore : 

                    
{ }

{ }jj

jj

UU

UUn

=

∆∆=
 

 

 

 

Les courbes relatives a chaque méthode sont schématisées dans les figures 
suivantes : 

 

 

                                                                  milieu de l’incrément  

                              méthode de base    

       F                                                       1−ik                1−ik         1−ik  

    if  

 

      
2

1−i
f         f∆               

 

1−if                                                    

                                                           méthode  de Runge – Kutta  

                                                                                                     exacte 

 

 

                

                                                                                                                          U 

                                1−iu   
2

1−i
u    iu             iu           iu                                                

                      méthode de base                         méthode de Runge–Kutta) 

              milieu de l’incrément  

Figure (V-3) :Méthode incrémentale :Méthode de Runge-Kutta 
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       F 

                        0k                   1k                                       2k    

 

                                R2            R3 

     R1                   

•  

•  

•  

 
                                     0U          1U                  2U                           exactU                                               U 

(V.4a) :approche tangente –méthode de newton raphston 
 

•   F 

               0k        0k  

 

       0k  

 

 

( )00 ,uf             1u  2u  3u                                               u 

(V-4b) Approche Modifiées - Méthode de Newton–Raphston 

Modifiées 

Figure (V-4)    Méthodes iteratives de bases 
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                      F 

  

 

1+if          

    1+∆ if       if   

    if∆  

 1−if        

 

                            1−iu                     iu                          1+iu                  u 

Figure. (V-5)  :   Méthode mixte 

 

L’Algorithme correspondant à chaque méthode est le suivant : 
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Algorithme de la méthode  itérative 

 

- Calculer une solution approchée { }0u , éventuellement nulle  

- Construire { }f  par assemblage des vecteurs  élémentaires { }f  

 

    La convergence  est testée à chaque itération i par        εn  

  

- ,...2,1=i  (pour chaque itération) 

                        pour chaque élément  

                                 - Extraire les vecteurs { }1−iu  de { }1−iU  

                                 - calculer ( )[ ]1−iuk  élémentaire 

                                 - calculer le résidu élémentaire { }r  

 

{ } { } [ ]{ }1−−= iukfr  

 
                                 - Assembler comme pour un problème linéaire 
 

[ ]k dans [ ]K  

{ }r  dans { }R  

 
                - Résoudre comme dans un problème linéaire 
 

[ ]{ } { }ii RuK =∆  

 
                - Construire la nouvelle estimation de la nouvelle solution  
 

{ } { } { }iii UUU ∆+= − ω1  

 

                - Calculer la norme n  de { }1−∆ iU ou m de { }iR  
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Algorithme de la méthode mixte 

 

V.5) Développement numérique 
Pour pouvoir résoudre le problème de non-linéarité par l’une des méthodes 

exposées précédemment ,il est impératif de poser les équations sous forme matricielle et se 
de manière a les rendre plus maniable est donc plus facile a utiliser ; D’ou la nécessité 
d’évaluer la matrice de rigidité. 

 

V.5.1) Évaluation de la rigidité 
Dans le cas général et pour chaque étape de résolution que se soit pour la méthode 

itérative ou incrémentale, le calcul de la matrice de rigidité est obligatoire. L’évaluation de 

celle-ci dépend essentiellement de la valeur courante des paramètres du matériau [C] . Cela 

Choix de ω , et λ∆  

0=λ  

Pas de la solution j : λλλ ∆+=  

       *  Prédictions : { } { }11
0

−= UUi  ou extrapolation de { } { },..., 2111 −− UU  

       *  0=i  

       *  itérations : 1+= ii   

                 - Pour chaque éléments : 
                                              Calcul et assemblage du résidu 

( ){ }10 ,, −iUfR λ  

                                              Calcul et assemblage de ( )[ ]1−it UK    

                                             Résolution de [ ]{ } { }RUKt =∆  

                  -  Calcul de { }U  : { } { } { }UUU ii ∆+= − ω1  

                   - Calcul des normes relatives n  de { }U∆  

                   - Test de convergence 
 

Impression éventuelle du niveau j de sollicitation 
 

Résolution du problème non linéaire par la méthode 
de Newton – Raphston 
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est valable dans le cas du comportement élastique isotrope ou l’on a besoin de deux (2) 

paramètres tel que le module E et le coefficient ν lesquelles sont en fonctions de l’état de 

contrainte a l’intérieur de l’élément fini. Le module tangent et le module sécant sont des 

valeurs utilise dans des approches communes pour le calcul du comportement constitutif 

de la non-linéarité Matériel. 

Si on utilise la représentation de la fonction de la loie constitutive, on doit faire 
attention a assurer au comportement réel une simulation cohérente ; La plus part des 
résultats incohérents sont généralement obtenus a partir de simulation irréelle des 
propriétés du matériau, tel le module tangent (ou sécant) qui est calculé essentiellement sur 
la base de la 1er dérivée de la courbe simulée. 

Une fois que les incréments de déplacement sont obtenus l’évaluation des 
incréments de déformation et de contrainte est possible en utilisant les équations 
appropriées de déformation-déplacement et les loies courantes de contrainte-
déformation.Ceci ce traduit par exemple dans le cas de petits déplacements et petites 
déformations, la forme incrémentale de l’équation déformation-déplacement et l’équation 
contrainte-déformation est :  

{∆ iε }=[B]*{ ∆ui}                                                                                        (V-16) 

{∆ iσ }=[C({∆ 1−iσ })]*{∆ iε }                                                                       (V-17) 

pour des petits déplacements, les contraintes et les déformations peuvent être 
cumulées, tel que pour la fin de la iémme étapes : 

{εi}={εi}+ ∑
=

i

j 1

{∆εj}                                                                                    (V-18) 

{σi}={ 0σ }+∑
=

i

j 1

{∆σj}                                                                                 (V-19) 

Ou { 0ε } et{ 0σ } sont respectivement les déformations et les contraintes initial de 

l’état de chargement { }0f . 

Une fois que le couple ({σi},{εi}) correspondant a la iéme étape est calculé on peut 
faire entrer la loie constitutive donnée par la courbe du test uniaxial , la courbe du test 
triaxial ou la courbe de contrainte-déformation équivalente afin de calculer le module 
approprié. 

 

V.6)  Problème de non-linéarité matérielle 

Nous allons parler maintenant de toute les méthodes d’analyse non linéaire utilisées 
pour la 1er catégorie de non-linéarité. On se limitera seulement au comportement élastique 
et élasto-plastique  ou les deux méthodes incrémentales et itératives sont utilisées.  
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Enfin, après avoir traiter brièvement la non-linéarité élastique, nous développerons 
les quatre méthodes utilisées pour la résolution dans le cas du comportement élasto-
plastique. 

 

V.6.1) Comportement non-linéaire élastique 

La méthode de résolution la plus adaptée aux problèmes élastiques est la méthode  
incrémentale qui utilise le concept de la rigidité tangente. Cependant, la méthode itérative, 
est employée occasionnellement en utilisant le concept de la rigidité sécante. 

La matrice de rigidité dans l’analyse non linéaire est toujours calculée à partir de la 
relation suivante : 

[ ] ( ) ][ [ ] dvBCBK
T

V

∗∗∗= ∫∫∫ σ                                                           (V-20) 

où la matrice ( )[ ]σc est variable pour chaque étape de la méthode.  

 

V.6.2)Comportement élasto-plastique  

V.6.2.1) Méthode incrémentale  

Cette méthode est considérée comme la technique la plus appropriée à l’application 
des loies courante de la plasticité  (10-16) ou l’essentielle de cette approche est donnée par 
les équations (8) et (10) du 5éme chapitre. 

En appliquant l’approche incrémentale aux loies  constituves de l’élasto-plastique, 
on peut exprimer les termes de l’incrément finis telle que : 

{ } [ ] { }εσ ∆=∆ *cep                                                                                 (V-21) 

Où la matrice [ ]EPC  est variable pour chaque incrément de charge .Une fois [ ]EPC   
obtenue on peut envisager le calcul de la matrice de rigidité  

[ ] [ ] [ ] [ ]∫∫∫ ∗∗∗=
v

EPT dvBCBK                                                                  (V-22) 

 

V.6.2.2)  Méthode itérative  

La méthode itérative est utilisée dans le cas des déformations plastique òu 
l’approximation bilinéaire de la relation contrainte-déformation est employée. 

La représentation du procédé itérative est montre sur la figure [V.2] et ou l’on 
remarque la modification de la rigidité pour chaque pas et dans la base du module sécant. 
La charge totale est appliquée pour chaque itération. 

                         [ ] { } { }FuK i =∗                                                                          (V-23) 
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Bien que la relation non-linéaire élasto-plastique soit utilisée pour le calcul du 
module sécant à chaques itérations, il est important de signaler que la rigidité [ ]iΚ  est 
utilisée comme si elle décrivait un corps linéaire élastique. C’est à dire qu’a chaque pas, 
l’étude est considérée équivalente a l’analyse d’un corps élastique sous un chargement bien 
définit.Le calcul du module sécant s’effectue  aussi comme pour des constantes élastiques. 

L’un des inconvénients de cette méthode, réside dans le fait que les premières 
applications induisent, sous un chargement complet, un état de contrainte–déformation  
assez éloigné de la courbe actuelle contrainte-déformation. Pour éviter cette possibilité la 
méthode mixte peut être envisageable. 

 

V.6.2.3) Métode de la déformation initiale 
Les deux procédés itératifs et incrémentals, dans le cas du comportement élasto-

plastique, vont nécessiter à chaque étape de leurs applications respective de recalculer  la 
matrice de rigidité. Afin de  palier a cet inconvénient une méthode ingénieuse a été conçue 
pour simplifier le calcul et obtenir un gain de temps considérable (16-19) 

L’idée de base donc de la méthode de déformation initiale se rapproche du concept 
de la charge additionnelle décrite dans les paragraphes précédent . La figure [V-3] montre 
le principe de base de la méthode. 

 

 

 

 

 

                             F 
 
 

                                         1k  

                           2k  

 
 
 
 

                              1u               2u                                                             U 
Figure(V-6) :Procédure itérative pour un comportement élasto-plastique 
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F 

          

                                                                                               0f  

                                                k  

                                    A                         B 

 

                                      AB uuu −=0  

                                   Au                       Bu                                                      u 

Figure (V.6)  : méthode de la déformation initial. 

Ainsi la résolution du problème d’un corps de rigidité [ ]K  sous le chargement { }F   
s’effectue pour un déplacement correspondant au point A 

.D’autre part, l’état d’équilibre correct sur la courbe non-lineaire correspondant au 
chargement { }F  est le point B telle que la différence entre le déplacement réel { }Bu  et le 
deplacement calculé { }Au  est le déplacement{ }0u ou. La déformation initiale { }0ε  
correspondant a { }0u  peut être calculer à partir de la relation suivante : 

{ }0ε = [ ]B { }0u                                                                                 (V-24) 

De cette manière la correction de charge { }0f  est trouve dans l’équation : 

{ }0f = [ ] [ ]{ }dvCB
T

v
0ε∫∫∫                                                                          (V-25) 

Ce chargement représente l’effort de compensation nécessaire a la déformation 
initial et a la correction du déplacement du point (A) au point (B)  (17-18). 

Lorsque la méthode de la deformation initial est applique à l’analyse du 
comportement plastique,la déformation plastique { }pε    est assimilée à la déformation 
initiale. { }0ε  

La deformation élastique { }eε   est exprimée comme la différence entre la 
déformation totale { }ε   et la de formation plastique { }pε     d’où  

{ }σ = [ ]{ }EC ε = [ ] { } { }( )PC εε −∗                                                                (V-26) 

L’équation de l’équilibre final est la même que l’équation : 

[ ]{ } { } { }0ffdK +=                                                                               (V-27) 
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A la différence que le vecteur charge { }0f  résulte de la deformation plastique. 

 

V.6.2.4)  Méthode de la contrainte initiale 

 Dans le cas d’une convergence plastique parfaite ou de grande déformation on 
remarque que la méthode de déformation initiale n’est plus applicable. Ainsi pour 
surmonter cette difficulté une autre approche a était formulée qui n’est autre que la 
méthode de contrainte initiale (21) 

Celle-ci apparaît plus appropriée dans le cas d’un comportement plastique ou pour 
chaque incrément de déformation il existe une contrainte unique  

La méthode des contraintes initiale est basée sur la méthode mixte où la matrice de 
rigidité se modifie a chaque incrément et reste fixe l’intérieur de l’incrément pour chaque 
itération . 

Le procédé itératif est donné pour le iéme incrément par :  

[ ]{ } { } { })(
,0

)( j
ii

i
i ffuK ∆+∆=∆                           j=0,1….                        (V-28a) 

Où 

{ } { }0)(
,0 =j
if                                                                                      (V-28b) 

 

L’indice( i) dénote l’incrément de charge et (j) dénote le cycle de l’itération a 
l’intérieur de l’incrément. Pour j=0,on applique { }if∆  et on calcul l’incrément de 

déplacement { })( j
iu∆  ,de déformation { })( j

iε∆  et la contrainte élastique { })( j
iσ∆  

ZIENKIWICZ (21)  utilise l’approche de la contrainte initial  est calcule a partir des 
relations générales Elasto-Plastique et contrainte-déformation  

{ } [ ]{ })( j
i

ep
ic C εσ ∆=∆                                                                    (V-29) 

 Où [ ]EPC  est déterminé a partir des  méthodes de base de Mohr-Coulomb ou du 
critère de Von mises 

 Ce processus est répété jusqu'à ce que la convergence soit obtenue généralement en 
trois ou quatre s cycle d’itération  

 

V.7) Problème de non-linéarité géométrique 

Dans les paragraphe précédent on a développé la théorie de la non-linéarité 
matérielle et on a parlé de la restriction faite a de petit déplacements et déformation. Ce qui 
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n’est évidemment pas le cas de la non-linéarité géométrique ou de large déplacement sont 
admis mais toujours dans le cas de petite déformation  

Comme d’habitude, la résolution du problème non-linéaire réside dans la 
subdivision de celui-ci en plusieurs sous domaines linéaire plus facile a résoudre. 

Le chargement de géométrie induit par l’effort de grand déplacement nous oblige a 
prendre en considération certaine longueur et de ne pas les négligée. Comme dans le cas de 
l’élément plan de la figure[(V-9 )] ou le chargement de géométrie non négligeable est θ∆  
qui est une fonction des déplacements nodaux 2121 ,, VetVUU  elle représente le chargement 
de direction des coordonnés local du système  

 

y 

                état 2                                 Ωx  

              Ωy                            2u    

              1u              θθ ∆+      2v           Ωx  

                    1v                       2     

          Ωy                     θ               état 1 

                    1                                   

                                                                                                              x    

Figure(V-7)  :  Déplacement fini d’un élément treillis 

 

En général le vecteur deplacement, la matrice de rigidité et le vecteur chargement 
sont exprimé dans le système local et peuvent être exprimer dans le système global par des 
matrices de passages adéquate telle que : 

{ } [ ] { }l
T

g UTU =                                                                              (V-30) 

[ ] [ ] [ ] [ ]TKTk L
T

g ⋅⋅=                                                                     (V-31) 

Dans le cas de grand déplacement les directions cosinus dans la matrices de passage 
deviennent des fonctions de l’état de déplacement initial. 

C’est ainsi que la non-linéarité est introduite symboliquement dans nos équations 
d’équilibre par 

[ ] { }( )[ ]UTT =                                                                               (V-32) 
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Dans le cas de petite déformation la matrice de rigidité dans le système local [ ]lK  
est linéaire et elle n’est pas en fonction du déplacement. Ceci reste valable pour tous les 
états de déformations .Cependant la matrice de rigidité dans l’axe global [ ]GK   varie avec 
les états de déplacements a cause de la non-linéarité des équations de transformation (V-
31) 

Les méthodes les plus souvent utilisé pour les non-linéarité géométrique sont 
généralement les méthodes itératives, incrémentales et mixtes. 

 

V.7.1)  Procédure incrémental  

Pour un incrément de charge { }f∆    l’équation (V-34) peut-être  utilisé pour 
exprimer les changements dans le vecteur charge tel que  

{ } { } [ ] [ ]( ){ } { }ll
TT

gg ffTTff ∆+∆+=∆+                                        (V-33a) 

Ici  { } { } [ ]Tetff Lg ,  définissent le chargement et la transformation au début de 
chaque incrément.  

En exécutant les matrices de multiplication on obtient 

{ } { } [ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] { }l
T

l
T

l
T

l
T

gg fTfTfTfTff ∆∆+∆+∆+=∆+             (V-33b) 

Le dernier terme du coté droit de l’égalité est d’un ordre supérieur est peut donc 
être supprimer pour un incrément assez petit  

En retranchant l’équation (V-22) de l’équation (V-24a) on obtient  

{ } [ ] { } [ ] { }L
T

L
T

g fTfTf ∆+∆=∆                                                  (V-34a) 

Le premier terme du coté droit de l’égalité exprime généralement le vecteur global 
de charge .On peut substituer l’équation incrémental standard on obtient  

{ } [ ]{ } [ ] { }l
T

ggg fTUKf ∆+∆=∆                                                  (V-34b) 

Le second terme a droite représente l’effet du changement de géométrie dans 
l’équation d’équilibre global de l’élément on peut réécrire le terme comme suit : 

[ ] { } { }i
il

n

i
l

T TffT ∆=∆ ∑
=1

                                                          (V-35) 

Où { }iT∆  est la ièmme colonne de [ ]TT∆  par analogie a la forme différentielle on a 

{ } { }
{ }{ }g

g

i
i du

u
TdT

∂
∂

=                                                                (V-36) 
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On peut écrire le iémme incrément de la colonne comme 

             { } { }
{ }{ }g

g

i
i u

u
TT ∆

∂
∂

=∆  

         
{ } { } { } { }

[ ]{ }gi

g

ng

i

g

i

g

i

uG

u
u
T

u
T

u
T

∆=

∆⋅












∂
∂

⋅⋅⋅⋅⋅
∂
∂

⋅
∂
∂

=
21

                                          (V-37) 

Ou chaque matrice [ ]iG  est symétrique 

Ainsi l’équation (V-25b) devient 

[ ]{ } [ ] { } { }ggi

n

i
ilgg fuGfuK ∆=∆








+∆ ∑

=1

                                     (V-38) 

On définit le terme entre parenthèses comme la matrice de rigidité géométrique       

;donc l’on peut réécrire l’équation (V-38)  comme  : 

[ ] [ ]( ){ } { }QuKK g ∆=∆+                                                       (V-39a) 

[ ] [ ]i

n

i
ilg GfK ∑

=

=
1

                                                               (V-39b) 

La forme incrémentale de l’équation (V-39a) est : 

[ ] [ ]( ) { } { }iiig fuKK ∆=∆+
−1

                                                  (V-40) 

Et où l’indice (i-1) indique la matrice de rigidité évaluée pour un état de 
déplacement au début de l’incrément. 

Il est aussi claire que la méthode incrémentale dans le cas de grand déplacement 
nécessite de plus grand effort que celle de la non-linéarité matériel. Pour la simple raison 
que le calcul s’effectue sur deux (2) matrices de rigidité au lieu d’une. Cependant ceci peut 
être minimisé en considérant [ ]lK  invariant et le changement s’opère seulement sur la 
partie atteinte par la non-linéarité. L’équation (V-40) peut être volontiers changé en 
introduisant l’effet de la déformation initiale(22) 

[ ] [ ]( ) { } { } { }1,01 −−
∆+∆=∆+ iiiig ffuKK                                  (V-41) 

L’équation (V-41) représente la contribution du chargement dans la matrice de 
rigidité géométrique a travers le terme { }lf  qui définit la charge au début de chaque 
incrément. Par conséquent la matrice de rigidité est aussi connue comme la matrice de 
contrainte initiale  de plus l’utilisation de la charge dans [ ]gK  nous permet de formulé le 
problème classique de stabilité. 
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Si l’on pouvait factoriser le terme de la magnitude de charge en dehors de [ ]gK  : 
par exemple, le problème de mode propre de flambement peut être obtenue en considérant 
l’incrément sans chargement extérieur  :  

[ ] [ ]( ){ } 0=∆+ uKK gλ                                                                   (V-42a) 

Et où la solution trivial est seulement si : 

[ ] [ ] 0=+ gKK λ                                                                        (V-42b) 

 

V.7.2)  Méthode itérative 

Le procédé itératif dans le cas de grand déplacement est relativement simple ; Il 
consiste a appliqué la charge total et révisé a chaque cycle d’itération le déplacement 
résultant jusqu'à la convergence des coordonnées de points nodaux a cette nouvelle 
position .A chacune de ces position correspondra un chargement et une rigidité. 

Ainsi a chaque étape les caractéristiques de l ‘élément sont revus et l’analyse 
linéaire amélioré. 

Pour de petites déformations les équations de ce procédé peuvent être écrit comme 
suit : 

[ ]{ } { }11 −− = iii fuK                                                                             (V-43a) 

{ } [ ] { }l
T

ii fTf 11 −− =                                                                            (V-43b) 

[ ] [ ] [ ][ ]111 −−− = il
T

ii TKTK                                                                    (V-43c) 

Ce processus est répété jusqu'à la convergence  

Cependant malgré la rapidité de la méthode les inconvénients de celle ci sont 
prépondérant. Ainsi les résultats sont obtenues uniquement pour le chargement total  où 
l’on peut appliquer un seul vecteur charge a la fois.  

 

V.8) Problème de non-linéarité géométrique et matérielle 

A ce jours le traitement de ce genre de non-linéarité est toujours en cours de 
développement et d’amélioration c’est ainsi que le traitement par élément finis des 
problèmes de deformation finis a était introduit par plusieurs chercheurs dont ODEN (4), 
BEKER(23), YAGHMAI (24), et d’autre (4). Une analyse complète de ce type de 
problème est au-delà du but que nous nous somme fixé dans cette étude c’est pour cela que 
nous nous contenterons simplement de poser la forme générale de l’équation incrémentale 
(4) : 
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[ ]( [ ] [ ] [ ]){ } { }fuKKKK rhg ∆=∆+++                                                 (V-44) 

 

[ ]K                  matrice de rigidité élastique 

[ ]gK                matrice d e rigidité géométrique 

[ ]hK                matrice des déplacements initiaux 

[ ]rK               matrice  de correction de charge 

Le développement mathématique général des procédures de base incrémentals et 
itératives sont données par ODEN(4) ainsi que d’autre auteurs a travers la longue liste de 
référence si après. 

 

 

Résumé et comparaison : 

 

En général, tous les phénomènes de non-linéarité aussi bien géométriques que 
matérielles sont traitées numériquement d’une manière relativement simple malgré leurs 
complexités; et ce en fragmentant le domaine non linéaire en plusieurs sous domaines 
linéaires où la résolution est plus convivial. L’avantage évident de cette technique va nous 
permettre en tant qu'analystes, de converger vers une solution plus réaliste du problème et 
donc de pouvoir approcher de plus près le comportement de la structure étudiée. Le 
développement de cette technique de base a donné jours à plusieurs méthodes basées sur le 
même principe et classées selon leurs modes d’applications en plusieurs catégories : 

                 a – Méthode incrémentale 

                 b – Méthode itérative 

                 c – Méthode mixte 

                 d – Méthode d’accélération 

                 e – Méthode de longueur d’Arc  
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Pour notre part nous avons développées les trois  premières méthodes en précisant 
les principes d’applications fondamentales de chacune d’elles et les différents algorithmes 
de résolution 

Pour terminer cette analyse,  il est intéressant de passer à une comparaison approfondis de ces 

procédés et de faire ressortir les principaux avantages et inconvénients de chacune d’elles. 

Ainsi, le principal avantage de la méthode incrémental est qu’elle est applicable à 
tous types de comportement non linéaire ; ceci est dû théoriquement  au fait que la 
méthode d’incrémentation pas à pas est souvent utilisée dans l’analyse des éléments finis. 
Cette technique présente aussi d’autres avantages comme la représentation relativement 
complète du comportement (charge – déformation) qui est obtenu grâce à la description de 
l’état de déformation pour chaque état de charge intermédiaire.  

Cependant, cette méthode présente toujours l’inconvénient d’une part du (time – 
consuming) par rapport aux méthodes itératives ; et d’autre part à la difficulté de savoir à 
l’avance qu’elle est l’incrément de charge nécessaire pour obtenir une bonne 
approximation de la solution exacte. 

Aussi, à moins d’avoir une solution exacte ou expérimental du problème il peut être 
difficile de juger l’exactitude du résultat.  

Pour toutes ces raisons, on utilise la méthode mixte qui n’est rien d’autre qu’un 
consensus des deux méthodes incrémental et itérative. 

La méthode itérative est rapide et plus facile a utilisé que la méthode incrémental 
ceci est du au fait que l’analyse s’effectue seulement pour quelques cas de charge. On 
trouve qu’ils sont utilisées pour des matériaux bi – modulaires (c’est à dire ont des 
propriétés élastiques différantes en compression et en traction[7]), la combinaison de celle-
ci avec l’approche de la rigidité sécante va nous permettre d’analyser le comportement de 
matériaux moues pour lesquelles la technique incrémentale à échouée. Cependant, l’un des 
inconvénients de la méthode itérative est qu’elle ne donne aucune assurance sur la 
convergence vers la solution exacte. [8,6], d’une part et d’autres part, elle n’est applicable 
pour aucun des cas suivant ; problème dynamique, problèmes des systèmes non 
conservatifs (sauf pour les pseudo – conservatifs comme dans le cas des déformations 
plastiques [6,8]).Ainsi que toutes les structures ou les déplacements, déformations, et 
contraintes ne sont pas déterminées pour la charge totale appliquée ; à la différence de la 
méthode mixte et incrémental. 

 En fin, la méthode itérative requière ou demande des estimations initiales dans 
plusieurs situations [4] et spécialement pour des méthodes ou la première estimation est 
exigée. 
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Analyse du comportement non-linéaire géométrique 

des plaques par éléments finis 
(VI) 

 
VI-1) Introduction  

 En général, l’analyse linéaire des plaques est formulée par l’une des deux 
théories qui sont celle de KIRCHHOFF [1] ou de MINDLIN [2].  

Dans la première, les formulations de cisaillement sont négligées telle que la 
normale à la surface moyenne est supposée resté  normale après déformation. Cependant, 
ceci se traduit dans la contexte d’éléments finis par une formulation non-conforme où une 
continuité C1 est utilisée. 

 Dans la seconde théorie, celle de Mindlin, les formulations de cisaillement sont  
autorisées, à savoir que la normale reste droite après déformation mais pas 
nécessairement normale à la surface moyenne où seulement une continuité C0 est 
formulée. Cette dernière hypothèse n’a de réalité physique que pour les plaques épaisses, 
mais reste très efficace pour les plaques minces ou à épaisseur variable . 

 Néanmoins, pour les plaques la réduction de cette intégration conduit à  
l’apparition de modes de singularité ou mécanisme correspondant à des déplacements 
apparemment sans énergie, rendus possible par  l’intégration réduite d’élément. [Q8] .Cet 
élément, à variation parabolique, est souvent utilisé; car il présente aussi un mécanisme qui 
ne se propage pas quand on assemble plusieurs éléments. Cependant il peut donner des 
résultats médiocres dans  certains cas de flexion de plaques. Une solution mixte a été 
proposée par HUGHS : elle consiste à utiliser une famille de Lagrange pour les rotations (9 
nœuds) et une famille de Serendip pour les déplacements W (8 nœuds) : 

il s’agit de l’élément Hétérosis intégré avec 3 x 3 points pour la flexion et 2 x 2 points 

pour le cisaillement. 

En général l’analyse de la non-linéarité géométrique des plaques mince 
suit le même développement que celui de l’analyse linéaire. Ceci se traduit d’une 
part dans l'application des hypothèses  de kirchhoff aux plaques minces, et 
d’autre part, dans l'application des hypothèses de Von Karman   aux équations de 
Green (déformation–déplacement). 

 Ainsi Nous nous proposons dans cette recherche d’analyser une plaque 
mince en utilisant : 

• Premièrement, les hypothèses de Mindlin qui prennent en compte le 
cisaillement transverse négligé par kirchhoff. 

• Deuxièmement,  de comparer les résultats de la formulation de Von 
Karman qui néglige les distorsions u et v dans les directions x et y 
[H.NL.1] a celle. , qui ne les néglige pas [H.NL.2] ! 
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Ce qui va nous permettre d’estimer le taux en pourcentage d’erreur entre 
les deux hypothèses et d’apprécier si cette négligence est justifié ou pas. 

 
VI-2 Cinématique et Cinétique  

 Une des caractéristiques importantes des structures à comportement non-
linéaire est que la configuration déformée engendrée par les grands déplacements (grandes 
rotations) peut être très éloignée de la configuration initiale. Ainsi deux formulations 
lagrangiènnes sont habituellement utilisées (dans le cas des solides) :  

 

1- La déformation lagrangiènne actualisée (DLA)  

2- La description lagrangiènne totale (DLT) 

 

 La DLT est plus souvent  difficile à mettre en œuvre que la DLA, dans certains 
cas, et peut être moins précise que celle-ci lorsque la configuration est très éloignée de la 
configuration initiale. 

 Nous rappelons, dans ce paragraphe, quelques notions de base des milieux 
continus. 

 
VI-2.1)  Description du mouvement  

 On assimile un corps solide à une infinité de point matériel juxtaposé appelé 
«Particule». Chaque particule a une position repérée par ses coordonnées dans un 
référentiel quelconque. L’ensemble des positions des particules constitue, à un instant 
donné, une configuration du corps. Lorsque le corps subit de grands déplacement et de 
grande rotation, le mouvement du corps ‘est’ : l’évolution de cette configuration dans 
l’espace et dans le temps. 

 Le mouvement du corps peut se représenter des deux manières : 

 

a- Par une description lagrangiènne (ou matérielle), le trajet de la particule est 
suivit à partir d’une configuration de référence (initiale ou actualisée) 

b- Par une description Euleriènne (ou spatiale) où la particule est examinée en un 
point géométrique fixé (mécanique des fluides). 

 

 La description lagrangiènne  est bien adaptée à l’analyse des solides et nous 
l’avons évidement choisi. 

 En description lagrangiènne, deux types de configuration de référence en 
équilibre sont souvent utilisées comme nous l’avons déjà précisé. 

 

- La configuration initiale 0Ω  du corps à l’instant t=0 

- La configuration courante ou actuelle tΩ du corps à l’instant t. 
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 Si tt ∆+Ω désigne la configuration du solide à l’instant tt ∆+ , appelée 
configuration incrémentée, les deux descriptions usuelles des mouvements s’appellent 

 

- La description lagrangiènne totale (DLT) qui prend 0Ω  comme référence 

- La description lagrangiènne actualisée (DLA) qui prend tΩ comme référence. 

 

                  ttt zzz ∆+,,0  

 

                                                   tΩ  

                                                                               tt ∆+Ω  

                           0Ω  

 

 

 

                                                                                           ttt yyy ∆++ ,0  

 

 

 

ttt xxx ∆+,,0  

 

Figure (VI-1) :  Description du mouvement d’un solide 
 

0Ω  est la configuration initiale (non déformée et non contrainte.) 

tΩ  est la configuration déformée ou actuelle 

tt ∆+Ω  est la configuration incrémentée à rechercher. 

 

 A la lumière de ce que nous avons vue. Appliquons donc la description 
lagrangiènne sur un solide particulier qui est une plaque en flexion et dont les 
déplacements sont bien définit. 
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VI-3) Déplacement dans les plaques : 
 Dans la théorie de Mindlin les déplacements ( )twvuu ,,= sont exprimés par 

rapport à la surface moyenne [ ]ms ou (z=0) et sont notés wvu ˆ,ˆ,ˆ  pour les déplacements et 

yx θθ ,  pour les rotations Fig. [VI.2] 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )








=

−=
−=

yxwzyxw
yxzyxvzyxv
yxzyxuzyxu

yx

x

,ˆ,,

,,ˆ,,
,,ˆ,,

θ
θ

                                                               (VI-1) 

 Telle que les rotations xθ  et yθ  sont celle de la normal à la surface moyenne 
dans les plans (x, z)  et (y, z) respectivement. Les normales ne sont pas nécessairement 
normales à la surface moyenne après déformation, ce qui par conséquence va permettre les 
déformations de cisaillement 

Fig. [VI.2.b] : 

xx
w θ

δ
δα −=  

 

( )wz ˆ                                                                    z       x
w

δ
δ ˆ               

                                                                                             xθ      

                                   ( )vy ˆ                                           

            xθ  

 

 

             yθ  

                                         ( )ux ˆ                                xθ                                         x 

a- déformation de la surface moyenne                 b- déformation de la section droite 

 

Figure. [IV.2]    : Déformations 

 
VI-3.1) Déformations 

 Dans le cas de Mindlin les déformations sont données en fonction des 
déplacements à travers le vecteur déformation de Green : 
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VI-3.2) Contraintes 
 Les contraintes de Piola – Kirchhoff associées aux valeurs de Green sont :  

 

[ ]txzxzyxyyxx σσσσσσ ,,,,=                                                                   (VI-3) 

 

 
VI–A). Analyse de la non - linéarité avec prise en compte des 

hypothèses de von Karman : 
[H.NL.1] 

 

 L’introduction des hypothèses de Von Karman [13] implique que les dérivées 
ou les distortions de u et v en x et y sont négligeables et que le déplacement transversal w 
est indépendant de z. Ce  qui nous permet donc de réécrire les équations de Green en 
termes de déformation de la surface moyenne telle que ε  s’écrit : 
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ou les déformations linéaires du plan moyen sont : 

 

* Déformation membranaire 

















+
=

xvyu
yv
xu

m

,ˆ,ˆ
,ˆ
,ˆ

0ε                                                              (A-1b) 

* déformation flexionnelle 
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* déformation de cisaillement 

 









−
−

=
y

x
s yw

xw
θ
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ε
,ˆ
,ˆ

0                                                          (A-1d) 

 

* et enfin, les composantes non linéaires des déformations membranes 

( )

( )
( ) 
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
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2

2

0ε                                                                             (A-1e) 

Les équations (A.1) représentent donc le vecteur de déformation total. 

 

VI-A.1) Équations des travaux virtuels de Lagrange :  
 En considérant  les hypothèses de petit déplacement et de chargement 

conservatif, on peut exprimer l’équilibre d’un élément quelconque dans le système de 
coordonné de Lagrange par l’équation suivante :  

 

∫∫∫ +=
A

t

v

t

v

t dAduqdvdudvd ρρσε                                                  (A-2) 

ou 

v     représente un volume indéformable 

σ    le vecteur contrainte de Piola - Kirchhoff 

εd   le vecteur de déformation de Green due au déplacement virtuel du  

ρ    la densité massique  

q     la force de volume par unité de masse 

p     la force de surface 

 

 Dans le cas des plaques la formulation des équations des travaux virtuels peut 
s’écrire en terme d’intégrale de surface et à travers l’épaisseur «t»  
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VI-A.1.1)  Application du travail virtuel interne  
 Le travail virtuel interne d’un élément de plaque dwi peut s’exprimer comme 

nous l’avons déjà précisé en fonction d’une intégrale de surface à travers la surface de la 
plaque et son épaisseur «e» 

( )∫ ∫∫
+

−
++++==

A

e

e yzyzxzxzxxyyyxx
v

t
i dzdAddddddvddw 2

2
σεσεσεσεσεσε ε          (A-

3) 
 En substituant les expressions de déformations de l’équation (1..A) dans 

l’équation (3) et en intégrant à travers l’épaisseur «e» on peut réécrire  dwi e  en fonction 
d’une intégral de surface seulement : 

∫=
A

t
i daddw σε ˆˆ                                                                                   (A-4) 

et où la valeur des contraintes résultantes σ̂  sont  

 

















=

s

f

m

σ

σ
σ

σ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ                                                                                           (A-5) 

* les composantes membranaires 

[ ] ( )
tp

p
xyyx

t
xyyxm dzNNN
















== ∫

−

2

2

,,,,ˆ σσσσ                                           (A-6a) 

* les composantes de la contrainte de flexion  

[ ] ( )
te

e
xyyx

t
xyyxf zdzMMM














== ∫

−

2

2

,,,,ˆ σσσσ                                      (A-6b) 

* les composantes de la contrainte de cisaillement 

[ ] ( )
te

e
zyxz

t
yxs dzQQ














== ∫

−

2

2

,,ˆ σσσ                                                    (A-6c) 

 Compte tenu des déformations infinitésimales et finies, le vecteur global { }ε   
peut se décomposer en deux parties, une partie linéaire et une partie non linéaire : 

L

s

f

m

εε

ε

ε
ε

ε ˆˆ

ˆ

ˆ
ˆ

ˆ 0 +=
















=                                                                   (A-7a) 

où les composantes linéaires de 0ε̂  sont : 
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











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

=
0

0
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ˆ

ˆ

ˆ
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s
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m

ε

ε

ε

ε                                                                                (A-7b) 

et les composants non linéaires de Lε̂ sont   : 

















=
0
0
ˆ

ˆ

L
m

L

ε
ε                                                                               (A-7c) 

 

VI–A.1.2 )  Application du travail virtuel extérieur  
 Le travail virtuel extérieur d’un élément de plaque dwex  représente l’énergie 

de déformation totale due à tous les efforts extérieurs qui le sollicite. Ainsi la seconde 
intégrale de l’équation (A-2) représente le travail externe dû aux forces de volumes qui 
s’écrit : 

( )∫ ∫ ++=
−A

zyx

ee

e

fv
ex dzdAdwdvduqdw

2

2

ρ                                          (A-8) 

L’intégration explicite à travers l’épaisseur « t » permet de réécrire l’équation (VI-A-8) soit : 

dAquddw
A

tfv
ex ∫= ˆˆ                                                                 (A-9a) 

 où les déplacements de la surface moyenne û  sont : 

[ ]TyxwvuU θθ ,,ˆ,ˆ,ˆ=
∧

                                                             (A-9b) 

 et la force de volume global q̂  est : 

[ ]

( )
Te

e yzxzzyx

T
yxzyx

dzqqqqq

MMqqqq





 −−=

=

∫
+

−

2

2
,,,,

,,ˆ,ˆ,ˆˆ

ρ
                                         (A-9c) 

 

 si la force de volume est constante à travers l’épaisseur q̂  devient simplement : 

                            [ ]Tzyx tqtqtqq 0,0,,,ˆ ρρρ=  

 et ou zyxq ,,ρ  est la force de volume par unité de surface dans la direction x, y, 
z. Enfin le troisième intégral de l’équation (VI-A.2) qui représente le travail externe des 
surfaces peut être diviser en deux intégrales l’une sur la surface de la plaque (As) et l’autre 
sur son extrémité (Ae) fig. [VI.3] soit : 

∫∫ +=
pe

t

As

tfs
ex pedAedupdududw                                    (A-10a) 
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 ou la traction des bords ep  est donnée en terme de traction local tn pp ,  et zp  
tel que : 
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                                   (A-10b) 

 et traction sur la surface 2
ez ±=  est  

[ ]Tzyx pppp ,,=−                                                   (A-10c) 

 avec     

                                      φscc 0=  et φsims =          

 

 

 

 

 

y 

                     s                                            tp  

                                            normal                                                 np  

                                                        φ  

 

 

                                                                  

                                                                        x 

 

Figure. [VI-3]   : Traction des bords 
 

 La substitution de u, v, et w de l’équation [VI.1] dans l’équation [10.a] et 
l’intégration sur l’épaisseur «e» nous permet d’écrire le travail extérieur en terme de deux 
intégrales l’une de surface et l’autre curviligne c’est à dire : 

∫∫ +=
s

T

As

Tfs
ex edsuddauddw ρρ ˆˆˆ                                                     (A-11a) 

où            [ ]Tyxzyx MM ,,,,ˆ ρρρρ =                                                            (A-11b) 
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et  

        
[ ]
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Te

e
e

y
e

x
e

z
e

y
e

x

Te
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e
x

e
z

e
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e
xe
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,,,,

,ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ

ρρρρρ

ρρρρ
                                      (A-11c) 

 

VI-A.1.3)  Travail virtuel total  
 Tous les développements qui ont été formulés ci-dessus vont nous permettre 

d’écrire le travail virtuel de l’équation [VI-2] en terme du déplacements de la «Surface 
moyenne» c’est à dire : 

……… ∫∫∫∫ ++=
ss

e
T

As

T

A

T

A

T dsudddauddaquddad σρρσε ˆˆˆˆˆˆˆˆ                                (A-12) 

 
 

VI-A.2)  Relations constitutives : 
 Pour un matériaux homogène, élastique et isotrope, la contrainte de l’équation 

(3) peut être relier aux déformations de Green (2) par la relation suivante : 

εσ D=                                                                                    (A-13a) 

ou D  est la matrice constitutive du matériau  
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ED                                                  (A-13.b) 

 

 La substitution de ε de l’équation (2) et l’intégration à travers l’épaisseur ‘’e’’ 
va permettre de réécrire la contrainte résultante σ̂  de l’équation (A-5) en terme de 
déplacement dérivé ou déformation généralisée ε̂  de l’équation (A-7) tel que : 

εσ ∆= ˆˆ                                                                                    (A-14a) 

où             
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                                                          (A-14b) 
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tel que        DEtDm 21 ν−
=  ; ( ) DEeDf 2

3

112
ˆ

ν−
=  ; 2

ˆ IGeDs α
=                        (A-14c) 

avec              
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2I  ; ( )ν+
=

12
EG                      (A-14d) 

 

 Ou  est le fac         
uniforme des contraintes de cisaillement . 

 

VI-A.3)  Variation de la déformation : 
 Après avoir discrétisé les équations des travaux virtuels, il est nécessaire de 

considérer la variation de déformation ε̂d  qui n’est rien d’autre que la somme de la 
variation linéaire et non linéaire des déformations généralisées telle que : 

Lddd εεε ˆˆˆ 0 +=                                                                 (A-15) 

Comme 0ε̂  est une fonction linéaire de û alors : 
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 d’un autre côté si on suppose la variation de u et v par rapport à x et y nulle, et 
que l’on prend en considération seulement les variations du déplacement transvase w, alors 
on peut exprimer le vecteur de déformation non linéaire L

mε̂   en fonction de deux matrices 

θA et θ  soit : 

θε θAL
m =ˆ                                                                                 (A-17a) 

avec :         















=

xwyw
yw

xw
A

,ˆ,ˆ
,ˆ0
0,ˆ

θ                                                                    (A-17b) 

et                 [ ]Tywxw ,ˆ,ˆ=θ                                                                    (A-17c) 
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(qui représente le vecteur gradient déplacement) 

 

 Donc la variation des composantes non linéaires des déformations membraner 
est obtenue à partir de l’équation (A-1e)  et des équations (A-17) en terme de gradient 

θd soit : 

θε θ dAd L
m =                                                                         (A-18a) 

où 

[ ]Tywxwdd ,ˆ,ˆ=θ                                                                  (A-18b) 

 
VI-A.4) Formulation par éléments finis de l’équation d’équilibre  

 L’application du théorème des travaux virtuels nous permet d’exprimer 
l’équilibre d’un élément ou la stationnarité de son énergie de déformation tel que le 
premier membre est le travail virtuel des forces intérieures et le second membre est le 
travail virtuel des forces extérieures soit : 

∫∫∫ ++=
s

e
T

As

T

A

TT dsdûdasdûdAqdûdAd ρρσε ˆˆˆˆ                              (A-19) 

 Il s’agit donc maintenant discrétiser cette équation dans le cadre des éléments 
finis en exprimant celle-ci en fonction des déplacements nodaux. 

 Soit le déplacement û à l’intérieur de l’élément est donné en fonction de n 
déplacement discret tel que : 

[ ] i

n

i
i INû δ∑

=

=
1

5                                                                     (A-20a) 

 Ni est la fonction de forme de l’élément choisi fig. [VI-4]  et  

 I5 est la matrice identité [5 x 5] 

 iδ  déplacement nodal  

 

avec :            [ ]Tyixiiiii wvû θθδ ,,ˆ,ˆ,=  
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Figure. (VI-4)   :    Élément plaque de Mindlin 
 

L’équation (VI-20a) peut être écrite comme suit : 

δNû =                                                                               (A-20b) 
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où               
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Le déplacement virtuel dû est dont écrit en terme de déplacement nodal virtuel 
etδ de l’équation (A-20c) tel que : 

δNddû =                                                                           (A-21a) 

où                 
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                                                                       (A-21b) 

de la même façon on peut réécrire le gradient de déplacement θ  de l’équation [A-
17c] en terme de déplacement nodal  

δθ G=                                                                             (A-22a) 

où 

[ ]nGGGG ,......,, 11=                                                            (A-22b) 

avec  
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xi
i N

N
G                                                   (A-22c) 

et donc le gradient virtuel de l’équation (A-18b) peut se reformuler comme suit : 

δθ Gdd =                                                                        (A-23) 

 

 Le vecteur déformation de Green généralisé ε̂  de l’équation (A-7a) est donné 
en terme de déplacement nodal  tel que : 

( )
δ

δε 



 += LBB

2
1ˆ 0                                                           (A-24) 

 telle que B0 est la matrice de transformation qui donne les déformations 
linéaires 000 ,, sfm εεε  et BL la matrice de transformation non linéaire qui dépend de δ  et 

exprime les déformations non linéaires L
mε   est elle même quadratique et dépendant deδ . 

 

VI-A.4.1) Formation de B0 et BL  
 A ce stade de l’étude on doit obligatoirement formulé B0 et BL qui sont rien 

d’autres que la forme matricielle des déformations 0ε̂  et L
mε̂ . 
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 Ainsi la matrice B0 est écrite en terme de sous matrice iB0  telle que : 

[ ]nBBBB 020100 ,...,,=                                                    (A-25a) 

avec            
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 Et où les composants de chaque matrice sont : 

 

* Membranaire 
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* Flexionnelle : 
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* cisaillement 
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 Et  la matrice BL est écrite en terme de sous matrice aussi LiB  soit : 

[ ]LnLL BBB ,........,1=                                                         (A-25f) 

avec  
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VI-A.4.2)  Formation du gradient de déformation ε̂d : 
 En substituant les équations (A-21a) et (A-25) dans (A-16) et (A-18a) 

respectivement on a la variation de la déformation en terme de déplacement virtuel nodal et 
δd  telle que : 

δε Bdd =ˆ                                                                          (A-26a) 

et où 

( )δLBBB += 0                                                                  (A-26b) 
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VI-A.4.3)  Discrétisation de l’équation des travaux virtuels : 
 Le travail virtuel de l’équation (A-12) est discrétisé pour un élément 

quelconque en substituant l’équation (A-21a) et (A-26a) pour dû et ε̂d   respectivement et 
on a : 

0ˆ =







−∫

A

TT RdaBd σδ                                                          (A-27a) 

 où la force nodale équivalente R due aux forces de volume et de surface est : 

∫∫∫ ++=
s

e
T

As

T

A

T dsNdaNdaqNR ρρ̂ˆ                                    (A-27b) 

 

 
 
 
 
VI-A.4.4)  Formulation de l’équation d’ équilibre : 
 Si on considère que le déplacement virtuel δd est quelconque, on peut donc 

exprimer l’équation d’équilibre non linéaire d’un élément comme suit : 

( ) 0ˆ =−= ∫
A

A
T RdB σδψ                                                       (A-28) 

 
VI - A.5 ) Solution de l’équation non linéaire d’équilibre 

 Les résolutions du système non linéaire de l’équation [A-28], c’est chercher le 
vecteur déplacement δ qui rend le résidu ( )δψ  aussi proche que possible du zéro. La 
solution exacte rend le résidu nul. 

 La recherche de la solution δ  se fait de manière itérative pour la majorité des 
algorithmes de résolution (comme nous l’avons déjà vu dans le chapitre précédent). 

 Le choix porté sur une méthode de résolution dépend essentiellement sur 
plusieurs facteurs dont :  

 

- la précision et la rapidité de convergence. 

- Le risque de divergence. 

- l’existence d’une  ou plusieurs solutions … etc. 

 

 À noter qu’il n’existe pas de méthode générale valable pour tous les cas. 
Cependant, le procédé de résolution doit s’adapter à une classe de problème donnée 
(stationnaire, non stationnaire… etc.) 
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Les méthodes de base les plus connus sont les suivantes : 

 

- procédé de substitution  

- procédé de Newton – Raphston 

- procédé incrémental. 

 

Notre choix a été porté ici pour ce type de non linéarité sur la méthode de Newton-
Raphston qui est par expérience la plus utilisée. 

 

VI-A.5.1)  Méthode de Newton–Raphston  : 
 Cette méthode consiste à résoudre une série d’équation linéaire jusqu’à 

convergence de la solution δ . 

 Ainsi, supposons que l’estimation du déplacement initial iδ  pour un 
déplacement total, donne une force résiduelle ( ) 0≠iδψ  alors pour améliorer la valeur 1+iδ  
on développe le résidu ( )1+iδψ  en série de Taylor au voisinage de iδ  tels que : 

( ) ( ) ( ) 0...............1 =+∆





∂
∂

+=+ iiii δδ
δ
ψδψδψ                       (A-29a) 

 D’où en négligeant les termes d’ordre inferieur à 1 on a : 

( ) ( )ii
i δψδ

δ
δψ

=∆





∂
∂

−                                                     (A-29b) 

où [ ]TK  est définit comme la matrice de rigidité tangente évaluée pour iδ  et donnée 
par : 

[ ] ( )






∂
∂

=
δ
δψ i

TK                                                                   (A-30) 

 L’équation (A-29) est l’équation linéaire d’équilibre incrémentale qui donne 
l’approximation linéarisée de la relation entre la force résiduelle et l’incrément de 
déplacement iδ∆ . Et ou l’amélioration de la solution est telle que : 

iii δδδ ∆+=+1                                                                    (A-31) 

 Ainsi, l’équation (A-29) et (A-31) représentent la solution de Newton–
Raphston pour l’équation non linéaire (A-28) et ou ( )iδψ  et iδ∆  sont les mesures de la 
convergence de la solution. 

 Le changement R est toujours appliqué à chaque incrément de déplacement 
pour améliorer la stabilité numérique et pour obtenir des résultats intermédiaires. 
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Remarque :  
 Tandis que pour la méthode de Newton – Raphston le calcul de (N – R) et 

l’inversion de [ ]TK  est systématique. Pour la méthode de Newton–Raphston modifiée 
(KT2), la matrice de rigidité tangente [ ]TK  est assemblée et décomposée une seule fois. 

 L’utilisation de l’une ou l’autre, dépend du type de non linéarité; telle que pour 
les problèmes fortement non linéaires la méthode de Newton–Raphston est plus souvent 
utilisée car elle converge en général plus rapidement. 

 

VI - A.6) La matrice de rigidité tangente 
 La matrice tangente globale [ ]TK  est obtenue en pratique par assemblage des 

matrices élémentaires tangentes [ ]TK . Elle est donnée par l’équation (A-30) qui s’écrit tels 
que : 

[ ]



























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

m

m

i

m

i

m

mii

mii

TK

δ
ψ

δ
ψ

δ
ψ

δ
ψ

δ
ψ

δ
ψ

δ
ψ

δ
ψ

δ
ψ

..............

..............

..............

111

111

                                  (A-32) 

où m est le nombre de degré de liberté par élément. 

 

 Le résidu ( )δψ  de l’équation (A-28) peut être étendu comme suit : 
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                                            (A-33) 

avec Kσ  étant une composante de la contrainte résultante σ̂  qui s’écrit pour des 
raisons de commodité : 

 

[ ]T821 ,...,,ˆ σσσσ =                                                               (A-34) 

 

 La dérivée de l’expression iψ  par rapport aux variables nodales jδ  nous donne 
un terme TijK  de la matrice globale [ ]TK  soit : 



CHAPITRE VI  ANALYSE  DE  LA  (N.L.G)  DES  PLAQUES  PAR  LA  (M E F) 
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                          (A-35) 

et où 0=










∂
∂

j

iR
δ

 pour un chargement conservatif. 

 

 Le développement de la matrice tangente nous permet d’écrire TK  comme suit  
(Voir Annexe A) : 

∫∫











+∆=

A yxy

xyxT

A
T Gda

NN
NN

GBdaBK ˆ                                      (A-36) 

 La substitution de B, D̂  et G de l’équation (A-27b), (A-14b) et (A-22b) 
respectivement donne : 

σKKKK LT ++= 0                                                         (A-37a) 

- où la matrice de rigidité linéaire élastique 0K  est : 

∫ ∆=
A

T daBBK 000
ˆ                                                                   (A-37b) 

- la matrice des déplacements initiaux LK  qui est quadratiquement dépendante du 
déplacement δ  est : 

∫∫∫ ++=
A

L
T

L
A

T
L

A
L

T
L daBDBdaBDBdaBDBK ˆˆˆ

00                        (A-37c) 

- la matrice des contraintes initiales σK  est (Voir Annexe A) 

∫











=

A yxy

xyxT daG
NN

NN
GKσ                                                 (A-37d) 

 

VI-A.6.1) Formulation de la matrice linéaire élastique [ ]0K  

 Pour un calcul efficace, il est nécessaire de considérer la variation des 
submatrices nodales contenues dans l’équation (A-37a) qui permet d’éviter la 
multiplication des termes nuls. 

 L’utilisation de l’équation (A-25c) pour formuler la submatrice iB0  permet aux 
termes de la matrice linéaire ijK0  d’être exprimée en fonction des termes de l’effet 
membranaire, flexionnel, et de cisaillement soit : 
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        (A-38) 

ou i, j = 1 à n 
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VI-A.6.2)  Formulation de la matrice non-linéaire [ ]LK  
 En utilisant les équations (A-25c) et (A-25h) dans l’équation (A-37c), on 

obtient la matrice des déplacements initiaux LijK  soit : 
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dans laquelle : 
f

i
m
i GALB θ=ˆ                                                                      (A-39b) 

et f
iG  est : 
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VI-A.6.3)  Formulation de la matrice géométrique [ ]σK  

 La prédominance des termes nuls dans la submatrice Gi de l’équation (A-22c), 
indique que la matrice nodale des contraintes initiales LjKσ  est beaucoup mieux calculée en 
utilisant les termes non nuls seulement à la position (3x3) dans la matrice 5x5 telle que : 

( ) ( )[ ]∫ +++=
A

xjyiyjxixyyjyyixjxxixij daNNNNNNNNNNNK ,,,,,,,,33σ            (A-

40) 
VI-A.7) Le chargement nodal équivalent dû aux contraintes internes : 

 Pour évaluer le vecteur nodal résiduel ( )δψ  de l’équation (A-28) on doit 
calculer la force nodale équivalente due aux contraintes internes résultantes σ̂  qui s’écrit 
pour un nœud donné (i) comme suit : 

( )
( ) ( ) ( )∫
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VI-B. Analyse de la non - linéarité avec prise en compte de 
la distorsion des déplacements u et v : 

[H.NL. 2] 

 
 Dans le cas des petites déformations, on néglige généralement l’effet de la 

flexion membranaire. Cependant dans la cas de grands déplacements et comme 
nous l’avons déjà vu dans l’approche analytique ainsi que l’approche 
numérique des plaques, l’énergie de déformation membranaire n‘est plus 
négligeable .Ainsi donc, il devient nécessaire de prendre en compte cette déformation et 
voir le degré de son influence sur la déformation de la plaque et sur l’effort de cisaillement 
transverse  qui est induit par cette déflexion supplémentaire. 

 Dans le même ordre d’idée on va se proposer d’étudier l’influence de la 
distorsion de u et v en x et y dans le plan moyen; et ce contrairement aux hypothèses de 
Von Karman que nous avons déjà développé et qui néglige leurs effets. 

 Pour pouvoir traiter ce problème par la méthode des éléments finis, il faut 
impérativement poser l’équation d’équilibre non linéaire en premier lieu à l’instar de 
toutes les autres approches, et en second lieu discrétiser cette même équation pour enfin 
pouvoir la traiter numériquement en la résolvant par l’une des méthodes de résolution non 
linéaire que nous avons déjà vu dans les chapitres précédents. 

 Ainsi, le développement de cette approche est comme la précédente basée 
essentiellement sur le vecteur de déformation de Green développé pour les plaques en 
formulation de Mindlin qui s’écrit comme suit : 
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 On développe le vecteur déformation en fonction du déplacement du plan 
moyen ( )yxwvûÛ θθ ,,ˆ,ˆ,=  et on obtient : 
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(B-1b) 

 

 Si on pose  
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et : 
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alors on peut réécrireε  sous forme suivante : 
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Les contraintes : 
 Sont toujours celles de Piola–Kirchhoff associées aux déformations de Green : 

[ ]Tzyxzxyyx σσσσσσ ,,,,=                                                                    (B-3) 

 
VI - B.1) Équation des travaux virtuels de Lagrange  
 Une des manières de déterminer l’équation d’équilibre non linéaire est 

d’utiliser le théorème de travaux virtuels de Lagrange qui est formulé en terme continu 
dans le système de coordonnée Lagrangien accompagné de l’hypothèse de petites 
déformations et de charge conservative [14]. 

∫∫∫ +=
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V

T dadudvqdudvd ρρσε                                             (B-4) 

où 

 

v     est un volume indéformable. 

σ l   la  contrainte de Piola–Kirchhoff. 

εd    la déformation virtuelle de Green due aux déplacements virtuels du. 

ρ     la densité massique. 

q     force de volume par unité de masse. 

P     force de surface agissant sur une surface indéformable a. 

 

 Le travail des forces internes idw  peut s’écrire en intégral sur la surface A et 
l’épaisseur t tels que : 
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 En substituant l’expression de déformation ε  de l’équation (B-2) dans 
l’équation (B-5) et en intégrant à travers l’épaisseur « e » on obtient : 
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après intégration sur l’épaisseur ‘e’ on obtient  (voir  annexe C) : 
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           (B-6c) 
telles que : 
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 Ceci donc nous permet d’écrire le vecteur de déformation généralisé ε̂  
correspondant aux vecteurs contraintes σ̂  de l’équation déduite : 
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tels que : 
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où les composantes linéaires de 0ε̂  sont : 
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et les composantes non linéaires de Lε̂  sont : 
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 Si on pose : 
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VI-B.2) Relation Contrainte-Déformation : 
 Pour un matériaux linéaire élastique homogène avec la contrainte plane  

( 0=zσ ) les contraintes de l’équation (B-3) liées aux déformations de Green . 

 

εσ D=                                                                                (B-12a) 

 En substituant ε  par les équations (B-2) et en intégrant à travers l’épaisseur t, 
on obtient un vecteur contrainte généralisé σ̂  exprimer en fonction de la déformation 
généralisée ε̂  : 

εσ ˆˆˆ D=                                                                               (B-12b) 

avec : 
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 et ou sfm DDD ˆ,ˆ,ˆ  sont les matrices d’élasticité membranaire, flexionnelle et de 
cisaillement (respectivement). 

 

 
VI-B.3) La variation de déformation  
 Dans l’équation (B-12), on a définit le vecteur contrainte généralisé. Il nous 

reste donc à définir la variation de déformation   due aux déplacements virtuels dû pour 
nous permettre enfin de discrétiser l’équation des travaux virtuels . 

  Ainsi par définition la déformation 
∧

ε   s’écrit:: 

Lεεε ˆˆˆ 0 +=                                                                                 (B-13) 

On peut donc écrire la variation  ε̂d  comme suit : 

Lddd εεε ˆˆˆ 0 +=                                                                           (B-14) 

avec pour la partie linéaire  : 
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 Et pour la partie non linéaire on a : 


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ε̂                                                                                    (B-15b) 

Pour pouvoir traiter ce problème il faut impérativement mettre la formulation non 

linéaire sous forme matricielle de telle manière a pouvoir  la traite numériquement . 
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a)déformation membranaire 
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16) 
b) deformation de flexion 
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c) deformation de cisaillement  
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18) 

 Si les gradients de déplacements en fonction de xwvû θ,ˆ,ˆ, et yθ  s’écrivent 

Comme suit: 
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                                                 (B-19) 

 Alors la variation des composantes non linéaires s’exprime en fonction des 
gradients virtuels dqd ,θ .et dX pour la variation non lineaire du cisaillement 
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VI-B.4) Formulation par éléments finis de l’équation d’équilibre  
 La formulation du déplacement û est toujours exprimée en fonction du 

déplacement nodal δ  tels que : 

[ ]∑=
n

i
ii INû δ5                                                                      (B-20) 

ou : 

iN  est la fonction de forme 

5I  est la matrice identité 5x5 

iδ  est le déplacement nodal qui s’écrit : 

[ ]Tyixiiiii wvû θθδ ˆ,ˆ,=                                                              (B-21) 

l’équation (B-20) peut s’écrire plus simplement  

δNû =                                                                                 (B-22) 

où  
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                                                                            (B-23) 

 Le déplacement virtuel dû est exprimé en fonction du déplacement nodal 
virtuel telle que : 

δdNdû =         où     
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                                        (B-24) 

 Après avoir formulé  le déplacement û en fonction du déplacement nodal δ  on 
peut donc maintenant reformer le gradient de déplacement θ, q  en fonction du 
déplacement nodal δ  et de la dérivée des fonctions de forme tel que pour : 

* l’état membranaire 

            { } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }δδδθ GGG =+= 21                                                      (B-25) 
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avec 
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                                              (B-26) 

 

le gradient de déplacement de l’équation (B-15 )  s’écrit en terme de gradient 
virtuel en fonction des déplacements nodaux  telle que pour: 

* l’effet  membranaire : 

{ } [ ] { }δθ dGd =                                                                       (B-27) 

 

*L’effet de flexion : 

               { } [ ]{ }δLq =                                                                             (B-28) 

 avec  
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                                               (B-29)  

 

le gradient du déplacement de l’équation (B-15c) s’écrit en fonction du gradient 
virtuel des deplacement nodaux : 

       { } [ ] { }δdLqd =                                                                            (B-30) 

 
l’effet de cisaiilement : 

                  { } [ ]{ }δKX =                                                                             (B-31) 

 avec  
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         [ ] 
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                                                            (B-32) 

le gradient du deplacement de l’equation (B-19) s’ecrit en fonction du gradient 
virtuel des deplacements nodaux : 

{ } [ ] { }δdKXd =                                                                               (B-33)    

 A partir de là, on peut exprimer le vecteur de déformation généralisé ε̂  en 
terme de déplacement nodal δ  soit : 

( )[ ] δδε LBB 2/1ˆ 0 +=                                                                    (B-34) 

 et ou B0 est la matrice de déformation linéaire et LB  est la matrice de 
déformation non linéaire qui dépend toujours de δ . 

 La matrice constante B0 est écrite ou formulée en fonction de submatrice : 

             [ ]nBBBB 002010 ,,, =  
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                                                                                (B-35a) 

  les composantes des matrices linéaires s
i

f
i

m
i BBB 000 ,,  sont données dans les 

équations (A-26) de la même façon, la matrice de déformation non linéaire est donnée en 
fonction de submatrices soit : 

             [ ] ,,,, 21 LLLL BBBB =  
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                                                                   (B-36) 

 En substituant (B-20) et (B-27, 30, 33) dans  (B-15) , la variation de la 
déformation en terme de déplacement virtuel nodal δd  est obtenue et écrite comme suit : 

δε dBd =ˆ                                                                                     (B-37) 

avec 

( )δLBBB += 0                                                                               (B-38) 

 Le développement du terme de la déformation virtuelle ε̂d  en fonction du 
déplacement nodal δd  nous amène directement à la formulation du travail virtuel de 
l’équation (B-8) ou on y substitue les équations (B-20) et (B-36) dans dû  et ε̂d  
respectivement, soit : 

0ˆ =







−∫

A

TT RdaBd σδ                                                                  (B-39) 
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avec R est la force nodale équivalente. 

 

∫∫∫ ++=
s

e
T

As

T

A

T dsNdaNdaqNR ρρ̂ˆ                                             (B-40) 

 

 Ainsi on peut enfin formuler l’équation d’équilibre non linéaire d’un élément 
quelconque tels que : 

 

( ) 0ˆ =−= ∫
A

T RdaB σδψ                                                                 (B-41) 

Pour un déplacement virtuel δd quelconque. 

 

Remarque : 
 L’équation (B-41) a un double rôle; elle peut représenter l’équilibre de chaque 

élément d’une structure, ou sous forme assemblée, l’équation d’équilibre totale. C’est une 
équation non linéaire en δ  puisque σ et B sont linéaire et quadratique en δ  
respectivement. 

 

VI-B.5) Solution de l’équation d’équilibre non linéaire : 
 Comme il a été précisé précédemment la résolution de l’équation (B-41), c’est 

chercher le vecteur déplacement δ  qui rend le résidu ( )δψ  aussi proche que possible du 
zéro; la solution exacte rend le résidu nul. Notre choix a été porté comme pour le cas 
précédent sur la méthode de Newton–Raphston qui conjugue précision et rapidité pour ce 
type de non linéarité. 

 

VI-B.6) La matrice de rigidité tangente : 
 La matrice tangente globale TK  est obtenue en pratique par assemblage des 

matrices élémentaires tangentes. Elle est donnée par l’équation (A-30) soit : 

( )

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


∂
∂

=
δ
δψ i

TK                                                                          (B-42a) 

où de manière plus développée comme l’équation (A-32). 

 La dérivée de l’expression iψ  par rapport aux variables nodales jδ  nous donne 
un terme TijK  de la matrice globale TK  soit (A-32) : 
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δ
ψ                                 (B-42b) 

et ou pour un chargement conservatif. 
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                0=
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δ

 

 Le développement de la matrice tangente nous permet d’écrire TK  comme 

Suit (voir annexe B) : 

 

∫∫∫ ∫∫∫ ++−−+=
∧∧

A

T

A

TTT

A

T

A
T daKVLtdaLMLtKVGLMGdaGNGdaBDBK ˆˆ2/22ˆˆ

22            

(B-42c) 
 La substitution des équations (B-38), (B-12) et (B-26), (B-29) et (B-31) dans 

DB ˆ,ˆ  et G, L, K respectivement donne : 

220 σKKKK LT ++=                                                                (B-43) 

*ou la matrice de rigidité élastique linéaire 0K  est : 

∫=
A

T daBDBK 000
ˆ                                                                      (B-44a) 

*La matrice des déplacements initiaux LK  

∫∫∫ ++=
A

L
T

L
A

T
L

A
L daBDBdaBDBdaBDBKL ˆˆˆˆˆ

002                            (B-44b) 

*La matrice des contraintes initiales  (Voir Annexe B)  

       ∫∫∫ ∫∫ ++−−=
∧∧

A

T

A
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A A

TT

A

T daKBVLtdaLMLtKVGLMGdaGNGK ˆˆ2/22ˆ2 22σ     

(B-44c) 
 

 Pour la matrice de rigidité 0K  la formulation est la même que le paragraphe 
(A-6-1) où le terme de la matrice ijK0  est donné dans l’équation (A-38) reste la 

formulation de la matrice ijK 2σ  et le terme de la matrice ijKL2  dont le développement est 
le suivant : 

 

VI-B.7) Formulation de la matrice non-linéaire 2
LK  

 Pour pouvoir exprimer les termes LijK  de la matrice des déplacements initiaux 
d’une manière simple et explicite il est plus avantageux de décomposer la matrice de 
transformation non linéaire LB  en plusieurs sous matrices LiB̂  dont les termes ne sont pas 
nuls. 

 Ainsi ( )δBL  est exprimée en fonction de deux matrices; l’une est la matrice de 
dérivation de fonction de forme et l’autre est une matrice liée aux déplacements û . On peut 
donc écrire ce qui va suivre : 
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avec :                       
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et 
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                                                    (B-46b) 

et dont la formulation de chacune d’elle s’écrit : 

* [ ] GABBB l
P

L
P

L
M θ== 12                                                             (B-47) 

* [ ] f
i

L
f

L
f

L
F HLBBB == 12                                                               (B-48) 

* [ ] i
l
s

L
s

l
S WKBBB == 21                                                               (B-49) 

 à partir de cette notation qui simplifie la problématique numérique, on peut 
développer la matrice 2LK  et voir ses termes constitutifs avec plus de clarté. 

 

∫∫∫ ++= daBDBdaBDBdaBDBK L
T

L
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L
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L 002                    (B-50) 

LLLMMLL KKKK ++=2                                                             (B-51) 

avec 
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∫∫∫ ++=
A

ss
LT
s

A
ff

LT
f

A
mm

LT
mLM daBDBdaBDBdaBDBK 000                     (B-52b) 

∫∫∫ ++=
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mLL daBDBdaBDBdaBDBK                     (B-52c) 

 

 On remarque que si on annule les termes de la deuxième non linéarité, on 
retrouve la matrice non linéaire 0LK  de la première hypothèse, c’est à dire si : 
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VI - B.8) Formulation de la matrice Géométrique 2
σK  

 La prédominance des termes nuls dans les submatrices 21, gg  de l’équation 
(B-26) indique que la matrice nodale des contraintes initiales ijKσ  est beaucoup mieux 
calculée en utilisant les termes non nuls. Ainsi on peut réécrire le terme ijKσ  en certaines 
positions de la matrice (5x5) soit : 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ +++===
A

xjiyiyjxixyyjyyixjxxixijxijxij daNNNNNNNNNNNKKK ,,,,,,,,332211 σσσ

          (B-53a) 
 

( ) ( )[ ]∫ +++−==×
a

xyiyxjyixjxyyiyyjxixxjxijij daNNNNMNMNNMNKK ,,,,,,,,5241 2)( σσ
 

( ) ( )[ ]∫ +++==×
a

xyiyxjyixjxyyiyyjxixxjxijij daNNNNMNMNNMNtKK ,,,,,,,,5544 2/)( σσ
 

(B-53b) 

( ) [ ]∫ +−==×
a

yiyyjxixxjxijij daNQNNQNKK ,,,,5241 2)( σσ

( ) [ ]∫ +==×
a

yiyyjxixxjxijij daNQNNQNtKK ,,,,5544)( σσ                                   (B-53c) 

 

VI-B.9) La charge nodale équivalente due aux contraintes internes : 

 Comme nous l’avons déjà dit, pour évaluer le vecteur nodal résiduel ( )δψ  de 
l’équation d’équilibre, on doit calculer la force nodale équivalente due aux contraintes 
internes σ̂  qui s’écrit pour un nœud donné (i) comme suit : 

∫=
A

T
i daBP σ̂                                                                          (B-54) 

 Si on substitue les équations (B-29) et (B-11) dans B  et σ̂  on obtient : 

∫
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                (B-55) 
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 On remarque toujours que si on annule les termes de deuxième non linéarité 
( 02 === L

s
L
f

L
p BBB ) on obtient le même vecteur de charge nodale que précédemment, 

c’est à dire ii PP =0  

 

VI-B.10)  Intégration numérique 
 L’intégration de l’équation d’équilibre non linéaire, ainsi que toutes les 

matrices de rigidité est évaluée en utilisant l’intégration numérique et où l’ordre 
d’intégration est précisé dans le tableau ci-dessous : 

 

 

 

 

  

LN
 

 

sQ
 

 

LQ
 

 

HQ  

• Me

mbr

ane 

Flexion 

Cisaillement 

2x2 

2x2 

1x1 

2x2 

2x2 

2x2 

3x3 

3x3 

2x2 

3x3 

3x3 

2x2 

 

 

 L’intégration est sélective selon que la fonction à intégrer a unt comportement 
de membrane ( mmD σ̂,ˆ ) de flexion ( ff D,σ ) ou de cisaillement ( ssD σ,ˆ ) 

 

VI-B.11) Calcul des contraintes : 
 Le calcul des contraintes s’effectue sur la base de l’égalité suivante : 
                                            εσ D=  

où 

                                            εσ ˆˆˆ D=  

c’est à dire 


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 Et ce pour chaque élément étudié. On remarque que l’ordre d’intégration est le 
même que celui utilisé pour la matrice tangente. Tableau suivant 

 

 

 

  

LN
 

 

sQ
 

 

LQ
 

 

HQ  

embrane Bi-
linéaire 

Bi-
linéaire 

Bi-
quadratique 

Bi-
quadratique 

Flexionnel Bi-
linéaire 

Bi-
linéaire 

Bi-
quadratique 

Bi-
quadratique 

aillement Constant Bi-
linéaire 

Bi-
linéaire 

Bi-
linéaire 

 * La contrainte de flexion pour 
2
ez =  

( ) 2max

6
e
M f

f =σ                                                     (B-56) 

 

 * La contrainte membraner 

( )
e

Nm
m =maxσ                                                         (B-57) 

 * La contrainte de cisaillement 

                              







−= 2

2

36 z
u
n

n
Qy

sσ  

pour  

( )
e
Qz

ez

s

s

2
30

0
2

max =→=

=→=

σ

σ
                                             (B-58) 

La contrainte maximum : 

( ) ( ) ( )maxmaxmax mf σσσ +=                                           (B-59) 

 Le calcul de la contrainte s’effectue au bord ou au centre de la plaque étudiée. 
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VI-B-12) Calcul des containtes aux nœuds- Technique de lissage 

La continuité des contraintes aux interfaces des éléments n’étant pas requise pour la 
convergence, on se trouve alors confronté au problème d’interprétation des quantités qui 
ont une distribution en forme d’histogramme (voir fig.(VI-7a)), ceci est du essentiellement 
aux fonctions d’interpolation qui ont un mauvais comportement à proximité des interfaces 
de l’élément. 

Pour  remédier ce problème Hinton et Campbell ont introduit une technique dite de 
Homogénéisation local des contraintes  où local smothing. Cette technique de lissage (voir 
fig.(VI-3b)) est une simple extrapolation bilinéaire, linéaire des contraintes des points de 
Gauss aux nœuds. 

Telque la contrainte extrapolée soit égale a : 

                                   σσ σN=*                                                               (B-60) 

σN    est la fonction de forme des contraintes aux points de gauss  

Considérons, en premier lieu, la situation à une dimension  

 

0 1-1

xIIIA B C

 
 

figure(VI-5)    :    Extrapolation linéaire 
 

L’extrapolation des contraintes des deux points de Gauss ( I et II )  est donné par 
l’expression suivante : 

[ ]








+−=
II

ISS
σ
σ

σ 1,1
2
1                                          (B-61) 

 

( 

 

P
S ξ

=  ; avec : 

S = -1  pour ξ = - P 

S = 1  pour ξ =  P 

S = 0  pour ξ = 0 

P , -P sont les coordonnées unidimensionnel des points de Gauss ( I et II ), 
3

1
=P  
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On calcul les contraintes aux points A , B , C ( les nœuds), en remplaçant  leurs 
coordonnées dans (B-61), on obtient la relation suivante : 
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Par analogie, on peut étendre ce calcul pour le cas bidimensionnel, et plus 
spécialement à l’élément à huit nœuds pour 2x2 points de Gauss ( voir fig.(VI.7)); on aura 
la matrice suivante : 
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figure(VI-6)    :    Extrapolation bidimensionnel 
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Remarque 
Chaque contrainte calculée aux nœuds représente une seul composante du vecteur 

contrainte. 

 
    
 
 
 
 
 
 

 
 

                 (a)                                                                                                  (b) 

figure(VI-7)    : (a) Contraintes en forme d’histogramme 
. (b) Lissage des contraintes 

 
Enfin on calculera la moyenne des contraintes aux nœuds de frontière lors de 

l’assemblage en utilisant la relation suivante : 

n

n

i
i

M

∑
== 1

σ
σ  

 

 
n est le nombre d’élément qui partagent le nœud i 

σi est la contrainte calculée pour chaque nœud i de chaque élément
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VII  Validation du modèle numérique 
 

 

VII.1) INTRODUCTION 

Dans le chapitre précédent  nous nous sommes intéressés  tout particulièrement à l’analyse de la non-
linéarité géométrique où nous avons formulés le problème pour deux hypothèses. 

• La première hypothèse [H.NL.1] est celle de Von karman qui néglige les 
distorsions de U et V dans les directions X et Y 

•  La seconde [H.NL.2], et qui fait l’objet de notre étude, ne néglige pas les effets 
de cette distorsion. On a donc  commencé par poser clairement les équations formulées pour 
ces hypothèses, d’abord sous  forme analytique puis sous forme matricielle. .Et ceci dans le 
but de traiter numériquement ce problème  

A cet effet un logiciel  est développé sur la base de ces formulations pour prévoir les 
déplacements et les contraintes d’une plaque mince  soumise à des chargements statiques 
importants.  

Le déroulement de ce programme va nous permettre d’obtenir un nombre important de 
résultat que l’on pourra exploiter,en tant que chercheur,  suivant une logique bien établit et 
déterminé par la présente recherche. 

 

VII.2) Structure globale du programme informatique  
Ce logiciel est conçu sur la base d’un sous programme de résolution linéaire et 

développé en Fortran visual workbench (1993) dans la logique d’une structure globale de 
programme simplifié dont l’organigramme est le suivant : 

 

 

                                             Début 

 

                                  Pré - processeur 

 

                                      Processeur 

 

                                  Post - processeur 

 

                                            END 

 

                     Structure Globale du Programme 
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VII.2.1) Pré - processeur  
VII.2.1.1) Préparation du fichier de données 
La préparation du fichier de donné pour une structure ayant un maillage grossié, peut 

se réaliser manuellement. Cependant pour des raisons de convergence et de précision on 
raffine au fur et à mesure le maillage ce qui rend la tâche  de plus en plus difficile. Ceci est du 
principalement a  l'introduction manuelle des tables de coordonnées, de connectivités des 
épaisseurs des nœuds et des conditions aux limites pour une centaine d'éléments et des 
milliers de nœuds ce qui ne  peut généralement pas échapper à l'erreur humaine et exige un 
temps considérable. Pour cela, il est indispensable d'utiliser un pré - processeur, qui nous 
permet de préparer l'essentiel du fichier de donnée. Cela nous a été possible en ayant recours à 
une génération automatique de ces différentes tables en se basant sur la technique de l'élément 
isoparamétrique.  

 

VII.2.2) Processeur  
Le processeur est l’objectif de ce logiciel ,il consiste à 

• Faire saisir le type de non-linearité que l’on veuille exécuter  

• Le type de résolution choisi (méthode de newton-Raphston e newton-Raphston 
modifié)  

• Lécture des différentes données relatives à la forme aux chargements et aux 
conditions d’appuis  

Ensuite vient le traitement de ces donnes pour chaque itération ,sous forme d’une 
succession de sous programmes aussi importants les uns que les autres mais dont l’essentiel  
est , : 

• Le calcul des contraintes interne CFM σσσ ,,  nécessaires a la formation de la 
matrice géométrique σk   

• Le calcul de la matrice tangente σkkkk LT ++= 0  qui représente la rigidité globale 
de la structure  

• Le calcul du vecteur contrainte interne p(i) déterminant pour le calcul du résidu 
res(i) 

• Résolution du problème linéaire    RES(i)=Kt(i).X(i) 

• calcul de la convergence εη ≤  

 

On remarque que la résolution du système non-linéaire s’effectue par une des deux 
méthodes itératives précédente de telle sorte que l’itération est renouvellée systématiquement 
jusqu'à ce que la convergence soit satisfaisante. 
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VII.2.3) Post - processeur  
 Une fois le programme déroulé, un nombre impressionnant de résultats sont 

obtenus. Le dépouillement manuel de ces derniers, représente un travail laborieux. Ainsi, le 
développement d'un post - processeur s'impose qui une fois les calculs  terminés traiterait les 
résultats et afficherait ceux sélectionnés préalablement par l'utilisateur sous forme de tableaux 
ou de graphiques. Dans l'ordre de cette étude, on s'est limité à l'affichage de certaines valeurs 
maximales de déplacements, et de contraintes utilisées dans l'étude comparative dont il est 
question. 

 

VII.3) Applications: 
 Le programme informatique développé est validé en considérant des exemples 

simples trouvés dans la littérature. Les résultats du programme seront comparés aux solutions 
analytiques,  numériques et expérimentales des différents auteurs. 

 

VII.4) Validation du problème non - linéaire : 
 Comme pour le cas linéaire, on va considérer des exemples "standard" étudiés par 

plusieurs auteurs comme Murray, Bergan et Wood qui vérifient la formulation non - linéaire 
géométriques des plaques. 

 La solution analytique des plaques minces est donnée par Timoshenko ou encore 
par Levy qui résout les équations de Von Karman par les 'doubles séries de Fourrier' et dont 
la solution est donnée avec une possibilité d'erreur d'environs 2 %. 

 Pour toutes les applications étudiées; les déplacements, les contraintes et le 
chargement sont données sans dimensions tel que : 

 

• Le déplacement central           ( )
t

wW 0,0=  

• Le chargement : 

                a) uniformément distribue         ( )
4

4

Et
qaQ =  

                 b) chargement ponctuel           ( )
4

2

Et
qap =  

• La contrainte de la fibre externe 
2
tz =    ( ) ( ) 2

2

,, Et
a

yxyxi σσ =  

avec : 

a     dimension de la plaque 

q     chargement uniformément répartit 

p     chargement concentré 

( )yx,σ     contrainte maximum de la fibre externe 
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 Pour tous les exemples étudiés, les résultats obtenus sont vérifiés par le critère de 
convergence ε≤n  

telle que :                                
{ }
{ }

%100.
ii

ii

uu

uu
n

∆∆
=  

et :                                            ε est la tolérance en [%] 

 

 Cependant,  la résolution du système non - linéaire va s'effectuer en premier lieu 
par les deux méthodes itératives qui sont celle de Newton - Raphston et Newton - Raphston 
modifié. Pour enfin terminer sur celle qui présentera le plus de performance en terme de 
convergence et de rapidité. 

 

VII.5) Validation numérique de la première non-linéarité géométrique [H.NL.1] 

 La validation du programme élaboré par la non - linéarité géométrique passe 
impérativement comme nous l'avons dit précédemment par la comparaison des résultats du 
programme avec des solutions analytique trouvés dans la littérature. Portant sur des 
exemples différents en termes de formes, chargés et de conditions d'appuis. 

 Nous allons donc commencer avec une application simple d'une plaque carré 
chargée uniformément en utilisant plusieurs types d'éléments finis ( HLs QQQ ,, ) dans le but : 

* Premièrement de valider le programme  

* Deuxièmement de déterminer la modélisation la plus appropriée aux autres 
exemples. 

* En suite, vient le choix de la méthode de résolution qui sera déterminer pour le 
même exemple test et dont les résultats sont transcrits clairement sous forme de tableaux. 

* Enfin, pour terminer, on analyse la performance de chaque élément finis étudié et 
programmé vis-à-vis des déplacements et des contraintes dans le cadre de plusieurs 
applications. 

 

Application n°1 : 
 La première application du non-linéaire  aura pour but l’étude de convergence du 

maillage d’une plaque carrée chargé uniformément avec les caractéristiques suivantes : 

            y                                                                 

316.0
/310.0

3
300

8

=
=

=
=

ν
inpbE
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ina

 

  

 La modélisation s'effectue à l'aide d'un élément isoparamétrique à 8 nœuds de la 
famille Srendip [ ]sQ et d'un élément à 9 nœuds de la famille de Lagrange [ ]LQ . L'étude 
portera sur le (1/4) de la plaque vue la symétrie du problème considéré. Les conditions aux 
limites varient selon les conditions d'appuis. 
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a) plaque carré encastré : 
Cet exemple est valable pour un chargement uniformément réparti sans  dimensions 
79.17=Q  soit Pbq 33.5= ; la solution exacte est donnée par 'Levy' qui résout le problème 

des équations de 'Von Karman' par les doubles 'série de fourrier'. Les conditions aux limites 
sont celle d'un appui encastré soit : 0===== yxwvu θθ  

Nomb
re d'éléments 

Type d'élément 

sQ  LQ  

1x1 0.282 0.3449 

2x2   0.1546 0.1137 

3x3   0.2175 0.2094 

4x4   0.2363 0.240 
Solution 

Exact 
0.237 

 

Graphe et tableau  (VII.1) : Étude de convergence.-plaque carrée encastrée 
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solution exact

element a huit noeuds [Q8]

element a neufs noeuds [Q9]
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b)- Plaque carré simplement appuyée : 
 C'est toujours la même application avec les mêmes caractéristiques ce à la 

différence près que les conditions aux limites sont celle  d'un appuis simple, et le chargement 
est : 16.9=Q . 

2
ax ±= ,  0==== ywvu θ         et xθ  libre 

2
ay ±= ,  0==== xwvu θ         et yθ  libre 

 Les résultats obtenues sont comparées à la solution exacte de 'Rushton' qui résout 
le problème par l'approche des différences finies. 

 

Nombre 
d'éléments 

Type d'élément 

sQ  LQ  

1x1 0.1969 0.3624 

2x2  0.5293 0.3038 

3x3 0.330 0.3022 

4x4  0.3436 0.3435 

Solution 
Exact 

0.335 

 
Graphe et Tableau (VII-2)   :  Étude de convergence - plaque simplement 
appuyée- 
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Remarque et conclusion : 
 A la lumière de cet exemple présenté par une plaque carré encastré et simplement 

appuyée, il apparaît clairement, que les résultats du programme et ceux de la solution 
analytique sont concordants à 0.3% près pour le maillage (4x4) et ce en faisant varier les 
paramètres  (charge - condition d'appui). 
 Donc, pour le reste des applications, un maillage (4x4) sera utilisé étant donné les 

résultats obtenus, pour les deux types d'éléments. 

 

Application n°2: 
 L'application actuelle a pour but de comparer, comme nous l'avons déjà dit, deux 

(2) méthodes de résolution du système non - linéaire en utilisant plusieurs cas de chargement 
ainsi que plusieurs types d'éléments finis : 

• l'élément linéaire à 4 nœuds noté [ ]4Q  ou [ ]LN  

• l'élément quadratique à 8 nœuds noté [ ]8Q  ou [ ]sQ  

• l'élément quadratique à 9 nœuds noté [ ]9Q  ou [ ]LQ  

• l'élément quadratique à 9 nœuds noté [ ]HQ  

 

La comparaison portera essentiellement sur le déplacement au centre de la plaque εW , 
la convergence de ce dernier ainsi que le nombre d'itérations qui détermine le temps 
d'exécution et la rapidité de la méthode. 

 On précise que le taux d'erreur admis est %1=ε  

 

a) Plaque carré encastrée : 
 Pour tous les cas exécutés, la modélisation s'effectue sur le quart de la plaque et 

ou le maillage est affiné à [4x4]  éléments comme nous l'avons conclu précédemment.[Voir 
tableau (VII.3) et (VII.4)] 

                                                     y 

 

 

 

 

 

                                                                                     x 

 

 

 

 



CHAPITRE  VII   VALIDATION  DU  MODÈLE  NUMÉRIQUE 

 
 

137  
 

b) Plaque carrée simplement appuyée : 
 Ici, la formulation de Mindlin est comparée aux résultats obtenus par 'Rushton' 

dans le cas des plaques minces. (Toujours dans le même cadre d'application).  

Les résultats obtenus dans le cadre de la comparaison sont transcrits dans le 
Tableaux(VII.5),et(VII.6). 

 

Remarques et comparaisons  
 A travers les résultats obtenus dans le cas de la plaque carrée appliquée pour deux 

méthodes et pour plusieurs types d'éléments, on constate aisément que : 

 L'élément à 8 nœuds de la famille Serendip [ ]sQ  donne des résultats comparables 
en taux d'erreur avec les éléments à 9 nœuds [ ]HL QQ ,  et ce contrairement à l'élément linéaire  
[ ]4Q  qui a un taux d'erreur important, mais acceptable d'environs 8% par rapport aux autres. 

 Vient maintenant la comparaison entre les deux méthodes qui est basée 
essentiellement sur le déplacement, la convergence et le nombre d'itération. Ainsi, on 
remarque facilement que : 

 Pour la méthode de Newton - Raphston modifiée, le calcul de TK  une seule fois 
au cours de la deuxième itération, rend le temps d'exécution plus rapide. Mais  augmente, le 
nombre d'incrémentation. Tandis que la méthode de Newton - Raphston calcule TK  pour 
chaque itération mais en diminue sensiblement le nombre. 

 En conclusion, on peut dire que la méthode de Newton - Raphston converge 
beaucoup plus vite que la méthode de Newton - Raphston modifiée, bien que les déplacements 
soient comparables ou presque identiques. Donc, le choix est rapidement fait en sélectionnant 
la première méthode pour tout le reste des applications. 

 Pour une meilleure appréciation des résultats, on présentera les contraintes et les 
déplacements sous forme de courbes représentées dans la figure [VII.3] et [VII.4] ou les 
résultats des différents types d'éléments sont comparés à la solution exacte : 
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                           TABLEAU (7-3)                                                  TABLEAU (7-3a)                                                       TABLEAU (7-3b) 
 

GRAPHE [VII-3] : PLAQUE CARRÉE ENCASTRE 
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                                                    TABLEAU (7-5)                                                                        TABLEAU (7-5a) 
 

GRAPHE [VII-4] : PLAQUE CARRÉE SIMPLEMENT APPUYÉE

0.00 5000.00 10000.00
chargement Q
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Application N°3 :  
 Pour cet exemple, nous allons explorer la capacité de l'élément finis choisis en mode de 

distorsion à travers l'analyse d'une plaque biaise encastrée et chargée uniformément. 

 

                     a)   Plaque biaise encastrée : 
 Pour cette application, l'angle de distorsion β  prendra trois valeurs 

[ ]°=°=°= 30,45,0 βββ  pour lesquelles la plaque sera analysée Graphe (VII-5). 

 

 Le maillage est effectué à l'aide de l'élément Lagrangien [ ]LQ  à 9 nœuds est comparé à la 
solution de Levy. 

 

B=0.0°                                                  B=45°                                     B=30° 

 

Remarques : 
 Après avoir explorer le graphe (VII-5) on constate que Dans le cas des plaques biaises, la 

capacité de l'élément en mode de distorsion est mise à l'épreuve, et l'on remarque que : 

• pour le cas ou l'angle de distorsion [ ]0=β , les résultats obtenus sont comparable aux 
résultats calculés de la plaque carrée encastrée. Cependant, la distorsion de l'élément conduit à une 
dégradation visible de la contrainte. 

• Pour les deux autres cas ( °= 30β  et °= 45β ), la dégradation du déplacement ainsi que 
la contrainte est évidente, ce qui prouve que le choix de l'élément à 9 nœuds n'est pas approprié et 
qu'il faut impérativement un autre élément. 
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                   TABLEAU (7-7a)                                                      TABLEAU (7-7b)                                                        TABLEAU (7-37c) 
 

GRAPHE [7-5] : PLAQUE BAISE ENCASTRE
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Application n°4 : 
Ici, la performance des trois familles d'éléments [ ]HLs QQQ ,,  est comparée avec la solution 

analytique de Kirchhoff dans le cas de charge uniformément répartir [19] et concentré [20]. Pour la 
représentation des bords courbes et plus particulièrement pour une forme circulaire etiptique 

 

a) Plaque circulaire encastrée : 
 Pour cet exemple, on considère une plaque circulaire encastrée soumise : 

           * A une charge concentrée (P) au milieu de la plaque  

           * A un chargement uniformément repartie (Q) 

avec une convergence imposée de 0.1% 

 

 

 

                                                                  2a               
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                        2b    

 

 Les résultats obtenus sont schématisés dans les courbes de la figure [VII.6]et[VII.7]. 

 

b) - Plaque elliptique encastrée : 
 Enfin, pour terminer, on prend le cas d'une plaque elliptique encastrée soumise à une 

charge uniforme avec une tolérance imposée de 0.1%. Les propriétés géométriques et matérielles sont 
données ci-dessus et les valeurs numériques des contraintes et des déplacements sont lus dans le 
graphe de la figure [VII.8] 
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                         TABLEAU (7-7)                                                      TABLEAU (7-7a)                                                         TABLEAU (7-7b) 
 

GRAPHE [7-6] : PLAQUE CIRCULAIRE  ENCASTRE 
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                                                      TABLEAU (7-8a)                                                                                    TABLEAU (7-8b) 
 

FIGURE [VII-7] : PLAQUE CIRCULAIRE ENCASTRE 
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                             TABLEAU (7-9a)                                                       TABLEAU (7-9b)                                                        TABLEAU (7-9c) 
 

GRAPHE [7-8] : PLAQUE ELLIPTIQUE ENCASTRÉE
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Remarques et comparaisons: 
 Dans le cas de la plaque circulaire encastrée, on remarque que les résultats obtenus par les 

trois éléments ( )HLs QQQ ,,  sont comparables sur le plan contrainte déplacement; car il est difficile de 
distinguer clairement la tendance comportementale de chacun puisque pour certains cas de chargement 
un élément donnera de bon résultats par rapport à un autre, tandis que, pour d'autres cas de chargement, 
ce dernier va donner des résultats meilleurs que le premier. 

 Dans le cas de la plaque elliptique encastrée, ici encore, les valeurs obtenues sont 
comparables pour les trois éléments. Cependant, les éléments sQ  et LQ  donnent de meilleurs résultats 
que l'élément Hetérosis qui présente certaines irrégularités aux bords de la plaque. 

 
Résumé et Conclusion : 
 

 Dans cette partie, nous avons présenté l'analyse de non - linéarité géométrique des plaques 
en utilisant la formulation de Mindlin par éléments finis dans le cas des hypothèses de Von Karman. 

 

 Comme éléments d'analyse et de validation, nous avons utilisé plusieurs types d'éléments 
finis dans le cadre de formes diverses (carrées, biaises, circulaires, elliptiques), ainsi que deux méthodes 
de résolutions non - linéaires, dans les buts évident : 

 

• premièrement de comparer la formulation de Mindlin par éléments finis à la formulation de 
Kirchhoff pour les plaques minces. 

• deuxièmement de conclure sur la méthode de résolution la plus économique. 

• troisièmement de déduire l'élément finis le plus performant. 

 

 Pour pouvoir enfin analyser la deuxième non - linéarité en utilisant la meilleure méthode de 
résolution ainsi que le meilleur élément finis. 

 

 Vient donc la phase du déroulement du logiciel qui va nous permettre d'obtenir les résultats 
nécessaires à la validation du programme ainsi qu'à la comparaison dont il est question. 

 

 Au terme de l'exécution numérique, nous obtenons plusieurs valeurs relatives à la contrainte 
et aux déplacements que nous transcrivons dans des tableaux et que nous schématisons dans des 
courbes. 

 

 Tout ceci nous permet de conclure que : 

 

1- La formulation de Mindlin dans le contexte de géométrie non - linéaire est une solution 
acceptable dans le cas des plaques minces de la formulation de 'Kirchhoff'. 

2- La méthode de résolution la plus appropriée est celle de Newton - Raphston. 
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3- Enfin, à la lumière de la comparaison entre élément finis isoparamétrique linéaire [ ]4Q  et de 
ce des familles de 'Serendip' [ ]sQ  de 'Lagrange' [ ]LQ  et 'Hetérosis' [ ]HQ , avec les résultats analytique 
obtenus dans le cas des plaques minces; il apparaît clairement que les éléments quadratiques sont plus 
souvent performant que l'élément linéaire [ ]4Q  et que les éléments à 8 et 9 nœuds ( )HLs QQQ ,,  donnent 
des résultats comparables à [0.1%] près. 

 

 Nous  remarquons ainsi que l'irrégularité du comportement de chaque élément vis-à-vis de 
certains cas de chargements de formes ou de conditions d'appuis, nous mènes à penser que les trois 'Q 
family' ( )HLs QQQ ,,  présente les mêmes avantages et les mêmes inconvénients et donc, qu'il n'y a pas 
d'éléments plus performant qu'un autre. Ce qui va nous permettre d'aborder notre deuxième partie 
d'analyse non - linéaire par éléments finis en utilisant l'un des trois éléments sans préférence particulière. 

 

 Néanmoins, le choix de l'élément quadratique à 9 nœuds de la famille de Lagrange [ ]LQ  
présente une solution médiane avec la certitude d'approcher la solution exacte à 0.1% près. 
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VII.6 Validation numérique de la deuxième non - linéarité  
                      géométrique [H.NL. 2] 
 

 

 A ce niveau de l'analyse, l'élaboration du programme de calcul est basée principalement sur 
la théorie déjà développée dans le chapitre précédent et où l'influence de la distorsion u et v en x et y est 
prise en compte, contrairement aux hypothèses de 'Von Karman' . Les résultats sont donnés en terme 
numérique sous forme de tableaux et de courbes comme nous l'avons déjà vu. 

 

 Au terme de cette étude, il ne nous reste plus qu'à concrétiser tous les développements 
matriciels précédemment effectués sous forme numérique à travers des tableaux et des courbes. Ceci 
pour pouvoir évaluer, enfin, en terme de pourcentage [%] le taux d'erreur existant entre les deux 
approches. L'une [H.NL.1] de 'Von Karman' qui néglige par hypothèse les dérivées de u et v en x et y 
et l'autre [H.NL.2] plus complète qui prend la formulation intégrale du tenseur de déformation de 
"Green" en considérant physiquement d'autre degré de liberté. 

 

 Ainsi, pour pouvoir apprécier la différence entre les deux méthodes, il faut impérativement l'appliquer en faisant varier 

les paramètres : (charge , forme et conditions d'appuis) dans le but évident d'explorer toutes les possibilités ou presque 

afin d'arriver à conclure sur une hypothèse générale. 

 

Application n°1 

 

a) - plaque carrée encastrée : 

 Pour ce cas, on considère les mêmes caractéristiques géométriques et matérielles que 
l'application précédente. 

 Les résultats obtenus sont posés sous formes de tableaux et de courbes et ou la comparaison 
entre les deux hypothèses est basée essentiellement sur le même taux de convergence ε≤n  
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Plaque carrée encastrée - Déplacement du centre cw  

Charge Q Solution Exacte  Type d'approche  Pourcentage 
d'erreur [%] H.NL. 1 H.NL. 2 

17.79 0.237 0.2409 <0.56> 0.2412 <0.56> 0.125 
38.3 0.471 0.4766 <0.104> 0.4773 <0.102> 0.147 
63.4 0.695 0.6956 <0.153> 0.7009 <0.0748> 0.186 
95 0.912 0.9117 <0.153> 0.9136 <0.748> 0.208 

134.9 1.121 1.1156 <0.02> 1.1181<0.24> 0.224 
184 1.323 1.3105 <0.143> 1.3135 <0.958> 0.23 
245 1.521 1.5026 <0.001> 1.5061 <0.6895> 0.233 
318 1.714 1.689 <0.06> 1.6925 <0.273> 0.208 
402 1.902 1.866 <0.818> 1.8700 <0.285> 0.22 

                                                                                                                        %2.0≅  
 

Plaque carrée encastrée - contrainte aux bords ( )0,2
aσ  

Charge Q Solution Exacte  Type d'approche  Pourcentage 
d'erreur [%] H.NL. 1 H.NL. 2 

17.79 5.48 5.321 5.33 0.17 
38.3 11.52 11.67 11.71 0.34 
63.4 18.03 17.28 17.367 0.5 
95 25.32 24.15 24.31 0.66 

134.9 33.5 31.68 31.97 0.915 
184 42.4 40.40 40.86 1.14 
245 52.8 49.44 50.11 1.355 
318 63.9 59.05 59.97 0.9 
402 75.8 68.98 70.18 1.74 

                                                                                                                      %75.0≅  
 
 

Plaque carrée encastrée - contrainte aux centre ( )0,aσ  

Charge Q Solution Exacte  Type d'approche  Pourcentage 
d'erreur [%] H.NL. 1 H.NL. 2 

17.79 2.6 2.562 2.563 0.04 
38.3 5.2 5.33 5.331 0.02 
63.4 8.0 8.114 8.116 0.024 
95 11.1 10.85 10.851 0.02 

134.9 13.1 13.55 13.56 0.02 
184 15.9 16.21 16.23 0.02 
245 19.2 18.947 18.98 0.2 
318 21.9 21.72 21.77 0.23 
402 25.1 24.52 24.58 0.25 

                                                                                                                      %094.0≅  
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b) - plaque carrée simplement appuyée : 
 C'est toujours la même plaque à la différence près que les chargements et les conditions 

d'appuis sont différents. 

 Les résultats obtenus sont comparés à celles de "Rushton" qui résout le problème par la 
méthode des différences finies et ou la comparaison entre les deux hypothèses est basée principalement 
sur le même taux de convergence n  

 
 
 

Plaque carrée simplement appuyée - flèche au centre w 
 

Charge Q Solution Exacte  Type d'approche  Pourcentage 
d'erreur [%] H.NL. 1 H.NL. 2 

9.16 0.335 0.3434 <0.6> 0.3437 <0.4> 0.17 
36.6 0.818 0.8090 <0.19> 0.8097 <0.7> 0.08 
146.5 1.45 1.4533 <0.003> 1.4537 <0.35> 0.0227 
586 2.40 2.374 <0.004> 2.3717 <0.4> 0.13 
2344 3.83 3.7851 <0.002> 3.79 <0.1> 0.13 
9377 6.07 6.009 <0.46> 6.017 <0.5> 0.133 

                                                                                                                      %11.0≅  
 

Plaque carrée simplement appuyée - contrainte au centre ( )0,0σ  
 

Charge Q Solution Exacte  Type d'approche  Pourcentage 
d'erreur [%] H.NL. 1 H.NL. 2 

9.16 2.46 2.5961 2.5974 0.01 
36.6 6.90 6.9804 6.9842 0.02 
146.5 4.5 14.728 14.731 0.1 
586 30.0 30.408 30.394 0.2 
2344 65.2 66.031 66.31 0.2 
9377 148.3 150.60 150.88 0.3 

                                                                                                                         %1.0≅  
 

Remarque et conclusion  : 

 L'analyse de la plaque carrée qui est modélisée par un élément finis quadratique de Lagrange 
[ ]LQ  à 9 nœuds, nous donne des valeurs numériques au centre et aux bords de la plaque où l'on 
remarque aisément que les deux approches donnent des résultats presque identiques à 0.5% près aussi 
bien pour les déplacements que pour les contraintes. 

 

 On note également que le taux d'erreur à une variation proportionnelle au chargement où il 
augmente légèrement pour chaque accroissement de charge indépendamment des conditions d'appuis. 
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Application n°2 : 
 
- Plaque biaise encastrée : 
 Pour cet exemple, on considère les mêmes caractéristiques géométriques et matérielles que 

le précédent, sauf que la comparaison portera sur le cas ou l'angle de distorsion ( )0=β  
 

 

Plaque biaise encastrée - flèche centrale w 

 

Charge Q Solution Exacte  Type d'approche  Pourcentage 
d'erreur [%] H.NL. 1 H.NL. 2 

17.79 0.237 0.2369 0.23759 0.3 
38.3 0.471 0.4701 0.4725 0.5 
63.4 0.695 0.6923 0.69678 0.65 
95 0.912 0.9043 0.91098 0.74 

134.9 1.121 1.1086 1.1172 0.78 
184 1.323 1.3041 1.3143 0.8 
245 1.521 1.4968 1.5084 0.77 
318 1.714 1.6835 1.6962 0.75 
402 1.902 1.8613 1.8747 0.72 

                                                                                                                      %7.0≅  
 

 

Remarque et conclusion  

 Précédemment, nous avons testé la stabilité à la distorsion des éléments finis, mis  en 
comparaison afin de déterminer la performance de chacun à ce genre de comportement et nous avons 
déduit que le maillage par éléments carrés linéaires et quadratiques ne convenait pas sauf pour le cas 
limite ou la distorsion de la plaque est nulle ( )0=β . 
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 Ce qui nous mène à faire comparaître cet exemple dans le cas précis de la comparaison des 
deux approches antérieurement développées. Afin d'évaluer numériquement en pourcentage [%] le taux 
d'erreur qui peut exister entre les deux. 

 

 Pour ceci, seuls les valeurs relatives aux déplacements sont transcrits. 

 

 Ainsi, à la lumière des résultats obtenus, on remarque facilement comme pour le cas de la 
plaque carré que la variation du taux d'erreur est négligeable et que sa valeur est proportionnelle au 
chargement appliqué. 

 

Application n°3 : 
 
a) - Plaque circulaire encastrée : 
 Pour la plaque circulaire encastrée, on considère 2 cas de charges : 

- chargement uniforme Q 

- chargement concentré P 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Plaque circulaire [ ]uQ  - déplacement central w 

 

Charge Q Solution Exacte  Type d'approche  Pourcentage 
d'erreur [%] H.NL. 1 H.NL. 2 

1 0.169 0.16889 0.16899 0.06 
2 0.323 0.3242 0.32462 0.1 
3 0.457 0.46058 0.46121 0.14 
6 0.761 0.7718 0.7733 0.19 
10 1.035 1.0528 1.0550 0.21 
15 1.279 1.3018 1.3046 0.21 

                                                                                                                      16.0≅  
 

 

0.00
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Plaque circulaire [ ]uP  - flèche centrale w 
 

Charge Q 
Sol

ution 
Exacte  

Type d'approche  
Pourcentage 
d'erreur [%] 

H.NL. 1 H.NL. 2 

1 0.2130 0.21883 0.21861 0.1 
2 0.4052 0.41568 0.41498 0.17 
3 0.5705 0.58448 0.58322 0.25 
6 0.7123 0.72894 0.72713 0.25 
10 0.8354 0.8544 0.85208 0.27 
15 0.9442 0.96528 0.96246 0.29 

                                                                                                                      216.0≅  
 
 

b) - Plaque elliptique encastrée : 
 Enfin, pour terminer, on prend comme exemple final, le cas d'une plaque elliptique encastrée 

dont les propriétés géométriques et matérielles sont données précédemment et le chargement appliqué 
est uniforme. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Plaque elliptique - flèche centrale w 
 
 

Charge Q Solution Exacte  Type d'approche  Pourcentage 
d'erreur [%] H.NL. 1 H.NL. 2 

1 0.344 0.3491 0.34911 0.003 
2 0.600 0.6082 0.60833 0.021 
3 0.789 0.79829 0.79849 0.025 
6 1.163 1.1745 1.748 0.0255 
10 1.490 1.4930 1.4931 0.007 
15 1.790 1.7755 1.7753 0.013 

                                                                                                                      01.0≅  

0.00

0.00
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Remarque et conclusion : 

 Pour terminer, le cas d'une plaque circulaire et elliptique sont analysé dans le but évident 
d'évaluer une dégradation éventuelle des résultats dans le cas particulier d'une frontière courbe. Pour 
ceci, on fait varier la valeur et la nature du chargement afin d'élargir notre champs d'analyse et de 
compréhension. 

 Enfin, l'exécution et le déroulement du programme qui traite les données relatives au chargement, à la forme et aux 
conditions d'appuis dans ce cas précis ce cet exemple, nous donne des résultats divers mais néanmoins précis qui nous 
permet une fois de plus de conclure comme pour tous les cas précédents : que l'erreur entre les deux approches est 
négligeable et proportionnelle au chargement indépendamment de la forme et des conditions d'appuis de la plaque 
analysée 

 

 

. 

 

 Au cours de cette  étude, nous avons présenté l'analyse de la non linéarité géométrique en 
utilisant la formulation de Mindlin par éléments finis dans le cas des plaques minces et moyennement 
épaisses avec 



 ≤

20
1

L
e  

Cette analyse a été développée pour deux hypothèses complémentaires, celle de 'Von Karman' 
qui néglige les distorsions de u et v en x et y et celle qui ne les néglige  pas. Ce qui correspond à 
l'objectif principal de notre étude. 

Au terme donc de cette recherche il ne nous reste plus qu’à développer la  partie la plus 
importante de notre analyse qui est l’exploitation des résultats obtenus.  

Ainsi, pour valider la formulation que nous avons développé antérieurement, il est impératif de 
comparer les résultats obtenus par le programme aux résultats exacts donnés par plusieurs auteurs 
traitant du même problème  (murray [8],Bergan [9] levy [28] et Wood [10]) 

Le cheminement de l’analyse suivra donc plusieurs démarches   exprimé ici par trois (3)  étapes 
principales: 

 

 

Conclusions & Perspectives 
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1. La première étape, va statuer sur la formulation de Mindlin pour les plaques minces  

2. La deuxième étape, portera surtout sur le choix des outils d’analyse tel que: 

• La méthode de résolution la plus économique. 

• L’élément le plus performant parmi les trois ‘’ Q family ‘’  [ HLS QQQ ,, ].’  

 

3. La troisième étape portera sur l’essentiel de notre analyse qui est  

• la validation du modèle numérique pour la théorie développées. 

• la comparaison entre les deux approches en terme de pourcentage d'erreur. 

• La méthode idéal à l’utilisation  

 

Pour plus  de rigueur nous nous sommes imposés l’examen de plusieurs types d’applications où 
les propriétés géométriques et matérielles sont différentes selon l’exemple étudié telle que : 

a) plaque carré  

b) plaque biaisé. 

c) plaque circulaire. 

d) plaque elliptique. 

On précise que pour toutes ces applications les déplacements,les contraintes et le chargement  
sont donnes sans dimension . 

Le déroulement du logiciel pour toutes ces applications nous a permis d’obtenir un nombre 
impressionnant de résultats dont l’exploitation sous forme de courbes et de graphes simplifie 
l’interprétation  

Ainsi, l’exploitation de ces résultats est menée  suivant les trois étapes que nous nous sommes imposés  plus haut Ce qui  

nous permet de conclure sur tous les points que nous avons soulevés précédemment : 

 

1.1 La formulation de Mindlin pour les plaques épaisses dans le contexte de la géométrie 
non - linéaire est une solution acceptable dans le cas des plaques minces de la formulation de 
"Kirchhoff". 

 

2.1 La méthode de résolution la plus appropriée est celle de "Newton - Raphston". 
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2.2 A la lumière de la comparaison entre élément fini isoparamétrique linéaire [ ]4Q  et les 
trois "Q - family" de Lagrange [ ]LQ  de serendip [ ]sQ  et l'élément 'hiérarchisé' [ ]HQ  avec les résultats 
analytiques obtenus, il apparaît clairement que : 

1)-   Les éléments quadratiques sont plus souvent performant que l'élément linéaire [ ]Q  

2)-   Les éléments à 8 et 9 nœuds ( )HLs QQQ ,,  donnent des résultats comparables au plus identique. 

3)-   L'irrégularité de comportement de chaque élément vis-à-vis de certains cas de charge, de forme et 
de condition d'appui, nous mène à penser que les trois "Q - family" [ ]HLs QQQ ,,  présentent les 
mêmes avantages et les même  inconvénients. Ce qui nous permet de conclure qu'il n'y a pas 
d'élément plus performant qu'un autre ; Sauf peut être pour l'élément Hetérosis [ ]HQ  qui présente 
pour certain cas de forme géométrique une précision relative, mais négligeable par rapport aux autres 
.On précise ,cependant, que son utilisation reste un peut lourde a l’emploi. 

 

Ceci nous permet donc d'aborder notre troisième étape en utilisant certains outils d'analyse déduits 
directement de la précédente et où le type de résolution et l'élément de maillage utilisé est choisie 
directement sur la base d'une comparaison déjà effectuée.. Ainsi, la méthode de résolution est 
celle de " Newton - Raphston" par déduction et le choix de l'élément est arbitraire 
puisqu'il n'y a pas d'élément présentant une performance particulière. Néanmoins, 
l'élément Lagrangien [ ]LQ   à 9 nœuds est choisit comme une solution médiane. 

Ainsi, l'analyse par éléments finis de la deuxième approche de non linéarité géométrique 
[H.NL.2] est effectuée sur la base d’un développement matriciel  largement exposé dans le chapitre 
précédent et dont certains paramètres sont  déterminés plus haut . 

Dans le même ordre d’idée et dans le but d'élargir notre champs de comparaison, nous nous 
sommes imposées l'examen de plusieurs applications dont les propriétés géométriques et matérielles 
sont différentes. Ceci au même titre que  la première approche.  

Finalement, une fois le logiciel déroulé pour tous les exemples, on constate à la lumière  des 
valeurs numériques obtenues que : 

3.1   Le modèle numérique développé est belle et bien validé et étayait par des valeurs 
exactes obtenues pour plusieurs cas de charge, de forme, et de conditions d'appuis. 

3.2 l'analyse numérique entre les deux méthodes nous permet après examen minutieux de 
toutes les valeurs obtenues pour toutes les applications de constater que : 

1)-  L'erreur entre les deux approches est négligeable et proportionnelle au chargement 
[indépendamment de la forme et des conditions d'appuis] 

2)- L'approche développée par la deuxième non - linéarité génère des matrices de rigidité beaucoup plus 
importantes que pour la première méthode, ce qui est onéreux du point de vue stockage, conduisant 
ainsi à une augmentation du temps machine. 
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3)- On remarque ainsi qu'au niveau de la résolution par la méthode de Newton - Raphston, le nombre 
d'itération nécessaire à la convergence de la deuxième approche est pratiquement le double de la 
première ce qui augmente encore le temps d'exécution. 

3.3 - Pour terminer, on arrive à la conclusion qui est l'essence même de notre analyse 
pour dire que : 

1)- la méthode de la première non - linéarité est beaucoup plus intéressante à l'application que la 
deuxième approche aussi bien au niveau des valeurs numériques obtenues considérées très proche 
des valeurs exactes que sur le coût d'exécution en temps machine. 

2)- L'hypothèse  qui néglige les termes de distorsions en x et y est enfin justifiée numériquement, ce qui 
prouve d'autres part : 

3)- La puissance du modèle numérique développé, par rapport ,au modèle mathématique formulé a 
partir des équations de l'élasticité pour   même problème. 

4)- D'autre part, les résultats obtenus à travers l'analogie, confirment définitivement l'hypothèse de " Von 
Karman" pour les plaques minces et moyennement épaisses 



 ≤

20
1

L
t . 
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• Recommandations  

 
 Dans cette présente recherche, on s'est intéressé particulièrement à la non linéarité 

géométrique  des plaques minces et moyennement épaisses, où nous avons développés un logiciel 
traitant du même problème . Il serait ,donc, opportun d’augmenter ce même logiciel en complétant cette 
étude  par d'autres approches aussi intéressantes que diverses : 

1- Étendre le traitement aux plaques épaisses spécialement dans le cas de charges très élevées 
et où on considère le problème de l'élasticité tridimensionnel. 

2- Etudier le problème avec comme variante la nature du matériau et particulièrement si on 
considère une plaque composite formée d'un empilement de minces couches de matériaux orthotropes et 
d'orientation quelconque avec la simplification de les considérés comme la superposition de plaque 
mince homogène et orthotrope où seul le couplage des effets de membranes et de flexion dans la matrice 
d'élasticité, fait la différence avec les plaques homogènes. 

3- Augmenter l'analyse de la non - linéarité géométrique à l'analyse de la non - linéarité 
matérielle, en considérant le matériau comme élastique - parfaitement plastique. 

4- Considérer l'aspect dynamique en résolvant le système non linéaire d'équation différentielle : 

( )tFKuuCMü =++
..

 

où  
             M est la matrice Masse 

C est la matrice d'amortissement  

K est la matrice de rigidité globale 

F(t) est le chargement évoluant avec le temps comme par exemple le chargement 
thermique 
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Annexe A  
 

Formation de la matrice Géometrique 
1σK  [H. NL. 1] 

 

 En substituant l’équation (6A-35) dans (6A-32) et en considérant : 
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on obtient après dérivation 
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par ailleurs on a l’équation qui donne la contrainte σ̂  en fonction de ε̂  soit : 
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= D                                                                                  A4 

la variation de la contrainte s’écrit donc : 

εσ ˆˆ dDd
∧

=                                                                               A5 

et en substituant (6A-26a) on obtient : 
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=                                                                            A6 

on en déduit donc que  
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 En substituant (6A-26) et (A7) dans (A1) on obtient  
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 Si on considère que 0B  est une constante et ne dépend pas de δ  on aura seulement les 

dérivées de ( )δBL  qui ne sont pas nulles, soit 
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 On remarque que les termes différentiels en iδ  dans l’équation A9 sont des coefficients de 

la matrice G  de l’équation (6A-23) tel que : 

i

i

Gyw

Gxw

i

i

2

1

,ˆ

,ˆ

=







∂

∂

=







∂

∂

δ

δ
                                                                         A10 

 Par conséquence, on peut réécrire l’équation (A8) comme l’équation (6A-36) soit : 
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et où la matrice des contrainte est : 
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Annexe B  
 

 

 

Formation de la matrice géométrique 
2σK  [H. NL. 2] 

 

 En utilisant la même démarche que dans l’annexe A, on obtient : 
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 Par ailleurs, les termes différentiels sont les coefficients de la matrice G  : 
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 On a par substitution (B5), (B6), (B7) et (B9) dans (B4) l’équation suivante : 
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 De la même façon, on développe l’intégrale suivante : 
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 Si on substitue (B5), (B6) et (B13) dans (B11) on obtient l’intégrale suivante : 
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 et on considère  les termes par substitution de (B5), (B6) et (B16) dans (B15) on écrit : 
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 A la lumière de ce développement on peut réécrire 
2σK  en terme matriciel simplifié en 

substituant (B10), (B14) et (B17) dans (B3) soit : 
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ce qui termine, donc,la formulation de 
2σK  

 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

NOTATIONS 
 

Chapitre. (II) 
 

Symbols Signification 

                   [ ]σ  Tenseur de contrainte 

[ ]ε  Tenseur de déformation 

[ ]c  Tenseur des contraintes 
élastiques du matériau  

{ }σ  Vecteur des composantes 
des contraintes 
( )yzxzxyzzyyxx σσσσσσ ,,,,,  

{ }ε  Vecteur des composantes 
( )yzxyzzyyxx εεεεε 2,2,,,  

W  Densité d’énergie de déformation  

E  Module d’élasticité de Young 

ο  Coefficient de poisson ou de 
contrainte latérale 

∇  L’opérateur laplaclen plan  

φ  Fonction de contrainte 

 

Chapitre.(III.2) 
 

 

Symbole Signification 

e  Epaisseur  

xyxwvu ββ ,,,,  Déplacements et rotation dans les axes locaux 

 



 

χ  Vecteur de courbures 

mε  Déformation membranaire 

fε  Déformation de flexion 

cε  Déformation de cisaillement 

sv ff ,  Force de volume et de surface 

{ }N  Les efforts de membranes xyyx NNN ,,  

{ }M  Les efforts de flexions et de torsion xyyx MMM ,,  

{ }Q  Les efforts de cisaillement yx QQ ,  

{ }γ  Vecteur accélération  

mE  Matrice d’élasticité membranaire 

fE  Matrice d’élasticité flexionnelle 

cE  Matrice d’élasticité de cisaillement 

mD  Raideur membranaire 

fD  Raideur flexionnelle 

E  Raideur de Young 

ν  Coefficient de poisson  

G Module de coulomb ou de glissement  

k  Constante de cisaillement 

 
Chapitre.(III.3) 

 

Symbole Signification 

σ  Vecteur contrainte 

vs ff ,  Force de surface et de volume 

uδ  Déplacement virtuel 

W  Fonction densité d’énergie 

du  Énergie de déformation 

text  Travail extérieur 

tπ  Énergie potentiel total 

duδ  Travail virtuel 

 



 

dcuδ  Travail virtuel complémentaire 

cπ  Énergie potentiel complémentaire 

Rπ  Énergie potentiel de la fonction associée de 
Reissner.  

W(x,y) Déplacement transversal 

( )yx,φ  Surface fléchie de la plaque 

mu  Énergie de déformation membranaire 

fu  Énergie de déformation flexionnelle 

cu  Énergie de déformation de cisaillement 

δ,∂ ,d Symboles de dérivations 

 

 

Chapitre (III.4) 
 

Symboles Significations 

{ }eu  Vecteur du deplacement élémentaire 

{ }ea  Vecteur des coordonnées généralisé 

[ ] [ ] [ ]fc HHA ,,  Matrice d’interpolation 

[ ]eq  Vecteur du deplacement nodal 

σ  Vecteur contrainte transposé 

ε  Vecteur deformation transposé 

[ ]B  Opérateur différentiel de matrice 

[ ]C  Mat. Des cooefts. Caractrtq. Du matériau 

1, −JJ  Jacobien, inverse 

pmn ,,  Point d’intégration de gauss 

kji www ,,  Coefficient de pondération   

W Deplacement transverse 

yx BB ,  Rotation des normales autour de Ox, Oy 

{ } { }dB ,  Vecteur deplacement 

[ ]fK  Matrice de rigidité de flexion 

 



 

[ ]cK  Matrice de rigidité de cisaillement 

 

 

 

 

Chapitre.(IV) 
 

Symbole Signification 

e  Epaisseur de la plaque 
q  Charge uniforme 

P  Pression 

xyyx σσσ ,,  Composante normal de la contrainte 

yzyzxy σσσ ,,  Composante normal de la contrainte de cisaillement 

wvu ,,  Composante du déplacement 

ε  Allongement unitaire 

E  Module de Young 

G  Module d’élasticité de cisaillement 

ν  Coefficient de poisson 

yx MM ,  Moment de flexion 

xyM  Moment de torsion 

yx QQ ,  Effort tranchant 

yx NN ,  Force axiale 

xyN  Force de cisaillement 

φ  Fonction de contrainte 

 
Chapitre.(V) 

 

Symbole Signification 

{ }u  Vecteur déplacement 

{ }f  Vecteur force extérieure 

[ ]K  Matrice de rigidité 

 



 

{ }R  Vecteur résiduel 

{ }0f  Chargement initial 

{ }0u  Déplacement initial 

{ }f∆  Incrément de charge 

{ }u∆  Incrément de déplacement 

[ ]TK  Matrice tangente 

 

 

Chapitre (VI) 
 

Symboles Significations 

u  Vecteur déplacement 

û  Vecteur déplacement par rapport au plan moyen 

ε  Vecteur déformation 

σ  Vecteur contrainte 

∂  Symbole de dérivation partielle 

V  Volume indéformable 
ρ  La densité massique 

e  L’épaisseur de la plaque 

iW  Energie de déformation notée dans le chapitre III par 
du  

ε̂  Vecteur déformation global 
0ε̂  Vecteur déformation linéaire 
Lε̂  Vecteur déformation non linéaire 

idW  Travail interne 

exidW  Travail externe 

q̂  Force de volume globale 

[ ]c  La matrice constitutive du matériaux 

∧

D  
Matrice d’élasticité globale 

N  Fonction d’interpolation 

δδ ,i  Déplacement nodal, global 

( )00 εB  Matrice de transformation linéaire 

 



 

( )LLB ε  Matrice de transformation non linéaire 

R  Force nodal équivalente due aux forces extérieurs 

( )δψ  Vecteur résiduel 

iδ∆  La variation du déplacement nodal iδ  

TK  La matrice tangente 

0K  Matrice de rigidité linéaire 

LK  Matrice de rigidité non linéaire 

σK  Matrice de contrainte initiale ou (géométrique) 

ip  Charge nodale équivalente due aux forces internes 

KLG ,,  Matrice de transformation 
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