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INTRODUCTION

A travers une perspective du passé, il apparait clairement que ce qui fait la
particularité de I’Homme, est son insatiable soif de connaissances. Ceci se traduit
clairement, dans son acharnement irréversible a comprendre les choses qui
I’entourent. pour mieux les apprivoiser.

Enfin, dans sa quéte effrénée de connaissances et d’évolution, il passe d’un
temps revolu ou I’on croyait que la terre était plate et limitée, a un monde ou la
conquéte des espaces est une réalité de tous les jours. Pour en arriver la, toutes les
sciences, aussi diverses soient-elles, se sont rapprochées pour adhérer au méme
idéal qui est ““pour un meilleur avenir de I’Homme’”.

Ainsi, parmi toutes ces sciences, I’ingénierie occupe une place de choix.
En effet, puisque I’évolution d’un pays se mesure a toutes ses realisations
techniques et matérielles. Cependant, [I’évolution de ce domaine, nécessite
impérativement la maitrise parfaite de tous les éléments de base qui le constitue,
et tout particulierement celui des plaques et des coques. On remarque que ces
derniéres sont tres largement utiliser particulierement dans I’industrie lourde et
légere, dans les structures civiles et industrielles dans I’aéronautique, I’aéronaval,
I’aérospatial ainsi que bien d’autres applications.

L’ analyse des éléments de bases, et particulierement celui des plaques, est
généralement divisée en plusieurs catégories. Celles ci dépendent principalement
des actions internes et externes agissent sur la structure. Elles se classent comme
suit : .

* plaque rigide : est I’exemple d’une plaque soumise a des efforts de
flexions et de torsion et ou I’analyse est généralement assimile a celle des poutres.

*plaque membranaire : Est I’exemple d’une plague mince soumise a des
efforts axiaux situes dans le plan moyen.

*plaque flexionnelle : est une plaque soumise a des efforts combines de
flexion et de membrane

*plaque épaisse est I’exemple d’une plaque dont I’étude est conduite par
la théorie de I’élasticité tridimensionnelle.

De maniere générale toutes les théories de structures font une nette
distinction dans leur analyse, entre le comportement a petites déformations et
celui a grands déplacements. Par conséquent, la théorie des plaques instaure la
méme distinction entre les deux comportements. Tel que I'un varie dans le
domaine linéaire et I’autre dans le domaine non lineaire.
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Enfin, malgré la complexité de ce dernier nous nous proposons ici
d’explorer attentivement ce domaine, pour I’intérét pratique dont il fait I’objet

OBJECTIF DE LA THESE

L’objectif de cette recherche est donc, de développer une nouvelle
approche numérique pour : L’analyse non linéaire des plaques minces et
moyennement épaisses par la méthode des éléments finis

Ainsi, une analyse approfondie est réalisée d’abord dans le domaine
linéaire ou toutes les approches ‘‘traditionnelles’ sont développées comme
support aux méthodes plus récentes. Ensuite, I’analyse non linéaire est présentée
d’une maniere complémentaire mais non dissociés du domaine linéaire.

Enfin, on arrive a I’essence méme de cette recherche, qui est I’analyse de
la non-linéarité géometrique par la méthode des éléments finis.

Dans ce méme cadre et pour assurer une coordination des idées
développées précédemment, nous nous sommes proposés d’organiser ce travail en
plusieurs chapitres dont le résumé est comme suit :

Le chapitre Il  traite essentiellement des notions d’élasticité et de
déformation des solides nécessaires a la compréhension de tous les
développements présentes ultérieurement.

Le chapitre Il  concerne la théorie des plaques et des différentes
approches utilisées dans la formulation de I’équation d’équilibre ainsi que les
résolutions analytiques et numériques usuelles.

Le chapitre IV  introduit la notion de non-linéarité et développe la
théorie des grandes déformations ou il apparait clairement que les résolutions
analytiques sont limitées et qu’une solution numérique s’impose.

Le chapitre V  développe la notion du traitement numérique de la non-
linéarité en exposant les différents procédés utilisés.

Le chapitre VI analyse la non-linéarité géométrique des plaques par la
méthode des éléments finis et développe un modele numerique approprie.

Le chapitre VII_a pour but de valider les performances numériques de ce
méme modele en programmant un logiciel de calcul adapté. L utilisation de celui-
ci est valable pour plusieurs types d’éléments et applicable a des plaques de
formes diverses.

Pour une plus grande compréhension du sujet il serait opportun de définir
brievement certains mots clés et tout particulierement ce qui se rapporte a la non
linéarité
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Le probléme non linéaire

Dans le cas général, tous les phénoménes de mécanique des solides
présentent des non-linéarités aussi bien géométrique que matériel. Cependant,
pour des raisons pratiques ou des commodités d’applications elles utilisent des
formulations linéaires afin de simplifier la résolution du probleme posé.

D’autres part, I’utilisation de la formulation non linéaire va nous
permettre, en tant qu’analyste, de converger vers une solution plus réaliste du
probleme et donc d’approcher de plus prés le comportement de la structure
analysée. La solution ainsi trouvée va nous permettre de prévoir les déformations
et les contraintes limites.

Parmi les cas pratiques on peut citer : le comportement des structures a
grande déformation, le flambement des poutres, des plaques et des coques ainsi
que tous les problémes de déformation des sols et de mécanique des roches.

Dans la méthode des déplacements, la non-linéarité se présente sous deux
(2) formes bien distinctes

* la_premiere est la non-linéarité physique ou matériel qui est engendrée
par les lois de la non-linéarité constitutive.

* La deuxieme est la non linéarité géométrique qui dérive des
changements différentiels dans la géomeétrie du corps déformé.

Classement du probléme non linéaire

En se basant sur les sources de la non-linéarité on peut classer le probléme
en trois (3) catégories :

e La premiere fait intervenir la non-linéarité matérielle.
e La deuxieme fait intervenir uniquement la non-linéarité géométrique.

e La troisieme catégorie est engendrée par I’intervention simultanée de la non-
linéarité matérielle et geométrique.

La premiére catégorie est facile a prévoir car elle englobe tous les
problémes dont les contraintes ne sont pas linéairement proportionnelles aux
déformations. Ces derniéres ainsi que les déplacements sont considérés petits par
hypothese (petit indique toujours des changements infinitésimaux dans la
géométrie du corps et ou la distorsion de I’élément différentiel est négligée). On
précise simplement que les déplacements correspondent aux changements de
géométrie du solide alors que les déformations se rapportent a I’allongement
interne de celui-ci.
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Ce type de non-linéarité englobe en son sein plusieurs cas d’importance
considérable, comme I’élastoplasticité des structures.

D’autre part, bien que les équations linéaires (contrainte-déformation)
soient supposées appartenir a la seconde catégorie, les probléemes induits par la
non-linéarité géométrique prennent naissance dans la relation non linéaire
(déformation-déplacement). En d’autres termes, cette catégorie englobe tous les
cas de grands déplacements et déformations. De plus, on remarque I’existence
d’une importante sous-classe qui mateérialise I’effet des petites déformations et
grands déplacements c’est le cas du flambement élastique des structures.

Enfin, la troisieme catégorie et non la moindre, combine la premiére et la
deuxiéme théorie induite par la non-linéarité constitutive ainsi que la théorie de
grandes déformations comme par exemple le caoutchouc.

Résolution du probléme non linéaire

En général, tous les phénomenes de non-linéarité aussi bien géométrique
que mateériel sont traités numériquement d’une maniére relativement simple
malgré leur complexité ; Et ce, en fragmentant le domaine non linéaire en
plusieurs sous domaines linéaires ou la résolution est plus conviviale. L’avantage
de cette technique permet une convergence vers une solution plus réaliste du
probléme, et donc d’approcher de plus prés le comportement de la structure
étudiée.

Le développement de cette technique de base a donné naissance a
plusieurs méthodes basées sur le méme principe et classées selon leurs modes
d’application en plusieurs catégories :

Méthode incrémentale
Méthode itérative
Méthode mixte

Dans le cadre de ce travail nous avons développé les trois méthodes en
précisant les principes d’application fondamentaux de chacune d’elles et les
différents algorithmes de résolution.
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Il Solides déformables

11.1) Introduction

Depuis toujours on sait qu’un corps solide soumis a I’action de force
extérieure subit des déformations ou des déplacements relatifs. Si les déformations
sont petites, ne dépassant pas une certaine valeur limites, apres enlévement des
forces extérieures elles disparaissent. On dit que le corps est parfaitement
élastique. De cette hypothese toute la théorie de I’élasticité a été développée et
utilisée depuis longtemps dans le calcul des structures et tout particulierement
dans celle des plaques.

11.2) Théorie des contraintes :

11.2.1) Tenseur des contraintes :

L’équilibre d’un parallélépipede rectangle infinitésimal découpé en un
milieu continu est représenté analytiquement par une matrice appelée Tenseur de
contrainte qui a pour objectif de définir la contrainte en un point quelconque
M (X, Y, z) telle que

O ny Oy,
[G]: O-yx O-yy Uyz (||.1)
O 5 Xy O,
avec
Oy =0y, 0, =0,; 0,=0, (11.2)

(d’apres la loi de “’Cauchy’”)

11.2.2) Equation d’équilibre local :
Un corps est dit en équilibre si, sous I’action des forces extérieures, il est

au repos. Il existe en général deux (02) types de forces extérieures :

- Les forces réparties sur la surface du corps (Force de surface).

- Les forces réparties sur tout le volume du solide (Forces de volumes ou
forces massiques).

Pour étudier I’équilibre, considérons un petit élement d, dy, d;, Fig(ll.1),
cet élément est soumis, en plus de la distribution des contraintes, a une force de
volume composante Fvy, Fvy, Fv,. Aprés développement, on obtient les équations
différentielles d’équilibre en tout point du solide :
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A

Xz

aO-xx agyx 6(72)(
+ + + fvx = pyx

OX oy 0z

0 0 0
Ty Dw Oy, f, = o7,
OX oy 0z

0 0
O-Xy + Gyz + ao_zz + fVZ = pyz
OX oy oz

oo
o, +—=d,
S,
ot
yz
T, + d,
z
or
T+ “d,
Z
>
¢ or
T, + L dy
_> y
—> ébyy
I'4 ot + dy
y
or ot
H+—=d, Ty + 2 d
5 y y
X y
Oo-xx OTXY >
o, + 5 d, + d, vy

(11.3)

FIGURE(I1.1):Représentation des contraintes sur un élément différentiel

11.3) Théorie des deformations :

On dit qu’un corps est déformé lorsqu’il y a changement des positions
relatives des points du corps. En effet, on suppose que le corps consideré soit
appuyé de sorte qu’aucun déplacement de ses particules ne sera possible sans
déformation du corps lui-méme avec u, v, w désignent le déplacement du point M
a I’intérieur du solide c’est a dire :
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u=u(xy,z)
v=Vv(XY,2) (11.4)
w=w(X,Y,2)

En général les composantes qui definissent I’état complet des déformations
sont les suivantes :

- déformation en extension (déformation directe)
- déformation en distorsion (déformation angulaire)

11.3.1) Composante de la déformation :
a) Extension :

La variante de la longueur d’un segment élémentaire quelconque est
facilement calculable et nous donne aprés développement dans les 3 plans :

S ORERG
oa 2|\ oy oy

Tels que les premiers termes de ces égalités définissent les petites
déformations tandis que la totalité de I’expression définit la théorie des grandes
déformations.

b) Distorsion :

Considérons deux segments de droite; aprés déformation, la déviation
totale est appelée deformation de cisaillement et désignée par :

7. dansleplan x -y

7,. dansleplan y-z

V. dans le plan x—z

Ainsi pour des déplacements infiniment petits mais assez importants pour
ne pas étre négligés
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ou OV ouodu oOVOov OwWOow
W=ttt t——
oy OXx oOxoy oOxoy Ox oy
ou Ow Oudou OVOV OwOow

g =—F+—+—+——+——— (11.6)
0z OX O0XO0Z OXO0Z OX 01
o Ow 0Oudu ovov Owow
=t —F——t——+——
0z oy oyorL oyorL oy oz

Yy = 2¢
Yy =26

Y =26,

On obtient ainsi la tenseur de déformation

&y Vw 7x
l¢]= & Iy (11.7)
sym €,

11.3.2) Interprétation géometrique des déformations :

Considérons I’élément tridimensionnel dy, dy, d, aprés déformation
figure. (11.2)

~S————

___________

[
»

FIGURE. (11.2) : Elément déformé

a) Extension :
Pour définir I’extension on considére le petit élément de fig. (11.2) dont la

projection sur le plan (x-y) et (x-z) sont représenté en fig. (11.3a) et figure. (11.3b)
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VRV

AY '
\,oou |
D | ! C

v

Figure(l1.3a) : Projection sur le plan (X - y)

Figure. (11.3.b) : Projection sur le plan (x - z)

FIGURE (11.3) projection de I’élément déformé sur les plans (X-Y) et (X-Z2)

b) Distorsion :

Considérons I’élément de la figure (11.4) projeté sur le plan (x —y) de
la figure. (11.6)
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(%)
oy )Y
A———
Y a (%y)d y
a, // I,"
C //’ ‘//_‘__J'
) (x (5V5X)dx i
A, v BH
(5u 5x)d )
A d B >

FIGURE(11.4): Elément distordu

11.4) Relations contrainte — deformation :

Dans les paragraphes précédents, on a développé certaines notions
statiques(théorie de la contrainte) et cinématiques (théorie de déformation) qui
sont nécessaires pour un développement théorique du comportement physique des
corps d’une facon générale et des corps solides élastiques plus particuliérement.
Mais, en réalité, la résolution de la plupart des problémes de structure nécessite
I’utilisation des lois de comportement du matériau . dans beaucoup de cas il suffit
de faire I’hypothése d’un comportement élastique linéaire ou quelque fois d’un
comportement élastique parfaitement plastique.

11.5) Théorie de I’élasticité :
11.5.1) Introduction :

Soit un corps continu elastique isotrope soumis a des forces de volume

données. On doit chercher dans tout le corps le champ de contraintes, oy, les

deéplacements, U; et les deformations ¢;. Ce probleme peut se résoudre de deux
maniére :

« Soit en recherchant d’abord le champ des contraintes o, puis en
déduisant, par la loi de HOOKE le champ des déformations, et les

- ou,
deplacements par intégration des relations (&; = E[% + —'])
2( ox;  OX;
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« Soit en recherchant d’abord le champ des déplacements u;, puis le
champ de déformation et le champ de contrainte par la loi de HOOKE.

Dans le premier cas, on résout le probleme en intégrant les équations de
BELTRAMI — MICHELL; dans le second, on le résout en intégrant I’équation
fondamentale de I’élasticité de NAVIER.

11.5.2) Equation fondamentale de I’élasticité :

Si on remplace dans les équations d’équilibre les contraintes par leurs
expressions en fonction des déformations lesquelles sont exprimées dans le

tenseur &; en fonction des deplacements on trouve I"équation :

2 . aZu
c 0'u, . G L4 F <0
Ox0x;  (1-2v) oxox, (11.9)

11.5.3) Principe de superposition :

L’effet d’une force peut étre considéré dans les deux groupes suivants :

Effet mécaniques : Réactions R, effets internes M, N, T, contraintes Fiij .

Effet géométriques : déformations &ij déplacement, et rotation.

Le principe de superposition des effets est une conséquence a la fois de la

linéarité de la loi de HOOKE:; il s’énonce comme suit :
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L’effet sur une structure linéairement élastique par plusieurs forces
agissantes simultanement est égal a la somme des effets produit par chacune des

forces agissant séparément.

Remarque :

Il est important de remarquer que le principe de superposition n’est valable
que si I’on néglige I’effet des déformations de la structure sur le mode d’action
des forces, c’est a dire si on évalue I’action des forces en utilisant la structure non

déformée (théorie du premier ordre).

Dans le cas ou on doit tenir compte de I’effet du changement de géométrie
de la structure sous le mode d’action des forces, le principe est inapplicable.
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111 .1 GENERALITES

Pour introduire le comportement d’un élément quelconque, il faudrait d’abord
définir ce méme élément qui est au sein d’une large gamme de solides tout aussi bien
définis. Ainsi les structures utilisées peuvent étre réparties en quatre classes :

e Lescorpspleins;

e Les plaques et enveloppes du type volte et coque ;
e Les piéces allongées pleines du type arc et poutre ;
e Les piéces allongées a parois minces.

Dans la premiere classe se trouvent les pieces massives dont les dimensions sont du
méme ordre de grandeur dans toutes les directions. La détermination des tensions et des
déformations fait I’objet de la Théorie de I’élasticité.

La deuxiéme classe est constituée par des voiles minces dont deux des trois
dimensions dans I’espace sont du méme ordre de grandeur, la troisieme est petite par
rapport aux deux autres. Les exemples les plus simples sont les plaques et dalles minces de
forme quelconque. Des méthodes de calcul spécial ont été mises au point a partir de la
methode de la Théorie de I’élasticité.

Dans la troisieme classe, se trouvent les arcs et les poutres dont I’étude fait I’objet
de la Théorie des poutres.

Enfin, la quatriéme classe est constituée par les corps présentant des dimensions
différentes dans chacune des directions.
Une plaque est donc un élément de la 2°™ classe, elle sera définie comme un solide
élastique limité par deux plans paralléles distants d’une épaisseur e., Celle ci est supposée
petite par rapport aux autres dimensions, et comporte un plan de symétrie au milieu appelé
plan moyen (Sm). Par convention, ce dernier sera défini dans le plan (xy) et (0z)
correspondant a I’axe transversal définissant I’épaisseur. Cette méme plaque aura des
comportements différents selon que I’épaisseur soit petite ou non et que le matériau
constituant soit homogeéne, isotrope, anisotrope, orthotrope ou non. L’introduction de
conditions aux limites définit d’une maniére précise le comportement flexionnel ou
membranaire de cette plaque.
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I11.2 Approche analytique

Introduction :

Dans cette partie, il sera traité brievement le comportement général des plaques
dans un domaine aussi bien linéaire que non et ou I’on pourra apprécier les différentes
propriétés flexionnelles d’une plaque qui dépend en grande partie de son épaisseur et de sa
déformation. C’est ainsi que I’on distingue 3 comportements qui dépendent
particulierement de paramétres dimensionnels et flexionnels :

1. Plaques minces a petite déformation ;
2. Plagues minces a grande déformation ;
3. Plaque épaisse ;

L’évolution de leur comportement dans un domaine linéaire ou non linéaire sera
liée directement a I’apparition de déformations importantes pouvant engendrer des efforts
de cisaillement assez considérables pour ne pas étre négligés et pour lesquels certaines
hypothéses ou simplifications ne peuvent étre admises.

111.2.1) Fondement de la Théorie des plagques

L’étude de la Théorie classique des plaques est basée essentiellement sur la Théorie
de I’élasticite et plus particulierement sur I’élasticité plane (puisque I’on néglige les
contraintes o, perpendiculaire au plan moyen de la plaque) ou le développement
mathématique allié au concept physique et géométrique donne une approche assez
satisfaisante sur le comportement de la plaque.

111.2.2) Comportement genéral des plaques

Généralement, dans le domaine des plaques, on peut distinguer 2 comportements
différents :

— I’un flexionnel < chargement transversal >
— I’autre membranaire < chargement dans le plan >

Ces deux chargements peuvent étre appliques simultanément, mais dans tous les
cas, leurs effets seront découplés et étudiés individuellement dans le but de superposer
leurs effets respectifs dans I’état de déformation ¢ = €M + gF. 1l est nécessaire donc de
définir clairement le cadre dans lequel évoluent les variantes du probleme.
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111.2.3) Hypotheses de base

Les plaques sont des structures tridimensionnelles dont une dimension, I’épaisseur
e, est trés inférieure aux autres. L hypothese de base est donc que dans cette direction, la
déformation longitudinale, c’est-a-dire la variation de I’épaisseur, est nulle (la contrainte
plane est negligée), Cela se traduit communément par o, = 0 dans un systéme d’axes
local lié a la plaque, tel que représenté ci-dessous. Pour des raisons d’interprétation
physique, c’est dans ce systeme que sont généralement calculés tous les déplacements,
déformations et contraintes. [Fig 111..1].

A
AZW

y /I

Plan moyen

0 / p X,V

Figure(l11.1) : plague : repere global et local

Les plaques sont classées en 2 catégories :

1 _e_1

- Les plaques épaisses 20 = L < 4
e_1
- Les plagues minces L =20

111.2.4 Déplacements et déformations

Dans la Théorie des plaques homogenes, la référence est la surface moyenne (Sp).
En tout point de cette surface et dans les axes absolus, les 3 déplacements et les 3 rotations
usuels sont notés : Ux, Uy, Uz, Bx, By, Bz. Dans les axes locaux, ils deviennent U, V, W,

Bx, By, Bz. [fig. 111..2]

La fleche w est une fonction de x et y seulement : W = W (X,y) et les rotations sont
celles de la normale aux plans de la plaque .La rotation 3z dans le plan de la plaque est
négligée, ce qui se comprend facilement étant donné la différence de rigidité  [Fig. 111.1].
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La section droite est supposée rester droite aprés déformation, dans le systéme
local. Cela se traduit par I’hypothese que le déplacement total résulte de la superposition
du déplacement du point correspondant a Z = 0 et d’un déplacement de flexion, soit :

n Te/2 T X

Figure (111.3 ) : Plagues :déplacements

U(x,y,z2)=U(Xy,0)+2Zp

V(%Y,2)=V(x,y,00+ZB (Xy)
W (x,y,2) =W (x,y,0)
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Ces déplacements conduisent aux équations :

o2 g OB
OX oy
_ 7 OB
Vo ﬁy o”y (2.1)

2o 0 OV O OBy
YT oy ox oy OX

g, =0
Pour un cisaillement non nul :
oW
2e,, =—+PBX
oW '
28yz = a_y + By
Le vecteur {&} se divise en 2 parties, I’une indépendante de Z qui traduit les
déformations de membranes {em}
ou ov av ou
(em)={—1—1— (2.3)
ox ' oy’ ax 8y
L’autre dépendante de Z qui représente les déformations de flexion :
opx opy 0 x 0
()= (Bx OBy oBx , OBy 2
ox oy’ ay OX
avec : (eg)=2Z(x)
<y >: Vecteur de Courbures
La déformation de cisaillement transversal s’écrit :
< g¢ > =< ow/oX + BX, ow/oy + By > (2.5)
Remarques importantes :
En ce qui concerne le cisaillement, il y a 2 théories :
— La Théorie de Kirchhoff qui suppose le cisaillement nul
2ex2= +Bx=0 X = ow
Ba=g Thx=0=Px=mt
_ow __w (2.6)
2en="p TRy =0=Py=-7

Soit: < gp>=Z < - d*WIOX?, — S°WIdy?, — 26°wloxoy >
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— La Théorie de Mindlin qui ne néglige pas cet effort, ceci n’est valable
théoriquement que pour les plagques épaisses ; mais physiquement, cela reste tres
controversé. (C’est ce qui fera I’objet de notre analyse).

111.2.5) Contraintes et efforts résultants

Il est courant d’envisager dans le plan moyen de la plaque, les efforts plutot
que les contraintes ; cela conduit & distinguer :

A Z
@) >y
/ » NX
L Nxy
/ N ¥ Nx>
X y y
(a)
A Z
O »
Qy My
Qx
A/ Myx Myx
N4 77— My
X
(b)
— Les efforts de membrane {N} tels que :
NX . [ OX
{N} = yNy :rez oy |dz (2.8)
Nxy > \oxy

— Les efforts résultant de flexion, ou moments des contraintes :
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Mx e [ OX
{M} = {My :EZ oy | zdz (2.9)
Mxy ? \oxy

— Les efforts tranchants, intégrale des composants de cisaillement :

SRS L 20

— Les forces extérieures sont, elles aussi, intégrées dans la direction de
I’épaisseur :

Fvx o | fux
o Force de volume : {Fv } =1Fvy = EZ fvy | dz (2.11)
Fvxy 2 fvxy
Nsx o [ fSX
o Force de surface : {Ns } =1Nsy = rez fsy | dz (2.12)
Qs 2 \fsz
{M } Msx r; (fsxj ; 213
S_Msy_fgfsyzz (2.13)
Mst = LMsx + mMsy Msn = —mMsx + LMsy
Nst = LNsx + mNsy Nsn = —mNsx + LNsy (2.14)
L=Cos 6
avec : . 0 : angle entre I’axe des x et la normale n
m=Sin 0

111.2.6 Equation d’équilibre

En général, les efforts internes d’un point a un autre de la plaque
chargée sont déterminer par les conditions d’équilibre Statique ou Dynamique. Ainsi, pour
déterminer I’effort de cisaillement, par exemple Qx, Qy agissant sur la surface normale aux
directions x et y, il est impossible d’utiliser la loi de Hook car les sollicitations ne sont pas
liées directement aux déformations,. Il faut donc utiliser les équations différentielles
d’équilibre qui s’écrivent de plusieurs manieres, selon que sont considérés I’équilibre local
en terme de contraintes, d’efforts ou de déplacement, ou I’équilibre global par la Théorie
des travaux virtuels.

a) Equilibre local :

a.1). Equations en terme de contraintes :
Ces equations sont celles de I’élasticite, qui s’écrivent :
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{FV}—p{y}+dTV|G|:O (2.15)
En composante :
99U | Fvi = py, (2.16)
0X]

{y} Vecteur accélération
{Fv} Vecteur des forces de volume

{o}  Tenseur de contrainte

a.2). Equation en terme d’efforts :

Ces équations s’obtiennent a partir de I’équilibre d’un élément différentiel dxdy
sous un état général de contrainte. On suppose que le poids propre n’affecte pas
I’exactitude des résultats :

X
y Z
Qy My
Qx Mxy
el
Mxy v j -
// d . \ v
/ /

Figure (111.5) : Equilibre d’un élément dx dy

it il et o rtitall eI 2t

e Pour le cisaillement :

@-F@—FVZ:O

2.17
0X oy @17)

e Pour le moment (suivant oy par exemple)
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oMx 0 Mxy
—+

0X oy
oMxy oMy (2.18)

o0X +8—y_Qy:0

-Qx=0

e Pour les forces de membranes :
ONXx ONxy
ox " oy
ONxy 0Ny (2.19)

- Fvx=0

Par exemple sur ox :

[ N(x+dx) - Nx(x)] dy + [Nyn (x+dy) — Nxy(x) ] dx + Fvx dx dy =0

Donc en éliminant Qx, Qy de (2.17) il vient :

2 2 2
IM 2O MY MY o (2.20)
OX oyx 2y

a.3). Equation d’équilibre en terme de déplacement :

La Matrice de Coefficients élastiques dans le cas d’un matériau homogéne, isotrope
est noté [D]. Une intégration entre (-e/2, +e/2) des contraintes membranaires donne :

Des forces :
{N} = [Em]{em} (2-21)
Des Moments :
(M} = [ 2 [D] (z {em} + 22{x}) d2 (2.22)
{M} = [Ed]{x} (2.22)
1 v 0
avec : [Em]= Ee2 v 1 0 (2.21a)
1-u 1-v
0 0
2
Eo? 1 v 0
e
[Ef]—m ‘(; ; 191/ (2.21b)

N ‘
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Dans ces intégrations, les contraintes sont supposées constantes dans I’épaisseur,

c’est-a-dire indépendantes de z. Pour le cisaillement, la question est plus complexe car cet
effet n’est pas constant dans I’épaisseur. La R.D.M. donne pour un matériau homogéne
classique une variation parabolique. En retenant cette hypothése, la détermination de la
fonction f(z) s’effectue a partir des conditions aux limites, c’est-a-dire :

e e
c,, =0 pour Z= +E (respect. o, =0 pour Z=—§)

ol Qo =7 f(2) [0,0,],d2=0
,E z
Dans ces conditions, la fonction f(z) doit vérifier :
[?f@)dz=1 | f(igj -0,
_E 2
Ce qui donne :

f(2) =2—Ze (1—42—2j

Il est donc possible d’écrire I’énergie de déformation due a la déformation de

cisaillement :

Uc = =lo J[E.] o) (2.23)

avec :

5 [10
[EC]:EGe[O J (2.23a)

En utilisant les relations (2.21) dans (2.19) et (2.22) dans (2.19) on a :

_ i .\
Em (l—v)Au+(1+v)(ali+ oV j +Fvx=0
ox:  oxoy

| o otu )]
Em|(1-v)Av+(1 Fvy =0
m_( V)AV + ( +V)(0”y2 +5x§y j + Fvy

D, [(1—V)Aﬂx+ L+ v)(é;:ix N j;aﬂyy j —GeK(%+ ﬂx]:D (2.24)

E, {(1—v)Aﬁy+(1+v)[é;€2y n 5:5;( ] —GeK{i—v;+ﬂy] =0

Sur la surface ou les déplacements et les forces sont imposés .On a les équations

d’équilibre du type déplacement en utilisant (2.14) dans (2.21) et (2.22) :
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Em &u N —(1_\/) UL N = N2
o”x 2 \oy ox

Em [1—"](@ a"]u(ﬂm@}m}: NG,
2 \NJdy ox oy OX
E, ( J +(1“’I5ﬂx+ﬁﬁy)m} M2 (2.25)
X 2 ay  Ox
ST
OX oy OX y

o[ G oG5 m| -
aX+[3x + ay+By m|= Qg

Ee . .
Avec: Dm = raideur membranaire

2(1-0?

2
Di=D= EDm raideur flexionnelle

Remarque : On remarque que la raideur de flexion et beaucoup plus petite que la
raideur membranaire, ce qui justifie que I’effet de la flexion est prédominant par rapport a
I’effet de membrane.

111.2.7) Equation de la surface fléchie :

Aprés avoir déterminé les différentes équations d’équilibre, il devient évident de
déterminer I’équation qui régit la déformation de la plaque, et pour cela, il faut distinguer
deux types d’approche et qui sont basées sur :

— Lathéorie de Hencky—Mindlin ;
— Lathéorie de Kirchhoff-love.

Ces théories sont basées sur des hypothéses simplificatrices qui vont permettre de
lier les déplacements aux contraintes a travers la loi de Hook et enfin les déplacements aux
efforts extérieurs en utilisant les équations d’équilibre étudiées précédemment.

111.2.7.1- Théorie de Hencky—Mindlin—-Plaque épaisse.

Dans le cas des plaques épaisses, le probléeme est considéré comme un probleme a 3
dimensions de I’élasticité linéaire. Par conséquent, I’analyse de la contrainte se complique
et jusqu’a présent, le probléme n’a été résolu que pour quelques cas particuliers.
Cependant, pour les plaques relativement épaisses, Mindlin a apporté une simplification de
maniere a rendre le probléme plus convivial.
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111.2.7.1.a)- Hypothéses fondamentales
Ces hypothéses sont valables pour le cas de petites déformations :

1) Il n’y a pas de déformation dans le plan moyen de la plaque. Ce plan reste
neutre pendant la flexion (petite déformation).

2) Les contraintes normales suivant une direction transversale a la plaque peuvent
étre négligées (o, # 0)

3) Les points de la plaque situés initialement sur une normale au plan reste
linéaire mais pas facilement normale aprés déformation, c’est-a-dire que les contraintes de
cisaillement ne sont pas négligées.

Ow/ Ox
zZ A A
Q | *
x Y xz o P
o - R ow/ 0X
P
b’
Figure (111.6) : Flexion avec cisaillement
Si on pose {ﬁx = —&X
py =-ty
Ce schéma se traduit en écrivant :
OW OW
PK=yXt———=2¢, ———
OX OX
OW oW
B =yyi-—-=2¢, ———
| oy oy
En terme de déformation :
ON
28xz = g + ,BX
(2.26)
e N
8yz =—_+ w

¥
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111.2.7.1.b)- Déplacement, déformation et contraintes :

Le déplacement dans le plan moyen n’est plus gouverné par les rotations 2—\;\/2—\3
. Le mouvement dépend uniquement de Bx, By d’ou :
U=2.Bx (x, y)
V=ZBx(xy) (2.27)
W=w (x, y)

Les déformations varient linéairement a travers I’épaisseur de la plague et sont
données par :

La déformations de flexion :

IBx
oX
st
" oBy
{ec)=1e, (=2 oy (2.28)
ol lapx opy
oy 0X

La déformations de cisaillement vaut :

OW)
prr ™
e )= {“ } - {ngz } = ox| (2.29)

Vel 28y ﬁy+@
oy

e L ’état des contraintes en tout point de la plague correspond a un état de
contrainte plane (o, = 0), et pour un matériau homogeéne isotrope, on a :

e Pour les contraintes :

I
o, A jx
o, = AV 1 0 e oahy (2.30)
1-v 0 0 1-v oy
N 2 1 |9 By
ox oy
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Et {JW}— E . oy (2.31)

Pour les efforts internes :

— Déflexion :

(2.32)

— Cisaillement :

ke[ 2]
Q,=K.G.e aX+Bx

] (2.33)
y

ow
Qy =K.G.e a—y+B

Plague épaisse
111.2.7.2. Equation de la surface fléchie.
Cas 1 : Chargement transversal (Comportement flexionnel) :

Lorsque la plaque est chargée transversalement, on obtient les relations d’équilibre
(2.17) et (2.16) que nous reformuleront en fonction des déplacements a travers les

équations (2.21), (2.22) et (2.23).
(l—v)ﬁ px, e ’BX+(1+V)a Al _kGe ?tﬁx
X

Ef

2 )oy?  ox? 2 )oxay |
B 2 2 2 7
E, (1“/)& e +(1_Vj§ ,62'y+ﬁ ﬁ;y = KGe @+ﬁy (2.34)
2 )oxoy 2 ) Ox ay° | oy
2 2
K.G.e {8 \;v+8 \;v+8BX+8By}:_P
oX oy ox oy

Donc, il est possible d’éliminer les fonctions Bx et By des équations ci-dessus au
prix de substitutions fastidieuses mais rigoureuses pour aboutir a :
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D
DV*w+ Viw=P
KGe
chargé dans son plan et en état d’équilibre :
Vi Loy P (2.35)
KGe D

Cas 2 : Chargement dans le plan (comportement membranaire) :

L’analyse sera faite de la méme maniere que précédemment a la différence preés let
que les équations d’équilibre seront obtenues a partir d’un élément différentiel

\\
Nx \ Nx +6_Ny dx
OX
\

NX‘; OX

Nxy +%y dx

oy

oN
Ny +2Y dy Nxy +%Y dy

Figure. (111.7) : élément différentiel de la plague en équilibre

Nous obtenons apres projection sur les axes de référence :
Dans le sens ox :

ONXx ONxy
—+
oX oy

=0 (2.36)

Dans le sens oy :
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0Ny ONxy
-y — 2.37
oy ox (237)
Dans le sens 0z :

On tient compte des petits angles entre les forces Nx et Ny ainsi que la pente de la
fleche dans la direction y et x, on aura : (2.38)

o*w ONX dw
NX dxd ——d d
x? e OX & y
o*w ﬁ JINy ow W i dy
ay
2
Nxy oW dxdy + N yOﬁwd xdy
OX
2
nyﬂ dxdy + oN yOf)Wd xdy
OXY 2y &

(2.38)

En substituant (2.36) et (2.37) dans (2.38) et en les injectant dans (2.35) on
obtient I’équation :

2 2 2
Viw+ viw = L[ nx & V2v+Ny§ V2V+2ny oW (2.39)
KGe D X oy OX2Yy

Cas 3 : Combinaison de chargements transversales et axiales :

Pour ce cas de figure, il suffit d’additionner les 2 effets I’un a I’autre et ce en
rajoutant le terme de la charge transversale (q) aux second membre de I’équation ci-
dessus :

o 1 1( \ ow  Pw azwj

W+ W =—| g+ NX
KGe p 1T ™Mo TV Gy % 0y (2.40)

Plagues minces
111.2.7.3. Théorie de Kirchhoff- love
Dans I’étude des plaques minces a petites fleches, on introduit certaines hypothéses

o . n e 1
et limitations, qui ne portent pas seulement sur la plaque elle méme (I < Z_OJ etle

matériau dont elle est constitue mais aussi sur le comportement de la plague chargée.
Ainsi, on se sert de la théorie de Kirchhoff définie par les hypothéses suivantes :

111.2.7.3.a)- Hypotheses de bases :

Pour un matériau parfaitement élastique homogéne et isotrope et dans le cas de
petite fleche on a :
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1) Les sections initialement planes et normales a la surface fléchie restent planes
et normales a cette méme surface apres déformation. Ceci revient a négliger le cisaillement
transverse =Yy, = Yy, = 0.

2) Laplaque est incompressible dans le sens perpendiculaire au feuillet moyen (g,
= 0), on néglige donc les tensions normales et perpendiculaires a ce feuillet (hypotheses de
contraintes planes ¢, = 0).

3) Iln’yapas de déformation dans le plan moyen de la plaque avant, pendant et
apres déformation (c’est-a-dire qu’il n’y a pas de force de cisaillement horizontale ni de
forces normales agissant sur le coté de I’élément et = dT et dN sont nuls).

111.2.7.3.b)- Déplacement, déformation et contrainte :
A partir de I’hypothese (1) c’est-a-dire Yxz=Yyz=0,0na: e, =gy, =0

ou :
—+,Bx 0:,8)(——@
OX
—+,By O:ﬂy_—@ (2.41)
ay

En substituant ces résultats dans les équations (2.3), (2.4) et (2.5), ona:

e Pour la flexion : <g >=L<y>
2 2 2
Ou <y >= 6v;/’8v;/’_2 ow
oX~ 0y oX oy

e Pour la déformation de membranes :
ou oV dv 0Ov
(em)={ o0 o0 704 22
ox' oy oy oOx
e Pour les déformations de cisaillement :
(e.)=0
Pour un état de contrainte et déformation plan (c; =0ete,; =0)ona:

Les contraintes intérieures :

e Les contraintes :
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E ’w  d*w
Oy = A S +V—
1-v OX oy
E 0w azwj
G, = Z +V 2.42
Yoo v? [Gyz ox? (242)
2 2
cxy:—ZG.ZaW ___E 0w
oxX oy 1+v oX oy
e Les moments et efforts tranchants :
2 2
Mx = —D¢ [8_v;/+va_v;/]
oX oy
o°w azwj
My =-D; | —+V—= 2.43.
y f (ayz aXZ ( )
2
Mxy = (1-v).D; ow
0X 0y
2 2
Q,=-D g V2V+& VZV :—DE(VZW)
ox\ ox® oy OX
5 (52 o 5 (2.44.)
Q, =D S5+ 5T [=-D(V'w)
oy\oy® ox oy

111.2.7.4. Equation de la surface fléchie

Chargement transversal :

En substituant les relations (2.43) et (2.44) dans les équations d’équilibre (2.17) et
(2.18) ou dans la relation (2.20), on aboutit a la et non moins célébre équation de Sophie -
Germain plus connue sous I’équation de Lagrange :

o''w o''w o'w P
ox T “axtoy: oyt D
y. oy (2.45)
V“WzE
D

Chargement dans le plan (axial) :

L’approche et le développement est le méme que celui du cas 2 des plaques

épaisses a la différence pres que I’équation qui régit la flexion de la plaque est différente
on a donc I’équation générale apres substitution :
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2 2 2
0 NLX—ZG Mxy+8 I\/iy:_ 0+ Nx
0 X oxoy oy

Remplacant Mx, My et Mxy par leur expression on aura :

4 4 4 2 2 2
o'w o'w o'w 1(Nxavg+NyaV!+2nyaWj
oX oy oX oy

+2 +
ox'* ox*oy* oy' D

(2.46)

Combinaison de charges dans le plan et de charges transversales :

Dans ce cas et comme précédemment, il nous suffit simplement d’ajouter la charge
transversale au second membre de I’équation et on aura :

+ + =
ox* ox*oy* oy' D

4 4 4 2 2 2
ow , o'w_ d'w 1(q+NxaV;’+Nya";’+2ny5Wj
oX oy oX oy

(2.47)

111.2.8. Résumé et conclusion :

L’étude de la Méthode classique des plaques, est basée essentiellement sur la
Théorie de I’élasticité dont le développement aboutit a un modele mathématique cohérent
et qui décrit avec une précision assez satisfaisante le comportement physique actuel de la
plague. C’est ainsi que la flexion des plaques est établie en utilisant de simples hypotheses
basées sur les propriétés du matériau (linéaire, élastique, homogeéne, isotrope, etc.) et le
comportement physique de la plaque. Bien que celles-ci soient nombreuses, les erreurs qui
en résultent sont dues genéralement a I’ordre de magnitude considéré. Le modeéle de la
flexion de la plaque est exprimé mathématiquement par une équation différentielle aux
dérivées partielles et dont la solution rigoureuse est obtenue seulement dans certains cas
particuliers simples. Les principales méthodes de résolution mathématique utilisées sont
celles de Navier (double série de Fourier) et de Levy (série simple de Fourier) dont la
convergence dépendra pour la premiére méthode de la continuité de la fonction de
chargement. L’ applicabilité de ces deux méthodes (Navier, Levy) peut s’étendre
considérablement en utilisant la technique de superposition (c’est-a-dire I’addition de la
solution homogeéne de I’équation différentielle a la solution particuliére).

En conclusion, nous pouvons résumer ce paragraphe par certaines remarques
illustrant les avantages et les inconvenients des méthodes classiques de la théorie des
plaques. Le mérite de ces méthodes est donc :

1) La clarté du Modele Mathématique
2) L’application de solutions mathématiques rigoureuses du fait qu’elles
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Constituent une source importante de la théorie fondamentale pour presque toutes
les méthodes approximatives et numériques.

Cependant elle constitue une méthode ou le nombre de solutions exactes reste tres
limité ou encore tres encombrant a I’utilisation voire impossible pour certains problémes
d’une importance considérable.
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111.3 Approche Energétique

111.3.1) Introduction

Apreés une bréve étude sur I’approche analytique des plaques, qui nous a permis par
ailleurs de synthétiser nos connaissances et de les enrichir, nous nous intéressons
maintenant a une approche toute aussi intéressante que performante; Nous passons donc
des méthodes d’équilibres et d’analyses des contraintes, écrite de maniére locale, a des
méthodes plus global et qui font appel aux principes variationnels; Ces méthodes
consistent a minimiser I’énergie totale accumulée dans le solide élastique.

111.3.2) Définition

Avant d’énoncer le principe de cette méthode, il convient de définir clairement les
parties énergétiques qui rentrent en jeu.

111.3.2.1) Théoreme du travail virtuel

Le solide V, déformé, est en équilibre sous I’action des forces extérieures. A la
déformation normale, il est ajouté une déformation due a un chargement virtuel {5U}. Ce
champ virtuel, fonction continue des coordonnées, est considéré comme infinitésimal et il
n’affecte pas I’équilibre d au champ vrai. Ceci s’exprime sous la forme suivante :

[o0ed, = [ f,audv+ [ fduds=5U, (3.1)

ou le premier membre est le travail virtuel des forces intérieures dues aux
contraintes; Le second membre le travail virtuel des forces extérieurs.

Remarque : Ce théoréeme ne fait pas intervenir explicitement le comportement du
matériau.

111.3.2.2) Stationnarité de I’énergie potentielle
Dans le chapitre précédent, la fonction densite d’énergie de déformation W a été
définie comme suit :
oW
T oe
Si on I’injecte dans la relation (3.1) on obtient :

s[wd, :5[I<fs>{u}ds+j<fv>{u}va:éUd (3.2)

S

o
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ou U d’énergie de déformation totale.
Pour arriver en fin au théoréme des travaux virtuel qui prend forme
oU,-0T,, =0x, =0 (3.3)
et qui s’énonce :
En état d’equilibre, I’énergie potentielle totale 7z, est stationnaire. c’est a dire :

Le théme de travail virtuel et la stationnarité de I’énergie sont 2 formes
strictement équivalentes de I’écriture de I’équilibre.

Remarque : Pour que I’équilibre soit stable, il faut que la différence en énergie soit
positive. oU, -T,, >0 ou orl, >0

ext

111.3.2.3) Travail virtuel complémentaire

Par définition, le travail virtuel complémentaire produit par I’état virtuel de
contrainte oo et dans I’état de déformation [E] est égal au travail complémentaire effectué
par les forces virtuelles extérieurs. Cette approche est, en contrainte, I’équivalente de la
précédente en déplacement, telle que :

OTore = [ (U, Jd, + [(u){oF, Jd, (3.4)

S

avec le minimum de I’énergie complémentaire

§”c = §(udc _Textc) =0 (35)

avec :

oM, = gijéaijdv

\Y

111.3.2.4) Fonctionnelle de Reissner

Les deux principes vus ci-dessus sont ceux qui sont les plus utilisés en mécanique
des structures. Le premier privilégie une approche déplacements, alors que le second
privilégie une approche contrainte. Il est possible de conjuguer ces 2 approches dans le
principe Reissner. Dans ce cas, il existe a la fois des déplacements virtuels et des
contraintes virtuelles- la fonctionnelle associée s’écrit :

g = J;< o> {eld, -7 4T, (3.6)

Elle est stationnaire (et non minimum) a I’équilibre. Pour [I’utiliser, il est
indispensable de travailler avec les deux champs {u} et {o}. Cette fonctionnelle est utilisée
dans certaines études de plaques ; elle est associée a des éléments finis dits hybrides.
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111.3.2.5) Solutions approchées des formulations variationnelles

L’idée de base de ces méthodes est de représenter la solution par une combinaison
linéaire finie de fonctions connues, les coefficients multiplicateurs étant déterminés pour la
meilleure solution. Les coefficients sont ajustés de maniére a minimiser I’écart entre la
solution exacte et approchée. Parmi toutes les méthodes nous nous intéressons tout
particulierement : a la méthode de Ritz, qui servira a la résolution de certains probléemes de
plaques.

111.3.2.6) Méthode de Ritz

La méthode de Ritz consiste a minimiser la fonctionnelle 7 autant de fois qu’il y a
d’inconnues.(6) :

srlda,.=0

orloa, =0

111.3.3) Application de la méthode energétique a la flexion

des plaques

Cette méthode nous permet de résoudre toutes sortes de problémes et s’avere
efficace pour la résolution de systeme de forme irréguliere, de changement non uniforme,
de section variable ainsi que de matériaux anisotropes.

111.3.3.1) Plaques a épaisseur constante avec petite

déformation

Pour un solide élastique & 3 dimensions, I’énergie de déformation (potentiel)
s’exprime par la relation :

1
U, = EI {O'ng +0,8,+0,6,+0,7y +0.7, +0,7, }dv (3.7)

\
Dans le cas des plaques a épaisseur constante :
La contrainte normale au plan moyen est nulle d’ou :

* o0,=0

* I o,,7,dv  négligeable
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* joyzyyzdv négligeable

Ces deux derniéres conditions traduisent la non influence des efforts
tranchants sur les fleches.

M\m

=—j I O&t0,E +0nyxy}dz ds (38)

N\m

avec pour un matériau isotrope homogéne

E
o, = m(&'x +V8y)

E
o, = m(&'y +V8X)

Oy =0, =Gg,

il en résulte :

+

U, = j[ (0' +0o, —2VO'XO'y)+%O'Xy2:|dZ ds 3.9)

(s)| e
2

N | @

pour des plaques a épaisseur constante en terme de fleches :
2\ 2 2.\ 2 2 2
U, =[] 2W] [ TW) 40, O W OW o) W gy gy
2 ox oy OX? oy 0,0,

(3.10)
pour une charge répartie qdxdy positionnée par W on a:

Text = _IJ.a)qudy

d’ou I’énergie totale du systeme en terme de variationnelles

r=|[| = (8W a\ivj —2(1-v? 8V\2/.8\2V_[(3 WJ —qw |dx dy
oy o5x? oy? | oxay

(3.11)
avec : r=U,-T, (3.12)

Le probleme de la flexion des plaques consiste alors a trouver les fonctions W (X,
y) qui satisfait aux conditions aux limites du probléme et qui rend z minimale. On obtient
assez facilement une solution approchée en choisissant une déformée du type

w=a,p (X y)+...+a,4 (xYy)
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avec: ¢(X, ) : Représente la surface fléchie de la plaque.

On obtient aprés intégration une fonction du 2°™ ordre & coefficients inconnus, Ces
coefficients sont alors choisis de maniere a ce que I’intégrale 7 soit minimum.

v

55 = O
! (3.13)
s _o
oa

n

C’est un systeme a N équations linéaires et a N inconnues(a,.....a, ).

111.3.3.2) Energie de déformation, énergie totale.

Les contraintes et déformations sont séparées en terme de membrane, flexion et
cisaillement, respectivement désignées par les indices m, f, ¢ il s’ensuit que

Uy, =U,, +Ugu +Ug (3.14)
La forme générale de Uy est :
1 1 En +IK
U, = EJV.<0'>{8}dV = E;|:<Gm+fo-c>{sc }dv (3.15)

Aprés intégration dans la direction O, les différentes composantes de Uy
apparaissent clairement

Uy = [(N)feu -+ (M)} + (Qfec s (3.16)
Une autre expression se déduit de (2.2.1) et (2.2.2)

Uy = [lealandien+ (2l b+ (el Je s 3.17)

Remarque : Le couplage flexion — membrane est généralement nul puisque
. e e . N
I’integrale sur (_E’E ) des termes en z est nulle. Les exceptions a ce couplage sont

fournies par les plaques stratifiées non — symétrique par rapport au plan z=0.

En terme de déplacements, les différents termes de I’énergie de déformation
s’écrivent :
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2 2 2 . 2
U :EJ'Dm o j + v ) +2v6—u@+1 v(@u avj ds

"2 | ex oy xoy 2 \oy ox
U, :lfo aﬂxj + aﬂyj +2V(8ﬂxj(8ﬂxj+l—v(8ﬂx+5ﬂy} ds
2 i OX oy oX )\ OX 2 oy oX
1 8W 2 8\N 2
Ucz—sLGek (ﬂx+&j +(,By+5j ds
(3.18)

Le potentiel des forces extérieures vaut :

Toe = [ (u){Fjdv (3.19)

'

ou, en séparant les différents effets

NSX
upF jds+ |[{u v wWxN, -+ (B3 M ds (3.20)
JupRJos+ | (u v )Ny e »{M}
sm sm Qs sy

Les conditions de stationnarité de la fonction énergie totale s’expriment par
I’équation générale
s, -T

ext

)=0 (3.21)

et conduisant aux méme équations que celle donnée par le théoréme du travail
virtuel (3.3)

Résumeé et conclusion

Dans ce chapitre il a été développé brievement les méthodes énergétiques les plus
utilisées en Mécanique des structures et tout particulierement pour les plaques ou les
principes fondamentaux ont été énoncés clairement a travers les formules et les équations
déduites, Ainsi I’on constate par exemple que le premier théoreme privilégie une approche
déplacement le second privilégie une approche contrainte alors que le théoréeme de
Reissner démontre que I’on peut conjuguer ces 2 approches.

Enfin, a la lumiére de cette étude, il apparait clairement que les méthodes
énergétiques restent des approches tres efficaces a la résolution de toutes les situations ou
il y a irrégularité de forme ou de chargement. Ces méthodes ne sont applicables que dans
le cadre de leur hypothese ou le comportement de la plaque reste toujours linéairement
élastique.

Cependant, le choix de la fleche reste trés important, car il n’est pas arbitraire et
doit non seulement satisfaire aux conditions aux limites, mais aussi représente le plus
réellement possible le comportement de la surface fléchie de la plague, ce qui ne peut étre
toujours réalisable. De ce choix, dépendra I’exactitude de la solution.
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I11. 4 Approches Numériques

Introduction

L’étude des problémes d’élasticité revient généralement a la résolution d’un
systeme d’équation aux dérivées partielles avec des conditions données sur le contour.
Bien souvent il est difficile d’obtenir une solution analytique exacte de ces équations. Afin
de surmonter cet handicape ,on doit donc recourir a des méthodes numériques approchées,
découverts au début de notre siecle. Parmi les méthodes applicables aux plaques on a :

1) La méthode des bandes finies

2) La méthode des éléments aux frontieres
3) La méthode des différences finies

4) La méthode des éléments finis

Ces derniers consistent a converger dans I’espace et dans le temps vers la solution
exacte.,

On précise que I’'une des méthodes de base des plus importante est la méthode des
différences finies dont le principe est relate ci dessous :.

111.4.1 - Méthode des différences finies

Cette méthode consiste a remplacer les équations différentielles de la plaque par
des équations aux différences finies. Les inconnues sont les valeurs prises par la fonction
en un certain nombre de points convenablement choisis et le probléme revient donc a
résoudre un systeme d’équation linéaire.

En général la structure de la méthode des différences finies reste trés puissante dans
la résolution manuelle des problemes, L’amélioration des résultats est obtenue a partir de
I’extension de la série de Taylor, qui est utilisée généralement pour résoudre les équations
différentielles en tous points et pour chaque expression de différence finie. Une attention
particuliere est tournée vers :

- La représentation des forces
- Les conditions aux limites du probleme.

Effectivement, une quelconque erreur dans la formulation des conditions aux limites réduit
considérablement I’exactitude obtenue en gain dans les développements précédents. Il est
important de remarquer que bien que ces méthodes améliorées demandent d’avantage de
travail, elles ont prouvé qu’elles étaient plus économiques que les méthodes ordinaires.
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111.4.2 - Méthode des éléments finis

L’arrivée révolutionnaire de I’informatique sur le marché mondial et la percée
fulgurante qu’il comptabilisera dans tout les domaines, va favoriser le développement et
I’évolution rapide d’une méthode qui connaitra elle aussi le succes et la généralisation pour
sa performance, sa rapidité et son économie.

La méthode des éléments finis est donc apparue suite a I’incapacité des méthodes
matricielles a résoudre certains problémes ayant des géométrie aussi divers que complexes,
pour lesquelles on ne posséde pas de solution analytique (plagques, coques,...etc.). Cette
méthode est basée sur les techniques d’approximations dont le principe de base est de
remplacer la résolution d’un probléme continu a nombre infini d’inconnues par celle d’un
probléeme a un nombre fini d’inconnu: Les coordonnées généralisé définissent la
“meilleure” approximation en minimisant un critére, soit une énergie potentielle, soit une
d’erreur ou encore en exprimant les conditions d’orthogonalités de I’erreur avec des
fonctions de pondération données. On a donc la classification des méthodes
d’approximation suivante :

- Méthode universelle : utilisée pour les formulations locales du probléeme [Méthode
Galerkin, méthode moindre carré, collocation par point]

- Méthode variationnelle : utilisée pour les formulations variationnelle ou globale [Méthode
de Ritz, méthode Kantorovitch...]

L’extension de ces méthodes variationnelles va permettre I’analyse des structures
complexe par la Méthode des Eléments Finis (M.E.F).

111.4.2.1) Principe de base de la M.E.F

Nous avons dit que la M.E.F permettait de ramener les problemes de milieu continu
a des problémes discrets de nombre finis d’inconnus qui sont déterminés par application de
criteres énergétiques. Ces parametres sont de nature différente selon la méthode employée.
On peut distinguer deux classes de méthodes matricielles :

- La méthode des forces : Dans laquelle les parameétres inconnus sont les contraintes et les
forces résultantes dans I’élément.

- La méthode des déplacements: Dans laquelle les parametres inconnus sont les
déplacements aux nceuds.

L utilisation de techniques matricielles sont amenées successivement a s’intéresser
a deux niveaux de formations :

La formulation élémentaire au niveau de I’élément fini

La formulation globale au niveau de la structure.

111.4.2.2) Fondement de la M.E.F

1- Le domaine D est discretisé en sous domaines De, de dimension finie, ou éléments finis, de telle
maniere qu’il n’y ait ni trous entre éléments, ni recouvrements des éléments. Il est aussi
souhaitable qu’il y ait le moins d’erreurs possibles dans le représentation de la frontiére de D. Le
résultat de cette discretisation constitue le maillage des éléments finis.
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2- Dans chaque sous domaine De, la fonction F qu’il faut calculer est approchée de maniére nodale.
Cette terminologie est employée pour définir une approximation, completement caractérisée par les
valeurs que prend F en un certain nombre de points ou nceuds de I’élément fini De.

L’approximation est supposée nulle dans tous les autres éléments dont la réunion
constitue D. Les approximations dans chacun des éléments sont construites de telle sorte
que I’approximation globale soit partout continue.

111.4.2.3) Discretisation du Domaine

Il s’agit de découper le domaine initial en un certain nombre d’éléments de taille
finie (d’ou le nom de la méthode) . Généralement, pour un domaine donné, ces élément ont
la méme forme géomeétrique : Triangle, Rectangle .....Ce n’est pas une obligation mais une
commaodité ou une contrainte dictée par des considérations de continuité . Evidemment ces
éléments sont de types différents si le domaine a discrétiser est une ligne, une surface ou
un volume .

111.4.2.4) Approximation nodale

A I’intérieur de chaque élément, la fonction recherché est approximée nodalement.
Pour construire cette approximation nodale, il faut choisir des fonctions de base. Dans la

l .
MEF ce sont des polyndmes du type : parexemple: U = Z ai x(Y
i=1

Pour obtenir la forme nodale de ces approximations polynomiales, il faut exprimer
les coefficients ai en fonction des valeurs du déplacement U ; ainsi on peut écrire ou

{U }e = [¢]{a}e (4.1)

[#] : Matrice de fonction base de I’approximation.
{a}, : Vecteur de coordonnée généralisé de I’élément.

Cette relation définie, elle ne peut résoudre le probléme global car les coordonnées
généralisées varient d’un élément a un autre, il est donc nécessaire d’adopter de nouvelles
variables physiques permettant d’assurer la compatibilité des déplacements et d’exprimer
les conditions d’équilibres aux nceuds.. on peut alors exprimer I’approximation du champ
de déplacement sous forme :

U}, =[Alal (42)

[A] : Matrice d’interpolation dans les éléments sont des coordonnées dans
I’espace.

{a}, : Vecteur de déplacement nodal qui regroupe les déplacements aux nceuds et
éventuellement leur dérivée.
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111.4.2.5) Propriétés des elements de type déplacement
I'y a des propriétés a vérifier qui sont nécessaire au niveau de I’élément afin

d’obtenir de bonnes solutions au niveau de la structure compléte comme :
*La complétude
*La compatibilité
*La convergence
On distingue aussi deux types d’éléments :
*Les élément finis conformes

*Les élément finis non conformes .

111.4.2.6) Assemblage

Dans la plupart des cas I’approximation par élément fini génere donc un champ
continu, dont la valeur en tout point dépend des valeurs aux nceuds d’approximation de
I’EF considéré. Les regles d’assemblage peuvent différer selon les problemes traités, mais
le plus souvent, il s’agit de superposer la contribution de chaque élément.

111.4.2.7) Formulation matricielle de I’équilibre statique

4.7.1) Relations matricielles de I’¢élasticité

Il est maintenant possible avec tout ce qui précede de formuler un probléme
d’élasticité (statique) sous une forme directement utilisable par la M.E.F.

Le probléme consideré fait tout d’abord abstraction d’éventuels effets thermiques.

Les différentes équations, variables, ... etc. sont mises sous forme matricielle ou
vectorielle pour pouvoir programmer facilement. C’est ainsi que les déformations et
contraintes sont respectivement représenté par des vecteur lignes :

<U> = <Uxx 1010710y, 0yqs 0yz> (4.3)

<g>:<5xx’5yy’gzz’5xy’5xz'5y2> (4.4)
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et le travail virtuel par unité de volume des forces internes ou contraintes qui

devient :

- Dans le cas d’un mateériau linéaire, élastique cette relation représente la variation
de la densité d’énergie de déformation.

Uy =3 (o)e} “s)

- Les relations contraintes déformation ont la forme

{a} = [C ]{g} 4.7)

[C]: Matrice des coefficients caractéristiques du matériau, Symétrique,
dépendant de E et v oude 4 et A .

- Les relations déformation deplacement ont la forme :

le}=BJu} (4.8)

[B] : Opérateur differentiel matriciel. Les relations d’équilibre deviennent alors :

B fo}+{f}=0 @9
Soit par exemple pour un probléme a 2 dimensions

Iox O
Bl=|0 %y (4.10)

Doy Jox

En utilisant les relations précédantes et par substitution, le théoréme des travaux
virtuels peut prendre les différentes formes suivantes :

[ (oo lav = (1 oujav-+ [ (t)lou}as

\ S

| (&)cloedv = j (f){oujdv+ I (t){oujds

\ \ S

[ (o)le] ™ oorlav = (F loujav-+ [ (t)loulas

L4
\ v S

(4.11)
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ou enfin

I (u)[B]" [c]B]{su}dv =J- (f){oujdv +I (t){ou}ds (4.12)

\ S

Le travail des contraintes apparait donc comme une forme bilinéaire symétrique des
déplacements. C’est sous cette forme intégrale que le probléme est résolu par la méthode
des éléments finis dit aux déplacements. D’autres méthodes existent développées a partir
d’une formulation en terme de contraintes ou en terme de contraintes et de déplacement
dite méthode hybride.

4.7.2) Formulation Isoparamétrique

L’efficacité d’une méthode sera toujours conditionnée par le nombre d’éléments
utilisés (temps de calcul) ainsi que la convergence de sa solution. Par ailleurs une
modélisation correcte exige une bonne présentation des bords courbes; avec des éléments a
bords droits il faut des maillages finis donc de nombreux éléments.

Le concept d’isoparamétrie permet a la fois de systématiser I’utilisation des
variables réduite, et de générer des éléments finis a bords courbes; il est donc tres
avantageux pour certaines discritisations.

4.7.3) Le concept d’isoparamétrie

Un élément est dit isoparamétrique, lorsque les fonctions géométriques sont
identiques aux fonctions du champs de déplacement c’est a dire lorsque les nceuds
géométriques se confondent avec les nceuds d’interpolation des déplacements.

N, 0)=N(Z.7.0)

Si I’approximation des coordonnées fait intervenir des fonctionsN;d’un ordre

supérieur a celle des déplacements, I’élément est dit superparamétrique, alors que dans le
cas inverse, il est subparamétriques.

- Les éléments isoparamétriques les plus connus en deux dimension :
- Le rectangle a 4 nceuds (Q4)
- Le quadrilatére a 8 nceuds (Q8)
- Le triangle a 3 nceuds

On définit par ailleurs les termes espace vrai et espace parent tel que I'un
représente I’élément aux coordonnées(x;,y;)._,tans que Iautre représente I’élément aux

coordonnées (§ 77) variant entre : (-1, 1) pour chaque sommets.

4.7.4) Dérivation et intégration

En meécanique, 2 opérations sont faites, I’une pour passer des déplacements aux
déformations, I’autre pour calculer le travail virtuel. Dans le cas d’un élément
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isoparamétrique ou les fonctions appartiennent a I’espace parent il faut effectuer une
dérivation en chaine ce qui n’est pas toujours facile. C’est ainsi qu’apparait le Jacobien :

a) Dérivation en trois dimensions (3D) :

Le passage d’un repere a un autre est conditionné par une matrice appelée
Jacobien.

0 0
G 5o
R :J J— i :J—l 7
on oy ou oy on
0 0 0
il il 0
o) la . Jee
[ ox oy oz |
oc oc ac
j OX OX OX
ou - on on on (4.13)
OX OX oOX
|06 0¢ O¢

b) Intégration

L’intégration intervient généralement pour calculer les coefficients de la matrice
raideur. Une intégration en X, y, z devient une intégrale ¢, », & illustré comme suit :

+1lp+lp+l
= [Flx y.2)v, :L LLH(g, n,&£)detld|dgdndé (4.14)

qui numériguement s’exprime avec la méthode d’intégration de GAUSS sous la
forme :

n m
I = ZZZ H(Z, 7, & WW W, det|J] (4.15)
i=1 j=1 k=1
ou n, m, p représente le nombre de points d’intégration de Gauss

w;,W;,w, représente les coefficients de pondération
¢iomj. & désigne les coordonnées des points d’intégration

Remarque :

La formulation isoparamétrique est aujourd’hui trés largement utilisé pour les
qualités qu’elle présente spécialement au plan numérique, puisque toutes les opérations
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s’effectuent dans le domaine parent. Sauf pour certains cas particuliers: éléments
axisymétrique, élément pour simuler le comportement au fond de fissures, élément
frontiere ou contact.

111.4.2.8) Analyse des plaques par la M.E.F :

L’étude des éléments plaques en flexion et de coques s’avére trés importante pour
I’analyse de nombreux types de structures,.C’est a ce titre que I’on s’intéressera
particulierement a I’analyse des plaques en flexion en rappelant les différentes théories des
plaques, et leurs domaines de validité. Ensuite nous présenterons les différentes classes
d’éléments de plaques :

* Plaques minces sans effet de cisaillement qui évoluent généralement dans le
domaine linéaire.

* Plagues minces et épaisses avec prise en compte de I’effet du cisaillement
transverse et dont le comportement tend a montrer des non linéarité géométriques ou
matérielles .Ou encore tout simplement, dans le domaine linéaire la prise en compte du
cisaillement aussi minime soit-il.

4.8.1) Classification
* Les éléments de plaque en flexion peuvent étre classés en trois catégories :
* Les éléments basés sur la théorie de KIRCHOFF (sans effet de cisaillement).

* Les éléments basés sur la théorie de HENCKY-MINDLIN (avec effet de
cisaillement).

* Les éléments obtenus a partir d’éléments isoparamétriques de volume.
Les plaques sous I’effet membranaire peuvent étre étudiés par deux types d’éléments :
* élément isoparamétrique triangle a 3, 6, 9 nceuds

* elément isoparamétrique quadrilatére a 4, 8, 12 nceuds a bords droit, paraboliques
ou cubiques. Il est possible de trouver des éléments qui comportent des nceuds intérieurs
supplémentaires pour ce qui concerne I’approximation nodale en déplacement (par
exemple le quadrilatére a 9 nceuds).

4.8.2) Eléments basés sur la théorie de KIRCHHOFF

La formulation de cet élément ne nécessite pas que I’approximation de la
composante transverse du déplacement ainsi que la rotation telle que :

-

oW
==
< oy
p ow (4.16)
U OX
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de la méme maniere que I’énergie de déformation qui se déduit se décompose en
énergie de membrane et de flexion. Cette derniere ne fait plus intervenir les
rotations 4, 8, et/ou leurs dérivées mais seulement la déflexion o .

Pour un matériau homogéne et isotrope puisque o _ —-p, et o0 _ -B,
OX oy
2,0\ 2 2,0\ 2 2 2 2 2
UfZEIDf a‘f’ +a\£v +va‘f' a‘£V+2(1—v oW
2 & OX oy OX oy OXoy

(4.17)

La présence des dérivées secondes en x et y sous le signe j oblige a une
continuité C1, or celle-ci est difficile ou impossible a réaliser, a la fois pour les

dérivées en x et pour celle en y. C’est la raison pour laquelle il y a eu tant d’efforts
entrepris pour trouver des éléments finis de plaques acceptables.

Ainsi plusieurs développements ont été élaborés dans le but d’approcher la
solution exacte avec un minimum d’erreurs, ceci donc a donné naissance a 2 types
d’éléments de plaque en flexion :

* Triangulaire (9 d.d.l)
* quadrilatére (12 d.d.l)
On distingue 2 categories principales dans lesquelles évoluent ces éléments :

* Les triangles et rectangles non conforme : leur développement peut étre
complet ou incomplet mais dans tous les cas la convergence est problématique ou encore
leur utilisation limitée.

* Triangle et quadrilatere conforme: plusieurs autres comme
ZIENKKIEWICZ, CLOUGH et TOUCHER ont développé un triangle conforme en se
basant respectivement sur la connexion du champ de déplacement (de maniere a rendre
linéaire la variation de la pente interface) et la formulation par sous domaine (subdivision
en 3 triangle complet).

Néanmoins la conformité ainsi obtenue se paie par un manque de précision ou une
excessive rigidité.

Fort heureusement I’approche de I’élément quadrilatere conforme de FRAEJS de
VEUBEKE (avec des nceuds additionnels d’interface et la subdivision en 4 triangle de ce
méme élément) présente le meilleur compromis :

Simplicité — précision que peut offrir un élément de plaque en flexion de
KIRCHHOFF

4.8.3) Eléments basés sur la théorie de HENCKEY -MINDLIN :

En effet les éléments basés sur la théorie de HENKEY — MIDLIN sont les mieux
adaptés dans le cas des plaques d’épaisseurs modérées. Leurs formulations est basée sur
une approximation de 3 variantes indépendantes w, g, 3, la condition de compatibilité inter

élément ne nécessite qu’une continuité Co.
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Cependant et jusqu’a un passé récent, ce type d’élément ne pouvait étre utilisé pour
la modélisation de plague mince a cause de la dégradation numérique dénommé
«Verrouillage» ou «Shear looking» qui se concoit aisément puisque les termes de flexion
varient comme e°, alors que ceux de cisaillement varient comme e et qu’il y a, par
hypothése de construction, indépendance des 2 effets; Il s’agit donc ici de verrouillage par
cisaillement,. I’apparition donc de 2 méthodes qui permettent I’utilisation de ces éléments,
pour des problemes de plaque mince n’étaient que la bien venues; I’une de ces méthodes
est fondé sur la prise en compte d’hypothéses de KIRCHOFF discritisé, I’autre méthode est
basée sur I’intégration réduite dont I’approche est basée sur une formulation d’éléments
isoparamétriques de volume permettant d’obtenir des résultats satisfaisant dans le cas des
plaques minces et ou d’épaisseurs modérés ainsi que dans le cas de coque courbe.

4.8.4) Formulation de I’élément plaque

L’élément fini isoparamétrique a huit nceuds de type «SERINDIP», s’adapte
parfaitement aux hypothéses de la théorie de HENCKY - MINDLIN cela est dd
principalement aux qualités qu’il présente. (1) Ces frontiéres contiennent 3 nceuds ce qui
va lui permettre de simuler aussi bien la frontiere droite que courbe. (2) Elément
isoparamétrique (méme interpolation géométrique — déplacement). (3) du fait que la
convergence est fonction de la taille des éléments et du degré du polyndme choisi, il est
préférable d’adopter un champ de déplacement linéaire.

n
X

a- repére physique b- repere paramétrique

Fiqure. (111.8) Elément de plaque isoparamétrique quadratique

Soit les approximations de @, B, By

0= Y e =N

n
i=1

5= Y N (¢, =N

ﬂyziwi(@n)ﬂyi -,

(4.18)
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telle que :

@ : deplacement transversal du feuillet moyen
By, By : Rotation des normales autour de X, y

* Au nceuds principaux :

N, =4 0+ 86 ) 6+ -

* Au noeuds d’interfaces :

i=1,3,57
N; = %§i2<1+ggi)(l_ﬂz)+%77i2(l+Uﬂi)(l_gz) i=2,4,6,8

Remarque :

La matrice Jacobienne [J] pour le calcul de la matrice de rigidité, Masse

8
OX _ié’\ll X. ﬁ: éNi I
5~ o on 5 on
avec 5 ZB: N, et X = AN,
—Z = _y i
T = sy o oy

On obtient aussi la matrice de déformation

a) Flexion :
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e

b) Cisaillement :

gcyz

0P
e
B,
oy
oy oX

}: |.Af J{u}

0

=10

0

Tox 0 o
%)
O 6y ﬂx

Uy o)

(4.19)

(4.20)

& —{gcxz}_ ﬁx-l_a%x aax 1 O Z
¢ - 0 |0 X (4.21)
B, + %y Ay 0 1 5

teo)= A Juj

(4.22)

8.5) L’énergie de formation de la plaque

Elle est calculée pour I’effet membrane nulle et le phénoméne de flexion et
cisaillement sont couplés (TH - MINDLIN) d’ou :

Ug =Ug +Uq

a — Flexion :

(4.23)

Avec ces développements les relations entre le vecteur des courbes et celui des
rotations prennent la forme :

oz
=%

oy
a X aﬂy
ﬂay+ ox

0
OX
=10

0

Ja

ﬁx}
B (4.24)

Cette expression matriciellement est résumé par :
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{Z } = [H c ]%} (4.25)

et U, s’écrit finalement

Ve ]%@H"‘ o JH bl (4.26)

La matrice raideur |K ; |de la plaque pour ce qui concerne les courbures est donc :

b lbbbeffb bbb

b — Cisaillement :
D’apres (4.21) et (4.22)

(dw (4.28)

o (o, [

oc| wlac | | -
avec : ) _; %a) - ; 8|N| {a)}

on on ') |” an |

Finalement en regroupant les valeurs nodales dans un seul vecteur 3xn

composantes .
eo)=[H.Jia}

@)= 7 7)

(4.29)
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Il s’ensuit que I’énergie de déformation due au cisaillement a la
forme génerale

U, = (i) [I1.T0.JH sk

Sm

La matrice raideur associée étant :

- JI4T I s - [T oa

Tous les éléments construits a partir des développements précédents, deviennent

trop rigides quand I’épaisseur diminue, cela se congoit aisément par le phénomene de
«Verrouillages» par le cisaillement . Ceci peut étre évité grace a I’intégration numerique
qui conduit a I’apparition de mode de singularité ou mécanisme de [K], correspondant a
des déplacements apparemment sans énergie, rendue possible par I’intégration réduite.
Pour un élément, le nombre M de mécanisme est égal a :

Q4.

M= Nxn-Q - pq
N : nombre de nceuds
n : nombre de ddl
Q : nombre de modes de corps rigide
p : le nombre de points de GAUSS
g : le rang de la matrice des constantes élastiques

ou

ou

_____________________




‘CHAPITRE IIl : THEORIES DES PLAQUES

Q4 assemblé,propagation d’un mécanisme

Figure. (111.9) : Mécanisme de I’élément Q4 seul et assemblé

L’élément Q8 a variation parabolique est souvent utilisé; il présente lui aussi un
mécanisme qui peut ne peut pas se propager quand on assemble d’autres éléments. Cette
élément peut donner des résultats médiocres dans certains cas de flexion de plaques.
HUGHES a donc proposé une solution mixte :

Pour les rotations (9 nceuds) famille de LAGRANGE
Pour les déplacements transversales W (8 nceuds) famille de SERENDIP

Il s’agit de I’élément hétérosis intégré avec 3x3 point pour la flexion et 2x2 points
pour le cisaillement. Cet élément donne de bon résultats il est un peu lourd d’emploi et
passe le patch test pour les rectangles et des parallélogrammes; il ne présente pas de
mécanismes, c’est un excellent élément.

4.8.6) Amélioration du comportement au cisaillement :

D’autres tentatives ont été enregistrées pour améliorer le comportement au
cisaillement ou encore a contraindre le cisaillement de maniére discréte ou ponctuelle de
tels éléments ont été développés par J.L. BATOZ (14), le plus connu est le triangle a 3
nceuds ou D.K.T (Discréte KIRCHOFF théorie ou triangle)

a— Elément D.K.T. Triangle a 3 nceuds :

Dans ce triangle, I’hypothése sur le cisaillement conduit a ne pas définir le
déplacement W que sur le bord de I’élément; ou la variation de la déflexion, long d’un
coté, est supposée cubique, la variation de la pente doit étre quadratique pour que
I’hypothése de comportement sur le cisaillement, puissent étre faites. Cet élément est tres
bon, précis, sans doute le meilleur de tous les éléments triangulaire, cependant, il y a un
inconvénient qui est de ne pas pouvoir établir des forces nodales cohérentes avec les
fonctions quand on a affaire a une pression, puisque le déplacement n’est défini que sur le
bord.

b — Elément D.K.Q, quadrangle a 4 nceuds :

J.L. BATOZ a proposé quand a lui un élément quadrangle fondé sur les mémes
idées; les rotations sont quadratiques et le déplacement cubique, défini seulement sur les
bords. Malheureusement, cet élément donne des résultats un peu moins bons que le
précédent.
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4.8.7) Intégration numérique :

Le calcul des "de la matrice de rigidité et les composantes Fides vecteurs
chargements par les techniques d’intégrations explicite est géneralement fastidieux car on
est face a des intégrations de fractions d’ordre élevé.

Le recours a des techniques d’intégrations numérique est nécessaire et pratique.

+1

Soit & intégrer : I = _[ F (< )dv

—1

Le calcul de cette intégral en trois dimensions par la quadrature de GAUSS
donne :

a trois dimensions

+1 n.nn
:”jF((,n,f)i{dnd§=Zzzwwwk gllnl’gl)
% i=L j=1 k=1

n : points d’intégrations.
w;, 0] : coefficient de pondération des points d’intégrations.

< mi, & - coordonnées des points d’intégrations.

4.8.8) Intégration réduite et sélective :

— Intégration réduite :

Le traitement conventionnel des plaques minces basé sur les hypotheses de
KIRCHOFF, définit les déplacements genéraux en fonction du déplacement latéral de la
surface moyenne, Ainsi de grandes difficultés apparaissent quand a la satisfaction de la
continuité des pentes aux interfaces et I’inhabilité de telles formulations a prendre en
compte le cisaillement transverse.

Afin de dépasser de tels obstacles, on abandonne I’hypothése des sections normales
en prescrivant indépendamment les déplacements de la surface moyenne et les rotations de
la normale, cependant de telle hypothéses vont engendrer d’autres difficultés qui se
matérialisent dans la surestimation de la rigidité due au cisaillement. Forte heureusement
I’apparition d’une nouvelle technique va permettre I’évolution rapide des choses vers une
solution pratique et performante. Ainsi I’on a découvert que la convergence de la matrice
de rigidité s’améliore considérablement lorsqu’au cours du calcul numérique de cette
derniere I’on choisi un ordre d’intégration juste inferieur a celui strictement nécessaire
pour I’intégrer exactement.
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Cette technique dite «Intégration réduite» s’avére particulierement favorable aux
éléments de degré plus élevé (linéaire, parabolique, cubique...); physiquement elle réduit
considérablement la «rigidité parasite» due a la prise en compte du cisaillement transverse
connu sous le nom de «Verrouillage» ou «Shear looking» avec de tels éléments on assure
la convergence méme dans le cas de petites épaisseurs.

Pour exemple, on prendra I’estimation exacte de la matrice de rigidité de I’élément
plaque quadratique a huit nceuds que I’on intégre sur (3x3) point de GAUSS avec la

recommandation d’intégrer sur (2x2) point de GAUSS pour les raisons citées ci-
dessus I

© I Q
L d ® ®oint d’intégration de GAUSS
O *—>—»
® N ONceuds de I’élément.
G & D

Remargue :

Pour expliquer le phénoméne du «Shear looking» on prend I’exemple potentielle
peut se mettre sous la forme suivante :

Uy :(UdF+Udc)_dTF:U1+aU2 (4.32)

T
avec : Ul:UdF_d F

Uge énergie de déformation flexionnelle

Ugc énergie de déformation en cisaillement
0!(/1) parameétre dépendant de I’allongement (4 =% pour une plaque)

En minimisant I’énergie potentielle totale on est conduit au systéme d’équation
d’équilibre :

K, J=[Ke +aK i =F

Dans le cas des plaques minces (a —«), si la matrice [K.]est non singuliére, on
obtient la solution trivial (d —0) qui correspond au phénoméne de «verrouillage» déja
~mentionné. L’intégration réduite de la matrice [K_]est une des méthodes permettant
d’introduire des singularités supplémentaires dans cette matrice et donc d’obtenir un
comportement satisfaisant pour les problemes de plaques minces.
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Néanmoins cette méthode présente I’inconvénient éventuel de voir des singularités
additionnelles dans la matrice de rigidité globale correspondant a des mécanismes
artificiels différents des modes rigides exacte. Comme dans I’exemple du Quadrangle
Q4déja vu (111.4.2.8.5-h).

b — Intégration sélective :

On peut aussi remédier au probleme du blocage par cisaillement transvese en
utilisant I’intégration sélective, seulement cela n’est possible que si les phénomeénes de
flexions et de cisaillement sont découplés, dans ce cas la on intégre sur (3x3) point la
contribution de flexion et sur (2x2) point la contribution de cisaillement, cette technique
donne de trés bon résultats mais pas du tout économique.

4.8.9) Elément de plaque avec intégration réduite :

Les quadrilatere isoparamétrique les plus usuels de plaques avec cisaillement
transvese peuvent étre classé selon leurs formulations et leurs performances vis-a-vis du
verrouillage.

Le schéma de la figure (111.4.4) va donc définir chaque élément d’une facon claire
et précise selon les criteres cités ci-dessus
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figure. (111.10) : Classification des quadrilatéres isoparametriques avec
cisaillement transverse

e LN :Intégration normale : 2 x 2

(Verrouillage)
: 2X2

LINEAIRE (L)

K
LR : Intégration réduite {Kf

c

(Hughes [V11.16])

.

[2 MECANISMES]

Fonctiond’interpolation(a),Hx,ey): S

QSN : Intégration normale : 3 x 3
[Verrouillage]
QSR : Intégration réduite : 2 x 2
K; :3x3
2X2

]

c

SERENDIP (S) ou sélective{

[Verrouillage pour certaines C.L.]

(0]
Fonctiond’interolationE

UADRILATERE
Q Q) 6,,6,)= L
— . |K:3x3
QH : Intégration selective
K. :2x2
SERENDIP (H) [PAS DE MECANISME]

Fonctions d’interpolation(a) 7 Hy): L

QLN : Intégration normale : 3 x 3
QLR Intégration réduite : 2 x 2

K; :3x3
2X2

LAGRANGE (L) ou sélective{ _

[MECANISMES]

i3

d.d.l. ©.0,,0,] o 16.0,] o
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Résumé et conclusion :

La méthode des éléments finis est une méthode trés utilisée et dont le principe
général est de ramener le probléme continu a un probleme discret de nombre fini
d’inconnu telle que I’énergie totale de déformation de la plaque est égale a I’énergie totale
des éléments discritisés tout en assurant une convergence monotone ou non Vvers la
solution exacte ou la conformité de I’élément devient un critere de convergence.

L’étude a porté aussi, sur la M.E.F appliqué aux plaques en flexion ou I’on a
explicitement développé les différentes catégories ou elles evoluent, en précisant les
avantages et les inconvénients de chacune d’elle.

C’est ainsi que I’on développe les éléments basés sur la théorie de KIRCHOFF
(sans effet de cisaillement) qui nécessite la continuité C; du déplacement transverse. Cette
condition ne peut étre satisfaite que pour des éléments sophistiqués et d’ordre éleve. En
principe, cet élément est le mieux adapté a la modélisation des plagues minces.

Dans le méme ordre d’idée on a définit les éléments basés sur la théorie de
HENKY — MINDLIN avec prise en compte du cisaillement transverse et qui sont les
mieux adaptés dans le cas des plaques a épaisseur moderée.

Cependant, cet élément ne pouvait étre utilisé pour la modélisation de plaques
minces jusqu’a ce que cet obstacle soit contourné par le développement de 2 méthodes
différentes qui sont I’hypothése de KIRCHHOFF discrétisée et I’intégration réduite.

Et enfin pour terminer, les éléments isoparamétriques de volume et dont le principe
est de spécialisé I’élément au cas des plaques en imposant certaines simplifications ou
modifications inspirées par leurs hypotheses.

Cependant comme toutes les autres méthodes, elle présente des avantages et des
inconvénients aussi bien sur le plan technique que économique. Cette méthode présente
donc I’inconvénient de

(1) Elle ne peut étre utilisée que par des eléments de rigidité testé et disponibles telles que
les solutions obtenues doivent converger vers une solution exacte.

(2) Pour une précision plus importante, il faut utiliser un nombre d’éléments
considérables qui posent le probléeme de la capacité de stockage ainsi que le nombre
d’équations a résoudre.

(3) Cette méthode n’est pas utilisable a la main et nécessite donc la disponibilité
obligatoire d’un matériel de calcul automatique (Micro — Ordinateur).

En conclusion, la méthode des éléments finis est un outil d’analyse puissant et
convivial et qui appelé & un avenir fleurissant :

Elle consiste a amélioré sensiblement la prévision du comportement statique et
dynamique des structures et tout particulierement celle des plaques qui ne se limite plus
aux domaines du génie — civil mais aussi a celui de I’aérospatial et I’aéronaval. Son
emploi est en outre facilité par le développement de pré et post processeur de plus en plus
performants.
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IV.1. GENERALITES

IV.1.1) Introduction au non linéaire

Comme beaucoup de négation, le terme non linéaire recouvre un domaine
immense; il exprime tout comportement «qui dévie d’une ligne droite». Cependant en
mécanique des solides, les non linéarités prennent leurs sources dans la cinématique des
corps déformables ainsi que dans les lois de comportement des matériaux. On utilise
souvent les adjectifs «Géométrique» et «Matériel» pour qualifier ces formes respectives de
non linéarités. En géneéral, ces non linéarités n’apparaissent que quand les déformations
deviennent trop grandes pour que leurs influences sur la configuration de référence ainsi
que sur la réponse du matériau ne peuvent étre négligée (I’effet de grande rotation et
I’apparition de déformations permanentes ).

D’habitude, les structures allongées, flexibles sont plus sujets au non linéarités
géométriques tandis que les solides ramassés, rigide le sont beaucoup plus par la non

linéarité matérielle.

IV.1.2) non-linéarité géométrique

La non linéarité géométrique apparait lorsque les déplacements (déformations) sont
assez importants pour influer sur le cheminement de la force appliquée ou sur la contrainte
de résistance de la structure considérée. D’ou I’intérét porté au phénomene de flambement
qui incombe a ces mémes structures aussi bien dans le domaine linéaire que non linéaire.
En général le but essentiel de I’analyse non linéaire est d’établir une relation entre les
forces appliquées et les deplacements résultants. Dans le cas de la non linéarité
géométrique ces structures sont plutdt flexibles et allongées. Fig. (1V.1)

(a) Colonne élastique (b) membrane flexible

Figure(l1V.1) : Situation de non linéarité géométrique
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IV.1.3) non-linéaritée matérielle

Pour comprendre le phénomene de la non linéarité matérielle il faut impérativement
s’intéresser au comportement du matériau de la structure sollicitée. Ainsi I’on va définir les
différents comportements existant et leur domaine d’application. En premier lieu, on
insiste sur I’action plastique ou le comportement du matériau dans la fig.(IV.2) est
caractérisé par une ligne droite définit par son module d’élasticité E; et la courbe dont la

p d
pente est definit par son module tangent E, telle que : E, = d—a

+ 0
Et
I
< > - & +&
E
L u yd
oo
A
-0

u
E=—
L

(a)- : Matériau non linéaire éelastique

+0

+ 0

_(b)_

(b)-: Matériau élasto—plastique

Figure (1VV.2) Courbes shématisant les différents comportements du
matériaux
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Cette figure montre un comportement de non linéarité élastique qui signifie le
déchargement de tous les efforts. Contrairement a [I’action élasto—plastique ou le
comportement élastique est valable jusqu’au point A (traction) et en B (compression).
L’action plastique apparait pour des contraintes plane plus importante. Le déchargement se

fait pour toutes les contraintes |0'| <o, ou C et D démarque I"apparition de déformations
permanentes.

o, est toujours déterminée a partir du module tangente E, en traction.

En résume la principale différence entre la non linéarité élastique et élasto—
plastique réside dans le comportement du matériau pendant son chargement et
déchargement;. En effet le graphe de [I’élasticité non linéaire reste linéaire (sans
déformations résiduelles) apres déchargement alors que pour le matériau élasto-plastique le
cheminement de I’effort aprés déchargement dévie de sa trajectoire initiale.

IV.2 Approche Analytique

1V.2.1) Introduction

Dans ce qui précéde nous avons largement développé la théorie de la flexion des
plaques en précisant les differentes approches utilisees pour exprimer le comportement des
plaques et en particulier celui des plaques minces a petite déformation tel que w~<e .Nous
nous proposons maintenant de déduire les équations d’equilibre d’une plaque fortement
courbée.

1VV.2.2) Comportement général des plaques avec grande
déformation

Il est nécessaire dans cette partie de distinguer entre la déformation des surfaces
‘développable’ et ‘non développable’ car de cette notion va dépendre le comportement
‘linéaire’ et ‘non linéaire’ de la plaque.

a) surface développable :

Quand nous disons jusqu’a présent déformation de la plaque mince, nous supposions toujours la
plague plane a I’état non déformé. Or, les déformations des plaques qui sont courbes a I’état naturel (on les
appelle enveloppes) ont des propriétés foncierement différentes des déformations des plaques planes.

La traction qui accompagne la flexion d’une plague plane est un effet du second
ordre par rapport au déplacement de flexion. Ceci s’exprime par exemple, dans le fait que
le tenseur de déformation (11.7) définissant une telle traction est quadratique en w. Mais il
en va tout autrement dans le cas de la déformation des enveloppes : la traction est ici un
effet du premier ordre et joue en conséquence un réle majeur méme si la flexion est faible.
Cette propriété est évidente si I’on considere I’exemple le plus simple de la traction
uniforme d’une enveloppe sphérique. Ainsi si I’on considere I’allongement relatif{Zﬂ _ ﬂ},
le tenseur de déformation est proportionnel a la premiére puissance de 2R R
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w. Cet effet s’annule lorsque R — oo, c’est a dire lorsque la courbure tends vers zéro, ce
qui prouve que c’est la une propriété spécifique liée a la courbure de I’enveloppe.

On a dans certain cas un type particulier de flexion d’enveloppe, sans aucune
traction. Dans ce cas, toutes les hypotheses de KIRCHOFF sont applicables, et les
formules classiques sont valides; c’est le cas par exemple, le cas d’un cylindre ou d’un
cone ou le caractere linéaire de la flexion des plaques est préservé. A I’exception
particuliere de la flexion d’une plaque en surface cylindre qui se comporte comme une
poutre sur 2 appuis et dont le caractere linéaire n’est pas affecté pour de petit déplacement.
Dans le cas contraire (pour de grands déplacements) la non linéarité pourrait apparaitre au
niveau des appuis de cette méme plaque.

b) surface non développable :

En ce qui concerne les surfaces non développables, la flexion d’une plaque est
accompagnée de déformations dans le plan moyen mais le calcul montre que les
contraintes résultantes sont petites par rapport a I’épaisseur si les fleches ne sont pas petites
en cas ou des contraintes supplémentaire doivent étre prisent en consideration en résolvant
I’équation aux dérivées partielles des plaques. Dans ce cas, nous obtenons des équations
non linéaire.

1VV.2.3) Principe de base

Dans I’étude du cas genéral la flexion d’une plague est habituellement
accompagnee d’un allongement.Si la flexion est faible, on pourra ignorer cet allongement.
Mais si elle est importante, force sera de la prendre en considération; il est donc bien
évident qu’aucune «surface neutre» ne pourra exister dans une plaque fortement
déformée. L’allongement général de la flexion est une particularité spécifique des plaques,
les distinguant des barres minces, qui peuvent étre fortement courbées sans allongement.
Cette propriété des plaques est de nature purement géométrique. Envisageons, par
exemple, une plaque plane circulaire déformée en calotte sphérique. Si la déformation
n’affecte pas la longueur de la circonférence, le diameétre doit s’allonger. Mais si le
diamétre reste le méme, la circonférence devra se contracter.

L’énergie (3.16) calculée au 83, qu’il est loisible d’appeler énergie de flexion pure,
ne représentant que la partie de I’énergie totale due a la non uniformité de la traction et de
la compression dans I’épaisseur de la plague en I’absence d’allongement général quel qu’il
soit. Outre cette energie, I’énergie totale contient encore la partie due précisement a cet
allongement général; on pourra I’appeler énergie d’allongement.

Nous déduisons au préalable I’expression du tenseur de déformation déterminant la
traction de la plaque (considéré comme surface) soumis simultanément a une flexion et a
une traction dans son plan.
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IVV.2.4) Hypothéses fondamentales

Pour déterminer le tenseur de déformation qui régit le comportement d’une plaque
en flexion il faut passer par les hypothéses de ‘“VON KARMAN’ appliquées au tenseur de
déformation de ‘GREEN’ qui aprés simplification va facilité la maniabilité des équations
différentielles tout en gardant une certaine exactitude des résultats.

. Hypotheses de VON KARMAN :

Pour une loi de comportement élastique linéaire du matériau. Les hypotheses
s’énoncent :

1- La plaque est mince et élancée, son épaisseur e est tres petite devant ses
dimensions transversales.

2- L’amplitude de la fleche @ est du méme ordre de grandeur que I’épaisseur de la
plagque, mais petite comparée aux dimensions transversales.

oW oW
3- Lapente de la déformée est petite : —=<<1 —=<1

X oy

4- Les composantes du déplacement u et v dans le plan moyen sont infinitésimale.
Les termes non linéaires des expressions de déformations en fonction des contraintes

ow
dépendent seulement des — et —

X oy

5- Les composantes du tenseur de déformation sont petites.

6- Les contraintes normales agissant sur les facettes paralleles au plan moyen ne
sont pas prises en compte.

7- Les déformations des fibres paralleéles a une méme direction contenue dans le
plan moyen varient linéairement suivant la normale au plan moyen dans I’épaisseur de la
plaque.

8- Les forces extérieures de contact ou volumiques sont rapportées sur le plan
moyen de la plaque.
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Le tenseur de déformation de GREEN)

ou 1((ow) [(eu) [(ovY
g =—+—||—| +| — | +| —

oX 2|\ 0oXx OX OX

ov 1{(ow) (ou) (ov)
e,=—+—||l— |+ = | | =

oy 2|\ oy oy oy

b 1 (awj (au)z (avf
g =—+—||— | +| —| +| —

ox 2\\ oz 15/4 0z

1leu ov ouou ovev owow
Eg=—| —F+—F——+——+——
' 2|oy Ox Oy Oox Oxdy Ox oy

1{ou dw oudu ovo &N owow
E,=—| —F+—F——+——+——

2|01 OX 0OX0L OXx 0L OX oz

1[ev ow ouou ovov owéow
E,=—| —F+—F+——+——+——
¥ 2|0z oy oyor oyor oy oz

|

(IV.1a)

En composante i, j, k toutes les formules précédentes se rassemble en une seule :

ou,, ou,

_ 1 8ui n auj
" ox; O,

& — 4
b2l ox ox

|

Nous choisissons de développer I’étude en variable de Lagrange en coordonnées
médian de la plaque idéale non
a ce plan et son orientation est

carlesiénnes. Le plan (x, y) coincide avec le plan théorique
déformée, avant chargement, I’axe des z est perpendiculaire
choisie de maniére a obtenir un systeme d’axes direct.

Compte tenu des hypotheses faites, en variable
déformation de GREEN s’écrit :

(IV.1b)

de Lagrange, le tenseur de
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XX

gyy

Exy =

E =

Xz

E =

Xz

au
8x

8v
oy

1
2
1
2
1
2

a,
oy
oW 8W0
6_ 6xj
w
oy

1(%j2 L oW ow

2\ OX OX OX
1(aw]2 ow’ ow
2\ oy oy oy

Qawaw OW oW, 8Waw
OX OX oy axay ayéx

oW,
o

On suppose que la plaque n’a pas de déformée initial > w, =0

X

E =

8y—

ou
OX

oy

1(ow
_+__
2\ OX
ov 1(ow
__+__
2\ oy

ou oo owow
oy OX  oXoy

)
OX

5

IV.2.5) Plague a grande déformation :

Dans I’étude précédente des plaques a petite déformation on a vu que la

(IV.1c)

(IV.2)

déformation du plan moyen est négligée dans le cas ou les fleches sont petites par rapport a

I’épaisseur (w <€) cependant dans le cas ou la fleche n’est plus petite par rapport a celle

de I’épaisseur (@ > €) mais reste petite par rapport aux autres dimensions. L’analyse du

probléme sera élargie de facon a inclure la déformation du plan moyen de la plaque. La

raison principale a cet état est le fait que les efforts de cisaillement engendrés a I’intérieur

de cette derniére sont assez important pour ne pas étre négligées.
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IVV.2.6) approche équilibre

IV.2.6.1) Equations générales des plaques fortement courbée

Dans le cas du développement des grandes fleches des plaques on utilise I’équation
(111.2.47) calculée en considérant un élément de plaque en équilibre sous I’action d’un
systeme d’efforts combineés a la différence pres que les forces N,, N ,etN  dépendent non

seulement des forces extérieures appliqués dans le plan (x, y) mais aussi de la déformation
du plan moyen de la plaque due a la flexion. Le développement se fait donc en suivant le
méme chemin que pour les petites déformation sauf que nous nous retrouvons avec 4
inconnus et 3 équations, ce qui nous amene a utilise un artifice mathématique pour
résoudre les équations non linéaire que nous obtenons.

Les équations d’equilibre d’un élément dx dy dans le plan sont :

oN
ON, Ny g
OX oy

oN oN

xy+ y

OX oy

(IV.3)

La 3*™ gquation s’obtient en considérant la déformation de la surface moyenne
pendant la flexion.

ou 1FMI
& =—+—|—
oxX 2\ oX
ov (ow)
g, =+ = (IV.4)
oy \ oy
o, _Ou v owow
“ Y 6x X oy

On peut donc avoir les équations suivantes aprés dérivations

2 82 82 2 2 2 2
O, s, m:(awj_awaw v

+
oy>  ox* oOxoy \ oxoy ox> oy’

La loi de Hooke nous permet d’écrire
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1

ngE_e(NX_ y)

g, =Eie(Ny—w\|X) (IV.6)
NX

75 = Ge

On obtient donc la 3°™ équation en fonction de N,,N,, etN,,.

Pour simplifier considérablement le probleme on suppose une fonction de
contrainte qui satisfait aux conditions d’équilibres.

2
2
N, =e% (IV.7)
2
N, =e oY
OXoy

¢ : fonction de contrainte
En substituant (IV.7) dans (1V.6) on obtient

o 1[0 %

“TEley?  ox?

_1(%%_ 0%

5y—E[6X2 V8y2] (1Vv.8)
21+v) 2%

WITTE T axay

En insérant (IV.8) dans (IV.5) ona:

o', ' 3 _ E!{ szj oW azw} 1v9)

+ — —
oxt oxPoy®  oy! OXoy ox? oy?

C’est donc la premiere equation non linéaire a resoudre.
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Pour la seconde il faut simplement remplacer les équations (IV.7) dans la grande
équation qui régit le comportement de la plaque sous I’action combiné de forces latérales et
transversales (1V.1).

o'w o'w  o'w 1 o°w o°w o°w
8X4 +26X26'y2+ay4 :B(qﬁ'nyﬁ‘ NyW'FZNXy@J (lVlO)
Par substitution on obtient
4 4 4 2 2 2 2 2 2
6W+2 o'W +8W:£ g+a¢aw+8¢aw_2 09 0w (IV.11)
ox'  ox*oy® oy* Dle oy* ox® ox® oy OXxoy oxoy

Les équations (1V.9) et (IV.11) sont les équations différentielles qui gouvernent le

comportement des plagues a grandes déformations.

1V.2.6.2) Résolution du systeme d’équations

La résolution du probleme revient donc a résoudre automatiquement les équations
(IV.9) et (IV.11) qui doivent satisfaire obligatoirement aux conditions de contours. Ainsi
I’on peut déterminer ¢ et @ qui nous permettent de déduire les contraintes dans la surface

moyenne de la plaque en appliquant les équations (IV.7) et a partir de la fleche » on
obtient facilement les contraintes de flexion et cisaillement en utilisant les formules du cas
des plaques faiblement fléchie (2.30),(2.31),(2.32)et(2.33)du chapitre[l11.2]

Dans I’étude des plaques, la résolution de ce type de probléme de non linéarité est
en réalité une tache difficile a accomplir c’est pour cette raison que plusieurs méthodes ont
vu le jour pour pallier essentiellement a cette difficulté.

Parmi les méthodes les plus importantes pour résoudre le probléme de la non

linéarité des plaques nous avons :

e Intégration de I’équation différentielle.
e Méthodes variationnelles.

e Methodes des différences finies.

e Meéthodes des éléments finies.

e Intégration numérique.

La solution exacte des équations de VON KARMEN est extrémement encombrante
et utilisable que pour certain cas bien particulier. Enfin, pour résumer la solution des

plaques en grandes déformations est basées sur les méthodes approximatif comme les
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méthodes variationnelles ou la technique des éléments finis Ces méthodes associées a des
conditions aux limites définissent les variantes du probléme aussi bien dans le domaine
linéaire que non linéaire et donne de tres bon résultats ,ce probleme sera examiner dans les

chapitres a venir

I1V.2.6.3) Plaque mince a grandes déformations :

Dans le cas de plagues minces dont la fleche fait plusieurs fois leurs épaisseur, on
négligent la résistance de la plaque a la flexion, c’est a dire que la rigidité flexionnelle est
nulle (D = 0) et le probléme se raméne a la recherche de fleche d’une membrane flexible.

Les équations (1V.9) et (1V.11) deviennent alors :

o', 09 o' _|(ow © owotw
ox* oxPoy®  oy! OXoy ox* 0%y

2 2 2 2 2 2
q+6¢6w+6¢8w_28¢ 6W_O

(IV.12)

e oy’ ox>  oOx’ oy®  OXoy OXoy

H. HENCKEY a étudié une résolution numérique de ce systéme d’équation par la
methode des différences finis (16 ).

IVV.2.7) Approche énergétique

Dans ce qui précede nous avons largement développé les différentes méthodes
énergétiques et particulierement celle des plaques dans le cas de petites déformations ou le
plan moyen ne subit aucun allongement. Cependant cette approche ne reflete pas le
véritable comportement de la plaque.

C’est pourquoi pour I’étude de grandes déformations, on distingue deux (2) formes
de comportement :

- Membranaire (chargement dans le plan)
- Flexionnel (chargement transversal)

ou on prendra en considération I’effet de déformation du plan moyen dans I’énergie de déformation

de chacun de ces deux cas.

IV.2.7.1) Plaque relativement épaisse a grande déformation

Pour résoudre ce type de probleme, on utilise la méthode de I’énergie telle que
I’énergie totale de déformation U, de la plaque s’obtient en ajoutant I’énergie due a la

déformation de la surface moyenne a I’énergie de flexion
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U, =U,, +U, (IV.13)

telle que I’énergie U, est I’énergie de déformation de flexion pour de petite
déformation et dont I’influence des contraintes de cisaillement est négligé dans I’équation

q
_1 ”{[5 W ow J 2(1v)(62"2"82"2"[azwj }}dxdy (1V.14)
ox° oy oxoy

Ao =—
A
pour déterminer I’énergie de déformation membraner U, ona:

U, =%H(NX5X +N,&, + Ny, ixdy (IV.15)

ou par substitution

Ee 1
= m”{ei +e," +2veE, + E(l_ v)yxyz}dxdy (1V.16)

en substituant une fois encore (IV.4) dans (IV.16) on a:

(auj 6u(8wj ) avlaw) 1 (awj owY |
U, = [ | — | +—| =— | +=|| = | +| =
(1 v) ox ox) \oy) oylay) allax) Loy
au ov 1av(awj2 18u[8w]2 1-v (aujz ou v (avjz au ow aw
+2v — | [+—|| — | +2— — | +2———+
Xoy 20y 2 ox | oy 2 |loy oy ox  \ox oy Ox oy
(IV.17)

Résolution ;%2

Pour calculer la solution approchée de ce type de probleme; on se donne u, v, w
respectant les conditions aux limites et dont les paramétres seront déterminés a partir de
I’équation des travaux virtuels qui donne pour un chargement uniforme q :

oJ, - 5”qwdxdy =0 pour n’importe qu’elle valeurs de u, v, w

1V.2.7.2) Plague mince a grande déformation :

Dans le cas général des plaques trés minces dont les fleches font plusieurs fois
I’épaisseur, on néglige la résistance a la flexion comme nous I’avons précédemment
précisé ou (D = 0) et ou le probléme se ramene a I’étude d’une membrane flexible dont les

équations (1V.12) régissent le comportement.

v

OX
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La méthode de I’énergie présente un autre moyen d’arriver a une solution
approchée du probleme. Ainsi le travail de déformation d’une membrane due uniquement a
la tension de la surface moyenne, est donnée par I’expression (IV.17) déja présente telle
que :

U, =U,, +U,
Si la plaque est une membrane flexible
alors : D=0
d’ou Uge =0
donc : U, =Ug,, (Iv.18)

Résumé et conclusion

Dans la partie précédente nous nous sommes intéresse tout particuliérement a
I’analyse linéaire des plaques ou nous avons commencé par développer certaines notions
d’élasticité comme base essentielle a la compréhension de cette méme analyse. Ensuite
nous avons exploré le comportement d’un élément différentiel de plaque fléchie sous
différents chargements ainsi que toutes les méthodes de résolution probable, en passant par
des approches mathématique dite « classique » a des méthodes plus récentes qui constituent
des outils de résolution trés performant dite « numérique ».

Cette approche linéaire représente un chemin incontournable a la compréhension de
I’analyse non linéaire des plaques en grandes déformations et qui élargie son
développement de fagon a inclure les déformations du plan moyen

Ainsi nous commencons par formuler I‘équation d’équilibre fondamentale des
plaques fortement courbées en utilisant deux approches :

La premiére dite «d’équilibre » ; développe un systéme d’équation pour un élément
différentiel en équilibre en considérant les déformations du plan moyen qui sont régis par
les hypotheses de Von Karman appliqués au tenseur de déformation de Green

La seconde approche dite « énergétique » développe en terme variationnelle une
fonctionnelle 7z pour laquelle I’énergie de déformation totale U, s’obtient en ajoutant

I’énergie membranaireU  précédemment negligé a I’énergie de flexionU,. L’état
d’équilibre est représenté ici par la stationnarité de I’énergie total soit 67 =0 .

Enfin ,la résolution du systeme d’équation comportemental est effectuée par
plusieurs auteurs dont les plus connus sont Timoshenko ,Kirchhoff ou encore Levy (10)
qui résolvent analytiqguement les équations de Von Karman .et plus récemment , d’autres
auteurs comme Murray (23) ,Bergan (24) et Wood (25) qui eux résolvent numériquement

le probleme .
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En conclusion,dans I’étude des plaques ,la résolution de ce type de non linéarité est en réalité une
tache tres difficile a accomplir et ou la solution exacte des équations de Von KARMAN est extrémement

encombrante et utilisable que pour certains cas bien particulier voir impossible pour certains problemes d’une
importance considérable .

C’est pour cette raison que plusieurs méthodes ont vus le jour afin de pallier a cette
difficulté et en particulier les méthodes variationnelles et les méthodes numeériques

Cependant cette approche analytique présente le mérite de :
* De formuler le probléme sous forme d’un modéle mathématique claire

* De résoudre ce méme probleme en utilisant des solutions mathématiques
rigoureuses

* Elle présente I’avantage d’étre une source importante a la théorie
fondamentale pour presque toutes les méthodes approximatives et numériques.
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V. Traitement numérique de la non-linéarité

V.1) Introduction

Dans le cas géneral, tous les phénomenes de mécanique des solides présentent des
non-linéarités aussi bien géométrique que matériel. Cependant, pour des raisons pratiques
ou des commodités d’applications elles utilisent des formulations linéaires afin de

simplifier la résolution du probléme posé.

D’autres part, I’utilisation de la formulation non linéaire va nous permettre, en tant
qu’analyste, de converger vers une solution plus réaliste du probléme et donc d’approcher
de plus prés le comportement de la structure analysée. La solution ainsi trouvée va nous
permettre de prévoir les déformations et les contraintes limites.

Parmi les cas pratiques on peut citer : le comportement des structures a grande
déformation, le flambement des poutres, des plaques et des coques ainsi que tous les
problémes de déformation des sols et de mécanique des roches.

V.2) Le probléme non linéaire

Dans la méthode des déplacements, la non-linéarité se présente sous deux formes
bien distinctes

* la premiere est la non-linéarité physique ou matériel qui est engendrée par les lois
de la non-linéarité constitutive.

* La deuxieme est la non linéarité géométrique qui dérive des changements
différentiels dans la géométrie du corps déforme.

V.3) Classement du probléme non linéaire

En se basant sur les sources de la non-linéarité on peut classer le probleme en trois
catégories :

e La premiere fait intervenir la non-linéarité matérielle.

e La deuxieme fait intervenir uniguement la non-linéarité géométrique.

e La troisieme catégorie est engendrée par I’intervention simultanée de la non-
linéarité matérielle et géométrique.

La premiére catégorie est facile a prévoir car elle englobe tous les problemes dont
les contraintes ne sont pas linéairement proportionnelles aux déformations. Ces derniéres
ainsi que les déplacements sont considérés petits par hypotheése (petit indique toujours des
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changements infinitésimaux dans la géométrie du corps et ou la distorsion de I’élément
différentiel est négligée). On précise simplement que les déplacements correspondent aux
changements de géométrie du solide alors que les déformations se rapportent a
I’allongement interne de celui-ci.

Ce type de non-linéarité englobe en son sein plusieurs cas d’importance
considérable, comme I’élastoplasticité des structures.

D’autre part, bien que les équations linéaires (contrainte-déformation) sont
supposées appartenir a la seconde catégorie, les problemes induits par la non-linéarité
géométrique prennent naissance dans la relation non linéaire (déformation-déplacement).
En d’autres termes, cette catégorie englobe tous les cas de grands déplacements et
déformations. De plus, on remarque I’existence d’une importante sous-classe qui
matérialise I’effet des petites déformations et grands déplacements c’est le cas du
flambement élastique des structures.

Enfin, la troisieme catégorie et non la moindre, combine la premiére et la deuxieme
théorie induite par la non-linéarité constitutive ainsi que la théorie de grandes déformations
comme par exemple le caoutchouc.

Dans le cas général, tous les phénoménes de mécaniques des solides présentent des non-linéarités
aussi bien géométrique que matériel. Cependant, pour des raisons pratiques, ou des commodités
d’applications la plus part d’entres elles utilisent des formulations de linéaires afin de simplifier la

résolution du probleme de I’ingénieur.

D’autres part, I’utilisation de la formulation non-linéaire va nous permettre en tant
qu’analyste de converger vers une solution plus réaliste du probléeme et donc de pouvoir
approcher de plus prés le comportement de la structure étudiée dans le but éventuelle de
prévoir ses déformations ses contraintes limites. Parmi les situations pratique de cette
catégorie; le comportement de structures en grande déformation, les déformations de
flambement des poutres, des plaques et des coques ainsi que tous les problémes de sols et
de mécaniques de roches.

V.4) Formulations de base des techniques de résolution :

La solution du probléme non linéaire par la méthode des éléments finis est toujours
abordée par I’'une des 3 méthodes de base suivantes :

- Méthode incrémental
- Méthode itérative
- Méthode mixte

Dans ce paragraphe nous présenterons le principe fondamental de chacune d’elle en
posant comme simplification I’équation d’équilibre non linéaire pour un élément unique :

[KJiu} = {F} (v-1)

La non-linéarité apparait dans la matrice de rigidité [K] a travers une fonction non
linéaire du comportement du matériau [ c(o)] ou les parametres de celui ci ne sont plus

constants :
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k] = [k(ful, {F ) (vV-2)

La relation non linéaire entre {F} et {u} est présentée dans la figure (a).La figure
(b) présente la courbe (contrainte — déformations) de I’effet {f} et le déplacement {u} de la

figure (a). C’est donc sur cette base que I’on détermine les variables de la matrice [C(a)]
de I’analyse non linéaire

F o
Ku=F U o=Clof p
(@) - Courbe force — déplacements (b)- Courbes contraintes - déformations

Figure. (V-1) : Courbes non linéaires

En général les non-linéarités apparaissent dans la formulation du probléme physique pour deux

raisons :

- Les parametres physiques supposés indépendant de u ., dans un modele linéaire,

tels que le module de Young, les coefficients de conductivités et de viscosités deviennent
des fonctions de u,, .

- Des termes non linéaires par rapport aux inconnus du problémes apparaissent
dans les équations aux dérivées partielles, comme par exemple dans les équations de
Navier — Stokes.

u A +V A +
— —+ . V-3
X oy (V-3)
ou les éléments avec grandes déformations
o g(@f N »
5 2la) T (V-4)

la formulation discritisée de I’énergie potentiel par éléments finis, pour des
problémes non linéaires s’écrit :

W = (80, )(k(uy )Ju, } - {7 ) =0 (v-5)

avec :
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{R(u)b=1{f}-[k(u,)fu,}=0 (V-6a)
[k(u )Hu, b= {f} (V-6b)

ou {R(U) } exprime le résidu qui matérialise la convergence vers la solution exacte

.pour résoudre ce méme systeme non linéaire (V.6b) le résidu doit s’approcher du zéro
pour un vecteur déplacement proche de la solution exacte.

et

La recherche du vecteur {u} se fait d’une maniére itérative comme suit :

Diagramme

Changer I’algorithme

Prédiction Correction
Estimation initiale Algorithme
{u,} Solution améliorée

Solution {u}

ou I’algorithme de résolution dépend essentiellement du type de non-linéarité et du
choix d’incrémentation Ainsi pour un probléme de plasticité par exemple I’équation (V.6b)

k@)= af) -

Enfin,pour mieux comprendre ce phénomene et le maitrisé, il faut impérativement
développer chague méthode de résolution en expliquant la formulation de base de chacune
d’elle.

V.4.1) Methode incrémentale (ou pas a pas)

La méthode incrémentale consiste a subdiviser I’effort appliqué en plusieurs petits
efforts partiels appelés : incrément. Celui ci est utilisé pour chaque itération dans une
équation linéaire ou la solution obtenue est un incrément de déplacement { Au }.

L’accumulation de ces derniers nous donne le déplacement total {u} qui correspond
a la derniere étape d’incrémentation. On précise que le processus d’itération est répété

jusgu’a ce que le chargement [F} soit atteint.
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De maniére générale, le procédé d’incrémentation se résume donc & approximer le
probléme non linéaire en une série de problémes linéaires faciles a résoudre.

Pour écrire les équations de la méthode incrémentale on considere I’état de
référence du corps avec un chargement et une déformation initiale {f,} et {U,}, il suffit de

diviser la charge totale en ‘M’ incrément tel que :

(1.} = {fo}é{m} 52

L’ieme incrément est noté :

{fi={fo}+ Z af ) (V-8b)

et
A est I’incrément infinitésimal.

Nous adoptons une relation similaire pour les déplacements qui s’écrit au i*™ pas
comme suit :

U f=1{uo f+ Z {AU } (V-9)

Pour calculer I’incrément de déplacement on fixe la matrice de rigidité évaluée pour I’incrément

précédent telle que :

[k 1w
[ki-l] = [ki—l({ui—l}’ {fi—l})] (V-10.b)

{Af} i=1...,M (V-10.3)

ou

[ko] est la matrice de rigidité initiale.

L’équation (V-10) donne la base de I’équation incrémentale et les équations (V-8) et (V-9) sont des

relations auxiliaires importante. La démarche incrémentale est schématisée dans la figure (V-2)
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F Solution incrémentale

fi Afl i é/i
f, Solution exate
k i
Au; =k, LAf,
(UO' fO) ui—l ui u

Figure. (\V-2) : Méthode de base

En général, dans la méthode incrémentale le module tangente est utilisé pour déterminer [c(o)]

et la matrice de rigidité [k] de I’équation (V-10) .Celle-ci est souvent assimilée a la Méthode tangente.

D’autre part la précision de cette méthode est améliorée par la prise en compte d’incréments de
charge plus petit; et particulierement la moitié de celui ci . Cependant, le calcul de la matrice de rigidité

incrémentale est effectuée deux (2) fois plus que la méthode de base.

Ainsi la précision de ce procédé est améliorée au prix de calcul d’efforts
additionnels

Fort heureusement, la méthode de Runge — Kutta va modifier le probleme en
utilisant le calcul de ces efforts additionnels pour une précision plus importante. Ainsi
I’analyse s’effectuera pour chaque pas de charge comme suit :

- En premier : le demi-incrément {Afi}/Z est appliqué et le déplacement

incrémental induit iAUi_% ; est calculé par :

[ki—l ]{AU*i—% }: {Afi% (V-11a)

tel que le déplacement du milieu de I’incrément est évaluer par :
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{U*i-% } = U, f+ {AU*i-%} (V-11b)

ce qui nous permet donc de calculer la matrice de rigidité correspondante a
{U i—%}, ifi_%j et de I'utiliser enfin pour tous les points a I’intérieur de I’incrément

considéré .

[ki %}{Aui L_ (Af) (V-110)

Effectivement, I’approximation de la matrice de rigidit¢ au milieu du jeme

incrément se rapproche plus de la rigidité moyenne de ce dernier et donc va améliorer
sensiblement les résultats obtenus.

La methode de Runge — Kutta est illustrée clairement dans la figure [V.3]. Dans
cette méme figure une comparaison des différentes méthodes est effectuée en utilisant des
artifices pour lesquelles ces méthodes ont les mémes résultats {f,_,} {u,_,} et ou la

différence entre ces méthodes est exagérée volontairement pour une clarté maximum.

V.4.2) Méthode iterative

La méthode itérative est une suite calculée dans laquelle la structure est entierement chargée pour
chaque pas d’itération et ou la matrice de rigidité est constante en chacune d’elle. Aprés chaque itération, la
portion de la charge totale n’est pas équilibrée mais utilisée dans I’itération suivante et ou I’incrément de
déplacement est additionné au déplacement général. Ce processus est répété autant de fois qu’il faut pour

converger vers la solution exacte et pour lequel la norme d’approximation atteint un degrés acceptable.

Cette méthode consiste donc a construire une suite de solutions {Uo} -------- {Ui}

calculées a partir de {Ui_l} en résolvant le systéeme linéaire :

ko uf={f} T=L.am (v-12
ce qui peut s’écrire sous forme incrementale en introduisant le résidu {Ri } :

R = Rl )t = {11 k(v i (V-13.2)
[k(u,_,)fAu}={R}... (V-13.b)

avec

{Ui} = {Ui-1}+ {Aui } (V-14)

Par suite, la matrice de rigidité élémentaire est calculée pour le vecteur connu {Ui }
Puis aprés assemblage dans la grande matrice [k(u,)] vient la solution du systéme
linéaire (V-13) par des méthodes matricielles connues.
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Dans le cas probable ou le probleme de non linearité engendre un chargement et un
déplacement initiale {f,,u,} le déplacement a la iéme itération s’écrit :

uif= {uo}+§{Auj} (V-15)

Cette procédure est répétée jusqu'a ce que I’incrément de déplacement ainsi que le
chargement résiduelle {R.} deviennent nuls ou presque .Pour ceci il est nécessaire de

déterminer la matrice k(u,) . .Ainsi I’'une des méthodes les plus utilisées est celle de la
matrice tangente k, calculée a la fin d’une précédente itération .Autrement dit celle qui
correspond a la courbe (F,U) calculée au point {u. ,},{F_,}.

D’autre part ,il existe une autre approche appelée méthode itérative modifiée qui est

tout aussi efficace et pour laquelle la rigidité est constante en chaque itération . dans ce cas
I’existence d’une rigidite initial K, est nécessaire. Cependant bien que cette méthode

nécessite un plus grand nombre d’itération il existe un gain d’économie substantiel qui
reside dans le fait qu’il n’est pas obligatoire de calculer la rigidité pour chaque cycle .

Les méthodes itératives de bases sont schématisees sur la figure (V-4)

V.4.3) Méthode mixte
Cette méthode est une combinaison des deux démarches incrémentale et itérative
comme le précise le schéma de la fig. (V.5).

On remarque que la charge est appliquée par incrément ou chaque cycle
d’incrément constitue un probléme non linéaire pour lequel la résolution s’effectue en
plusieurs itérations ceci s’écrit :

[k(u; i }=2{f,} A= +4,+4

La solution initiale utilisée pour calculer U, est la solution U, , obtenue a I’étape

précédente. Chaque étape constitue (comme nous I’avons précises) un probléeme non
linéaire qui se résout avec une ou plusieurs itération(s) par I’une des méthode de Newton —
Raphston ou de Newton — Raphston modifiée.

Pour un incrément de charge donné les itérations s’écrivent :
{R(Ui—l)} = 21—1“0}_ [K(Ui—l)]{ui—l}
(KU )RAU = RUL;+ (& = A ) o)
Uf=U.j+{au

Remarque : Pour chaqu’une des methodes utilisés les norme de convergence est
calculée comme suit :

a — la norme maximum :

||n||:Max‘AUj‘ oil ||m||:Max‘Rj‘
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b — la norme des moindres carrés :

| = J{au}fau,} oo [m)=(R)R;]

Oou encore :

Il = <AU j>{AUJ’}
- <Uj>{Uj}

Les courbes relatives a chaque méthode sont schématisées dans les figures
suivantes :

ilieu de I’incrément
méthode de base

// méthodg de Rynge — Kutta

/ exacte

U

U, Ui_y u; u; U,
2
méthode de base méthode de Runge—Kutta)

milieu de I’incrément

Figure (V-3) :Méthode incrémentale :Méthode de Runge-Kutta
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F
A
k0 kl k2
y
R1 )
1
|
1
1
|
1
1
® ¢ >
[ J
U 0 Ul U 2 U exact U

(V.4a) :approche tangente —méthode de newton raphston

J F

AN

(fO’UO) ul u2 US u
(V-4b) Approche Modifiées - Méthode de Newton—Raphston
Modifiées

Figure (V-4) Méthodes iteratives de bases
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i+1

| L~

U, u, u

i i+1

Figure. (V-5) : Méthode mixte

L’Algorithme correspondant a chaque methode est le suivant :
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Algorithme de la méthode itérative

- Calculer une solution approchée {u, }, éventuellement nulle

- Construire {f } par assemblage des vecteurs élémentaires {f }

=12,... (pour chaque itération)

pour chaque élément

- Extraire les vecteurs {u, ,} de {U,,}
- calculer [k(u,_,)] élémentaire

- calculer le résidu élémentaire {r}
fry={f}-[kHu..}
- Assembler comme pour un probleme linéaire

[k]dans [K]
{r} dans {R}

- Résoudre comme dans un probléme linéaire
K Jiau§={R ]
- Construire la nouvelle estimation de la nouvelle solution
U= j+elau}

- Calculer la norme |n| de {au, ,}ou |m|de {r}

La convergence est testée a chaque itération i par HnH <&
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Algorithme de la méthode mixte

Choix de w, et A4
A=0
Pas de la solutionj: A =A+AA
* Prédictions : {Jio}: {U,,} ou extrapolation de {U, ,},{U, ,}...
*i=0
—_ * jtérations: i=i+1
- Pour chaque éléments :
Calcul et assemblage du résidu

R(2, fo,U,,)}
Calcul et assemblage de [K,(U,_,)]

Résolution de [K JAU} = {R}

—>
- Calculde U} : {U,}=1{U,,}+0{aU}
- Calcul des normes relatives |n| de {AU }
- Test de convergence
—>
Impression éventuelle du niveau j de sollicitation
e S Résolution du probleme non linéaire par la méthode

de Newton — Raphston

V.5) Développement numeérique

Pour pouvoir résoudre le probleme de non-linéarité par I’une des méthodes
exposées précédemment ,il est impératif de poser les équations sous forme matricielle et se
de maniere a les rendre plus maniable est donc plus facile a utiliser ; D’ou la nécessité
d’évaluer la matrice de rigidité.

V.5.1) Evaluation de la rigidité
Dans le cas général et pour chaque étape de résolution que se soit pour la méthode
itérative ou incrémentale, le calcul de la matrice de rigidité est obligatoire. L’évaluation de

celle-ci dépend essentiellement de la valeur courante des paramétres du matériau [C] . Cela
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est valable dans le cas du comportement élastique isotrope ou I’on a besoin de deux (2)
parameétres tel que le module E et le coefficient v lesquelles sont en fonctions de I’état de
contrainte a I’intérieur de I’élément fini. Le module tangent et le module sécant sont des
valeurs utilise dans des approches communes pour le calcul du comportement constitutif

de la non-linéarité Matériel.

Si on utilise la représentation de la fonction de la loie constitutive, on doit faire
attention a assurer au comportement réel une simulation cohérente ; La plus part des
résultats incohérents sont généralement obtenus a partir de simulation irréelle des
propriétés du matériau, tel le module tangent (ou sécant) qui est calculé essentiellement sur
la base de la ler dérivée de la courbe simulée.

Une fois que les incréments de déplacement sont obtenus I’évaluation des
incréments de déformation et de contrainte est possible en utilisant les équations
appropriées de déformation-déplacement et les loies courantes de contrainte-
déformation.Ceci ce traduit par exemple dans le cas de petits déplacements et petites
déformations, la forme incrémentale de I’équation déformation-déplacement et I’équation
contrainte-déformation est :

{A& }=[B]*{ Aui} (V-16)
{Ac;}=[CHA G, DI*{As } (V-17)

pour des petits déplacements, les contraintes et les déformations peuvent étre
cumulées, tel que pour la fin de la iemme étapes :

{ei}={ei}+ 'i {A¢j} (V-18)

{oi}={o,}+ 2, {Acj} (V-19)

j=1
Ou { &, } et{ o, } sont respectivement les déformations et les contraintes initial de

I’état de chargement {f,}.

Une fois que le couple ({ci},{ci}) correspondant a la iéme étape est calculé on peut
faire entrer la loie constitutive donnée par la courbe du test uniaxial , la courbe du test
triaxial ou la courbe de contrainte-déformation équivalente afin de calculer le module
approprié.

V.6) Probleme de non-linéarité mateérielle
Nous allons parler maintenant de toute les méthodes d’analyse non linéaire utilisées

pour la 1% catégorie de non-linéarité. On se limitera seulement au comportement élastique
et elasto-plastique ou les deux méthodes incrémentales et itératives sont utilisées.
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Enfin, aprés avoir traiter brievement la non-linéarité élastique, nous développerons
les quatre méthodes utilisées pour la résolution dans le cas du comportement élasto-

plastique.

V.6.1) Comportement non-linéaire elastique

La méthode de résolution la plus adaptée aux problémes élastiques est la méthode
incrémentale qui utilise le concept de la rigidité tangente. Cependant, la méthode itérative,
est employée occasionnellement en utilisant le concept de la rigidité sécante.

La matrice de rigidité dans I’analyse non linéaire est toujours calculée a partir de la
relation suivante :

K =([[TB] *[c(o) 1*[B]*dv (V-20)

ou la matrice [c(c)]est variable pour chaque étape de la méthode.

V.6.2)Comportement élasto-plastique

V.6.2.1) Méthode incrémentale

Cette méthode est considérée comme la technique la plus appropriée a I’application
des loies courante de la plasticité (10-16) ou I’essentielle de cette approche est donnée par
les équations (8) et (10) du 5éme chapitre.

En appliquant I’approche incrémentale aux loies constituves de I’élasto-plastique,
on peut exprimer les termes de I’incrément finis telle que :

(Ao} = o] ae) (V-21)

Ou la matrice [C EP] est variable pour chaque incrément de charge .Une fois [ &P

obtenue on peut envisager le calcul de la matrice de rigidité

[K]= [[[[BT *[c]«[B]«av (V-22)

V.6.2.2) Méthode itérative

La méthode itérative est utilisée dans le cas des déformations plastique ou
I’approximation bilinéaire de la relation contrainte-déformation est employée.

La représentation du procédé itérative est montre sur la figure [V.2] et ou I’on
remarque la modification de la rigidité pour chaque pas et dans la base du module sécant.
La charge totale est appliquée pour chaque itération.

[K]*{u,} = {F} (V-23)
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kz/%

U, u, U
Figure(V-6) :Procédure itérative pour un comportement élasto-plastique

Bien que la relation non-linéaire élasto-plastique soit utilisée pour le calcul du
module sécant a chaques itérations, il est important de signaler que la rigidité [K,] est

utilisée comme si elle décrivait un corps linéaire élastique. C’est a dire qu’a chaque pas,
I’étude est considérée équivalente a I’analyse d’un corps élastique sous un chargement bien
définit.Le calcul du module sécant s’effectue aussi comme pour des constantes élastiques.

L’un des inconvénients de cette méthode, réside dans le fait que les premieres
applications induisent, sous un chargement complet, un état de contrainte—déformation
assez éloigné de la courbe actuelle contrainte-déformation. Pour éviter cette possibilité la
méthode mixte peut étre envisageable.

V.6.2.3) Métode de la déformation initiale

Les deux procédés itératifs et incrémentals, dans le cas du comportement élasto-
plastique, vont nécessiter a chaque étape de leurs applications respective de recalculer la
matrice de rigidité. Afin de palier a cet inconvénient une méthode ingénieuse a été congue
pour simplifier le calcul et obtenir un gain de temps considérable (16-19)

L’idée de base donc de la méthode de déformation initiale se rapproche du concept
de la charge additionnelle décrite dans les paragraphes précédent . La figure [\V-3] montre
le principe de base de la méthode.
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Figure (V.6) : méthode de la déformation initial.

Ainsi la résolution du probleme d’un corps de rigidité [K] sous le chargement {F}
s’effectue pour un déplacement correspondant au point A

.D’autre part, I’état d’équilibre correct sur la courbe non-lineaire correspondant au
chargement {F} est le point B telle que la différence entre le déplacement réel {u,} et le

deplacement calculé {u,} est le déplacement {u, }ou. La déformation initiale {s,}
correspondant a {uo} peut étre calculer a partir de la relation suivante :

te0)=[B] {uo} (V-24)
De cette maniére la correction de charge {f,} est trouve dans I’équation :

{f,}=[[[[B] [Cleo v (V-25)

Ce chargement représente I’effort de compensation nécessaire a la déformation
initial et a la correction du déplacement du point (A) au point (B) (17-18).

Lorsque la méthode de la deformation initial est applique a I’analyse du
comportement plastique,la déformation plastique {gp} est assimilée a la deformation

initiale. {°}

La deformation élastique {ge} est exprimée comme la différence entre la
deformation totale {g } et la de formation plastique {e”} d’ou

lo}=[cle" J=[c]* (e}~ 7} (V-26)
L’équation de I’équilibre final est la méme que I’équation :

[KKd}={f}+1{fo} (V-27)
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A la différence que le vecteur charge {fo} résulte de la deformation plastique.

V.6.2.4) Méthode de la contrainte initiale

Dans le cas d’une convergence plastique parfaite ou de grande déformation on
remarque que la méthode de déformation initiale n’est plus applicable. Ainsi pour
surmonter cette difficulté une autre approche a était formulée qui n’est autre que la
methode de contrainte initiale (21)

Celle-ci apparait plus appropriée dans le cas d’un comportement plastique ou pour
chaque incrément de déformation il existe une contrainte unique

La méthode des contraintes initiale est basée sur la méthode mixte ou la matrice de
rigidité se modifie a chaque incrément et reste fixe I’intérieur de I’incrément pour chaque
itération .

Le procédé itératif est donné pour le iéme incrément par :
[KHAu®} = {af 1+ {af, O} j=0,1.... (V-28a)
Ou

f,. 1= 1o} (V-28b)

L’indice( i) dénote I’incrément de charge et (j) dénote le cycle de I’itération a
I’intérieur de I’incrément. Pour j=0,0n applique {Af} et on calcul I'incrément de

déplacement {Aui“)} ,de déformation {Agi“)} et la contrainte élastique {Aai”)}

ZIENKIWICZ (21) utilise I’approche de la contrainte initial est calcule a partir des
relations générales Elasto-Plastique et contrainte-déformation

o, }=[c* fae®} (V-29)

Ou [C EP] est déterminé a partir des méthodes de base de Mohr-Coulomb ou du
critere de Von mises

Ce processus est répété jusqu'a ce que la convergence soit obtenue généralement en
trois ou quatre s cycle d’itération

V.7) Probleme de non-linéarité géométrique

Dans les paragraphe précédent on a développé la théorie de la non-linéarité
matérielle et on a parlé de la restriction faite a de petit déplacements et déformation. Ce qui



‘ CHAPITRE V : TRAITEMENT NUMERIQUE DE LA NON LINEARITE

n’est évidemment pas le cas de la non-linéarité géométrique ou de large déplacement sont
admis mais toujours dans le cas de petite déformation

Comme d’habitude, la résolution du probléme non-linéaire réside dans la
subdivision de celui-ci en plusieurs sous domaines linéaire plus facile a résoudre.

Le chargement de géométrie induit par I’effort de grand déplacement nous oblige a
prendre en considération certaine longueur et de ne pas les négligée. Comme dans le cas de
I’élément plan de la figure[(\VV-9 )] ou le chargement de géométrie non négligeable est A&
qui est une fonction des déplacements nodaux U,,U,etV,,V, elle représente le chargement

de direction des coordonnés local du systéeme

X

Figure(\VV-7) : Déplacement fini d’un élément treillis

En genéral le vecteur deplacement, la matrice de rigidité et le vecteur chargement
sont exprimé dans le systeme local et peuvent étre exprimer dans le systéme global par des
matrices de passages adéquate telle que :

U =T, (V-30)
ko =TT [k, ] [T] (V-31)

Dans le cas de grand déplacement les directions cosinus dans la matrices de passage
deviennent des fonctions de I’état de déplacement initial.

C’est ainsi que la non-linéarité est introduite symboliquement dans nos équations
d’équilibre par

[T]=[r(u})] (V-32)
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Dans le cas de petite déformation la matrice de rigidité dans le systéme local [K, ]

est linéaire et elle n’est pas en fonction du déplacement. Ceci reste valable pour tous les
états de déformations .Cependant la matrice de rigidité dans I’axe global [K,] varie avec

les états de déplacements a cause de la non-linéarité des équations de transformation (V-
31)

Les méthodes les plus souvent utilisé pour les non-linéarité géométrique sont
généralement les méthodes itératives, incrémentales et mixtes.

V.7.1) Procédure incrémental

Pour un incrément de charge {Af} I’équation (V-34) peut-étre utilisé pour
exprimer les changements dans le vecteur charge tel que

(b ot b= ([T +[ATT )£} + {af,) (V-33a)

Ici {fg } {f, Jet[T] définissent le chargement et la transformation au début de
chaque incrément.

En exécutant les matrices de multiplication on obtient
b faf f=[TT {6+ [TT {af )+ [ATT {f )+ [ATT {af,) (V-33b)

Le dernier terme du coté droit de I’égalité est d’un ordre supérieur est peut donc
étre supprimer pour un incrément assez petit

En retranchant I’équation (V-22) de I’équation (\VV-24a) on obtient

af =TT {af }+ [aTT {f,} (V-342)

Le premier terme du coté droit de I’égalité exprime généralement le vecteur global
de charge .On peut substituer I’équation incrémental standard on obtient

{af, =K, Jau, j+[aTT {£) (V-34b)

Le second terme a droite représente I’effet du changement de géométrie dans
I’équation d’équilibre global de I’élément on peut réécrire le terme comme suit :

[ATT {f, Z f AT}, (V-35)
Ou {AT}, est la iémme colonne de [AT]" par analogie a la forme différentielle on a

{du,} (V-36)

Il
jQ)Bi
[l
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On peut écrire le iémme incrément de la colonne comme

(AT}, = %{T—}i}{mg}

aug

(V-37)

:|:6{T}i .a{T}i _____ a{T}i]{Aug}
= [Gi]{Aug} n

Ou chague matrice [G, ] est symétrique

Ainsi I’équation (V-25b) devient
i Jou, 3 6w, o, (v-38)

On définit le terme entre parentheses comme la matrice de rigidité géométrique

:donc I’on peut réécrire I’équation (V-38) comme :

(K]+[K, {au} = {aQ) (V-39a)
[, ]= Z f,[G/] (V-39b)

La forme incrémentale de I’équation (\VV-39a) est :
[T+ (K]}, {au} = {af} (V-40)

Et ou P’indice (i-1) indique la matrice de rigidité évaluée pour un état de
déplacement au début de I’incrément.

Il est aussi claire que la méthode incrémentale dans le cas de grand déplacement
nécessite de plus grand effort que celle de la non-linéarité matériel. Pour la simple raison
que le calcul s’effectue sur deux (2) matrices de rigidité au lieu d’une. Cependant ceci peut
étre minimisé en considérant [K,] invariant et le changement s’opére seulement sur la

partie atteinte par la non-linéarité. L’équation (V-40) peut étre volontiers changé en
introduisant I’effet de la déformation initiale(22)

(K]+]K, ] {au} = {af}+1{af,, | (V-41)

L’equation (V-41) représente la contribution du chargement dans la matrice de
rigidité géométrique a travers le terme {f,} qui deéfinit la charge au début de chaque

incrément. Par conséquent la matrice de rigidité est aussi connue comme la matrice de
contrainte initiale de plus I’utilisation de la charge dans [ng nous permet de formule le

probléme classique de stabilité.
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Si I’on pouvait factoriser le terme de la magnitude de charge en dehors de [ng :

par exemple, le probléeme de mode propre de flambement peut étre obtenue en considerant
I”incrément sans chargement extérieur :

(K]+ A[K, Jfau} =0 (V-42a)
Et ou la solution trivial est seulement si :

[K]+ 4K, ] =0 (V-42b)

V.7.2) Méthode itérative

Le procédé itératif dans le cas de grand déplacement est relativement simple ; Il
consiste a appliqué la charge total et révise a chaque cycle d’itération le déplacement
résultant jusqu'a la convergence des coordonnées de points nodaux a cette nouvelle
position .A chacune de ces position correspondra un chargement et une rigidite.

Ainsi a chaque étape les caractéristiques de | ‘élément sont revus et I’analyse
linéaire amélioré.

Pour de petites déformations les équations de ce procédé peuvent étre écrit comme

suit :
[Ki—l]{ui =11 (V-43a)
(=M. {f) (V-43b)
[Ki—l] = [Ti—l ]T [KI ][Ti—l] (V-43c)

Ce processus est répéte jusqu'a la convergence

Cependant malgré la rapidité de la méthode les inconvénients de celle ci sont
préponderant. Ainsi les résultats sont obtenues uniquement pour le chargement total ou
I’on peut appliquer un seul vecteur charge a la fois.

V.8) Probleme de non-linéarité geometrique et matérielle

A ce jours le traitement de ce genre de non-linéarité est toujours en cours de
développement et d’amélioration c’est ainsi que le traitement par élément finis des
probléemes de deformation finis a était introduit par plusieurs chercheurs dont ODEN (4),
BEKER(23), YAGHMAI (24), et d’autre (4). Une analyse compléte de ce type de
probléme est au-dela du but que nous nous somme fixé dans cette étude c’est pour cela que
nous nous contenterons simplement de poser la forme générale de I’équation incrémentale

(4):
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([KT+{KgJ+ [, T+ [, Dfau} = {at (V-44)
[K] matrice de rigidité élastique
K, | matrice d e rigidité géométrique
[K,] matrice des déplacements initiaux
K, ] matrice de correction de charge

Le développement mathématique général des procédures de base incrémentals et
itératives sont données par ODEN(4) ainsi que d’autre auteurs a travers la longue liste de
référence si apres.

Résumé et comparaison :

En général, tous les phénomeénes de non-linéarité aussi bien géométriques que
matérielles sont traitées numériquement d’une maniere relativement simple malgré leurs
complexités; et ce en fragmentant le domaine non linéaire en plusieurs sous domaines
linaires ou la résolution est plus convivial. L’avantage évident de cette technique va nous
permettre en tant qu'analystes, de converger vers une solution plus réaliste du probleme et
donc de pouvoir approcher de plus prés le comportement de la structure étudiée. Le
développement de cette technique de base a donné jours a plusieurs méethodes basées sur le
méme principe et classées selon leurs modes d’applications en plusieurs catégories :

a — Méthode incrémentale
b — Méthode itérative

¢ — Méthode mixte

d — Méthode d’accélération

e — Méthode de longueur d’Arc



‘ CHAPITRE V : TRAITEMENT NUMERIQUE DE LA NON LINEARITE |

Pour notre part nous avons développées les trois premiéres méthodes en précisant
les principes d’applications fondamentales de chacune d’elles et les différents algorithmes
de résolution

Pour terminer cette analyse, il est intéressant de passer a une comparaison approfondis de ces

procédés et de faire ressortir les principaux avantages et inconvénients de chacune d’elles.

Ainsi, le principal avantage de la méthode incrémental est qu’elle est applicable a
tous types de comportement non linéaire ; ceci est di théoriquement au fait que la
méthode d’incrémentation pas a pas est souvent utilisée dans I’analyse des éléments finis.
Cette technique présente aussi d’autres avantages comme la représentation relativement
complete du comportement (charge — déformation) qui est obtenu grace a la description de
I’état de déformation pour chaque état de charge intermédiaire.

Cependant, cette méthode présente toujours I’inconvénient d’une part du (time —
consuming) par rapport aux méthodes itératives ; et d’autre part a la difficulté de savoir a
I’avance qu’elle est I’incrément de charge nécessaire pour obtenir une bonne
approximation de la solution exacte.

Aussi, a moins d’avoir une solution exacte ou expérimental du probleme il peut étre
difficile de juger I’exactitude du résultat.

Pour toutes ces raisons, on utilise la méthode mixte qui n’est rien d’autre qu’un
consensus des deux méthodes incrémental et itérative.

La méthode itérative est rapide et plus facile a utilisé que la méthode incrémental
ceci est du au fait que I’analyse s’effectue seulement pour quelques cas de charge. On
trouve qu’ils sont utilisées pour des matériaux bi — modulaires (c’est a dire ont des
propriétés élastiques différantes en compression et en traction[7]), la combinaison de celle-
ci avec I’approche de la rigidité sécante va nous permettre d’analyser le comportement de
matériaux moues pour lesquelles la technique incrémentale a échouée. Cependant, I’un des
inconvénients de la méthode itérative est qu’elle ne donne aucune assurance sur la
convergence vers la solution exacte. [8,6], d’une part et d’autres part, elle n’est applicable
pour aucun des cas suivant ; probleme dynamique, probléemes des systemes non
conservatifs (sauf pour les pseudo — conservatifs comme dans le cas des déformations
plastiques [6,8]).Ainsi que toutes les structures ou les déplacements, déformations, et
contraintes ne sont pas déterminées pour la charge totale appliquée ; a la différence de la
meéthode mixte et incrémental.

En fin, la méthode itérative requiere ou demande des estimations initiales dans
plusieurs situations [4] et spécialement pour des méthodes ou la premiére estimation est
exigée.
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Analyse du comportement non-linéaire géométrique

des plaques par eléements finis
(Vi)

V1-1) Introduction

En général, I'analyse linéaire des plaques est formulée par I’'une des deux
théories qui sont celle de KIRCHHOFF [1] ou de MINDLIN [2].

Dans la premiére, les formulations de cisaillement sont négligées telle que la
normale a la surface moyenne est supposee resté normale aprés déformation. Cependant,
ceci se traduit dans la contexte d’éléments finis par une formulation non-conforme ou une
continuité C1 est utilisée.

Dans la seconde théorie, celle de Mindlin, les formulations de cisaillement sont
autorisées, a savoir que la normale reste droite apres déformation mais pas
nécessairement normale a la surface moyenne ou seulement une continuité CO est
formulée. Cette derniére hypothése n’a de réalité physique que pour les plaques épaisses,
mais reste tres efficace pour les plaques minces ou a épaisseur variable .

Néanmoins, pour les plaques la réduction de cette intégration conduit a
I’apparition de modes de singularité ou mécanisme correspondant a des déplacements
apparemment sans énergie, rendus possible par I’intégration réduite d’élément. [Qg] .Cet
élément, a variation parabolique, est souvent utilisé; car il présente aussi un mécanisme qui
ne se propage pas quand on assemble plusieurs éléments. Cependant il peut donner des
résultats médiocres dans certains cas de flexion de plaques. Une solution mixte a été
proposée par HUGHS : elle consiste a utiliser une famille de Lagrange pour les rotations (9
nceuds) et une famille de Serendip pour les déplacements W (8 nceuds) :

il s’agit de I’élément Hétérosis intégré avec 3 x 3 points pour la flexion et 2 x 2 points

pour le cisaillement.

En général I'analyse de la non-linéarité géométrique des plaques mince
suit le méme développement que celui de I’analyse linéaire. Ceci se traduit d’une
part dans l'application des hypothéses de kirchhoff aux plaques minces, et
d’autre part, dans I'application des hypothéses de Von Karman aux équations de
Green (déformation—déplacement).

Ainsi Nous nous proposons dans cette recherche d’analyser une plaque
mince en utilisant :

e Premierement, les hypothéses de Mindlin qui prennent en compte le
cisaillement transverse négligé par kirchhoff.

e Deuxiéemement, de comparer les résultats de la formulation de Von
Karman qui néglige les distorsions u et v dans les directions x et y
[H.NL.17 a celle. , qui ne les néglige pas [H.NL.2] !
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Ce qui va nous permettre d’estimer le taux en pourcentage d’erreur entre
les deux hypotheses et d’apprécier si cette négligence est justifié ou pas.

V1-2 Cinématique et Cinetique

Une des caractéristiques importantes des structures a comportement non-
linéaire est que la configuration déformée engendrée par les grands déplacements (grandes
rotations) peut étre tres éloignée de la configuration initiale. Ainsi deux formulations
lagrangiénnes sont habituellement utilisées (dans le cas des solides) :

1- Ladéformation lagrangiénne actualisée (DLA)
2- Ladescription lagrangiénne totale (DLT)

La DLT est plus souvent difficile a mettre en ceuvre que la DLA, dans certains
cas, et peut étre moins précise que celle-ci lorsque la configuration est tres éloignée de la
configuration initiale.

Nous rappelons, dans ce paragraphe, quelques notions de base des milieux
continus.

V1-2.1) Description du mouvement

On assimile un corps solide a une infinité de point matériel juxtaposé appelé
«Particule». Chaque particule a une position repérée par ses coordonnées dans un
référentiel quelconque. L’ensemble des positions des particules constitue, a un instant
donné, une configuration du corps. Lorsque le corps subit de grands déplacement et de
grande rotation, le mouvement du corps ‘est’ : I’évolution de cette configuration dans
I’espace et dans le temps.

Le mouvement du corps peut se représenter des deux maniéres :

a- Par une description lagrangienne (ou matérielle), le trajet de la particule est
suivit a partir d’une configuration de référence (initiale ou actualisée)

b- Par une description Euleriénne (ou spatiale) ou la particule est examinée en un
point géometrique fixé (mécanique des fluides).

La description lagrangiénne est bien adaptée a I’analyse des solides et nous
I’avons évidement choisi.

En description lagrangiénne, deux types de configuration de référence en
équilibre sont souvent utilisées comme nous I’avons déja preécise.

- Laconfiguration initiale Q, du corps a I’instant t=0

- Laconfiguration courante ou actuelle Q, du corps a I’instant t.
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Si Q. ,désigne la configuration du solide a I’instant t+ At, appelee
configuration incrémentée, les deux descriptions usuelles des mouvements s’appellent

- Ladescription lagrangiénne totale (DLT) qui prend Q, comme référence

- Ladescription lagrangiénne actualisee (DLA) qui prend Q, comme référence.

A

ZO ' Zt ' Zt+A’(

7 o

+

yO + yt’ y’[+At

X0 X Xoat

Figure (VI-1) : Description du mouvement d’un solide

Q, est la configuration initiale (non déformée et non contrainte.)
Q, est la configuration deformée ou actuelle

Q.. estlaconfiguration incrémentée a rechercher.

A la lumiere de ce que nous avons vue. Appliquons donc la description

lagrangiénne sur un solide particulier qui est une plaque en flexion et dont les
déplacements sont bien définit.
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V1-3) Déplacement dans les plaques :

Dans la théorie de Mindlin les déplacements u = (u,v,w)t sont exprimés par
rapport a la surface moyenne [sm]ou (z=0) et sont notés U,vV,w pour les déplacements et
0,,0, pour les rotations Fig. [VI.2]

u(x,y,z)=d(x,y)-z6,(xy)
v(x,y,z)=¥(x,y)-26,(xy) (VI-1)
w(x,y,z) = W(x,y)

Telle que les rotations &, et &, sont celle de la normal a la surface moyenne

dans les plans (x, z) et (y, z) respectivement. Les normales ne sont pas nécessairement
normales a la surface moyenne apres déformation, ce qui par conséquence va permettre les
déformations de cisaillement

Fig. [VI.2.b] :
oW
a=—-0
X
A A
z(W) z W
0, 7 / /_.
y(v) o
6, N
I
oo, N X
L R ' \ g
x(0) 0, X
a- deformation de la surface moyenne b- déformation de la section droite

Figure. [1VV.2] : Déformations

V1-3.1) Déformations

Dans le cas de Mindlin les déformations sont données en fonction des
déplacements a travers le vecteur déformation de Green :
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u, X +%(u, X +=(v,x)° +%(W, X)

S I PR TR B TR R
g i) 2 ) 2 H 2 H
E=98y =W, YV, X+U, XU, Y +V, XV, Y+ W,XW,Y (VI-2)
£ U, Z+W,X+U,XU,Z~+V,XV,Z+ W, XW, Z
&

V,Z+W,Y+U,YU,Z+V,yV,Z+Wy, Wz

V1-3.2) Contraintes
Les contraintes de Piola — Kirchhoff associées aux valeurs de Green sont :
O-yy ) ny 10,10, :|| (V|'3)

G=[O'

XX !

VI-A). Analyse de la non - linéarité avec prise en compte des
hypothéses de von Karman :

[H.NL.1]

L’introduction des hypotheses de Von Karman [13] implique que les dérivees
ou les distortions de u et v en x et y sont négligeables et que le déplacement transversal w
est indépendant de z. Ce qui nous permet donc de réécrire les équations de Green en
termes de déformation de la surface moyenne telle que & s’écrit :

&

&g

y 0 750 2
E=1Eyr = Eml )50l Jm (A-1a)
0 gso 0

EXZ

€y,

ou les déformations linéaires du plan moyen sont :

* Déformation membranaire

<> O

(A-1b)

3 o
S
< < X

* déformation flexionnelle
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0,,X
gl =16,,y (A-1c)
0.,+0.y

* déformation de cisaillement

o _ [ Wx=0, A-1d
88_ \i\‘l,y_ey ( - )

* et enfin, les composantes non linéaires des déformations membranes

Yo (Wxf

&2 =4 Y (@, y) (A-le)

Les équations (A.1) représentent donc le vecteur de déformation total.

VI-A.1) Equations des travaux virtuels de Lagrange :

En considérant les hypothéses de petit déplacement et de chargement
conservatif, on peut exprimer I’équilibre d’un élément quelconque dans le systeme de
coordonné de Lagrange par I’équation suivante :

[de'otv = [ pdu‘qdy + [ du' pdA (A-2)

ou

v représente un volume indéformable

o le vecteur contrainte de Piola - Kirchhoff

de le vecteur de déformation de Green due au déplacement virtuel du
o ladensité massique

q laforce de volume par unité de masse

p laforce de surface

Dans le cas des plaques la formulation des équations des travaux virtuels peut
s’écrire en terme d’intégrale de surface et a travers I’épaisseur «t»
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VI-A.1.1) Application du travail virtuel interne

Le travail virtuel interne d’un élément de plague dw; peut s’exprimer comme
nous I’avons déja précisé en fonction d’une intégrale de surface a travers la surface de la
plaque et son épaisseur «e»

Xy~ xe Xz~ xz yz=yz

dw; = [ de'odv = jA f;f(dgxax+dgyay+dg o, +de,0, +de,0, HzdA (A

3)

En substituant les expressions de déformations de I’équation (1..A) dans
I’équation (3) et en intégrant a travers I’épaisseur «e» on peut réécrire dw;. en fonction
d’une intégral de surface seulement :

dw, = J'déta“da (A-4)
A

et ou la valeur des contraintes résultantes & sont

6=16, (A-5)

* |es composantes membranaires

% t
6m=[NX,Ny,NXy]': I(ax,ay,axy)dz (A-6a)
A
* |es composantes de la contrainte de flexion
% t
o =[MX,My,MXy]'= J(O‘X,Gy,dxy)ZdZ (A-6b)
-%
* |les composantes de la contrainte de cisaillement
% t
6,=[0.Q,] = I(ze 0 2 (A-6¢)
-%

Compte tenu des déformations infinitésimales et finies, le vecteur global {¢}
peut se décomposer en deux parties, une partie linéaire et une partie non linéaire :

£=4&r=8"+e&" (A-7a)

ou les composantes linéaires de £° sont :
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£y =48 (A-7b)

£
g =10 (A-7¢)
0

VI-A.1.2) Application du travail virtuel extérieur

Le travail virtuel extérieur d’un élément de plaque dwey représente I’énergie
de déformation totale due a tous les efforts extérieurs qui le sollicite. Ainsi la seconde
intégrale de I’équation (A-2) représente le travail externe di aux forces de volumes qui
s’écrit :

e%
dw,, " = [ [ pldug, +dv, + dw, JdzdA (A-8)

A—e/2

L’intégration explicite a travers I’épaisseur « t » permet de réécrire I’équation (VI-A-8) soit :
dw,, " = j da'GdA (A-93)
A

ou les déplacements de la surface moyenne U sont :
U =[6,9,w06,.6,] (A-9b)
et la force de volume global ¢ est :

d=[6,.4,.6, MM,

. T (A-9c)
= ‘:I;p(qx 10y:9;:=0x =0y, )ij|

si la force de volume est constante a travers I’épaisseur g devient simplement :

6 = [pa,t. pa,t, po,t.0.0]

etou pq, ,, estla force de volume par unité de surface dans la direction x, y,

z. Enfin le troisieme intégral de I’équation (VI-A.2) qui représente le travail externe des
surfaces peut étre diviser en deux intégrales I’une sur la surface de la plaque (As) et I’autre
sur son extrémité (Ae) fig. [V1.3] soit :

dw, ® = J.dutpdu + IdutpedAe (A-10a)
As

pe
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ou la traction des bords p, est donnée en terme de traction local p,, p, et p,

tel que :
pxe c -s 0 pn
Pe=9Per=[S +C 0[P (A-10b)
P, 0 0 1]|lp
et traction sur la surface z = i% est
p_ =[P, p.] (A-10c)
avec
c =c0s¢ et s =simg
y A
= P,
orm/al/ ;
@
X

v

Figure. [VI-3] : Traction des bords

La substitution de u, v, et w de I’équation [VI.1] dans I’équation [10.a] et
I’intégration sur I’épaisseur «e» nous permet d’écrire le travail extérieur en terme de deux
intégrales I’une de surface et I’autre curviligne c’est a dire :

dw,,” = [dd" pda+ [dd" peds (A-11a)
As S

ol p=pepy MM, (A-11b)
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et
b=y oMM

e . (A-11c)
=Ué(pxe,pye,pze,—pxez,—pyeZ)dZ}

VI-A.1.3) Travail virtuel total

Tous les développements qui ont été formulés ci-dessus vont nous permettre
d’écrire le travail virtuel de I’équation [VI-2] en terme du déplacements de la «Surface
moyenne» c’est a dire :

......... [d&" 6da =[ " Gda + [dd" pdda + [dd” p,ods (A-12)
A A As Ss

VI1-A.2) Relations constitutives :

Pour un matériaux homogeéne, élastique et isotrope, la contrainte de I’équation
(3) peut étre relier aux déformations de Green (2) par la relation suivante :

o =D¢ (A-13a)
ou D est la matrice constitutive du matériau

1v0 0 0
v10 0 0
D= Ezool_—vo 0 (A-13.b)
1-v 2
000 Vg
2
000 0 17V
L 2 |

La substitution de ¢ de I’équation (2) et I’intégration a travers I’épaisseur ’e’’
va permettre de réécrire la contrainte résultante & de I’équation (A-5) en terme de
déplacement dérivé ou déformation généralisée £ de I’équation (A-7) tel que :

~
~

o =A¢ (A-14a)
D, 0 0
ol &,+=|0 D, 0 (A-14b)
0 0D

D

S

M _S’)) M
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Et — - Ee? — -~ Ge
tel que D, = D;D, = D;D,=—1I A-l4c
a " 1-y2 " 120-?) a ’ ( )
LV o 10 E
avec D=[v 1 0 S, = G = (A-14d)
. 01 2(1+v)
0 0 v
L 2
Ou [] est le fac

uniforme des contraintes de cisaillement .

VI1-A.3) Variation de la déformation :

Apres avoir discrétisé les équations des travaux virtuels, il est nécessaire de
considérer la variation de déformation d& qui n’est rien d’autre que la somme de la
variation linéaire et non linéaire des déformations généralisées telle que :

dé = d&° + d&t (A-15)

Comme &° est une fonction linéaire de ( alors :

o,x 0 0 0 0
0 o4y 0 O 0| 4
oy o,x 0 0 0 g
. 0 0 O 0 -0,x 0 N
dg, = d<w (A-16)
0O 0 0 0 oy,
0 0 0 -0,y —0,X "
0
0 0 0,x -1 0 y
0 0 ay 0 -1 |

d’un autre c6té si on suppose la variation de u et v par rapport a x et y nulle, et
que I’on prend en considération seulement les variations du déplacement transvase w, alors

on peut exprimer le vecteur de déformation non linéaire £- en fonction de deux matrices
A et @ soit :

Er=A0 (A-17a)
w,x 0
avec : A, =0 Wy (A-17b)
W,y W,X

et 6 =[wx Wy (A-17c)
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(qui représente le vecteur gradient déplacement)

Donc la variation des composantes non linéaires des déformations membraner
est obtenue a partir de I’équation (A-le) et des équations (A-17) en terme de gradient
désoit :

deb = A,do (A-18a)
ou
do =d[Ww,x W,y (A-18b)

VI1-A.4) Formulation par éléments finis de I’équation d’équilibre

L’ application du théoréme des travaux virtuels nous permet d’exprimer
I’équilibre d’un élément ou la stationnarité de son énergie de déformation tel que le
premier membre est le travail virtuel des forces intérieures et le second membre est le
travail virtuel des forces extérieures soit :

d2T6dA = [d0TGdA + [da" pdas + [ dd” p,ds (A-19)
A As S

Il s’agit donc maintenant discrétiser cette équation dans le cadre des éléments
finis en exprimant celle-ci en fonction des déplacements nodaux.

Soit le déplacement 0 a I’intérieur de I’élément est donné en fonction de n
déplacement discret tel que :

0=>[N;lsp, (A-20a)
i=1
N; est la fonction de forme de I’élément choisi fig. [VI-4] et
I5 est la matrice identité [5 x 5]

o; déplacement nodal

avec : 0, = [ai,vi,wi,e

0,

Xi?
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LINEAIRE [LN] SERENDIP [QS]

1
N; =1(1+ Go L+ 170 X170 + 60 —1)

i=1357
N, =2 6)+ @ ) N, =2 - &) n)
So =65 Ty =17 1=2,6
N, =%(1+g0)(1+;7)
i=48

LAGRANGIEN [QL] HETEROSIS (QH)
[Q,]+ Fonction bulle N, = (L-¢?)1-7?) [QL]+(w, =0)

Figure. (V1-4) : Elément plague de Mindlin

L’équation (VI1-20a) peut étre écrite comme suit :
0=No (A-20b)
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ou 0 =40, (A-20c)

Le déplacement virtuel di est dont écrit en terme de déplacement nodal virtuel
eto de I’équation (A-20c) tel que :

da = Nds (A-21a)
&

ol ds =d?’ (A-21b)
S

n

de la méme fagon on peut réécrire le gradient de déplacement & de I’équation [A-
17c] en terme de déplacement nodal

0=Gs (A-22a)
ou
G =[G,G,.......G,] (A-22b)
avec
00N, 00O
G = : (A-22c)
00N, 00

et donc le gradient virtuel de I’équation (A-18b) peut se reformuler comme suit :

d0 = Gds (A-23)

Le vecteur déformation de Green généralisé £ de I’équation (A-7a) est donné
en terme de déplacement nodal tel que :

&= {Bo + % BL(§)} (A-24)

telle que By est la matrice de transformation qui donne les déformations
linéaires &,,&7,¢° et B. la matrice de transformation non linéaire qui dépend de & et

exprime les déformations non linéaires &= est elle méme quadratique et dépendant de s .

VI-A.4.1) Formation de By et B

A ce stade de I’étude on doit obligatoirement formulé B, et B qui sont rien
d’autres que la forme matricielle des déformations £, et £ .
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Ainsi la matrice By est écrite en terme de sous matrice B, telle que :

B, = [Boy. Byysens By, (A-25a)
B" 0

avec B, =0 By, (A-25b)
0 B

Et ou les composants de chaque matrice sont :

* Membranaire

N,, O
Byi =0 N;, (A-25c)
Ni,y NI X
* Elexionnelle :
0 -N;, O
By;={0 0 —N,, (A-25d)
0 —-N;, —-N;,
* cisaillement
ge | TN O A-25
.= -2o€
"IN, 0 =N (A-25)
Et la matrice B est écrite en terme de sous matrice aussi B, soit :
B, =By By, ] (A-25f)
avec
Ay
B, =|0 [G (A-259)
0

VI-A.4.2) Formation du gradient de déformationde:

En substituant les équations (A-21a) et (A-25) dans (A-16) et (A-18a)
respectivement on a la variation de la déformation en terme de déplacement virtuel nodal et
do telle que :

dé = Bdo (A-26a)
etou
B =B, +B.(5) (A-26b)
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VI1-A.4.3) Discrétisation de I’équation des travaux virtuels :

Le travail virtuel de I’équation (A-12) est discrétisé pour un élément
quelconque en substituant I’équation (A-21a) et (A-26a) pour di et d¢ respectivement et
ona:

ds’ { j BT éda — R} =0 (A-273)
A

ou la force nodale équivalente R due aux forces de volume et de surface est :

R=[NTgda+ [NT5da+[N"p,ds (A-27b)
A As S

VI-A.4.4) Formulation de I’équation d’ équilibre :

Si on considere que le déplacement virtuel do est quelconque, on peut donc
exprimer I’équation d’équilibre non linéaire d’un élément comme suit :

w(5)= j B'6d, —R =0 (A-28)

VI - A.5) Solution de I’équation non lineaire d’équilibre

Les résolutions du systeme non linéaire de I’équation [A-28], c’est chercher le
vecteur déplacement & qui rend le résidu y(5) aussi proche que possible du zéro. La
solution exacte rend le résidu nul.

La recherche de la solution & se fait de maniere itérative pour la majorité des
algorithmes de résolution (comme nous I’avons déja vu dans le chapitre précédent).

Le choix porté sur une méthode de résolution dépend essentiellement sur
plusieurs facteurs dont :

- la précision et la rapidité de convergence.
- Lerisque de divergence.
- Pexistence d’une ou plusieurs solutions ... etc.

A noter qu’il n’existe pas de méthode générale valable pour tous les cas.
Cependant, le procédé de résolution doit s’adapter a une classe de probléme donnée
(stationnaire, non stationnaire... etc.)



CHAPITRE VI ANALYSE DE LA (N.L.G) DES PLAQUES PAR LA (MEF)

Les méthodes de base les plus connus sont les suivantes :

- procédé de substitution
- procédé de Newton — Raphston
- procédé incremental.

Notre choix a été porté ici pour ce type de non linéarité sur la méthode de Newton-
Raphston qui est par expérience la plus utilisée.

VI-A.5.1) Méthode de Newton—Raphston :

Cette méthode consiste a résoudre une série d’équation linéaire jusqu’a
convergence de la solution & .

Ainsi, supposons que I’estimation du déplacement initial o©; pour un
déplacement total, donne une force résiduelle y(5,) = 0 alors pour améliorer la valeur &,
on développe le résidu 1//(§i+1) en série de Taylor au voisinage de o, tels que :

w(5,,)=w(s5)+ [‘Z—? (5 )}.A@ TR =0 (A-29a)
D’ou en négligeant les termes d’ordre inferieuralona:
_ [5 w(s) )}A@ = (s, (A-29b)
00
ou [K; ] est définit comme la matrice de rigidité tangente évaluée pour &, et donnée
par :
oy(s, )}
K:|=|—* A-30
(K] { 5 (A-30)

L’équation (A-29) est I’équation lineaire d’équilibre incrémentale qui donne
I’approximation linéarisée de la relation entre la force résiduelle et I’incrément de
déplacement AJ;. Et ou I’amélioration de la solution est telle que :

5., =6, + A5, (A-31)

Ainsi, I’équation (A-29) et (A-31) représentent la solution de Newton-
Raphston pour I’équation non linéaire (A-28) et ou ‘//(5i) et Ao, sont les mesures de la
convergence de la solution.

Le changement R est toujours applique a chaque incrément de déplacement
pour améliorer la stabilité numérique et pour obtenir des résultats intermédiaires.
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Remargue :

Tandis que pour la méthode de Newton — Raphston le calcul de (N — R) et
I’inversion de [K,] est systématique. Pour la méthode de Newton-Raphston modifiée

(KT>), la matrice de rigidité tangente [K; ] est assemblée et décomposée une seule fois.
L’utilisation de I’une ou I’autre, dépend du type de non linéarité; telle que pour

les problémes fortement non linéaires la méthode de Newton—Raphston est plus souvent
utilisée car elle converge en général plus rapidement.

VI - A.6) La matrice de rigidité tangente

La matrice tangente globale [KT] est obtenue en pratique par assemblage des
matrices élémentaires tangentes [KT]. Elle est donnée par I’équation (A-30) qui s’écrit tels
que :

oy v A
05 06 25,
K. ]=| %% v vy (A-32)
05 06 25,
Wy Y, oWy
R =

ou m est le nombre de degre de liberté par élément.

Le résidu 1/1(5) de I’équation (A-28) peut étre étendu comme suit :
8

z Bi1ok
K=1

8
w(o)=[ Kzle“UK da—R =0 (A-33)
Al

8
Z BinOk
K=1

avec o, €tant une composante de la contrainte résultante & qui s’écrit pour des
raisons de commodité :

o= [0'1,0'2,...,0'8]T (A-34)

La dérivee de I’expression y; par rapport aux variables nodales &; nous donne
un terme K, de la matrice globale [K ] soit :
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8
K=1

oy 8 oo oB
K. =—= B, —& + —X da A-35
Tij 551- '[l:KZ—l Ki 851' ZO-K| 85,‘ ( )

etou [2%] =0 pour un chargement conservatif.
j

Le développement de la matrice tangente nous permet d’écrire K, comme suit
(Voir Annexe A) :

R N, N,
K, = j BABda + j G’ Gda (A-36)
) )7 IN, N

Xy y

La substitution de B, D et G de I’équation (A-27b), (A-14b) et (A-22b)
respectivement donne :

K, =K, +K_ +K_ (A-37a)
- ou la matrice de rigidité linéaire élastique K, est:

K, = [ By ABda (A-37b)
A

- la matrice des déplacements initiaux K, qui est quadratiquement dépendante du
déplacement & est:

K, =[B, DB, da+ [B,"DB,da + [B,"DB da (A-37c)
A A A

- la matrice des contraintes initiales K_ est (Voir Annexe A)

N

Xy y

Nx ny
K = j G’ G da (A-37d)
o A N

VI1-A.6.1) Formulation de la matrice linéaire élastique [K,]

Pour un calcul efficace, il est nécessaire de considérer la variation des
submatrices nodales contenues dans I’équation (A-37a) qui permet d’éviter la
multiplication des termes nuls.

L’utilisation de I’équation (A-25c) pour formuler la submatrice B, permet aux
termes de la matrice linéaire K,; d’étre exprimée en fonction des termes de I’effet
membranaire, flexionnel, et de cisaillement soit :

RS B -
0

Koy = . >
" '/[ (Boif)T Df(Bojf)"' (BOiS)T DS(BOiS)

oui,j=1lan
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VI-A.6.2) Formulation de la matrice non-linéaire [K ]

En utilisant les équations (A-25c) et (A-25h) dans I’égquation (A-37c), on
obtient la matrice des déplacements initiaux K, ; soit :

m\ _ m
K =] . ° e )A D”l(BL‘> da (A-392)
A (Br) B, (80) (BL) B, (BL")
dans laquelle :
BL" = A, G/ (A-39b)
et G est:
MNi 9o
Gl =| & (A-39¢)
MNi oo
oy

VI-A.6.3) Formulation de la matrice géométrique [K_ ]

La prédominance des termes nuls dans la submatrice G; de I’équation (A-22c),
indique que la matrice nodale des contraintes initiales K ,; est beaucoup mieux calculée en
utilisant les termes non nuls seulement a la position (3x3) dans la matrice 5x5 telle que :

(Kai ), o :HNLX N, N N, NN +N (N N +N N )] da (A-

A

40)
VI-A.7) Le chargement nodal équivalent dd aux contraintes internes :

Pour évaluer le vecteur nodal résiduel y/(5) de I’équation (A-28) on doit

calculer la force nodale équivalente due aux contraintes internes résultantes & qui s’écrit
pour un nceud donné (i) comme suit :

'_I (BLm)a +(BU) 6, +(BL) 6. . A4
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VI1-B. Analyse de la non - linéarité avec prise en compte de
la distorsion des déplacements u et v :

[H.NL. 2]

Dans le cas des petites déformations, on néglige généralement I’effet de la
flexion membranaire. Cependant dans la cas de grands déplacements et comme
nous I’avons déja vu dans I’approche analytique ainsi que I’approche
numérique des plaques, I’énergie de déformation membranaire n‘est plus
négligeable .Ainsi donc, il devient nécessaire de prendre en compte cette déformation et

voir le degré de son influence sur la déformation de la plaque et sur I’effort de cisaillement
transverse qui est induit par cette déflexion supplémentaire.

Dans le méme ordre d’idée on va se proposer d’étudier I’influence de la
distorsion de u et v en x et y dans le plan moyen; et ce contrairement aux hypotheses de
Von Karman que nous avons déja développé et qui néglige leurs effets.

Pour pouvoir traiter ce probleme par la méthode des éléments finis, il faut
impérativement poser I’équation d’équilibre non linéaire en premier lieu a I’instar de
toutes les autres approches, et en second lieu discrétiser cette méme équation pour enfin
pouvoir la traiter numériquement en la résolvant par I’une des méthodes de résolution non
linéaire que nous avons déja vu dans les chapitres précedents.

Ainsi, le développement de cette approche est comme la précédente basée
essentiellement sur le vecteur de déformation de Green développé pour les plaques en
formulation de Mindlin qui s’écrit comme suit :

U, X+ %(u x) + 1(v x) + %(w X )

2
&
X 1 2 1 2 1 2
V,y+=(U,y) +=(v,y) +=(w,
:, v+l y)f + Sy 2w y)
E=1Vy (=W YV, X+U XU Y +V, XV, Y+ W, XW,Y (B-1a)

s W, X+U,Z+U,XU,Z+V,XV,Z+W,XW,Z

Yy W,Y+V,Z+U, YU, Z+V,YV,Z+W,yW,Z

On développe le vecteur déformation en fonction du déplacement du plan
moyen O = (0,7,W,6,,6, ) et on obtient :
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%(Vv x)z} - z[ﬂ, X0, +V,X Hy,x]+%22[(9x,x)2 + (Hyyx)z]

(A y)2 +%(W’ y)z} - Z[ﬁ’ y HX,V +\7’ y ey,y]-i_%zz[(exyy)z + (Hyy)z]
G

X O,y +V, XV, Yy +W, X W,y]—z[ﬂ,y&x’x+0,x 0,,+V,y0,,+V,x0,,

+Z[0xx xy yx vw]
=W,X—0, —(u X6, +V,x6 )+z[6“0x+6’xx y]
W,y -6, (u,yé?x+v,y0y)+z[6?xy6’y+¢9yy9y]
(B-1b)
Si on pose
0 0
0 lj’x .0 . .0 W, X — 0,
Ey = Y,y ) € =— 6’” V€ = W,y—ﬁy (B-1c)
U,y +Vv,x 0., +0,,
et:

1 ) +
(W, X W,y)+0,x 0,y +V,x v,y
uxo,+v,x0,,
L ~
Em, =HUYO,+V,Y0O

0,y0,, +0,x6, ,+V,y0, , +V,x6,

Am; (X)Z)
et =+ Yo, F +00,,F) (B-1d)

0. 0.,+0, 80

Xy TXX Y. X Tyy

Y.y

. 0,x6, +V,x0,
o, yo, +V,y0

y
¥y, X 7y

0,0, +0, 0

X, yx 7y

{«9 O.+6,,0

alors on peut réécrire & sous forme suivante :
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0 Zgo L L 2 L
g:{gm}+{ Of}+{ng}+z{gT2}+{z gms} (B-2)
0 gs gsl 852 0

Les contraintes :
Sont toujours celles de Piola—Kirchhoff associées aux déformations de Green :
Xz O-zy (B'3)

o= [O'X,O'y,O' o

VI - B.1) Equation des travaux virtuels de Lagrange

Une des maniéres de déterminer I’équation d’équilibre non linéaire est
d’utiliser le théoreme de travaux virtuels de Lagrange qui est formulé en terme continu
dans le systeme de coordonnée Lagrangien accompagné de I’hypothese de petites
déformations et de charge conservative [14].

IdgT o dv= J‘,oduT q dv+J‘duT p da (B-4)
\ \ a

ou

v est un volume indéformable.

ol la contrainte de Piola—Kirchhoff.

de la déformation virtuelle de Green due aux déplacements virtuels d,
p ladensité massique.

q force de volume par unité de masse.

P force de surface agissant sur une surface indéformable a.

Le travail des forces internes dw, peut s’écrire en intégral sur la surface A et
I’épaisseur t tels que :

Y
|@z,0,+dz,0, +dy, 0, +dy,0, +d5,0, ) dz da (B-5)

dw, = J/; 1 Oy,

N

En substituant I’expression de déformation & de I’équation (B-2) dans
I’équation (B-5) et en intégrant a travers I’épaisseur « e » on obtient :

RV 2 B 7 P L P B PP
d dv = + + +17 +7 —o dzda (B-6a
(T R iy S i P T

sl s2
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o
)

3 o
—
NN
—_
Q)

o, O, )dzda+jdgj (0' o, O, )zdzda

<

o, o, )dzda+jd8 j//(a o, o, )dzda

{
|
(B-6b)
!
|

o
35
Er—
T
NN
—_
Q

a

o
™
3 r
w
L+
N2 Ne

o, ny) 2’ dz da+jd8§'[;(axz Gyz)dZ

azy) dz da+ | dg;gf;f(axz ayz) zdz da

apres intégration sur I’épaisseur ‘e’ on obtient (voir annexe C) :

Q

Xz

dw, = jdg G da+_[dgf G, o|a+jo|gm1 mda+jdgm20'f da+jdg &, da+Idgsla da

+t/2LdemSm o|a+t/2jolgs2 osda

(B-6¢)
telles que :
[N N ny]T |:I/(G o,0, )dz}T (B-7a)
[M M Mxy]T [ /(0 o,0, )Zdz}T (B-7hb)
o, = [QX Qy]T = [r;f(cfxz Gyz)d2:| (B-7c¢)

Ceci donc nous permet d’écrire le vecteur de déformation généralisé &
correspondant aux vecteurs contraintes & de I’équation déduite :

dw, = j dé" 6da=R (B-8)
tels que :
oy
G =16, (B-9)
o,
et:
&m
E=38 r=E +&, (B-10)
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ou les composantes linéaires de &, sont :

&

N

&y =€ (B -11a)

o o 30

&

et les composantes non linéaires de £“ sont :
L
Emy 0

Letel24el, (B-11b)

m2

&

My
=
[l

L |
gsl 85 2

Si on pose :
L _ L
gm_gm
e =¢&, +el2s,

L _ L L

e =¢ +el2¢,

alors :

g =1ér (B-11c)

VI1-B.2) Relation Contrainte-Deformation :

Pour un matériaux linéaire élastique homogene avec la contrainte plane
(o, = 0) les contraintes de I’équation (B-3) liées aux déformations de Green .

o =De¢ (B-12a)

En substituant & par les équations (B-2) et en intégrant a travers I’épaisseur t,
on obtient un vecteur contrainte généralisé & exprimer en fonction de la déformation

généralisée ¢ :

5=D¢ (B-12b)
avec :

&,] |Bn 0 0][s,

G,+=0 D, 0|{&, (B-12c)

o] |0 0 D, |l
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A

etou D,,D,,D, sont les matrices d’élasticité membranaire, flexionnelle et de
cisaillement (respectivement).

VI1-B.3) La variation de déformation

Dans I’équation (B-12), on a définit le vecteur contrainte généralisé. Il nous
reste donc a définir la variation de déformation due aux déplacements virtuels di pour
nous permettre enfin de discrétiser I’équation des travaux virtuels .

Ainsi par définition la déformation & s’écrit::

E=E+é&, (B-13)
On peut donc écrire la variation d& comme suit :
dé =dg, +dg, (B-14)
avec pour la partie linéaire :
[o,x 0 0 0 O
0o, 000
6, 8, 000 0
_looo -4, 0 v
de, = 0000 -0, d;v (B-15a)
000 -0, -0, 9*
002a, -10 ’
0090, 0 -1
Et pour la partie non linéaire on a :
der
dg, =1de; (B-15b)
det

S
Pour pouvoir traiter ce probléme il faut impérativement mettre la formulation non

linéaire sous forme matricielle de telle maniére a pouvoir la traite numériquement .
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a)déformation membranaire

u, X

u,y
ux 0 wvwwx 0 wx 0

gb=1/2A0-=1/2 0 uy 0 vy 0 wyl (B-
uy ux v,y V,X WYy WX "y
W, X
w,y
16)
b) deformation de flexion
et =g +el2et, =1/2[H1q}+1/2[H2]q)
0 X, X 0 X X
2u,x 0 2vx O xx,x 0 6Hdyx 0
0 Xy 0 XYy
=-1/2 0 2u,y 0 2vy 0y x +eld4 0 6HOxy 0 Qyy 0y x
20,y 2u,X 2v,y 2V,X ’ 0xy O0xx 0yy 0Yx '
0y,y 0y.y

(B-17)

c) deformation de cisaillement
e =gl +vel2s!, =1/2W1f{X } +1/2Jw2]{X }

2u,X 2v,x ||@ X 0x,x 6y,x|[Ox (B-
=-1/2 +e/2
2u,y 2v,y |0y 0y,y 0yy|l0y

18)
Si les gradients de déplacements en fonction de G,V,W,0, et 6, s’écrivent
Comme suit:
0 =[t,x 0,y V,xV,yw,x W,y[
a=[6..6., 6,.6,,] (B-19)

x=[, o

Alors la variation des composantes non linéaires s’exprime en fonction des
gradients virtuels d@,dq .et dX pour la variation non lineaire du cisaillement
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VI1-B.4) Formulation par éléments finis de I’équation d’équilibre

~

La formulation du déplacement O est toujours exprimée en fonction du
déplacement nodal & tels que :

n

) :Z[Ni |5]5i (B-20)

ou .

N; est la fonction de forme
I, est la matrice identite 5x5

o, est le déplacement nodal qui s’écrit :

o, = [ai v\7i ’Wi O, eyi]T (B-21)
I’équation (B-20) peut s’ecrire plus simplement
0=No (B-22)
ou
51
0.
5=4." (B-23)
0,

Le déplacement virtuel di est exprimé en fonction du déplacement nodal
virtuel telle que :
51
di=Ndo ou ds=ds: (B-24)
o

n

Apres avoir formulé le déplacement 0 en fonction du déplacement nodal & on
peut donc maintenant reformer le gradient de déplacement 6, q en fonction du
déplacement nodal & et de la dérivée des fonctions de forme tel que pour :

* |”état membranaire

0} =[c1fis}+[G2fis} =[Glis) (B-25)
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avec
Nix 0 0 0 O]
Ni,y 0 0 00
0 Ni,kx 0 00
[6]= .
0O Ny O 0O
0 0 Ni,x 0 O
| O 0 Ni,y 0 0]
0 0 Ni,x 0 O
[G1]= . (B-26)
0 O Nby 0 O
Ni,x 0 0 0 O
Ni, 0O 00O
[e2-| "
0 Ni,x 0 0 O
0O N,y 0 00O

le gradient de déplacement de I’équation (B-15) s’écrit en terme de gradient
virtuel en fonction des déplacements nodaux telle que pour:

* |’effet membranaire :
d{o} = [GJd{s} (B-27)

{a=[Llis} (B-28)
avec
Ni,x 0
Ni,y O
0 Ni, X
0 Niy

(B-29)

o O O O
o O O O

le gradient du déplacement de I’équation (B-15c) s’écrit en fonction du gradient
virtuel des deplacement nodaux :

digf =[L]d{5} (B-30)

I’effet de cisaiilement :

X} =[K]is} (B-31)

avec
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B-32
0 0 0O O Ni ( )

[<)-|

le gradient du deplacement de I’equation (B-19) s’ecrit en fonction du gradient
virtuel des deplacements nodaux :

d{X}=[Kd{s} (B-33)

0 0 O Ni O}

A partir de la, on peut exprimer le vecteur de déformation généralisé & en
terme de déplacement nodal & soit :

£=[B,+1/2B (5)] & (B-34)
et ou By est la matrice de deformation linéaire et B, est la matrice de
déformation non linéaire qui dépend toujours de & .
La matrice constante By est ecrite ou formulée en fonction de submatrice :
B, = [Byy. Boy.---» By,
et

By O
B, =|0 B, (B-35a)

0 B

m

les composantes des matrices linaires Bj, By, B, sont données dans les

équations (A-26) de la méme facon, la matrice de déformation non linéaire est donnée en
fonction de submatrices soit :

B, =[B..B.,.--, B.....]

et ou
A, 0 0][G,
B,=/0 H 0]|L (B-36)
0 0 W ||K

En substituant (B-20) et (B-27, 30, 33) dans (B-15) , la variation de la
déformation en terme de déplacement virtuel nodal do est obtenue et écrite comme suit :

dé =B ds (B-37)
avec
B =B, +B.(J) (B-38)

Le développement du terme de la déformation virtuelle d¢ en fonction du
déplacement nodal dé nous amene directement a la formulation du travail virtuel de
I’équation (B-8) ou on y substitue les équations (B-20) et (B-36) dans di et de
respectivement, soit :

ds” {j B'Gda— R} =0 (B-39)
A



CHAPITRE VI ANALYSE DE LA (N.L.G) DES PLAQUES PAR LA (MEF)

avec R est la force nodale équivalente.

R:jNTQda+jNTﬁda+jNTpeds (B-40)
A

As S

Ainsi on peut enfin formuler I’équation d’équilibre non linéaire d’un élément
quelconque tels que :

w(6)=[B'6da-R=0 (B-41)

Pour un déplacement virtuel dé quelcongue.

Remargue :

L’équation (B-41) a un double role; elle peut représenter I’équilibre de chaque
élément d’une structure, ou sous forme assemblée, I’équation d’équilibre totale. C’est une
équation non linéaire en & puisque oet B sont linéaire et quadratique en &
respectivement.

VI1-B.5) Solution de I’équation d’équilibre non linéaire :

Comme il a été précisé précédemment la resolution de I’équation (B-41), c’est
chercher le vecteur déplacement & qui rend le résidu z//((S) aussi proche que possible du

zéro; la solution exacte rend le résidu nul. Notre choix a été porté comme pour le cas
précédent sur la méthode de Newton—Raphston qui conjugue précision et rapidité pour ce
type de non linéarité.

V1-B.6) La matrice de rigidité tangente :

La matrice tangente globale K, est obtenue en pratique par assemblage des
matrices élémentaires tangentes. Elle est donnée par I’équation (A-30) soit :

K, = [81/;_5;2)} (B-42a)
ou de maniéere plus développée comme I’équation (A-32).
La dérivee de I’expression y; par rapport aux variables nodales &; nous donne
un terme K, de la matrice globale K; soit (A-32) :

oy, 2 0o < OBy

A K=1 K=1

et ou pour un chargement conservatif.
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Rl_g
o5,

Le développement de la matrice tangente nous permet d’écrire K, comme

Suit (voir annexe B) :

K, = [BDBda+ [G'NGda-2[G] M L-2[G]V K +t/2L'MLda +t[L'VK da
A A A A

(B-42c)
La substitution des équations (B-38), (B-12) et (B-26), (B-29) et (B-31) dans
B,D etG, L, K respectivement donne :

K, =K, +K_,+K_, (B-43)
*ou la matrice de rigidité élastique linéaire K, est:

K, =B, DB, da (B-44a)
A

*La matrice des déplacements initiaux K
KL, = [B,DB, da+[B DB, da+[B,DB, da (B-44b)
A A A
*La matrice des contraintes initiales (Voir Annexe B)
Ko2=[G"NGda-2[G] ML-2[G] VK +t/2[L"MLda+t[L'VKBda
A A A A A

(B-44c)

Pour la matrice de rigidité K, la formulation est la méme que le paragraphe
(A-6-1) ou le terme de la matrice K,; est donné dans I’équation (A-38) reste la
formulation de la matrice Ko, et le terme de la matrice KL?; dont le développement est
le suivant :

VI-B.7) Formulation de la matrice non-linéaire K,?

Pour pouvoir exprimer les termes K ; de la matrice des deplacements initiaux
d’une maniere simple et explicite il est plus avantageux de décomposer la matrice de
transformation non linéaire B, en plusieurs sous matrices B, dont les termes ne sont pas
nuls.

Ainsi BL(5) est exprimée en fonction de deux matrices; I’une est la matrice de

dérivation de fonction de forme et I’autre est une matrice liée aux déplacements @ . On peut
donc écrire ce qui va suivre :



CHAPITRE VI ANALYSE DE LA (N.L.G) DES PLAQUES PAR LA (MEF)

En| |Em
£=8"+¢8" =180t +iét=[B,+1/2B |5 (B-45)
&) &
B 0
avec : B,=|0 B (B-46a)
0 B
et
B,, Bp
B, =|B;, Bf (B-46b)
B, B.
et dont la formulation de chacune d’elle s’écrit :
* BL = [B;Z B'PlJ: AG (B-47)
= BL=[BY, BL|=HL (B-48)
=Bl =[BY B!,]=WK, (B-49)

a partir de cette notation qui simplifie la problématique numérique, on peut
développer la matrice K, et voir ses termes constitutifs avec plus de clarté.

K, =[B, DB da+[B'DB,da+[B DB da (B-50)
A
Ko =Kw +Kw +Ky (B-51)
avec

Kw =[ByD,B) da+[B{D,Bida+[B DB da (B-52a)

A A A
Ky =[By'D,By da+[B"D,B{da+[B. DB da (B-52b)

A A A
K. =[By DBy da+[B{"D,Bfda+[B! DB da (B-52c)

A A A

On remarque que si on annule les termes de la deuxieme non linéarité, on
retrouve la matrice non linéaire K, de la premiére hypothése, c’est a dire si :
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B, =0
B-=0 alors K?=K!
B-=0

S

VI - B.8) Formulation de la matrice Géométrique K_’

La prédominance des termes nuls dans les submatrices g', g°> de I’équation
(B-26) indique que la matrice nodale des contraintes initiales K ; est beaucoup mieux

calculée en utilisant les termes non nuls. Ainsi on peut réécrire le terme K ; en certaines
positions de la matrice (5x5) soit :

(Koii )lxl = (Koij )2x2 = (Koﬂ )3x3 = J-[Ni,x Nx Nj,x + Ni,y Ny Nj,y + ny(Ni,x Nj,y + Ni,y Nji,x) da
A

(B-53a)

2x5

(Koot = (K ) ——2£[Nlex M, N, +N, M, N +M (N N+ NN lda
(Kapowa = (K oo =t72[ [N}, M, NG+ NG MU NG+ M (NG N+ NG N ]da
(B-53b)
(Koo = (K)o ==2[ [N, QN +N Q) N, Jda

(Kaii)axa = (Kaij )5x5 = t”Nj,xQx N;+N;,Q, Ni,y]da (B-53c)

VI-B.9) La charge nodale équivalente due aux contraintes internes :

Comme nous I’avons déja dit, pour évaluer le vecteur nodal résiduel w(5) de

I’équation d’équilibre, on doit calculer la force nodale équivalente due aux contraintes
internes & qui s’écrit pour un nceud donné (i) comme suit :

R =[8"6 da (B-54)
A

Si on substitue les équations (B-29) et (B-11) dans B et & on obtient :

R=l

T A~ T
Br?] o, + B;Z
T o7 T . T da (B-55)
Bpl c,+B{ o, +B; o, +B; o, +B; o,
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On remarque toujours que si on annule les termes de deuxiéme non linéarité
(By, = Bf =B, =0) on obtient le méme vecteur de charge nodale que précédemment,

c’estadire B, =P,

VI-B.10) Intégration numérique

L’intégration de I’équation d’équilibre non linéaire, ainsi que toutes les
matrices de rigidité est évaluée en utilisant I’intégration numérique et ou I’ordre
d’intégration est précisé dans le tableau ci-dessous :

Q

LN Qs QL "
e Me 2x2 2x2 3x3 3x3
mbr 2x2 2x2 3x3 3x3
1x1 2X2 2X2 2X2

ane

Flexion
Cisaillement

L’intégration est sélective selon que la fonction a intégrer a unt comportement

de membrane ([3m,&m) de flexion (o, D) ou de cisaillement ( [35,05)

VI1-B.11) Calcul des contraintes :

Le calcul des contraintes s’effectue sur la base de I’égalité suivante :

o=D¢

ou
&5=D¢

c’est a dire
G,] [Dn O Of(z,
G.+=10 D, 0]4&,
G,)] |0 0 D, |l&
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Et ce pour chaque élément étudié. On remarque que I’ordre d’intégration est le

méme que celui utilisé pour la matrice tangente. Tableau suivant

LN Q. Q, Qu
‘mbrane Bi- Bi- Bi- Bi-
linéaire linéaire quadratique quadratique
Flexionnel Bi- Bi- Bi- Bi-
linéaire linaire quadratique quadratique
illement | constant  Bi- B  Bi-
linaire linéaire linéaire
* La contrainte de flexion pour z = g
(0 ) ="
O max e2 (B'56)
* La contrainte membraner
N
(Gm )max =—= (B-57)
e
* La contrainte de cisaillement
2
o, = 6Q—;[n— - sz
n*\ u
pour
Z= € - o,=0
2 . (B-58)
120 > (o) =22
2¢e
La contrainte maximum :
(O-)max = (Gf )max + (Gm )max (B'59)

Le calcul de la contrainte s’effectue au bord ou au centre de la plaque étudiée.
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V1-B-12) Calcul des containtes aux nceuds- Technique de lissage

La continuité des contraintes aux interfaces des éléments n’étant pas requise pour la
convergence, on se trouve alors confronté au probleme d’interprétation des quantités qui
ont une distribution en forme d’histogramme (voir fig.(V1-7a)), ceci est du essentiellement
aux fonctions d’interpolation qui ont un mauvais comportement a proximité des interfaces

de I’élément.

Pour remédier ce probléeme Hinton et Campbell ont introduit une technique dite de
Homogénéisation local des contraintes ou local smothing. Cette technique de lissage (voir
fig.(V1-3b)) est une simple extrapolation bilinéaire, linéaire des contraintes des points de

Gauss aux nceuds.
Telque la contrainte extrapolée soit égale a :

o =N_c (B-60)
N_ est la fonction de forme des contraintes aux points de gauss

Considérons, en premier lieu, la situation a une dimension

A | B I c X
-1 0 1
figure(VI-5) : Extrapolation linéaire

L’extrapolation des contraintes des deux points de Gauss (| et Il ) est donné par
I’expression suivante :

a=%[1—3,1+s]{6'} (B-61)

o
Szé T avec :
P

S=-1pouré&=-P
S=1pouré=P
S=0 pour £=0

P, -P sont les coordonnées unidimensionnel des points de Gauss (I etll), P =

-
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On calcul les contraintes aux points A , B, C ( les nceuds), en remplagant leurs
coordonnées dans (B-61), on obtient la relation suivante :

o 0.5—£ 0.5+£
A 2 2

osr=| 05 0.5

Oc O.5+§ 0.5—%

Par analogie, on peut étendre ce calcul pour le cas bidimensionnel, et plus
spécialement a I’élément a huit nceuds pour 2x2 points de Gauss ( voir fig.(V1.7)); on aura
la matrice suivante :

N NI
1+— -—— 1+— —-—
2 2 2 2
1+\/§ 1+\/§ 1—\/5 1—\/5
O\ 4 4 4 4
o 1 N V3
B - le— - 1-—
o 2 2 2 2 o
c 1-43 1443 1443 1-43 !
Tol_| 4 4 4 4 ()%
= ot 1_@ 1 1+£ O
o 2 2 2 2 |lo
F 1+\/§ 1—\/5 1—\/5 1+\/§ v
O'G (
4 4 4 4
On 1 V3 1 V3
- l— -5 1-—
2 2 2 2
1+\/§ 1—\/5 1+\/§ 1+\/§
L 4 4 4 4

figure(VI-6) : Extrapolation bidimensionnel
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Remarque

Chaque contrainte calculée aux nceuds représente une seul composante du vecteur
contrainte.

I||ll""I|

|||||||||||IIIIIIIII|I|||I||||)||||||||Il||

(a) (b)
figure(VI-7) : (a) Contraintes en forme d’histogramme

. (b) Lissage des contraintes

Enfin on calculera la moyenne des contraintes aux nceuds de frontiére lors de

I’assemblage en utilisant la relation suivante :

n est le nombre d’élément qui partagent le nceud i

o; est la contrainte calculée pour chaque nceud i de chaque élément
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VIl Validation du modele numeérique

VII1.1) INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent nous nous sommes intéresses tout particulierement a I’analyse de la non-
linéarité géométrique ot nous avons formulés le probléme pour deux hypotheses.

o La premiere hypothése [H.NL.1] est celle de Von karman qui néglige les
distorsions de U et V dans les directions X et Y

o La seconde [H.NL.2], et qui fait I’objet de notre étude, ne néglige pas les effets
de cette distorsion. On a donc commencé par poser clairement les équations formulées pour
ces hypothéses, d’abord sous forme analytique puis sous forme matricielle. .Et ceci dans le
but de traiter numériquement ce probleme

A cet effet un logiciel est développé sur la base de ces formulations pour prévoir les
déplacements et les contraintes d’une plaque mince soumise a des chargements statiques
importants.

Le déroulement de ce programme va nous permettre d’obtenir un nombre important de
résultat que I’on pourra exploiter,en tant que chercheur, suivant une logique bien établit et
déterminé par la présente recherche.

V11.2) Structure globale du programme informatique

Ce logiciel est concu sur la base d’un sous programme de résolution linéaire et
développé en Fortran visual workbench (1993) dans la logique d’une structure globale de
programme simplifié dont I’organigramme est le suivant :

| Pré - processeur |

Processeur

Post - processeur

Structure Globale du Programme
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VI11.2.1) Preé - processeur

VI11.2.1.1) Préparation du fichier de données

La préparation du fichier de donné pour une structure ayant un maillage grossié, peut
se realiser manuellement. Cependant pour des raisons de convergence et de précision on
raffine au fur et a mesure le maillage ce qui rend la tache de plus en plus difficile. Ceci est du
principalement a l'introduction manuelle des tables de coordonnées, de connectivités des
épaisseurs des nceuds et des conditions aux limites pour une centaine d'éléments et des
milliers de nceuds ce qui ne peut généralement pas échapper a I'erreur humaine et exige un
temps considérable. Pour cela, il est indispensable d'utiliser un pré - processeur, qui nous
permet de préparer I'essentiel du fichier de donnée. Cela nous a été possible en ayant recours a
une génération automatique de ces différentes tables en se basant sur la technique de I'élément
isoparamétrique.

V11.2.2) Processeur

Le processeur est I’objectif de ce logiciel ,il consiste a

e Faire saisir le type de non-linearité que I’on veuille exécuter

e Le type de résolution choisi (méthode de newton-Raphston e newton-Raphston
modifié)

e Lécture des différentes données relatives a la forme aux chargements et aux
conditions d’appuis

Ensuite vient le traitement de ces donnes pour chaque itération ,sous forme d’une
succession de sous programmes aussi importants les uns que les autres mais dont I’essentiel
est,:

e Le calcul des contraintes interne o,,,0:,0. nécessaires a la formation de la
matrice geométrique k_

e Le calcul de la matrice tangente k.= k, + k,_+k_ qui représente la rigidité globale
de la structure

e Le calcul du vecteur contrainte interne p(i) déterminant pour le calcul du résidu
res(i)

e Résolution du probleme linéaire RES(i)=Kt(i).X(i)

«  calcul de la convergence || < ¢

On remarque que la résolution du systéme non-linéaire s’effectue par une des deux
méthodes itératives précédente de telle sorte que I’itération est renouvellée systématiquement
jusqu'a ce que la convergence soit satisfaisante.
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V11.2.3) Post - processeur

Une fois le programme déroulé, un nombre impressionnant de résultats sont
obtenus. Le dépouillement manuel de ces derniers, représente un travail laborieux. Ainsi, le
développement d'un post - processeur s'impose qui une fois les calculs terminés traiterait les
résultats et afficherait ceux sélectionnés préalablement par I'utilisateur sous forme de tableaux
ou de graphiques. Dans I'ordre de cette étude, on s'est limité a I'affichage de certaines valeurs
maximales de déplacements, et de contraintes utilisees dans I'étude comparative dont il est
question.

VI11.3) Applications:

Le programme informatique développé est validé en considérant des exemples
simples trouves dans la littérature. Les résultats du programme seront comparés aux solutions
analytiques, numériques et expérimentales des différents auteurs.

V11.4) Validation du probleme non - linéaire :

Comme pour le cas linéaire, on va considérer des exemples "standard" étudiés par
plusieurs auteurs comme Murray, Bergan et Wood qui vérifient la formulation non - linéaire
géométriques des plaques.

La solution analytique des plaques minces est donnée par Timoshenko ou encore
par Levy qui résout les équations de Von Karman par les 'doubles séries de Fourrier' et dont
la solution est donnée avec une possibilité d'erreur d'environs 2 %.

Pour toutes les applications étudiées; les déplacements, les contraintes et le
chargement sont données sans dimensions tel que :

e Le déplacement central W = W(O()%
e Lechargement :

E

_ (qa%

. . t
e Lacontrainte de la fibre externe z = > oy

4
a) uniformément distribue Q= (qa)/t4
p

b) chargement ponctuel .

~t

a2

C’(x,y)E—tz

X,y)
avec :

a dimension de la plaque

q chargement uniformément répartit

p chargement concentré

O(xy) Contrainte maximum de la fibre externe
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Pour tous les exemples étudiés, les résultats obtenus sont vérifiés par le critere de

convergence |n| < ¢
AU KAU.
AAUHA o,

telle que : In| =
4 <ui>{ui}
et: & est la tolérance en [%]

Cependant, la résolution du systéeme non - linéaire va s'effectuer en premier lieu
par les deux méthodes itératives qui sont celle de Newton - Raphston et Newton - Raphston
modifié. Pour enfin terminer sur celle qui présentera le plus de performance en terme de
convergence et de rapidité.

VI11.5) Validation numérique de la premiere non-linéarité géométrique [H.NL.1]

La validation du programme élaboré par la non - linéarité géométrique passe
impérativement comme nous I'avons dit precédemment par la comparaison des resultats du
programme avec des solutions analytique trouvés dans la littérature. Portant sur des
exemples différents en termes de formes, chargés et de conditions d'appuis.

Nous allons donc commencer avec une application simple d'une plaque carré
chargée uniformément en utilisant plusieurs types d'éléments finis (Q,,Q,, Q,, ) dans le but :
* Premierement de valider le programme

* Deuxiémement de déterminer la modélisation la plus appropriée aux autres
exemples.

* En suite, vient le choix de la méthode de résolution qui sera déterminer pour le
méme exemple test et dont les résultats sont transcrits clairement sous forme de tableaux.

* Enfin, pour terminer, on analyse la performance de chaque élément finis étudié et
programmé vis-a-vis des déplacements et des contraintes dans le cadre de plusieurs
applications.

Application n°1 :

La premiere application du non-linéaire aura pour but I’étude de convergence du
maillage d’une plaque carrée chargé uniformement avec les caractéristiques suivantes :
a=300in
t=3in
E =0.310% pb/in
v=0.316

La modélisation s'effectue a l'aide d'un élément isoparamétrique a 8 nceuds de la
famille Srendip [Q,]et d'un élément & 9 nceuds de la famille de Lagrange [Q ]. L'étude

portera sur le (1/4) de la plague vue la symétrie du probléme considéré. Les conditions aux
limites varient selon les conditions d'appuis.
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a) plague carré encastre :

134

Cet exemple est valable pour un chargement uniformément réparti sans dimensions
Q =17.79 soit g =5.33 Pb; la solution exacte est donnée par 'Levy' qui résout le probleme
des équations de "Von Karman' par les doubles 'série de fourrier'. Les conditions aux limites
sont celle d'un appui encastré soit: u=v=w=0, =6, =0

, ,Nomb Type d'élément

re d'éléments Q. Q
1x1 0.282 0.3449
2x2 0.1546 0.1137
3x3 0.2175 0.2094
4x4 0.2363 0.240

Solution 0.237
Exact

Graphe et tableau (V11.1) : Etude de convergence.-plague carrée encastrée

0.36 —
0.3 —
032 —
0.30 —
0.28 —
026 —

solution exact
ey
_A —

element a huit noeuds [Q8]

element a neufs noeuds [Q9]

0.24 —
02 — |\
020 — \
0.18 —
0.16 —
014 —
012 —

deflexions aux centre de la plaque

/

/

010 —

0.00

.
\
I

10.00 20.00
nombres d'elements
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b)- Plague carré simplement appuyée :

C'est toujours la méme application avec les mémes caractéristiques ce a la
différence prés que les conditions aux limites sont celle d'un appuis simple, et le chargement
est: Q=9.16.

x=%8,, u=v=w=0,=0 et 0, libre
y=%8,, u=v=w=0,=0 et 6, libre

Les résultats obtenues sont comparées a la solution exacte de 'Rushton’ qui résout
le probléme par I'approche des différences finies.

Nombre Type d'élément
d'éléments
Qs QL
1x1 0.1969 0.3624
2x2 0.5293 0.3038
3x3 0.330 0.3022
4x4 0.3436 0.3435
Solution 0.335
Exact
Graphe et Tableau (VII-2) : Etude de convergence - plague simplement
appuyeée-
0.60 —
--<=---  element a huit noeuds
-~ —~— element a neufs noeuds
g 050 — roN —~— solution exact
c / \
G.) T ! \\
o ! \
S | ’I \\
cd 040 II \\\
+— / N
8 — &"l \v\} _ ____;4&
% 030 — !/ e
& 4
3
T 020 | &
0.10 | |
0.00 10.00 20.00

nombre d'element
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Remarque et conclusion :

A la lumiére de cet exemple présenté par une plaque carré encastré et simplement
appuyeée, il apparait clairement, que les résultats du programme et ceux de la solution
analytique sont concordants a 0.3% prés pour le maillage (4x4) et ce en faisant varier les
parametres (charge - condition d'appui).

Donc, pour le reste des applications, un maillage (4x4) sera utilisé étant donné les

résultats obtenus, pour les deux types d'éléments.

Application n°2:

L'application actuelle a pour but de comparer, comme nous lI'avons déja dit, deux
(2) méthodes de résolution du systéme non - linéaire en utilisant plusieurs cas de chargement
ainsi que plusieurs types d'éléments finis :

e I'élément linéaire & 4 nceuds noté [Q,] ou [LN]
e I'‘élément quadratique a 8 nceuds noté [Q, ] ou [Q.]
o I'élément quadratique a 9 nceuds noté [Q,] ou [Q, ]

e I'élément quadratique a 9 nceuds noté[Q,, |

La comparaison portera essentiellement sur le déplacement au centre de la plaque W_,

la convergence de ce dernier ainsi que le nombre d'itérations qui détermine le temps
d'exécution et la rapidité de la méthode.

On précise que le taux d'erreur admis est & = 1%

a) Plaque carré encastrée :

Pour tous les cas exécutes, la modélisation s'effectue sur le quart de la plaque et
ou le maillage est affiné a [4x4] éléments comme nous I'avons conclu préecédemment.[\Voir
tableau (VI1.3) et (VI1.4)]
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b) Plague carrée simplement appuyée :

Ici, la formulation de Mindlin est comparée aux résultats obtenus par 'Rushton’
dans le cas des plaques minces. (Toujours dans le méme cadre d'application).

Les resultats obtenus dans le cadre de la comparaison sont transcrits dans le
Tableaux(VI11.5),et(\V11.6).

Remarques et comparaisons

A travers les résultats obtenus dans le cas de la plaque carrée appliquée pour deux
méthodes et pour plusieurs types d'éléments, on constate aisément que :

L'élément & 8 nceuds de la famille Serendip [Q,] donne des résultats comparables
en taux d'erreur avec les éléments & 9 neeuds [Q,,Q,, | et ce contrairement & I'élément lingaire
[Q,] qui a un taux d'erreur important, mais acceptable d'environs 8% par rapport aux autres.

Vient maintenant la comparaison entre les deux méthodes qui est basée
essentiellement sur le déplacement, la convergence et le nombre ditération. Ainsi, on
remarque facilement que :

Pour la méthode de Newton - Raphston modifiée, le calcul de K, une seule fois
au cours de la deuxieme itération, rend le temps d'exécution plus rapide. Mais augmente, le
nombre d'incrémentation. Tandis que la méthode de Newton - Raphston calcule K, pour
chaque itération mais en diminue sensiblement le nombre.

En conclusion, on peut dire que la méthode de Newton - Raphston converge
beaucoup plus vite que la méthode de Newton - Raphston modifiée, bien que les déplacements
soient comparables ou presque identiques. Donc, le choix est rapidement fait en selectionnant
la premiére méthode pour tout le reste des applications.

Pour une meilleure appréciation des résultats, on présentera les contraintes et les
déplacements sous forme de courbes représentées dans la figure [VII1.3] et [VII.4] ou les
résultats des différents types d'éléments sont comparés a la solution exacte :
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2.00 — 27.50—
1.90 — |
150 — E 25.00—
o E | 2250
1.50 — ( 20.00—
1.40 — 7]
1.30 — E 17.50—
1.20 — i
1.10 — e 15.00—
1.00 — |
0.00 — 12.50—
0.80 — —@— solution exact |
0.70 —: —— lagrange [Q8] 10'00i
0.60 — — /= - srendip [Q9] 7.50 —
0.50 — —) — heterosis [QH] 14
0.40 — —F——  lineaire [Y] 5.00— ¥
0.30 — )
0.20 T 2.50—®
0.00 400.00 800.00

Q=(a/E)(a/h)*4

TABLEAU (7-3)

n

©

S

®)

O

x

S

©

7))

((b)

+—

j=

@

]

-

®)

&)

solution )
—/— lineaire
--<>--- serendip
- =+ - lagrange

\—t |— hatarosis )

‘ [

0.00 200.0 400.0 600.0

chargement
TABLEAU (7-3a)

130

—&@— solution exact
--=--  srendip[QS]

- (9 - lagrange [QL]
—7<— Heterosis [QH

5.00 — | |

0.00 400.00 800.00

chargements Q
TABLEAU (7-3b)

GRAPHE [VII-3] : PLAQUE CARREE ENCASTRE
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650 —
600 —
550 —
500
450 —
400 —
350 —
300
250 | 4
200 —

—4&@— solution exact
---1--- element lineaire [Q4]
/~ = lagrange[Q8]
100 —} |—>— serendp[Q9]
—A — heterosis [QH]

0.00 | | |

0.00 5000.00 10000.00

chargement Q

TABLEAU (7-5)

contrantes au centre

160.00 —
150.00 —
140.00 —
130.00 —
120.00 —
110.00 —
100.00 —
90.00 —
80.00 —
70.00 —
60.00 —
50.00 —
40.00 —
30.00 —
20.00 —
10.00

0.00

0.00

solution exact

- element lileaire [Q4]

serendip [QS]

lagrange [QL)
heterosis [QH]

5000.00
chargement Q

TABLEAU (7-5a)

GRAPHE [VII-4] : PLAQUE CARREE SIMPLEMENT APPUYEE

10000.00

131
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Application N°3:

Pour cet exemple, nous allons explorer la capacité de I'élément finis choisis en mode de
distorsion a travers I'analyse d'une plaque biaise encastrée et chargée uniformément.

a) Plague biaise encastrée :

Pour cette application, langle de distorsion g prendra trois valeurs
[ﬂ =0° f=45°p= 30°] pour lesquelles la plaque sera analysée Graphe (V1I-5).

Le maillage est effectué a I'aide de I'élément Lagrangien [QL] a 9 nceuds est comparé a la
solution de Levy.

B=0.0° B=45° B=30°

0.00 —
0.00 0.00 0.00

Remarques :

Aprés avoir explorer le graphe (V11-5) on constate que Dans le cas des plaques biaises, la
capacité de I'élément en mode de distorsion est mise a I'épreuve, et I'on remarque que :

e pour le cas ou l'angle de distorsion [ﬂ = 0], les résultats obtenus sont comparable aux

résultats calculés de la plaque carrée encastrée. Cependant, la distorsion de I'élément conduit a une
dégradation visible de la contrainte.

e Pour les deux autres cas (S =30° et f = 45°), la dégradation du déplacement ainsi que

la contrainte est évidente, ce qui prouve que le choix de I'élément a 9 nceuds n'est pas approprié et
qu'il faut impérativement un autre élément.
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2.00
190 —
180 —
170 —
1.60 —
150 —
140 —
130 —
120 —
110 —
1.00 —
090 —
0.80 —
0.70 —
0.60 —
050 —

0.00

contraintes aux centre

—@— solution exact
- 4+—  angleB=0°
—/\ — angle B=30°
—==— angle B=45°

]
200.00 400.00 600.00
chargements Q

TABLEAU (7-7a)

30.00 —

27.50 -
25.00 -
22.50 -
20.00 —
17.50 -
15.00 -
12.50 -

10.00 —
750 —
5.00 —

2.50

- angle B=0.0°

angle B=30°

- angle B=45°

solution exa

0.00

0.00

contraintes aux bords

200.00 400.00 600.00

130

angle B=0.0°

- angle B=30°

angle B=45°

solution exact

|
800.00

chargement Q
TABLEAU (7-37¢)

chargement Q
TABLEAU (7-7b)

GRAPHE [7-5] : PLAQUE BAISE ENCASTRE
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Application n°4 :
Ici, la performance des trois familles d'éléments [QS,QL,QH] est comparée avec la solution

analytique de Kirchhoff dans le cas de charge uniformément répartir [19] et concentré [20]. Pour la
représentation des bords courbes et plus particulierement pour une forme circulaire etiptique

a) Plague circulaire encastrée :

Pour cet exemple, on considére une plaque circulaire encastrée soumise :
* A une charge concentrée (P) au milieu de la plaque
* A un chargement uniformément repartie (Q)
avec une convergence imposee de 0.1%

a =100in

b = 200in

e =2in

E =0.110%Ib/in?
v=0.3

2b

Les résultats obtenus sont schématisés dans les courbes de la figure [VI1.6]et[VII.7].

b) - Plague elliptigue encastrée :

Enfin, pour terminer, on prend le cas d'une plagque elliptique encastrée soumise a une
charge uniforme avec une tolérance imposee de 0.1%. Les propriétés géometriques et matérielles sont
données ci-dessus et les valeurs numériques des contraintes et des déplacements sont lus dans le
graphe de la figure [VI11.8]



deplacements aux centre

CHAPITRE VII VALIDATION DU MODELE NUMERIQUE

140
130 —
120 —
110 —
100 —
090 —
080 —
070 —
060 —
050 —
040 —
030 —
020 —

0.10

5.00 —

QL
|=
D
(&)
3
0
Q
=
©
<
(®)
(&)
—@— solution exact
--A-- lagrangiel [QL] 150 —
- @ - serendip [QS)
—==— heterosis [Q 100 —
| | 0.50
0.00 10.00 20.00

chargrments Q
TABLEAU (7-7)

450 —

4.00 —

350 —

3.00 —

250 —

200 —

| n
S
®)
| O
x
@
— 0 8.00 —
g
S
: T
<
®)
_ &)
B —@— solution exact 3
--<>>--  serendip[QS]
| - /A - lagrange[QL] 2.00 —
—— heterosis [Q
| | 0.00
0.00 10.00 20.00
chargements Q

TABLEAU (7-7a)

1.00 —

132

—@— solution exact
- [Q8]
- < - QU
—~— [QH]

0.00 10.00 20.00
chargements Q

TABLEAU (7-7b)

GRAPHE [7-6] : PLAQUE CIRCULAIRE ENCASTRE

1.00
0.90 3 %

3.50
N AN }

ords
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TABLEAU (7-8a) TABLEAU (7-8b)
FIGURE [VII-7] : PLAQUE CIRCULAIRE ENCASTRE
1.80 16.00 6.00
1.70 @ 1500 ®
1.60 S 14 e y
g 140 S 500 Y/

1 IrMN o ALY NI\
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TABLEAU (7-9a) TABLEAU (7-9b) TABLEAU (7-9¢)

GRAPHE [7-8] : PLAQUE ELLIPTIQUE ENCASTREE
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Remarques et comparaisons:
Dans le cas de la plaque circulaire encastrée, on remarque que les résultats obtenus par les
trois éléments (Q,,Q,,Q, ) sont comparables sur le plan contrainte déplacement; car il est difficile de

distinguer clairement la tendance comportementale de chacun puisque pour certains cas de chargement
un element donnera de bon résultats par rapport a un autre, tandis que, pour d'autres cas de chargement,
ce dernier va donner des résultats meilleurs que le premier.

Dans le cas de la plaque elliptique encastrée, ici encore, les valeurs obtenues sont
comparables pour les trois élements. Cependant, les eléments Q, et Q, donnent de meilleurs résultats

que I'élément Hetérosis qui présente certaines irrégularités aux bords de la plaque.

Résumé et Conclusion :

Dans cette partie, nous avons présenté l'analyse de non - linéarité géométrique des plaques
en utilisant la formulation de Mindlin par éléments finis dans le cas des hypothéses de Von Karman.

Comme éléments d'analyse et de validation, nous avons utilisé plusieurs types d'éléments
finis dans le cadre de formes diverses (carrées, biaises, circulaires, elliptiques), ainsi que deux méthodes
de résolutions non - lineaires, dans les buts évident :

e premierement de comparer la formulation de Mindlin par éléments finis a la formulation de
Kirchhoff pour les plagues minces.

e deuxiemement de conclure sur la méthode de résolution la plus économique.

e troisiemement de déduire I'élément finis le plus performant.

Pour pouvoir enfin analyser la deuxieme non - linéarité en utilisant la meilleure méthode de
résolution ainsi que le meilleur élément finis.

Vient donc la phase du déroulement du logiciel qui va nous permettre d'obtenir les résultats
nécessaires a la validation du programme ainsi qu'a la comparaison dont il est question.

Au terme de I'exécution numérique, nous obtenons plusieurs valeurs relatives a la contrainte
et aux déplacements que nous transcrivons dans des tableaux et que nous schématisons dans des
courbes.

Tout ceci nous permet de conclure que :

1- La formulation de Mindlin dans le contexte de géométrie non - linéaire est une solution
acceptable dans le cas des plaques minces de la formulation de 'Kirchhoff".

2- La méthode de résolution la plus appropriée est celle de Newton - Raphston.
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3- Enfin, a la lumiére de la comparaison entre élément finis isoparamétrique linéaire [Q4] et de
ce des familles de 'Serendip' [Q,] de 'Lagrange' [Q, ] et 'Hetérosis' [Q, ], avec les résultats analytique

obtenus dans le cas des plaques minces; il apparait clairement que les éléments quadratiques sont plus
souvent performant que I'élément linéaire [Q,] et que les éléments & 8 et 9 nceuds (Q,,Q,,Q, ) donnent

des résultats comparables a [0.1%] pres.

Nous remarquons ainsi que l'irrégularité du comportement de chaque élément vis-a-vis de
certains cas de chargements de formes ou de conditions d'appuis, nous menes a penser que les trois 'Q
family' (QS,QL,QH) présente les mémes avantages et les mémes inconvénients et donc, qu'il n'y a pas

d'éléments plus performant qu'un autre. Ce qui va nous permettre d'aborder notre deuxiéme partie
d'analyse non - linéaire par éléments finis en utilisant I'un des trois éléments sans préférence particuliére.

Néanmoins, le choix de I'élément quadratique a 9 nceuds de la famille de Lagrange [ L]
présente une solution mediane avec la certitude d'approcher la solution exacte a 0.1% preés.
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V11.6 Validation numérique de la deuxieme non - linéarité
geométrique [H.NL. 2]

A ce niveau de I'analyse, I'élaboration du programme de calcul est basée principalement sur
la théorie déja développeée dans le chapitre précédent et ou I'influence de la distorsion u et v en x et y est
prise en compte, contrairement aux hypotheses de "Von Karman' . Les résultats sont donnés en terme
numeérique sous forme de tableaux et de courbes comme nous l'avons déja vu.

Au terme de cette étude, il ne nous reste plus qu'a concrétiser tous les développements
matriciels précédemment effectués sous forme numérique a travers des tableaux et des courbes. Ceci
pour pouvoir évaluer, enfin, en terme de pourcentage [%] le taux d'erreur existant entre les deux
approches. L'une [H.NL.1] de "Von Karman' qui néglige par hypothese les dérivées de u et ven x ety
et l'autre [H.NL.2] plus compléte qui prend la formulation intégrale du tenseur de déformation de
"Green" en considérant physiquement d'autre degré de liberteé.

Ainsi, pour pouvoir apprécier la différence entre les deux méthodes, il faut impérativement I'appliquer en faisant varier
les parametres : (charge , forme et conditions d'appuis) dans le but évident d'explorer toutes les possibilités ou presque

afin d'arriver a conclure sur une hypothese générale.

Application n°1

a) - plaque carrée encastrée :

Pour ce cas, on considere les mémes caractéristiques géométriques et matérielles que
I'application précédente.

Les résultats obtenus sont posés sous formes de tableaux et de courbes et ou la comparaison
entre les deux hypothéses est basée essentiellement sur le méme taux de convergence |n[ < &
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Plaque carrée encastrée - Deplacement du centre w,

. Type d'approche Pourcentage
Charge Q Solution Exacte ANL 1 HNL 2 derreur [(S)]
17.79 0.237 0.2409 <0.56> 0.2412 <0.56> 0.125
38.3 0.471 0.4766 <0.104> | 0.4773 <0.102> 0.147
63.4 0.695 0.6956 <0.153> | 0.7009 <0.0748> 0.186
95 0.912 0.9117 <0.153> | 0.9136 <0.748> 0.208
134.9 1.121 1.1156 <0.02> 1.1181<0.24> 0.224
184 1.323 1.3105<0.143> | 1.3135<0.958> 0.23
245 1.521 1.5026 <0.001> | 1.5061 <0.6895> 0.233
318 1.714 1.689 <0.06> 1.6925 <0.273> 0.208
402 1.902 1.866 <0.818> 1.8700 <0.285> 0.22
~0.2%
Plaque carrée encastrée - contrainte aux bords a(fy , 0)
. Type d'approche Pourcentage
Charge Q Solution Exacte H.NL. 1 H.NL. 2 d'erreur [%]
17.79 5.48 5.321 5.33 0.17
38.3 11.52 11.67 11.71 0.34
63.4 18.03 17.28 17.367 0.5
95 25.32 24.15 24.31 0.66
134.9 335 31.68 31.97 0.915
184 42.4 40.40 40.86 1.14
245 52.8 49.44 50.11 1.355
318 63.9 59.05 59.97 0.9
402 75.8 68.98 70.18 1.74
~ 0.75%
Plaque carrée encastrée - contrainte aux centre o(a, 0)
. Type d'approche Pourcentage
Charge Q Solution Exacte H.NL. 1 H.NL. 2 d'erreur [%]
17.79 2.6 2.562 2.563 0.04
38.3 5.2 5.33 5.331 0.02
63.4 8.0 8.114 8.116 0.024
95 11.1 10.85 10.851 0.02
134.9 13.1 13.55 13.56 0.02
184 15.9 16.21 16.23 0.02
245 19.2 18.947 18.98 0.2
318 21.9 21.72 21.77 0.23
402 25.1 24.52 24.58 0.25

= 0.094%

138
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b) - plaque carrée simplement appuyée :

C'est toujours la méme plaque a la différence prés que les chargements et les conditions
d'appuis sont différents.

Les résultats obtenus sont comparés a celles de "Rushton™” qui résout le probleme par la
méthode des differences finies et ou la comparaison entre les deux hypotheses est basée principalement

sur le méme taux de convergence ||n)|

Plaque carrée simplement appuyeée - fleche au centre w

. Type d'approche Pourcentage
Charge Q Solution Exacte H.NL. 1 H.NL. 2 d'erreur [%]
9.16 0.335 0.3434 <0.6> 0.3437 <0.4> 0.17
36.6 0.818 0.8090 <0.19> 0.8097 <0.7> 0.08
146.5 1.45 1.4533 <0.003> 1.4537 <0.35> 0.0227
586 2.40 2.374 <0.004> 2.3717 <0.4> 0.13
2344 3.83 3.7851 <0.002> 3.79 <0.1> 0.13
9377 6.07 6.009 <0.46> 6.017 <0.5> 0.133
~0.11%
Plaque carrée simplement appuyée - contrainte au centre 0'(0, 0)
. Type d'approche Pourcentage
Charge Q Solution Exacte H.NL. 1 H.NL. 2 d'erreur [%]
9.16 2.46 2.5961 2.5974 0.01
36.6 6.90 6.9804 6.9842 0.02
146.5 45 14.728 14.731 0.1
586 30.0 30.408 30.394 0.2
2344 65.2 66.031 66.31 0.2
9377 148.3 150.60 150.88 0.3
~0.1%

Remarque et conclusion :

L'analyse de la plaque carrée qui est modélisee par un élément finis quadratique de Lagrange

[Q.] & 9 nceuds, nous donne des valeurs numériques au centre et aux bords de la plaque ou I'on
remarque aisement que les deux approches donnent des résultats presque identiques a 0.5% pres aussi
bien pour les déplacements que pour les contraintes.

On note également que le taux d'erreur a une variation proportionnelle au chargement ou il
augmente légerement pour chaque accroissement de charge indépendamment des conditions d'appuis.
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Application n°2 :

- Plaque biaise encastrée :

140

Pour cet exemple, on considére les mémes caractéristiques géométriques et matérielles que
le précédent, sauf que la comparaison portera sur le cas ou I'angle de distorsion (,B = O)

0.00
0.00 150.00
Plaque biaise encastrée - fleche centrale w
. Type d'approche Pourcentage
Charge Q Solution Exacte H.NL. 1yp = H.NL. 2 d'erreur [fy%]
17.79 0.237 0.2369 0.23759 0.3
38.3 0.471 0.4701 0.4725 0.5
63.4 0.695 0.6923 0.69678 0.65
95 0.912 0.9043 0.91098 0.74
134.9 1.121 1.1086 1.1172 0.78
184 1.323 1.3041 1.3143 0.8
245 1.521 1.4968 1.5084 0.77
318 1.714 1.6835 1.6962 0.75
402 1.902 1.8613 1.8747 0.72
~0.7%

Remarque et conclusion

Précedemment, nous avons testé la stabilité a la distorsion des éléments finis, mis en
comparaison afin de déterminer la performance de chacun a ce genre de comportement et nous avons
déduit que le maillage par élements carrés linéaires et quadratiques ne convenait pas sauf pour le cas

limite ou la distorsion de la plaque est nulle (5 = 0).
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Ce qui nous meéne a faire comparaitre cet exemple dans le cas précis de la comparaison des
deux approches antérieurement développées. Afin d'évaluer numériquement en pourcentage [%] le taux
d'erreur qui peut exister entre les deux.

Pour ceci, seuls les valeurs relatives aux déplacements sont transcrits.

Ainsi, a la lumiere des résultats obtenus, on remarque facilement comme pour le cas de la
plaque carré que la variation du taux d'erreur est négligeable et que sa valeur est proportionnelle au
chargement applique.

Application n°3 :
a) - Plaque circulaire encastrée :
Pour la plaque circulaire encastrée, on considere 2 cas de charges :

- chargement uniforme Q
- chargement concentré P

Plaque circulaire [Q, ] - déplacement central w

. Type d'approche Pourcentage
Charge Q Solution Exacte H.NL. 1 H.NL. 2 d'erreur [%]
1 0.169 0.16889 0.16899 0.06
2 0.323 0.3242 0.32462 0.1
3 0.457 0.46058 0.46121 0.14
6 0.761 0.7718 0.7733 0.19
10 1.035 1.0528 1.0550 0.21
15 1.279 1.3018 1.3046 0.21

= 0.16
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Plaque circulaire [P,] - fléche centrale w

Sol Type d'approche
Charge Q ution H.NL. 1 H.NL. 2 Pourcentage
d'erreur [%]
Exacte

1 0.2130 0.21883 0.21861 0.1

2 0.4052 0.41568 0.41498 0.17

3 0.5705 0.58448 0.58322 0.25

6 0.7123 0.72894 0.72713 0.25

10 0.8354 0.8544 0.85208 0.27

15 0.9442 0.96528 0.96246 0.29

=0.216

b) - Plaque elliptique encastrée :

Enfin, pour terminer, on prend comme exemple final, le cas d'une plaque elliptique encastrée
dont les propriétés géométriques et matérielles sont données précédemment et le chargement appliquée
est uniforme.

0.00
Plaque elliptique - fleche centrale w
. Type d'approche Pourcentage
Charge Q Solution Exacte "IN 1yp PP HNL 2 d'erreur [(g)]
1 0.344 0.3491 0.34911 0.003
2 0.600 0.6082 0.60833 0.021
3 0.789 0.79829 0.79849 0.025
6 1.163 1.1745 1.748 0.0255
10 1.490 1.4930 1.4931 0.007
15 1.790 1.7755 1.7753 0.013

=0.01
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Remarque et conclusion :

Pour terminer, le cas d'une plaque circulaire et elliptique sont analysé dans le but évident
d'évaluer une dégradation éventuelle des résultats dans le cas particulier d'une frontiere courbe. Pour
ceci, on fait varier la valeur et la nature du chargement afin d'élargir notre champs d'analyse et de
compréhension.

Enfin, I'exécution et le déroulement du programme qui traite les données relatives au chargement, a la forme et aux
conditions d'appuis dans ce cas précis ce cet exemple, nous donne des résultats divers mais néanmoins précis qui nous
permet une fois de plus de conclure comme pour tous les cas précédents : que l'erreur entre les deux approches est
négligeable et proportionnelle au chargement indépendamment de la forme et des conditions d'appuis de la plaque
analysée

D Conclusions & Perspect-

Au cours de cette étude, nous avons presenté I'analyse de la non linéarité géométrique en

utilisant la formulation_de Mindlin par eléments finis dans le cas des plagues minces et moyennement
épaisses avec [% < 2—10

Cette analyse a été développée pour deux hypothéses complémentaires, celle de 'Von Karman'
qui néglige les distorsions de u et v en x et y et celle qui ne les néglige pas. Ce qui correspond a

I'objectif principal de notre étude.

Au terme donc de cette recherche il ne nous reste plus qu’a développer la partie la plus
importante de notre analyse qui est I’exploitation des résultats obtenus.

Ainsi, pour valider la formulation que nous avons développé antérieurement, il est impeératif de
comparer les résultats obtenus par le programme aux résultats exacts donnés par plusieurs auteurs
traitant du méme probleme (murray [8],Bergan [9] levy [28] et Wood [10])

Le cheminement de I’analyse suivra donc plusieurs démarches exprimé ici par trois (3) étapes
principales:
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1. Lapremiere etape, va statuer sur la formulation de Mindlin pour les plaques minces
2. Ladeuxieme étape, portera surtout sur le choix des outils d’analyse tel que:
o La méthode de résolution la plus économique.

o L’élément le plus performant parmi les trois ©* Q family ** [Q,,Q,,Q, 1.’

3. Latroisieme étape portera sur I’essentiel de notre analyse qui est
o la validation du modele numérique pour la théorie développees.
e la comparaison entre les deux approches en terme de pourcentage d'erreur.

. La méthode idéal a I’utilisation

Pour plus de rigueur nous nous sommes imposés I’examen de plusieurs types d’applications ou
les propriétés géométriques et matérielles sont différentes selon I’exemple étudié telle que :

a) plaque carré

b) plague biaisé.

¢) plaque circulaire.
d) plaque elliptique.

On précise que pour toutes ces applications les déplacements,les contraintes et le chargement
sont donnes sans dimension .

Le déroulement du logiciel pour toutes ces applications nous a permis d’obtenir un nombre
impressionnant de résultats dont I’exploitation sous forme de courbes et de graphes simplifie
I’interprétation

Ainsi, I’exploitation de ces résultats est menée suivant les trois étapes que nous nous sommes imposés plus haut Ce qui

nous permet de conclure sur tous les points que nous avons soulevés précédemment :

1.1 La formulation de Mindlin pour les plaques épaisses dans le contexte de la géométrie
non - linéaire est une solution acceptable dans le cas des plaques minces de la formulation de
"Kirchhoff".

2.1 La méthode de résolution la plus appropriée est celle de "Newton - Raphston".
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2.2 A la lumiére de la comparaison entre élément fini isoparamétrique linéaire [Q,] et les
trois "Q - family” de Lagrange [Q, ] de serendip [Q,] et I'élément ‘hiérarchisé' [Q,, ] avec les résultats
analytiques obtenus, il apparait clairement que :

1)- Les éléments quadratiques sont plus souvent performant que I'élément linéaire |Q |
2)- Les éléments a 8 et 9 nceuds (QS, Q. QH) donnent des résultats comparables au plus identique.

3)- L'irrégularite de comportement de chaque élément vis-a-vis de certains cas de charge, de forme et
de condition d'appui, nous mene a penser que les trois "Q - family" [QS, Q.. QH] présentent les
mémes avantages et les méme inconvénients. Ce qui nous permet de conclure qu'il n'y a pas
d'élément plus performant qu'un autre ; Sauf peut étre pour I'élément Hetérosis [ H] qui présente
pour certain cas de forme géométrique une précision relative, mais négligeable par rapport aux autres
.On précise ,cependant, que son utilisation reste un peut lourde a I’emploi.

Ceci nous permet donc d'aborder notre troisieme étape en utilisant certains outils d'analyse déduits
directement de la précédente et ou le type de résolution et I'élément de maillage utilisé est choisie
directement sur la base d'une comparaison déja effectuée.. Ainsi, la méthode de résolution est
celle de " Newton - Raphston” par déduction et le choix de I'élément est arbitraire
puisqu'il n'y a pas d'élément présentant une performance particuliere. Néanmoins,
I'élément Lagrangien [Q,] a 9 nceuds est choisit comme une solution médiane.

Ainsi, l'analyse par éléments finis de la deuxieme approche de non linéarité géométrique
[H.NL.2] est effectuée sur la base d’un développement matriciel largement exposé dans le chapitre
précédent et dont certains parametres sont déterminés plus haut .

Dans le méme ordre d’idée et dans le but d'élargir notre champs de comparaison, nous nous
sommes imposées l'examen de plusieurs applications dont les propriétés géomeétriques et matérielles
sont différentes. Ceci au méme titre que la premiere approche.

Finalement, une fois le logiciel déroulé pour tous les exemples, on constate a la lumiere des
valeurs numériques obtenues que :

3.1 Le modele numérique développé est belle et bien validé et étayait par des valeurs
exactes obtenues pour plusieurs cas de charge, de forme, et de conditions d'appuis.

32 I'analyse numérique entre les deux méthodes nous permet apres examen minutieux de
toutes les valeurs obtenues pour toutes les applications de constater que :

1)- L'erreur entre les deux approches est négligeable et proportionnelle au chargement
[indépendamment de la forme et des conditions d'appuis]

2)- L'approche développée par la deuxiéme non - linéarité génére des matrices de rigidité beaucoup plus
importantes que pour la premiére méthode, ce qui est onéreux du point de vue stockage, conduisant
ainsi a une augmentation du temps machine.



CHAPITRE VII VALIDATION DU MODELE NUMERIQUE 146

3)- On remarque ainsi qu'au niveau de la résolution par la méthode de Newton - Raphston, le nombre
d'itération nécessaire a la convergence de la deuxiéme approche est pratiquement le double de la
premiére ce qui augmente encore le temps d'exécution.

3.3- Pour terminer, on arrive a la conclusion qui est I'essence méme de notre analyse
pour dire que :

1)- la méthode de la premiere non - linéarité est beaucoup plus intéressante a I'application que la
deuxiéme approche aussi bien au niveau des valeurs numériques obtenues considérées trés proche
des valeurs exactes que sur le colt d'exécution en temps machine.

2)- L'hypothése qui néglige les termes de distorsions en x et y est enfin justifiée numériquement, ce qui
prouve d'autres part :

3)- La puissance du modéle numérique développé, par rapport ,au modéle mathématique formulé a

partir des équations de I'élasticité pour méme probleme.

4)- D'autre part, les résultats obtenus a travers I'analogie, confir tent df’f' itivement I'hypothese de " Von
Karman" pour les plaques minces et moyennement épaisses T < 20l
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e Recommandations

Dans cette présente recherche, on s'est intéressé particulierement a la non linéarité
géométrique des plaques minces et moyennement épaisses, ou nous avons développés un logiciel
traitant du méme probleme . Il serait ,donc, opportun d’augmenter ce méme logiciel en complétant cette
étude par d'autres approches aussi intéressantes que diverses :

1- Etendre le traitement aux plaques épaisses spécialement dans le cas de charges trés élevées
et ou on considére le probléme de I'élasticité tridimensionnel.

2- Etudier le probléeme avec comme variante la nature du matériau et particulierement si on
considére une plaque composite formée d'un empilement de minces couches de matériaux orthotropes et
d'orientation quelconque avec la simplification de les considérés comme la superposition de plaque
mince homogene et orthotrope ou seul le couplage des effets de membranes et de flexion dans la matrice
d'élasticité, fait la différence avec les plaques homogénes.

3- Augmenter l'analyse de la non - linéarité géométrique a l'analyse de la non - linéarité
matérielle, en considérant le matériau comme élastique - parfaitement plastique.

4- Considérer I'aspect dynamique en résolvant le systéme non linéaire d'équation différentielle :
Mii + Cu+ Ku = F(t)

\

ou
M est la matrice Masse

C est la matrice d'amortissement
K est la matrice de rigidité globale

F(t) est le chargement évoluant avec le temps comme par exemple le chargement
thermique
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Annexe A

Formation de la matrice Géometrique k, [H. NL. 1]

En substituant I'équation (6A-35) dans (6A-32) et en considérant :

8
Z By1 0%

K=1

8
Z By, ok
K=1

8
z By Ok
K=1
on obtient aprés dérivation

K, = [[B"N(6)+M(6)B]da Al

A

ou

do, 0o,
35
Jdo, Oo,

2Py

m

m

A2

Jog  Ooy

2Py

et

M(G)=|: A3

par ailleurs on a I'équation qui donne la contrainte & en fonction de £ soit :



oc=D¢ Ad
la variation de la contrainte s’écrit donc :

do=Dd¢ A5

do =D Bde A6
on en déduit donc que
N(6)=DB A7
En substituant (6A-26) et (A7) dans (A1) on obtient

A
K;=[B"DBda+ [M(6)B,+|0 (G |da A8
A Aa 0

Si on considere que B, est une constante et ne dépend pas de § on aura seulement les

dérivées de BL(5) qui ne sont pas nulles, soit

ala(w, x)+038(w, y) Gza( ,y)+036( ,X)
85, 85, 85, 86
o(Ww,x)  a(w,y) aW,y) _ a(W,x)

M(5)Bda=[| 7 a6, 25, |Gda A9

>

On remarque que les termes différentiels en o, dans I'équation A9 sont des coefficients de

la matrice G de I'équation (6A-23) tel que :

o WX
05, -

5[M]
a5,

Par conséquence, on peut réécrire I'équation (A8) comme I'équation (6A-36) soit :

Al10

GZ

. N, N,
K; =[BABda+[GT G da A1l
) ' IN, N

Xy y



et ou la matrice des contrainte est :

o1

Nx ny
K = jGT G da A12
N N



Annexe B

Formation de la matrice géometrique k_ [H. NL. 2]

En utilisant la méme démarche que dans I'annexe A, on obtient :

K; = [BTAB da+ [M(c)B da
A

On substitue I'équation (6A-23) dans (Bl) ona:

A, 0 0][G,
K; = [BTABda+[M(6)|B,+/0 H 0L ||da
A A 0 0 w K,
ou
M(G)A, 0 0][G,
K,,=[M(6)Bda=[|0 M(G)H 0L |da
A Al 0 M(6)w || K,
avec

_O' a(al’x) o 6(011y) o 6(011y)+0' 6(01’)()
1 ] 3 851 2 ] 3 851
O_la(ulix)+o_38(u1’y) O_Za(uliy)+o_36(u1’x)
s, R a5, a5,
O_la(vl’x)+o_36(vl1y) aza(vl’y)+a38(vl’x)
00, 00, 00, 00,
JM(&)AgG da = J :
A A ' v o 5
alé(va)Msa(vl,y) Gza(vl, y)+agaM
S, a5, a5, o5
O_la(wl’x)+o_36(wl1y) Gza(Wl’y)+o_36(Wl’X)
a6, a6, 05, a5,
Ula(wl’x)+o_38(wlfy) Gza(wl’y)-f-O':%a(Wl,X)
o6, o6, o5

m

m

26, |

Par ailleurs, les termes différentiels sont les coefficients de la matrice G :

B4

Bl

B2

B3



a(Gl’x) 2 . ZGZY]- BS

0(0,,x)
:G f =
o5, o5, 0%
a(0,,%) ~o(0,x)
a;} = 923’1' :G3,j , alé‘l 2924,1 :G4,j B6
(0, x) . (0, x)
a—(lsi:gzgsvj :GS,j X 8;‘I :gZG,j :Gs,j B7
Si on pose
o, © N, N,
1 3 — y — NO 88
o, O, ny Ny
et
N, 0 0
N=/0 N, 0 B9
0 0 N,

On a par substitution (B5), (B6), (B7) et (B9) dans (B4) I'équation suivante :

[M(c)A,G da=[G"NG da B10
A

De la méme facon, on développe lintégrale suivante :

[M(e)H Lda=[M(c)H,L da+[M(c) H,L da

A

avec



646(017)() +O'68 (Ol! y) O_Sa(al’ y) + O_Ga(al’x)

00, 00, 00, 00,
046—(ul’x)+0'68—(u1’y) Jsﬁ(ul’y)+068(ul’x)
o5, 05, 5 05,
[M(e)HLda==2[" X _ "Lda
A Aasﬁ—(vl’y)JrGG@—(vl’X) 048—(V1'X)+0'68—(V1’y)
00, 5, 00, a5,
O.Sa(vliy)_i_o.ea(vl’x) 0'48(V1,X)+O'68(V1'y)
o5, o5 o5, 05, |
et
648(91)(,)()-}-0'68 (@(liy) 658(@(1’y)+0'68(6k1'x)
1 51 1 1
o0, ey w0
[M(o)H,L da=t/2[" %n % %n % La
A 2 he oY) @) @x), L @y)]
°T 06, 0 6, 66, °7 66, (B11)
o 0 WY) | o sOnx) X))
a5, a5, a5, 05, |
Si on pose
0, Oy _ M, Mxy - M,
o, O, MXy M y
et

i _| Mo ©
o ™,

Si on substitue (B5), (B6) et (B13) dans (B11) on obtient I'intégrale suivante :

jlvl JHL, da= jlvl HlL,da+IM )H, L, da

=-2[G] M Lda+t/2[L M Lda
A a

et pour terminer l'intégral final soit :

jlvl )W K, da = J.M Wlea+jM )W, K, da

B12

B13

B14



avec

0'78(01’)()4-0'88 (01’ y) O_7a(vl’x) +088(V1, y)

05, 80, 89, 80,
[Me)W K da=-2[]: : K da
A A ~ ~ A A
o, 8—(ul'x)+068—(ul'y) 0'78(V1’X)+0'88—(V1’y)

T 68, 05, 05 05, |
et

078(@(1')()_’_088(@(1!}/) 076(9)/1’X)+(786(@1’y)

00, 09, 00, 00,

[M(e)W, K da=tf|: : Kda
A A

0.78(@(1’)()_’_0_66(@(17)/) 0'78(6y11x)+0'86(9h’y)

T a5, 05 o5, 85, |
(B15)
Si on pose

Ty \7—V° 0 B16
=V, V=
o) 0 Vo

et on considéere les termes par substitution de (B5), (B6) et (B16) dans (B15) on écrit :

[M(eWK da=-2[G] VK da+t[L'VK da B17

A la lumiere de ce développement on peut réécrire K, en terme matriciel simplifié en

substituant (B10), (B14) et (B17) dans (B3) soit :

K,, =[G"NGda-2[G]MLda+t/2[L'M L da—2[G]VK da2+t[L'VK da

ce qui termine, donc,la formulation de K



Chapitre. (1)

NOTATIONS

Symbols Signification
[o] Tenseur de contrainte
€] Tenseur de déformation
[c] Tenseur des contraintes
élastiques du matériau
{o} Vecteur des composantes
des contraintes
(Gxx ! ny ! O-zz ! ny ! O-xz ! Gyz )
{e} Vecteur  des  composantes
(gxx,gw,gzz , ngy,Zgyz)
W Densité d’énergie de déformation
E Module d’élasticité de Young
o Coefficient de poisson ou de
contrainte latérale
L’opeérateur laplaclen plan
o Fonction de contrainte
Chapitre.(111.2)
Symbole Signification

e

Epaisseur

U!V!W!ﬂx, ﬂxy

Déplacements et rotation dans les axes locaux




(x) Vecteur de courbures

&, Déformation membranaire

& Déformation de flexion

&, Déformation de cisaillement

f,, f, Force de volume et de surface

{N} Les efforts de membranes <NX, N,, ny>
M} Les efforts de flexions et de torsion <M M, M Xy>
Q) Les efforts de cisaillement <Qx,Qy>

{r} Vecteur accélération

E., Matrice d’élasticite membranaire

E, Matrice d’élasticite flexionnelle

E. Matrice d’élasticité de cisaillement

D, Raideur membranaire

D, Raideur flexionnelle

E Raideur de Young

1% Coefficient de poisson

G Module de coulomb ou de glissement

K Constante de cisaillement

Chapitre.(111.3)

Symbole Signification
o Vecteur contrainte
f, f, Force de surface et de volume
ou Déplacement virtuel
W Fonction densité d’énergie
Uy Energie de déformation
text Travail extérieur
T, Energie potentiel total
S, Travail virtuel




Sy, Travail virtuel complémentaire

T, Energie potentiel complémentaire

TTq Energie potentiel de la fonction associée de
Reissner.

W(X,y) Déplacement transversal

#(x,y) Surface fléchie de la plaque

u, Energie de déformation membranaire

U Energie de déformation flexionnelle

U, Energie de déformation de cisaillement

0,0 ,d Symboles de dérivations

Chapitre (111.4)

Symboles

Significations

Vecteur du deplacement élémentaire

Vecteur des coordonnées généralisé

Matrice d’interpolation

Vecteur du deplacement nodal

Vecteur contrainte transposé

Vecteur deformation transposé

Opérateur différentiel de matrice

[C] Mat. Des cooefts. Caractrtq. Du matériau
J,J* Jacobien, inverse
n,m, p Point d’intégration de gauss
Wi, Wi, W Coefficient de pondération
W Deplacement transverse
BB, Rotation des normales autour de Ox, Oy

Vecteur deplacement

Matrice de rigidité de flexion




Matrice de rigidité de cisaillement

Chapitre.(1V)
Symbole Signification

e Epaisseur de la plaque
g Charge uniforme
P Pression
00,10y Composante normal de la contrainte
0y10,,:0y, Composante normal de la contrainte de cisaillement
u,v,w Composante du déplacement
£ Allongement unitaire
E Module de Young
G Module d’élasticité de cisaillement
% Coefficient de poisson
M, M, Moment de flexion

" Moment de torsion

0 Qy Effort tranchant
N,,N, Force axiale
N, Force de cisaillement
@ Fonction de contrainte

Chapitre.(V)
Symbole Signification

Vecteur déplacement

Vecteur force extérieure

Matrice de rigidité




Vecteur résiduel

Chargement initial

Déplacement initial

Incrément de charge

Incrément de déplacement

Matrice tangente

Chapitre (VI)

Symboles Significations
u Vecteur déplacement
a Vecteur déplacement par rapport au plan moyen
£ Vecteur déformation
o Vecteur contrainte
0 Symbole de dérivation partielle
V \olume indéformable
P La densité massique
e L’épaisseur de la plaque
W, Energie de déformation notee dans le chapitre 111 par
Ug
£ Vecteur déformation global
20 Vecteur déformation linéaire
ot Vecteur déformation non linéaire
dw, Travail interne
dW.,; Travail externe
q Force de volume globale
[c] La matrice constitutive du matériaux
IS Matrice d’élasticité globale
Fonction d’interpolation
o, O Déplacement nodal, global

Matrice de transformation linéaire




Matrice de transformation non linéaire

R Force nodal équivalente due aux forces extérieurs
() Vecteur résiduel
Ao, La variation du déplacement nodal o,

K, La matrice tangente

K, Matrice de rigidité linéaire

K, Matrice de rigidité non linéaire

K, Matrice de contrainte initiale ou (géométrique)

P, Charge nodale équivalente due aux forces internes

G LK

Matrice de transformation




	MINISTRE DE L’ENSEIGNEMENT SUPÉRIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
	Option construction

	THÈME
	ANALYSE NON LINÉAIRE DES PLAQUES MINCES ET MOYENNEMENT ÉPAISSES PAR LA MÉTHODE DES
	ÉLÉMENTS FINIS
	Étudiée par  Mme                                                          HAFIDI MERIEM épouse OUMOUSSA
	CHELGHOUM .A                Professeur                         [U.S.T.H.B]           Directeur de thèse

	KAHLED .O                         Charge de Cour                  [U.ST.H.B]             Invité
	Année 2001
	Cisaillement
	Constant

	Membrane
	REMERCIEMENTS
	SOMMAIRE
	CHAPITRE (I)  INTRODUCTION
	II.2)    Théorie des contraintes……………………………     ……………….5
	III.1)- Généralités……………………………………………….12
	IV.1)   Généralités….……..………………………………………………..57
	IV.1.1) Introduction au non linéaire……………………………………….57

	IV.2)   Approche analytique……..…………..……..………………………59
	IV.2.4) Hypothèses fondamentales……………………………………….60
	IV.2.6) approche équilibre………………………………….………………63
	IV.2.7) Approche énergétique………………………………………….…….……..67

	V.3)   Classement du problème non linéaire…………………………….70



	V.5.1) Évaluation de la rigidité ………………………………….……………...81
	V.6)    Problème de non-linéarité matériel………………………….82
	VI.1)   Introduction……………………………………………………….…92
	VI.2)   Cinématique et Cinétique……………………………………..…...93
	VI.2.1) Description du mouvement……………………………………..…93
	VI.3.1) Déformations…………………………………………………….….95
	VI-A.4) Formulation par éléments finis de l’équation d’équilibre……..102
	VI- B.1) Équation des travaux virtuels de Lagrange ………………….113

	VII.1) Introduction..…………………………………………………….130

	VII.2)  Structure globale du programme informatique…………………………130
	VII.2.1) Pré – processeur…………………………………………………………131
	VII.2.2) Processeur………………………………………………………………..131
	VII.3)    Applications……………………………………………………………….132
	VII.4)Validation du problème non – linéaire…………………………………....132
	Figure.(II.2): Élément déformé……………………………………………8
	Figure(II.4) : Élément distordu ……………………………………………9

	Figure.(III.8) : Élément de plaque isoparamétrique quadratique…………………………46
	Figure.(III.9) : Mécanisme de l’élément Q4 seul et assemblé…………………….50
	CHAPITRE (IV) :THÉORIES DES GRANDES DÉFORMATIONS
	Figure (IV.1) :  Situation de non linéarité géométrique……………………………57
	Figure (V-5) : Méthode mixte…………………………………………………………79
	Figure.(VI-2) : Déformations…………………………………………………………95

	CHAPITRE I
	INTRODUCTION

	OBJECTIF DE LA THÈSE
	Classement du problème non linéaire
	Résolution du problème non linéaire
	Méthode incrémentale

	Dans le cadre de ce travail nous avons développé les trois méthodes en précisant les principes d’application fondamentaux de chacune d’elles et les différents algorithmes de résolution.

	CHAPITRE  II
	II.2) Théorie des contraintes :
	FIGURE. (II.2) : Elément déformé
	FIGURE(II.4): Elément distordu

	CHAPITRE III
	III.1  - Généralités
	III.2 -  Approche Analytique
	III.3 -  Approche  Énergétique
	III.4 - Approche Numérique
	III . 1  GÉNÉRALITÉS
	III. 4   Approches Numériques

	Soit par exemple pour un problème à 2 dimensions

	Figure. (III.8) Elément de plaque isoparamétrique quadratique
	Il s’ensuit que l’énergie de déformation due au cisaillement à la forme générale
	Figure. (III.9) : Mécanisme de l’élément Q4 seul et assemblé
	LN :Intégration normale : 2 x 2
	Fonctiond’interpolation
	QSN : Intégration normale : 3 x 3
	[Verrouillage]
	QSR : Intégration réduite : 2 x 2
	SERENDIP (S)                                            ou sélective
	[Verrouillage pour certaines C.L.]
	QUADRILATERE (Q)                                                         Fonctiond’interolation
	SERENDIP (H)                                       [PAS DE MECANISME]
	Fonctions d’interpolation
	QLN : Intégration normale : 3 x 3
	QLR   Intégration réduite : 2 x 2
	LAGRANGE (L)                                       ou sélective
	IV.1         Généralité
	IV.2      Approche analytique
	IV.1.1) Introduction au non linéaire
	Figure(IV.1) :  Situation de non linéarité géométrique

	IV.2  Approche Analytique
	L’énergie (3.16) calculée au §3, qu’il est loisible d’appeler énergie de flexion pure, ne représentant que la partie de l’énergie totale due à la non uniformité de la traction et de la compression dans l’épaisseur de la plaque en l’absence d’allongeme...
	IV.2.4) Hypothèses fondamentales
	Hypothèses de VON KARMAN :




	On suppose que la plaque n’a pas de déformée initial
	IV.2.6) approche équilibre

	On peut donc avoir les équations suivantes après dérivations
	La loi de Hooke nous permet d’écrire
	En substituant (IV.7) dans (IV.6) on obtient
	Par substitution on obtient
	Dans le cas de plaques minces dont la flèche fait plusieurs fois leurs épaisseur, on négligent la résistance de la plaque à la flexion, c’est à dire que la rigidité flexionnelle est nulle (D = 0) et le problème se ramène à la recherche de flèche d’une...
	IV.2.7) Approche énergétique

	Dans ce qui précède nous avons largement développé les différentes méthodes énergétiques et particulièrement celle des plaques dans le cas de petites déformations ou le plan moyen ne subit aucun allongement. Cependant cette approche ne reflète pas le ...
	IV.2.7.1) Plaque relativement épaisse à grande déformation

	Résumé et conclusion
	CHAPITRE  V
	V. Traitement numérique de la non-linéarité
	V.3) Classement du problème non linéaire

	Dans ce paragraphe nous présenterons le principe fondamental de chacune d’elle en posant comme simplification l’équation d’équilibre non linéaire pour un élément unique :
	Estimation initiale                       Algorithme                                     Test de
	F
	(V-4b) Approche Modifiées - Méthode de Newton–Raphston Modifiées
	Figure. (V-5)  :   Méthode mixte
	Algorithme de la méthode  itérative
	Algorithme de la méthode mixte





	V.5.1) Évaluation de la rigidité
	V.6)  Problème de non-linéarité matérielle
	V.6.1) Comportement non-linéaire élastique
	La matrice de rigidité dans l’analyse non linéaire est toujours calculée à partir de la relation suivante :
	Les deux procédés itératifs et incrémentals, dans le cas du comportement élasto-plastique, vont nécessiter à chaque étape de leurs applications respective de recalculer  la matrice de rigidité. Afin de  palier a cet inconvénient une méthode ingénieuse...

	Pour notre part nous avons développées les trois  premières méthodes en précisant les principes d’applications fondamentales de chacune d’elles et les différents algorithmes de résolution
	VI-1) Introduction
	VI-2 Cinématique et Cinétique
	VI-2.1)  Description du mouvement


	Figure. [IV.2]    : Déformations
	VI-3.1) Déformations
	VI-A.4) Formulation par éléments finis de l’équation d’équilibre


	Calcul et assemblage du résidu
	Impression éventuelle du niveau j de sollicitation
	F
	Si on pose
	VI - B.1) Équation des travaux virtuels de Lagrange

	VII  Validation du modèle numérique
	VII.1) INTRODUCTION

	VII.2) Structure globale du programme informatique
	Pré - processeur
	Processeur
	Post - processeur
	END
	Structure Globale du Programme
	VII.2.1) Pré - processeur
	VII.2.1.1) Préparation du fichier de données
	VII.2.2) Processeur
	VII.3) UApplications:
	VII.4) Validation du problème non - linéaire :
	Remarque et conclusion :

	Solution Exact
	On précise que le taux d'erreur admis est
	Ua) Plaque carré encastrée :
	Ub) Plaque carrée simplement appuyée :
	Remarques et comparaisons
	GRAPHE [VII-3] : PLAQUE CARRÉE ENCASTRE
	GRAPHE [VII-4] : PLAQUE CARRÉE SIMPLEMENT APPUYÉE
	Remarques :
	GRAPHE [7-5] : PLAQUE BAISE ENCASTRE
	a) UPlaque circulaire encastrée :
	Les résultats obtenus sont schématisés dans les courbes de la figure [VII.6]et[VII.7].
	Ub) - Plaque elliptique encastréeU :
	Remarques et comparaisons:
	Dans le cas de la plaque elliptique encastrée, ici encore, les valeurs obtenues sont comparables pour les trois éléments. Cependant, les éléments   et   donnent de meilleurs résultats que l'élément Hetérosis qui présente certaines irrégularités aux b...
	URésumé et Conclusion :
	Application n 1
	Remarque et conclusion
	Recommandations
	M est la matrice Masse
	References (III.4)




	Solution Exacte 
	En substituant (6A-26) et (A7) dans (A1) on obtient
	Si on pose
	Si on pose
	NOTATIONS
	Chapitre. (II)
	Signification
	Symbols
	Chapitre.(III.2)
	Signification
	Symbole
	Chapitre.(III.3)
	Signification
	Symbole
	Chapitre (III.4)
	Significations
	Symboles
	Chapitre.(IV)
	Signification
	Symbole
	Signification
	Significations

	Symbole



