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Introduction

La mesure de Mahler d’un polynôme de plusieurs variables a été introduite

en 1962 par Mahler pour donner une preuve simple de l’inégalité de Gel’fond-

Mahler mesurant la taille des facteurs d’un polynôme.

Soit P ∈ C[x1, x
−1
1 , ..., xn, x

−1
n ] un polynôme de Laurent en n variables. Sa

mesure de Mahler logarithmique est, par définition,

m(P ) :=
1

(2iπ)n

∫

Tn

log |P (x1,
1

x1

, ..., xn,
1

xn

)|dx1

x1

...
dxn

xn

,

où

Tn = {(x1, · · · , xn) ∈ Cn; |x1| = · · · = |xn| = 1} ,

le tore de dimension n et sa mesure de Mahler

M(P ) = exp(m(P ))

est la moyenne géométrique de |P | sur Tn.

Si n = 1 et P = a0 + a1x+ · · ·+ adx
d, ai ∈ Z, ad 6= 0,

m(P ) =
1

2iπ

∫

|x|=1

log |P (x)|dx
x
.
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Introduction

Si P est unitaire, en appliquant la formule de Jensen à m(P ), on trouve

M(P ) =
∏

P (α)=0

max(|α| , 1) := ∆(P ).

∆(P ) est la quantité considérée par Lehmer (1933) dans son fameux article

[19], où il pose sa célèbre question :

existe-t-il des polynômes P unitaires et irréductibles, cyclotomiques, véri-

fiant

∆(P ) < 1.1762 . . .?

où 1.1762 · · · est l’unique racine > 1 du polynôme réciproque de Lehmer de

degré 10

X10 +X9 −X7 −X6 −X5 −X4 −X3 +X + 1.

La mesure de Mahler a un lien avec le problème de Lehmer grâce à un remar-

quable résultat de Boyd (1981) [5], à savoir

lim
n→+∞

M(P (x, xn) = M(P (x, y)), P ∈ Z[x, y]

lorsqu’on a effectivement une suite infinie de mesures distinctes.

A cette époque les plus petites mesures connues étaient

m((x+ 1)y2 + (x2 + x+ 1)y + x(x+ 1)) = 1, 25542 . . . ,

m(y2 + (x2 + x+ 1)y + x2) = 1, 28573 . . . .

Une vingtaine d’années plus tard, la mesure de Mahler de polynômes de deux

variables suscita un nouveau regain d’intérêt grâce à une conjecture de Denin-

ger [36]

m(x+
1

x
+ y +

1

y
+ 1) = L′(E, 0) =

15

4π2
L(χ, 2)

où L(E, s) est la fonction L associée à la courbe E de conducteur 15 et d’équa-
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Introduction

tion affine x+
1

x
+ y +

1

y
+ 1 = 0.

La mesure de Mahler logarithmique de certains polynômes de plusieurs

variables peut s’exprimer soit à l’aide de polylogarithmes, voir par exemple

[11], [47], [23], soit à l’aide de valeurs spéciales de fonctions L [17], [4], [18], via

les conjectures de Beilinson. C’est Deninger [46] qui conjectura le premier ce

lien. Puis Boyd et Rodriguez-Villegas ont expérimenté de nombreux exemples

et proposé des conjectures.

Dans un article, Berndt et Zaharescu [2] donnent une preuve de la formule

originale de Ramanujan reliant un quotient de fonctions êta à la valeur d’une

série de Dirichlet pour s = 2. Un autre article [1] donne des exemples de ce

type. Soit 0 < q < 1, alors

q
1
9

∞∏

n=1

(1− qn)χ−3(n)n = exp(−C3 −
1

9

∫ 1

q

f 9(−t)

f 3(−t3)

dt

t
)

avec

C3 =
3
√
3

4π
L(χ−3, 2) = L′(χ−3,−1) := d3.

L’integrande est essentiellement une série d’Eisenstein de poids 3 pour le

sous-groupe de congruence Γ0(3).

Dans des articles récents sur la mesure de Mahler, des formules de ce type

sont obtenues par différentes méthodes. Dans Bertin [3], la mesure de Mahler

est obtenue par intégration entre q et 1 de la forme modulaire L(q) + 8L(q2)

de niveau 6, où L(q) =
∑
n≥1

(
∑

d/n χ(d)d
2)qn. Dans [24], on trouve la formule

1

π

∫ 1

0

(K − π

2
)
dk

k
= log 2− d4,

où

K =

∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

,

3



Introduction

d4 :=
43/2

4π
L(χ−4, 2) = L′(χ−4,−1) =

2G

π
,

et G est la constante de Catalan

G = L(χ−4, 2) = 1− 1

32
+

1

52
+ · · ·

Enfin, La mesure de Mahler intervient également en théorie ergodique car,

d’après un théorème de Lind, Schmidt et Ward (1990), m(P (x1, · · · , xn)) me-

sure l’entropie d’une certaine Z-action sur le tore TZn

.

Rappelons la terminologie de Boyd pour caractériser les formules que peuvent

vérifier les mesures de Mahler de polynômes de deux variables. Soit P un po-

lynôme de deux variables, on dit que m(P ) vérifie une formule du type C,

D ou E s’il existe un nombre rationnel r et un entier algébrique c tels que

m(P ) = r log |c| , m(P ) = rL′(χ−f ,−1) ou m(P ) = rL′(E, 0) respectivement,

avec L′ dérivée de la série L de Dirichlet ou dérivée de la série L associée à

la jacobienne E de la courbe P (x, y) = 0. Boyd a considéré les familles de

polynômes de la forme : Pk(x, y) = A(x)y2 +Bk(x)y+C(x), où Bk(x) dépend

linéairement du paramètre k et a conjecturé que m(Pk) vérifie une formule du

type E ou D si et seulement si Pk vérifie les conditions (A) et (G) suivantes :

La condition (A) : Toutes les faces de Pk sont de mesure logarithmique

nulle.

La condition (G) :

1. Pour tout x de module égal à un, Pk admet exactement un zéro y1(x) de

module strictement supérieur à 1.

2. Le discriminant D(x) = Bk(x)
2 − 4A(x)C(x) admet exactement deux

zéros de module inférieur à 1.

Pour tester sa conjecture, Boyd a utilisé les sept familles de courbes de genre

1 définies par des polynômes réciproques [4] comme suit, nous utiliserons ses

notations

4
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• (1.3) y2 + y(x2 + lx+ 1) + x2 = 0

• (2.3) y2(x+ 1) + y(x2 + lx+ 1) + x2 + x = 0

• (3.1) y2(x2 + x+ 1) + lyx+ x2 + x+ 1 = 0

• (3.3) y2(x2 + x+ 1) + y(x2 + (l + 1)x+ 1) + x2 + x+ 1 = 0

• (3s.1) y2(x+ 1)2 + lyx+ (x+ 1)2 = 0

• (3s.3) y2(x+ 1)2 + y(x2 + (l + 2)x+ 1) + (x+ 1)2 = 0

• (3s.3s) y2(x+ 1)2 + y(2x2 + (l + 4)x+ 2) + (x+ 1)2 = 0

Cette thèse est composée de 6 chapitres.

Dans le chapitre 1, en utilisant la mesure de Mahler et à l’aide des familles

de Boyd on prouvera la conjecture de Boyd suivante

m(−16) = m(y2(x+ 1)2 + y(2x2 − 12x+ 2) + (x+ 1)2) =
8G

π
,

et on établira plusieurs formules semblables aux précédentes :

L′(χ−8,−1) = 2 log(
√
2 + 1) + log 2− 4

√
2

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
2− k2

dk,

L′(χ−8,−1) =
2
√
2

π

∫ 1

0

K

(√
u2+1
2

)
du,

L′(χ−4,−1) =
3

4π

∫ 1

0

K(
u2 + 3

4
)du,

L′(χ−4,−1) =
3

4
log(3)− 3

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk,

L′(χ−3,−1) =
3
√
3

10π

∫ 1

0

K(
3t2 + 1

4
)dt,
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10L′(χ−3,−1) =
−12

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− k2

dk + 3 log(2 +
√
3).

En calculant la dérivée de la mesure de Mahler de ces polynômes, on montrera

également qu’on peut obtenir certaines solutions explicites, au voisinage des

singularités, de l’équation différentielle de Picard-Fuchs de la famille.

Ces résultats ont fait l’objet des trois publications [12], [13] et [14].

On démontrera donc les résultats suivants concernant les familles (3s.3s),

(3.1), (3s.1) et (3s.3). Les familles modulaires (1.3) et (2.3) ont été étudiées

de manière globale par Villegas et Bertin.

On utilisera la notation m(Pl) = m(l).

Théorème 0.1 Considérons la famille (3s.3s)

Pl(x, y) = x2(y + 1)2 + x(2y2 + (l + 4)y + 2) + (y + 1)2.

1. Si l est un réel, l < −16,

m′(l) =
2

πl
K

(√
−16

l

)

est une solution de l’équation différentielle de Picard-Fuchs associée à la

famille Pl(x, y) au voisinage de −∞ et

m(l) = − 4

π

∫ k

0

K − π

2
k

dk − 2 log l +m(−16)

où k =

√
−16

l
.

2.

m(−16) = m(y2(x+ 1)2 + y(2x2 − 12x+ 2) + (x+ 1)2) =
8G

π
, (1)

6
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où

G = L(χ−4, 2) = 1− 1

32
+

1

52
+ · · · ,

désigne la constante de Catalan.

3. Si l est un réel, −16 < l < 0,

m′(l) =
1

π
√
2l
K

(√
−l

16

)
.

L’égalité (1) avait été conjecturée expérimentalement par Boyd [6] et, à un

facteur rationnel près, pouvait se déduire des conjectures de Vandervelde [23].

Théorème 0.2 Considérons la famille (3.1)

Pl(x, y) = y2(x2 + x+ 1) + lxy + x2 + x+ 1.

1. Si l est un réel, l > 6,

m′(l) =
1

π
√
2

k√
(k2 + 1) +

√
k4 − k2 + 1

K,

où

k =
8l

l2 + 12 +
√
144− 40l2 + l4

est une solution au voisinage de +∞ de l’équation différentielle de Picard-

Fuchs associée à la famille Pl(x, y) = 0 et

m(l) =

√
2

π

∫ k

1

(K − π

2
)h(k)dk +

1√
2

∫ k

1

(h(k) +

√
2

k
)dk − log k +m(6).

avec

h(k) =

√
(k2 + 1) +

√
k4 − k2 + 1

k4 − k2 + 1
(
k2 − 1

k
).

7
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2. m(6) =

√
2

π

∫ 1

0
(K − π

2
)h(k)dk +

1√
2

∫ 1

0
(h(k) +

√
2

k
)dk + log 4,

3. Si l est un réel, 0 < l < 2,

m′(l) =
1

π
√
2

k√
(1 + k2)−

√
k4 − k2 + 1

K,

où

k =
8l

l2 + 12 +
√
144− 40l2 + l4

et

h(k) =

√
(k2 + 1) +

√
k4 − k2 + 1

k4 − k2 + 1
(
k2 − 1

k
).

4.

m(2) =

√
2

π

∫ 1

0

K

√
(k2 + 1)−

√
k4 − k2 + 1

k4 − k2 + 1

1− k2

k
dk.

Corollaire 0.3 D’après Boyd [6], les valeurs explicites de m(6) et m(2) étant

à 50 décimales près

6m(6)
?
= L′(χ−24,−1)

3m(2)
?
= L′(χ−8,−1),

on a

L′(χ−24,−1)
?
= 6

√
2

π

∫ 1

0

(K − π

2
)h(k)dk +

6√
2

∫ 1

0

(h(k) +

√
2

k
)dk + 6 log 4

L′(χ−8,−1)
?
=

3
√
2

π

∫ 1

0

K

√
(k2 + 1)−

√
k4 − k2 + 1

k4 − k2 + 1

1− k2

k
dk,

où le signe
?
= signifie que le résultat n’est pas prouvé mais seulement vérifié

par l’ordinateur à 50 décimales près.

8
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Théorème 0.4 Considérons la famille (3s.1)

Pl(x, y) = y2(x+ 1)2 + 2lxy + (x+ 1)2.

1. Si l est un réel, l > 4,

m′(l) =
2

π

1√
l(l + 4)

K

(√
8

l + 4

)

est une solution de l’équation différentielle associée à la famille (3s.1) au

voisinage de +∞.

2. m(l) = −4
√
2

π

∫ k

0

K − π

2
k
√
2− k2

dk − log

(√
l + 4−

√
l√

l + 4 +
√
l

)
+ log 2, où k =

√
8

l + 4
.

3. m(4) = 2 log(
√
2 + 1) + log 2− 4

√
2

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
2− k2

dk.

4. Si l est un réel, 0 < l < 4,

m′(l) =
1

2
√
2l
F

(
l + 4

8

)
.

5.

m(4) =
2
√
2

π

∫ 1

0

K

(√
u2 + 1

2

)
du.

Corollaire 0.5

L′(χ−8,−1) = 2 log(
√
2 + 1) + log 2− 4

√
2

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
2− k2

dk,

9
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et

L′(χ−8,−1) =
2
√
2

π

∫ 1

0

K

(√
u2+1
2

)
du.

Théorème 0.6 Considérons la famille (3s.3).

1. Si l est un réel, l > 4,

m′(l) =
2

π
√
l2 + 12l

K(
16

l + 12
)

est une solution de l’équation différentielle associée à la famille (3s.3) au

voisinage de +∞ et

m(l) = − 8

π

∫ k

0

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk + log 3 + 2 log


 6
√
3
(√

l + 12 +
√
l
)




2.

m(4) = 2 log(3)− 8

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk.

3. Si l est un réel, l < −12,

m′(l) = − 2

π
√
l2 − 4l

K(
16

4− l
)

est une solution de l’équation différentielle associée à la famille (3s.3) au

voisinage de −∞ et

m (l) = − 8

π

∫ 1

k

K (k2)− π

2
k
√
4− k2

dk + 2 log

√
4− l +

√
−l

2

4.

m(−12) =
−8

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− k2

dk + 2 log(2 +
√
3).

10
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5. Si l est un réel, 0 < l < 4,

m′(l) =
1

2π
√
l
K(

l + 12

16
).

6.

m(4) =
2

π

∫ 1

0

K(
u2 + 3

4
)du.

7. Si l est un réel, −12 < l < 0,

m′(l) =
−1

2π
√
−l

K(
4− l

16
).

8.

m(−12) =
2
√
3

π

∫ 1

0

K(
3t2 + 1

4
)dt.

Corollaire 0.7

L′(χ−4,−1) =
3

4π

∫ 1

0

K(
u2 + 3

4
)du.

L′(χ−4,−1) =
3

4
log(3)− 3

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk.

L′(χ−3,−1) =
3
√
3

10π

∫ 1

0

K(
3t2 + 1

4
)dt.

10L′(χ−3,−1) =
−12

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− k2

dk + 3 log(2 +
√
3).

Dans le chapitre 2 de cette thèse, on étudiera d’une part les sept surfaces

elliptiques rationnelles définies par Boyd en explicitant pour chacune d’elles

une forme de Weierstrass, le discriminant, la fonction J , la torsion, les fibres

singulières et l’équation différentielle de Picard-Fuchs associée à chacune des

surfaces ainsi que le schéma de Riemann. D’autre part, on montrera que les

11
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familles (1.3), (2.3) et (3s.3s) sont modulaires et que les familles (3s.1), (3s.3),

(3.3) et (3.1) ne le sont pas.

On a les résultats suivants

Pour la famille (3.1) :

Zt : (x
2 + x+ 1)y2 + txy + x2 + x+ 1 = 0,

Y 2 = X3 + 16(t2 − 12)2X − 64(t2 + 12)(t4 − 48t2 + 144),

∆ = 4096t4(t− 6)(t− 2)(t+ 2)(t+ 6),

J (t) =
(t2 − 12)6

t4(t2 − 36)(t2 − 4)
,

Z/2Z,

I4 I4 I1 I1 I1 I1

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 ∞ 2 −2 6 −6

,

y′′ + y′
3t6 − 100t4 + 1296t2 − 1728

t(t2 − 36)(t2 − 4)(t2 − 12)
+ y

288− 20t2 + t4

(t2 − 4)(t2 − 36)(t2 − 12)
= 0,



0 −2 2 −6 6 2

√
3 −2

√
3 ∞

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 2 2 1


 .

Pour la famille (1.3) :

Zt : y
2 + (x2 + tx+ 1)y + x2 = 0,

Y 2 = X3 + (256− 256t2 + 16t4)X − 64(t2 − 8)(t4 − 16t2 − 8),
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∆ = 4096t2(t2 − 16),

J (t) =
(16− 16t2 + t4)3

t2(t2 − 16)
,

Z/4Z× Z/2Z,

I2 I1 I1 I8

↓ ↓ ↓ ↓
0 4 −4 ∞

,

y′′ + y′
3t2 − 16

t(t2 − 16)
+ y

1

t(t2 − 16)
= 0,



0 4 −4 ∞
0 0 0 0

0 0 0 2


 .

Pour la famille (2.3) :

Zt : (x+ 1)y2 + (x2 + tx+ 1)y + x2 + x = 0.

Y 2 = X3 + (16t(t3 − 24t+ 48)X − 64(t4 − 24t2 + 72t− 72)

∆ = 4096(t− 6)(t+ 3)2(t+ 2)3,

J (t) =
t3(t3 − 24t− 48)3

(t− 6)(t+ 3)2(t+ 2)3
,

Z/6Z.

I1 I2 I3 I6

↓ ↓ ↓ ↓
6 −3 −2 ∞

,

y” + y′
3t2 + 2t− 24

(t− 3)(t− 2)(t+ 6)
+ y

t

(t− 3)(t− 2)(t+ 6)
= 0,

13
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

3 −6 2 ∞
0 0 0 1

0 0 0 1


 .

Pour la famille (3.3) :

Zk : (x
2 + x+ 1)y2 + (x2 + (t+ 1)x+ 1)y + x2 + x+ 1 = 0.

Y 2 = X3+(16t4+64t3−416t2+576t+1296)X+−64(t2+2t+9)(t4+4t3−50t2+36t+81)

∆ = 4096t4(t+ 9)(t+ 1)(t− 3)2,

J (t) =
(81 + 36t− 26t2 + 4t3 + t4)3

t4(t+ 9)(t+ 1)(t− 3)2
,

Z/4Z

I4 I4 I2 I1 I1

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 ∞ 3 −1 −9

,

y′′ + y′
3t4 + 26t4 + 42t2 − 126t− 81

t(t+ 9)(t+ 1)(t− 3)(t+ 3)
+ y

t3 + 7t2 + 21t− 9

t(t+ 9)(t+ 3)(t− 3)(t+ 1)
= 0,



0 −1 3 −3 −9 ∞
0 0 0 0 0 1

0 0 0 2 0 1


 .

Pour la famille (3s.1) :

Zk : (x+ 1)2y2 + txy + (x+ 1)2 = 0,

Y 2 = X3 + 16t2(t2 − 48)X − 64t4(t2 − 72),
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∆ = 4096t6(t2 − 64),

J (t) =
(t2 − 48)3

t2 − 64
,

Z/2Z,

I∗0 I4 I1 I1

↓ ↓ ↓ ↓
0 ∞ 8 −8

,

y′′ + y′
3t2 − 64

t(t2 − 64)
+ y

t2 + 16

t2(t2 − 64)2
= 0,




0 8 −8 ∞
−1

2
0 0 1

1

2
0 0 1


 .

Pour la famille (3s.3) :

Zt : (x+ 1)2y2 + (x2 + (t+ 2)x+ 1)y + (x+ 1)2 = 0,

Y 2 = X3 + (16t2(t2 + 8t− 32)X − 64t3(t+ 4)(t2 + 8t− 56),

∆ = 4096t6(t+ 12)(t− 4),

J (t) =
(t2 + 8t− 32)3

(t− 4)(t+ 12)
,

Z/2Z,

I∗0 I4 I1 I1

↓ ↓ ↓ ↓
0 ∞ 4 −12

,

y′′ + y′
3t2 + 16t− 48

t(t− 4)(t+ 12)
+ y

t2 + 2t+ 12

t2(t− 4)(t+ 12)
= 0,

15
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


0 4 −12 ∞
−1

2
0 0 1

1

2
0 0 1


 .

Pour la famille (3s.3s) :

Zt : y
2(x+ 1)2 + y(2x2 + (t+ 4)x+ 2) + (x+ 1)2 = 0,

Y 2 = X3 + (16t2(t2 + 16t+ 16)X − 64t3(t+ 8)(t2 + 16t− 8),

∆ = 4096t7(t+ 16),

J (t) =
(t2 + 16t+ 16)3

t(t+ 16)
,

Z/4Z,

I∗1 I4 I1

↓ ↓ ↓
0 ∞ −16

,

y′′ + y′
3t+ 32

t(t+ 16)
+ y

t+ 4

t2(t+ 16)
= 0,




0 −16 ∞
−1

2
0 1

−1

2
0 1


 .

Théorème 0.8 Les surfaces elliptiques (3s.1) et (3s.3) ayant de la 2-torsion

ne sont pas modulaires.

Théorème 0.9 La surface (1.3) ayant de la 4-torsion et la surface (2.3) ayant

de la 6-torsion sont modulaires.

Théorème 0.10 On a
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1. La surface (3.3) est une réalisation du 5-uplet [4, 4, 2, 1, 1]. Elle est ob-

tenue à partir de la réalisation modulaire de Beauville [4, 4, 2, 2] ou bien

[8, 2, 1, 1] par une permutation de monodromie supplémentaire. Ceci a

pour effet d’introduire une singularité apparente dans l’équation de Picard-

Fuchs de la surface. La surface n’est pas modulaire.

2. La surface (3.1) est une réalisation du 6-uplet [4, 4, 1, 1, 1, 1]. Elle est

obtenue à partir de la réalisation modulaire de Beauville [4, 4, 2, 2] ou bien

[8, 2, 1, 1] par deux permutations de monodromie supplémentaires. Ceci

a pour effet d’introduire deux singularités apparentes dans l’équation de

Picard-Fuchs de la surface. La surface n’est pas modulaire.

Dans le chapitre 3, on rappellera les définitions de monodromie d’une équa-

tion différentielle ordinaire et celle d’une surface elliptique ainsi que les 33

classes de conjugaison de sous groupes de congruence de genre zéro de PSL2(Z)

[39]. Comme application nous calculerons le groupe de monodromie de la sur-

face (3s.3s) et celui de la surface elliptique dont l’équation différentielle est

l’équation hypergéométrique du quart de période.

Dans le chapitre 4, On obtiendra une belle formule en exprimant la me-

sure de Mahler des polynômes Pk de la famille (2.3) en fonction des séries

d’Eisenstein-Kronecker. Nous établirons donc le résultat suivant :

Soit χ le caractère de Dirichlet χ−3 réel impair de conducteur 3 tel que

χ−3(n) = 0 si n ≡ 0(3),

χ−3(n) = 1 si n ≡ 1(3),

χ−3(n) = −1 si n ≡ 2(3).

Soit F un domaine fondamental du groupe de congruence Γ1(6) et K le

domaine correspondant du plan complexe en bijection avec F , défini par les k

17
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vérifiant

τ ∈ F
1

3− k
= t(τ)

t(τ) =
η(6τ)8η(τ)4

η(3τ)4η(2τ)8
= q − 4q2 + 10q3 − 20q4 + 39q5 + · · · (q = e2πiτ ).

Théorème 0.11 Pour k ∈ K et n’appartenant pas à l’ensemble des valeurs

complexes pour lesquelles Pk s’annule sur le tore T2, on a l’égalité :

m(Pk) = ℜ
(

−2iπτ +
∑
n≥1

(
∑
d/n

χ(d)d2

)
e2iπnτ

n
+ 8

∑
n≥1

(
∑
d/n

χ(d)d2

)
e4iπnτ

2n

)

Théorème 0.12 Avec les mêmes hypothèses que dans le théorème précédent,

on a

m(k) = ℜ


9

√
3ℑτ

4π2

∑

(m,n) 6=(0,0)

χ(n)

(3mτ + n)2(3mτ + n)




+8ℜ


9

√
3ℑτ

4π2

∑

(m,n) 6=(0,0)

χ(n)

(6mτ + n)2(6mτ + n)


 .

Dans le chapitre 5, on donnera le lien qui existe entre le régulateur elliptique

et la mesure de Mahler et on établira une égalité de mesures de Mahler entre

les deux surfaces elliptiques rationnelles de Boyd (1.3) et (3s.3s) comme suit

Théorème 0.13 Pour k ∈ R, on a la relation

2m(y2 + y(x2 + kx+ 1) + x2) = m((X + 1)2(Y + 1)2 − k2XY )

Ce résultat a fait l’objet d’une publication [14].

Enfin dans le chapitre 6, nous expliquerons les changements de variables

utilisés dans le chapitre 1 pour obtenir les expressions intégrales.

18



Chapitre 1

Mesure de Mahler et expression

intégrale des séries

L de Dirichlet

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudierons la mesure de Mahler de quatre familles de

polynômes de deux variables, réciproques, dépendant d’un paramètre l et dé-

finissant des courbes de genre un, sauf pour les valeurs "singulières" du para-

mètre l.

Les polynômes définissant ces familles sont des polynômes tempérés (i.e. les

polynômes des faces de leurs polygônes de Newton n’ont pour racines que des

racines de l’unité). En outre, pour l assez grand, ils ne s’annulent pas sur le

tore T2 = {(x, y) ∈ C× C / | x |=| y |= 1}.
Ces familles ont été définies par Boyd [6] pour tester les conjectures reliant

la mesure de Mahler d’un polynôme à la série L de la Jacobienne de la courbe

de genre 1.

En calculant la dérivée de la mesure de Mahler de ces polynômes, on mon-
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trera qu’on peut obtenir d’une part certaines solutions explicites, au voisinage

des singularités, de l’équation différentielle de Picard-Fuchs de la famille et,

d’autre part, exprimer certaines séries de Dirichlet L(χ, 2) comme intégrales

de fonctions liées à la fonction hypergéométrique F

(
1

2
,
1

2
, 1; z

)
.

1.2 Rappels et notations

1.2.1 Mesure de Mahler, fonction hypergéométrique et

série L de Dirichlet

Si P est un polynôme de Laurent en n variables, P ∈ C[x1, x
−1
1 , ..., xn, x

−1
n ], et

si

Tn = {(x1, · · · , xn) ∈ Cn; |x1| = · · · = |xn| = 1}

désigne le tore à n dimensions, on définit la mesure de Mahler logarithmique

m(P ) par

m(P ) :=
1

(2iπ)n

∫

Tn

log |P (x1, x
−1
1 , ..., xn, x

−1
n )|dx1

x1

...
dxn

xn

et la mesure de Mahler M(P ) par

M(P ) := exp(m(P )).

Formule de Jensen

Soit f(z) une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque

unité vérifiant f(0) 6= 0. Si α1, α2, · · · , αt désignent les zéros de f(z) dans {z,
|z| ≤ 1} comptés avec leurs multiplicités alors

1

2π

∫ 2π

0

log |f(exp(iθ))| dθ = log |f(0)| −
t∑

j=1

log |αj| .
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Si n = 1 et P (x) = a0
∏d

j=1(x − αj), en appliquant la formule précédente, on

obtient

∫ 1

0

log |P (exp(2iπt))| dt = log |a0|+ log
d∏

j=1

max(|αj| , 1),

i.e.

M(P ) = |a0|
d∏

j=1

max(|αj| , 1).

Définition 1.1 Un polynôme P ∈ C[x1, ..., xn] est dit réciproque si

P (x1, ..., xn)

P

(
1

x1

, ...,
1

xn

)

est un monôme de la forme xb1
1 ...x

bn
n .

Définition 1.2 La fonction définie par

F (a, b, c; z) = 1 +
∞∑

n=1

(a, n)(b, n)

(c, n)(1, n)
zn, (1.1)

où

(a, n) = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1)

et c 6= 0,−1,−2, · · · , est appelée fonction hypergéométrique.

Cette fonction est symétrique en a et b, i.e. F (a, b, c; z) = F (b, a, c; z), elle est

solution de l’équation différentielle de Gauss ou équation hypergéométrique

z(1− z)y” + (c− (a+ b+ 1)z) y′ − aby = 0

La série 1.1 est absolument convergente pour |z| < 1 et divergente pour |z| > 1.

Pour |z| = 1, elle converge absolument si ℜ(c− a− b) > 0.
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Si |z| < 1 et ℜ(c) > 0, ℜ(b) > 0. Nous avons

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−adt,

où la fonction Γ est définie pour ℜ(z) > 0 par

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt

Pour |z| > 1 la fonction F (a, b; c; z) peut être définie par prolongement analy-

tique.

Dans le cas où a =
1

2
, b =

1

2
et c = 1, on a la fonction hypergéométrique

F (z) = F

(
1

2
,
1

2
, 1; z

)
= 1 +

(
1

2

)2

z +

(
1× 3

2× 4

)2

z2 + · · · .

Elle vérifie

K(k) =
π

2
F (k2),

où

K(k) =

∫ 1

0

1√
(1− x2)(1− k2x2)

dx,

K étant une période de la fonction elliptique de Jacobi.

Soit χ un caractère de Dirichlet de conducteur f , i.e) un homomorphisme

de groupes (Z/fZ)∗ → C∗ qui peut être prolongé en une application Z → C

par

χ(x) =

{
χ(x̄) si (x, f) = 1

0 sinon

Définition 1.3 la série L de Dirichlet associée à un caractère de Dirichlet χ
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est définie par

L(χ, s) =
∑

n≥1

χ(n)

ns
,

L(χ, s) converge absolument pour s > 1.

On rappelle la relation, déduite de l’équation fonctionnelle de la série L de

Dirichlet,

L′(χ−f ,−1) =
f 3/2

4π
L(χ−f , 2)

où χ−f (n) =

(
−f

n

)
désigne le caractère de Dirichlet réel impair de conduc-

teur f .

1.2.2 Equations différentielles de Picard-Fuchs

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations différentielles du second ordre

d2u

dx2
+ p (x)

du

dx
+ q (x) u = 0 (1.2)

où p et q sont dans C(x).

Si p(x) et q(x) sont analytiques en x = x0, alors x0 est appelé point ordi-

naire de l’équation différentielle.

Définition 1.4 Un point x = x0 est appelé point singulier de l’équation 1.2 si

p ou q a un pôle en x0. Le point à l’infini est appelé point singulier de 1.2 si

après un changement de variable de x en t =
1

x
l’équation obtenue

d2u

dt2
+

{
2

t
− 1

t2
p(
1

t
)

}
du

dx
+

1

t4
q(
1

t
)u = 0

a une singularité en t = 0.
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Définition 1.5 Si x = x0 est un point singulier de 1.2 et (x− x0)p(x), (x−
x0)

2q(x) sont analytiques en x = x0, alors x = x0 est appelé point singulier

régulier. Si x = x0 n’est ni un point singulier ni un point singulier régulier on

dit que c’est un point singulier irrégulier.

Théorème 1.6 (Cauchy) Si x = x0 est un point non singulier de l’équation

1.2, alors il existe deux solutions holomorphes linéairement indépendantes de

1.2 au voisinage de x0.

Définition 1.7 On dit qu’un point x0 est une singularité apparente de 1.2 si

x0 est une singularité de 1.2 et si l’équation 1.2 admet deux solutions holo-

morphes linéairement indépendantes au voisinage de x0.

Soit x0 ∈ P1(C) = C∪{∞} . L’équation caractéristique de l’équation différen-

tielle 1.2 en x0 est donnée par

s (s− 1) + p0s+ q0 = 0, (1.3)

où

p0 = (x− x0)p(x)|x=x0
et q0 = (x− x0)

2 q (x)
∣∣
x=x0

si x0 6= ∞,

et

p0 = 2− 1

t
p

(
1

t

)∣∣∣∣
t=0

et q0 =
1

t2
q

(
1

t

)∣∣∣∣
t=0

si x0 = ∞ .

Les solutions de l’équation caractéristique sont appelées exposants locaux en

x0 de l’équation différentielle.

Définition 1.8 L’équation 1.2 est dite équation différentielle de Picard-Fuchs

si toutes les singularités dans P1 = C ∪ {∞} sont singulières régulières.

Le tableau des points singuliers et des exposants locaux est appelé schéma de
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Riemann et est noté



x = x1 · · · xm xm+1 = ∞
s
(1)
1 · · · s

(m)
1 s

(m+1)
1

s
(1)
2 · · · s

(m)
2 s

(m+1)
2


 .

Proposition 1.9 La somme des exposants locaux de l’équation 1.2 dépend

seulement du nombre de points singuliers

m+1∑

j=1

2∑

i=1

s
(j)
i = m− 1,

cette relation est appelée relation de Fuchs.

1.2.2.1 Méthode de Frobenius [26].

Cette méthode nous donne localement les solutions de l’équation différentielle

de Picard-Fuchs 1.2. Nous nous placerons au voisinage de 0.

Considérons l’opérateur différentiel L suivant

L = x2 d2

dx2
+ xp∗(x)

d

dx
+ q∗(x),

où p∗ et q∗ sont des fonctions holomorphes au voisinage de 0 définies par les

développements

p∗(x) =
∞∑

j=0

pjx
j et q∗(x) =

∞∑

j=0

qjx
j.

On pose

u = xs

∞∑

j=0

cjx
j
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et

f(s) = s(s− 1) + sp0 + q0.

L’équation différentielle L(u) = 0 est équivalente aux relations

f(s+ n)cn +Rn = 0, ∀n = 0, 1, 2, · · · , (1.4)

où

Rn =
∑

i+j=n,i 6=n

{(i+ s)cipj + ciqj} , n > 0 et R0 = 0,

s étant un paramètre et les coefficients cn = cn(s) (c0 = 1) sont déterminés

par l’équation 1.4 pour n = 1, 2, · · · .
On pose

u(s, x) = xs
∑

i≥0

ci(s)x
i.

Soient s1 et s2 les solutions de f(s) = 0, notées de sorte que ℜ(s1) ≤ ℜ(s2).

1. Si s2 − s1 6= 0, 1, 2, · · · ou si s2 − s1 = m 6= 0 et Rm = 0 alors la singularité

est dite non logarithmique et les solutions sont données par

(
u(s1, x)

u(s2, x)

)
=

(
xs1 0

0 xs2

)


∑
j≥0

cj(s1)x
j

∑
j≥0

cj(s2)x
j


 .

2. Si s2 = s1, alors les solutions sont données par




∂

∂s
u(s, x)

∣∣∣∣
s=s2

u(s2, x)


 =

(
xs2 xs2 log x

0 xs2

)


∑
j≥0

c′j(s2)x
j

∑
j≥0

cj(s2)x
j


 .
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3. Si s2 − s1 = m 6= 0 et Rm 6= 0, alors les deux solutions sont données par




Rmu
∗ − f ′(s2)

∂

∂s
u(s, x)

∣∣∣∣
s=s2

u(s2, x)


 =

(
xs1 xs1 log x

0 xs1

)

Rm

∑
j≥0

cj(s1)x
j − f ′(s2)x

s2−s1
∑
j≥0

c′j(s2)x
j

∑
j≥0

cj(s2)x
j


 ,

où

u∗ = xs1
∑

j≥0

cj(s1)x
j,

et les c′j(s) pour j < m, sont déterminés par l’équation 1.4 avec c0 =

1 et cm est arbitrairement fixé ; les c′j(s) pour j > m sont également

déterminés par l’équation 1.4.

1.2.2.2 Méthodes pour calculer l’équation différentielle de Picard-

Fuchs associée à une famille de courbes elliptiques.

Pour plus de détails sur les courbes elliptiques voir le chapitre 2.

Etant donnée une famille de courbes elliptiques sous la forme de Weierstrass

Et : y
2 = 4x3 + b2(t)x

2 + b4(t)x+ b6(t), bi(t) ∈ C(t).

Soit

wt =
dx

y
=

dx√
4x3 + b2(t)x2 + b4(t)x+ b6(t)

l’unique forme différentielle holomorphe sur Et.

Une période est une fonction de la forme

I(t) =

∫

γt

wt,

27



Chapitre 1. Mesure de Mahler et expression intégrale des

séries

L de Dirichlet

où γt ∈ H1(Et,Z), le premier groupe d’homologie de Et.

L’équation différentielle de Picard-Fuchs associée à la famille est l’équation

différentielle satisfaite par les périodes.

Il y a plusieurs méthodes pour déterminer l’équation différentielle de Picard-

Fuchs associée à une famille de courbes elliptiques.

Première méthode. La première méthode consiste à utiliser le résultat

suivant

Théorème 1.10 (Boughzala [10]) Soit El une famille de courbes de genre

1 donnée par

y2 = A (l) x4 + B (l) x2 + C (l) ,

avec A,B,C ∈ C [l] tel que AC 6= 0. On suppose que B2 − 4AC 6= 0.

Les périodes de la courbes El vérifient alors une équation différentielle

Ω′′ + PΩ′ +QΩ = 0,

où

P =
(d1d2d3)

′ d2 − d1d3d
′
2

d1d2d3
, Q =

2 (d1d3)
′′ d2 − 2d′2 (d1d3)− d′1d

′
2d

′
3

16d1d2d3
,

d1 = B2 − 4AC, d2 = ABC ′ − AB′C et d3 = AC et ()′ =
d

dt
() .

Deuxième méthode. La deuxième méthode consiste à mettre la famille de

courbes sous la forme de Weierstrass

y2 = 4x3 − g2(l)x− g3(l),

où

g2(l) ∈ C(l) et g3(l) ∈ C(l).
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On définit λ et J par les formules

g2 =
27J

J−1

1

λ4

et

g3 =
27J

J−1

1

λ6
,

avec

λ2 =
g2
g3

et

J =
g32

g32 − 27g23
=

g32
∆

où ∆ = g32 − 27g23,

ensuite on applique le résultat de Stiller suivant

Théorème 1.11 (Stiller [43]) Il existe une fonction algébrique λ sur P1 (C)

vérifiant λ2 ∈ C (t) et λ2 =
g2
g3

telle que

f” + Pf ′ +Qf = 0,

où

P =

(
dJ

dx

)2

− J

(
d2J

dx2

)

J

(
dJ

dx

) − d

dx
lnλ2

et

Q =

(
dJ

dx

)2 [
31

144
J − 1

36

]

J2 (J − 1)
−




(
dJ

dx

)2

− J

(
d2J

dx2

)

J

(
dJ

dx

)




d

dx
× lnλ

+



−d2λ

dx2

λ


+ 2




dλ

dx
λ




2

.
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Cette équation différentielle est appelée équation différentielle de Picard-Fuchs

associée à la famille de courbes elliptiques.

Troisième méthode. La troisième méthode consiste à utiliser une approche

de Griffiths [52] .

Soit U le disque unité et soit une famille de courbes elliptiques au-dessus

de U définie par

Eu : y2 = 4x3 − g2(u)x− g3(u)

où g2(u) et g3(u) sont holomorphes dans U avec g32(u) − 27g23(u) 6= 0. Soit

u0 ∈ U, la cohomologie H1(Eu0 ,C) de la courbe Eu0 peut être identifiée au

C-espace vectoriel des différentielles de première et deuxième espèce sur Eu0

modulo les différentielles exactes. Cet espace admet comme base
dx

y
et

xdx

y
.

Les deux périodes

f1(u) =

∫

γ

dx

y
, f2(u) =

∫

γ

xdx

y

sont solutions du système différentiel suivant

d

du

(
f1

f2

)
=




−1

12

dD

du
D

3δ

2D

−g2δ

8D

1

12

dD

du
D




(
f1

f2

)
,

où

D = g32(u)− 27g23(u)

et

δ = 3g3(u)
dg2(u)

du
− 2g2(u)

dg3(u)

du
.
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1.3 Théorèmes et preuves

Dans ce qui suit, on utilisera la notation m(Pl) = m(l).

Théorème 1.12 ([14]) Considérons la famille (3s.3s)

Pl(x, y) = x2(y + 1)2 + x(2y2 + (l + 4)y + 2) + (y + 1)2.

1. Si l est un réel, l < −16,

m′(l) =
2

πl
K

(√
−16

l

)

est une solution de l’équation différentielle de Picard-Fuchs associée à la

famille Pl(x, y) au voisinage de −∞ et

m(l) = − 4

π

∫ k

0

K − π

2
k

dk − 2 log l +m(−16)

où k =

√
−16

l
.

2. On a

m(−16) = m(y2(x+ 1)2 + y(2x2 − 12x+ 2) + (x+ 1)2) =
8G

π
,

où

G = L(χ−4, 2) = 1− 1

32
+

1

52
+ · · · ,

désigne la constante de Catalan.

3. Si l est un réel, −16 < l < 0,

m′(l) =
1

π
√
2l
K

(√
−l

16

)
.
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Preuve : Soit

Pl(x, y) = x2(y + 1)2 + x(2y2 + (l + 4)y + 2) + (y + 1)2.

La mesure de Mahler de Pl est donnée par

m (l) =
1

(2iπ)2

∫

T 2

log |Pl (x, y)|
dx

x

dy

y
.

On a

m (l) =
1

(2iπ)2

∫

T 2

log |x2(y +
1

y
+ 2) + x(2(y +

1

y
)

+(4 + l)) + (y +
1

y
+ 2)|dx

x

dy

y
.

On pose y = eis, d’où

m (l) =
1

π

∫ π

0

f (s) ds,

avec

f (s) =
1

2iπ

∫

|x|=1

log |Pl,s(x)|
dx

x

et

Pl,s (x) = x2 (2 cos s+ 2) + x (4 cos s+ 4 + l) + (2 cos s+ 2) .

Le discriminant ∆ de Pl,s est égal à l (l + 8 + 8 cos s) ; par suite, en utilisant

la formule de Jensen, on a

• si ∆ > 0,

f (s) = log |(2 cos s+ 2)max (|X1| , |X2|)| ,

où X1, X2 sont les racines de Pl,s (x) .

• Si ∆ ≤ 0,

f (s) = log |2 cos s+ 2| .
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1. Si l < −16, alors ∆ > 0, d’où

m (l) =
1

π

∫ π

0

log

∣∣∣∣
1

2

(
4 cos s+ 4 + l +

√
∆
)∣∣∣∣ ds.

En dérivant par rapport à l, on obtient

m′ (l) =
1

π

∫ π

0

ds√
l (l + 8 cos s+ 8)

.

Posant X = cos
s

2
, il vient

m′ (l) =
2

πl

∫ 1

0

1

√
1−X2

√
1− −16

l
X2

dX,

et si k2 =
−16

l
on obtient

m′ (l) =
2

πl
K

(√
−16

l

)
.

Soit l un nombre complexe et A l’ensemble des l pour lesquels Pl(x, y)

s’annule sur le tore T 2 = {(x, y), |x| = |y| = 1} .
Pour l /∈ A, logPl(x, y) est une fonction analytique de l et si l’on définit

m̃(Pl) =
1

(2iπ)2

∫

|x|=1

∫

|y|=1

logPl(x, y)
dx

x

dy

y
,

alors

m(Pl) = ℜ(m̃(Pl))

et
dm̃(Pl)

dl
=

−1

4π2

∫

T 2

P ′
l (x, y)

Pl(x, y)

dx

x

dy

y
.
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Pour la famille précédente, on obtient

dm̃(Pl)

dl
=

−1

4π2

∫

T 2

−2

(xy +
1

xy
) + (

y

x
+

x

y
) + 2(

1

x
+ x) + 2(y +

1

y
) + (4 + l)

dx

x

dy

y
.

D’après le théorème des résidus de Poincaré,
dm̃(Pl)

dl
est une période de

la courbe Pl(x, y) = 0.

On sait que les périodes des différentielles de première espèce sur la sur-

face de Riemann compacte associée à la courbe Pl (x, y) = 0 vérifient une

équation différentielle linéaire du second degré donnée par la connexion

de Gauss-Manin et appelée équation de Picard-Fuchs

Ω′′ + PΩ′ +QΩ = 0,

où P et Q sont des fractions rationnelles en l.

On détermine l’équation vérifiée par m′( l) en utilisant le théorème de

Stiller ou en appliquant le théorème de Boughzala qui permet d’obtenir

directement l’équation de Picard-Fuchs associée à une quartique réci-

proque sans passer par son modèle de Weierstrass.

On obtient donc pour la famille (3s.3s) l’équation différentielle

g′′ +
3l + 32

l (l + 16)
g′ +

l + 4

l2 (l + 16)
g = 0.

D’après la méthode de Frobenius [26], cette équation différentielle ad-

met, au voisinage de l’infini, une solution logarithmique et une solution

développable en série entière. On vérifie facilement que la famille de po-

lynômes ne s’annule pas sur le tore pour l < −16. Comme m′ (l) =
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1.3. Théorèmes et preuves

2

πl
K

(√
−16

l

)
est développable en série entière au voisinage de l’infini

alors m′ (l) =
2

πl
K

(√
−16

l

)
est la solution régulière de l’équation dif-

férentielle au voisinage de −∞.

Si l < −16 et en posant k2 =
−16

l
, on a

m′ (l) dl =
−4

π

K

k
dk.

En intégrant entre l et −16

∫ −16

l

m′(l) = − 4

π

∫ 1

k

K

k
dk = − 4

π

∫ 1

k

K − π/2

k
dk − 2

∫ 1

k

1

k
dk,

on obtient

m(−16)−m (l) = − 4

π

∫ 1

k

K − π/2

k
dk + 2 log k.

Par conséquent

m(l) = − 4

π

∫ 1

k

K − π/2

k
dk + 2 log k +m(−16).

2. Pour l < −16, m(l) ∼ log(−l) et si l −→ −∞, on a

m (−16) = 4


− 1

π

∫ 1

0

K − π

2
k

dk + log 2


 .

Puisque, d’après [6], on a

2G

π
= log 2− 1

π

∫ 1

0

K − π

2
k

dk,
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on obtient

m (−16) =
8G

π
.

On peut également intégrer entre −16 et 0 et utiliser l’égalité

4

π

∫ 1

0

K =
8G

π
,

pour obtenir le résultat précédent.

3. Si −16 < l < 0, on pose a = arccos

(−l − 8

8

)
; alors si a < s < π, ∆ > 0

et si 0 < s < a , ∆ < 0. D’où

m (l) =
1

π

[∫ a

0

log |2 cos s+ 2| ds+
∫ π

a

log

∣∣∣∣
1

2

(
4 cos s+ 4 + l +

√
∆
)∣∣∣∣ ds

]
.

En dérivant par rapport à l, on obtient

m′ (l) =
1

π

∫ π

a

ds√
l (l + 8 cos s+ 8)

.

Posant k2 =
l

−16
et X =

1

cos
s

2

, alors

m′ (l) =
−1

2π
√
−l

∫ +∞

α

dX√
(1−X2)

√
(1− k2X2)

,

où α =

√
−16

l
, donc

m′ (l) =
1

π
√
2
√
l
K

(√
l

−16

)
.
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Théorème 1.13 Considérons la famille (3.1)

Pl(x, y) = y2(x2 + x+ 1) + lxy + x2 + x+ 1.

1. Si l est un réel, l > 6,

m′(l) =
1

π
√
2

k√
(k2 + 1) +

√
k4 − k2 + 1

K,

où

k =
8l

l2 + 12 +
√
144− 40l2 + l4

est une solution au voisinage de +∞ de l’équation différentielle de Picard-

Fuchs associée à la famille Pl(x, y) = 0 et

m(l) =

√
2

π

∫ k

1

(K − π

2
)h(k)dk +

1√
2

∫ k

1

(h(k) +

√
2

k
)dk − log k +m(6).

avec

h(k) =

√
(k2 + 1) +

√
k4 − k2 + 1

k4 − k2 + 1
(
k2 − 1

k
).

2. m(6) =
√
2
π

∫ 1

0
(K − π

2
)h(k)dk + 1√

2

∫ 1

0
(h(k) +

√
2
k
)dk + log 4,

3. Si l est un réel, 0 < l < 2,

m′(l) =
1

π
√
2

k√
(1 + k2)−

√
k4 − k2 + 1

K,

où

k =
8l

l2 + 12 +
√
144− 40l2 + l4

et

h(k) =

√
(k2 + 1) +

√
k4 − k2 + 1

k4 − k2 + 1
(
k2 − 1

k
).
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4.

m(2) =

√
2

π

∫ 1

0

K

√
(k2 + 1)−

√
k4 − k2 + 1

k4 − k2 + 1

1− k2

k
dk.

Preuve : Soit

Pl(x, y) = x2(y2 + 1) + x(y2 + ly + 1) + y2 + 1.

Par définition,

m(l) =
1

(2iπ)2

∫

|y|=1

∫

|x|=1

log

∣∣∣∣(y +
1

y
)x2 + (y +

1

y
+ y)x+ (y +

1

y
)

∣∣∣∣
dx

x

dy

y
.

Posant y = eis, on obtient

m(l) =
1

π

∫ π

0

(
1

2iπ

∫

|x|=1

log |Pl,s(x)|
dx

x
)ds,

avec

f(s) =
1

2iπ

∫

|x|=1

log |Pl,s(x)|
dx

x

et

Pl,s(x) = (2 cos s)x2 + (2 cos s+ l)x+ 2 cos s.

Le discriminant de Pl,s est Dl(s) = ( l − 2 cos s)( l + 6 cos s).

1. Si l > 6, Dl(s) > 0 et Pl,s(x) admet deux racines

X1 =
−(2 cos s+ l) +

√
Dl(s)

2(2 cos s)
,

X2 =
−(2 cos s+ l)−

√
Dl(s)

2(2 cos s)
,

avec

|X1| > 1 > |X2| .
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Par application de la formule de Jensen, il vient

m(l) =
1

π

∫ π

0

log

∣∣∣∣∣
−(2 cos s+ l)−

√
Dl(s)

2

∣∣∣∣∣ ds.

D’où, en dérivant par rapport à l

m′(l) =
1

π

∫ π

0

1√
(l − 2 cos s)(l + 6 cos s)

ds.

En posant cos s = t, on obtient

m′(l) =
1

π

∫ 1

−1

dt√
(t− 1)(t+ 1)(2t− l)(6t+ l)

.

Etant donnée la courbe définie par

y2 = (t− 1)(t+ 1)(2t− l)(6t+ l).

On va exprimer m′ en fonction des formes canoniques des intégrales

elliptiques. On applique donc au polynôme

Q = (t− 1)(t+ 1)(2t− l)(6t+ l),

une transformation homographique pour le mettre sous la forme stan-

dard de Jacobi

Y 2 = (1−X2)(1− k2X2),

où k est convenablement choisi.

Si e1, e2, e3 et e4 sont les zéros de Q et si s1, s2, s3 et s4 ceux de (1−X2)(1−
k2X2), on doit déterminer une homographie notée g = [

ab

cd
] qui envoie

les si sur les ei et puisque le birapport est invariant par l’homographie,
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on aura
(e1 − e2)(e3 − e4)

(e2 − e3)(e4 − e1)
=

(s1 − s2)(s3 − s4)

(s2 − s3)(s4 − s1)
.

On peut donc déterminer la valeur de k en fonction de l.

Selon le choix des images respectives des ei dans l’ensemble {1,−1,
1

k
,−1

k
}

des si, il existe 6 birapports et pour chaque birapport 4 homographies

possibles.

Pour choisir l’homographie, on doit donc fixer les si sachant qu’ils valent

±1, ±1

k
et que le module de Jacobi k doit être compris entre 0 et 1. Le

choix des si dépend des valeurs de l.

Soit donc

y2 = (t− 1)(t+ 1)(2t− l)(6t+ l)

= 12(t− 1)(t+ 1)(t− l

2
)(t+

l

6
).

On pose t =
aX + b

cX + d
avec ad− bc = 1 ; par suite

t− ei =
X − si

(cX + d)(csi + d)
,

d’où

y2 = 12
4∏

i=1

(t− ei) = 12
(1−X2)(1− k2X2)

(cX + d)4(d2 − c2)(d2k2 − c2)
.

On pose y =
y1

(cx+ d)2
et on a

y21 = 12
(1−X2)(1− k2X2)

(d2 − c2)(d2k2 − c2)
,
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d’où

m′(l) =
1

2
√
3π

∫ b− d

c− a

−
d+ b

a+ c

√
(d2 − c2)(d2k2 − c2)√
(1−X2)(1− k2X2)

dX. (1.5)

On pose e1 = 1, e2 = −1, e3 =
l

2
et e4 = − l

6
, s1 = 1, s2 = −1, s3 =

1

k

et s4 = −1

k
. En calculant les 6 birapports pour chacune des familles

{e1, e2, e3, e4} et {s1, s2, s3, s4}, on obtient

r =
(e1 − e2)(e3 − e4)

(e2 − e3)(e4 − e1)
=

16l

(l + 2)(l + 6)
∈]0, 1[ r′ =

(s1 − s2)(s3 − s4)

(s2 − s3)(s4 − s1)
=

4k

(k + 1)2
∈]0, 1[

r1 = 1− r =
l2 − 8l + 12

(l + 2)(l + 6)
∈]0, 1[ r′1 = 1− r′ = (

k − 1

k + 1
)2 ∈]0, 1[

r2 =
1

r1
∈]1,+∞[ r′2 =

1

r′1
∈]1,+∞[

r3 = 1− r2 =
−16l

l2 − 8l + 12
∈]−∞, 0[ r′3 = 1− r′2 =

−4k

(k − 1)2
∈]−∞, 0[

r4 =
1

r3
∈]−∞, 0[ r′4 =

1

r′3
∈]−∞, 1[

r5 = 1− r4 =
l2 + 8l + 12

16l
∈]1,+∞[ r′5 = 1− r′4 =

(k + 1)2

4k
∈]1,+∞[

On choisit r3 = r′3, d’où

l =
2(k2 + 1 +

√
k4 − k2 + 1)

k

avec

k =
l2 + 12−

√
144− 40l2 + l4

8l
.

En résolvant les équations

l

2
=

a
1

k
+ b

c
1

k
+ d

; − l

2
=

a(−1

k
) + b

c(−1

k
) + d

; − 1 =
−a+ b

−c+ d
; 1 =

a+ b

c+ d
,
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on a

√
(d2 − c2)(d2k2 − c2) =

√
2

2

√
(k2 + 1)−

√
k4 − k2 + 1.

D’où, d’après 1.5

m′(l) =
1

π
√
6

√
(k2 + 1)−

√
k4 − k2 + 1

∫ 1

0

dX√
(1−X2)(1− k2X2)

=
1

π
√
6

√
(k2 + 1)−

√
k4 − k2 + 1K.

La courbe définie par Pl(x, y) = 0 est birationnellement équivalente à la

courbe

Y 2 = A(l)X4 + B(l)X2 + C(l),

où

A(l) = l2 + 4l − 12, B(l) = −2l2 − 24, C(l) = l2 − 4l − 12.

En effet, partant de x2(y2+1)+x(y2+ ly+1)+y2+1 = 0, et complétant

le carré, on obtient

Z2 = (y2 + ly + 1)2 − 4(y2 + 1)2 = Dl(y)

avec

Z = 2x(y2 + 1) + (y2 + ly + 1).

Posant y =
X + 1

X − 1
et Y = (X − 1)2Z, on obtient

Y 2 = A(l)X4 + B(l)X2 + C(l).

Donc d’après le théorème de Stiller, l’équation de Picard-Fuchs associée
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à cette famille de polynômes est

g′′ +
3l6 − 100l4 + 1296l2 − 1728

l(l − 6)(l − 2)(l + 2)(l + 6)(l2 − 12)
g′

+
288− 20l2 + l4

(l − 6)(l − 2)(l + 2)(l + 6)(l2 − 12)
g = 0.

D’après la méthode de Frobenius, cette équation différentielle admet au

voisinage de +∞ deux solutions de la forme lf1( l) et f2( l), où

f1( l) et f2( l) sont développables en séries entières au voisinage de +∞.

D’autre part

m′(l) =
1

2iπ

∫

|y|=1

dy

Z
,

avec Z = 2x(y2 + 1) + (y2+ ly + 1).

D’où m′( l) est une période de la courbe définie par la relation Z2 =

Dl(y).

Comme Z = 2x(y2 + 1) + (y2+ ly + 1) alors x =
Z − (y2 + ly + 1)

2(y2 + 1)
.

On a alors C(Z, y) = C(x, y), donc m′( l) est une période de la famille.

Or m′( l) est développable en série entière au voisinage de +∞, c’est

donc la solution régulière de l’équation différentielle associée à la famille

(3.1).

On a

l =
2

k
(k2 + 1 +

√
k4 − k2 + 1) et k =

l2 + 12−
√
144− 40l2 + l4

8l

d’où

dl =
2(k2 + 1 +

√
k4 − k2 + 1)(k2 − 1)

k2
√
k4 − k2 + 1

dk,

alors

m′(l)dl =

√
2

π

∫ 1

0

1√
(1−X2)(1− k2X2)

h(k)dk
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avec

h(k) =

√
(k2 + 1) +

√
k4 − k2 + 1

k4 − k2 + 1

k2 − 1

k
.

En intégrant entre 6 et l on aura

∫ l

6

m′(l)dl =

√
2

π

∫ k

6

K h(k)dk.

Par suite

m(l)−m(6) =

√
2

π

∫ k

1

(K− π

2
)h(k)dk+

1√
2

∫ k

1

(h(k)+

√
2

k
)dk−

∫ k

1

1

k
dk.

d’où

m(l) =

√
2

π

∫ k

1

(K − π

2
)h(k)dk +

1√
2

∫ k

1

(h(k) +

√
2

k
)dk − log k +m(6).

2. D’après 1.,

m(l) =

√
2

π

∫ k

1

(K − π

2
)h(k)dk +

1√
2

∫ k

1

(h(k) +

√
2

k
)dk − log k +m(6).

Comme k =
l2 + 12−

√
144− 40l2 + l4

8l
alors quand l tend vers l’infini,

log k ∼ log 4− log l et m( l) ∼ log l.

On obtient donc, par passage à la limite

m(6) =

√
2

π

∫ 1

0

(K − π

2
)h(k)dk +

1√
2

∫ 1

0

(h(k) +

√
2

k
)dk + log 4.

3. Si 0 < l < 2, on a

-Si s ≤ arccos(
l

2
) ou s ≥ arccos(− l

6
) alors

Dl(s) = (l − 2 cos s)(l + 6 cos s) ≤ 0.
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Par conséquent

f(s) = log |2 cos s| .

-Si s > arccos(
l

2
) ou s < arccos(− l

6
) alors Dl(s) > 0 et Pl,s(x) admet

deux racines

X1 =
−(2 cos s+ l) +

√
Dl(s)

2(2 cos s)

et

X2 =
−(2 cos s+ l)−

√
Dl(s)

2(2 cos s)
,

avec

|X1| > 1 > |X2| .

En posant α = arccos(
l

2
) et β = arccos(− l

6
) et par application de la

formule de Jensen, il vient

m(l) =
1

π

∫ α

0

log |2 cos s| ds+
∫ β

α

1

2
log(−(2 cos s+ l) +

√
Dl(s))ds

+

∫ π

β

log |2 cos s| ds.

En dérivant par rapport à l, on a

m′(l) =
1

π

∫ β

α

1√
(l − 2 cos s)(l + 6 cos s)

ds.

Posant X = 2 cos s, on obtient

m′(l) =
1

π

∫ l

−l
3

1√
(X − 2)(X + 2)(X − l)(3X + l)

dX.

Considérons la courbe définie par

Y 2 = (X − 2)(X + 2)(X − l)(3X + l).
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Par la même méthode utilisée précédemment, on pose

e1 = l, e2 = − l

3
, e3 = 2, e4 = −2

et

s1 = 1, s2 = −1, s3 =
1

k
, s4 = −1

k
.

En gardant les mêmes notations et en calculant les birapports r, r1, r2, r3, r4, r5

et r′, r′1, r
′
2, r

′
3, r

′
4, r

′
5, on choisira r = r′ et par conséquent

l =
2(k2 + 1−

√
k4 − k2 + 1)

k
,

avec

k =
l2 + 12−

√
144− 40l2 + l4

8l

et

(d2 − c2)(d2k2 − c2) =
3

8

k2

(1 + k2)−
√
k4 − k2 + 1

,

d’où

m′(l) =
1

π
√
2

k√
(1 + k2)−

√
k4 − k2 + 1

∫ 1

0

dX√
(1−X2)(1− k2X2)

dk

=
1

π
√
2

k√
(1 + k2)−

√
k4 − k2 + 1

K.

4. Pour 0 < l < 2, on a d’après 3.

l =
2(k2 + 1−

√
k4 − k2 + 1)

k
et dl = −2

(k2 − 1)(k2 + 1−
√
k4 − k2 + 1)

k2
√
k4 − k2 + 1

dk,
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d’où

∫ 2

0

m′(l)dl =

√
2

π

∫ 1

0

1− k2

k

√
(k2 + 1)−

√
k4 − k2 + 1

k4 − k2 + 1
Kdk.

Comme m(0) = 0, il vient

m(2) =

√
2

π

∫ 1

0

1− k2

k

√
(k2 + 1)−

√
k4 − k2 + 1

k4 − k2 + 1
Kdk.

D’après Boyd [6], les valeurs explicites de m(6) et m(2) étant à 50 décimales

près

6m(6)
?
= L′(χ−24,−1)

3m(2)
?
= L′(χ−8,−1),

on en déduit que

Corollaire 1.14

L′(χ−24,−1)
?
= 6

√
2

π

∫ 1

0

(K − π

2
)h(k)dk +

6√
2

∫ 1

0

(h(k) +

√
2

k
)dk + 6 log 4

et

L′(χ−8,−1)
?
=

3
√
2

π

∫ 1

0

K

√
(k2 + 1)−

√
k4 − k2 + 1

k4 − k2 + 1

1− k2

k
dk.

Où le signe
?
= signifie que le résultat n’est pas prouvé mais seulement vérifié

par l’ordinateur à 50 décimales près.

Théorème 1.15 ([12]) Considérons la famille (3s.1)

Pl(x, y) = y2(x+ 1)2 + 2lxy + (x+ 1)2.
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1. Si l est un réel, l > 4,

m′(l) =
1√

l(l + 4)
F

(
8

l + 4

)

est une solution de l’équation différentielle associée à la famille (3s.1) au

voisinage de +∞.

2. m(l) = −4
√
2

π

∫ k

0

K − π

2
k
√
2− k2

dk − log

(√
l + 4−

√
l√

l + 4 +
√
l

)
+ log 2, où k =

√
8

l + 4
.

3. m(4) = 2 log(
√
2 + 1) + log 2− 4

√
2

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
2− k2

dk.

4. Si l est un réel, 0 < l < 4,

m′(l) =
1

2
√
2
√
l
F

(
l + 4

8

)
.

5. On a

m(4) =
2
√
2

π

∫ 1

0

K

(√
u2 + 1

2

)
du.

Preuve : La courbe d’équation

y2(x+ 1)2 + 2lxy + (x+ 1)2 = 0

est birationnellement équivalente à la courbe définie par

Y 2 = A(l)X4 + B(l)X2 + C(l),
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où A( l) = l2 − 16, B( l) = −2 l2 et C( l) = l2.

L’équation différentielle de Picard-Fuchs associée est

g′′ +
3l2 − 16

(l − 4)(l + 4)l
g′ +

4 + l2

l2(l − 4)(l + 4)
g = 0.

Au voisinage de l’infini, l’équation différentielle admet une solution logarith-

mique et une solution de la forme Tf(T ) avec T =
1

l
, f(T ) étant développable

en série entière au voisinage de 0. On montre facilement que les polynômes Pl

de la famille ne s’annulent pas sur le tore pour l > 4.

En calculant la mesure de Mahler logarithmique de Pl, on obtient

m(l) =
1

(2iπ)2

∫

|x|=1

∫

|y|=1

log

∣∣∣∣(y +
1

y
)x2 + 2(y + l +

1

y
)x+ y +

1

y

∣∣∣∣
dx

x

dy

y
.

Posant y = eis ; on a

m(l) =
1

π

∫ π

0

f(s)ds

avec

f(s) =
1

2iπ

∫

|x|=1

log
∣∣(2 cos)x2 + 2(2 cos s+ l)x+ 2 cos s

∣∣ dx
x
.

et

Pl,s(x) = (2 cos)x2 + 2(2 cos s+ l)x+ 2 cos s.

Le discriminant ∆′ de Pl,s est égal à l(4 cos s+ l).

1. Pour l > 4, ∆′ > 0 et par application de la formule de Jensen, il vient

m(l) =
1

π

∫ π

0

log
∣∣∣(2 cos s+ l) +

√
4l cos s+ l2

∣∣∣ ds.

En dérivant par rapport à l, on a

m′(l) =
1

π

∫ π

0

1√
l2 + 4l cos s

ds.
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Posant X = sin
s

2
, on obtient

m′(l) =
2

π

∫ 1

−1

dX√
l(l + 4)(1−X2)(1− 8

l + 4
X2)

et si k2 =
8

l + 4
, il vient

m′(l) =
2

π

1√
l(l + 4)

K

(√
8

l + 4

)
=

1√
l(l + 4)

F

(
8

l + 4

)
.

On pose
1

l
= T et on a m′( l) = Tf(T ) avec f(T ) développable en

série entière au voisinage de 0.

D’où m′( l) est la solution régulière au voisinage de +∞ de l’équation

différentielle associée à la famille (3s.1).

2. Comme k2 =
8

l + 4
on a dl = −16

k3
dk. D’après 1.,

m′(l)dl = −4
√
2

π

1

k
√
2− k2

Kdk.

En intégrant entre l et s, on a

∫ s

l

m′(l)dl = −4
√
2

π

∫ s′

k

1

k
√
(2− k2)

Kdk avec s′ =
8

s+ 4
;

d’où

m(s)−m(l) = −4
√
2

π

∫ s′

k

K − π/2

k
√
(2− k2)

dk − 2
√
2

∫ s′

k

1

k
√

(2− k2)
dk
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1.3. Théorèmes et preuves

et

2
√
2

∫ k

s′

1

k
√
2− k2

dk = log

(√
l + 4−

√
l√

l + 4 +
√
l

)

+2 log
(√

s+ 4 +
√
s
)
− 2 log 2.

Quand s → +∞, m(s) ∼ log 2s et 2 log
(√

s+ 4 +
√
s
)
∼ 2 log 2 + log s

, par conséquent

m(l) = −4
√
2

π

∫ k

0

K − π

2
k
√
2− k2

dk − log

(√
l + 4−

√
l√

l + 4 +
√
l

)
+ log 2.

3. D’après 2.,

m′(l)dl = −4
√
2

π

1

k
√
2− k2

Kdk.

En intégrant entre 4 et l , on a

∫ l

4

m′(l)dl = −4
√
2

π

∫ √
8

l+4

1

K√
2− k2k

dk,

d’où

m(l)−m(4) =
4
√
2

π

∫ 1

√
8

l+4

K − π

2
k
√
2− k2

dk + 2
√
2

∫ 1

√
8

l+4

1√
2− k2k

dk.

En posant t =
√
2− k2, il vient

2
√
2

∫ 1

√
8

l+4

1√
2− k2k

dk = log

√
2− 1√
2 + 1

+ 2 log
(√

l + 4 +
√
l
)
− 2 log 2.
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Donc pour l assez grand, on a m(l) ∼ log(2l) et

m(4) = 2 log(
√
2 + 1) + log 2− 4

√
2

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
2− k2

dk.

On peut également déduire m(4) de la formule obtenue dans 2..

4. Si 0 < l < 4, on pose α( l) = arccos(− l

4
). Par suite ∆′ > 0 si s < α( l)

et ∆′ ≤ 0 si s ≥ α( l).

Par application de la formule de Jensen, on a

m(l) =
1

π

∫ α(l)

0

log
∣∣∣2 cos s+ l +

√
∆′
∣∣∣ ds+

1

π

∫ π

α(l)

log |2 cos s| ds.

Posant y(s, l) = log
∣∣2 cos s+ l +

√
4l cos s+ l2

∣∣ et dérivant par rapport

à l, on obtient

m′(l) =
1

π
α′(l)y(α(l), l) +

1

π

∫ α(l)

0

y′(s, l)

y(s, l)
ds− 1

π
α′(l) log |2 cos(α(l))| .

C’est-à-dire

m′(l) =
1

π

∫ α(l)

0

1√
l2 + 4l cos s

ds.

Posant X =
1

sin
s

2

, il vient

m′(l) =
−1

π
√
2
√
l

∫
√

8
l+4

+∞

dX

√
(X2 − 1)

√
(
l + 4

8
X2 − 1)

,
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et, si k2 =
l + 4

8
, on a

m′(l) =
1√
l

1√
2π

K

(√
l + 4

8

)
.

5. D’après 3.,

m′(l) =
1√
l

1√
2π

K

(√
l + 4

8

)
=

1

2π
√
2
√
2k2 − 1

K.

D’où en intégrant entre 0 et 4

∫ 4

0

m′(l)dl =
4
√
2

π

∫ 1

1√
2

K√
2k2 − 1

kdk.

Posons u =
√
2k2 − 1 et comme m(0) = 0, il vient

m(4) =
2
√
2

π

∫ 1

0

K

(√
u2 + 1

2

)
du.

Corollaire 1.16

L′(χ−8,−1) = 2 log(
√
2 + 1) + log 2− 4

√
2

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
2− k2

dk.

et

L′(χ−8,−1) =
2
√
2

π

∫ 1

0

K

(√
u2+1
2

)
du.
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Preuve : D’après Boyd [6], on a m(4) = L′(χ−8,−1) .

D’où

L′(χ−8,−1) = 2 log(
√
2 + 1) + log 2− 4

√
2

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
2− k2

dk

et

L′(χ−8,−1) =
2
√
2

π

∫ 1

0

K(

(√
u2+1
2

)
du.

Théorème 1.17 ([13]) Considérons la famille (3s.3).

Pl(x, y) = y2(x+ 1)2 + y(x2 + (l + 2)x+ 1) + (x+ 1)2.

1. Si l est un réel, l > 4,

m′(l) =
2

π
√
l2 + 12l

K

(√
16

l + 12

)

est une solution de l’équation différentielle associée à la famille (3s.3) au

voisinage de +∞ et

m(l) = − 8

π

∫ k

0

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk + log 3 + 2 log


 6
√
3
(√

l + 12 +
√
l
)


 .

2. m(4) = 2 log(3)− 8

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk.
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3. Si l est un réel, l < −12,

m′(l) = − 2

π
√
l2 − 4l

K

(√
16

4− l

)

est une solution de l’équation différentielle de Picard Fuchs associée à la

famille (3s.3) au voisinage de −∞ et

m (l) = − 8

π

∫ 1

k

K (k2)− π

2
k
√
4− k2

dk + 2 log

√
4− l +

√
−l

2
.

4. m(−12) =
−8

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− k2

dk + 2 log(2 +
√
3).

5. Si l est un réel, 0 < l < 4,

m′(l) =
1

2π
√
l
K

(√
l+12
16

)
.

6. m(4) = 2
π

∫ 1

0
K

(√
u2+3
4

)
du.

7. Si l est un réel, −12 < l < 0,

m′(l) =
−1

2π
√
−l

K

(√
4−l
16

)
.

8. m(−12) = 2
√
3

π

∫ 1

0
K

(√
3t2+1

4

)
dt.

Preuve : Soit

Pl (x, y) = x2
(
y2 + y + 1

)
+ x

(
2y2 + (l + 2) y + 2

)
+
(
y2 + y + 1

)
.
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La forme de Weierstrass [10] est donnée par

y2 = x2 +
(
l2 + 4l

)
x2 + 16l2x.

L’équation de Picard-Fuchs [10] associée est

g′′ +
−48 + 16l + 3l2

l (l + 12) (l − 4)
g′ +

l2 + 2l + 12

l2 (l + 12) (l − 4)
g = 0.

Au voisinage de l’infini, l’équation admet une solution logarithmique et une

solution développable en série entière.

On vérifie que la famille de polynômes ne s’annule pas sur le tore pour l > 4

et l < −12. En calculant la mesure de Mahler logarithmique de Pl, on obtient

m (l) =
1

π

∫ π

0

f (s) ds,

avec

f (s) =
1

2iπ

∫

|x|=1

log
∣∣x2 (2 cos s+ 1) + x (4 cos s+ l + 2) + (2 cos s+ 1)

∣∣ dx
x

et

Pl,s (x) = x2 (2 cos s+ 1) + x (4 cos s+ l + 2) + (2 cos s+ 1) .

Le discriminant de Pl,s (x) est ∆ = l (l + 8 cos s+ 4) .

1. Si l > 4 alors ∆ > 0, d’où par application de la formule de Jensen

m (l) =
1

π

∫ π

0

log
∣∣∣4 cos s+ l + 2 +

√
∆
∣∣∣ ds.

En dérivant, on a

m′ (l) =
1

π

∫ π

0

ds√
l (l + 8 cos s+ 4)

.
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Posant X = sin
s

2
et k2 =

16

l + 12
, on obtient

m′ (l) =
2

π
√
l2 + 12l

K

(√
16

l + 12

)
.

Comme m′ (l) est développable en série entière au voisinage de +∞, c’est

donc la solution régulière de l’équation différentielle associée à la famille

(3s.3) au voisinage de +∞.

2. D’après 1., en intégrant m′( l) entre l et s on a

∫ s

l

m′ (l) dl =
8

π

∫ k

s′

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk+4

∫ k

s′

1

k
√
4− 3k2

dk avec s′ =

√
16

s+ 12
,

d’où

m(s)−m(l) =
8

π

∫ k

s′

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk + 2αl(s),

avec

αl(s) = log
√
s+log

√
1 +

12

s
4

+log

(
2√
3
+

1√
3

√
4− 48

s+ 12

)
−log

√
l + 12 +

√
l

2
√
3

.

Quand s → +∞, m(s) ∼ log s , donc

m (l) = − 8

π

∫ k

0

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk + log 3 + 2 log

√
l + 12 +

√
l

2
√
3

.

3. D’après 2., en posant l = 4, on a

m (4) = 2 log 3− 8

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk.
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4. Si l < −12 alors ∆ > 0, donc

m (l) =
1

π

∫ π

0

log
∣∣∣− (4 cos s+ l + 2) +

√
∆
∣∣∣ ds.

D’où

m′ (l) =
−1

π

∫ π

0

ds√
l (l + 8 cos s+ 4)

.

Posant X = cos
s

2
, il vient

m′ (l) =
−2

π

1√
l2 − 4l

∫ 1

0

dX√
1−X2

(
1− 16

4−l
X2
) .

Posant k2 =
16

4− l
, on a

m′ (l) =
−2

π

1√
l2 − 4l

K

(√
16

4− l

)
.

Comme m′( l) est développable en série entière au voisinage de −∞,

c’est donc la solution régulière de l’équation différentielle de Picard Fuchs

associée à la famille (3s.3).

5. D’après 4., on a k2 =
16

4− l
donc dl =

32

k3
dk. Par conséquent

m′ (l) dl =
−8

π

1

k
√
4− k2

Kdk.

En intégrant entre s et l, on a

∫ l

s

m′ (l) dl =
−8

π

∫ k

s′

K

k
√
4− k2

dk avec s′ =
4√
4− s

,
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d’où

m(l)−m(s) =
−8

π

∫ k

s′

K − π

2
k
√
4− k2

dk − 4

∫ k

s′

1

k
√
4− k2

dk.

On montre que

∫ k

s′

1

k
√
4− k2

dk = −1

2

∫ 2
k

2
s′

1√
v2 − 1

dv

et

∫ 2
k

2
s′

1√
v2 − 1

dv = log

(
2

k
+

√
4

k2
− 1

)
− log

(
2

s′
+

√
4

s′2
− 1

)
.

Quand s → −∞, s′ → 0 et m(s) ∼ log(−s), d’où

m (l) = − 8

π

∫ k

0

K (k2)− π

2
k
√
4− k2

dk + 2 log

√
4− l +

√
−l

2

6. Pour l < −12, On a

m (l) = − 8

π

∫ 1

k

K (k2)− π

2
k
√
4− k2

dk + 2 log

√
4− l +

√
−l

2
.

D’où

m(−12) =
−8

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− k2

dk + 2 log
(
2 +

√
3
)
.

7. Si 0 < l < 4, on pose a = arccos

(−4− l

8

)
; alors ∆ > 0 si 0 < s < a et

∆ ≤ 0, si a ≤ s < π.
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Par conséquent

m (l) =
1

π

[∫ a

0

log
∣∣∣4 cos s+ l + 2 +

√
∆
∣∣∣ ds+

∫ π

a

log |2 cos s+ 1| ds
]
.

En dérivant, on aura

m′ (l) =
1

π
√
l

∫ a

0

ds√
(l + 8 cos s+ 4)

.

Posant X =
1

sin
s

2

, il vient

m′ (l) =
−1

2π
√
l

∫
√

16
l+12

+∞

dX

√
(X2 − 1)

√(
l + 12

16
X2 − 1

) ,

et si k2 =
l + 12

16
,

m′ (l) = − 1

2π
√
l

∫ +∞

1

k

dX√
(1−X2) (1− k2X2)

.

C’est à dire

m′ (l) =
1

2π
√
l
K

(√
l + 12

16

)
.

8. Pour 0 < l < 4, on a k2 =
l + 12

16
donc dl = 32kdk, d’où

m′ (l) dl =
1

2π
√
l
32kKdk.
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En intégrant entre 0 et 4, on obtient

∫ 4

0

m′ (l) dl =
8

π

∫ 1√
3

2

K√
4k2 − 3

kdk.

On pose u =
√
4k2 − 3, d’où

m (4)−m (0) =
2

π

∫ 1

0

K

(√
u2+3
4

)
du.

Comme m (0) = 0, donc

m (4) =
2

π

∫ 1

0

K

(√
u2+3
4

)
du

9. Si −12 < l < 0, on pose a = arccos

(
−4 + l

8

)
; alors ∆ > 0 si a < s < π

et ∆ ≤ 0, si 0 < s ≤ a .

D’où

m (l) =
1

π

[∫ a

0

log |2 cos s+ 1| ds+
∫ π

a

log
∣∣∣−4 cos s− l − 2 +

√
∆
∣∣∣ ds
]
.

En dérivant, on obtient

m′ (l) =
−1

π

∫ π

a

ds√
l(l + 8 cos s+ 4)

Posant X =
1

cos
s

2

, on a

m′ (l) =
1

2π
√
−l

∫ +∞

1

k

dX√
(1−X2)

(
1− 4− l

16
X2

) ,
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et si k2 =
4− l

16
, il vient

m′ (l) =
−1

2π
√
−l

K

(√
4− l

16

)
.

10. Pour −12 < l < 0, on a k2 =
4− l

16
et d l = −32kdk.

En intégrant entre −12 et 0, on obtient

∫ 0

−12

m′ (l) dl =
−8

π

∫ 1

1

2

K k√
4k2 − 1

dk.

On pose u =
√
4k2 − 1, et on a

∫ 0

−12

m′(l)dl =
−2

π

∫ √
3

0

K

(√
u2+1
4

)
du.

Posant u =
√
3t, il vient

∫ 0

−12

m′ (l) dl =
−2

√
3

π

∫ 1

0

K

(√
3t2+1

4

)
dt.

Comme m(0) = 0 alors

m(−12) =
2
√
3

π

∫ 1

0

K

(√
3t2+1

4

)
dt.

Corollaire 1.18

L′(χ−4,−1) =
3

4π

∫ 1

0

K

(√
u2+3
4

)
du.
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L′(χ−4,−1) =
3

4
log(3)− 3

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk.

L′(χ−3,−1) =
3
√
3

10π

∫ 1

0

K

(√
3t2+1

4

)
dt.

10L′(χ−3,−1) =
−12

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− k2

dk + 3 log(2 +
√
3).

Preuve : D’après Touafek [59], les valeurs explicites de m(4) et m(−12) étant

m(4) =
8

3
L′(χ−4,−1)

et

m(−12) =
20

3
L′(χ−3,−1).

On a alors

L′(χ−4,−1) =
3

4π

∫ 1

0

K

(√
u2+3
4

)
du.

L′(χ−4,−1) =
3

4
log(3)− 3

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− 3k2

dk.

L′(χ−3,−1) =
3
√
3

10π

∫ 1

0

K

(√
3t2+1

4

)
dt.

10L′(χ−3,−1) =
−12

π

∫ 1

0

K − π

2
k
√
4− k2

dk + 3 log(2 +
√
3).
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Chapitre 2

Etude des sept surfaces elliptiques

de Boyd et leur classification

2.1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous donnerons une forme de Weierstrass, le discriminant,

la fonction J(t), la torsion sur Q, les fibres singulières, l’équation différentielle

de Picard Fuchs et le schéma de Riemann associés pour chacune des surfaces

elliptiques rationnelles définies par Boyd [6]. Les calculs ont été effectués avec

MAPLE-Apecs et la nature des fibres singulières a été déduite en utilisant

l’algorithme de Tate. Nous classifions également ces sept familles en identifiant

celles qui sont modulaires.

2.2 Rappels

Pour plus de détails se référer à J. H. Silvermann [21], [22], Kodaira [42], Shioda

[51] et Schütt-Shioda [25].
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2.2.1 Courbes elliptiques

Soit K l’un des corps suivants : un corps de nombres, le corps des nombres

réels, le corps des nombres complexes, un corps local, un corps fini ou un corps

de fonctions sur l’un des corps cités précédemment.

Définition 2.1 Une courbe elliptique E est une courbe projective lisse de

genre 1 avec un point O ∈ E(K).

Une propriété importante des courbes elliptiques est que pour tout corps K ′,

K ′ ⊇ K, l’ensemble des points K ′-rationnels E(K ′) forme un groupe dont

l’élément neutre est O. Si on considère le cas K = C alors on aura la description

analytique suivante :

Description analytique : Toute courbe elliptique complexe est un tore.

Il existe un réseau

Λ ⊂ C de rang 2 tel que E ∼= C/Λ.

Alors la composition dans le groupe est induite par addition dans C, et l’élé-

ment neutre est la classe d’équivalence de l’origine. On peut toujours considérer

le cas où

Λ = Λτ = Z+τZ, ℑ(τ) > 0.

On notera la courbe elliptique correspondante

Eτ = C/Λτ .

Deux tores sont isomorphes si et seulement si les réseaux correspondants sont

homothétiques.

Description algébrique : Une courbe elliptique E a un modèle de cu-

bique lisse dans P2. le zéro du groupe sera un point quelconque O de E(K) et

non un point d’inflexion. D’après le théorème de Bezout, toute droite l inter-

secte une cubique dans P2 en trois points P, Q, R, éventuellement multiples.
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On définit donc une loi de groupe d’élément neutre O.

Définition 2.2 Trois points alignés P, Q, R sur une courbe elliptique E ⊂ P2

vérifient

P +Q+R = O.

Donc P + Q relativement à l’origine sera le troisième point d’intersection de

la droite OR avec E.

Equation de Weierstrass : Soit une courbe elliptique E ⊂ P2, on peut

toujours effectuer une transformation linéaire qui permet de prendre [0, 1, 0]

comme origine O et le vecteur tangent à E en O la droite l = {z = 0}. Dans

la carte affine z = 1, l’équation de E prend la forme généralisée de Weierstrass

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

Si la caractéristique de K est différente de 2 ou 3, alors on peut transformer

E sous la forme de Weierstrass courte

E : y2 = x3 + a4x+ a6 (2.1)

Définition 2.3 Soit E une courbe elliptique sur K sous forme de Weierstrass

2.1. Le discriminant de E est défini par

∆ = −16(4a34 + 27a26)

Lemme 2.4 Une cubique E est lisse si et seulement si ∆ 6= 0.

Définition 2.5 Soit E une courbe elliptique sur K sous la forme de Weiers-

trass 2.1. Le J-invariant de E est défini par

J = −1728
(4a4)

3

∆
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Soient E, E ′ deux courbes elliptiques sous la forme de Weierstrass 2.1. Si

E ∼= E ′, alors J = J ′. La réciproque est vraie si de plus a4/a
′
4 est une puissance

quatrième et a6/a
′
6 est une puissance sixième dans K, en particulier si K est

algébriquement clos.

Soit E une courbe elliptique définie sur K et soit K ′ un corps contenant

K. Alors E(K) est un sous-groupe de E(K ′).

Définition 2.6 Soit n ∈ N et P ∈ E(K ′). On dit que P est un point de

n-division de E si

nP = P ⊕ P ⊕ · · · ⊕ P︸ ︷︷ ︸
n fois

= O

Théorème 2.7 (Mordell-Weil) Soit E une courbe elliptique sur un corps

de nombres K. Alors E(K) est un groupe de type fini :

E(K) ∼= E(K)tor ⊕ Zr

où r est appelé le rang sur K de E et E(K)tor désigne le sous-groupe de torsion

fini de E(K).

Lorsque E décrit l’ensemble des courbes elliptiques sur Q, un théorème de

Mazur montre qu’il n’y a qu’un nombre fini de groupes de torsion possibles ;

par contre on ignore si r est borné.

2.2.2 Surfaces elliptiques rationnelles

Soit C une courbe définie sur un corps K algébriquement clos. Une surface

elliptique X au dessus de C est une variété de dimension 2 munie d’un mor-

phisme π : X → C et un ensemble Σ fini de points de C tels que si t /∈ Σ alors

la fibre Xt = π−1(t) est une courbe lisse de genre 1. Si t ∈ Σ, Xt est appelée

fibre spéciale. Une section globale σ est un morphisme σ : C → X tel que π ◦σ
est l’application identité de C. Etant donnée une surface elliptique X, il existe

deux invariants importants associés à π : X → C. Un invariant appelé invariant
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fonctionnel, qui est une fonction rationnelle appelée également la J-fonction

de la surface elliptique π : X → C; un autre appelé invariant homologique

déterminé par la représentation de monodromie ρ : π1(C − Σ) → SL2(Z).

Soient π1 : X1 → C et π2 : X2 → C deux surfaces elliptiques sur la

même courbe C. On dit qu’elles sont birationnellement équivalentes en tant que

surfaces elliptiques sur C s’il existe une application birationnelle f : X1 → X2

avec π1 = π2 ◦ f.

Dans le cas où C est égale à P1(K), les surfaces elliptiques sont dites ra-

tionnelles. On se restreindra à K = C, C étant le corps des nombre complexes.

D’après K. Kodaira, on considérera que les surfaces sont minimales i.e. ne

contenant pas de courbes rationnelles avec une self-intersection −1.

Etant donné une surface elliptique π1 : X1 → P1(C), son modèle minimal

compact lisse ℵ est unique à isomorphisme près, appelé le modèle de Néron

de X. Deux surfaces elliptiques birationnellement équivalentes ont le même

modèle de Néron. K. Kodaira [42] et A. Néron [41] ont indépendemment donné

une classification de tous les types de fibres spéciales de surfaces elliptiques

minimales compactes lisses. Nous utiliserons dans ce qui suit les symboles de

Kodaira [42] des fibres spéciales. J. Tate a developpé un algorithme pour la

détermination des fibres spéciales du modèle de Néron d’une surface elliptique

donné sous forme d’une équation de Weierstrass [53].

Les types de fibres sont : In (n ≥ 0) , II, III, IV, I∗n (n ≥ 0) , IV ∗, III∗

et II∗.

1. I0 est une courbe non singulière de genre 1.
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2. I1 est une courbe rationnelle avec un noeud.

3. In désigne n courbes rationnelles arrangées de façon à former un polygône

à n côtés.

1
1

1 1

4. II est une courbe rationnelle avec un point de rebroussement.

1

5. III désigne deux courbes non singulières rationnelles tangentes en un

point.

1

1

6. IV désigne 3 courbes rationnelles non singulières se coupant en un point.

1
1

1

7. I∗0 est une courbe rationnelle non singulière de multiplicité 2 avec 4

courbes non singulières rationnelles de multiplicité 1 rattachées à la

courbe.

11 11
2
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8. I∗n est une chaîne de (n+ 1) courbes rationnelles non singulières de mul-

tiplicité 2, avec deux courbes rationnelles de mulitiplicité 1 rattachées à

chaque extrémité.

11 2
2

2
2

1

9. IV ∗ désigne 7 courbes rationnelles non singulières représentées comme

suit :

2 1

3

2 1 2 1

10. III∗ 8 courbes rationnelles non singulières représentées comme suit :

1

2

3 2 3 1

2

11. II∗ 9 courbes rationnelles non singulières représentées comme suit :

1

2

3

4

5

6

3 4

2

Algorithme de Tate

Si la fibre singulière Xt est sous la forme de Weierstrass

Xt : y
2 = x3 + a4(t)x+ a6(t)

Soit a ∈ P1(C), on note Orda(a4) la multiplicité du zéro a de a4 (t) . On

note de même Orda (a6(t)) et Orda (∆ (t)) .
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Le type de fibre est donné par la table suivante

Orda (a4(t)) Orda (a6(t)) Orda (∆) type de fibre

(0) arbitraire arbitraire 0 régulier

(1) 0 0 b Ib (b ≥ 1)

(2) ≥ 2 ≥ 3 b+ 6 I∗b (b ≥ 0)

(3) ≥ 1 1 2 II

(4) ≥ 2 2 4 IV

(5) ≥ 3 4 8 IV∗

(6) ≥ 4 5 10 II∗

(7) 1 ≥ 2 3 III

(8) 3 ≥ 5 9 III∗

(9) ≥ 4 ≥ 6 ≥ 12 réduit à (0)− (8)

Le groupe de Néron-Severi d’une surface elliptique, notée, NS(X), est le

groupe des diviseurs de X modulo une équivalence algébrique. Il est contenu

dans le deuxième groupe de cohomologie H2(X,Z) de X, et son rang, noté

ρ(X), est appelé nombre de Picard de X. Une surface elliptique sur un corps

K peut également être vue comme une courbe elliptique au dessus du corps

de fonctions de P1(K) noté K(P1) = K(x). Si la J-fonction de X n’est pas

constante, en utilisant le théorème de Mordell-Weil, les sections globales de la

surface elliptique forment un groupe abélien de type fini. Ce groupe est appelé

le groupe de Mordell-Weil de X, noté MW (X). Le rang de MW (X) est appelé

rang de Mordell-Weil de X, qu’on notera dans la suite r. D’après T.Shioda, le

groupe de Néron-Severi d’une surface elliptique π : X → P1(C) est engendré

par son groupe de Mordell-Weil et par les composantes irréductibles des fibres

[51]. Il a obtenu la formule de Shioda-Tate

ρ(X) = 2 + r +
∑

t∈Σ
(mt − 1)
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où mt est le nombre de composantes irréductibles de la fibre Xt = π−1(t) pour

t ∈ Σ. En utilisant les notations de Kodaira, si Xt est de type Ib, alors mt = b,

et si Xt est de type I∗b , mt = 5 + b.

Nous allons considérer maintenant les invariants numériques d’une surface

elliptique minimale compacte lisse X. On pourra toujours considérer que la

J-fonction de X n’est pas constante. Soit g le genre de la courbe de base

C, pg le genre géométrique de X, et c2 le genre arithmétique de X appelé

la caractéristique d’Euler de X. K. Kodaira [42] a donné une formule pour

calculer c2 comme suit

c2 = 12(pg − g + 1)

= d+ 6
∑

b≥0

ν(I∗b ) + 2ν(II) + 10ν(II∗) + 3ν(III)

+9ν(III∗) + 4ν(IV ) + 8ν(IV ∗),

où d est le degré de la fonction J , et ν(·) représente le nombre de fibres spé-

ciales de X du type indiqué dans (·). Dans le cas des surfaces elliptiques

rationnelles, les caractéristiques d’Euler des fibres Xa, a ∈ P1(C) de types

(In n ≥ 0, II, III, IV , I∗n (n ≥ 0) , IV ∗, III∗, II∗ resp.) sont les nombres

(n, 2, 3, 4, n+ 6, 3, 4, 6 resp.) et la caractéristique d’Euler de la surface el-

liptique est égale à la somme des caractéristiques d’Euler des fibres singulières.

Définition 2.8 Une surface elliptique sur P1(C) est dite stable si elle admet

au plus des points doubles ordinaires. On dira qu’elle est semi-stable si les

fibres singulières sont de type In.

D’après Beauville [27], une surface elliptique semi-stable possède au moins

quatre fibres singulières.

Soit X une surface elliptique sur P1(C), d’après la théorie de Lefschetz-

Hodge on a

ρ(X) ≤ h1,1,
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où h1,1 désigne le nombre de Hodge qui est égal à la dimCH
1(X,Ω1

X).

2.2.3 Ramification

Soit C une courbe projective non singulière dans P2 définie par un polynôme

homogène P (x, y, z) de degré d > 1. En appliquant une transformation projec-

tive adéquate, on pourra supposer que [0, 1, 0] /∈ C. Alors on a une application

bien définie φ : C → P1 donnée par φ[x, y, z] = [x, z].

Définition 2.9 L’indice de ramification υφ[a, b, c] de φ au point [a, b, c] ∈ C

est l’ordre du zéro du polynôme P (a, y, c) par rapport à y en y = b. Le point

[a, b, c] est appelé point de ramification de φ si υφ[a, b, c] > 1.

Théorème 2.10 (Nori [35]) Une surface elliptique X sur P1(C) avec un in-

variant fonctionnel J non constant vérifie ρ(X) = h1,1 et r = 0 si et seulement

si J est ramifiée au dessus de 0,1 et ∞ avec eP = 1, 2 ou 3 si J(P ) = 0, ep = 1

ou 2 si J(P ) = 1 et X ne contient aucune fibre singulière de type I∗0 , II, III

et IV.

2.2.4 SL2(Z), PSL2(Z), sous groupes de congruence et

courbes modulaires

On désigne par H le demi-plan de Poincaré défini par H = {z ∈ C, Im(z) > 0},
SL2(Z) le groupe des matrices 2× 2 à coefficients entiers et de déterminant 1

et PSL2(Z) le groupe SL2(Z)/{±I}.
Le groupe PSL2(Z) est le groupe modulaire des transformations homogra-

phiques.

z → az + b

cz + d
avec a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

Il est noté Γ(1) et engendré par les images des deux matrices

T =

(
1 1

0 1

)
et S =

(
0 −1

1 0

)
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L’ensemble

D =

{
z, |z| ≥ 1, |ℜ(z)| ≤ 1

2

}

est un domaine fondamental de Γ(1), c’est à dire

1. Pour tout z ∈ C, il existe g ∈ Γ(1) tel que g.z ∈ D.

2. Si z et z′ sont congrus mod Γ(1) alors soit |ℜ(z)| = 1

2
et z = z′ ± 1, soit

|z|= 1 et z′ = −1/z.

3. Le stabilisateur I(z) = {g ; g.z = z} de tout élément est l’identité sauf

si z = i (alors I(i) = 〈S〉), z = j = exp(2iπ/3) (I(j) = 〈ST 〉) et z = −j

(I(−j) = 〈TS〉).

Le sous groupe de congruence principal de niveau m, m > 0, de PSL2(Z) est

défini par

Γ(m) = {A ∈ PSL2(Z), A ≡ ±I mod m} /{±I}.

Un sous groupe de congruence de niveau m du groupe modulaire est un sous

groupe contenant Γ(m) avec m entier positif et ne contenant pas Γ(n) pour

n < m.

Les indices de ces sous groupes modulaires dans PSL2(Z) sont donnés par

[PSL2(Z) : Γ(2)] = 6, [PSL2(Z) : Γ1(2)] = 3

et

µ(m) := [PSL2(Z) : Γ(m)] =
m3

2
Π
p/m

P prime

(
1− 1

p2

)
, m ≥ 3,

µ1(m) := [PSL2(Z) : Γ1(m)] =
m2

2
Π
p/m

P prime

(
1− 1

p2

)
, m ≥ 3,

µ0(m) := [PSL2(Z) : Γ0(m)] = m Π
p/m

P prime

(
1 +

1

p

)
,m ≥ 1,
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oú

Γ0(m) =

{
A ∈ SL2(Z), A ≡

(
∗ ∗
0 ∗

)
mod (m)

}

et

Γ1(m) =

{
A ∈ SL2(Z), A ≡

(
1 ∗
0 1

)
mod (m)

}

Soit Γ un sous-groupe d’indice fini de SL2(Z) ou PSL2(Z) tel que −I /∈ Γ, Γ

agit librement sur H. L’ensemble des orbites Γ\H est une surface de Riemann

complexe de dimension 1. La surface Γ\H peut être compactifiée en adjoignant

les classes d’équivalence obtenues en faisant agir Γ sur Q∪{∞} , appelées cusps

de Γ. La surface compactifiée Γ\H∗ notée CΓ est appelée courbe modulaire

associée à Γ. Les singularités des surfaces compactifiées sont les cusps et les

points elliptiques qui sont les points fixes des éléments de torsion de Γ.

Soit ν un cusp de Γ ⊂ SL2(Z), le stabilisateur de ν est un sous-groupe

cyclique de Γ engendré par une matrice N conjuguée à ±
(
1 b

0 1

)
pour un

entier positif b. L’entier b est appelé largeur du cusp ν. Le cusp ν est dit de

première espèce si N est conjuguée à

(
1 b

0 1

)
, de deuxième espèce sinon.

Un sous-groupe d’indice fini Γ de PSL2(Z) est dit sans torsion s’il ne

contient aucun élement de torsion et on dit qu’il est de genre zéro si la courbe

modulaire associée CΓ est de genre zéro.

Soit Γ ⊂ PSL(2,R) un sous groupe discret tel que Γ\H∗ soit compact (i.e.

un groupe Fuchsien de première espèce) et de genre 0.

Définition 2.11 Une fonction f(τ) sur le demi plan de poincaré H est dite

automorphe pour Γ si

1. f(γτ) = f(τ), ∀γ ∈ Γ et ∀τ ∈ H.

2. f(τ) est méromorphe en tout cusp de Γ .
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Définition 2.12 Une fonction automorphe univaluée pour un groupe fuchsien

de genre 0 est appelée Hauptmodul.

2.2.5 Surfaces elliptiques modulaires

Définition 2.13 Soit Γ un sous groupe de congruence tel que −I /∈ Γ.

Une surface elliptique modulaire XΓ associée à un sous-groupe Γ d’indice

fini dans SL2(Z) est une surface elliptique algébrique non singulière sur la

courbe modulaire CΓ = Γ\H∗.

Pour un sous-groupe Γ sans torsion d’indice fini dans SL2(Z), la caractéristique

d’Euler de XΓ est donnée par [51],

c2 = µ+ 6t2,

où µ = [SL2(Z) : Γ∪−Γ], et t2 est le nombre de cusps de Γ de seconde espèce.

Les fibres spéciales d’une telle surface XΓ sont de type Ib pour les cusps de

largeur b de première espèce ou de type I∗b pour les cusps de largeur b de

seconde espèce. Soit S3(Γ) l’espace des formes paraboliques de poids 3 pour Γ.

Alors

dimS3(Γ) = pg(XΓ).

L’invariant fonctionnel associé à la surface XΓ est noté JΓ et est défini par

JΓ : XΓ → P1

est l’application naturelle.

D’après les définitions de Kodaira [42], dans le cas où la fibre est de genre

0, il existe un Hauptmodul t(τ) avec JΓ(t(τ)) = J(τ), où J(τ) est la fonction

J usuelle.

Théorème 2.14 (Nori [35]) Soit X une surface elliptique complexe munie

77



Chapitre 2. Etude des sept surfaces elliptiques de Boyd et
leur classification

d’une J-fonction non constante telle que X admet une section globale. suppo-

sons que X vérifie les conditions suivantes :

1. X n’admet aucune fibre du type II∗ ou III∗.

2. Le nombre de Hodge h1,1 de X est égal au nombre de Picard ρ(X).

3. Le rang de Mordell-Weil r(X) = 0.

Alors X est une surface elliptique modulaire associée à un sous-groupe

d’indice fini de SL2(Z).

Théorème 2.15 (Beauville [27]) Soit f : X → P1 une surface elliptique

semi-stable avec quatre fibres singulières. Alors f est isomorphe à une surface

elliptique modulaire associée à l’un des six groupes de congruence Γ.




Le groupe Γ Equation de la surface Fibres singulières

Γ(3) X3 + Y 3 + Z3 + tXY Z [3, 3, 3, 3]

Γ0
0(4) ∩ Γ(2) X(X2 + Z2 + 2ZY ) + tZ(X2 − Y 2) = 0 [4, 4, 2, 2]

Γ0
0(5) X(X − Z)(Y − Z) + tZY (X − Y ) = 0 [5, 5, 1, 1]

Γ0
0(6) (X + Y )(Y + Z)(Z +X) + tXY Z = 0 [6, 3, 2, 1]

Γ0(8) ∩ Γ0
0(4) (X + Y )(XY − Z2) + tXY Z = 0 [8, 2, 1, 1]

Γ0(9) ∩ Γ0
0(3) X2Y + Y 2Z + Z2X + tXY Z = 0 [9, 1, 1, 1]




2.3 Etude des sept familles de Boyd

Pour plus de détails, se référer à l’article de Boyd [6].

Dans cette partie, nous considérons des familles de polynômes de la forme

P (x, y) = Pt(x, y) = A(x)y2 +Bt(x)y + C(x),

où Bt(x) dépend linéairement du paramètre t.

On note la courbe {Pt(x, y) = 0} par Zt. En posant Y = 2A(x)y + Bt(x), on
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voit que Zt est birationnellement équivalente à l’équation hyperelliptique :

Y 2 = Dt(x) = (Bt(x))
2 − 4A(x)C(x).

Dans cette partie, on prend

Bt(x) = B(x) + tx,

Alors

P (x, y) = Pt(x, y) = A(x)y2 + (B(x) + tx)y + C(x),

où les degrés de A(x), B(x) et C(x) sont égaux à au plus 2. En particulier

deg(Dt) ≤ 4, et donc Zt est génériquement de genre 1.

Si Et est la courbe

y2 = f(x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e,

alors sa jacobienne est donnée par

y2 = g(x) = x3 + cx2 + (bd− 4ae)x− (4ace− b2e− ad2),

et si f(x) est un polynôme réciproque, alors

f(x) = ax4 + bx3 + cx2 + bx+ a

et c’est le cas si P (x, y) l’est, donc

g(x) = x3 + cx2 + (b2 − 4a2)x+ (2ab2 − 4a2c)

Nous désignons les surfaces selon les notations de Boyd.

• (1.3) y2 + (x2 + tx+ 1)y + x2 = 0

• (3.1) (x2 + x+ 1)y2 + txy + x2 + x+ 1 = 0
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• (2.3)(x+ 1) y2 + (x2 + tx+ 1)y + x2 + x = 0

• (3.3) (x2 + x+ 1)y2 + (x2 + (t+ 1)x+ 1)y + x2 + x+ 1 = 0

• (3s.1) (x+ 1)2y2 + txy + (x+ 1)2 = 0

• (3s.3) (x+ 1)2y2 + (x2 + (t+ 2)x+ 1)y + (x+ 1)2 = 0

• (3s.3s)(x+ 1)2y2 + (2x2 + (t+ 4)x+ 2)y + (x+ 1)2 = 0.

Pour la famille (3.1) :

Zt : (x
2 + x+ 1)y2 + txy + x2 + x+ 1 = 0.

Zt est birationnellement équivalente à la quartique

Y 2 = −4x4 − 8x3 + (t2 − 12)x2 − 8x− 4;

d’où la forme de Weierstrass

y2 = x3 + (l2 + 12)x2 + 16l2x.

En utilisant MAPLE-Apecs, on obtient la forme de Weierstrass suivante

Y 2 = X3 + 16(t2 − 12)2X − 64(t2 + 12)(t4 − 48t2 + 144).

Le discriminant, la fonction J(t) et la torsion calculés en utilisant MAPLE-

Apecs sont donnés par

∆ = 4096t4(t− 6)(t− 2)(t+ 2)(t+ 6),

J (t) =
(t2 − 12)6

t4(t2 − 36)(t2 − 4)
,

Z/2Z.
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Les fibres singulières déduites en utilisant l’algorithme de Tate sont données

par

I4 I4 I1 I1 I1 I1

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 ∞ 2 −2 6 −6

.

L’équation différentielle de Picard-Fuchs associée, calculée en utilisant la mé-

thode de Stiller citée au chapitre 1 est donnée par

y′′ + y′
3t6 − 100t4 + 1296t2 − 1728

t(t2 − 36)(t2 − 4)(t2 − 12)

+ y
288− 20t2 + t4

(t2 − 4)(t2 − 36)(t2 − 12)
= 0. (2.2)

Le schéma de Riemann de l’équation 2.2 est donné par



0 −2 2 −6 6 2

√
3 −2

√
3 ∞

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 2 2 1


 .

En effectuant les mêmes étapes pour les autres familles, on obtient les résultats

suivants

Pour la famille (1.3) :

Zt : y
2 + (x2 + tx+ 1)y + x2 = 0,

Y 2 = x4 + 2tx3 + (t2 − 2)x2 + 2tx+ 1,

y2 = x3 + (l2 − 2)x2 + (4l2 − 4)x+ 4l2 + 8,

Y 2 = X3 + (256− 256t2 + 16t4)X − 64(t2 − 8)(t4 − 16t2 − 8).
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∆ = 4096t2(t2 − 16),

J (t) =
(16− 16t2 + t4)3

t2(t2 − 16)
,

Z/4Z× Z/2Z.

I2 I1 I1 I8

↓ ↓ ↓ ↓
0 4 −4 ∞

,

y′′ + y′
3t2 − 16

t(t2 − 16)
+ y

1

t(t2 − 16)
= 0,



0 4 −4 ∞
0 0 0 0

0 0 0 2


 .

Pour la famille (2.3) :

Zt : (x+ 1)y2 + (x2 + tx+ 1)y + x2 + x = 0,

Y 2 = x4 + (2k − 4)x3 + (k2 − 6)x2 + (2k − 4)x+ 1,

y2 = x3 + (l2 − 12)x2 + 16(3− l)x

Y 2 = X3 + (16t(t3 − 24t+ 48)X − 64(t4 − 24t2 + 72t− 72)

∆ = 4096(t− 6)(t+ 3)2(t+ 2)3,

J (t) =
t3(t3 − 24t− 48)3

(t− 6)(t+ 3)2(t+ 2)3
, Z/6Z,

I1 I2 I3 I6

↓ ↓ ↓ ↓
6 −3 −2 ∞

,
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y” + y′
3t2 + 2t− 24

(t− 3)(t− 2)(t+ 6)
+ y

t

(t− 3)(t− 2)(t+ 6)
= 0,



3 −6 2 ∞
0 0 0 1

0 0 0 1


 .

Pour la famille (3.3) :

Zk : (x
2 + x+ 1)y2 + (x2 + (t+ 1)x+ 1)y + x2 + x+ 1 = 0,

Y 2 = −3x4 + (2t− 6)x3 + (k2 + 2t− 9)x2 + (2t− 6)x− 3,

y2 = x3 + (t2 + 2t+ 9)x2 + 16t2x,

Y 2 = X3+(16t4+64t3−416t2+576t+1296)X+−64(t2+2t+9)(t4+4t3−50t2+36t+81),

∆ = 4096t4(t+ 9)(t+ 1)(t− 3)2,

J (t) =
(81 + 36t− 26t2 + 4t3 + t4)3

t4(t+ 9)(t+ 1)(t− 3)2
,

Z/4Z,

I4 I4 I2 I1 I1

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 ∞ 3 −1 −9

,

y′′ + y′
3t4 + 26t4 + 42t2 − 126t− 81

t(t+ 9)(t+ 1)(t− 3)(t+ 3)
+ y

t3 + 7t2 + 21t− 9

t(t+ 9)(t+ 3)(t− 3)(t+ 1)
= 0,



0 −1 3 −3 −9 ∞
0 0 0 0 0 1

0 0 0 2 0 1


 .
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Pour la famille (3s.1) :

Zk : (x+ 1)2y2 + txy + (x+ 1)2 = 0,

Y 2 = −4x4 − 16x3 + (t2 − 24)x2 − 16x− 4,

y2 = x3 + t2x2 + 16t2x,

Y 2 = X3 + 16t2(t2 − 48)X − 64t4(t2 − 72),

∆ = 4096t6(t2 − 64),

J (t) =
(t2 − 48)3

t2 − 64
,

Z/2Z,

I∗0 I4 I1 I1

↓ ↓ ↓ ↓
0 ∞ 8 −8

,

y′′ + y′
3t2 − 64

t(t2 − 64)
+ y

t2 + 16

t2(t2 − 64)2
= 0,




0 8 −8 ∞
−1

2
0 0 1

1

2
0 0 1


 .

Pour la famille (3s.3) :

Zt : (x+ 1)2y2 + (x2 + (t+ 2)x+ 1)y + (x+ 1)2 = 0,

Y 2 = −3X4 + (2t− 12)X3 + (t2 + 4t− 18)X2 + (2t− 12)X − 3,

y2 = x3 + (t2 + 4t)x2 + 16t2x,
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Y 2 = X3 + (16t2(t2 + 8t− 32)X − 64t3(t+ 4)(t2 + 8t− 56),

∆ = 4096t6(t+ 12)(t− 4),

J (t) =
(t2 + 8t− 32)3

(t− 4)(t+ 12)
,

Z/2Z,

I∗0 I4 I1 I1

↓ ↓ ↓ ↓
0 ∞ 4 −12

,

y′′ + y′
3t2 + 16t− 48

t(t− 4)(t+ 12)
+ y

t2 + 2t+ 12

t2(t− 4)(t+ 12)
= 0,




0 4 −12 ∞
−1

2
0 0 1

1

2
0 0 1


 .

Pour la famille (3s.3s) :

Zt : y
2(x+ 1)2 + y(2x2 + (t+ 4)x+ 2) + (x+ 1)2 = 0,

Y 2 = 4kX3 + k(k + 8)X2 + 4kX,

y2 = x3 + (t2 + 8t)x2 + 16t2x,

Y 2 = X3 + (16t2(t2 + 16t+ 16)X − 64t3(t+ 8)(t2 + 16t− 8),

∆ = 4096t7(t+ 16),

J (t) =
(t2 + 16t+ 16)3

t(t+ 16)
,

Z/4Z,
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I∗1 I4 I1

↓ ↓ ↓
0 ∞ −16

,

y′′ + y′
3t+ 32

t(t+ 16)
+ y

t+ 4

t2(t+ 16)
= 0,




0 −16 ∞
−1

2
0 1

−1

2
0 1


 .

2.4 Etude de la modularité des surfaces de Boyd

On appellera réalisation du 4-uplet [4, 4, 2, 2], une surface elliptique rationnelle

dont les fibres singulières sont du type I4, I4, I2, I2.

Pour les preuves des théorèmes suivants, on utilisera le résultat de Nori

[35] et le logiciel PARI pour calculer la ramification.

Théorème 2.16 Les surfaces elliptiques (3s.1) et (3s.3) ayant de la 2-torsion

ne sont pas modulaires.

Preuve : Les deux surfaces elliptiques (3s.1) et (3s.3) ne sont pas modulaires

car elles contiennent toutes les deux des fibres de type I∗0 .

Théorème 2.17 La surface (1.3) ayant de la 4-torsion et la surface (2.3)

ayant de la 6-torsion sont modulaires.

Preuve : Les deux surfaces elliptiques (1.3) et (2.3) sont modulaires. Ce sont

d’autres réalisations de Beauville [27] [8, 2, 1, 1] et [6, 3, 2, 1] respectivement.

Pour la surface (1.3).

On note P le polynôme à deux variables en k et J

P = k2(k2 − 16)J − (16− 16k2 + k4)3.
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En utilisant le logiciel Pari on aura

poldisc(P, k) = 256(J − 1728)6J8.

Donc J est ramifiée au dessus de 0, 1728 et ∞ .

Comme

P (0, k) = −(k4 − 16k2 + 16)3,

alors l’indice de ramification au dessus de J = 0 est 3, 3, 3, 3,

et comme

P (1728, k) = −(k2 − 8)2(k4 − 16k2 − 8)2,

alors l’indice de ramification au dessus de J = 1728 est 2, 2, 2, 2, 2, 2. Au dessus

de l’infini, on a les fibres I2, I1, I1 et I8.

Pour la surface (2.3).

P = (k − 6)(k + 3)2(k + 2)3J − k3(k3 − 24k − 48)3,

et

poldisc(P, k) = −244321(J − 1728)6J8.

On a

P (0, k) = −k3(k3 − 24k + 48)3

et

P (1728, k) = −(k2 − 12)2(k4 − 24k2 − 72)2.

L’indice de ramification au dessus de J = 0 est 3, 3, 3, 3. Au dessus de J = 1728,

l’indice de ramification est 2, 2, 2, 2, 2, 2. Au dessus de l’infini, on a les fibres

I1, I2, I3 et I6.

Donc d’après le théorème de Nori ces deux surfaces sont modulaires.

Théorème 2.18 On a
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1. La surface (3.3) est une réalisation du 5-uplet [4, 4, 2, 1, 1]. Elle est ob-

tenue à partir de la réalisation modulaire de Beauville [4, 4, 2, 2] ou bien

[8, 2, 1, 1] par une permutation de monodromie supplémentaire. Ceci a

pour effet d’introduire une singularité apparente dans l’équation de Picard-

Fuchs de la surface. La surface n’est pas modulaire.

2. La surface (3.1) est une réalisation du 6-uplet [4, 4, 1, 1, 1, 1]. Elle est

obtenue à partir de la réalisation modulaire de Beauville [4, 4, 2, 2] ou bien

[8, 2, 1, 1] par deux permutations de monodromie supplémentaires. Ceci

a pour effet d’introduire deux singularités apparentes dans l’équation de

Picard-Fuchs de la surface. La surface n’est pas modulaire.

Preuve : Pour la surface (3.3).

On note P le polynôme à deux variables en k et J

P = 4096k4(k + 9)(k + 1)(k − 3)2J − (81 + 36k − 26k2 + 4k3 + k4)3.

En utilisant le logiciel Pari on aura

poldisc(P, k) = (J − 1728)6J8(3J − 2048).

Donc J est ramifiée au dessus de 0, 1728, ∞ et
2048

3
. Ce dernier point de

ramification correspond à k = −3. Alors −3 est une singularité apparente

dans l’équation de Picard-Fuchs.

Le lien avec Γ0
0(4) ∩ Γ(2) est donné par la relation

k2t− 2k(2− t+ 2t2) + 9t = 0

Le lien avec Γ0(8) ∩ Γ0
0(4) est exprimé par la relation

t2k − (k + 1)(k + 9).

Pour la surface (3.1).
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En considérant le polynôme

P = k4(k2 − 36)(k2 − 4)J − (k2 − 12)6.

poldisc(P, k) = (J − 1728)6J10.

On a

P (0, k) = (k2 − 12)6

et

P (1728, k) = (k2 + 12)2(k4 − 48k2 + 144)2.

Donc la ramification est au dessus de 0, 1728 et ∞ et au dessus de 0, l’indice

de ramification est 6 et pas 1, 2 ou 3 comme énoncé dans le théorème de Nori.

Donc une telle surface n’est pas modulaire. L’extra ramification est au dessus

de J = 0. D’où k = 2
√
3 et k = −2

√
3 sont deux singularités

apparentes dans l’équation différentielle de Picard-Fuchs.

La surface (3.1) est obtenue de la surface modulaire de Beauville [4, 4, 2, 2] de

la manière suivante.

En partant de l’équation de Beauville

X(X2 + Z2 + 2ZY ) + tZ(X2 − Y 2) = 0,

par l’isomorphisme X = x+ y, Y = x− y, Z = z, on aura

(x+ y)3 + 2z(x2 − y2) + z2(x+ y) + 4txyz = 0,

soit

z2(x+ 1) + 2z(x2 + 2tx− 1) + (x+ 1)3 = 0,

Si y est la variable d’homogénisation. En complétant le carré et en utilisant la
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méthode de Cassels, on obtient l’équation de Weierstrass

U2 = X3
1 + (t2 − 2)X2

1 − (t2 − 1)X1

avec un discriminant △ et l’invariant fonctionnel J

△ = 16t4(t2 − 1)2, J = 256
(t4 − t2 + 1)3

t4(t2 − 1)2

L’invariant fonctionnel de la surface (3.1) est

J3,1 =
(k2 − 12)6

k4(k2 − 36)(k2 − 4)

donc J et J3,1 se transforment l’une en l’autre par

k2t− 4k(t2 + 1) + 12t = 0.

Cette relation exprime le lien entre la surface (3.1) et la surface modulaire

associée au sous groupe de congruence modulaire Γ0
0(4) ∩ Γ(2).

Théorème 2.19 La surface (3s.3s) satisfait les relations h1,1 = ρ(X) et r =

0. C’est une surface elliptique modulaire pour le groupe de congruence Γ0(4).

C’est la surface elliptique rationnelle extrémale X141 dans les notations de

Miranda [34]. Dans ce cas le Hauptmodul est

k2 = −16

l

est le module de Jacobi.

Preuve : On applique le théorème de Nori. Si

P = l(l + 16)J − (l2 + 16l + 16)3.
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On aura

poldisc(P, l) = (J − 1728)3J4,

comme

P (1728, l) = (l + 8)2(l2 + 16l − 8)2,

l’indice de ramification au dessus de J = 1728 est 2, 2, 2. Comme

P (0, l) = (l2 + 16l + 16)3,

l’indice de ramification au dessus de J = 0 est 3, 3. Au dessus de J = ∞ on a

les fibres I1, I4 et I∗1 . Alors h1,1 = ρ(X) et r = 0 donc la surface est modulaire

et on montrera dans le chapitre suivant que son groupe de monodromie est

Γ0(4).

Remarque 2.1 On a

1. Les deux surfaces non modulaires (3s.1) et (3s.3) avec toutes les deux

une fibre I∗0 sont des twists de la surface elliptique modulaire (3s.3s). En

effectuant un changement de variable l → l + 4, on aura le même J et

la même équation de Picard-Fuchs projective.

2. La surface (3.3) n’est pas modulaire donc nous n’avons pas trouvé de for-

mule intéressante cependant il y a seulement une singularité apparente.

3. Pour la surface (3.1) , nous avons trouvé une belle formule car les points

de l’extra ramification sont au dessus de J .
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Chapitre 3

Monodromie d’une surface

elliptique

3.1 Introduction

Une variété de Calabi-Yau est une variété complexe compacte avec un faisceau

canonique trivial.

Soit Mz une famille de variétés de Calabi-Yau de dimension n paramé-

trée par une variable complexe z ∈ P1(C) et ωz l’unique (à un scalaire près)

n−forme différentielle holomorphe sur Mz . Alors d’après la théorie des connec-

tions de Gauss-Manin, les périodes
∫
γz
ωz satisfont certaines équations diffé-

rentielles linéaires, appelées équations différentielles de Picard-Fuchs, où les γz

sont des r−cycles sur Mz.

Quand n = 1, les familles de variétés de Calabi-Yau de dimension 1 sont des

familles de courbes elliptiques. Un exemple classique d’équations différentielles

de Picard-Fuchs est

z2(1− z)y” + (z − 2z2)y′ − z

4
y = 0 (3.1)

associée à la famille de courbes elliptiques Et : y
2 = x(x−1)(x−t), et satisfaites
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par les périodes

f(z) =

∫ ∞

1

dx√
x(x− 1)(x− z)

.

Nous savons que pour les familles de courbes elliptiques, les groupes de mo-

nodromie sont souvent des sous groupes de SL(2,R). Par exemple le groupe

de monodromie de l’équation différentielle 3.1 est le groupe Γ(2) engendré par

les deux matices

(
1 2

0 1

)
et

(
1 0

−2 1

)
. Si on suppose que y0(z) = 1 + · · · est

l’unique solution holomorphe en z = 0 et y1(z) = y0(z) log z + g(z) la solution

logarithmique. On pose τ = c
y1(z)

y0(z)
où c est une variable complexe bien choisi.

Alors z, en tant que fonction de τ devient une fonction modulaire et y0(z(τ))

devient une forme modulaire de poids 1 dans le cas des équations différentielles

d’ordre 2. Par exemple, un résultat classique dû à Jacobi :

θ23 =2 F1

(
1

2
,
1

2
; 1;

θ42
θ43

)
,

où

θ2(τ) = q1/8
∑

n∈Z
qn(n+1)/2, θ3(τ) =

∑

n∈Z
qn

2/2, q = e2πiτ ,

ou réciproquement, la forme modulaire y(τ) = θ23, comme fonction de z(τ) =
θ42
θ43

satisfait l’équation 3.1. 2F1 désigne la fonction hypergéométrique de Gauss.

3.2 Rappels et notations

Pour plus de détails se référer à Yao-Han Chen, Yifan Yang et Noriko Yui [48],

Miranda [34] et Sebbar [39].
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3.2.1 Monodromie d’une équation différentielle

Pour les définitions se référer au chapitre 1. Dans cette partie, on s’intéresse à

la monodromie des équations différentielles de Picard-Fuchs.

Soit

rn(z)u
(n) + rn−1(z)u

(n−1) + · · ·+ r1(z)u
′ + r0(z) = 0, ri ∈ C(z) (3.2)

une équation différentielle à points singuliers réguliers , z0 un point singulier et

S l’espace des solutions au voisinage de z0. Alors le prolongement analytique le

long d’une courbe γ contenant z0 donne lieu à un automorphisme de S appelé

monodromie.

Si on choisit une base {f1, · · · , fn} de S, alors on a une représentation

matricielle de la monodromie.

Supposons que fi devient ai1f1 + · · · + ainfn après avoir accompli un tour

γ, c.à.d 


f1
...

fn


 7−→




a11 · · · a1n
...

...

an1 · · · ann







f1
...

fn


 ,

alors la représentation matricielle de la monodromie le long de γ relative à la

base {fi} est la matrice (aij). Le groupe de telles matrices est appelé le groupe

de monodromie de la base {fi} de l’équation différentielle. Si on choisit deux

bases distinctes, on obtient deux représentations matricielles distinctes pour la

même monodromie. Cependant, ces deux dernières sont liées par conjugaison

par la matrice de changement de base. Donc, le groupe de monodromie est

défini à conjugaison près.

Soit z0 un point singulier régulier de l’équation différentielle 3.2.

1 Si l’équation indicielle en z0 a n racines distinctes λ1, · · · , λn telles que

λi − λj /∈ Z pour tout i 6= j, alors, la base de Frobenius des solutions est
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donnée par

yj(z) = (z − z0)
λjfj(z), j = 1, · · · , n,

où les fj(z) sont holomorphes au voisinage de z0. Il est facile de voir que

la matrice de monodromie dans la base {yj} est




e2πiλ1 0 · · · 0

0 e2πiλ2 · · · 0
...

...

0 0 · · · e2πiλn




2 Si l’équation indicielle en z0 admet des racines λ1, · · · , λk, avec des multipli-

cités e1, · · · , ek, où e1+ · · ·+ ek = n et λi−λj /∈ Z pour tout i 6= j.Alors

pour chaque λj, il y a ej solutions linéairement indépendantes,

yj,0 = (z − z0)
λjfj,0

yj,1 = yj,0 log(z − z0) + (z − z0)
λjfj,1

yj,2 =
1

2
yj,0 log

2(z − z0) + (z − z0)
λjfj,1 log(z − zj) + (z − z0)

λjfj,2

...

yj,ej−1 = (z − z0)
λj

ej−1∑

h=0

1

h!
fj,ej−1−h log

h(z − z0)

où les fj,h, 0 ≤ h ≤ ej − 1 sont des fonctions holomorphes au voisinage

de z = z0 et satisfaisant fj,0(z0) = 1 et fj,h(z0) = 0 pour h > 0. Comme

fj,h est holomorphe au voinage de z0, le prolongement analytique le long

d’une courbe fermée contenant z0 ne change pas fj,h et pour les autres

facteurs, en faisant le prolongement dans le sens contraire des aiguilles
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d’une montre, on aura

(z − z0)
λj 7→ e2πiλj(z − z0)

λj

et

log(z − z0) 7→ log(z − z0) + 2πi.

Donc, la matrice de monodromie dans la base yj,h est donnée par




yj,0

yj,1
...

yj,ej−1




7→




wj 0 · · · 0

2πiwj wj · · · 0
...

...
...

(2πi)ej−1

(ej−1)!
wj

(2πi)ej−2

(ej−2)!
wj · · · wj







yj,0

yj,1
...

yj,ej−1




où wj = e2πiλj .

3 Si l’équation indicielle en z0 a des racines distinctes λi, λj telles que λi−λj ∈
Z, il y a plusieurs méthodes pour calculer la matrice de monodromie

relative à la base de Frobenius, mais dans tous les cas, la matrice admet

la même forme précédente.

3.2.2 Monodromie d’une surface elliptique

3.2.2.1 Monodromie locale.

Soit π : X → C une surface elliptique sur un disque C de C, telle que la fibre

singulière soit au- dessus de 0. Si on fixe c 6= 0, on a une fibre non singulière

Xc = π−1(c).

Soit H1(Xc,Z) son premier groupe d’homologie qui est un groupe abélien

de dimension 2.

Soit γ un chemin fermé sur C autour de l’origine dans la direction positive

(sens contraire des aiguilles d’une montre), d’origine et d’extrémité c. Les

éléments de H1(Xt,Z) sont continûment transformés quand t se transforme le
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long du chemin γ. On peut donc identifier H1(Xt,Z) avec H1(Xc,Z). On aura

donc un automorphisme de H1(Xc,Z). Cet automorphisme est indépendant du

choix de γ (il dépend seulement de la classe d’homotopie de γ), par conséquent

on aura un élément bien défini de AutZ(H1(Xc,Z)) appelé monodromie locale

au voisinage de 0. Il est indépendant de c pour c assez proche de 0.

Si on choisit une 1-forme holomorphe ω sur Xc, alors l’intégration de ω le

long des éléments de H1(Xc,Z) donne lieu à un isomorphisme entre H1(Xc,Z)

et le réseau de périodes Λc. On peut donc voir la monodromie locale comme

un automorphisme de ce réseau. En particulier, si (r1, r2) est une base de Λc,

l’orientation des ri est préservée par prolongement analytique le long de γ

donc la monodromie locale doit avoir un déterminant égal à 1.

Si on fixe une base de H1(Xc,Z), on peut voir la monodromie locale comme

un élément de SL(2,Z) et si on ne fixe pas de base, alors on a naturellement

une classe de conjugaison d’éléments de SL(2,Z).

La monodromie locale dépend seulement du type de fibre comme on le voit

dans le tableau suivant :

Type de fibre monodromie locale Type de fibre monodromie locale

IN

(
0 1

−1 0

)
I∗N

(
−1 −N

0 −1

)

II

(
1 1

−1 0

)
IV ∗

(
−1 −1

1 0

)

III

(
0 1

−1 0

)
III∗

(
0 −1

1 0

)

IV

(
0 1

−1 −1

)
II∗

(
0 −1

1 1

)

Proposition 3.1 Le germe de la fibre π−1(c) d’une surface elliptique avec une

section π : X → C est déterminé par J(c), multc(J) et la monodromie locale.
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3.2.2.2 Monodromie globale.

Soit π : X → C, une surface elliptique et S l’ensemble des points c ∈ C tels

que π−1(c) soit une fibre singulière.

On a la monodromie globale G : π1(C \ S) → SL(2,Z) (après avoir choisi

un point de base et une base pour H1(Xc,Z), appelée invariant homologique

de la surface elliptique au-dessus de C.

Soit J : C → P1 une application non constante et S un sous ensemble fini

de C contenant

J−1 ({0, 1,∞}) , alors J : C \ S → C − {0, 1} est bien définie et induit une

application

J∗ : π1(C \ S) → π1(C− {0, 1}). En composant avec l’application naturelle

α : π1(C − {0, 1}) → PSL(2,Z) on obtient une application notée J∗ : π1(C \
S) → PSL(2,Z). Le groupe PSL(2,Z) est le groupe modulaire des transfor-

mations projectives

z → az + b

cz + d
avec a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1.

On dit que G appartient à J si le diagramme suivant est commutatif

monodromie globale

π1(C − 0) −→ SL(2,Z)

ց ↓
J∗ PSL(2,Z)

où l’application verticale est l’application quotient naturelle.

Proposition 3.2 Soit π : X → C une surface elliptique ne contenant pas de

fibres multiples, soit S ⊂ C un sous ensemble fini tel que J−1({0, 1,∞}) ⊆ S

et π lisse au dehors de S. Alors l’invariant homologique G appartient à J .

Proposition 3.3 Soit J : C → P1 une application non constante et G :
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π1(C − S) → SL(2,Z) une représentation appartenant à J , alors il existe une

unique fibration de Weierstrass X(J,G) avec une application J et un invariant

homologique G.

Théorème 3.4 Soit C une courbe et E/C une surface elliptique avec un in-

variant fonctionnel J non ramifié au dessus de 0, 1,∞ . Alors le groupe de

monodromie global Γ ⊂ SL2(Z) est SL2(Z) .

3.2.3 Sous-groupes de congruence.

Soit PSL2(Z) le groupe modulaire agissant sur le demi-plan de poincaré H.

Soit Γ un sous groupe de PSL2(Z) d’indice fini µ. On suppose que A 6= I2,

A ∈ Γ. Alors A admet un point fixe dans H si |tr(A))| = 0 (resp.1), dans ce

cas A est d’ordre 2 (resp.3) ; une telle transformation est dite elliptique et un

point fixe est un point fixe elliptique. Si |tr(A))| = 2, A a un seul point fixe

dans Q∪{∞} et A est d’ordre infini ; la transformation est dite parabolique et

le point fixe est une pointe. Les transformations hyperboliques correspondent

à |tr(A))| > 2.

Soit g le genre du groupe Γ, qui est défini comme étant le genre de la

surface de Riemann compacte Γ\H∗, et νk (k = 2, 3) le nombre de points

fixes elliptiques non équivalents d’ordre k (ceux fixés par une transformation

d’ordre k ) et soit h le nombre de pointes non équivalentes, alors, la formule

de Riemann-Hurwitz donne

g = 1 +
µ

12
− ν2

4
− ν3

3
− h

2
.

Le quadruplet (g, h, ν2, ν3) est appelé signature du sous-groupe Γ. Si g =

ν2 + ν3 = 0, Γ est canoniquement engendré par l’ensemble des éléments pa-

raboliques P1, · · · , Ph avec la relation P1 · · ·Ph = 1. Dans ce cas la formule

précédente devient

µ = 6(h− 2).
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Il est montré dans Sebbar [39] qu’il existe exactement 33 classes de conjugaison

de sous groupes de congruence de genre 0 de PSL2(Z) contenant des éléments

non elliptiques :

Les groupes de congruence principaux Γ(n) pour n = 2, 3, 4, 5.

Les sous groupes de congruence Γ0(n) pour n = 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18.

Les sous groupes de congruence Γ1(n) pour n = 5, 7, 8, 9, 10, 12.

Les intersections Γ0(4) ∩ Γ(2), Γ0(3) ∩ Γ(2), Γ0(8) ∩ Γ(2), Γ0(2) ∩ Γ(3),

Γ1(8) ∩ Γ(2), Γ0(16) ∩ Γ1(8) et Γ0(25) ∩ Γ(5).

Les sous groupes de congruence

Γ(m;m/d, ε, χ) =



±



1 +

m

εχ
α dβ

m

χ
γ 1 +

m

εχ
δ


 , γ ≡ α mod χ(m)



 ,

où le quadruplet (m, d, ε, χ) prend les valeurs

(8, 2, 1, 2), (12, 2, 1, 2), (16, 1, 2, 2), (27, 1, 3, 3), (8, 4, 1, 2),

(12, 2, 1, 2), (16, 2, 2, 2), (24, 1, 2, 2), (32, 1, 4, 2).

Ces groupes de congruence ont été étudiés par Larcher [54]. Les indices pos-

sibles pour ces 33 groupes dans PSL2(Z) sont 6, 12, 24, 36, 48 et 60.

D’après ce qui précède, comme Γ(2) et Γ0(4) (conjugué de Γ0(4) dans PSL2(Z))

sont d’indices 6 dans PSL2(Z), chacun des deux est engendré par deux trans-

formations paraboliques.

Le groupe Γ(2) est engendré par les transformations

z → z + 2; z → z

−2z + 1

dont les matrices associées sont

±
(
1 2

0 1

)
,±
(

1 0

−2 1

)
.
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Le groupe Γ0(4) = A−1Γ(2)A avec A =

(
0 2

−1 0

)
est engendré par les trans-

formations

z → z + 4; z → z

−z + 1

dont les matrices associées sont

±
(
1 4

0 1

)
,±
(

1 0

−1 1

)

3.3 Exemples

• Pour la famille 3s.3s

y2(x+ 1)2 + y(2x2 + (t+ 4)x+ 2) + (x+ 1)2 = 0,

J(t) =
(t2 + 16t+ 16)3

t(t+ 16)
,

l’équation différentielle de Picard-Fuchs associée

y′′ + y′
3t+ 32

t(t+ 16)
+ y

t+ 4

t2(t+ 16)
= 0.

et les fibres singulières au voisinage des singularités 0,−16 et ∞ sont

I∗1 I4 I1

↓ ↓ ↓
0 ∞ −16

D’après ce qui précède, les matrices de monodromie locale au voisinage

des singularités 0, −16, ∞ sont respectivement

(
−1 −1

0 −1

)
,

(
1 1

0 1

)
et

(
1 4

0 1

)
.
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Le groupe de monodromie globale M de la surface modulaire (3s.3s) est

engendré par les transformations projectives

z → z

−z + 1
; z → 17z + 162

−z − 15
et z → z + 4

dont les matrices correspondantes M0,M−16 et M
∞

respectivement sont

M0 = N

(
−1 −1

0 −1

)
N−1, N ∈ SL2(Z),

M−16 = P

(
1 1

0 1

)
P−1, P ∈ SL2(Z),

M∞ =

(
1 4

0 1

)
.

En effet, 0 est un point fixe pour M0 donc si N =

(
x y

z u

)
avec xu−zy =

1 alors

M0 = N

[
−1 −1

0 −1

]
N−1 =

(
xz − 1 −x2

z2 −xz − 1

)

Comme M0 doit fixer 0, M0

(
0

1

)
=

(
0

1

)
, d’où x = 0 et −zy = 1,

soit z = ±1. Finalement

M0 =

(
−1 0

1 −1

)
.

Par la même méthode,

M−16 = P

(
1 1

0 1

)
P−1 =

(
1 + 16z2 162z2

−z2 1− 16z2

)
=

(
17 162

−1 −15

)
,
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et comme

(
1 4

0 1

)4(
17 162

−1 −15

)
=

(
−1 0

1 −1

)(
1 4

0 1

)4

,

donc la transformation associée à M−16 s’exprime en fonction des deux

autres transformations d’où le groupe de monodromie globale M est

engendré uniquement par les M0 et M∞ i.e. M = Γ0(4).

• Pour la surface elliptique

y2 = x(x− 1)(x− t)

J(t) =
4

27

1− t+ t2

t2(1− t)2

L’équation différentielle de Picard Fuchs associée est

t(1− t)y” + (1− 2t)y′ − y

4
= 0

Les fibres singulières au voisinage des singularités 0,1 et ∞ sont de types

I∗2 , I2 et I2 respectivement.

Cette surface elliptique est modulaire pour le groupe de congruence Γ(2).

En effet le groupe de monodromie globale M ′ est engendré par la trans-

formation z → z + 2 dont la matrice associée est

(
1 2

0 1

)
et une autre

transformation dont la matrice associée est A = P

(
1 2

0 1

)
P−1 avec

P ∈ SL2(Z) et qui fixe 0. Alors si P =

(
x y

z u

)
avec xu − yz = 1 on
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aura

A =

(
1− 2xz 2x2

−2z2 1 + 2zx

)
=

(
1 0

−2 1

)

i.e. M ′ = Γ(2).
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Chapitre 4

Mesure de Mahler et series

d’Eisenstein -Kronecker

4.1 Introduction.

Le lien entre la mesure de Mahler de familles de polynômes associés à des

courbes de genre 1 et les conjectures de Bloch et beilinson pour les courbes

elliptiques est maintenant bien établi. On peut consulter par exemple les ar-

ticles de Boyd et Rodriguz-Villegas [6], [24]. Dans ce chapitre, on exprimera la

mesure de Mahler logarithmique des polynômes Pk de la famille (2.3) comme

la partie réelle d’une série d’Eisenstein-Kronecker.

4.2 Rappels et notations

4.2.1 Séries d’Eisenstein, polylogarithmes

Etant donné un réseau Λ de C , on pose pour m ≥ 3

Gm(Λ) :=
′∑

ω∈Λ

1

ωm
=

∑

ω∈Λ\{0}

1

ωm
.
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Remarque 4.1 Gm(Λ) = 0 si m est impair.

G2k est appelée la série d’Eisenstein d’indice 2k .

4.2.1.1 Propriétés modulaires des séries d’Eisenstein

On sait que les fonctions elliptiques de réseau Λ sont attachées à la cubique

Y 2 = 4X3 − g4X − g6,

où g4 = g4(Λ) = 60G4(Λ), g6 = g6(Λ) = 140G6(Λ) avec





∆(Λ) = g4(Λ)
3 − 27g6(Λ)

2

j(∆) = 1728
g4(Λ)

3

∆(Λ)
.

Lorsque l’on fait une homothétie de rapport α ∈ C∗ sur le réseau Λ , on obtient

les relations d’homogénéité





G2k(αΛ) = α−2kG2k(Λ)

∆(αΛ) = α−12∆(Λ)

j(αΛ) = j(Λ).

Ces relations nous permettent de nous ramener à un réseau du type

Λτ = Z+ Zτ = Zτ + Z,

avec τ ∈ H, le demi plan de poincaré. Les véritables séries d’Eisenstein seront

les fonctions τ → G2k(Λτ ).
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Définition 4.1 On posera pour k ≥ 2





G2k(τ) = α−2kG2k(Λτ )

∆(τ) = α−12∆(Λτ )

j(τ) = j(Λτ ).





où α ∈ C∗.

Proposition 4.2 Si H désigne le demi plan de poincaré. Alors

1. Les fonctions G2k , ∆ et j sont des fonctions holomorphes sur H de

période 1.

2. Ces fonctions vérifient les équation fonctionnelles





G2k(
aτ+b
cτ+d

) = (cτ + d)2k G2k (τ)

∆(aτ+b
cτ+d

) = (cτ + d)12∆(τ)

j(aτ+b
cτ+d

) = j(τ),

pour toute matrice

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z).

Proposition 4.3 1. Soit f une fonction à valeurs complexes définie sur

le demi plan de poincaré H , holomorphe, périodique de période 1, et

possédant une limite uniforme a0 lorsque ℑτ tend vers +∞ . Alors f

admet un q-développement du type

f(τ) =
∞∑

n=0

anq
n, q = e2iπτ .

2. Si k ≥ 2, on a

G2k(τ) = 2ζ (2k) +
2 (2iπ)2k

(2k − 1)!

∞∑

n=1

σ2k−1 (n) q
n,
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où

σh (n) =
∑

d>0
d divise n

dh et ζ (2k) =
∑

m 6=0

1

m2k
.

Définition 4.4 Les nombres de Bernouilli Bm (m ≥ 1) sont définis par le

développement en série
1

et − 1
= 1 +

∞∑

m=1

Bm

m!

et on pose B0 = 1 et B1, B2, · · · sont donnés par

1 + 2B1 = 0

1 + 3B1 + 3B2 = 0

1 + 4B1 + 6B2 + 4B3 = 0

· · ·

Définition 4.5 On définit les polynômes de Bernouilli Bn(x) par la formule

zexz

ez − 1
=

∞∑

n=0

Bn(x)
zn

n!

Remarque 4.2 Si on définit E2k(τ) par

G2k(τ) =
2 (2iπ)2k

(2k − 1)!
E2k(τ),

on voit facilement, à l’aide de l’expression de ζ (2k) en fonction de π2k et des

nombres de Bernoulli que E2k(τ) ∈ Q [[q]] .

Définition 4.6 On a les développements en série des premières formes d’Ei-

senstein

E4 (τ) =
1

240
+ q + 9q2 + 28q3 + 73q4 + 126q5 + 252q6 + · · ·
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E6 (τ) = − 1

504
+ q + 33q2 + 244q3 + 1057q4 + · · ·

· · ·

Définition 4.7 Le k-ième polylogarithme est la fonction définie par

Lik(x) =
∞∑

n=1

xn

nk
, x ∈ C, |x| < 1.

Par prolongement analytique, cette fonction peut-être définie sur C \ [1,∞).

Pour étendre les polylogarithmes à tout le plan complexe, Zagier a proposé la

définition suivante des polylogarithmes

L̂k(x) = R̂k

(
k−1∑

j=0

2jBj

j!
(log |x|)j Lik−j(x)

)
,

où Bj désigne le j-ème nombre de Bernouilli et R̂k signifie ℜ ou ℑ suivant que

k est impair ou pair.

Cette fonction est alors univaluée, analytique réelle dans P1 (C) \ {0, 1,∞} et

continue dans P1 (C) . Elle vérifie les équations fonctionnelles suivantes :

1. L̂k(
1

x
) = (−1)k−1 L̂k(x).

2. L̂k(x̄) = (−1)k−1 L̂k(x)

Pour k = 2, on obtient le dilogarithme de Bloch et Wigner

D(x) := ℑLi2(x) + log |x| arg(1− x).

On a les formules suivantes
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1. Li1(z) =
∞∑
n=1

xn

n
= − log(1− z)

2. Li2(x) =
∞∑
n=1

xn

n2

3. q d
dq
(Li2(q

d)) = dLi1(q
d)

4. dLi2(x) = Li1(x)
dx
x
= − log(1− x)dx

x

5. ℑdx
x
= d arg(x)

6. ℜdx
x
= d log |x|

4.2.2 Formes modulaires

Soit Γ un sous groupe de SL2(Z) contenant le sous groupe de congruence

Γ(N).

Définition 4.8 Une fonction mémorphe f : H−→ C est appelée une forme

modulaire méromorphe de poids k relativement à Γ si

1. Condition de modularité : pour tout τ ∈ H et pour tout
(
a b
c d

)
∈ Γ, on a

f(
aτ + b

cτ + d
) = (cτ + d)kf(τ)

2. Condition de méromorphie aux pointes : pour tout
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z), la

fonction (cτ + d)−kf(aτ+b
cτ+d

) admet un développement suivant les puis-

sances de q
1
N , convergeant dans C = {q ∈ C; 0 < |q| < 1} , qui n’admet

qu’un nombre fini de termes d’exposants strictement négatifs.

Définition 4.9 On appelle forme modulaire une forme modulaire méromorphe

qui est holomorphe partout, y compris à l’infini.

Définition 4.10 On appelle forme parabolique (cusp-form) une forme modu-

laire qui s’annule aux pointes.
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Définition 4.11 On appelle fonction modulaire une forme modulaire méro-

morphe de poids zéro.

Soit Γ un sous groupe de congruence de SL2(Z), on note par Mk(Γ) (resp.Sk(Γ))

l’espace vectoriel complexe des formes (respectivement formes paraboliques)

de poids k relativement à Γ.

4.3 Mesure de Mahler des polynômes Pk de la

famille (2.3) et séries d’Eisenstein-Kronecker

On rappelle la famille de polynômes (2.3) déjà vue au chapitre 2.

Pk(x, y) = y2(x+ 1) + y(x2 + kx+ 1) + x2 + x.

Soit χ le caractère de Dirichlet χ−3 réel impair de conducteur 3 tel que

χ−3(n) = 0 si n ≡ 0(3),

χ−3(n) = 1 si n ≡ 1(3),

χ−3(n) = −1 si n ≡ 2(3).

Soit F un domaine fondamental du groupe de congruence Γ1(6) et K le do-

maine correspondant du plan complexe en bijection avec F , défini par les k

vérifiant

τ ∈ F
1

3− k
= t(τ)

t(τ) =
η(6τ)8η(τ)4

η(3τ)4η(2τ)8
= q − 4q2 + 10q3 − 20q4 + 39q5 + · · · ,
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où η(τ) désigne la fonction de Dedekind

η(τ) = q
1
24π(1− qn) avec q = e2iπτ .

Théorème 4.12 Pour k ∈ K et n’appartenant pas à l’ensemble des valeurs

complexes pour lesquelles Pk s’annule sur le tore T2, on a l’égalité :

m(Pk) = ℜ


−2iπτ +

∑

n≥1



∑

d/n

χ(d)d2


 e2iπnτ

n
+ 8
∑

n≥1



∑

d/n

χ(d)d2


 e4iπnτ

2n


 ,

où m(Pk) désigne la mesure de Mahler logarithmique de Pk.

Preuve : Posons m(Pk) = m(k). Pour les k précédemment définis, on a l’éga-

lité

m(k) = ℜ(m̃(k)),

où la fonction holomorphe de k

m̃(k) =
1

(2iπ)2

∫

T 2

ln

(
(k − 3) +

(x+ y + 1)(xy + y + x)

xy

)
dx

x

dy

y

et a pour dérivée par rapport à k,

m̃′(k) =
1

(2iπ)2

∫

T2

1

(k − 3) +
(x+ y + 1)(xy + y + x)

xy

dx

x

dy

y
.

D’après le théorème des résidus de Poincaré, m̃′(k) est une période de la courbe

elliptique associée au polynôme Pk donc solution de l’équation différentielle de

Picard-Fuchs associée à la famille de courbes définie par tous les Pk.
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D’après Verrill [56], la surface elliptique modulaire

(x+ y + z)(xy + yz + xz) =
1

t
xyz

associée au groupe de congruence Γ = Γ1(6) admet pour équation de Picard-

Fuchs au voisinage de 0 l’équation différentielle suivante

t(t− 1)(9t− 1)f ′′ + (27t2 − 20t+ 1)f ′ + 3(3t− 1)f = 0. (4.1)

Or cette surface est isomorphe à la surface définie par la famille (2.3),

(x+ y + z)(xy + y + x) = −(k − 3)xy.

En faisant le changement de variable k − 3 = −1

t
, on voit ainsi que

m̃′(k) =
1

(2iπ)2

∫

T2

t

−1 +
(x+ y + 1)(xy + y + x)

xy

dx

x

dy

y
. (4.2)

est solution de l’équation différentielle 4.1 au voisinage de t = 0.

Or d’après Verrill [56], l’équation différentielle 4.1 admet une solution f ∈
M1(Γ) pour Γ = Γ1(6) de la forme

f =
η(2τ)6η(3τ)

(η(τ))3η(6τ)2
= 1 + 3q + 3q2 + 3q3 + 3q4 + · · · ,

Le paramètre t ∈ M0(Γ) s’écrit

t =
η(2τ)8η(τ)4

η(3τ)4η(2τ)8
= q − 4q2 + 10q3 − 20q4 + 39q5 + · · · .
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Ce qui permet d’exprimer f en fonction de t.

D’aprés Verrill [56] , f(t) =
∑
n≥0

ant
n avec an =

∑
p+q+r=n

(
n!

p!q!r!
)2.

Par identification, après développement en série de 4.2 par rapport à t, on

trouve

m̃′(k) = −tf.

d’où

dm̃ = −f
dt

t
= −f

t′(q)dq

t
.

D’après Verrill [55] f(t)
q dt
dq

t
est une forme modulaire holomorphe de niveau 6.

Considérons alors la série d’Eisenstein L(q) ∈ M3(Γ1(3))

L(q) =
∑

n≥1



∑

d/n

χ(d)d2


 qn = q − 3q2 + q3 + 13q4 + · · · .

Alors L(q) + L(q2) ∈ M3(Γ) est une forme modulaire holomorphe de niveau

6. En calculant ensuite suffisamment de termes dans leur q− développement

on peut montrer l’égalité

−f(t)
q dt
dq

t
= −1 + L(q) + 8L(q2),

donc

dm̃ =


−1

q
+
∑

n≥1



∑

d/n

χ(d)d2


 qn−1 + 8

∑

n≥1



∑

d/n

χ(d)d2


 q2n−1


 dq.

Après intégration entre k et +∞, correspondant à une intégration entre q et

∞.

m̃(k) = − log q +
∑

n≥1



∑

d/n

χ(d)d2


 qn

n
+ 8
∑

n≥1



∑

d/n

χ(d)d2


 q2n

2n
,
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avec q = e2iπτ . D’où

m̃(k) = −2iπτ +
∑

n≥1



∑

d/n

χ(d)d2


 e2iπnτ

n
+ 8
∑

n≥1



∑

d/n

χ(d)d2


 e4iπnτ

2n

et par conséquent

m(k) = ℜ


−2iπτ +

∑

n≥1



∑

d/n

χ(d)d2


 e2iπnτ

n
+ 8
∑

n≥1



∑

d/n

χ(d)d2


 e4iπnτ

2n


 .

Théorème 4.13 Avec les mêmes hypothèses que dans le théorème précédent,

on a

m(k) = ℜ


9

√
3ℑτ

4π2

∑

(m,n) 6=(0,0)

χ(n)

(3mτ + n)2(3mτ + n)




+8ℜ


9

√
3ℑτ

4π2

∑

(m,n) 6=(0,0)

χ(n)

(6mτ + n)2(6mτ + n)


 .

Preuve : On a

m̃(k) = −2iπτ +
∑

n≥1



∑

d/n
d≡1(3)

d2




e2iπnτ

n
+ 8
∑

n≥1



∑

d/n
d≡1(3)

d2




e4iπnτ

2n

−
∑

n≥1



∑

d/n
d≡2(3)

d2




e2iπnτ

n
− 8
∑

n≥1



∑

d/n
d≡2(3)

d2




e4iπnτ

2n
.
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On pose donc

m̃(k) = −2iπτ + f(τ) + 8g(τ),

où

f(τ) =
∑

n≥1



∑

d/n
d≡1(3)

d2




qn

n
−
∑

n≥1



∑

d/n
d≡2(3)

d2




qn

n

et

g(τ) =
∑

n≥1



∑

d/n
d≡1(3)

d2




q2n

2n
−
∑

n≥1



∑

d/n
d≡2(3)

d2




q2n

2n
=

1

2
f(2τ)

Posant alors n = dn′, il vient

∑

n≥1



∑

d/n
d≡1(3)

d2




qn

n
=
∑

d≥1
d≡1(3)

dLi1(q
d).

Grâce à la formule

q
d

dq
(Li2(q

d)) = dLi1(q
d),

on obtient

∑

n≥1



∑

d/n
d≡1(3)

d2




qn

n
= q

d

dq

∑

d≥0

Li2(q
3d+1).

Posons

Lj(x) =
∑

(
d≥0

Li2(q
3d+jx), 1 ≤ j ≤ 2,

et

H1(x) = L1(x)− L2(
1

x
).
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On a

f(τ) =
1

2πi

d

dτ
H1(1)

Lemme 4.14 On pose

f1(x) = a log3 x+ b log2 x+ c log x.

Pour

a =
−1

18 log q
, b =

log q + 2iπ

12 log q
et c =

−3 log2 q + 6iπ log q − 4π2

36 log q
,

alors la fonction H1(x) + f1(x) est invariante par l’application x → q3x.

Preuve : En effet, on a H1(q
3x) − H1(x) =

(2iπ)2

2
B2(

log qx

2iπ
) avec B2(x) =

x2 − x+
1

6
, d’où

H1(q
3x)−H1(x) =

1

2
log2 x+ log x[log q − iπ] +

1

2
log2 q − iπ log q − π2

3
.

On a

H1(q
3x)−H1(x) = f1(x)− f1(q

3x),

et

f1(x)− f1(q
3x) = log2 x[−9a log q] + log x[−27a log2 q − 6b log q]

+[−27a log3 q − 9b log2 q − 3c log q],
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d’où

−9a log q =
1

2
−27a log2 q − 6b log q = log q − iπ

−27a log3 q − 9b log2 q − 3c log q =
1

2
log2 q − iπ log q − π2

3
,

en résolvant l’équation, on a

a =
−1

18 log q
,

b =
log q + 2iπ

12 log q
,

c =
−3 log2 q + 6iπ log q − 4π2

36 log q
.

On va maintenant développer en série de Fourier de la variable ξ la fonction

H1(e
2iπτξ) + f1(e

2iπτξ) , qui est invariante par le changement ξ → ξ + 3, sur

l’intervalle [−1, 2].

On pose x = e2iπτξ, alors

f1(e
2iπτξ) =

2

9
π2τ 2ξ3 + (−1

3
π2τ − 1

3
π2τ 2)ξ2 + (

1

3
π2τ +

1

9
π2 − 1

3
π2τ 2)ξ

= f1(e
2iπτξ) = αξ3 + βξ2 + γξ

avec

α =
2

9
π2τ 2, β = (−1

3
π2τ − 1

3
π2τ 2), γ =

1

3
π2τ +

1

9
π2 − 1

3
π2τ 2.
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Lemme 4.15 On a

∫ 2

−1

ξ3e
−2iπn

3 dξ = (− 33

2πin
+

34

4π2n2
+

35

4π3n3i
)e

2iπn
3 , n 6= 0

∫ 2

−1

ξ3dξ =
15

4
,

∫ 2

−1

ξ2e
−2iπn

3 dξ = (− 32

2πni
+

33

2π2n2
)e

2iπn
3 , n 6= 0

∫ 2

−1

ξ2dξ = 3,

∫ 2

−1

ξe
−2iπn

3 dξ = − 32

2iπn
e

2iπn
3 , n 6= 0

et ∫ 2

−1

ξdξ =
3

2
.

Par conséquent

f1(1) =
∑

n 6=0

Cn + C0,

où

Cn =
1

3

∫ 2

−1

(αξ3 + βξ2 + γξ)e

−2iπξn

3 dξ

et

C0 =
1

3

∫ 2

−1

(αξ3 + βξ2 + γξ)dξ.

Donc

3f1(1) = α
∑

n 6=0

∫ 2

−1

ξ3e

−2iπξn

3 dξ + β
∑

n 6=0

∫ 2

−1

ξ2e

−2iπξn

3 dξ +

γ
∑

n 6=0

∫ 2

−1

ξe

−2iπξn

3 dξ + α

∫ 2

−1

ξ3dξ + β

∫ 2

−1

ξ2dξ + γ

∫ 2

−1

ξdξ.
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En dérivant par rapport à τ, on a

1

2iπ

d

dτ
(3f1(1)) = − 9

4iπ

∑

n 6=0

e

2iπn

3

n2
− 27τ

2π2

∑

n 6=0

e

2iπn

3

n3
+ i(

πτ

6
+

π

4
).

Donc

3ℜ( 1

2iπ

d

dτ
f1(1)) = ℑ(27τ

2π2
)
∑

n 6=0

sin
2πn

3
n3

− π

6
ℑτ.

On a

∑

n 6=0

sin
2πn

3
n3

=

√
3

4

∑

n≥1

χ(n)

n2
.

D’après Knapp [18]

L(χ, 3) =
∑

n≥1

χ(n)

n2
=

4π3

34
√
3
,

par conséquent,

ℑ
(
27τ

2π2

)∑

n 6=0

sin
2πn

3
n3

=
π

6
ℑτ,

d’où

3ℜ( 1

2iπ

d

dτ
f1(1)) = 0.

Il nous reste à évaluer le développement en série de Fourier de H1(e
2iπτξ).

On pose H(ξ) = H1(e
2iπτξ), d’où

H(ξ) =
+∞∑

n=−∞
Cne

−
2iπn

3
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et

Cn =
1

3

∫ 2

−1

H(ξ)e
−
2iπnξ

3 dξ.

On a

H(ξ) = H1(e
2iπτξ) = [L1(e

2iπτξ)− L2(e
−2iπτξ)]

donc

Cn =
1

3

∫ 2

−1

L1(e
2iπτξ)e

−2iπnξ

3 dξ − 1

3

∫ 2

−1

L2(e
2iπτξ)e

−2iπnξ

3 dξ.

Lemme 4.16

1

3

∫ 2

−1

L1(e
2iπτξ)e

−2iπnξ

3 dξ = −
∑

m≥1

1

2iπ

1

m2

e

2iπn

3

(3mτ − n)

et

1

3

∫ 2

−1

L2(e
−2iπτξ)e

−2iπnξ

3 dξ = −
∑

m≥1

1

2πi

1

m2

e

2iπn

3

(3mτ + n)
.

Preuve : En effet, par définition

L1(e
2iπτξ) =

∑

d≥0

∑

m≥1

e2iπτ(3d+1)me2iπτξm

m2

On a

L1(e
2iπτξ) =

∑

m≥1

1

m2

∑

d≥0

e2iπτm(3d+1+ξ).
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Il faut donc calculer

Id =

∫ 2

−1

e2iπτm(3d+1+ξ)e

−2iπnξ

3 dξ.

A l’aide du changement de variables ξ′ = ξ + 3d+ 1,

Id = e

2iπn

3

∫ 3(d+1)

3d

e
2iπ(mτ−

n

3
)ξ′

dξ′

∫ 2

−1

L1(e
2iπτξ)e

−2iπnξ

3 dξ =
∑

m≥1

1

m2
e

2iπn

3

∫ +∞

0

e
2iπ(mτ−

n

3
)ξ′

dξ′,

d’où

∫ 2

−1

L1(e
2iπτξ)e

−2iπnξ

3 dξ = −3
∑

m≥1

1

2iπ

1

m2

e

2iπn

3

(3mτ − n)
.

En utilisant le changement de variables ξ′ = 3d+ 2− ξ, on obtient

∫ 2

−1

L2(e
−2iπτξ)e

−2iπnξ

3 dξ = −3
∑

m≥1

1

2πi

1

m2

e

2iπn

3

(3mτ + n)
.

Il résulte alors des calculs précédents les égalités suivantes

H1(1) = − 1

2πi

∑

n 6=0



∑

m≥1

e

2iπn

3

m2

(
1

3mτ − n
− 1

3mτ + n

)


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et

ℜ( 1

2πi

d

dτ
H1(1)) =

1

4π2

∑

n 6=0

∑

m 6=0

3

m
cos(

2πn

3
)ℜ( 1

(3mτ + n)2
)

− 1

4π2

∑

n 6=0

∑

m 6=0

3

m
sin(

2πn

3
)ℑ( 1

(3mτ + n)2
).

Par un simple calcul, on montre

∑

n 6=0

∑

m 6=0

3

m
cos(

2πn

3
)ℜ
(

1

(3mτ + n)2

)
= 0

et
1

m

(
1

3mτ + n)2

)
= −6ℑτℜ

(
1

(3mτ + n)2(3mτ + n)

)
.

On obtient finalement

ℜ
(

1

2πi

d

dτ
H1(1)

)
= ℜ



32ℑτ
2π2

∑

m 6=0,n 6=0

sin(
2πn

3
)

(3mτ + n)2(3mτ + n)


 .

D’après ce qui précède

m(k) = ℜ (−2iπτ + f(τ) + 8g(τ)) ,

avec

ℜ (f(τ)) = ℜ



32ℑτ
2π2

∑

m 6=0,n 6=0

sin(
2πn

3
)

(3mτ + n)2(3mτ + n)



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et

ℜ(g(τ)) = 1

2
ℜ (f(2τ)) = ℜ



32ℑτ
2π2

∑

m 6=0,n 6=0

sin(
2πn

3
)

(6mτ + n)2(6mτ + n)


 .

i.e.

ℜ (f(τ)) = ℜ
(
32
√
3ℑτ

4π2

∑

m 6=0,n 6=0

χ(n)

(3mτ + n)2(3mτ + n)

)

et

ℜ (g(τ)) = ℜ
(
32
√
3ℑτ

4π2

∑

m 6=0,n 6=0

χ(n)

(6mτ + n)2(6mτ + n)

)
.

Enfin,

m(k) = 2πℑ(τ) + ℜ(f(τ)) + 8ℜ(g(τ)).

En calculant le terme de la somme double correspondant à m = 0, on aura

34
√
3ℑ(τ)
2π2

∑

n≥1

χ(n)

n3
= 2πℑ(τ),

donc

m(k) = ℜ


32

√
3ℑτ

4π2

∑

(m,n) 6=(0,0)

χ(n)

(3mτ + n)2(3mτ + n)




+8ℜ


32

√
3ℑτ

4π2

∑

(m,n) 6=(0,0)

χ(n)

(6mτ + n)2(6mτ + n)


 .
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Chapitre 5

Identités entre mesures de Mahler

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnerons le lien qui existe entre la mesure de Mahler

et le régulateur elliptique et en enchaînant sur les mêmes idées que Rodriguez-

Villegas [38], nous établirons l’égalité de mesures de Mahler suivante entre les

surfaces (3s.3s) et (1.3)

2m(y2 + y(x2 + kx+ 1) + x2) = m((X + 1)2(Y + 1)2 − k2XY ),

pour k ∈ R.

5.2 Rappels et notations

Pour plus de détails se référer à Rodriguez-Villegas [38], [37].
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5.2.1 Le groupe K2(E)

Définition 5.1 Soit F un corps. Un symbole de Steinberg sur F à valeurs

dans un groupe abélien G est une application

{ , } : F ∗ × F ∗ → G

vérifiant

1. {u1u2, v} = {u1, v}+ {u2, v} ∀u1, u2, v ∈ F ∗.

2. {u, v}−1 = {v, u} ∀ ∈ F ∗.

3. {u, 1− u} = 1 ∀u ∈ F ∗.

Théorème 5.2 (Matsumoto) Soit F un corps. Alors K2(F ) , le deuxième

groupe de K-théorie de F , est le groupe engendré par les symboles de Steinberg

{u, v}, u, v ∈ F ∗.

Proposition 5.3 On a la bijection suivante

{
homomorphismes

K2(F ) → G

}
↔
{

symboles sur F

à valeurs dans G

}
.

Par exemple, si v désigne une valuation discrète sur un corps F , d’anneau

de valuation A, ayant un unique idéal maximal M ⊂ A et de corps résiduel

k = A/M, le symbole modéré de Tate est défini par

(x, y)v ≡ (−1)v(x)v(y)
xv(y)

yv(x)
mod M.

Si v(x) = v(y) = 0, ce symbole est dit trivial.

Soit E une courbe elliptique définie sur Q et Q(E) son corps de fonctions

rationnelles. Pour P ∈ E(Q), on peut associer une valuation vP sur Q(E) de
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corps résiduel noté Q(P ) et on définit l’homomorphisme

λP : K2(Q(E)) → Q(P )∗,

par λP ({x, y}) = (x, y)vP . D’où la suite exacte définissant K2(E) modulo la

torsion comme le noyau de l’homomorphisme λ =
⋃
P

λP

0 → K2(E)⊗Q → K2(Q(E))⊗Q
λ→ ∪

P∈E(Q)
Q(P )∗ ⊗Q → · · ·

Définition 5.4 Le groupe K2(E) est défini modulo la torsion par l’isomor-

phisme

K2(E) ≃ Kerλ =
⋂

P

KerλP ⊂ K2(Q(E)).

Donc un élément {x, y} ∈ K2(Q(E)) ⊗ Q peut être vu comme un élément de

K2(E)⊗Q à chaque fois que (x, y)vP = 1 pour tout P ∈ E(Q).

5.2.2 Polygone de Newton

Soit P =
∑

(i,j)∈Z2

aijx
iyj un polynôme de Laurent, P ∈ C[x±, y±]. Soit ∆(P )

le polygone de Newton de P , qui représente l’enveloppe convexe dans R2 des

points (i, j) satisfaisant aij 6= 0. On note τ une face de ce polygone et on

écrit τ < ∆. On choisit une orientation de la face autour de ∆(P ) et on

numérote les points consécutifs du réseau d’entiers situés sur la face par τ(0),

τ(1), · · · . Alors pour chaque face du polygone on peut associer un polynôme

d’une variable Pτ (t)

Pτ (t) =
∞∑

k=0

aτ(k)t
k ∈ C [t] ,

appelé polynôme de la face.
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Définition 5.5 Le polynôme P est dit tempéré si les racines du polynôme
∏
τ<∆

Pτ sont des racines de l’unité.

Remarque 5.1 Si les Pτ sont unitaires avec des coefficients entiers, d’après

le théorème de Kronecker, P tempéré est équivalent à dire que la mesure de

Mahler logarithmique m(Pτ ) = 0 pour tout τ < ∆.

Théorème 5.6 [37] Si P est un polynôme de Laurent, P ∈ Q[x±, y±], défi-

nissant une courbe lisse C de P2, on a l’équivalence

∃N ∈ N tel que {x, y}N ∈ K2(C)

m

P est tempéré

Toutes les familles de polynômes considérées sont tempérées, donc satisfont la

trivialité des symboles modérés.

5.2.3 Le régulateur elliptique

Soit E une courbe elliptique et Q(E) son corps de fonctions.

Définition 5.7 Si f et g ∈ Q(E)∗. On définit la 1-forme différentielle de sur

E\S, où S ⊂ E désigne l’ensemble des zéros et des pôles de f et g

η(f, g) = log |f | d arg g − log |g| d arg f.

La forme satisfait les propriétés suivantes

1. η(f, g) = −η(g, f)

2. η(f1f2, g) = η(f1, g) + η(f2, g), f1, f2, g ∈ Q(E)∗.
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Définition 5.8 L’application régulateur r d’une courbe elliptique E est définie

par

r : K2(E) → R

{f, g}
tel que {f, g}N ∈ K2(E), N ∈ N

7→ 1

2π

∫
γ
η(f, g)

où γ est un chemin bien orienté ne passant pas par les zéros et les pôles de f et

g et engendrant le sous groupe H1(E,Z)−de H1(E,Z) des cycles sur lesquels la

conjugaison complexe agit par −1, i.e. associés aux périodes imaginaires pures.

Comme {f, g} ∈ K2(E), l’intégrale dépend seulement de la classe d’homologie

de γ [37].

5.2.3.1 Mesure de Mahler et régulateur

Le lien entre la mesure de Mahler et le régulateur d’une courbe définie par un

polynôme de deux variables est donné comme suit, on va supposer que

P (x, y) = (y − y1(x))(y − y2(x)) ∈ Z[x, y]

avec

|y1(x)y2(x)| = 1, |y1(x)| < 1 et |y2(x)| > 1 ∀x ∈ C tel que |x| = 1.

Alors

m(P ) =
1

(2iπ)2

∫

T 2

log |(y − y1(x))(y − y2(x))|
dx

x

dy

y

= − 1

2iπ

∫

|x|=1

log |y1(x)|
dx

x
=

1

2iπ

∫

|x|=1

log |y2(x)|
dx

x
,

grâce à la formule de Jensen.

On note

σ1 = {(x, y1(x)) ∈ E(C) / |x| = 1} ,
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orienté par x parcourant le cercle unité dans le sens direct.

Si σ1 engendre H1(E,Z)− et si {x, y}N ∈ K2(E)⊗Q, alors

m(P ) =
1

2π

∫

σ1

η(x, y) = ±r({x, y}),

en effet,

r({x, y}) = ± 1

2π

∫

σ1

η(x, y)

= ± 1

2π

∫

σ1

log |y| d arg x

= ± 1

2iπ

∫

σ1

log |y2(x)|
dx

x

= ±m(P ).

5.2.4 Le dilogarithme elliptique

Soit E une courbe elliptique définie sur C. On a deux représentations de E(C).

E(C) −̃→ C

Zτ + Z
−̃→C∗

qZ

(P(u),P ′(u)) 7−→ u ( mod Λ) 7−→ z = e2iπu

où P est la fonction P de weierstrass, Λ le réseau {τ, 1} , τ ∈ H et q = e2iπτ .

Définition 5.9 Le dilogarithme elliptique DE est défini par

DE(P ) =
+∞∑

n=−∞
D(qnz),

où D désigne le dilogarithme de Bloch et Wigner défini par

D(z) = ℑ(Li2(z)) + log |z| arg(1− z),
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avec arg(1− z) ∈ [−π, π], et où

Li2(z) =
∑

n≥1

zn

n2
, |z| < 1,

Li2(z) = −
∫ z

0

log(1− u)
du

u
.

Le dilogarithme elliptique admet une autre représentation en terme de série

d’Eisentein-Kronecker

DE(P ) =
(ℑ(τ))2

π
ℜ
(
∑

m,n∈Z

exp (2iπ(nξ −mη))

(mτ + n)2(mτ + n)

)

avec z = e2iπu, u = ξτ + η.

Théorème 5.10 Le dilogarithme elliptique étendu par linéarité aux diviseurs

de E(C) est défini par

DE((f)) =
∑

i

niD
E(Pi),

si (f) =
∑
i

ni [Pi] .

De plus si {f, g} ∈ K2(E), on a la relation

r({f, g}) = DE((f) ⋄ (g)),

où l’application losange est définie par

(f) ⋄ (g) =
∑

m,n

anbmcl((Pn −Qm)
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si (f) =
∑
n

anPn et (g) =
∑
m

bmQm et cl désigne la classe modulo la relation

d’équivalence cl(−P ) = cl(P ). En particulier

r({f, 1− f}) = DE((f) ⋄ (1− f)) = 0.

5.3 Théorème principal

Le résultat suivant provient des observations faites sur les tables de Boyd [6]

et Rodriguez-Villegas donnant la mesure de Mahler des polynômes

y2 + y(x2 + kx+ 1) + x2

où k ou k2 est un entier et les tables de Touafek [57] donnant la mesure de

Mahler des polynômes

(X + 1)2(Y + 1)2 + lXY

où l ou l2 est un entier.

Théorème 5.11 ([14]) Pour k ∈ R, on a la relation

2m(y2 + y(x2 + kx+ 1) + x2) = m((X + 1)2(Y + 1)2 − k2XY )

Preuve : Soit S1 la surface elliptique rationnelle correspondant à la famille

(1.3) définie par

(S1) y
2 + y(x2 + kx+ 1) + x2 = 0

avec un invariant fonctionnel JS1

JS1 =
(k4 − 16k2 + 16)3

k2(k2 − 16)
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et S2 la surface elliptique rationnelle correspondant à la famille (3s.3s) définie

par

(S2) (X + 1)2(Y + 1)2 + lXY = 0

avec un invariant JS2

JS2 =
(l2 + 16l + 16)3

l(l + 16)
.

La surface S2 est une surface elliptique modulaire avec des fibres singulières

de types I∗1 , I1 et I4 au dessus de 0,−16 et ∞ respectivement. Si on effectue

le changement l = −k2 [34] , on obtient la surface (1.3) qui est également

une surface elliptique rationnelle, qu’on notera S̃2, avec des fibres singulières

I2, I1, I1 et I8 au dessus de 0, 4,−4 et ∞ respectivement. D’après le chapitre

4, S̃2 est modulaire et on a

JS̃2
=

(k4 + 16k2 + 16)3

k2(k2 − 16)
= JS1

Comme les deux surfaces S1 et S̃2 ont le même invariant J et la même mono-

dromie, elles sont donc isomorphes [43] . On peut déterminer l’isomorphisme

x = −(X + 1)(Y + 1)

k

et

y = Y.

On désigne par mk (resp. mk2) la mesure de Mahler des polynômes de deux

variables

Pk = y2+ y(x2+ kx+1)+x2, (resp. Qk = (X +1)2(Y +1)2− k2XY ). Comme

les deux polynômes sont tempérés leurs mesures de Mahler sont liées à leurs

régulateurs correspondants.

mk =
1

2
r({x, y}k) (5.1)
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mk2 =
1

2
r({X, Y }k2) (5.2)

Les formules 5.1 et 5.2 sont prouvées dans [60] et [57] respectivement. En

utilisant l’application losange on déduit que

(x) ⋄ (y) = −
(
(X + 1)(Y + 1)

k

)
⋄(Y )

=
1

2

(
(X + 1)2(Y + 1)2

k2

)
⋄(Y )

=
1

2
(XY ) ⋄(Y )

=
1

2
(X) ⋄(Y )

donc

r({x, y}k) =
1

2
r({X, Y }k2)

2mk = mk2
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Chapitre 6

Annexe

6.1 Introduction

Dans cette partie, nous expliquerons les changements de variables utilisés au

chapitre 1 pour obtenir les expressions intégrales. Nous commencerons par

donner un rappel de certaines notions. Pour plus de détails, on pourra consulter

[61] .

6.2 Rappels

Un automorphisme d’une variété analytique M est une application bijective

analytique de M sur lui même. Le groupe des automorphismes de M est noté

Γ(M).

Lorsque M =P1, Γ(M) est l’ensemble des transformations de Möbius :

z 7→ az + b

cz + d
où a, b, c, d ∈ C et ad− bc 6= 0

On peut choisir les nombres a, b, c, d , sans restreindre à la généralité, de sorte

que ad − bc = 1. On associe donc à tout automorphisme une matrice carrée

d’ordre 2 à coefficients complexes de déterminant égal à 1.
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En remarquant que la transformation z 7→ az + b

cz + d
est inchangée si on

remplace

A =

(
a b

c d

)

par −A , on obtient l’isomorphisme

Γ(P1) ≃ PSL2(C) = SL2(C)/{±1}.

On vérifie que Γ(P1) → PSL2(C) respecte les opérations et que Γ(P1) est

engendré par :

1) Les translations z 7→ z + a.

2) Les homothéties z 7→ bz.

3) L’inversion z 7→ −1

z
.

Un élément de Γ(P1) envoie trois points distincts sur trois autres points dis-

tincts. Par exemple,

z 7→
(
(b− a)

(c− b)

)
×
(
(c− z)

(z − a)

)

envoie a, b, c sur ∞, 1, 0 si l’un des points est à l’infini.

L’unique automorphisme z 7→ w qui envoie z1, z2, z3 sur w1, w2, w3 peut

être exprimé par
z1 − z2
z2 − z3

z3 − z

z − z1
−→ w1 − w2

w2 − w3

w3 − w

w − w1

Cet automorphisme envoie le point z4 sur w4 si et seulement si les points z et

les points w ont le même birapport.

z1 − z2
z2 − z3

z3 − z4
z4 − z1

=
w1 − w2

w2 − w3

w3 − w4

w4 − w1

et si l’un des points est à l’infini.
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On vérifie que Γ(P1) préserve le birapport.

Le birapport est transformé sous l’action du groupe symétrique S4. Il est

invariant par le sous-groupe

K =

{
id,

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4

3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)}
.

Par suite, pour "comprendre" l’action, on peut prendre z4 = +∞ et étudier

l’action de
S4

K
≃ S3 sur le rapport réduit x =

z1 − z2
z3 − z2

. Cela est illustré par la

table
(123) (321) (132) (231) (312) (213)

x
1

x
1− x

1

1− x

x− 1

x

x

x− 1
,

pour x 6= 0, 1,∞.

Les transformations x 7→ x,
1

x
, 1−x,

1

1− x
,
x− 1

x
,

x

x− 1
forment le groupe

des birapports anharmoniques, noté H qui est isomorphe à S3.

Les birapports harmoniques ont lieu lorsque deux birapports anharmo-

niques de x coîncident.

6.2.1 Equivalence des quartiques et des cubiques

L’équation d’une quartique est donnée par

y2 = (x− e0)(x− e1)(x− e2)(x− e3)

où les ei , 0 ≤ i ≤ 3, sont des racines distinctes.

On peut la réduire à une cubique

y2 = (x− e′1)(x− e′2)(x− e′3)
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en utilisant les substitutions

x → e0 + (x− a)−1

et

y → by(x− a)−2

avec

b2 =
1

4
(e0 − e1)(e0 − e2)(e2 − e3)

En choisissant

a = −1

3
[(e1 − e0)

−1 + (e2 − e0)
−1 + (e3 − e0)

−1]

on obtient de nouvelles racines

e′i = a+ (e− e0)
−1 , 1 ≤ i ≤ 3

vérifiant

e′1 + e′2 + e′3 = 0

On peut également transformer une cubique en une quartique, ce qui identifie

la quartique non singulière au tore.

La réduction de la quartique à la forme jacobienne

y2 = (1− x2)(1− k2x2)

avec k2 6= 0, 1 est effectuée en utilisant la substitution

x → ax+ b

cx+ d
, y → y

(cx+ d)2
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6.3. Remarque

Les nouvelles racines sont

e′i = (dei − a)(−cei + a)−1

et peuvent être associées à 1,−1,
1

k
,−1

k
par un choix de a, b, c, d ∈ C avec

ad− bc = 1 et k peut être choisi tel que

e1 − e2
e2 − e3

e3 − e4
e4 − e1

=
4k

(1 + k)2

6.3 Remarque

Nous remarquons dans le chapitre 1 que les changements de variables utilisés

pour obtenir les expressions intégrales pour les familles

(3s.3s) y2(x+ 1)2 + y(2x2 + (l + 4)x+ 2) + (x+ 1)2 = 0

(3.1) y2(x2 + x+ 1) + lyx+ x2 + x+ 1 = 0

(3s.1) y2(x+ 1)2 + lyx+ (x+ 1)2 = 0

(3s.3) y2(x+ 1)2 + y(x2 + (l + 2)x+ 1) + (x+ 1)2 = 0

sont parmi ceux qui laissent la fonction J invariante, ce qui correspond aux ra-

cines de J(l)−J(T ) qui représentent le groupe des birapports anharmoniques.

• Pour la famille (3s.3s)

J(l)− J(T ) = {(T + l + 16)(l − T ){(16l + l2)T 4

+(512l + 32l2)T 3 + (4864l + 560l2

+32l3 + l4)T 2 + (12288l + 4864l2

+512l3 + 16l4)T − 4096}}�{(l + 16)(T + 16)T l}
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Chapitre 6. Annexe

• Pour la famille (3.1)

J(l)− J(T ) = {(T l + 12) (T + l) (l − T ) (T l − 12)

{(l2 − 4)T 4 + (144− 40l2 + l4)T 2 − 4l4 + 144l2)

((−36l2 + l4)T 4 + (−36l4 − 5184 + 1440l2)T 2

−(5184l2 − 20 736)}}�
{(l + 6)(l + 2)(l − 2)(l − 6)(T + 6)(T + 2)(T − 2)(T − 6)T 4l4}

• Pour la famille (3s.1)

J(l)− J(T ) = {(T + l)(l − T )((l2 − 64)T 4

+(9216− 208l2 + l4)T 2 − 64l4 + 9216l2 − 331776)}�
{(l + 8)(l − 8)(T + 8)(T − 8)}

• Pour la famille (3s.3)

J(l)− J(T ) = (T + l + 8) (l − T ) {(−48 + 8l + l2)T 4

−16l2 + 16l3 + l4)T 2. + (36 864− 9216l

−640l2 + 128l3 + 8l4)T + (−48l4 − 768l3

+1536l2 + 36 864l − 114 688)}�
{(l − 4)(l + 12)(T − 4)(T + 12)}
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