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Introduction

La mesure de Mahler d’un polyndéme de plusieurs variables a été introduite
en 1962 par Mahler pour donner une preuve simple de I'inégalité de Gel’fond-

Mabhler mesurant la taille des facteurs d’'un polynéme.

Soit P € Clay, 27", ..., 2n, 2 '] un polynéme de Laurent en n variables. Sa

mesure de Mahler logarithmique est, par définition,

1 1 dzy dz,
/ log]P(a:l,x—,...,ajn —)|ﬂ Cn
n 1

N b
Tx,

m(P) :=

(2im)n

ou
Tn:{(x1’~~. 73:'”)E(Cn’|x1|:-..:|xn|:1}7

le tore de dimension n et sa mesure de Mahler
M(P) = exp(m(P))
est la moyenne géométrique de |P| sur T".
Sin=1let P=ag+aaz+ - +aqx? a; €Z, aqg # 0,

2T

1 dx
m(P) = — log |P(z)|—.
R



INTRODUCTION

Si P est unitaire, en appliquant la formule de Jensen & m(P), on trouve

M(P) = max(|af,1) := A(P).

P(a)=0

A(P) est la quantité considérée par Lehmer (1933) dans son fameux article

[19], o il pose sa célébre question :

existe-t-il des polynémes P unitaires et irréductibles, cyclotomiques, véri-
fiant
A(P) < 1.1762...7

ou 1.1762--- est 'unique racine > 1 du polynoéme réciproque de Lehmer de
degré 10

X+ X7 - XT - X - X5 - X' - XP 4 X+ 1.
La mesure de Mahler a un lien avec le probléme de Lehmer grace & un remar-
quable résultat de Boyd (1981) [5], & savoir

lim M(P(z,2") = M(P(z,y)), P € Z[z,y]

n—+400

lorsqu’on a effectivement une suite infinie de mesures distinctes.

A cette époque les plus petites mesures connues étaient

m((z+ 1)y + (@ +z+ Dy +z(x+1) = 1,25542...,
m(y> + (2* +x + 1y +2%) = 1,28573....

Une vingtaine d’années plus tard, la mesure de Mahler de polynémes de deux
variables suscita un nouveau regain d’intérét grace a une conjecture de Denin-
ger [30]
( +1+ +1+1) L'(E,0) 15L( 2)
m(x + — — = = —
rRE Ry : 08
ou L(E, s) est la fonction L associée a la courbe E de conducteur 15 et d’équa-

2
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1 1
tion affinex + —+y+ —-+1=0.
Zz Y

La mesure de Mahler logarithmique de certains polynomes de plusieurs
variables peut s’exprimer soit a l'aide de polylogarithmes, voir par exemple
[11], [47], [23], soit & I’aide de valeurs spéciales de fonctions L [17], [4], [18], via
les conjectures de Beilinson. C’est Deninger [16] qui conjectura le premier ce
lien. Puis Boyd et Rodriguez-Villegas ont expérimenté de nombreux exemples

et proposé des conjectures.

Dans un article, Berndt et Zaharescu [2| donnent une preuve de la formule
originale de Ramanujan reliant un quotient de fonctions éta a la valeur d’une
série de Dirichlet pour s = 2. Un autre article ||| donne des exemples de ce

type. Soit 0 < ¢ < 1, alors

L 1Y fO(—t) at
5 1 —g" X—3(n)n _ . - bt
q H( q") exp(=Cs — 5 o )
avec \/_
3v/3 ,
03 = —L(X_3,2) =L (X_3, —1) = d3.

47

L’integrande est essentiellement une série d’Eisenstein de poids 3 pour le

sous-groupe de congruence I'y(3).

Dans des articles récents sur la mesure de Mahler, des formules de ce type
sont obtenues par différentes méthodes. Dans Bertin [3], la mesure de Mahler
est obtenue par intégration entre g et 1 de la forme modulaire L(q) + 8L(q?)
de niveau 6, ot L(q) = > (34, x(d)d?)q™. Dans [24], on trouve la formule

n>1

1/t . dk
0

™

ou

1 dx
“= | S



INTRODUCTION

43/2 2G
d4 = A L(X—472) = LI(X—4> _1) = )
T T

et G est la constante de Catalan

G:L(X_4,2):1—3i2+5—12+---

Enfin, La mesure de Mahler intervient également en théorie ergodique car,
d’aprés un théoréme de Lind, Schmidt et Ward (1990), m(P(xy,- - ,z,)) me-
sure I’entropie d'une certaine Z-action sur le tore T%".

Rappelons la terminologie de Boyd pour caractériser les formules que peuvent
vérifier les mesures de Mahler de polynémes de deux variables. Soit P un po-
lynome de deux variables, on dit que m(P) vérifie une formule du type C,
D ou F ¢’il existe un nombre rationnel r et un entier algébrique ¢ tels que
m(P) = rlog|c|, m(P) =rL'(x_f,—1) ou m(P) = rL'(E,0) respectivement,
avec L' dérivée de la série L de Dirichlet ou dérivée de la série L associée a
la jacobienne E de la courbe P(z,y) = 0. Boyd a considéré les familles de
polynémes de la forme : Py (z,y) = A(z)y*+ Bi(z)y + C(x), ou Bi(x) dépend
linéairement du paramétre k et a conjecturé que m(Py) vérifie une formule du
type E ou D si et seulement si Py, vérifie les conditions (A) et (G) suivantes :

La condition (A) : Toutes les faces de P, sont de mesure logarithmique
nulle.

La condition (G) :

1. Pour tout x de module égal & un, P, admet exactement un zéro y;(z) de

module strictement supérieur a 1.

2. Le discriminant D(z) = By(z)? — 4A(x)C(z) admet exactement deux

zéros de module inférieur a 1.

Pour tester sa conjecture, Boyd a utilisé les sept familles de courbes de genre
1 définies par des polyndmes réciproques [4| comme suit, nous utiliserons ses

notations

4
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e (1.3) " +y(x?+lz+1)+22=0

23) Pz + 1) +y@@?+lz+1)+2>2+2=0

B (@ +r+1)+lyr+22+2+1=0

B3) (2 +r+ D) +y@®+ U+ Dz +1)+2°+x+1=0

(3s.1) Y (x + 1) +lyr+ (x+1)2=0

(3s.3) (e + 1) +yl@*+ (1 +2)z+ 1)+ (z+1)>=0

o (38.3s) Yz + 1) +yR? + ({+ 4z +2)+ (2 + 1) =0

Cette thése est composée de 6 chapitres.
Dans le chapitre 1, en utilisant la mesure de Mahler et a I'aide des familles

de Boyd on prouvera la conjecture de Boyd suivante

m(—16) = m(y(x + 1% + y(22® — 122 +2) + (x + 1)) = 2
T
et on établira plusieurs formules semblables aux précédentes :
we K3
L'(x_s,—1) = 2log(v2 + 1) + log 2 — /
(x-s,—1) g(V2+1) +log km
1
L'(x_s,—1)= &/ K <\/%) du,
™ Jo
3 /M w43
x4 —-1)=— | K
(X 4, ) 47_‘_/0‘ ( A )du,
3 3 1 K ——
L'(x_4,—1) = = log(3 ——/ —2ko
R Y Y T
3v3 (1 3241
L(x-s,-1)=~-—[ K dt
(X-3,—1) 107, ( 1 )dt,
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10L/ (x_3, — dk + 3log(2 + V/3).

1) = —_19 /1 K — g
T Jo kvV4A—k?

En calculant la dérivée de la mesure de Mahler de ces polyndémes, on montrera
également qu’on peut obtenir certaines solutions explicites, au voisinage des
singularités, de I’équation différentielle de Picard-Fuchs de la famille.

Ces résultats ont fait I'objet des trois publications [12], [13] et [14].

On démontrera donc les résultats suivants concernant les familles (3s.3s),
(3.1), (3s.1) et (3s.3). Les familles modulaires (1.3) et (2.3) ont été étudiées
de maniére globale par Villegas et Bertin.

On utilisera la notation m(F,) = m(l).

Théoréme 0.1 Considérons la famille (3s.3s)
P(z,y) =2*(y+ 1)+ 22> + (+ 4y +2) + (y + 1)°.

1. Sil est un réel, | < —16,

m(l) = 2K ( _716>

est une solution de l’équation différentielle de Picard-Fuchs associée a la

famille P(x,y) au voisinage de —oo et

m

4 K — —
m(Z):—;/O : 2 ik — 21og 1 + m(—16)
ot k = _—16
l
2.
2 2 2 2 8G
m(—=16) = m(y*(z +1)* + y(22° = 120+ 2) + (x + 1) ):?, (1)
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ol . .
G:L(X—472) 1_§+52+

désigne la constante de Catalan.

3. Sil est un réel, —16 < 1 <0,

=L g2
m(l)—ﬁmK<\/176>.

L’égalité (1) avait été conjecturée expérimentalement par Boyd [0] et, a un

facteur rationnel prés, pouvait se déduire des conjectures de Vandervelde [23].
Théoréme 0.2 Considérons la famille (3.1)
P(z,y) =y (@ + 2+ 1) +lvy+2° + 2 + 1.

1. Sil est un réel, | > 6,

1 k
m/(l) = K

™2 k4 1)+ VR 1

?

ol
8l

TR+ 12+ V1dd— 40P+ 2

est une solution au voisinage de +00 de l’équation différentielle de Picard-

Fuchs associée a la famille P(x,y) =0 et

\/_/ dk+—/ dk: log k + m(6).

avec

(k) = \/(k2+113+\k/§::1k:2 <kk—1)
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= o (K = S)h(k) dk+\/_f0

3. Sil est un réel, 0 < [ < 2,

5
)+ %)dk—i—logél,

1 k

m'(l) =
7T\/5\/(1+k:2)— kt— k2 +1

K,

ol

8l
24124+ +/144 — 402 + 8

h(k) = \/(k2+1k)+\/kic:1k2 (k k—l)

dk.

_ﬂ/lK\/(mH VR 11- R
T Jo

—k2+1 k

Corollaire 0.3 D’aprés Boyd [0], les valeurs explicites de m(6) et m(2) étant

a 50 décimales pres
)

6m(6) = L'(x-24, —1)
3m(2) = L'(x—s, —1),

on a

L'(x-24,—1) —6—/ dk:—i——/ dk—|—6log4

» ) 73f/ \/k2 Y/ =y = ST
X87_

— k241 k dk;

ot le signe - signifie que le résultat n’est pas prouvé mais seulement vérifié

par lordinateur a 50 décimales preés.

8
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Théoréme 0.4 Considérons la famille (3s.1)
Py(z,y) = y*(z + 1)* + 2oy + (z + 1)*.

1. Sil est un réel, | > 4,

iy 21 /8
m(l)_w 1(z+4)K( l+4)

est une solution de l’équation différentielle associée a la famille (3s.1) au

voisinage de +00.

VIF4—I
2. m(l) fo _2 dk — log ViFi-vl +log?2, ot k =
k2 — k2 VIF4+V1
8
[+4
_7'('
3. m(4) = 2log(v2+ 1) +log 2 — fo
/2 k2

4. Sil estun réel, 0 < | < 4,

/(1) = 2\}2_ZF (i"‘) |

:%ﬁ/olf((\/“z;j du.

Corollaire 0.5

K——
\/Q—k2

L'(x_s,—1) = 2log(v/2 + 1) 4+ log 2 — \/_/ p
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1
L'(x-s,~1) = %/ K (\/%) du.
™ Jo
Théoréme 0.6 Considérons la famille (3s.3).

1. Sil est un réel, | > 4,

2 16
m'(l) = K
() T2+ 121 (l+12)

est une solution de | équation différenticlle associée a la famille (35.3) au

voisinage de 400 et

m
g [ K3 6
m(l):——/ —2dk+10g3+210g
mJo kv4—3k? \/§<\/l+12+\/2>

m
8 1 K — §

3. Sil est un réel, | < —12,

2 16
K
/1% — 4l (4—l)

m/'(l) = —

est une solution de I équation différentielle associée a la famille (3s.3) au

voisinage de —oo et

™

2
g P EE) -5 VI T+ V=
m(l) = ————==dk + 2log
T )i kVA—k2 2
4 -
12)= 2 [ 2 gk 210g(2 + V3).
m-12)= = [ ok 21og2+ V3

10
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5. Sil est un réel, 0 < | < 4,

m’(l) _ 27T1\/ZK(Z —i1-612>

U2

m(4):§/0 K Ig)du.

7. Sl est un réel, —12 < 1 <0,

—1 4 —1
= K
2wy —1 ( 16

m'(1) )-

m(—u):%g/o K 4+1)dt.

Corollaire 0.7

3 [t 2,3
Lix-n—1)=— [ K.
dm /o 4
e
Do —1) = log(s) = 2 /1 I
X—4, 4 g T Jo k /—4_3k2 .

3v/3 1K 32+ 1

Ly g —1) = 2¥2
(X5, =1) 107 J, (—;

).

™

K—=

—12/1 5
™ 0 k\/4—]{}2

Dans le chapitre 2 de cette thése, on étudiera d’une part les sept surfaces

10L/ (x_3, —1) = dk + 3log(2 4+ V/3).

elliptiques rationnelles définies par Boyd en explicitant pour chacune d’elles
une forme de Weierstrass, le discriminant, la fonction J, la torsion, les fibres
singuliéres et I'équation différentielle de Picard-Fuchs associée a chacune des

surfaces ainsi que le schéma de Riemann. D’autre part, on montrera que les

11
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familles (1.3), (2.3) et (3s.3s) sont modulaires et que les familles (3s.1), (3s5.3),
(3.3) et (3.1) ne le sont pas.

On a les résultats suivants

Pour la famille | (3.1) | :

Zy (o + D)y +toy+ 2P+ +1=0,

Y= X3+ 16(t% — 12)2°X — 64(+* + 12)(t* — 48> 4 144),

A = 4096t*(t — 6)(t — 2)(t + 2)(t + 6),

t2 — 12)6

J) = 17
#(12 — 36)(22 — 4)
7.)27,
I, I, L L I I
L A A A
0 o 2 -2 6 -6

3t6 — 100t* + 1296¢2 — 1728 288 — 20t2 + ¢4

/! /
=0
VY@ s e—ne—-12) Y@ _me—12)
0 —2 2 —6 6 2v/3 —2V3 oo
O 0 0 0O 0 o0 0 1

o o0 o o o 2 2 1

Pour la famille | (1.3) | :

Ziy 4 (2 4 to+ Dy +2° =0,

Y? = X3 4 (256 — 256t% + 16t*) X — 64(t* — 8)(t* — 16t — 8),

12
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A = 4096t (t* — 16),
16 — 162 + t4)3
g = ti)
t2(t? — 16)

7.JAZ. x 7).,

L, I I Iy
Vool
0 4 —4 o

316 1
1t —16)  t(2 — 16)

v 'ty =0,
0 4 -4 oo
00 0 0
00 0 2

Pour la famille | (2.3) | :

Zy(w+ Dy + (2P +tr+ Dy + 2> +2=0.

Y2 = X3+ (16t(t7 — 24t + 48) X — 64(t* — 241> + 72t — 72)

A = 4096(t — 6)(t+ 3)2(t +2)%,
t3(¢3 — 24t — 48)3

0 = Goen+srtsop
Z/6Z.
L L I I
L
6 —3 —2 o0

32+ 2t — 24 t

y77 + y/

(t—3)(t—2)(t+6) +y(t—i%)(t_ N(t+6) 0,
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3 —6 2 o
0O 0 0 1
0 0 0 1

Pour la famille | (3.3) |:

Zp: (@ o+ )+ @+t + D+ Dy +2°+2+1=0.

Y2 = X34 (16t 4+641° —416t°+576t+1296) X +—64(¢>+2t+9) (t*+-41> —50t>+-36t+81)

A = 4096t (t +9)(t + 1)(t — 3)?,
(81 + 36t — 2612 + 4¢3 + t*)3

J(t) =
®) it +9)(t+1)(t—3)2
7.7
L I, L L L
e
0 oo 3 -1 -9
a3t 4+ 2681 4 42¢% — 126t — 81 3+ T2+ 21t — 9 B

0+ 0 =3)t+3) Y+ +3)(=3)(+1)

0 -1 3 =3 -9 o©
0O 0 0 0 0 1
0O 0 0 2 0 1

Pour la famille | (3s.1) |:

Zy (o + 1% +tay + (v +1)* =0,

Y? = X% 4 1662 (1% — 48) X — 64t*(t* — 72),

14
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A = 4096t°(t* — 64),
(t* — 48)3

t2—64 7
7.)27.,

I L I L

R X
0 oo 8 -8

, 32 — 64 N 2+ 16
12— 64) V(2 — 64)2

v +y =0,

0 8 —8 o
L 0 0 1
2

1001
2

Pour la famille | (3s.3) | :

Zi(x+ 1)+ @+ (t+2)x+ Dy + (x+1)* =0,

Y2 = X3 4 (162(t* + 8t — 32) X — 64t3(t + 4)(t*> 4 8t — 56),

A = 4096t°(t + 12)(t — 4),
(t? + 8t — 32)3

J(t) =
®) (t —4)(t+12)’
7.)27.,
VA PR PR
R E
0 oo 4 —12
., 3t + 16t —48 12+ 2t +12

-+ 12)  Vei—nir1z)
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0 4 —-12 oo
= 0o 0 1
12 0o 0 1
2

Pour la famille | (3s.3s) | :

Zi iy e+ 1) +y2e* + (t+4)x+2) + (z+ 1) =0,

Y2 = X3+ (1662(t* + 16t + 16) X — 641> (t + 8)(t* + 16t — 8),

A = 4096t (t + 16),
(t* + 16t + 16)®

tt+16)
7./AZ.,

J(t) =

I I, I
b
0 oo —16

yy o BEEB2 o td
Y16 Ve 16

0 —-16 oo

Théoréme 0.8 Les surfaces elliptiques (3s.1) et (35.3) ayant de la 2-torsion
ne sont pas modulaires.

Théoréme 0.9 La surface (1.3) ayant de la 4-torsion et la surface (2.3) ayant

de la 6-torsion sont modulaires.

Théoréme 0.10 On a
16
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1. La surface (3.3) est une réalisation du 5-uplet [4,4,2,1,1]. Elle est ob-
tenue a partir de la réalisation modulaire de Beauville [4,4,2,2] ou bien
[8,2,1,1] par une permutation de monodromie supplémentaire. Ceci a
pour effet d introduire une singularité apparente dans l’équation de Picard-

Fuchs de la surface. La surface n’est pas modulaire.

2. La surface (3.1) est une réalisation du 6-uplet [4,4,1,1,1,1]. Elle est
obtenue a partir de la réalisation modulaire de Beauville [4,4,2,2] ou bien
[8,2,1,1] par deuz permutations de monodromie supplémentaires. Ceci
a pour effet d’introduire deuz singularités apparentes dans I’équation de

Picard-Fuchs de la surface. La surface n’est pas modulaire.

Dans le chapitre 3, on rappellera les définitions de monodromie d’une équa-
tion différentielle ordinaire et celle d'une surface elliptique ainsi que les 33
classes de conjugaison de sous groupes de congruence de genre zéro de PSLy(7Z)
[39]. Comme application nous calculerons le groupe de monodromie de la sur-
face (3s.3s) et celui de la surface elliptique dont I’équation différentielle est
I’équation hypergéométrique du quart de période.

Dans le chapitre 4, On obtiendra une belle formule en exprimant la me-
sure de Mahler des polynémes P, de la famille (2.3) en fonction des séries

d’Eisenstein-Kronecker. Nous établirons donc le résultat suivant :

Soit x le caractére de Dirichlet y_3 réel impair de conducteur 3 tel que

x_3(n) = 0sin=0(3),
X—3(n) = 1sin=1(3),
X-3(n) = —1sin=2(3).

Soit F un domaine fondamental du groupe de congruence I'1(6) et K le

domaine correspondant du plan complexe en bijection avec F, défini par les k

17
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vérifiant
T € F
L)
s U
7767-8?77—4 LT
Hr) = S = g 100 = 20 43005+ (g = )

Théoréme 0.11 Pour k € K et n’appartenant pas a [’ensemble des valeurs

complexes pour lesquelles Py, s’annule sur le tore T?, on a l’égalité :

n>1 \d/n n n>1 \d/n 2n

m(Py) = m( i 4 Y (zX(d)dZ) S (Zx(d)d2> et )

Théoréme 0.12 Awvec les mémes hypothéses que dans le théoréeme précédent,

on a

9337 x(n)

472 s Z00) (3mT 4+ n)?(3mT + n)

m(k) = R

o~
L8R V33T Z x(n)

Dans le chapitre 5, on donnera le lien qui existe entre le régulateur elliptique
et la mesure de Mahler et on établira une égalité de mesures de Mahler entre

les deux surfaces elliptiques rationnelles de Boyd (1.3) et (3s.3s) comme suit

Théoréme 0.13 Pour k € R, on a la relation
om(y? + y(a® + kz + 1) + 2%) = m((X + 1)2(Y +1)? — B2XY)

Ce résultat a fait I'objet d’une publication [1].
Enfin dans le chapitre 6, nous expliquerons les changements de variables

utilisés dans le chapitre 1 pour obtenir les expressions intégrales.

18



Chapitre 1

Mesure de Mahler et expression

intégrale des séries
L de Dirichlet

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudierons la mesure de Mahler de quatre familles de
polynomes de deux variables, réciproques, dépendant d’'un paramétre [ et dé-
finissant des courbes de genre un, sauf pour les valeurs "singuliéres" du para-
meétre (.
Les polynomes définissant ces familles sont des polynomes tempérés (i.e. les
polynémes des faces de leurs polygones de Newton n’ont pour racines que des
racines de 'unité). En outre, pour [ assez grand, ils ne s’annulent pas sur le
tore T? = {(z,y) e Cx C/ |z |=| y |= 1}.

Ces familles ont été définies par Boyd [6] pour tester les conjectures reliant
la mesure de Mahler d’un polynéme a la série L de la Jacobienne de la courbe
de genre 1.

En calculant la dérivée de la mesure de Mahler de ces polynomes, on mon-

19
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trera qu’on peut obtenir d’'une part certaines solutions explicites, au voisinage
des singularités, de ’équation différentielle de Picard-Fuchs de la famille et,

d’autre part, exprimer certaines séries de Dirichlet L(x,2) comme intégrales

11
de fonctions liées a la fonction hypergéométrique F (5, 3 1; z) :

1.2 Rappels et notations

1.2.1 Mesure de Mahler, fonction hypergéométrique et
série L. de Dirichlet

Si P est un polynéme de Laurent en n variables, P € Clzy, 27", ..., 7, 7, }], et

si

T" = {(x1, - 2n) € C% || = -+ = [aa| = 1}
désigne le tore & n dimensions, on définit la mesure de Mahler logarithmique
m(P) par
dry dx
P) = log | P e D 2
m( ) (Q’iﬂ)" /n Og’ ('7317331 3oy Iny Ty ) T T,

et la mesure de Mahler M (P) par
M (P) := exp(m(P)).

Formule de Jensen

Soit f(z) une fonction holomorphe dans un ouvert contenant le disque
unité vérifiant f(0) # 0. Si oy, ag, -, ay désignent les zéros de f(z) dans {z,

|z| <1} comptés avec leurs multiplicités alors

1 2

o | loelf(exp(if))[ 0 =log |1(0) = loglay|.
j=1

20
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Sin=1et P(x) =ap H;l:l(x — ), en appliquant la formule précédente, on

obtient

1 d
/ log | Pexp(2imt))| dt = log |ao| + log [ max(|ay] , 1),
0

Jj=1
1.e.

M(P) = |ao| Hmax(\@j\ ,1).

Définition 1.1 Un polynéme P € Clxy, ..., x,] est dit réciproque si
P(xy1,...,2y)
1 1
P (_, _)
T Tn

bn
n -

est un monome de la forme z5'..x

Définition 1.2 La fonction définie par

= (a,n)(b,n)
F(a,b,c;z) =1 " 1.1
(@.bz) = 1 Yo, (1.1
n=1
ol
(a,n)=ala+1)---(a+n—1)
etc#0,—1,—=2,-- est appelée fonction hypergéométrique.

Cette fonction est symétrique en a et b, i.e. F(a,b,c;z) = F(b,a,c;z), elle est

solution de I’équation différentielle de Gauss ou équation hypergéométrique
2(1—2)y" +(c—(a+b+1)2)y —aby =0

La série 1.1 est absolument convergente pour |z| < 1 et divergente pour |z| > 1.

Pour |z| = 1, elle converge absolument si R(¢c —a —b) > 0.
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Si|z] < 1et R(c) >0, R(b) > 0. Nous avons

—F(b)l;((z)_ 3 /0 711 — )01 — t2) "t

ou la fonction I' est définie pour R(z) > 0 par

F(a,b;c;2) =

F(z):/ e tdt
0

Pour |z| > 1 la fonction F(a,b; ¢; z) peut étre définie par prolongement analy-
tique.

1 : T
37 b= 3 et ¢ =1, on a la fonction hypergéométrique

11 1\ 1x3\? ,
F(z)—F(é,ﬁ,l,z)—1+(§) Z+<2X4) 254

Elle vérifie

Dans le cas ol a =

K (k) = S F (k).

ol

1
1
K(k) = / dz,
W=, V-
K étant une période de la fonction elliptique de Jacobi.

Soit y un caractére de Dirichlet de conducteur f, i.e) un homomorphisme
de groupes (Z/f7Z)* — C* qui peut étre prolongé en une application Z — C

par

(@) = { x(7) si (x, f) =1

0 sinon

Définition 1.3 la série L de Dirichlet associée a un caractére de Dirichlet x
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est définie par

L(x,s) =Y xn),

L(x, s) converge absolument pour s > 1.
On rappelle la relation, déduite de ’équation fonctionnelle de la série L de

Dirichlet,
3/2

f
L'(x_p,—1)==—L(x_4,2
(X-r,—1) A (X-1,2)
ou x—s(n) = ( _nf ) désigne le caractére de Dirichlet réel impair de conduc-

teur f.

1.2.2 Equations différentielles de Picard-Fuchs

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations différentielles du second ordre

—2+p(x)—z+q(x)u:0 (1.2)

ou p et ¢ sont dans C(x).
Si p(z) et q(z) sont analytiques en = = x, alors xy est appelé point ordi-

naire de I’équation différentielle.

Définition 1.4 Un point x = xq est appelé point singulier de I’équation 1.2 si
p ou q a un pile en xy. Le point a linfini est appelé point singulier de 1.2 si

apres un changement de variable de x en t = — [’équation obtenue
x

du 1 |1
}—+t—4Q(—)U:0

d*u 2 1
dx t

1
PERR UL

a une singularité en t = 0.
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Définition 1.5 Si xz = xy est un point singulier de 1.2 et (x — zo)p(z), (v —
x0)%q(x) sont analytiques en x = xg, alors ¥ = xo est appelé point singulier
régulier. St x = xo n'est ni un point singulier ni un point singulier réqulier on

dit que c’est un point singulier wrrégulier.

Théoréme 1.6 (Cauchy) Siz = zq est un point non singulier de l’équation
1.2, alors il existe deux solutions holomorphes linéairement indépendantes de

1.2 au voisinage de xg.

Définition 1.7 On dit qu’un point xy est une singularité apparente de 1.2 si
xo est une singularité de 1.2 et si l’équation 1.2 admet deuz solutions holo-

morphes linéairement indépendantes au voisinage de xg.

Soit 7y € P1(C) = CU {0} . L’équation caractéristique de 1’équation différen-

tielle 1.2 en xy est donnée par
s(s—1)+pos—+q =0, (1.3)
ou

po = (2 = 20)p(x)|,—y, €t o = (x —m0)" ¢ ()| si @g # 00,

Tr=x0
5 1 /1 ¢ 1 1
= — = — e = — —
Do tp t)_, do t2q ;

Les solutions de I'équation caractéristique sont appelées exposants locaux en

Si x1g=o00.

t=0

xo de I'équation différentielle.

Définition 1.8 L’équation 1.2 est dite équation différentielle de Picard-Fuchs

si toutes les singularités dans P! = C U {oc} sont singuli¢res régulicres.

Le tableau des points singuliers et des exposants locaux est appelé schéma de
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Riemann et est noté

r=x1 --- Tm Tm+1 = OO
Sgl) . sgm) ng—&—l)
Sél) o ng) ng+1)

Proposition 1.9 La somme des exposants locaux de [’équation 1.2 dépend
seulement du nombre de points singuliers

m+1 2 .

>3 -1

j=1i=1

cette relation est appelée relation de Fuchs.

1.2.2.1 Meéthode de Frobenius [26].

Cette méthode nous donne localement les solutions de 1’équation différentielle

de Picard-Fuchs 1.2. Nous nous placerons au voisinage de 0.

Considérons l'opérateur différentiel L suivant

d2

d *
L= 362@ ‘HCP*(J?)@ + ¢ (),

ol p* et ¢* sont des fonctions holomorphes au voisinage de 0 définies par les

développements
pr(x) = pirt et q'(x) = g,
§=0 §=0

On pose
o
u=x° E c;x’
J=0
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et
f(s) =s(s = 1)+ spo + qo.

L’équation différentielle L(u) = 0 est équivalente aux relations
f(s+n)e,+ R, =0, Vn=0,1,2,--- | (1.4)

ou

Ry, = Z {(i +s)eipj +ciq;},n>0et Ry =0,

i+ j=n,izn
s étant un parameétre et les coefficients ¢, = ¢,(s) (¢p = 1) sont déterminés
par ’équation 1.4 pour n =1,2,---.
On pose

u(s,x) = xSZCi(S)J;i.

>0

Soient s; et s9 les solutions de f(s) = 0, notées de sorte que R(s1) < R(s2).

1. Sisg—s81#0,1,2,---0usi sy —s; =m#0et R, =0 alors la singularité

est dite non logarithmique et les solutions sont données par
) J
u(sl,x) _ 751 0 ]22)0](81):15
u(s9, ) 0 2] | Dej(s)a?
Jj=0

2. Si sy = s1, alors les solutions sont données par

0 A J
gu(s, ) | = (x‘” x°2 log x) j;ocj(sQ)x-
u(sa.) AT

7>0
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3. Sisyg—s;=m#0et R, #0, alors les deux solutions sont données par

0
Ryu* — f'(s2) %u(S, )

u(se, )

j>0 7>0

> cj(s2)! ’

Jj=0

0 51

. J _ f! S2—81 / J
( xsllogx> R X6y (s1)a9 — Fl(s2)a = T (sa)a

ou

ut =™ ZCj(Sl).Tj,

Jj=0

et les cj(s) pour j < m, sont déterminés par I'équation 1.4 avec ¢y =
1 et ¢, est arbitrairement fixé; les c(s) pour j > m sont également

déterminés par I’équation 1.4.

1.2.2.2 Méthodes pour calculer I’équation différentielle de Picard-

Fuchs associée & une famille de courbes elliptiques.

Pour plus de détails sur les courbes elliptiques voir le chapitre 2.

Etant donnée une famille de courbes elliptiques sous la forme de Weierstrass
By y? = 42° + by(t)2® + ba(t)z + be(t), bi(t) € C(t).

Soit
dx dx
Wy = — =
Yo \Ar3 4 bo(t) 22 + by(t)x + be(t)

I'unique forme différentielle holomorphe sur F;.

Une période est une fonction de la forme

1) = / .
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ou v € Hi(Ey,7), le premier groupe d’homologie de F;.

L’équation différentielle de Picard-Fuchs associée a la famille est ’équation
différentielle satisfaite par les périodes.

I1y a plusieurs méthodes pour déterminer I’équation différentielle de Picard-

Fuchs associée a une famille de courbes elliptiques.

Premiére méthode. La premieére méthode consiste a utiliser le résultat

suivant

Théoréme 1.10 (Boughzala [10]) Soit E; une famille de courbes de genre
1 donnée par
=AWl z*+B1)2*+C (1),

avec A, B,C € C[l] tel que AC # 0. On suppose que B*> — 4AC # 0.

Les périodes de la courbes E; vérifient alors une équation différentielle
Q"+ PO+ Q0 =0,
ot

p_ |

dydyds) dy — dydsd) 0 — 2 (dyds)" dy — 2d, (dyds) — d dyds
dydyds ’ N 16d;dyds ’

dy = B> — 4AC, dy= ABC' — AB'C et ds = AC et ()’:%().

Deuxiéme méthode. La deuxiéme méthode consiste & mettre la famille de

courbes sous la forme de Weierstrass

y* = 42® — g (D) — g3(1),

92(1) € C(1) et g3(1) € C(I).
28
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On définit A et J par les formules

et

avec
A= 2
g3

et
S 9 _ %

Z ou A =gl —27g2
93_279?2) A ou g2 937

ensuite on applique le résultat de Stiller suivant

Théoréme 1.11 (Stiller [43]) Il existe une fonction algébrique A sur P! (C)
vérifiant \? € C (t) et \? = P2 telle que
93

fT+Pf+Qf =0,
ol )
<dJ) J(d2j>
w) \aE) a
P = - ﬁ —%ln)\
dx
et

T (@) (2
2
0 - dx 144 36 dx dx d T\

J2(J—1) a <dJ) dx
J -
dx
LA [
dx? dx
2 WL
Tl T
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Cette équation différentielle est appelée équation différentielle de Picard-Fuchs

associée a la famille de courbes elliptiques.

Troisiéme méthode. La troisiéme méthode consiste a utiliser une approche
de Griffiths [52] .

Soit U le disque unité et soit une famille de courbes elliptiques au-dessus
de U définie par
B, :y? =42 — go(u)x — g3(u)

ol go(u) et gs(u) sont holomorphes dans U avec gi(u) — 27g3(u) # 0. Soit
ug € U, la cohomologie H'(E,,,C) de la courbe E,, peut étre identifiée au

C-espace vectoriel des différentielles de premiere et deuxiéme espéce sur £,
dr  xdx
modulo les différentielles exactes. Cet espace admet comme base — et —.

Yy Yy
mmzl%mezl%f

sont solutions du systéme différentiel suivant

Les deux périodes

dD
-1 qu 30
d () _ |12 p @ S
du N D ’
fo 2\ e
—920 1 gy
8D 12 D
ol
D = gi(u) — 27g3(u)
et
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1.3 Théorémes et preuves

Dans ce qui suit, on utilisera la notation m(F,) = m(l).

Théoréme 1.12 ([14]) Considérons la famille (3s.3s)
Pz,y)=2*(y+ 1)+ 2(2° + (1 + 4y +2) + (y + 1)°.

1. Sil est un réel, | < —16,

() = %K( —Tw)

est une solution de l’équation différentielle de Picard-Fuchs associée a la

famille P/(x,y) au voisinage de —oo et

T
4 kK =5
m(l) = ——/ 2dk—210gl+m(—16)
0

s k
ou k = _—16
[
2. On a
2 2 2 2 8G
m(—16) = m(y*(z + 1)* + y(22° — 122 +2) + (x + 1) ):7,
ol
1 1
G=Ll-2)=1- g+ 5+,

désigne la constante de Catalan.

3. Sil est un réel, —16 < 1 <0,

31



CHAPITRE 1. MESURE DE MAHLER ET EXPRESSION INTEGRALE DES
SERIES
L DE DIRICHLET

Preuve : Soit
P(z,y) =2*(y+ 1)+ 222 + (1 +4)y +2) + (y + 1)2

La mesure de Mahler de P, est donnée par

1 dx dy
m(l) = log |P, (z,y)| ——.
0= Gz | el T
On a
) = oo [ ogleu+ o +2) 402y + )
m = og |z - x -
G ) B v+
1 dx dy
FAF D)+ (y + - +2)|— 2,
a0+ s+
On pose y = €%, d’'oul
1 iy
)= [ s
™ Jo
avec . ;
T
—— [ log|P()
£ =5 [ gl
et

P () =2*(2coss+2) +x (4dcoss+4+1)+ (2coss + 2).

Le discriminant A de P, est égal a [ (I + 8 + 8cos s) ; par suite, en utilisant
la formule de Jensen, on a

o si A >0,

f(s) =log|(2cos s+ 2)max (| X1],|X2|)|,
ot X1, X, sont les racines de P ().
e Si A<O,
f(s) =log|2cos s+ 2|.
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1. Sil < —16, alors A > 0, d’ou

1 [ 1
m(l):;/o log 3

En dérivant par rapport a [, on obtient

(4coss+4+l+\/Z>‘ds

_l/’r ds
T Jo /1(I+8coss+8)

s
Posant X = cos 2 il vient

VI— X2 /1- _716)(2

—16
et si k? = ——on obtient

mfa):%K( Tﬁ)

Soit [ un nombre complexe et A I'ensemble des | pour lesquels Pj(z,y)
s’annule sur le tore 7% = {(z,y), |z| = |y| = 1} .
Pour [ ¢ A, log P)(z,y) est une fonction analytique de [ et si 'on définit

dx d
m(P) = / / log Pi(w,y) —x—y
2” jal=1 JJyl=1 y'

m(F) = R(m(F))

alors

dl - 4n? Ty

dm(h) _—_1/ Pl(z,y) dx dy
2 Pi(z,y) vy
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34

Pour la famille précédente, on obtient

din(P)
.
—1/ —2 dx dy
47T2 T2 1 Z/ x 1 1 ??
— S+ —-)+2(- 2 - 4+1
@y )+ (L D)2 ) 2+ )+ (D)

din(P)

i est une période de

D’aprés le théoréeme des résidus de Poincaré,

la courbe Py(z,y) = 0.

On sait que les périodes des différentielles de premiére espéce sur la sur-
face de Riemann compacte associée a la courbe P, (z,y) = 0 vérifient une
équation différentielle linéaire du second degré donnée par la connexion

de Gauss-Manin et appelée équation de Picard-Fuchs
Q"+ P +Q0=0,

ou P et () sont des fractions rationnelles en [.

On détermine l'équation vérifiée par m/( ) en utilisant le théoréme de
Stiller ou en appliquant le théoréme de Boughzala qui permet d’obtenir
directement 1’équation de Picard-Fuchs associée & une quartique réci-
proque sans passer par son modeéle de Weierstrass.

On obtient donc pour la famille (3s.3s) I’équation différentielle

b 81482 0 144
[(+16)7 T 21+ 16)

g=0.

D’aprés la méthode de Frobenius [26], cette équation différentielle ad-
met, au voisinage de 'infini, une solution logarithmique et une solution
développable en série entiére. On vérifie facilement que la famille de po-

lynémes ne s’annule pas sur le tore pour [ < —16. Comme m’(l) =
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2 —16
= ( T) est développable en série entiére au voisinage de I'infini
T

2 —1
alors m’ (1) = _lK T6> est la solution réguliére de 1’équation dif-
m

férentielle au voisinage de —oo.

—16
Sil < —16 et en posant k? = - on a

En intégrant entre [ et —16

—16 4 ('K 4 ('K —1/2 1
/ m’(l):——/ —dk::——/ —7T/dk—2/ ~dk,
1 T k k T k k k k

on obtient
4 (YK —n/2
m(—16) —m (1) = ——/ —7T/dk + 2log k.
T k ]f
Par conséquent

4 (VK —7/2
m(l) = ——/ Tw/d/{—l— 2log k + m(—16).
T Jk

2. Pour [ < —16, m(l) ~ log(—!) et si | — —o0, on a

1 1K—z
m (—16) = 4 ——/ 2 4k + log 2
™ Jo
Puisque, d’apreés [(], on a
T
1 1 K ——
—GzlogQ——/ 2 k.
T T Jo
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on obtient

m(—16) = ﬁ
7r

On peut également intégrer entre —16 et 0 et utiliser 1’égalité

4 [ 8G

s

T Jo 0
pour obtenir le résultat précédent.

—[—38
3. Si—16 <[ < 0, on pose a = arccos <T>;alorssia<s<7r,A>0

).

etsi0<s<a,A<0. Dou

%<4coss+4+l+\/z>

™

1 a s
m(l):—{/ log|2coss+2|ds~|—/ log
0 a

En dérivant par rapport a [, on obtient

, 1 [" ds
m' (1) = — :
T Ja /(L4 8coss+8)

l 1
Posant k* = — et X = ——, alors
—16 cos 5

I T dXx
oVl e O =X/ - k2X?)

m' (1)

—16
ol a = {/——, donc

[
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Théoréme 1.13 Considérons la famille (3.1)
P(z,y) =y*(@* +z+1) +lay+ 2+ o+ 1.

1. Sil est un réel, [ > 6,

1 k
7T\/§\/<k2+1)+\/m

m/(l) = K,

ol

8l
124124+ +/144 — 4012 + A

est une solution au voisinage de +oo de l’équation différentielle de Picard-

Fuchs associée a la famille P(z,y) =0 et

f/ dk+—/ dk log k + m(6).

avec

h(k) =

D)+ VBTl a1
E*—k2+1 ( k )

2. m(6) = 2 [[(K — 5)h(k)dk + X5 [1 (h(k) + ¥2)dk + log 4,
3. Sil est un réel, 0 < [ < 2,

1 k
™2 1) - VR

m'(l) = K,

ol

8l
12412+ +/144 — 4012 + A

et

h(k):\/( 2+\k/75:1k2 #o1y
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dk.

V2 [t (B24+1) —VE' — k2 + 11— k?
m2) = K K k241 k

Preuve : Soit

Pz, y) =2**+ 1)+ oy’ +ly+1) +¢° + 1.

Par définition,

m(l) = (22,—17024”:1 /|x|=1 log

Posant y = €'*, on obtient

1 [ 1 dx
m) = [ (i [ om1Pe@1 s

1 1 1. | dzdy
(y+ )" +(y+—+ya+y+-) ——
y y vl @y

avec 1 d
i
1) =5 [ log|P(a) S

2 |z|=1
et

Po(x) = (2cos s)z® + (2cos s + 1)z + 2 cos s.
Le discriminant de P, ¢ est D;(s) = (1 —2coss)( I+ 6coss).

1. Sil>6, Di(s) > 0 et P, 4(z) admet deux racines

—(2coss +1) ++/Dy(s)
X; = )
2(2cos s)

—(2coss+1) — /Di(s)
X2 - )
2(2cos s)

avec
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Par application de la formule de Jensen, il vient

1 ™
m(l) = ;/o log

D’ou, en dérivant par rapport a [

—(2coss+1) — v/ Dy(s)
2

ds.

L[ 1 ;
m/(l) = 7r/0 \/(l_Qcoss)(l+GCOSS)d ‘

En posant coss = t, on obtient

may=1 [ i
T/ t=1)t+ )2t =) (6t +1)

Etant donnée la courbe définie par
' =(t— 1)t +1)(2t —1)(6t+1).

On va exprimer m’ en fonction des formes canoniques des intégrales

elliptiques. On applique donc au polyndéme
Q=0t—-1)(t+1)(2t —1)(6t+1),

une transformation homographique pour le mettre sous la forme stan-
dard de Jacobi
Y= (1-X?%(1-kX?),

ou k est convenablement choisi.

Si ey, 9, €3 et e4 sont les zéros de Q et si sy, $9, 53 et 54 ceux de (1—X?2)(1—
a

k2X?), on doit déterminer une homographie notée g = [—d] qui envoie
c

les s; sur les e; et puisque le birapport est invariant par 1’homographie,
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on aura (e1 —ea)(ez —es) (51— 52)(83 — s54)

(62 - 63)(64 - 61) B (82 - 53)(84 - 51)'

On peut donc déterminer la valeur de k en fonction de [.

1 1
Selon le choix des images respectives des e; dans ’ensemble {1, —1, T —E}

des s;, il existe 6 birapports et pour chaque birapport 4 homographies
possibles.

Pour choisir I'homographie, on doit donc fixer les s; sachant qu’ils valent
+1, :I:% et que le module de Jacobi k doit étre compris entre 0 et 1. Le

choix des s; dépend des valeurs de [.

Soit donc
v o= =D+t —=1)(6t+1)
[ [
= H@—D@+U@—?@+g)
X+b
On pose t = Z i avec ad — bc = 1; par suite
X — Si
t— €; = )
(eX +d)(es; +d)
d’ou

1

Y’ = 12H(t —e;) =12
i=1
N

On pose y = metona
cr

(1— X?)(1 - k2X?)
(X + DM@ — &) Pk — &)

(1 - X?)(1 - k2X?)

2-12
% (d? _ Cz)(dzkp _ 02) )




1.3. THEOREMES ET PREUVES

d’on
b—d
1 — B2 — )\ (d2k2 — 2
2v3m ) 20 /(1 —X2)(1 - k2X?)
a—+c
O =1l,e9 = —1l,e3 = t ey = —l =1,8 = —1,83 = !
nposeell— €2 = 763—26 €4 = 6’81_ 2 = 783—k
et s4, = ——. En calculant les 6 birapports pour chacune des familles
{e1,eq,€3,e4} et {s1, 59, 83,54}, on obtient
— — 161 — — 4k
o (e1 —ez)(es — eyq) _ 6 €l0,1[ |+ = (51— 52)(s3 — 54) - €]0,1]
(62 — 63)(64 - 61% (l + 2)(l + 6) (82 - 83)(84 — 81) (IC + ].)
[ —8l+12 k—1
=l—-r=—""—7—-¢€0,1 I = = (—)2 €]0
T r (+20+6) €]0,1] Tl Tl(k+1) €]0,1]
rg = — €]1, +o0] ry =7 €]1, +oof
—161 —4k
r3:1—7’2:—12_8l+12 €] — 00, 0] rh=1—r)= =12 €] — 00,0]
T
ry=— €] — 00,0 4= — €] —o0,1]
T3 T
2 +8l+12 (k+1)*
T5:1—7’4:—16l €1, +oo| re=1—r)= i €1, +o0]
On choisit r3 = 74, d’ott
[ 20> + 1+ VEk*— k2 + 1)
B k
avec
b~ 12412 — /144 — 4012 + [
- 81 '
En résolvant les équations
1 1
IR B S ) a+b
- 1 ) - 1 ) - . I - )
2 CE—"d 2 C(_E)+d c+d c+d
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on a

V(@2 = e2)(d2k2 — ) = g\/(/{;2 +1) = VEr — k2 1.

D’ou, d’aprés 1.5

1 dX
m(l) = ——= VE* — k2 + /
" 7T\/_ - VI = X2)(1 - i2X2)
= k2 + k* — k2 4+ 1K.
=21 -
La courbe définie par P(x,y) = 0 est birationnellement équivalente a la
courbe
Y2 =ADX"+B)X*+C(1),

ol

A =P +41-12,B() = =20 — 24,C(1) = I — 41 — 12,

En effet, partant de 2?(y*+1)+z(y*+ ly+1)+y*+1 = 0, et complétant

le carré, on obtient
Z* = (y* + 1y + 1) = 4(y* +1)* = Di(y)

avec
7 =2z + 1)+ (> +ly + 1).

X+1
Posant y = e i . et Y = (X —1)2Z, on obtient

Y?=A)X*+ B()X* + C(1).

Donc d’apres le théoréme de Stiller, ’équation de Picard-Fuchs associée
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a cette famille de polynémes est

316 — 1000 + 129612 — 1728 ,
11— 6)(1—2)(1+2)(1+6)(12 — 12)7

g// +

288 — 202 + I*
1—6)(1—2)(1+2)(1+6)(2—12)

D’aprés la méthode de Frobenius, cette équation différentielle admet au

+ g=0.
(

voisinage de +oo deux solutions de la forme [ fi( 1) et fo( 1), ou
fi( 1) et fo( 1) sont développables en séries entiéres au voisinage de +oc.

D’autre part

1 dy

m'(l) = o— A
um ly|=1 A

avec Z = 2x(y* + 1) + (v*+ ly + 1).

D’ott m/( 1) est une période de la courbe définie par la relation Z? =

Di(y). -
Z — 1
Comme Z = 2x(y* + 1) + (y*+ ly + 1) alors x = (y* + 1y + )

2(y* +1)
On a alors C(Z,y) = C(z,y), donc m/( 1) est une période de la famille.

Or m/( 1) est développable en série entiére au voisinage de +oo, c’est

donc la solution réguliére de I’équation différentielle associée a la famille

(3.1).
On a
2 2412 — /144 — 402 + 4
L= 2B+ 1+ VR =R 4T et k= i Vsz O+
d’ou
gl — 202 + 1+ VE* — K2+ 1) (K% — 1)dk
N VR k2 + 1 ’
alors

i V2 [ 1
(Dl = /0 \/(1_X2)(1_k2X2)h(k;)dk
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avec

h(k) = (k2+1)+Wk2—1
Kt — k241 k

En intégrant entre 6 et [ on aura

/ﬁl m/(1)dl = g /:K h(k)dk

Par suite
V2 [* 1
— = — K-T — — | —dk.
m(l) —m(6) - /1( 2 k)dk+ / /1kdk
d’ou
5 ok
m(l)zi/ (K — Dy dk;+—/ V2) ik — log k + m(6).
™ )i 2
. D’apres 1.,
5 ok
:L_/ (K—g) dk+—/ dk log k + m(6).
T J1

12412 — /144 — 4012 + [*
Comme k = + v 07 + alors quand [ tend vers I'infini,

81
logk ~log4 —log I et m( 1) ~ log .

On obtient donc, par passage a la limite

‘[/ dk+—/ +—dk+log4

.Si0< <2, 0na

l l
-Sis < arccos(é) ou s > arccos(—é) alors

Di(s) = (Il —2coss)(l +6coss) <O0.
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Par conséquent
f(s) =log|2coss|.

l l
-Sis > arccos(§) ou s < arccos(—g) alors D;(s) > 0 et P s(x) admet

deux racines
(2coss+1) + v/ Di(s)

X =—
! 2(2cos s)
et
—(2coss+1) — /Di(s)
X2 = ;
2(2cos s)
avec

l l
En posant o = arccos(§) et f = arccos(—g) et par application de la

formule de Jensen, il vient
I f1
m(l) =— [ log|2coss|ds+ 3 log(—(2coss +1) ++/Di(s))ds

™ Jo «

+/ log |2 cos s| ds.
B

En dérivant par rapport a [, on a

R O 1
m(l)_ﬂ/a \/(Z—Zcoss)(l—i-Gcoss)dS'

Posant X = 2cos s, on obtient

1 .
(= /— VX DX 9 exin

m

Considérons la courbe définie par
YVZ= (X —2)(X +2)(X - )(3X +1).
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Par la méme méthode utilisée précédemment, on pose

l

61 = l’ 62 = —5763 —= 2’ 64 = —2
et
1 1 1 1
S1 = So — — S = —. 854 = ——.
1 ) ©2 y 93 ky 4 k

En gardant les mémes notations et en calculant les birapports r, 1, 79, 13,74, 75

/ / / / / / L ol 2
et r',ry, 5,15, 7y, 75, on choisira 7 = 7’ et par conséquent

l_2(k:2+1—\/k4—k;2+1)

k )
avec
k_l2+12—\/144—4012+l4
N 81
et 5 12
d2—02 d2k32—02 _ = ’
( ) ) 8(14+ k%) —VEr—k2+1
d’ou
1 ! X
m'(l) = b / j ——dk
™2 1) - v 1l VIS X)Lk
1 k

- K.
™2 1) - VR T

4. Pour 0 <l < 2, on a d’aprés 3.

l_2(k;2+1—\/k4—k:2+1) etdl__2(k2—1)(k2+1—\/k;4—k2+1)

k K2R — k2 + 1

dk,
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d’ot

2 (K2 4+ 1) —VE* — k2 + 1
!
Kdk.
/Om(l / \/ k241 dk

Comme m(0) = 0, il vient

2 4 _ .2
\/_/ (4D -V R T,
k*—k2+1

[]
D’aprés Boyd [6], les valeurs explicites de m(6) et m(2) étant a 50 décimales
pres
6m(6) = L' (x-21, 1)
3m(2) = L'(x_s,—1),
on en déduit que
Corollaire 1.14
D) 1
L'(x- 24,—1); £/(K—;T dk—i——/ +—dk+6log4
T Jo

et

73\f k2+1 —VET k2 +11—k?
L(X87_]-: dk

—k2+1 k

Ou le signe - signifie que le résultat n’est pas prouvé mais seulement vérifié

par Uordinateur a 50 décimales pres.

Théoréme 1.15 ([12]) Considérons la famille (3s.1)

P(z,y) = y*(x + 1)* + 2ay + (v + 1)*.
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1. Sil est un réel, | > 4,

m/(l) = l(ll+ 4)F (lil)

est une solution de l’équation différentielle associée a la famille (3s.1) au

voisinage de +00.

s
K_=
4+/2 v/ 4 —
2. m(l) = — \/—fok 2 dk — log H—\/Z +log2, ou k =
T k2 — k2 VIiF4+4/1
8
I+4
T
W2 4 B35
3. 4) =21 2+1)+1log2— dk.
m(4) Og(\/_ ) + log . fo 2 — k2

4. Sil est un réel, 0 < [ < 4,

=5t (%)

m(4) = 27\/§/OIK (W) du.

Preuve : La courbe d’équation

Y (z+ 1) +2zy + (z+ 1) =0
est birationnellement équivalente a la courbe définie par

Y?=A)X"+ B()X* + C(1),
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ot A()=12—16, B(l)=—-21 et C(1) =12

L’équation différentielle de Picard-Fuchs associée est

8216, 4+l
(-0 +a7 TrC-00+4)

9"+ 9=0

Au voisinage de l'infini, I’équation différentielle admet une solution logarith-
1

mique et une solution de la forme T'f(T') avec T' = 7 f(T) étant développable

en série entiére au voisinage de 0. On montre facilement que les polynémes P,

de la famille ne s’annulent pas sur le tore pour [ > 4.

En calculant la mesure de Mahler logarithmique de P, on obtient

m(l) = ﬁ /| | /y s

Posant y = €' ; on a

1 1 1| dzd
(+ )22 +2y+1+ o +y+—| ——.
y y yl z y

1 ™
[)=— d
mit) =~ [ s)is
avec
1 9 dx
f(s) = — log}(Qcos)x +2(2coss+l)x +2coss| —.
20 lz|=1 X
et

P,s(z) = (2cos)x? + 2(2cos s + [)x + 2 cos s.

Le discriminant A’ de P, ; est égal a [(4cos s + ).

1. Pour [ > 4, A’ > 0 et par application de la formule de Jensen, il vient

1 s
m(l):—/ log‘(2coss+l)+\/4lcoss+l2 ds.
0

(e

En dérivant par rapport & [, on a

m'(z)—l/“;ds
w)o VI2tfdlcoss
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. Comme k? =

s
Posant X = sin 2 on obtient

dX

2 1
/ l) _Z
" /‘1 \/1(1 +A)(1— X?)(1 — > x2)

[+4

8 il vient
= 11 vien
[ +4’

oy 21 [ 8\ 1 8
mm_w 1(z+4)K( l+4>_ z<z+4)F<l+4)'

1
On pose 7= Tetonam/ (l)=Tf(T) avec f(T) développable en

série entiére au voisinage de 0.
D’otu m/( ) est la solution réguliére au voisinage de +oo de 1’équation

différentielle associée a la famille (3s.1).

1
ona dl = _k_gdk' D’apreés 1.,

+4

42 1

(Dl = — Kdk
m (i) T k2

En intégrant entre [ et s, on a

o = —4\@ ! avec s’ = 8
[7n@ﬂ—- Y A N e -2
d’ou
42 wm 1
m(s) — / dk 2v/2 / = k2)dk
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et
k p—
22 ;dk — log —M
s’ k\/2—l{}2 \/l+4+\/z
+21og (\/s T \/E) —2log2.

Quand s — ~+o0, m(s) ~ log2s et 2log (Vs + 4+ /s) ~ 2log2 + log s

, par conséquent

wa e k=3 Vitd-—
m(l) = — \/_/ 2 dk — log u + log 2.
k2 — k2 VI+4+ V1
3. D’apreés 2.,
4+/2 1
m/(1)dl = — V2 Kdk
T kv2— k2

En intégrant entre 4 et [ , on a

1

/
m 7
/4 / \/2—k2k

d’ont

4\/’ K—§ ! 1

m(l) — m(4 dk+2\/_/ ——dk
0 )= [ V2 — kP Vi V2 — Kk
En posant ¢t = /2 — k2, il vient
V2 -1
2v/2 k=log ~=—— +2log (VI +4+ V1) — 2log2.
= \/2—14:2143 SVoE g< ) g
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Donc pour [ assez grand, on a m(l) ~ log(2l) et

K——
k\/2—k2

On peut également déduire m(4) de la formule obtenue dans 2..

()_ng¢‘+m+4%2—4¢_/

[
4. Si0<1<4,onpose al)= arccos(—z). Par suite A’ > 0 si s < a( {)
et A" <0sis>all).

Par application de la formule de Jensen, on a

1
m(l):—/ log‘Qcoss—i—l—i-\/E

™ Jo

1 s
ds + — / log |2 cos s| ds.
0

Posant y(s, 1) = log |2 coss+ [+ v4lcoss + ZQ‘ et dérivant par rapport
a [, on obtient

1 1Oy (s,1) 1
/ _ L - > Y 9 .
m'(1) 7Toz (Dy(a(l),l) + - /0 o5, ds 7TOé (1) log |2 cos(a(l))]
Cest-a-dire

1 1
= — ——ds
77/0 12+ 4l cos s

1
Posant X = —, il vient
sin 5

m/(l) =

_1,/%% dx

V2V o (XLJ)(%?XLJ)
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+4

et, si k% =

5. D’apres 3.,

iy 1 l+4) _ 1
m(l)_\/z\/ﬁnK< 8 >_27r\/§\/2k2—1K

D’ou en intégrant entre 0 et 4

/m M/W

Posons u = v/2k? — 1 et comme m(0) = 0, il vient

S22 ()

Corollaire 1.16

K——
m

Lxs —1) = QWE/; K W@) du.

L'(x_s,—1) = 2log(v/2+ 1) + log2 — \/_/ i

et
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Preuve : D’aprés Boyd [6], on a m(4) = L'(x_s, —1) .
D’ou

K——
k\/2—k2

Ly s—1) = aﬁ/ol K((@) du.

L'(x-s,—1) = 2log(vV2 + 1) +log 2 — \/_/

et

Théoréme 1.17 ([13]) Considérons la famille (3s.3).
P(z,y) = y*(x + 1)* +y(@® + (1 +2)z + 1) + (z + 1%

1. Sil est un réel, | > 4,

i) —2 g [T
V12 + 121 [+ 12

est une solution de | équation différenticlle associée a la famille (3s.3) au

voisinage de 400 et

m(l):——/ 2 gk tlog3+2log
™ Jo k’\/4—3k’2 \/g(,/l+12+\/z>
_
2. 4) =21
m(4) = 21og(3) = J} PV T

o4
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3. Sil est un réel, | < —12,

est une solution de | équation différentielle de Picard Fuchs associée a la

famille (3s.3) au voisinage de —oo et

T
g (LE(K) =3 VIS T+l
m(l)=—— dk+210g—.
T Ji kv4— k2 2
_Z
) ———=dk + 2log(2 + v3).
4. m fo /{:\/4—7 og( \/_)

5. Sil est un réel, 0 < | < 4,

6. m(4) =2 [ K (@) du.

7. Sil est un réel, —12 < 1 < 0,

8 m(—12) =28 ['K (,/357“) dt.

Preuve : Soit

P(zy)=2* (P +y+1) +2 2 +(+2y+2) + (¥ +y+1).
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La forme de Weierstrass [10] est donnée par
y: =2+ (l2 + 4l) z? + 160%x.
L équation de Picard-Fuchs [10] associée est

. _48+16l+3l2’+ 2420+ 12
(+12) -4 T2ar12)(0-49)

g =0.

Au voisinage de 'infini, ’équation admet une solution logarithmique et une
solution développable en série entiére.
On vérifie que la famille de polynémes ne s’annule pas sur le tore pour [ > 4

et [ < —12. En calculant la mesure de Mahler logarithmique de F}, on obtient

m) =1 [ 5

avec
1 9 dz
f(s)=— log |x (2coss+1)+x(dcoss+1+2)+ (2coss+ 1)! —
2 lz|=1 X
et

P (r) =2*(2coss+ 1) +x (4coss+1+2)+ (2coss+ 1).

Le discriminant de P, ¢ (x) est A = [ (Il +8coss+4).

1. Sil > 4 alors A > 0, d’ou par application de la formule de Jensen

1 ™
m(l):—/ log‘4coss+l+2+\/z ds.
0

™

En dérivant, on a

, 1 [" ds
m' (l) = — .
T Jo /l(l+8coss+4)
56
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on obtient

16
Posant X = sin — et k2 — ,
2 [+ 12

‘o) 2 . [ 16
m = — .
TV I2+ 121 [+ 12

Comme m’ (1) est développable en série entiére au voisinage de +00, c¢’est
donc la solution réguliére de I’équation différentielle associée a la famille

(3s.3) au voisinage de +oc.

2. D’apreés 1., en intégrant m/( 1) entre [ et s on a

k K—— k 1 16
/m -2/ i [k avee 5 =\ [ =,
kv4 — 3k2 k4 — 3k? s+ 12
d’ou -
—m(l) == | ——2dk + 2c(s),
mls)=m(t) = 7 [ i+ 20()
avec

12
14+ =
1 48 Vi+12 [
a(s) = log v/s+log Y ilog ( 4 > —log +—+\/_

4 BB 12 2v/3

Quand s — 400, m(s) ~ logs , donc

VIiF12+41

m(l) =—— ————=—dk +log3+2lo
m-—= 3+ 210

s k4 — 3k?

3. D’apres 2., en posant [ = 4, on a

g [l K—g

o7
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4. Sil < —12 alors A > 0, donc

1 s
m(l):—/ log’—(4coss+l+2)+\/z ds.
0

™

m/

-1 (7 ds
<l):7/o VI 4 8coss +4)

s
Posant X = cos 2 il vient

=2 1 /1 dX
™ V2 —4 ) \/1—X2(1—£X2).

m' (1)

16

P t k2 =
osan 17

on a

Comme m/( 1) est développable en série entiére au voisinage de —oo,
c¢’est donc la solution réguliére de I’équation différentielle de Picard Fuchs

associée a la famille (3s.3).

6 32
5. D’aprés 4., on a k? = 1] donc dl = Edk' Par conséquent
-8 1
m' (I)dl = — ———=Kdk.
© T kv4 — k2
En intégrant entre s et [, on a
! k
-8 K 4
m ()dl = — | ——=dk avec s’ = ,
/S Wdi== ], = 15
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d’ot

g [k K—E k
m(l) — m(s) = / 2 g — 4

1
— e —=dk.
T Jy kv4—k? kv4 — k2

On montre que

EIN)

/k 1 dk__1/ 1
o kVA—K2 T 2 VP

S/

P do—tog [ 24 /2 1) —tog [ 24/ 1
, Vet TtV eli V=)

Quand s — —o0, s = 0 et m(s) ~ log(—s), d’ot

dv

et

m
s (K (R) =3 Ny
m(l)=—> [ ———24k+2log
™ Jo k?\/4—k?2 2

6. Pour I < —12, On a

™

1 K (k?) — = /A — ]+ /—
m(l):—§/ —Qdk+2log$.
e kv4 — k2 2

T
D’ou

KT
m(—12) = —

8 ! B
2 gk+2log (24 V3).
s /0 kv/4 — k2 g( )

4

7.510<1<4,on posea—arccos(
A<0,sia<s<m.

>;a,lorsA>OsiO<s<aet
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Par conséquent

1 “ ™
m(l):—{/ log‘4coss+l+2+\/5‘ds+/ log |2cos s + 1] ds]| .
T LJo

a

En dérivant, on aura

1 ds
h= m/Z/o V([ +8coss +4)

1
Posant X = ——, il vient
sin 5

_16
/ V2 dX
27T \/_ +00

etsik:zzH_—12

Y dX
omv/1 % V(I = X?2)(1—k2X?)

, 1 1512
m(l>_27r\/zK< T)

m' () = —

C’est a dire

8. Pour 0 < I <4, on a k? = 2 q0nc di = 32kdk, d'on
(1) dl = —— 32k K dk
27T\/Z .
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En intégrant entre 0 et 4, on obtient

4 8 [1 K
’ldl:—/ - kdk.
/om(> T §\/4k2—3

On pose u = v4k? — 3, d’ou

4+1
9. Si—12<l<(),0nposea:arccos(—%);alorsA>0si&<s<7r
et A<0,si0<s<a.

D’ou
[ "

m(l):—[/ log|2c:oss+1|ds+/ log‘—4coss—l—2+x/§)ds].
T 0 a

En dérivant, on obtient

, -1 [7 ds
m (l) = —
T Jo /I(l+8coss+4)
Posant X = ——, on a
cos —
2
1 oo dX
/ l :—/ ’
m ==k o

k (1—X2) (1 — TX?)
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10.

, il vient

tsi k? =
et s1 16

N e
m(l)_Qﬂ\/—_lK< 16>'

et d | = —32kdk.

En intégrant entre —12 et 0, on obtient

0 -8 1 Kk
"()dl = — —dk.
/12m() m %\/4/62—1

Pour —12 <1 <0, on a k? =

On pose u = v/4k?> — 1, et on a

/0 ! (1)dl = _72 /OﬁK (@) du.

—12

Posant v = \/§t, il vient

/Lm’(l)dl: _7;/3/01}((\/@) dt.

Comme m(0) = 0 alors

m(—12) = QTﬁ/; K (@) dt.

Corollaire 1.18
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/ 3 3 ! _g
L(xa,—1) = 21og(3) — 2 | ——2_qk.
(x-1,—1) = 7 log(3) — — Ay

1
L'(x-3,—1) = ?ioﬁ K <«/3t%“) dt.
™

0

10L (x_3,—1) = / dk + 3log(2 + V3).
(X 3 ) T o km g( )
Preuve : D’aprés Touafek [59], les valeurs explicites de m(4) et m(—12) étant

md) = S (x4 1)

et

2
m(—12) = EOL/(X—?), —1).

1
L'(x_4,—1)= %/ K <\/%> du.
0

, 3 30 K3
L'(x_4,—1) = log(3) — = | ——2_dk.
(X4 ) 4Og<) 71_/0 km

1
L'(x-3,—1) = —ioﬁ K (w/—?’ﬁ“) dt.
T Jo

On a alors

10L (y_3,—1) = dk + 3log(2 + V/3).

™

K—=

—12/1 5
™ 0 k’\/4—]{}2
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Chapitre 2

Etude des sept surfaces elliptiques

de Boyd et leur classification

2.1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous donnerons une forme de Weierstrass, le discriminant,
la fonction J(t), la torsion sur Q, les fibres singuliéres, I’équation différentielle
de Picard Fuchs et le schéma de Riemann associés pour chacune des surfaces
elliptiques rationnelles définies par Boyd [0]. Les calculs ont été effectués avec
MAPLE-Apecs et la nature des fibres singuliéres a été déduite en utilisant
I’algorithme de Tate. Nous classifions également ces sept familles en identifiant

celles qui sont modulaires.

2.2 Rappels

Pour plus de détails se référer a J. H. Silvermann [21], [22], Kodaira [12], Shioda
[51] et Schiitt-Shioda [25].

65
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2.2.1 Courbes elliptiques

Soit K 1'un des corps suivants : un corps de nombres, le corps des nombres
réels, le corps des nombres complexes, un corps local, un corps fini ou un corps

de fonctions sur 'un des corps cités précédemment.

Définition 2.1 Une courbe elliptique E est une courbe projective lisse de

genre 1 avec un point O € E(K).

Une propriété importante des courbes elliptiques est que pour tout corps K’,
K’ O K, l'ensemble des points K'-rationnels E(K') forme un groupe dont
I’élément neutre est O. Si on consideére le cas K = C alors on aura la description
analytique suivante :

Description analytique : Toute courbe elliptique complexe est un tore.

Il existe un réseau
A C C derang 2 tel que £ = C/A.

Alors la composition dans le groupe est induite par addition dans C, et 1’é1é-
ment neutre est la classe d’équivalence de 'origine. On peut toujours considérer

le cas ol
A=A, =Z+7Z, (1) > 0.

On notera la courbe elliptique correspondante
E.=C/A,.

Deux tores sont isomorphes si et seulement si les réseaux correspondants sont
homothétiques.

Description algébrique : Une courbe elliptique £ a un modéle de cu-
bique lisse dans P2. le zéro du groupe sera un point quelconque O de E(K) et
non un point d’inflexion. D’aprés le théoréme de Bezout, toute droite [ inter-

secte une cubique dans P? en trois points P, ), R, éventuellement multiples.
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On définit donc une loi de groupe d’élément neutre O.

Définition 2.2 Trois points alignés P, QQ, R sur une courbe elliptique E C P>
vérifient

P+Q+R=0.

Donc P + @ relativement a l'origine sera le troisiéme point d’intersection de
la droite OR avec E.

Equation de Weierstrass : Soit une courbe elliptique £ C P2, on peut
toujours effectuer une transformation linéaire qui permet de prendre [0, 1, 0]
comme origine O et le vecteur tangent & E en O la droite | = {z = 0}. Dans

la carte affine z = 1, I’équation de E prend la forme généralisée de Weierstrass
E v+ aiwy + asy = 2° + ap2”® + aux + ag

Si la caractéristique de K est différente de 2 ou 3, alors on peut transformer

F sous la forme de Weierstrass courte

E:y?=2° 4+ ayx + ag (2.1)

Définition 2.3 Soit E une courbe elliptique sur K sous forme de Weierstrass

2.1. Le discriminant de E est défini par
A = —16(4a3 + 27a2)
Lemme 2.4 Une cubique E est lisse si et seulement si A # 0.

Définition 2.5 Soit E une courbe elliptique sur K sous la forme de Weiers-

trass 2.1. Le J-invariant de E est défini par

(4&4)3

=172
J 728
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Soient F, E’ deux courbes elliptiques sous la forme de Weierstrass 2.1. Si
E = FE’ alors J = J'. La réciproque est vraie si de plus a4/a), est une puissance
quatriéme et ag/ag est une puissance sixiéme dans K, en particulier si K est
algébriquement clos.

Soit E une courbe elliptique définie sur K et soit K’ un corps contenant
K. Alors E(K) est un sous-groupe de F(K").

Définition 2.6 Soit n € N et P € E(K'). On dit que P est un point de

n-division de E si

n}'ois
Théoréme 2.7 (Mordell-Weil) Soit E une courbe elliptique sur un corps
de nombres K. Alors E(K) est un groupe de type fini :

E(K) = B(K )y & Z'

ou r est appelé le rang sur K de E et E(K ), désigne le sous-groupe de torsion
fini de E(K).

Lorsque E décrit I'ensemble des courbes elliptiques sur Q, un théoréeme de
Mazur montre qu’il n'y a qu'un nombre fini de groupes de torsion possibles;

par contre on ignore si r est borné.

2.2.2 Surfaces elliptiques rationnelles

Soit C' une courbe définie sur un corps K algébriquement clos. Une surface
elliptique X au dessus de C est une variété de dimension 2 munie d’un mor-
phisme 7 : X — C' et un ensemble ¥ fini de points de C' tels que si ¢t ¢ ¥ alors
la fibre X; = 7 1(¢) est une courbe lisse de genre 1. Si t € ¥, X; est appelée
fibre spéciale. Une section globale o est un morphisme o : C' — X tel que moo
est ’application identité de C. Etant donnée une surface elliptique X, il existe

deux invariants importants associés a7 : X — C. Un invariant appelé invariant
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fonctionnel, qui est une fonction rationnelle appelée également la .J-fonction
de la surface elliptique 7 : X — C’; un autre appelé invariant homologique

déterminé par la représentation de monodromie p : m(C — X) — SLy(Z).

Soient 7 @ X7 — C et my : X9 — C deux surfaces elliptiques sur la
meéme courbe C'. On dit qu’elles sont birationnellement équivalentes en tant que
surfaces elliptiques sur C' s’il existe une application birationnelle f : X; — X,

avec M = Ty o f.

Dans le cas ou C est égale a P!(K), les surfaces elliptiques sont dites ra-

tionnelles. On se restreindra & K = C, C étant le corps des nombre complexes.

D’aprés K. Kodaira, on considérera que les surfaces sont minimales i.e. ne

contenant pas de courbes rationnelles avec une self-intersection —1.

Etant donné une surface elliptique 7; : X; — P!(C), son modéle minimal
compact lisse N est unique a isomorphisme prés, appelé le modéle de Néron
de X. Deux surfaces elliptiques birationnellement équivalentes ont le méme
modéle de Néron. K. Kodaira [12] et A. Néron |11] ont indépendemment donné
une classification de tous les types de fibres spéciales de surfaces elliptiques
minimales compactes lisses. Nous utiliserons dans ce qui suit les symboles de
Kodaira [12] des fibres spéciales. J. Tate a developpé un algorithme pour la
détermination des fibres spéciales du modéle de Néron d’une surface elliptique

donné sous forme d’une équation de Weierstrass [53].

Les types de fibres sont : [, (n > 0), [I,I[I1,IV, [*(n>0), IV* III*
et 11*.

1. Iy est une courbe non singuliére de genre 1.

O
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70

. I; est une courbe rationnelle avec un noeud.

X

. I,, désigne n courbes rationnelles arrangées de facon a former un polygone

a n cotés.

. 11 est une courbe rationnelle avec un point de rebroussement.

<

. 111 désigne deux courbes non singuliéres rationnelles tangentes en un

point.

<

. IV désigne 3 courbes rationnelles non singuliéres se coupant en un point.

. Ij est une courbe rationnelle non singuliere de multiplicité 2 avec 4

courbes non singuliéres rationnelles de multiplicité 1 rattachées a la

courbe.
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10.

11.

I* est une chaine de (n + 1) courbes rationnelles non singuliéres de mul-
tiplicité 2, avec deux courbes rationnelles de mulitiplicité 1 rattachées a

chaque extrémité.

IV* désigne 7 courbes rationnelles non singuliéres représentées comme

suit :

211 o]l o1

117* 8 courbes rationnelles non singuliéres représentées comme suit :

I1T* 9 courbes rationnelles non singuliéres représentées comme suit :

4 2

1] 3 563!4|_

Algorithme de Tate

Si la fibre singuliére X est sous la forme de Weierstrass

X y? =2 + as(t)x + ag(?)

Soit a € PY(C), on note Ord,(as) la multiplicité du zéro a de a4 (t). On
note de méme Ord, (ag(t)) et Ord, (A (1)) .
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Le type de fibre est donné par la table suivante

Ord, (as(t)) | Ord, (ag(t)) | Ord, (A) | type de fibre
(0) | arbitraire arbitraire 0 régulier
1o 0 b I,(b>1)
(2) | >2 >3 b+6 I; (b>0)
3) | >1 1 2 I
4) | >2 2 4 v
)| >3 4 8 v+
6) | >4 5 10 I
M 1 > 2 11
®) |3 >5 iie
9) | >4 > 6 > 12 réduit a (0) — (8)

Le groupe de Néron-Severi d’une surface elliptique, notée, NS(X), est le
groupe des diviseurs de X modulo une équivalence algébrique. Il est contenu
dans le deuxiéme groupe de cohomologie H?(X,Z) de X, et son rang, noté
p(X), est appelé nombre de Picard de X. Une surface elliptique sur un corps
K peut également étre vue comme une courbe elliptique au dessus du corps
de fonctions de P'(K) noté K(P') = K(z). Si la J-fonction de X n’est pas
constante, en utilisant le théoreme de Mordell-Weil, les sections globales de la
surface elliptique forment un groupe abélien de type fini. Ce groupe est appelé
le groupe de Mordell-Weil de X, noté MW (X). Le rang de MW (X)) est appelé
rang de Mordell-Weil de X, qu’on notera dans la suite . D’aprés T.Shioda, le
groupe de Néron-Severi d'une surface elliptique 7 : X — P!(C) est engendré
par son groupe de Mordell-Weil et par les composantes irréductibles des fibres
[51]. I a obtenu la formule de Shioda-Tate

p(X) =247+ (m—1)

tex
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ou my est le nombre de composantes irréductibles de la fibre X; = 771(t) pour
t € Y. En utilisant les notations de Kodaira, si X; est de type [, alors m; = b,
et si X, est de type I}, my =5+ .

Nous allons considérer maintenant les invariants numériques d’une surface
elliptique minimale compacte lisse X. On pourra toujours considérer que la
J-fonction de X n’est pas constante. Soit g le genre de la courbe de base
C, pg le genre géométrique de X, et cy le genre arithmétique de X appelé
la caractéristique d’Euler de X. K. Kodaira [12] a donné une formule pour

calculer ¢y comme suit

¢, = 12(py—g+1)
= d+6Y_ v(I;)+2v(I) + 100(11") + 3v(I1I)

b>0

FOU(IIT) + Av(IV) + 8v(IV™),

ou d est le degré de la fonction J, et v(-) représente le nombre de fibres spé-
ciales de X du type indiqué dans (-). Dans le cas des surfaces elliptiques
rationnelles, les caractéristiques d’Euler des fibres X,, a € P(C) de types
(I, n>0,11, III, IV, I*(n>0), IV* III*, II* resp.) sont les nombres
(n, 2, 3, 4,n+6, 3, 4, 6 resp.) et la caractéristique d’Euler de la surface el-

liptique est égale a la somme des caractéristiques d’Euler des fibres singuliéres.

Définition 2.8 Une surface elliptique sur P(C) est dite stable si elle admet
au plus des points doubles ordinaires. On dira qu’elle est semi-stable si les

fibres singuliéres sont de type I,,.

D’aprés Beauville [27], une surface elliptique semi-stable posséde au moins
quatre fibres singuliéres.
Soit X une surface elliptique sur P}(C), d’aprés la théorie de Lefschetz-
Hodge on a
p(X) < B,
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ou hb! désigne le nombre de Hodge qui est égal a la dime H(X, Q).

2.2.3 Ramification

Soit C' une courbe projective non singuliére dans P? définie par un polynéme
homogene P(x,y, z) de degré d > 1. En appliquant une transformation projec-
tive adéquate, on pourra supposer que [0, 1,0] ¢ C. Alors on a une application

bien définie ¢ : C' — P! donnée par @z, y, 2] = [z, 2].

Définition 2.9 L’indice de ramification vgla,b,c|] de ¢ au point [a,b,c] € C
est Uordre du zéro du polynéme P(a,y,c) par rapport & y en y = b. Le point

[a,b, c] est appelé point de ramification de ¢ si vyla,b, c] > 1.

Théoréme 2.10 (Nori [35]) Une surface elliptique X sur P*(C) avec un in-
variant fonctionnel J non constant vérifie p(X) = h''! et r = 0 si et seulement
si J est ramifiée au dessus de 0,1 et 0o avecep = 1,2 ou 3 si J(P) =0, e, =1
ou 2 si J(P) =1 et X ne contient aucune fibre singuliere de type I, 11,111
et I'V.

2.2.4 SLy(Z), PSLy(Z), sous groupes de congruence et

courbes modulaires

On désigne par H le demi-plan de Poincaré défini par H = {z € C, Im(z) > 0},
SLy(Z) le groupe des matrices 2 x 2 & coefficients entiers et de déterminant 1
et PSLy(Z) le groupe SLo(Z)/{£1}.

Le groupe PSLs(Z) est le groupe modulaire des transformations homogra-

phiques.
az+0b

cz+d

avec a,b,c,d € Z, ad —bc =1

Il est noté I'(1) et engendré par les images des deux matrices

T:(1 1) etSz(O —1)
01 1 0
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L’ensemble

1
p={s Lz LG < 5}
est un domaine fondamental de I'(1), c’est a dire

1. Pour tout z € C, il existe g € I'(1) tel que g.z € D.

2. Si z et 2/ sont congrus mod I'(1) alors soit |R(2)| = % et z =2 +1, soit
|z|=1et 2/ =—1/z.
3. Le stabilisateur I(z) = {g; 9.2 = z} de tout élément est 'identité sauf
si z =1 (alors I(i) = (S)), z = j = exp(2in/3) (I(j) = (ST)) et z = —j
(1(=J) = (T'5)).
Le sous groupe de congruence principal de niveau m, m > 0, de PSLy(Z) est

défini par
I'(m)={A € PSLy(Z), A=+I mod m} /{£I}.

Un sous groupe de congruence de niveau m du groupe modulaire est un sous
groupe contenant I'(m) avec m entier positif et ne contenant pas I'(n) pour
n <m.

Les indices de ces sous groupes modulaires dans PSLy(Z) sont donnés par
[PSLy(Z) :T(2)] =6, [PSLy(Z):T1(2)] =3

et

po(m) := [PSLy(Z) : To(m)] =m pl/_lm (1 + l) ,m > 1,

P prime
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(O *) mod (m)}

1 x
'y(m) = {A € SLy(Z), A= (O 1) mod (m)}

Soit I" un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z) ou PSLy(Z) tel que —1 ¢ ', T’

agit librement sur H. L’ensemble des orbites I'\H est une surface de Riemann

ou

To(m) = {A € SLy(Z), A

complexe de dimension 1. La surface I'\ H peut étre compactifiée en adjoignant
les classes d’équivalence obtenues en faisant agir I' sur QU{oc} , appelées cusps
de T'. La surface compactifice I'\H* notée Cr est appelée courbe modulaire
associée a I'. Les singularités des surfaces compactifiées sont les cusps et les
points elliptiques qui sont les points fixes des éléments de torsion de T'.

Soit v un cusp de I' C SLy(Z), le stabilisateur de v est un sous-groupe

10

cyclique de T' engendré par une matrice N conjuguée a =+ . pour un
entier positif b. L’entier b est appelé largeur du cusp v. Le cusp v est dit de

premiére espeéce si NV est conjuguée a 0 1) de deuxiéme espéce sinon.

Un sous-groupe d’indice fini I' de PSLy(Z) est dit sans torsion s’il ne
contient aucun élement de torsion et on dit qu’il est de genre zéro si la courbe
modulaire associée Cr est de genre zéro.

Soit I' € PSL(2,R) un sous groupe discret tel que I'\H* soit compact (i.e.

un groupe Fuchsien de premiére espéce) et de genre 0.

Définition 2.11 Une fonction f(7) sur le demi plan de poincaré H est dite

automorphe pour I' si
1. f(yr) = f(1),Vy el etVr € H.

2. f(7) est méromorphe en tout cusp de I" .
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Définition 2.12 Une fonction automorphe univaluée pour un groupe fuchsien

de genre 0 est appelée Hauptmodul.

2.2.5 Surfaces elliptiques modulaires

Définition 2.13 Soit I' un sous groupe de congruence tel que —1 ¢ T'.
Une surface elliptique modulaire Xt associée a un sous-groupe I' d’indice

fini dans SLy(Z) est une surface elliptique algébriqgue non singuliére sur la

courbe modulaire Cr = I'\H*.

Pour un sous-groupe I' sans torsion d’indice fini dans S Ls(Z), la caractéristique

d’Euler de Xt est donnée par [51],
Co = [ + 6t2;

ot = [SLs(Z) : I'U—T, et ty est le nombre de cusps de I' de seconde espéce.
Les fibres spéciales d’'une telle surface Xr sont de type I, pour les cusps de
largeur b de premiere espece ou de type I pour les cusps de largeur b de
seconde espéce. Soit S3(I") 'espace des formes paraboliques de poids 3 pour .
Alors

dim S3(I") = p,(Xr).

L’invariant fonctionnel associé a la surface X1 est noté Jr et est défini par
Jr: Xr — ]P)l

est 'application naturelle.
D’apreés les définitions de Kodaira [12], dans le cas ou la fibre est de genre
0, il existe un Hauptmodul ¢(7) avec Jr(t(7)) = J(7), ou J(7) est la fonction

J usuelle.

Théoréme 2.14 (Nori [35]) Soit X une surface elliptique compleze munie
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d’une J-fonction non constante telle que X admet une section globale. suppo-

sons que X wvérifie les conditions suivantes :
1. X n’admet aucune fibre du type 11" ou I11*.
2. Le nombre de Hodge h'' de X est égal au nombre de Picard p(X).

3. Le rang de Mordell-Weil r(X) = 0.
Alors X est une surface elliptique modulaire associée a un sous-groupe

d’indice fini de SLy(Z).

Théoréme 2.15 (Beauville [27]) Soit f : X — P! une surface elliptique
semi-stable avec quatre fibres singuliéres. Alors f est isomorphe a une surface

elliptique modulaire associée a ['un des six groupes de congruence I'.

Le groupe T’ Equation de la surface Fibres singuliéres
I'(3) X3+ Y3+ 23 +tXYZ 3,3,3,3]

A4)NT(2) X(X2+22422Y)+tZ(X?*-Y?) =0 4,4,2,2
9(5) XX-2) Y -2)+tZY(X-Y)=0 5,5,1,1

To(8)NTY4) (X +Y)XY —Z2)+tXYZ =0 8,2,1,1

[ ]
[ ]
9(6) X+ Y +2)Z+X)+tXYZ =0 6,3,2,1]
[ ]
[o(9) NTH(3) XY + Y Z + 72X +tXYZ =0 9,1,1,1]

2.3 Etude des sept familles de Boyd

Pour plus de détails, se référer a l'article de Boyd [0].

Dans cette partie, nous considérons des familles de polynomes de la forme
P(z,y) = Pi(z,y) = A(z)y* + By(z)y + C(x),

ou Bi(z) dépend linéairement du paramétre ¢.
On note la courbe {P;(z,y) = 0} par Z;. En posant Y = 2A(z)y + Bi(z), on
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voit que Z; est birationnellement équivalente a I’équation hyperelliptique :

Y? = Dy(z) = (By(z))* — 4A(2)C ().
Dans cette partie, on prend
Bi(xz) = B(x) + tx,

Alors
P(z,y) = P(x,y) = Ax)y* + (B(z) + tx)y + C(x),

ou les degrés de A(x), B(z) et C(x) sont égaux & au plus 2. En particulier

deg(Dy) < 4, et donc Z; est génériquement de genre 1.

Si E; est la courbe
y? = f(z) = az® + br® + cx® + dx + e,
alors sa jacobienne est donnée par
y? = g(v) = 2° + cx® + (bd — 4ae)r — (dace — b*e — ad?),
et si f(z) est un polynéme réciproque, alors
f(z) =az* +ba® + ca’ + br +a
et c’est le cas si P(z,y) l'est, donc
g(x) = 2° + cx® + (b — 4a®)z + (2ab* — 4a’c)

Nous désignons les surfaces selon les notations de Boyd.
e (1.3) "+ (2 +tx+1)y+22=0

e 31) (*+ax+ 1)y +tay+2*+z+1=0
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(23)(z+1) y¥*+ (@ +te+ )y +2°+2=0

o 33) (P+ax+ 1)+ (2 +(t+)r+y+a’+2+1=0

(3s.1) (z+ 1?2 +tay + (x +1)2 =0

(3s.3) (x+ 1?2 + (22 + (t+2)x+ Dy + (x+1)2=0

o (3s3s)(z+ 1% + 222 + (t+4)x+ 2y + (z+ 1) =0.

Pour la famille | (3.1) |:

Zi: (@@ o+ D)y +tay+at +x+1=0.
Z,; est birationnellement équivalente a la quartique
Y? = —dx' — 8% + (#* — 12)2? — 8x — 4;
d’ou la forme de Weierstrass
y* = 2® + (I + 12)2” + 16/°x.
En utilisant MAPLE-Apecs, on obtient la forme de Weierstrass suivante
Y= X3+ 16(1% — 12)2X — 64(+* + 12)(t* — 48t% + 144).

Le discriminant, la fonction J(t) et la torsion calculés en utilisant MAPLE-

Apecs sont donnés par

A = 4096t*(t — 6)(t — 2)(t + 2)(t +6),
B (1?2 —12)8
T = t4(t2 — 36) (12 — 4)’
7./27.
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Les fibres singuliéres déduites en utilisant ’algorithme de Tate sont données

par
L I, L I LT L

N 2 e A
0 0o 2 -2 6 —6
L’équation différentielle de Picard-Fuchs associée, calculée en utilisant la mé-

thode de Stiller citée au chapitre 1 est donnée par

,3t0 — 100t* + 12962 — 1728
12 — 36)(12 — 4)(£2 — 12)

yl/+y

288 — 20t% + t*
=0. 2.2
Ve DE 360 - 12) (22)

Le schéma de Riemann de I’équation 2.2 est donné par

0 -2 2 —6 6 23 —-2v/3 oo
00 0 0 0 0 0 1
00 0 0 0 2 2 1

En effectuant les mémes étapes pour les autres familles, on obtient les résultats

suivants

Pour la famille | (1.3) | :

Ziiy  + (2 +tr+ Dy + 2% =0,

Y? =gt 4 2t + (¢ — 2)a® + 2tw + 1,
y? =2 + (P = 2)a” + (41 — )z + 4% + 8,
Y? = X3+ (256 — 256t + 16t) X — 64(¢* — 8)(t* — 16t* — 8).
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A = 4096t*(t* — 16),

16 — 1 2 4\3

T - (16 — 16t +t)7
t2(12 — 16)

7JAZ x 7./27.

L I I Iy
Lol

Pour la famille | (2.3) | :

Zy i (w+ Dy + (2P +tr+ Dy + 2>+ 2 =0,

Y2 =g+ (2k — 4)2® + (k* — 6)2* + (2k — 4)x + 1,
y? =+ (12— 12)2® +16(3 — D)a

Y? = X3+ (16t(t7 — 24t + 48) X — 64(t* — 24> + 72t — 72)

A = 4096(t — 6)(t + 3)%(t +2)?,

B — 24t — 48)°
T = Toaar e ap MO

L L Iy I
ol
6 -3 —2
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"y 3t + 2t — 24 N t 0
YV =3t —ot+6)  Tet-3)t-2)t+6)
3 -6 2 o©
0O 0 0 1
0O 0 0 1

Pour la famille | (3.3) | :

Zp (@ o+ )y + @+t + D+ Dy +a+2+1=0,
Y= 32" + (2t — 6)2° + (K> + 2t — 9)a® + (2t — 6)x — 3,
y? = 2° + (£* + 2t + 9)z* + 16t27,
Y? = X34 (16t 4+641° —4161°+576t+1296) X +—64(t>+2t+9) (t*+-4t° —50t>+-36t+81),

A = 4096t (t +9)(t + 1)(t — 3)?,
(81 + 36t — 26t + 4¢3 + t*)3

J(t) =
®) HE+9)(t+1)(t—3)2
YALYA
L, I, I, I, I
L
0 oo 3 —1 -9
, 3t 4 2681 + 4262 — 126t — 81 3+ T2+ 21t — 9

Tt DE—3)¢+3) ittt t—rtn

0 -1 3 -3 -9 o
0 0 0 0 0 1
0O 0 0 2 0 1
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Pour la famille | (3s.1) |:

Zi: (x+ D% +tay + (z + 1) =0,

YV? = —dz* — 162° + (£* — 24)2* — 162 — 4,
v = 23 + t22% + 16t°z,

Y? = X3+ 1687 (1% — 48) X — 64t*(t* — 72),

4096t°(t* — 64),
(1? — 48)3
t) = L
J (1) 761
7.)27.,

I I, I, L
o
0 oo 8 -8

, 3t? — 64 2 + 16

i
=0
vy t(t> — 64) * yt?(t2 —64)2 ’

0 8 =8 o
1
-0 0 1
2

1
- 0 0 1
2

Pour la famille | (3s.3) |:

Zp: (+ 1% 4 (@ + (t+ 2z + Dy + (2 +1)2 =0,

V2= -3X" 4+ (2t —12) X% + (2 + 4t — 18) X + (2t — 12)X — 3

yQ

o+ (% + 4t)2® + 16t°z,
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Y= X3+ (1662 (t* + 8t — 32) X — 64¢3(t + 4)(t* + 8t — 56),

A = 4096t°(t + 12)(t — 4),
(P +8t—32)7°
O = a1
7)27,

I I I
A E
0 oo 4 -—12

, o, 3t 16t —48 12 4 2t 4+ 12
+y =0,

tt—4)(t+12) T2t —4)(t +12)

0 4 —-12 o0
1
-0 0 1
2

1
= 1
5 0 0

Pour la famille | (3s.3s) | :

Zy iy (e + 1)y + t+4)x+2) + (z+1)* =0,

Y2 =4kX? + k(k+ 8)X? + 4k X,
y? = 2® + (2 + 8t)2” + 16t%z,

Y2 = X3 4 (162(t* + 16t + 16) X — 64t3(t + 8)(t* + 16t — 8),

A 4096t" (t + 16),
t? + 16t + 16)®
J () (t* + 16t + 16) ’
t(t + 16)
7./47,
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I I, L
L
0 oo —16

y , 3t + 32 t+4

Wi+16) YR+ 16)

0 —-16 o©
1

—% 0 1

— 0 1
2

2.4 Etude de la modularité des surfaces de Boyd

On appellera réalisation du 4-uplet [4, 4, 2, 2], une surface elliptique rationnelle
dont les fibres singuliéres sont du type Iy, 14, Is, I5.
Pour les preuves des théorémes suivants, on utilisera le résultat de Nori

[35] et le logiciel PARI pour calculer la ramification.

Théoréme 2.16 Les surfaces elliptiques (3s.1) et (3s.3) ayant de la 2-torsion

ne sont pas modulaires.

Preuve : Les deux surfaces elliptiques (3s.1) et (3s.3) ne sont pas modulaires

car elles contiennent toutes les deux des fibres de type Ij.

[]

Théoréme 2.17 La surface (1.3) ayant de la j-torsion et la surface (2.3)

ayant de la 6-torsion sont modulaires.

Preuve : Les deux surfaces elliptiques (1.3) et (2.3) sont modulaires. Ce sont
d’autres réalisations de Beauville [27] [8,2,1,1] et [6, 3, 2, 1] respectivement.
Pour la surface (1.3).

On note P le polyndéme a deux variables en k et J

P = E*(k* —16)J — (16 — 16k* + k*)®.
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En utilisant le logiciel Pari on aura
poldisc(P, k) = 2°°(J — 1728)°J%.

Donc J est ramifiée au dessus de 0, 1728 et oo .

Comme

P(0,k) = —(k* — 16k* + 16)?,

alors I'indice de ramification au dessus de J = 0 est 3, 3, 3, 3,
et comme

P(1728,k) = —(k* — 8)*(k* — 16k* — 8)?,

alors 'indice de ramification au dessus de J = 1728 est 2,2, 2, 2,2, 2. Au dessus
de l'infini, on a les fibres I», I, I; et Ig.

Pour la surface (2.3).

P=(k—06)(k+3)%Fk+2)7>T — k*(k® - 24k — 48)°,

et
poldisc(P, k) = —2*321(J — 1728)°J5.
On a
P(0,k) = —k(K* — 24k + 48)*
et

P(1728,k) = —(k* — 12)*(k* — 24Kk* — 72)°.

L’indice de ramification au dessus de J = O est 3, 3, 3, 3. Audessus de J = 1728,
I'indice de ramification est 2,2,2,2,2,2. Au dessus de l'infini, on a les fibres
I, I, I3 et Ig.

Donc d’apres le théoréeme de Nori ces deux surfaces sont modulaires.

[]

Théoréme 2.18 On a
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1. La surface (3.3) est une réalisation du 5-uplet [4,4,2,1,1]. Elle est ob-
tenue a partir de la réalisation modulaire de Beauville [4,4,2,2] ou bien
8,2,1,1] par une permutation de monodromie supplémentaire. Ceci a
pour effet d introduire une singularité apparente dans l’équation de Picard-

Fuchs de la surface. La surface n’est pas modulaire.

2. La surface (3.1) est une réalisation du 6-uplet [4,4,1,1,1,1]. Elle est
obtenue a partir de la réalisation modulaire de Beauville [4,4,2,2] ou bien
[8,2,1,1] par deuzx permutations de monodromie supplémentaires. Ceci
a pour effet d’introduire deux singularités apparentes dans l’équation de

Picard-Fuchs de la surface. La surface n’est pas modulaire.

Preuve : Pour la surface (3.3).

On note P le polyndéme a deux variables en k et J
P = 4096k*(k + 9)(k + 1)(k — 3)%J — (81 + 36k — 26k* + 4k® 4+ k*)3.
En utilisant le logiciel Pari on aura

poldisc(P, k) = (J — 1728)°J%(3.J — 2048).

2048
Donc J est ramifiée au dessus de 0, 1728, oo et — Ce dernier point de
ramification correspond a k£ = —3. Alors —3 est une singularité apparente
dans I’équation de Picard-Fuchs.

Le lien avec T')(4) N T'(2) est donné par la relation
Kt —2k(2—t+2t*) +9t =0
Le lien avec T'g(8) NT)(4) est exprimé par la relation
’k — (k+1)(k+9).

Pour la surface (3.1).
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En considérant le polynéme
P = k*(k* — 36)(k* — 4)J — (k* — 12)°.

poldisc(P, k) = (J — 1728)°J'°.

P(0,k) = (k* — 12)°
et
P(1728, k) = (k* + 12)%(k* — 48k? + 144)%.

Donc la ramification est au dessus de 0,1728 et oo et au dessus de 0, 'indice
de ramification est 6 et pas 1,2 ou 3 comme énoncé dans le théoréme de Nori.
Donc une telle surface n’est pas modulaire. L’extra ramification est au dessus
de J=0.Dou k =23 et k = —2v/3 sont deux singularités

apparentes dans I’équation différentielle de Picard-Fuchs.

La surface (3.1) est obtenue de la surface modulaire de Beauville [4, 4,2, 2] de
la maniére suivante.

En partant de I’équation de Beauville
X(X?+Z2+22Y)+tZ(X?> -Y?) =0,
par 'isomorphisme X =z +vy, Y =2 —y, Z = 2z, on aura
(x4 ) +22(2* — y*) + 22(x + y) + dtayz = 0,

soit
(x4 1) +22(2% + 2tr — 1) + (v + 1)* = 0,

Si y est la variable d’homogénisation. En complétant le carré et en utilisant la

89



CHAPITRE 2. ETUDE DES SEPT SURFACES ELLIPTIQUES DE BOYD ET
LEUR CLASSIFICATION

méthode de Cassels, on obtient I’équation de Weierstrass
UP=X]+(#-2)X7 - (- 1)X,

avec un discriminant A et U'invariant fonctionnel J

t4 - t2 + 1)3
A =16t (> — 1)? J:256(—
( ) ’ t4<t2 _ 1)2
L’invariant fonctionnel de la surface (3.1) est

(k2 — 12)0

J pr—
ST AR = 36) (k2 — 4)

donc J et J3; se transforment I'une en I'autre par
k2t — 4k(t* + 1) + 12t = 0.

Cette relation exprime le lien entre la surface (3.1) et la surface modulaire

associée au sous groupe de congruence modulaire I'§(4) N T'(2).

[]

Théoréme 2.19 La surface (35.3s) satisfait les relations h'' = p(X) et r =
0. C’est une surface elliptique modulaire pour le groupe de congruence T'°(4).
C’est la surface elliptique rationnelle extrémale X141 dans les motations de

Miranda [7]]. Dans ce cas le Hauptmodul est

16

K2 =
z

est le module de Jacobi.

Preuve : On applique le théoréme de Nori. Si

P=1(1+16)J — (I* + 16[ + 16)>.
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On aura
poldisc(P,1) = (J — 1728)* J*,
comme

P(1728,1) = (I + 8)*(I* + 161 — 8)?,

I'indice de ramification au dessus de J = 1728 est 2, 2, 2. Comme
P(0,1) = (I* + 16 + 16)*,

I'indice de ramification au dessus de J = 0 est 3, 3. Au dessus de J = 0o on a
les fibres I, I et I7. Alors ht! = p(X) et r = 0 donc la surface est modulaire
et on montrera dans le chapitre suivant que son groupe de monodromie est
°(4).

[]

Remarque 2.1 On a

1. Les deuz surfaces non modulaires (3s.1) et (35.3) avec toutes les deux
une fibre I sont des twists de la surface elliptique modulaire (35.3s). En
effectuant un changement de variable | — [ + 4, on aura le méme J et

la méme équation de Picard-Fuchs projective.

2. La surface (3.3) n'est pas modulaire donc nous n’avons pas trouvé de for-

mule intéressante cependant il y a seulement une singularité apparente.

3. Pour la surface (3.1) , nous avons trouvé une belle formule car les points

de l’extra ramification sont au dessus de J .
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Chapitre 3

Monodromie d’une surface

elliptique

3.1 Introduction

Une variété de Calabi-Yau est une variété complexe compacte avec un faisceau
canonique trivial.

Soit M, une famille de variétés de Calabi-Yau de dimension n paramé-
trée par une variable complexe z € P!(C) et w, 'unique (& un scalaire pres)
n—forme différentielle holomorphe sur M, . Alors d’apreés la théorie des connec-
tions de Gauss-Manin, les périodes f% w, satisfont certaines équations diffé-
rentielles linéaires, appelées équations différentielles de Picard-Fuchs, ot les 7,
sont des r—cycles sur M,.

Quand n = 1, les familles de variétés de Calabi-Yau de dimension 1 sont des
familles de courbes elliptiques. Un exemple classique d’équations différentielles
de Picard-Fuchs est

21— 2)y" + (2 —22%)y — Zy =0 (3.1)

associée a la famille de courbes elliptiques E; : y* = x(x—1)(z—t), et satisfaites

93



CHAPITRE 3. MONODROMIE D’UNE SURFACE ELLIPTIQUE

par les périodes

o dx
fz) = /1 N EEDED)

Nous savons que pour les familles de courbes elliptiques, les groupes de mo-
nodromie sont souvent des sous groupes de SL(2,R). Par exemple le groupe
de monodromie de I’équation différentielle 3.1 est le groupe I'(2) engendré par
les deux matices ((1] ?) et 12 (1) . Si on suppose que yg(z) =14 -+ est
'unique solution holomorphe en(z =0 et y1(2) = yo(z) log z + g(z) la solution
yilz

Yo(2)
Alors z, en tant que fonction de 7 devient une fonction modulaire et yo(2(7))

logarithmique. On pose 7 = ¢ ol ¢ est une variable complexe bien choisi.

devient une forme modulaire de poids 1 dans le cas des équations différentielles

d’ordre 2. Par exemple, un résultat classique di a Jacobi :
11, 63
03 =2 Fi (=, =1 >
3 2141 (27 2; ’ 9§> )

n n? T
Or(7) = g/ "2 05(7) =Y g2 g =

nez neL

ol

ou réciproquement, la forme modulaire y(7) = 63, comme fonction de z(7) =

03

o1 satisfait I’équation 3.1. o F} désigne la fonction hypergéométrique de Gauss.
3

3.2 Rappels et notations

Pour plus de détails se référer & Yao-Han Chen, Yifan Yang et Noriko Yui [18],
Miranda [37] et Sebbar [39)].
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3.2.1 Monodromie d’une équation différentielle

Pour les définitions se référer au chapitre 1. Dans cette partie, on s’intéresse a

la monodromie des équations différentielles de Picard-Fuchs.

Soit
o (2)u™ 47 (2)u™ Y 4 (2)U 4 1r(2) = 0, ri € C(z) (3.2)

une équation différentielle & points singuliers réguliers , zo un point singulier et
S T'espace des solutions au voisinage de zy. Alors le prolongement analytique le
long d’une courbe vy contenant z; donne lieu & un automorphisme de S appelé

monodromie.

Si on choisit une base {fi, -, f,} de S, alors on a une représentation

matricielle de la monodromie.

Supposons que f; devient a;1 f1 + - -+ + a;n fr aprés avoir accompli un tour
v, c.a.d

f1 aiy 0 Aip f1

fn Ap1 -+ Qpn fn

alors la représentation matricielle de la monodromie le long de ~ relative a la
base {f;} est la matrice (a;;). Le groupe de telles matrices est appelé le groupe
de monodromie de la base {f;} de I’équation différentielle. Si on choisit deux
bases distinctes, on obtient deux représentations matricielles distinctes pour la
méme monodromie. Cependant, ces deux derniéres sont liées par conjugaison
par la matrice de changement de base. Donc, le groupe de monodromie est
défini & conjugaison pres.

Soit zg un point singulier régulier de ’équation différentielle 3.2.

1 Si I'équation indicielle en z; a n racines distinctes A, ---, A, telles que

Ai —A\j ¢ Z pour tout i # j, alors, la base de Frobenius des solutions est
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donnée par
yj(Z):(Z—Zo))\jfj(Z), sz , 1,

ot les f;(z) sont holomorphes au voisinage de z. Il est facile de voir que

la matrice de monodromie dans la base {y;} est

627ri)\1 0 . 0
0 627ri)\2
0 0 e27ri)\n
2 SiI’équation indicielle en zy admet des racines Ay, - - - , A\g, avec des multipli-
cités eq, -+ e, olte;+---+ep =net \; —\; ¢ Z pour tout ¢ # j.Alors

pour chaque Aj, il y a e; solutions linéairement indépendantes,
(o — 2N
Yio = (Z ZO) f],O

Yi1 = yjolog(z — 20) + (2 — 20)M fin

1 , ,
Yj2 = 5?/3‘,0 10g2(2 — Zo) + (Z — Zo))\] fj,l IOg(Z — Zj) + (Z — Zo))\] fj’g

e;j—1

_ 1
Yjej—1 = (Z - 2’0)/\] Zﬁfj,ej-—l—h logh(z - Zo)
h=0

ou les fjn, 0 < h <e; —1 sont des fonctions holomorphes au voisinage
de z = 2 et satisfaisant f;o(20) =1 et fjn(20) = 0 pour h > 0. Comme
fj.n est holomorphe au voinage de zp, le prolongement analytique le long
d’une courbe fermée contenant z, ne change pas f;; et pour les autres

facteurs, en faisant le prolongement dans le sens contraire des aiguilles
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d’une montre, on aura

(2 — 20)M = 2™ (2 — 29)M

et
log(z — 29) = log(z — z0) + 2mi.

Donc, la matrice de monodromie dans la base y; est donnée par

Y50 Wi 0 o 0 ()
Yja o 2miw; Wy o 0 Yjn
, @m) 1 @) )
Yjej—1 e,—D1 Wi T(e,—ay1 Wi wj Yjej—1
ot w; = ¥,

3 Sil’équation indicielle en 2y a des racines distinctes A;, A; telles que \;—\; €
Z, il y a plusieurs méthodes pour calculer la matrice de monodromie
relative a la base de Frobenius, mais dans tous les cas, la matrice admet

la méme forme précédente.

3.2.2 Monodromie d’une surface elliptique
3.2.2.1 Monodromie locale.

Soit 7 : X — C une surface elliptique sur un disque C' de C, telle que la fibre
singuliére soit au- dessus de 0. Si on fixe ¢ # 0, on a une fibre non singuliére
X, = 71'_1(0).

Soit. Hy(X,,Z) son premier groupe d’homologie qui est un groupe abélien
de dimension 2.

Soit v un chemin fermé sur C' autour de l'origine dans la direction positive
(sens contraire des aiguilles d’une montre), d’origine et d’extrémité c. Les

éléments de Hy(X;,Z) sont continiment transformés quand ¢ se transforme le
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long du chemin 7. On peut donc identifier H, (X, Z) avec Hy(X,,7Z). On aura
donc un automorphisme de H; (X, Z). Cet automorphisme est indépendant du
choix de «y (il dépend seulement de la classe d’homotopie de «y), par conséquent
on aura un élément bien défini de Auty(H,(X,, Z)) appelé monodromie locale

au voisinage de 0. Il est indépendant de ¢ pour ¢ assez proche de 0.

Si on choisit une 1-forme holomorphe w sur X, alors 'intégration de w le
long des éléments de Hq(X,,7Z) donne lieu & un isomorphisme entre Hi(X,, Z)
et le réseau de périodes A.. On peut donc voir la monodromie locale comme
un automorphisme de ce réseau. En particulier, si (r1,72) est une base de A,
I'orientation des r; est préservée par prolongement analytique le long de ~

donc la monodromie locale doit avoir un déterminant égal a 1.

Si on fixe une base de H;(X,,Z), on peut voir la monodromie locale comme
un élément de SL(2,7Z) et si on ne fixe pas de base, alors on a naturellement

une classe de conjugaison d’éléments de SL(2,Z).

La monodromie locale dépend seulement du type de fibre comme on le voit

dans le tableau suivant :

Type de fibre monodromie locale Type de fibre monodromie locale

; 0 1 - 1 —N
N 1 0 N 0 -1
11 1 -1
I1 v
)
1 1
117 0 117" 0
10 1 0
1

-1
v 0 1rr ;
-1 -1 1 1

Proposition 3.1 Le germe de la fibre 7' (c) d’une surface elliptique avec une

section m: X — C est déterminé par J(c), mult.(J) et la monodromie locale.
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3.2.2.2 Monodromie globale.

Soit m : X — C, une surface elliptique et S I’ensemble des points ¢ € C tels
que 7 (c) soit une fibre singulicre.

On a la monodromie globale G : m(C'\ S) — SL(2,Z) (aprés avoir choisi
un point de base et une base pour Hi(X,.,Z), appelée invariant homologique
de la surface elliptique au-dessus de C.

Soit .J : C'— P! une application non constante et S un sous ensemble fini
de C' contenant
J1({0,1,00}), alors J : C'\ S — C — {0,1} est bien définie et induit une
application
Jo:m(C\S) — m(C —{0,1}). En composant avec 'application naturelle
a:m(C—{0,1}) = PSL(2,Z) on obtient une application notée J, : m(C"\
S) — PSL(2,7Z). Le groupe PSL(2,7Z) est le groupe modulaire des transfor-

mations projectives

az+b
—>

avec a,b,c,d € Z, ad — bc = 1.
cz +

On dit que G appartient a J si le diagramme suivant est commutatif

monodromie globale

m(C—-0) — SL(2,Z)

NV
J.  PSL(2,7)

ou 'application verticale est ’application quotient naturelle.

Proposition 3.2 Soit m : X — C une surface elliptique ne contenant pas de
fibres multiples, soit S C C' un sous ensemble fini tel que J~1({0,1,00}) C S

et w lisse au dehors de S. Alors l'tnvariant homologique G appartient a J.

Proposition 3.3 Soit J : C — P! une application non constante et G :
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m(C' = S) = SL(2,Z) une représentation appartenant & J, alors il existe une
unique fibration de Weierstrass X (J,G) avec une application J et un invariant

homologique G.

Théoréme 3.4 Soit C' une courbe et E/C une surface elliptique avec un in-

variant fonctionnel J non ramifié au dessus de 0,1,00 . Alors le groupe de
monodromie global I' C SLy(Z) est SLy(Z) .

3.2.3 Sous-groupes de congruence.

Soit PSLs(Z) le groupe modulaire agissant sur le demi-plan de poincaré H.
Soit I' un sous groupe de PSLy(Z) d’indice fini p. On suppose que A # Iy,
A e T. Alors A admet un point fixe dans H si |tr(A))| = 0 (resp.1), dans ce
cas A est d’ordre 2 (resp.3); une telle transformation est dite elliptique et un
point fixe est un point fixe elliptique. Si [tr(A))| = 2, A a un seul point fixe
dans QU{oo} et A est d’ordre infini; la transformation est dite parabolique et
le point fixe est une pointe. Les transformations hyperboliques correspondent
a [tr(A))] > 2.

Soit ¢ le genre du groupe I', qui est défini comme étant le genre de la
surface de Riemann compacte I'\H*, et v, (kK = 2,3) le nombre de points
fixes elliptiques non équivalents d’ordre k (ceux fixés par une transformation
d’ordre k ) et soit h le nombre de pointes non équivalentes, alors, la formule

de Riemann-Hurwitz donne

W v, v3 h
1y A __B_ D .
9=t 571 "3 3

Le quadruplet (g, h,vs,v3) est appelé signature du sous-groupe I'. Si g =
vy +v3 = 0, I' est canoniquement engendré par I’ensemble des éléments pa-
raboliques Py, --- , P, avec la relation P;--- P, = 1. Dans ce cas la formule
précédente devient

p=6(h—2).
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Il est montré dans Sebbar [39] qu’il existe exactement 33 classes de conjugaison
de sous groupes de congruence de genre 0 de PSLy(Z) contenant des éléments
non elliptiques :

Les groupes de congruence principaux I'(n) pour n = 2, 3,4, 5.

Les sous groupes de congruence I'g(n) pour n = 4,6,8,9,12, 16, 18.

Les sous groupes de congruence I';(n) pour n = 5,7,8,9,10, 12.

Les intersections I'g(4) NT'(2), ['o(3) NI'(2), I'o(8) NI'(2), T'v(2) N I'(3),

['1(8) NT'(2), I'y(16) NT1(8) et ['x(25) NI'(5).

Les sous groupes de congruence

1+ —a dpg
L(m;m/d,e, x) = = m X m ,y=a mod x(m) p,
— 1+ —90
EX

ou le quadruplet (m,d, e, x) prend les valeurs

(8,2,1,2),(12,2,1,2), (16,1,2,2), (27,1,3,3), (8,4, 1,2),
(12,2,1,2),(16,2,2,2), (24,1, 2,2), (32,1, 4, 2).

Ces groupes de congruence ont été étudiés par Larcher [51]. Les indices pos-
sibles pour ces 33 groupes dans PSLy(Z) sont 6, 12, 24, 36, 48 et 60.
D’apres ce qui précéde, comme I'(2) et T°(4) (conjugué de T'o(4) dans PSLy(Z))
sont d’indices 6 dans PSLy(Z), chacun des deux est engendré par deux trans-
formations paraboliques.

Le groupe I'(2) est engendré par les transformations

z2—=2+2 2= —
—2z+1

dont les matrices associées sont

o1) =)

101



CHAPITRE 3. MONODROMIE D’UNE SURFACE ELLIPTIQUE

0

2
Le groupe I°(4) = A7'T'(2)A avec A = < 0) est engendré par les trans-

formations

z—=z+42 =

—z+1

dont les matrices associées sont
1 4 1 0
4+ , £
0 1 -1 1

3.3 Exemples
e Pour la famille 3s.3s

v+ 1) +y(20® + (t+ e +2) + (2 +1)° =0,

(t? + 16t + 16)3

) = tt+16)

I’équation différentielle de Picard-Fuchs associée

, 3t + 32 t+4

~0.
Wi+16)  YRi+16)

y//+y

et les fibres singuliéres au voisinage des singularités 0, —16 et oo sont

I I, L
Ll
0 oo —16

D’apreés ce qui précede, les matrices de monodromie locale au voisinage

des singularités 0, —16, co sont respectivement

)6 )
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Le groupe de monodromie globale M de la surface modulaire (3s.3s) est

engendré par les transformations projectives

z 172 + 162

iz — ——— et 2 — 4
_Z+1,z 15 et z zZ+

z —

dont les matrices correspondantes My, M_15 et M_, respectivement sont

-1 —1
My, = N ( . 1) N1 N € SLy(7Z),

0

Moo:14.
01

x
En effet, 0 est un point fixe pour M, doncsi N = (
z

11
M_1g = P( 1) P71 P c SLy(7),

> avec ru—zYy =

My — N -1 -1 N xz—1 —x?
0 -1 22 —xz—1

0 0
Comme M, doit fixer 0, M0< ) = ( ) > ,doutzx=0et —zy =1,

1 alors

soit z = £1. Finalement

Par la méme méthode,
11 1+162%2 16222 17 162
Mg =P I N = ,
01 —22 1 — 1622 -1 —15
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104

et comme

GO -0

donc la transformation associée a M_15 s’exprime en fonction des deux
autres transformations d’ou le groupe de monodromie globale M est

engendré uniquement par les My et My, i.e. M =T9(4).

Pour la surface elliptique

y* =x(r —1)(z —t)

A1t
27 #2(1 — )2

J(t)

L’équation différentielle de Picard Fuchs associée est

H1— )y + (1 —2t)y — % ~0
Les fibres singuliéres au voisinage des singularités 0,1 et oo sont de types

15, I5 et I, respectivement.
Cette surface elliptique est modulaire pour le groupe de congruence I'(2).

En effet le groupe de monodromie globale M’ est engendré par la trans-

2
formation z — 2z + 2 dont la matrice associée est 01 et une autre

1 2
transformation dont la matrice associée est A = P (0 1) P! avec

Xz

P € SLy(Z) et qui fixe 0. Alors si P = (
z

y) _
avec ru — yz = 1 on
u



3.3. EXEMPLES

aura

A 1—2zz2 212 B 1 0
S\ 29222 14222) \—2 1

ie. M'=T(2).
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Chapitre 4

Mesure de Mahler et series

d’Eisenstein -Kronecker

4.1 Introduction.

Le lien entre la mesure de Mahler de familles de polynomes associés a des
courbes de genre 1 et les conjectures de Bloch et beilinson pour les courbes
elliptiques est maintenant bien établi. On peut consulter par exemple les ar-
ticles de Boyd et Rodriguz-Villegas [6], [24]. Dans ce chapitre, on exprimera la
mesure de Mahler logarithmique des polynémes Py de la famille (2.3) comme

la partie réelle d’une série d’Eisenstein-Kronecker.

4.2 Rappels et notations

4.2.1 Séries d’Eisenstein, polylogarithmes
Etant donné un réseau A de C , on pose pour m > 3

Go(A) = Zo% = Y o%

weA weA\{0}

107



CHAPITRE 4. MESURE DE MAHLER ET SERIES D’EISENSTEIN
-KRONECKER

Remarque 4.1 G,,(A) =0 si m est impair.

Goi est appelée la série d’Eisenstein d’indice 2k .

4.2.1.1 Propriétés modulaires des séries d’Eisenstein

On sait que les fonctions elliptiques de réseau A sont attachées a la cubique
V2 =4X° — g, X — g,

ol gg = g4(A) = 60G4(A), g6 = gs(A) = 140G¢(A) avec
A(A) = ga(A)’ = 27gs(A)?

o ga(A)?
§(A) = 1728 NONR

Lorsque I'on fait une homothétie de rapport a@ € C* sur le réseau A , on obtient

les relations d’homogénéité

GQk(OﬁA) = OéiQkGQk(A)
A(al) = a 2A(A)
Jlah) = j(A).

Ces relations nous permettent de nous ramener & un réseau du type
N, =Z+7Zr =71+ 7,

avec 7 € Hl, le demi plan de poincaré. Les véritables séries d’Eisenstein seront

les fonctions 7 — Gar(A;).
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Définition 4.1 On posera pour k > 2

ng(T) = OC_QkGQk(AT>
A(T) = a 2A(A,)

ou o € C*.
Proposition 4.2 Si H désigne le demi plan de poincaré. Alors

1. Les fonctions Gop , A et j sont des fonctions holomorphes sur H de

période 1.

2. Ces fonctions vérifient les équation fonctionnelles

Gop () = (er + d)% G (T)

ct+d

a b
pour toute matrice ( J ) € SLy(Z).
c
Proposition 4.3 1. Soit f une fonction a valeurs complexes définie sur
le demi plan de poincaré H , holomorphe, périodique de période 1, et
possédant une limite uniforme ag lorsque 3T tend vers +oo . Alors f

admet un q-développement du type

o0

f(T) _ Zanqn7q — BQiWT.

n=0

2. Sik>2, ona

. 2k o0
Gor(T) = 2¢ (2k) + M Z oa-1(n)q",
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ol

= 3 d et((2k):Z%.

d>0 m7#0
d divise n

Définition 4.4 Les nombres de Bernouilli B,, (m > 1) sont définis par le

développement en série

1 >~ B,
=1 _m

et —1 + 'mz_l m!
et on pose By =1 et By, By, --- sont donnés par

1+3B,+3B;=0

1448y +6By +4B3 =0

Définition 4.5 On définit les polynomes de Bernouilli B,(x) par la formule

e}
ZeSCZ n

z
e —1 - ZBn(@ﬁ

n=0

Remarque 4.2 Si on définit Eor(T) par

on voit facilement, o laide de lexpression de ¢ (2k) en fonction de ©2* et des

nombres de Bernoulli que Eo,(T) € Q[[q]] -

Définition 4.6 On a les développements en série des premiéres formes d’Ei-

senstein

1
Ei(r) = g5 +a+ 9¢° + 28¢” + 73¢* + 1264° 4 252¢° + - - -
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1
By (r) = — 2oz +q -+ 33¢° + 244¢° + 1057¢" + - -

Définition 4.7 Le k-iéeme polylogarithme est la fonction définie par

[e.e]

Lig(z) =Y % zeC, |z| <1.

n=1

Par prolongement analytique, cette fonction peut-étre définie sur C \ [1,00).

Pour étendre les polylogarithmes a tout le plan complexe, Zagier a proposé la

définition suivante des polylogarithmes

Lilx) = R (ij Qf * (log Ja)’ Lz’k_m)) ,

J=0

ou B; désigne le j-¢me nombre de Bernouilli et Ry signifie R ou I suivant que
k est impair ou pair.
Cette fonction est alors univaluée, analytique réelle dans P* (C) \ {0, 1, 00} et

continue dans P! (C) . Elle vérifie les équations fonctionnelles suivantes :

A A

2. Lip(z) = (=) Li(x)
Pour k£ = 2, on obtient le dilogarithme de Bloch et Wigner
D(z) := SLig(x) + log |z| arg(1l — z).

On a les formules suivantes
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[e'e) ZEn
1. Liy(z) = >, — = —log(l — 2)
n=1 N
(e%e] .CE”
2. Liy(x) = nZ::l =

4.2.2 Formes modulaires

Soit I" un sous groupe de SLy(Z) contenant le sous groupe de congruence

T(N).

Définition 4.8 Une fonction mémorphe f : H— C est appelée une forme

modulaire méromorphe de poids k relativement a I' si

1. Condition de modularité : pour tout T € H et pour tout (‘; 2) el',ona

ar +b
ct+d

i ) = (7 +d)" f(7)

2. Condition de méromorphie aux pointes : pour tout (g 2) € SLy(7Z), la

fonction (cT + d)_kf(%g) admet un développement suivant les puis-
sances de g~ , convergeant dans C = {q € C;0 < |¢| <1}, qui n'admet

qu’un nombre fini de termes d’exposants strictement négatifs.

Définition 4.9 On appelle forme modulaire une forme modulaire méromorphe

qui est holomorphe partout, y compris a linfini.

Définition 4.10 On appelle forme parabolique (cusp-form) une forme modu-

laire qui s’annule aux pointes.
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Définition 4.11 On appelle fonction modulaire une forme modulaire méro-

morphe de poids zéro.

Soit I" un sous groupe de congruence de S Ls(Z), on note par My (I") (resp.Si(I))
I'espace vectoriel complexe des formes (respectivement formes paraboliques)

de poids k relativement a I'.

4.3 Mesure de Mahler des polyndémes P, de la

famille (2.3) et séries d’Eisenstein-Kronecker

On rappelle la famille de polynémes (2.3) déja vue au chapitre 2.
Pu(z,y) =y (x + 1) + y(2* + kx + 1) + 2% + 2.
Soit x le caractére de Dirichlet x_3 réel impair de conducteur 3 tel que

X-3(n) = 0sin=0(3),
X_3(n) = 1sin=1(3),
X-3(n) = —1sin=2(3).

Soit F un domaine fondamental du groupe de congruence I'1(6) et K le do-

maine correspondant du plan complexe en bijection avec F, défini par les k

vérifiant
T € F
1
= ¢
- (7)
n(67)8n(7)*
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ou n(7) désigne la fonction de Dedekind

2imT

() = q7in(l —¢") avec q=e

Théoréme 4.12 Pour k € K et n‘appartenant pas a l’ensemble des valeurs

complexes pour lesquelles Py, s’annule sur le tore T?, on a l’égalité :

2imnT e4iﬂ'n7’

m(P) =R | ~2inr + > [ Y x(@)d? en 83 | @ | .

n>1 \ d/n n>1 \ d/n

ot m(Py) désigne la mesure de Mahler logarithmique de P.

Preuve : Posons m(Fy) = m(k). Pour les k précédemment définis, on a 1'éga-
lité

ou la fonction holomorphe de &

| N B (+y+D(ey+y+a)) dedy
(k) = /T 1 ((k 3) + - ) =

et a pour dérivée par rapport a k,

~, 1 1 dx dy
m' (k) = — ——.
(2im)? Jp2 (r+y+Deyt+y+a) vy
(k—3)+
xy
D’apreés le théoréme des résidus de Poincaré, m/(k) est une période de la courbe

elliptique associée au polynéme P, donc solution de ’équation différentielle de

Picard-Fuchs associée a la famille de courbes définie par tous les P.
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D’aprés Verrill [56], la surface elliptique modulaire

1
(@ +y+2)(zy +yz +az) = Sayz

associée au groupe de congruence I' = I'1(6) admet pour équation de Picard-

Fuchs au voisinage de 0 I’équation différentielle suivante

tt—1)(9t — 1) f" + (27> — 20t + 1) f' +3(3t — 1) f = 0. (4.1)

Or cette surface est isomorphe a la surface définie par la famille (2.3),

(r+y+2)(zy+y+x)=—(k—3)zy.

1
En faisant le changement de variable £k — 3 = mrt on voit ainsi que
- 1 t dzx d
i/ (k) = — / ey (4.2)
(2im)2 Jpe 14 (x4+y+D(ey+y+a) oy
ryY
est solution de I’équation différentielle 4.1 au voisinage de t = 0.
Or d’aprés Verrill [56], 'équation différentielle 4.1 admet une solution f €

M (T) pour T' =T'1(6) de la forme
f=—7_)2:1+3q+3q2+3q3+3q4+--- ,
Le parameétre t € M(I") s’écrit

n(27)°n(7)*

L= Gy = A 1007~ 200"+ 3905
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Ce qui permet d’exprimer f en fonction de t.

|
D’aprés Verrill [50] , f(t) = Y ant™ avec a, = Y. ( - )2.
n>0 p+q+r=n p'Q'T'
Par identification, aprés développement en série de 4.2 par rapport a ¢, on
trouve
m'(k) = —tf
don dt t'(q)d
N L (9)dg
t t
g
D’apres Verrill [55] f (t)ﬂ est une forme modulaire holomorphe de niveau 6.

Considérons alors la série d’Eisenstein  L(q) € M3(I'1(3))

Lg) =) [ D X | " =q—3¢"+¢*+13¢" +--- .

n>1 \ d/n

Alors L(q) + L(¢*) € M3(T") est une forme modulaire holomorphe de niveau
6. En calculant ensuite suffisamment de termes dans leur ¢— développement

on peut montrer ’égalité

gl
—f(t)=* = =1+ L(q) +8L(¢*),

donc
~ 1 . -
din= ==+ [ D> x(@d* | ¢ +8> | Y x(d)d® | " | dqg.
T = d/n n>1 \ d/n

Aprés intégration entre k et +oo, correspondant & une intégration entre ¢ et

Q.

m(k) = —logg+ > _ [ > x(d)d’ %JFSZ > x(d)d? %

n>1 \ d/n n>1 \ d/n
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avec ¢ = e*™. D’oul

2iTnT diTnT
~ o 2 e o e
m(k) = —2inr +>_ [ > x(d)d - +8> [ D x(d)d o
n>1 d/n n>1 d/n
et par conséquent
(k) =R | —2ir7 + ) | D x(d)d® i +8> [ D x(ad)a? Gl
m(k) = —2imT
n>1 d/nX n n>1 d/nX n

Théoréme 4.13 Avec les mémes hypothéses que dans le théoréme précédent,

on a

9337 x(n)
m(k) = R 472 Z (3mT 4+ n)2(3mT + n)
(m,n)#(0,0)
9v/3&
e e
T mr+n mT +n
(m,n)#(0,0)
Preuve : On a
TG ol [ o) [ o I o Y il
n 2n
n>1 d/n n>1 d/n
d=1(3) d=1(3)
62i7rn7 €4i7rn’r
— d? -8 2 .
Do 2| -8 | |
n>1 d/n n>1 d/n
d=2(3) d=2(3)
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On pose donc
m(k) = =2irT + f(7) + 8¢9(7),
ou
q" q"
-S| S| - S|
n>1 d/n n>1 d/n
d=1(3) d=2(3)
et
2 q2n 2 QQn 1
gy = | | - | | 5 =5fe)
2n 2n 2
n>1 d/n n>1 d/n
d=1(3) d=2(3)

Posant alors n = dn/, il vient

S| S| L= S ari),

n>1 \ d/n d>1
d=1(3) d=1(3)
Grace a la formule 4
qd—q(Liz(qd)) = dLiy(q%),
on obtient
) DI Eeo SRR
n dq
n>1 \ d/n d>0
d=1(3)
Posons
Li(z) =) (Lis(¢*"z), 1<j<2,
d>0
et

Hy(z) = Li(z) — LQ(i).
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On a

Lemme 4.14 On pose
fi(z) = alog® x + blog® x + clog .

Pour

—1 b log q + 2im _ —3log” g + 6imlog g — 4r*

= t
¢ 18logq’ 12logq e 361og q ’
alors la fonction Hy(x) + fi(x) est invariante par Uapplication v — ¢x.
5 (2im)? _ logqx
Preuve : En effet, on a Hi(¢°z) — Hi(z) = 5 By 5 ) avec By(z) =
o

1
x2—x+6, d’otl

1 1 2
H\(¢*z) — Hi(z) = §log2x+logx[logq —im| 4+ §log2q —imlogq — 3
On a
H(¢*r) — Hi(z) = fi(z) = fil¢’2),

et

fi(x) — fi(¢*z) = log?x[—9alogq] + log x[—27alog® ¢ — 6blog q]
+[—27alog® ¢ — 9blog? ¢ — 3clog ql,
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d’otu
9al L
—9alo = =
g4 9
—27alog? ¢ — 6blogq = logq—im
1 2
—27alog® g — 9blog® g — 3clogq = 5 log? ¢ — imlog g — %,
en résolvant ’équation, on a
-1
a = ,
18log q
I log q + 2im
N 12logq
—3log?q + 6imlog q — 4>
C = .
36 log q
L]

On va maintenant développer en série de Fourier de la variable ¢ la fonction
Hy(e27™7¢) 4+ f1(e?™¢) | qui est invariante par le changement & — £ + 3, sur
I'intervalle [—1, 2].

On pose x = e?7™7¢ alors

~ 2 1 1 1 1 1
f1(e2™™) = §7r27'2£3 + (—§7r27' - §7r272)§2 - (§7T27' + §7r2 - §7r27'2)§

= fi(e¥™) = a&® + BE* + ¢
avec

2 1 1
a= 112 B = (—=n’r — =1,y = =n’r + =7 — =niri

3 3
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Lemme 4.15 On a

2 ) 3 4 5 .
/536‘2%“”d5=(— )T nAo
-1

2min  Am2n?2  Amw3n3g

2 15
3 [——
/_1§d£—4,

2 ) 2 3 )
[ @ = (gt 5D
-1

2mni  2min?

/ edg = 3,
2

2 —2imn 3 2imn
/ e 3 dé=— es3, n#0

1 2imn

[t

L) = ZCn + Co,

et

Par conséquent

n#0
on L —2imén
Cu=g [ (848400 3 e
et -
Co=3 [ (a4 56 +16)de
Donc
) —2imén ) —2imén
sh(1) = o) [ @8 dgasy [ 3 des
n#0 -1 n#0 -1
) —2imén ) ) )
3 d 3 2 .
Vn;()/_lfe £+a/_15 §+B/_1£ §+7/_1£d€
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En dérivant par rapport a 7, on a
2imn 2im™n
1 d 9 e 3 27T ~—e 3 T m
——(3f1(1)) = —— — (— + —).
2i7rd7'( A1) A n2 271'22 ns i 6 + 4>
n#0 n#0
Donc
2mn
1 d 27T Sin 3 7
) = Zor
<2i7rd7'f1( ) \$<27T2) n3 6\”—
n#0
On a
2mn
ZSll’l T _ \/§ X(n)
n3 4 n?
n#0 n>1

D’aprés Knapp [18]

par conséquent,

1n27T—n
o (27 3 _ Ty
272 e n3 6
d’ou L g
SR(5———f(1)) =0.

Il nous reste & évaluer le développement en série de Fourier de Hy(e*77¢).
On pose H(§) = Hy(e?™¢), d’ou

oo 2imn
HE¢) =Y Cue 3
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et )
L _227m§
Comg [ HOe 3 a
3/
On a
H({) — Hl(€2i7r7-§) — [L1<€2i7r7-§) . L2(6—2im—§)]
donc
L —2imné L —2imné
Cn — _/ L1(62i7r7'§>6 3 d§ . _/ L2(€2i7r7'§)€ 3
3 /)4 3J.
Lemme 4.16
9
L —2imné L1 z;rn
- L 2imTE 3 de = — __6—
3 /_1 (e e : m212i7r m? (3mT —n)
et 9
L —21mné L1 z;rn
S Lye e 3 ge=-S— - %
3 /_1 2 ) m212m m? (3mT + n)
Preuve : En effet, par définition
. €2i7r7'(3d+1)m62i7r7'§m
R )
d>0m>1
On a

LT 1 LT
L1(€2 §> _ ZWZ& (Bd+1+¢)

m>1"" d>0
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Il faut donc calculer
) —2imné
I, :/ 627L7r'rm(3d+1+f)e 3 df
~1
A laide du changement de variables & = & +3d + 1,
mﬂ 3(d+1) 2i7T(mT—E)§/ ,
Ij=e 3 e 37 d¢
3d
—21mn 2imn n
/2 . <€2iﬂ-‘r§)e ; gdf Z 1 . 3 /+OO e2’i7r(m7'*§)§/dé_l
1 = ) )
1 m21m2 0
d’ot ,
—2imné 2imn
2
. 1 1 e 3
L 2imTE 3 dé = =3 _ S
/_1 (e)e : Z?iﬂ' m? (3mt — n)
m>1
En utilisant le changement de variables & = 3d + 2 — &, on obtient
2imn,
—2imné
2
. — 1 1 e
L —2imTE 3 d¢ = —3 S
/1 2(e Je ¢ “=2mim? (3m7 + n)

1l résulte alors des calculs précédents les égalités suivantes

20mn

3
1 e 1 1

Hi(l) = —— -

(1) 271 Z m? (SmT—n 3m7—|—n)

n#0 | m>1
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et
1 d 1 3 2mn 1
——H(1)) = — —
Rgmiar M) = g2 2 o3RG
n#0m##0
1 3 2mn 1
_ 2 g S
4%2%77;771 sin( 3 >\9<(3m7'+n)2)'

Par un simple calcul, on montre

ZZ% COS(Q?)% ((3m7'1—|— n)2) =0

n#0m#0

% <3m++n)2> — —637R ((3m7+n>i(3m?+n)) '

On obtient finalement

(22
1 d 3237 =
— T H((1) =
R (27ri a7 )) *| 5 2 (3mT +n)2(3m7 + n)
m#0,n#0
L]
D’aprés ce qui précede
m(k) = R (=2ir7T + f(1) + 8¢(7)),
avec
sin(2T)
3297 =
R((T) =R 272 (3mT 4+ n)?(3mT + n)

m7#0,n#0
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et
2 sin(27m)
B 1 B 3°3T 3
Ro(r) =R 7)) =R | 55 m;a;#o%mf +n)2(6mT + n)
i.e. /3
B 32V 33T x(n)
R(f(r) =R ( 42 m7§¢0(3m7— +n)(3mT + n))
et \/_
B 32V/33T x(n)
R(g(r)) =R ( 472 m%ﬂ(GmT +n)2(6mT + n)) .
Enfin,

En calculant le terme de la somme double correspondant a m = 0, on aura

34\/§%(7) Z x(n) — 27 S(7),

272
n>1

donc
32\/337 x(n)
m(k) = % 472 Z (3mT 4+ n)%(3mT + n)
(m,n)#(0,0)
32/33

R D e T e

T mt +n)2(6m7T +n
(m,n)#(0,0)
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Chapitre 5

Identités entre mesures de Mahler

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnerons le lien qui existe entre la mesure de Mahler
et le régulateur elliptique et en enchainant sur les mémes idées que Rodriguez-
Villegas [38], nous établirons ’égalité de mesures de Mahler suivante entre les
surfaces (3s.3s) et (1.3)

om(y? + y(z? + kr + 1) + 2% = m((X + DAY +1)2 — KXY,

pour k € R.

5.2 Rappels et notations

Pour plus de détails se référer a Rodriguez-Villegas [38], [37].
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5.2.1 Le groupe K,(F)

Définition 5.1 Soit F' un corps. Un symbole de Steinberg sur F a valeurs

dans un groupe abélien G est une application
{, }: FFxXF" =
vérifiant
1. {ugug, v} = {uy, v} + {ug, v} Yuy, us,v € F*.
2. {u,v}t ={v,u} Ve F*.

3. {u,1 —u} =1VYu e F*.

Théoréme 5.2 (Matsumoto) Soit F' un corps. Alors Ko(F') , le deuxiéme
groupe de K -théorie de F', est le groupe engendré par les symboles de Steinberg
{u,v}, u, v € F*.

Proposition 5.3 On a la bijection suivante
homomorphismes o symboles sur F
Ky(F)— G a valeurs dans G |
Par exemple, si v désigne une valuation discréte sur un corps F, d’anneau

de valuation A, ayant un unique idéal maximal M C A et de corps résiduel
k = A/ M, le symbole modéré de Tate est défini par

R

;@ mod M.

Si v(z) = v(y) = 0, ce symbole est dit trivial.
Soit F une courbe elliptique définie sur Q et Q(F) son corps de fonctions

rationnelles. Pour P € E(Q), on peut associer une valuation vp sur Q(F) de
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corps résiduel noté Q(P) et on définit '’homomorphisme

Ap: Ko (Q(E)) — Q(P),

par Ap({z,y}) = (2,9),,. D’ou la suite exacte définissant K»(F) modulo la

torsion comme le noyau de ’homomorphisme A = [ J Ap
P

0— Kx(B)®Q - K2(QE)®Q > U QP ®Q— -
PeE(Q)

Définition 5.4 Le groupe K5(E) est défini modulo la torsion par l’isomor-
phisme
Fy(E) ~ Kerh = (| KerAp C K»(Q(E)).
P

Donc un élément {z,y} € K2(Q(F)) ® Q peut étre vu comme un élément de

K>(E) ® Q a chaque fois que (z,y),, = 1 pour tout P € E(Q).

5.2.2 Polygone de Newton

Soit P = > a;x'y’ un polyndéme de Laurent, P € Clz*, y*]. Soit A(P)
(i,9)€Z?
le polygone de Newton de P, qui représente ’enveloppe convexe dans R? des

points (4, j) satisfaisant a;; # 0. On note 7 une face de ce polygone et on
écrit 7 < A. On choisit une orientation de la face autour de A(P) et on
numérote les points consécutifs du réseau d’entiers situés sur la face par 7(0),
7(1),--- . Alors pour chaque face du polygone on peut associer un polynoéme
d’une variable P, (t)

P.(t) =Y apt" € Clt],
k=0

appelé polynéme de la face.
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Définition 5.5 Le polynome P est dit tempéré si les racines du polyndéme
[ P; sont des racines de 'unité.
T<A

Remarque 5.1 Si les P, sont unitaires avec des coefficients entiers, d’apres
le théoreme de Kronecker, P tempéré est équivalent a dire que la mesure de

Mabhler logarithmique m(P;) = 0 pour tout T < A.

Théoréme 5.6 [77] Si P est un polynéme de Laurent, P € Q[z®,yF], défi-

nissant une courbe lisse C de P?, on a l’équivalence

N € N tel que {z,y}" € Ky(C)

I

P est tempéré

Toutes les familles de polynémes considérées sont tempérées, donc satisfont la

trivialité des symboles modérés.

5.2.3 Le régulateur elliptique

Soit E une courbe elliptique et Q(£) son corps de fonctions.

Définition 5.7 Si f et g € Q(E)*. On définit la 1-forme différentielle de sur
E\S, ou S C E désigne l’ensemble des zéros et des poles de f et g

n(f,9) =log|f|darg g —log|g| darg f.
La forme satisfait les propriétés suivantes

L n(f,9) = —nlg, f)

2. n(fif2, 9) = n(f1,9) +n(f2,9), fr, fo; 9 € QE)*.
130
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Définition 5.8 L’application régulateur r d’une courbe elliptique E est définie

par
r: Ky(E) - R
{f g} 1
tel que {f,g}" € Ko(F), N €N o fvn(fj 9)

ol 7y est un chemin bien orienté ne passant pas par les zéros et les poles de f et
g et engendrant le sous groupe H\(E,7Z)~de Hi(E,Z) des cycles sur lesquels la
conjugaison complexe agit par —1, i.e. associ€s aux périodes imaginaires pures.
Comme {f, g} € K2(E), lintégrale dépend seulement de la classe d’homologie
de vy [77].

5.2.3.1 Mesure de Mahler et régulateur

Le lien entre la mesure de Mahler et le régulateur d’'une courbe définie par un

polynome de deux variables est donné comme suit, on va supposer que

P(z,y) = (y — 1(2))(y — y2(x)) € Zx,y]

avec
[y (z)ya(z)| = 1, [y1(@)] < 1et [ya(z)] > 1 Vo € C tel que |z] = 1.
Alors

1 dx dy
m P = —F lO — e — e _—
(P) 2in)? /T2 gy —v1(2))(y — y2(x)) P
1 dx 1 dx
207 o og |y1 ()| PR og |y2(z)| o

grace a la formule de Jensen.

On note
o1 = {(z,y(2)) € E(C) / [z| =1},
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orienté par x parcourant le cercle unité dans le sens direct.
Si oy engendre Hy(E,Z)~ et si {x,y}" € Ky(E) ® Q, alors

m(P) = o= [ nlay) = £r({e.v),
en effet,
1
r({$7y}) = i% 77(3%3%)

1
= j:—/ log |y| darg
27 J oy

1 dx
= i% /01 log |ya(z)| -
+m(P).

5.2.4 Le dilogarithme elliptique
Soit E une courbe elliptique définie sur C. On a deux représentations de E(C).

. Cc _c
BC) = =2 7¢F

(P(u),P'(u)) = u( modA)r— z =™

ot P est la fonction P de weierstrass, A le réseau {7,1}, 7 € H et ¢ = e*™.

Définition 5.9 Le dilogarithme elliptique D est défini par
“+oo
DP(P)= > D(q"2),

n=—0oo

ou D désigne le dilogarithme de Bloch et Wigner défini par

D(2) = $(Lis(2)) + log || arg(1 - 2),
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avec arg(l — z) € [—m, 7], et ou

n

i z
Liy(z) = Y —lel <1,

n>1

Lis(z) — —/Ozlog(l—u)%.

Le dilogarithme elliptique admet une autre représentation en terme de série

d’FEisentein-Kronecker

pE(p) = SOV, ( §~ exp (im(n mn)))

T (m7 4+ n)2(mT + n)

mneZ
avec z = €™y = {1 + 1),

Théoréme 5.10 Le dilogarithme elliptique étendu par linéarité aur diviseurs
de E(C) est défini par

DE(() = YomDF (),
st (f) = an (]
De plus si {f, g} € K2(E), on a la relation

r({f.9}) = DE((f) © (9)),

ou 'application losange est définie par

(1) o (9) = 3 tubncl(Py = Qu)
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si(f)=>a,Pyet (9) = bnQm et cl désigne la classe modulo la relation

m

d’équivalence cl(—P) = cl(P). En particulier

r({f, 1= 11 =D"((f)o(1-f)) =0.

5.3 Théoréme principal

Le résultat suivant provient des observations faites sur les tables de Boyd [0]

et Rodriguez-Villegas donnant la mesure de Mahler des polynémes
v’ +y(2® + ke +1)+2°

oll k ou k? est un entier et les tables de Touafek [57] donnant la mesure de

Mahler des polynémes
(X + 1Y +1)*+1XY

ott [ ou [? est un entier.

Théoréme 5.11 ([14]) Pour k € R, on a la relation
2m(y? +y(2? + ko + 1) + 23 = m((X + DAY +1)2 — KXY

Preuve : Soit S la surface elliptique rationnelle correspondant a la famille
(1.3) définie par
(S1) V¥ +y(@* +kr+1)+2* =0

avec un invariant fonctionnel Js,

(k' — 16k2 + 16)
k2(k2 — 16)

JTs, =
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et Sy la surface elliptique rationnelle correspondant a la famille (3s.3s) définie
par
(S2) (X +1D*(Y + 1) +IXY =0

avec un invariant Jg,
(I> + 161 + 16)®

1(1 4 16)

La surface Sy est une surface elliptique modulaire avec des fibres singuliéres

JTs, =

de types I7, I; et I, au dessus de 0,—16 et oo respectivement. Si on effectue
le changement [ = —k? |34] , on obtient la surface (1.3) qui est également
une surface elliptique rationnelle, qu’on notera S, avec des fibres singuliéres
Iy, I, I, et Iy au dessus de 0,4, —4 et oo respectivement. D’aprés le chapitre

4, Sy est modulaire et on a

(k* + 16k2 + 16)3
k2(k? — 16)

jSZI :jsl

Comme les deux surfaces S; et Sy ont le méme invariant J et la méme mono-

dromie, elles sont donc isomorphes [13] . On peut déterminer l'isomorphisme

(X +1)(Y +1)
k

r = —

et
y=Y.

On désigne par my, (resp. myz2) la mesure de Mahler des polynoémes de deux
variables

Py =vy*+y(a®+kr+1)+ 22, (resp. Qx = (X +1)*(Y +1)? — k*XY"). Comme
les deux polynomes sont tempérés leurs mesures de Mahler sont liées a leurs

régulateurs correspondants.

i = r({e,yh) CBY
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wwzzzéd{X}Y}w) (5.2)

Les formules 5.1 et 5.2 sont prouvées dans [00] et [57] respectivement. En

utilisant 'application losange on déduit que

()o(y) = — <(X T 1)}{(1/ i 1>) o(Y)

_ %CX+U1Y+D) o)

. k
S LX) oY)
- S(X) oY)

donc
r({,uh) = 57X,V he)

ka = Myg2
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Chapitre 6

Annexe

6.1 Introduction

Dans cette partie, nous expliquerons les changements de variables utilisés au
chapitre 1 pour obtenir les expressions intégrales. Nous commencerons par

donner un rappel de certaines notions. Pour plus de détails, on pourra consulter

[01] -

6.2 Rappels

Un automorphisme d’une variété analytique M est une application bijective
analytique de M sur lui méme. Le groupe des automorphismes de M est noté
L(M).

Lorsque M =P!, T'(M) est I'ensemble des transformations de Mdbius :

az+b
cz+d

ou a,b,c,d € C et ad —bc # 0

On peut choisir les nombres a, b, ¢, d , sans restreindre a la généralité, de sorte
que ad — bc = 1. On associe donc a tout automorphisme une matrice carrée

d’ordre 2 a coefficients complexes de déterminant égal a 1.
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az+b
cz +

En remarquant que la transformation z ~— est inchangée si on

()

par —A , on obtient I'isomorphisme

remplace

['(P') ~ PSLy(C) = SLy(C)/{#£1}.

On vérifie que T'(P!) — PSLy(C) respecte les opérations et que T'(P!) est

engendré par :
1) Les translations z — z + a.

2) Les homothéties z — bz.

: : —1
3) L’inversion z — —.
z

Un élément de I'(P') envoie trois points distincts sur trois autres points dis-

= (=) (53)

envoie a, b, ¢ sur 0o, 1,0 si I'un des points est a I'infini.

tincts. Par exemple,

L’unique automorphisme z — w qui envoie zi, 29, 23 Sur wy, ws, ws peut

étre exprimé par

Z1 — k923 — X% W — W2 W3 — W
—
Z9 — 23 %2 — X W9 — W3 W — W1
Cet automorphisme envoie le point z4 sur wy si et seulement si les points z et

les points w ont le méme birapport.

21 — R22R3 — %4 W — W2 W3 — W4

R2 T R3R4 T 21 Wz — W3 Wyg — W1
et si I'un des points est a l'infini.
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On vérifie que T'(P!) préserve le birapport.

Le birapport est transformé sous l'action du groupe symétrique Sy. Il est

invariant par le sous-groupe

K:id’1234’123471234 |
214 3/°\3412)°\4321

Par suite, pour "comprendre" 'action, on peut prendre zy = 400 et étudier

I’action de % ~ S3 sur le rapport réduit x = S Cela est illustré par la
23 — 29
table
(123) (321) (132) (231) (312) (213)
1 1 x—1 x
x — 1—=z ,
x 1—2z x rz—1
pour x # 0,1, c0.
1 x-1

Les transformations z — z, —, 1 — forment le groupe
x

x? 7 ?
. . . 1 ._ T . T T — ~
des birapports anharmoniques, noté $) qui est isomorphe a Ss.

Les birapports harmoniques ont lieu lorsque deux birapports anharmo-

niques de x coincident.

6.2.1 Equivalence des quartiques et des cubiques

L’équation d’'une quartique est donnée par

y2 = (z —eo)(x —e1)(z — e2)(z — e3)

ou les e; , 0 <14 < 3, sont des racines distinctes.

On peut la réduire a une cubique

y'=(z—e)(z —e)(z — )
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en utilisant les substitutions
T — e+ (z—a)
et
y — by(x — a)’2

avec

5 1
b = Z(eo — 61)(60 — 62)(62 — 63)

En choisissant

1 -1 -1 -1
a:—g[(el—eg) —|—(€2—€0) +(€3—60) ]

on obtient de nouvelles racines
ef=a+(e—e)',1<i<3

vérifiant

/ / /
€1+€2+63:O

On peut également transformer une cubique en une quartique, ce qui identifie

la quartique non singuliére au tore.

La réduction de la quartique a la forme jacobienne
v = (1 —2H)(1 - k*2?)

avec k? # 0,1 est effectuée en utilisant la substitution

ar +b R Y
co+d "’ (cx + d)?
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Les nouvelles racines sont

e} = (de; — a)(—ce; +a)™!
. o 1 .
et peuvent étre associées a 1,—1, T par un choix de a,b,c,d € C avec

ad — bc =1 et k peut étre choisi tel que

€1 — ez 63 — ey 4k

eg—egeg—e;  (1+k)?

6.3 Remarque

Nous remarquons dans le chapitre 1 que les changements de variables utilisés

pour obtenir les expressions intégrales pour les familles
(35.3s) Y2 (x + 1)* +y22* + ((+ 4z +2) + (. +1)>=0

B @+ +1) Flyr+ 2 +2+1=0
(Bs.) Y (x+ 1) +lyz + (z+1)> =0
(3s.3) Pz + 1) +y(@® + ((+2)z+ 1)+ (+1)>=0

sont parmi ceux qui laissent la fonction J invariante, ce qui correspond aux ra-

cines de J(1) — J(T) qui représentent le groupe des birapports anharmoniques.

e Pour la famille (3s.3s)

JUO) = J(T) = {(T+1+16)(1—T){(16l+1*T*
+(5121 + 321*)T* + (48641 + 5601°
+320% + IMT? + (122881 + 48641
+5121% + 1611)T — 4096} },/{(1 + 16)(T + 16)T'1}
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CHAPITRE 6. ANNEXE

e Pour la famille (3.1)

JO) = J(T) = {(T1+12)(T+1)(1—-T) (Tl —12)
{(I* — 4)T* + (144 — 401* +1")T? — 41* + 1441%)
((—=360* + I")T* + (—361" — 5184 + 14400*)T*
— (51841 — 20736)}}
{(1+6)(1+2)(I —2)(1 —6)(T +6)(T +2)(T —2)(T —6)T*1"}

e Pour la famille (3s.1)

J)—J(T) = {(T+D({I—-T)((I*-64)T*
+(9216 — 20817 + I1)T* — 641* + 92161* — 331776)} /
{(l+8)(1—=8)(T+8)(T—238)}

e Pour la famille (3s.3)

JUO)—J(T) = (T+1+8)(1—T){(—48 +81+1*)T*
—161% + 161* + 1*)T* + (36 864 — 92161
—6400% + 1281% 4 8T + (—481* — 76813
+15361% 4 36 8641 — 114 688)} /
{(1 —4)(1 +12)(T — 4)(T + 12)}
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