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Résumé

Propriétés combinatoires des cubes de Fibonacci et de

Lucas et généralisations

Le cube de Fibonacci est un sous-graphe de I'hypercube @, , engendré par les mots
binaires qui ne contiennent pas deux 1 consécutifs. Il est introduit au début des
années 90 comme un nouveau modele de réseau d’interconnexion, et ce n’est qu’au
début des années 2000 qu’on leurs trouvent également des applications en Chimie
Théorique. Depuis leurs introduction, ils ont inspiré bon nombre de travaux de re-
cherche, leurs caractéristiques ont ainsi permis de mettre en évidence des relations
combinatoires intéressantes. Par la suite, d’autres structures furent proposées, parmi
lesquels les cubes de Fibonacci généralisés que nous nommons cubes s-bonacci ins-
pirés de la suite de Fibonacci généralisée d’ordre s également connue sous le nom de
suite s-bonacci. Le cube s-bonacci est alors défini comme un sous-graphe de I’hyper-
cube, engendré par les mots binaires ne contenant pas s 1 consécutifs. Le cas s = 2
correspond au cube de Fibonacci et s = 3 au cube Tribonacci.

Cette these est consacrée a I’étude de ces graphes, plus précisément nous étudions
certaines de leurs propriétés structurelles et énumératives. Dans un premier, nous
nous intéressons au cube Tribonacci, ou nous mettons en évidence des relations de
récurrences et des formules explicites sur le nombre de sommets et le nombre d’arétes,
ou encore le nombre de sous-graphes du cube Tribonacci qui sont isomorphes a
I’hypercube de dimension k. Nous nous intéressons également a la distance de ces
sous-graphes par rapport au sommet 0". En second lieu nous généralisons les résultats
obtenus dans le cas des cubes Tribonacci aux cubes s-bonacci. Nous mettons en
évidence la relation existant entre le cube de Fibonacci et le cube Tribonacci. Nous
élaborons une bijection entre I’ensemble des codes de Zeckendorf pour les Lucas et
I’ensemble des sommets du cube de Lucas.

Mots clés : hypercube; cube de Fibonacci; cube de Lucas; cube s-

bonacci ; cube polynomial.
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Introduction générale

Les réseaux d’interconnexion jouent un role central dans notre monde moderne, ou
la communication et I’échange de données sont omniprésents. Ces réseaux sont uti-
lisés pour relier un large éventail de dispositifs, tels que les ordinateurs, les serveurs,
les dispositifs mobiles, et méme les objets connectés, dans le but de permettre un
transfert efficace d’informations et de ressources. La conception de ces réseaux est
une tache complexe, car elle implique de prendre en compte de nombreux facteurs,
tels que la capacité, la latence, la fiabilité, la redondance, et bien d’autres. C’est dans
ce cadre que la théorie des graphes intervient, elle fournit des outils mathématiques
puissant pour modéliser et pour étudier la topologie de ces réseaux, optimiser leur
conception, résoudre des problemes de routage, minimiser les collisions de données,
et bien plus encore. Les composants du réseau sont représentés par des sommets
et les liens physiques par des arétes, la fonction d’incidence traduit quant a elle la
maniere dont les composants du réseau sont interconnectés. Un graphe représentant

un réseau d’interconnexion est appelé structure topologique du réseau.

L’une des structures topologiques les plus populaires est '’hypercube di a ses nom-
breuses caractéristiques qui font qu’il soit considéré comme un modele fondamental
dans I’architecture des réseaux d’interconnexion. L’hypercube de dimension n, noté
Q,, est défini par I’ensemble des mots binaires de longueur n, et deux sommets sont
voisins 8’ils different en un seul bit. L’hypercube est construit récursivement a partir
de deux copies de ),_1, il permet ainsi une expansion facile des réseaux existants.
L’inconvénient majeur d’'une telle structure est que le nombre de sommets (2" som-
mets) et le nombre d’arétes (n2"~! arétes) croit exponentiellement au fur et & mesure

que n augmente, ce qui en limite 1'usage dans certains cas.

Dans les années 90, Hsu [35] introduit un nouveau modele de réseau d’interconnexion
appelé cube de Fibonacci et le définit comme un sous-graphe de I’hypercube induit

par ’ensemble des mots binaires ne contenant pas deux 1 consécutifs. Le cube de
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Fibonacci de dimension n est noté I',,, il possede un nombre réduit de sommets et
d’arétes par rapport a ’hypercube, tout en conservant certaines propriétés structu-
relles et combinatoires.

Le cube de Fibonacci doit son nom a la fameuse suite de Fibonacci, de nombreux
liens le lient a cette suite, a commencer par le nombre de sommets qui est égal a
F, .o, ou F), désigne le n®™° nombre de Fibonacci, de plus le nombre d’arétes et de
cycles de longueur 4 s’exprime comme produit de convolution des termes de cette

suite. Bien d’autres relations sont obtenues, Klavzar en survole les principales d’entre
elles dans [42].

Bien que initialement le cube de Fibonacci soit con¢cu comme structure topologique,
Klavzar et Zigert [43] montrent en 2005, qu'il a également des applications en chimie
théorique. Ses différentes applications ont suscité de nombreux travaux de recherche
qui ont permis de mettre en évidence des propriétés structurelles et combinatoires

intéressantes.

La premiere généralisation du cube de Fibonacci a été proposée par Liu et Hsu
[50], en 1992. IIs considerent les sous-graphes de I'hypercube induits par I’ensemble
des mots binaires contenant au plus (s — 1) 1 consécutifs qu’ils nomment cubes de
Fibonacci généralisés d’ordre s, s > 2. Depuis 2012, le terme cubes de Fibonacci
généralisés désigne une classe de sous-graphes de I’hypercube induit par I’ensemble
des mots binaires ne contenant pas la sous-séquence binaire f, ils sont notés @Q,(f).
Les cubes de Fibonacci généralisés d’ordre s sont étroitement liées a la suite multibo-
nacci également connue sous le nom de suite s-bonacci, par conséquent afin de mieux
les distinguer nous donnons une nouvelle appellation a ces graphes qui est : cubes
s-bonacci. Le cube 2-bonacci correspond au cube de Fibonacci et le cube 3-bonacci
est appelé cube Tribonacci.

D’autres généralisations sont proposées, comme par exemple le cube de Lucas intro-
duit en 2001 par Munarini et al. [55], qui est le graphe obtenu & partir du cube de

Fibonacci en supprimant les sommets qui commencent et se terminent a la fois par 1.

La détermination du nombre de sous-graphes qui sont isomorphes a un hypercubes
dans un graphe revét une importance particuliere dans certains domaines tels que
la génétique, dans les études des mutations fantomes [7], ou encore la chimie théo-
rique, dans ’étude de la stabilité des molécules [79, 80]. En 2003, Bresar et al. [17]
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introduisent un polynome qui compte le nombre de sous-graphe isomorphes a un hy-
percube de dimension k£ dans un graphe G, ce polynome est appelé cube polynomial
de G.

En 2012, Klavzar et Mollard [44] étudient le cube polynomial du cube de Fibonacci
et du cube de Lucas, ils parviennent notamment a exprimer le nombre de ces hyper-
cubes comme produits de nombre de Fibonacci, dans le cas des cubes de Fibonacci,
et comme produits de nombre de Fibonacci et de nombre de Lucas dans, le cas des
cubes de Lucas. En 2017, Sayg1 et Egecioglu [63] proposent un g-analogue du cube
polynomial du cube de Fibonacci. Ce dernier énumere les hypercubes de dimensions

k a distance d du sommet 0 ---0 dans le cube de Fibonacci.

L’objectif de cette these est I'étude des propriétés, énumératives et combinatoires
des cubes de Fibonacci, cubes de Lucas, cubes Tribonacci et les cubes s-bonacci.
Nous explorons leurs structures récursives en vue d’exprimer le nombre d’arétes de
ces graphes ainsi que le nombre de sommets contenant ¢ 1, par des formules de récur-
rences. Nous étudions également le cube polynomial du cube s-bonacci, en premier
pour s = 3, puis nous généralisons au cas s > 4. Les résultats que nous obtenons
généralisent ceux obtenus auparavant pour les cube de Fibonacci. Nous mettons
également en vue la corrélation qui existe entre le cube de Fibonacci et le cube Tri-

bonacci.

La these est répartie sur six chapitres comme suit :

Chapitre 1

Nous consacrons ce chapitre aux rappels et notions de bases dans le cadre des besoins
théoriques relatifs a cette these. Nous rappelons dans la premiere partie quelques
concepts relatifs aux graphes. Dans la seconde partie nous rappelons quelques pro-
priétés combinatoires relatives aux suites de Fibonacci, suites de Lucas, suites de

Tribonacci et les suites s-bonacci ainsi qu’aux coefficients binomiaux et bi*nomiaux.

Chapitre 2

Le second chapitre est principalement dédié aux cubes de Fibonacci et aux cubes

de Lucas. Dans un premier temps, nous rappelons la définition et les propriétés de
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I’hypercube. Nous introduisons par la suite les cubes de Fibonacci et les cubes de

Lucas, nous donnons les différentes approches et propriétés que vérifient ces graphes.

L’ensemble de sommets ne contenant pas deux 1 consécutifs correspond aux codes
de Zeckendorf qui représentent les nombres {0, 1, ..., F,,,o — 1} par les nombres de
Fibonacci. L’ensemble des sommets du cube de Lucas ne correspond pas aux codes
de Zeckendorf pour Lucas qui représentent des entiers par des nombres de Lucas.
Nous déterminons une bijection entre ces deux ensembles.

Nous effectuons dans la derniere partie de ce chapitre un bref apercu sur les généra-
lisations du cube de Fibonacci existant dans la littérature, en mettant plus I'accent
sur le cube s-bonacci noté I'®) oi1 nous présentons sa décomposition fondamentale

5)

. . N . 7 . N . S
qul consiste a construire recursivement Fgf) a partir de ngl, a ,I’,(l_s.

Chapitre 3

Ce chapitre est consacré au cube Tribonacci pour lequel nous déterminons le nombre
de sommets d'un certain poids et le nombre d’arétes. Nous considérons également
le nombre d’hypercubes de dimension k contenus dans le cube Tribonacci, le poly-
néme qui les dénombre est appelé cube polynomial et est noté C(I'®, x). Le po-
lynéme C(I'®), z) s’obtient par une relation de récurrence, sa fonction génératrice
ainsi qu’'une formule explicite sont déterminées.

Dans la derniere partie de ce chapitre nous mettons en évidence la relation entre
le cube polynomial du cube de Fibonacci C(T',,z) et le cube polynomial du cube
Tribonacci C(I'®), z).

Chapitre 4

Sayg1 et Egecioglu, [63, 64], ont définit un g-analogue pour le cube polynomial du
cube de Fibonacci et du cube de Lucas appelé g-cube polynomial, qui en plus de
compter le nombre d’hypercubes de dimension k, nous informent également sur leur
distance par rapport au sommet 0".

Nous déterminons le g-cube polynomial du cube Tribonacci, un polynome bivarié
noté C(I'® x;q), n > 0, ainsi que sa fonction génératrice. Nous présentons égale-
ment, le nombre d’hypercubes de dimension k dans I'(® & distance d du sommet 07,

noté ¢, x(q), qui est lui-méme un polynome en ¢, et nous montrons que ces derniers
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peuvent étre obtenus en dérivant k fois le polynome ¢, (q) qui compte le nombre
de sommets a distance d du sommet 0". Nous achevons ce chapitre en présentant la

formule explicite de la fonction génératrice des coefficients {c,1(q)},,-

Chapitre 5

Dans ce chapitre nous généralisons les résultats obtenus dans [14] et présentés dans
le chapitre 3. Nous déterminons ainsi le nombre d’arétes du cube s-bonacci en termes
de produit de convolution de nombre s-bonacci. Nous montrons que le nombre de
sommets de poids w et le nombre d’hypercubes de dimension k£ s’expriment quant a
eux en termes de coefficients bi*nomiaux.

Nous achevons ce chapitre en montrant que le polynome C(I'%,z) qui compte le
nombre d’hypercubes de dimension k vérifie une relation de récurrence d’ordre s et

nous déterminons sa fonction génératrice ainsi qu’une formule explicite.

Liste des contributions scientifiques

e H. Belbachir, R. Ould-Mohamed, Enumerative properties and cube polyno-
mials of Tribonacci cubes, Discrete Mathematics 343 (8) (2020) 111922.

S. Abbad, H. Belbachir, R. Ould-Mohamed, Lucas cube vs Zeckendorf’s Lucas
code, Montes Taurus Journal of Pure and Applied Mathematics 3 (2) (2021)
47-50.

H. Belbachir, R. Ould-Mohamed, g-cube polynomial of Tribonacci cube, sou-

mis.

H. Belbachir, R. Ould-Mohamed, Cube polynomial of s-bonacci cube, soumis.

H. Belbachir, R. Ould-Mohamed, On some properties of Tribonacci cube, sou-

mis.



Chapitre 1

Quelques notions de graphes et de

propriétés combinatoires

1.1 Introduction

Le theme abordé dans cette these releve de I'énumération dans les graphes. A cet
effet, ce chapitre est scindé en deux parties, nous consacrons la premiere partie a des
rappels et des définitions sur la théorie des graphes, nous explorons dans la seconde
partie quelques concepts de l'algebre énumérative. Nous nous sommes inspirés des

ouvrages [16, 22, 23, 26, 47, 73] dans la rédaction de I'intégralité de ce chapitre.

1.2 Notions sur les graphes

Un graphe G est défini par un ensemble fini V' d’éléments appelés sommets, un en-
semble d’arétes E et une fonction d’incidence qui associe a chaque aréte e € E deux
sommets appelés extrémités de e. On note un graphe par G = (V| E). Le nombre
de sommets est appelé ordre du graphe et le nombre d’arétes est appelé la taille du
graphe. La notation V(G) et E(G) est également utilisée pour désigner respective-
ment ’ensemble des sommets et I’ensemble des arétes du graphe G, elle est cependant

omise si toute fois aucune confusion n’est a craindre.

Deux sommets u, v € V' sont adjacents ou voisins s’ils sont les extrémités d’au moins
une méme aréte e, on dit alors que e est incidente a u et a v et on note e = uv. Deux

arctes sont adjacentes si elles ont au moins une extrémité en commun.
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Plusieurs liaisons peuvent exister entre deux sommets u,v € V', 'aréte uv est alors
dite aréte multiple. Le graphe G est alors dit multigraphe. Il n’est pas exclu qu’'une
arete e € E ait les mémes extrémités e = uu, I'aréte e est dans ce cas appelée une

boucle. Un graphe simple est un graphe qui ne contient ni arétes multiples ni boucle.

Le degré d’un sommet u, noté d (u), est le nombre d’arétes qui lui sont incidentes.
Si le degré d’'un sommet u est nul, alors u est un sommet isolé, s’il est égal a 1, alors

u est un sommet pendant.

G

F1GURE 1.1 — Graphe simple non orienté.

Précisons que pour certain probleme, le sens d’orientation de la liaison entre les
sommets u et v joue un role important. L’aréte uv est alors muni de fleche et le

graphe est dans ce cas dit orienté.

1.2.1 Stable, clique et couplage dans un graphe

Considérons un graphe G = (V, E) sans boucle.

Définition 1.1. Un sous-ensemble de sommets S C V est appelé stable de G, si
tous les sommets sont deux a deux non adjacents. Si tous les sommets sont deux a

deux adjacents, alors S est appelé clique de G.

L’ensemble de sommets {u,z,w} du graphe illustré par la Figure 1.1 est une clique
maximum. L’ensemble de sommets {a,c, f, h,i,k} du graphe de La Figure 1.2 est

un stable maximum .

Définition 1.2. Un sous-ensemble d’arétes M dans G est un couplage si pour toute

paire d’arétes e, ¢’ € M, e et € ne sont pas adjacentes.

Un sommet u est dit saturé par le couplage M si u est une extrémité d’une aréte
e € M, dans le cas contraire, on dit que u est non saturé. Si tous les sommets de GG

sont saturés par M, alors M est dit couplage parfait.
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l k

FIGURE 1.2 — Stable, couplage.

Dans le graphe de la Figure 1.2 les arétes représentées en gras forment un couplage

parfait.

1.2.2 Sous-graphes

Un graphe se définit par un ensemble de sommets et un ensemble d’arétes. Dans
cette optique, nous pouvons identifier trois approches différentes pour définir un

sous-graphe. Nous examinerons ces diverses définitions dans cette partie.

Définition 1.3. Un sous-graphe de G = (V, E), est un graphe G' = (V' E’) ou
V'CVetE CE.

()
(@)
O
sous-graphe de G graphe engendré par graphe partiel de G
{u, w, z}

FIGURE 1.3 — Sous-graphe, graphe engendré, graphe partiel.

Définition 1.4. Un sous-graphe de G = (V, F) induit ou engendré par 1’ensemble
V' C V est un graphe ayant pour ensemble de sommets V' et pour ensemble d’arétes
E’" ou :

E' = {uv € E tel que u,v € V'}.

Un sous-graphe de G induit par 'ensemble V' est noté G [V'].
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Définition 1.5. Un graphe partiel du graphe G = (V, F) est un graphe G' = (V, E’),
ou B C F.

En d’autres termes, G’ est obtenu a partir de G en supprimant les arétes de I’ensemble
E\E'.
La Figure 1.3 illustre les différentes approches utilisées pour définir un sous-graphes
de Gl.

1.2.3 Chaine, cycle et connexité

Une chaine reliant deux sommets u et v dans un graphe est une séquence alternée
de sommets et d’arétes P = vie1vy -+ Up_1€5,_1V,, OU V1 = u,v, = v et pour tout
1 <i < n les sommets v;, v; 41 sont les extrémités de e;. Les sommets {vq, -+ , v, 1}
sont appelés sommets internes de P. La longueur de P est égale au nombre d’arétes
reliant ses sommets. Si le graphe est simple, P peut étre identifiée uniquement par
les sommets qu’elle parcourt, on écrira alors P = vjv9v3 - - - v, avec vy = u, v, = 0.
Une chaine est dite simple si elle ne passe pas deux fois par une méme aréte. Si elle
ne passe pas deux fois par un méme sommet, elle est dite élémentaire. Une chaine

élémentaire a n sommets est souvent notée P,.

Un cycle est une chaine simple fermée (ses extrémités se confondent). Un cycle élé-
mentaire, c’est-a-dire qui n’emprunte pas deux fois le méme sommet, est noté C,,
ou n est le nombre de ses sommets. La longueur d'un cycle est égale au nombre de
ses arétes. La longueur du plus petit cycle contenu dans G est appelé maille de G et
est notée g(G).

On appelle corde une aréte qui relie deux sommets non consécutifs d’'une chaine ou
d’un cycle.

Définition 1.6. Un graphe G = (V, E) est connexe si et seulement si pour toute

paire de sommets u, v il existe au moins une chaine reliant u a v.

Si G n’est pas connexe, alors G est 'union disjointe de sous-graphes connexes appelés

composantes connexes de G.

Remarque 1.1. Dans la suite du document tous les graphes traités sont des graphes

non orienté, finis, simples et connexes.
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Chaine et cycle hamiltoniens

Dans un graphe G = (V, E), une chaine hamiltonienne est une chaine élémentaire
qui passe par tous les sommets. Un cycle hamiltonien est un cycle élémentaire qui
passe par tous les sommets de G. Un graphe G est dit hamiltonien s’il contient un

cycle hamiltonien.

1.2.4 Graphes particuliers

Nous citons dans cette partie quelques graphes particuliers principalement ceux qui
seront utilisés dans cette these.

Graphe complémentaire

Le graphe complémentaire de G = (V, E), noté G = (V, E), est le graphe défini par

I’ensemble de sommets V et 'ensemble d’arétes :

E={uw:u,veVu#vetu ¢ £}

2 4
2 9
3
4 5 ‘v' 1
5
3
Ps P

FIGURE 1.4 — Graphe complémentaire de Ps.

Graphe complet

Un graphe complet a n sommets, noté K, est un graphe dont tous les sommets sont
deux a deux adjacents. Une clique d'un graphe G engendre un sous-graphe complet
de G. Le graphe (V, EU E) est un graphe complet.
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Graphe biparti

Un graphe biparti est un graphe dont I’ensemble des sommets V' peut étre partitionné
en deux sous-ensembles disjoints non vides, V= X UY, ou X et Y sont tous les

deux des stables.

Graphe régulier

Un graphe est k-régulier si tous ses sommets ont le méme degré

VueV,d(u) =k.

Si k = 3, on dit que le graphe est cubique.

1.2.5 Isomorphisme de graphes

Un méme graphe peut avoir différentes représentations, comme l'illustre la Figure
1.5. La question que l'on pourrait se poser est : "sous quelles conditions peut-on
dire que deux graphes G et H sont structurellement identiques ?”. L’isomorphisme
de graphes permet de répondre a cette question en déterminant une correspondance
entre ’ensemble des sommets de G et de H de sorte que la relation d’adjacence soit

préservée.

Définition 1.7. Un isomorphisme entre G; = (Vi, F) et Gy = (V,, E3) est une
bijection f : V) — V; telle que wv € Ej si et seulement si f (u) f (v) € Ey. On dit

que G est isomorphe a Gy si une telle bijection existe et on écrit G| = Gs.

FIGURE 1.5 — Graphes isomorphes au cube.

1.2.6 Matrice d’adjacence

La matrice d’adjacence est une technique parmi d’autres pour représenter un graphe
G = (V, E). Elle permet entre autres, de mettre en évidence la relation d’adjacence

entre les sommets de G. Afin de faciliter la représentation matricielle de G, nous
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attribuons sans perte de généralité, a chaque sommet du graphe une étiquette de
I'ensemble suivant : L = {1,---,|V|}.

Définition 1.8. La matrice d’adjacence associée au graphe GG est une matrice carrée,

notée A, de taille n x n, telle que :

1 siyyek
Qij = :
0 sinon

1.2.7 Produit cartésien de graphes

Le produit cartésien de graphe revét une importance capitale dans la conception
de réseaux d’interconnexion, il permet de construire un graphe de taille supérieur
a partir de graphes de plus petite taille. Cette méthode de construction possede
des avantages, elle permet entre autre de conserver de nombreuses proprié¢tés de ces

graphes, telles que la régularité, ’hamiltonicité, et bien d’autres.

Définition 1.9. Le produit cartésien de deux graphes G et H, noté GLIH, est le
graphe défini par 'ensemble des sommets V(GOH) = V(G) x V(H) et 'ensemble

des arétes F(GOH) est 'ensemble de toutes les paires de sommets [(uy, us), (v1, v2)],

avec ui,v; € Vi et ug, v9 € Vy, tels que
o u; = v et ugvy € E5 ou
® Uy = Uy et U1 € El.

Exemple 1.1. Le prisme est obtenu par produit cartésien de K5 et K3. Le produit
cartésien de K5 et de Cy, donne lieu au cube. Quant au produit cartésien de P5 et

Ps permet d’obtenir une grille 3 x 5. Voir la Figure 1.6.

Remarque 1.2.
Une grille n x m est un graphe d’ordre nm obtenue par produit cartésien de deux

chaines élémentaires P, et P,,.

1.2.8 Meétrique dans les graphes

Une chaine géodésique reliant deux sommets u,v de G est une plus courte chaine

de u a v. La distance entre deux sommets quelconques d’un graphe, est la longueur
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1b

2 3 2a

Le prisme : K3LK,.

bz by
T )
a ar ay
bz
bw
b
z w az aw
Le cube : C4OK5.
1
2
al a2 a3 a4 ab
3 a
b2 b3 b4 b5
4 b bl
5 c
cl c2 c3 c4 ch

Grille 3 x 5 : P3LIP;.

FIGURE 1.6 — Produit cartésien de graphes.

d’une chaine géodésique qui les relie. La fonction distance est quant a elle définie

comme suit :

d : VxV — N
(u,v) +—  d(u,v).

Ou pour tout u, v, w € V la fonction d satisfait les axiomes suivants :

1. d(u,v) > 0, I’égalité est atteinte si et seulement si u et v se confondent (u = v).
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2. d(u,v) =d(v,u).
3. d(u,v) <d(u,w)+d(w,v) (I'inégalité triangulaire).

L’excentricité d’'un sommet v, notée e(v), est la distance maximum entre v et tout

autre sommet de G
VoeV, e(v) =max{d(u,v), u € V}.

Le rayon d’'un graphe, noté r(G), est la valeur minimum de excentricité de ses

sommets

r(G) = min{e(v), v € V'}.

Le diametre d'un graphe G que l'on note D(G) est la plus grande distance reliant
deux sommets quelconques de G, ce qui correspond a la valeur maximum de 'ex-

centricité des sommets de G.

D(G) = max {d(u,v), (u,v) € V x V} =max{e(v), v e V}

Un sommet v de G dont I'excentricité est égale au diametre e(v) = D(G), est dit
sommet périphérique. Le sous-graphe engendré par les sommets périphériques de GG

est appelé périphérie de G.

FI1GURE 1.7 — Décomposition en couches a partir du sommet a d'un graphe de
diametre 3 et de rayon 2.

On définit 'ensemble N;(v) comme étant I’ensemble de tous les sommets a distance
i de v.
Ni(v) ={u eV, du,v) =i} Vi=0,---,e(v).
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Pour tout sommet v € V' la séquence : Ny(v), N1(v),- -+, Neg)(v) définit une parti-
tion de I’ensemble des sommets V' dite décomposition en niveaux (ou en couches).
L’ensemble N;(v) est appelé i®m¢ niveau et il contient des sommets qui sont a dis-

tance égale de v, voir la Figure 1.7.

Définition 1.10. La distance entre deux sous-graphes H et H' d’un graphe G
est définie comme étant la plus petite distance entre deux sommets u € V(H) et
veV(H),

d(H,H") = min{d(u,v)|lu e V(H) et ve V(H")}

Exemple 1.2. La distance entre les deux sous-graphes H et H' du graphe de la

Figure 1.8 est donnée par les deux sommets a, b et est égale a d(H, H') = 3.

FI1GURE 1.8 — Distance entre sous-graphes.

Sous-graphe isométrique et plongement isométrique

Soit H un sous-graphe induit de G. On rappelle que pour toute paire de sommets
u,v €V, dg (u,v) < dy (u,v), ot dg (u,v) et dy (u,v) désignent respectivement la

distance entre u et v dans G et dans H.

Définition 1.11. Un sous-graphe H = (V(H), E(H)) de G est dit isométrique si :
Vu,ve V(H), dy(u,v)=dg(u,v).

Définition 1.12. Un graphe H admet un plongement isométrique dans G s’il existe
une application ® : V(H) — V(G) telle que pour toute paire de sommets u,v €
V(H) on a

dy (u,v) = dg (P(u), P(v)).

Fonction intervalle

L’intervalle I (u,v) entre une paire de sommets (u,v) de G est un sous-ensemble de

sommets qui appartiennent aux chaines géodésiques reliant u et v.
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Définition 1.13. La fonction intervalle, notée I, est une application définie par :

I: VxV — P(V)
(u,v) +— I(u,v)
ou :
I (u,v) = {we€V, w appartient a une chaine géodésique reliant u et v}

= {w eV, tel que:d(u,v)=d(u,w)+d(w,v)}.

Soulignons que si le graphe G muni d'une fonction intervalle I n’est pas connexe

alors il existe des intervalles vides, et inversement.

Proposition 1.1 [54]. Soit G = (V, E) un graphe connexe, muni d’une fonction

intervalle I. On a alors pour tout u,v,w,z € V(QG) :

1. u,v el (u,v).
2. I (u,v) =1I(v,u).
3. Siw e I (u,v), alors I (u,w) C I (u,v).

4. Siw e I(u,v), alors I (u,w) NI (w,v)={w}.

&

. Stw e I (u,v) et z €1 (u,w), alors w € I (z,v).

Distance de Hamming

L’ensemble des entiers naturels {1,--- ,n} est noté [n].

Définition 1.14. La distance de Hamming entre deux mots binaires o = a1 - - -

=1 P, notée H(a, 3), est égale au nombre de bits ou ils different :

H(a, ) = [{i € [n]le; # Bi}]-

1.3 Combinatoire énumérative

Nous abordons dans cette section quelques définitions et propriétés de ’algebre énu-
mérative. Nous mettons d’abord en lumiere les coefficients binomiaux ainsi que les
coefficients binomiaux généralisés. Nous explorerons par la suite des propriétés de
plusieurs suites récurrentes, notamment la suite de Fibonacci, la suite de Lucas, la
suite Tribonacci et la suite s-bonacci. Nous conclurons cette partie en examinant la

représentation d’'un entier a 1’aide des suites précédemment mentionnées.
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1.3.1 Coefficient binomial

Le coefficient binomial est le nombre de combinaisons de k£ éléments parmi n il est
noté (Z) et représente également le k®™¢ coefficient de z* dans le développement

suivant

(+a) =Y (Z)sc’“

k=0

() =

Avec la convention (g) =1pourn € Z et (Z) =0pourn,keZ, k<0oun < k.

ou

Les coefficients binomiaux sont les éléments du Triangle de Pascal, voir la Table 1.1,

ils satisfont 'identité suivante dite identité de Pascal :
n n—1 n—1
— k> 1.

Tableau 1.1 — Le triangle de Pascal, pour n,k < 7.

n\k[0 1 2 3 4 5 6 7
0 /L0 0 0 0 0 00
1 {110 0 0 0 00
2 /12 1 0 0 0 00
3 /133 1 0 0 00
4114 6 4 1 0 00
5 /15 10 10 5 1 0 0
6 |1 6 15 20 15 6 1 0
711 7 21 3 3 21 7 1

Les coefficients binomiaux satisfont aux récurrences suivantes :

n ni{n—1
= _ : >1
()= e
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1.3.2 Coefficient bi*nomial

Pour s > 1, n > 0 deux entiers et £ = 0,1,--- , sn, le coefficient bi*nomial, noté

(Z) , est défini comme étant le £*™¢ coefficient de la fonction génératrice suivante
S

I+az+a?+-+a) = <Z>x’“ (1.1)

k>0

avec (Z>1 = (Z) le coefficient binomial usuel et (Z)S = 0 pour tout £ > ns ou k < 0.

Le coefficient (Z) correspond au nombre de différentes manieres de répartir k balles
S

dans n urnes o chaque urne peut contenir au plus s balles, voir [9, 10] pour plus de

propriétés les concernant.

Le coefficient (Z) satisfait les relations suivantes :
S

()., 2, G0 (0)

° (Z) — Z (n) (k J j) , (relation de récurrence diagonale).
s - s—1

i=0 \J

n n—1 n—1 n—1 . , s
.(k>s = ( . )s + (kz B 1>S +- 4 <k B S>S, (relation de récurrence longitudinale).

.<n> = ( " ) : (relation de symétrie).

sn—k
S

De maniere analogue aux coefficients binomiaux, les coefficients bi*nomiaux peuvent
étre arrangés dans un tableau connu sous le nom de s-triangle de Pascal [8] dont
les éléments peuvent étre obtenus par la relation de récurrence longitudinale cités

précédemment.

Tableau 1.2 — Le triangle des coefficients bitrinomiaux, (2)2, nk <T7.

k[0 1 2 3 4 5 6 7
0/1 00 0 0 0 0 0
1 {111 0 0 0 0 0
2 /123 2 1 0 0 0
3 /136 7 6 3 1 0
4 |1 4 10 16 19 16 10 4
5 |1 5 15 30 45 51 45 30
6 |1 6 21 50 90 126 141 126
7 |1 7 28 77 161 266 357 393
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1.3.3 Suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci doit son nom au célebre mathématicien Leonardo Fibonacci,
elle a inspiré bon nombre de travaux dans de nombreuses branches des mathéma-

tiques. La suite de Fibonacci, notée F,,, est donnée par la relation qui suit
Fn = anl + anQa n 2 2 (12)

avec les conditions initiales Fy = 0 et F} = 1.

Tableau 1.3 — Les nombres de Fibonacci F;,, 0 < n < 14.

7 8 9 10 11 12 13 14
13 21 34 55 89 144 233 377

01 2 3 4 5 6
011 2 3 5 8

n
Fy

Les nombres de Fibonacci sont également obtenus par la somme des éléments des
diagonales ascendantes dans le triangle de Pascal, voir le Tableau 1.1. De plus, le

n®me nombre de Fibonacci vérifie I'identité combinatoire suivante [47]

125 :
n—i—1
Fo= Y ( , )
i=0 v
D’autres identités impliquant les nombres de Fibonacci existent en littérature, I'ou-

vrage suivant [47] englobe quelques une d’entres elles.

La fonction génératrice de {F),},~, est donnée par

n Y

f(y) —%Fny = m (1.3)
Les applications de la suite de Fibonacci sont diverses et variées et touchent différents
domaines, y compris la physique [61], la biologie, ou encore la cryptographie et le
codage [68], voir également [25, 47]. En théorie des graphes par exemple, le n + 1¢m¢
nombre de Fibonacci compte le nombre de couplages parfaits dans le graphe grille
2 X n, noté G, illustré par la Figure 1.9, ou G; = K; et Gy = Cy, voir [30, Chapitre
11].
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G G Gs Gy Gs

FIGURE 1.9 — Grille 2 x n, n =1,2,3,4,5.

1.3.4 Suite de Lucas

La suite de Lucas fut étudiée par le mathématicien Edouard Lucas au XIXe siecle,

elle est donnée par la relation suivante :
Ln+1 = Ln + Ln—17 n Z 1 (14)

avec Lo = 2 et L; = 1. La suite de Lucas et la suite de Fibonacci sont liées par la
relation suivante :

Ln+1 :Fn+Fn+27nZO-

De plus, L,, vérifie

Tableau 1.4 — Les nombres de Lucas L,,, 0 < n < 14.

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

1 2 3 4
1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521 843

n |0
2

Sa fonction génératrice est donnée par :

n 2_y
9(y) =D Lny" = 7=

n>0 y—y*

1.3.5 Suite Tribonacci
La suite Tribonacci est une suite récurrente d’ordre 3 définie par la relation suivante
Tn+3 = Tn+2 + Tn+1 + Tna n=>0 (16)

avec Ty = 0 et T} = T, = 1. Le Tableau 1.5 résume les valeurs des 15 premiers

termes de la suite Tribonacci.
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Tableau 1.5 — Les nombres Tribonacci T,,, 0 < n < 14.

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
7T 13 24 44 81 149 274 504 927 1705

01 2 3 4
01 1 2 4

n
T,

Il est bien connu [65] que la fonction génératrice de la séquence (1.6) est

Y
T(y) = Tnyn: .
,; 1—y—y*—y3

Alladi et Hogatt [2] ont introduit le triangle Tribonacci en 1977, tel qu’il est décrit

dans le Tableau 1.6 et dont les éléments t,, ;, sont construits de la sorte

0, sin<koun<0ouk<0,
thr = 1, sik=0oun=k,
tn—1k +to—1k-1 +tn_2k—1, sinon.

Si on somme les éléments des diagonales ascendantes du triangle tribonacci on

Tableau 1.6 — Le triangle Tribonacci, n, k < 10.

k[0 1T 2 3 4 5 6 7 8
01T 0 0 0 0 0 0 0 0
1 /1 1.0 0 0 0 0O 0 O
2 /1 3 1.0 0 0 0 0 0
3 /15 5 1 0 0 0 0 0
41 7 13 7 1 0 0 0 0
511 9 25 25 9 1 0 0 0
6 |1 11 41 63 41 11 1 0 0
7 |1 13 61 129 129 61 13 1 0
8 |1 15 85 231 321 231 85 15 1

obtient les nombres Tribonacci [2]

5]
Tn+1 = Tnfi,zV
i=0
Ce qui permet d’obtenir I'identité suivante [48]
3] N
n—i—j\/(i
ras 20
i=0 j=0 L J

Le triangle Tribonacci n’est pas I'unique triangle a partir duquel on peut obtenir la
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séquence des nombres Tribonacci. En effet, par somme des éléments des diagonales
ascendantes du triangle bitrinomial du Tableau 1.2 on obtient aussi les nombres
Tribonacci. D’autres triangles sont suggérés dans [49].

Un g-analogue est une expression mathématique qui dépend d’un parametre q et qui
généralise un théoreme, une identité ou une expression bien connue. Tel que, lorsque
q — 1, on retrouve le résultat original.

Nous introduisons le g-analogue de la séquence des nombres Tribonacci (1.6), de la
sorte Ty (q) =0, T1(q) =T>(q) = 1 et

Tt (q) = Tosa (@) + qTps1 (@) + ¢*T (), n > 0. (1.7)

Le g-analogue de la suite Tribonacci ainsi défini correspond aux polynomes tricobs-
thal [62]. Pour ¢ = 1 on obtient la séquence (1.6). Les n > 3 premieres valeurs de
(1.7) sont

Ts(q) =1+q,

s

(9)

(q) =1+2q+ ¢,
(q) =1+ 3¢ + 3¢%,
()

()

%

Ts(q) =1+ 4q + 6¢° + 2¢°,

Ty(q) =1 + 5q + 10¢*> + 7¢° + ¢*,

Soit T'(q,y) la fonction génératrice de la séquence précédente. Il est simple de vérifier

que T'(q,y) est donnée par

T(gy) =2 Tu(@)y" = 1= J (1.8)

= y—qy? — ¢*y>
Nous verrons au Chapitre 4, comment le g-analogue de la suite {Tn}nzo ainsi défini
traduit la relation entre le sommet de poids nul et le reste des sommets dans le cube

Tribonacci.
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1.3.6 Suite s-bonacci

La suite de Fibonacci généralisée d’ordre s, également appelée suite s-bonacci ou

encore suite multibonacci, est définie pour tout s > 2 par :

0, sin <0,
1 sin=1,

F(S)l + F(i)g 4o Fés_)s, sinon.

Ot pour tout n =2,...,k—1, F) =22 et pourn =2 —k,3—k,...,0, F =0,
[59].
En fixant s = 2 on obtient la suite de Fibonacci définie précédemment et s = 3

correspond a la suite Tribonacci 7,,, voir le Tableau 1.7.

Tableau 1.7 — Les 11 premiers nombres s-bonacci, 4 < s < 8.

n\s | 4 5 6 7 8
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1
3 2 2 2 2 2
4 4 4 4 4 4
5 8 8 8 8 8
6 15 (16 | 16 | 16 | 16
7 29 | 31 | 32 | 32 | 32
8 56 | 61 | 63 | 64 | 64
9 | 108 | 120 | 125 | 127 | 128
10 | 208 | 236 | 248 | 253 | 256

La fonction génératrice de la suite {Fﬁs)} _ st donnée par
n>

O y) = 1_;:5_0% (1.9)

1.3.7 Représentation d’un entier par les nombres de Fibo-

nacci et de Lucas

Edouard Zeckendorf a établi dans [76] un théoreme qui permet de représenter tout

entier naturel non nul comme somme finie de nombres de Fibonacci ou de Lucas.
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Théoreme 1.1. Pour tout entier N > 0, N admet une représentation unique de la

forme suivante :

n—1
N = Z a;Fiyo,
i=0
ot o € {0,1} pour tout 0 <i <n—1 et aya; 41 =0 pour tout 0 < i <n—2.

Le mot binaire «q...«a,_1 est appelé code de Zeckendorf pour Fibonacci ou sim-
plement code de Fibonacci. La condition a;a;1 = 0 interdit la présence de deux
nombres de Fibonacci consécutifs, c’est cette condition et le fait de commencer la
suite a partir de Fy» qui garantit 'unicité d’une telle représentation.

Le nombre 86 par exemple s’obtient en sommant les nombres Fyg, Fg, Fg et F3. Le

nombre 86 peut étre obtenu autrement, en effet :

86 =55+21+5+3+2,
ou encore

86 =34+214+134+8+5+3+2,

ces deux représentations contiennent cependant deux nombres de Fibonacci consé-

cutifs.

Théoreme 1.2. Tout entier N > 0 admet une représentation unique de la forme
suivante :

n—1

=0

ot b; € {0,1} pour tout 0 < i <n—1, bjbiy1 =0 pour 0 <i <n—2 et byby = 0.

Le mot binaire bg...b,_1 est appelé code de Zeckendorf pour Lucas ou code de
Lucas. Pour une preuve détaillée du Théoréme 1.1 et du Théoreme 1.2 voir [18, 19].
La condition b;b;11 = 0 empéche d’utiliser deux nombres de Lucas consécutifs, la
seconde condition quant a elle reflete la particularité de la suite de Lucas. Ces deux
conditions garantissent 'unicité d’une telle représentation.

Prenons encore une fois 'exemple du nombre 86, en respectant les conditions du
Théoreme 1.2 86 peut s’écrire de maniere unique comme somme des nombres de

Lucas suivant : Lo, L4 et Lo.

1.3.8 Représentation d’un entier par les nombres s-bonacci

Le théoreme généralisé de Zeckendorf [20] stipule que tout entier naturel N peut étre

exprimé en terme de nombres s-bonacci. Soit F,(L‘i)Q le plus petit nombre s-bonacci



1. Quelques notions de graphes et de propriétés combinatoires 36

tel que NV < ,(Li)Q, on a alors

n—1
N =Y BF, (1.10)
=0

ou f; € {0,1},0 < i <n—1et Bifit1- Birk—1 = 0 pour tout 0 < i < n — k.
Le mot binaire Byf31 - - Bn,_1 est appelé code de Zeckendorf pour s-bonacci ou code
s-bonacci. Les cas s = 2 et s = 3 correspondent respectivement au code de Fibonacci
et code Tribonacci, voir le Tableau 1.8.

L’algorithme suivant permet d’obtenir une représentation unique de I’entier N par

les nombres s-bonacci. Soit Fés) le plus petit nombre s-bonacci tel que N < 75‘1)2,

. Etape 1: Posons N/ := N et pour tout : =0,...,n—1, §; := 0, aller a I’étape
2.

° Etape 2 : Choisir le plus grand nombre s-bonacci Fj(s) tel que N’ > Fj(s), aller
a l'étape 3.

e Etape 3 : Bj:=1 N :=N"— Fj(s), aller a I'étape 4.

° Etape 4 :Si N’ # 0 aller a I'étape 2, sinon Terminer.

Tableau 1.8 — Codes s-bonacci des entiers 0 < N < 14 pour s = 2,3, 4.

nl|\kB B F, 5 B B ©no1n 5 | Y EY W W
01 0 0 0

1] 1 1 1

200 1 0 1 0 1

310 0 1 1 1 11

401 0o 1 0 0 1 0o 0 1
5010 0 o0 1 1 0 1 1 0 1
611 0 0 1 0 1 1 0o 1 1
710 1 0 1 0 0 0 1 111
slo o o o 1 1 0 0 1 o o0 o0 1
911 0o o o0 1 0 1 0 1 1 0 o0 1
00 1 0 0 1 1 1 0 1 o 1 0 1
1mfjo o 1 o 1 0 0 1 1 1 1 0 1
201 0o 1 0 1 1 0 1 1 o o0 1 1
B30 0o o o o 140 0 0o o 1|1 o 1 1
“|l1 o o o o 1)1 0o o o 10 1 1 1
50 1 0 0o 0o 10 1 0 o0 1)1 1 o 1
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1.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de revisiter certains concepts fondamentaux de la théorie
des graphes et de la combinatoire énumérative. Nous avons exploré diverses notions
telles que les graphes, les sous-graphes, la connexité, 1'isomorphisme, le produits
cartésien, ainsi que les coefficients binomiaux et les suites de Fibonacci, les suites de
Lucas et les suites multibonacci. Ces concepts et leur maitrise sont essentielles pour

aborder des sujets plus avancés dans les chapitres a venir.



Chapitre 2

Cube de Fibonacci et

généralisation

2.1 Introduction

Le cube de Fibonacci et le cube de Lucas sont des sous-graphes particuliers de 1'hy-
percube, inspirés, comme leurs noms l'indiquent, des célebre suites de Fibonacci et
de Lucas. Leurs caractéristiques structurelles mettent en évidence des identités com-
binatoires et énumératives qui se manifeste le plus souvent a travers les nombres de

Fibonacci et de Lucas.

Nous commencons par rappeler les définitions et les propriétés relatives aux hyper-
cubes. Ensuite, nous présentons en détail les cubes de Fibonacci et de Lucas, en
explorant quelques-unes de leurs propriétés fondamentales ainsi que leurs applica-
tions spécifiques. Dans la quatrieme section, nous établissons une bijection entre
I’ensemble des sommets du cube de Lucas et les codes de Zeckendorf représentant
les entiers par les nombres de Lucas. Enfin, nous concluons le chapitre en examinons

quelques généralisations du cube de Fibonacci.

2.2 Hypercubes

L’hypercube de dimension n, ou le n-cube noté @, est le graphe dont ’ensemble
des sommets est formé par les n-uplets d’éléments binaires et deux sommets u et v
sont adjacents si et seulement s’ils different en une seule composante, autrement dit

si H(u,v) = 1. L’hypercube de dimension n admet 2" sommets et n.2"~! arétes.



2. Cube de Fibonacci et généralisation 39

Une des particularités de I’hypercube est qu’il peut étre obtenu par produit cartésien.

Propriété 2.1. Pour tout n > 1, Q,, est le produit cartésien de QQ,_1 et K,

Qn = Q1 UK. (2.1)

Avec Qg un graphe a un sommet correspondant au mot vide .

Plus précisément, on obtient (),, a partir de deux copies de (),,_1, les sommets de
la premiere copie sont préfixés par 1 et ceux de la seconde copies par 0. Chaque
sommet est alors relié a la copie qui lui correspond par une aréte. En conséquence,
les deux copies sont reliées par un couplage parfait, voir la Figure 2.1.

La relation (2.1) de la définition qui précede peut étre étendue de la sorte

Qn - Qn—QDKZDKZ

= Ko)OK,---OK,.
nfois
De plus, pour tout m > 1, on a

Soit G = (V, E) un graphe, si G admet un plongement isométrique dans un hy-
percube, alors G est appelé cube partiel. Un sommet x € V est dit médian de
u,v,w €V, six € I(u,v)NI(u,w)NI(v,w). Le graphe G est dit médian si chaque

triplet u, v, w € V admet un unique médian.

L’hypercube de dimension n est n-régulier de diametre et de rayon n sa maille est
égale & 4 et pour toute paire de sommets u,v de @, il existe d(u,v)! chaines géo-
désiques qui les relient [32]. @,, est Hamiltonien, plus exactement, il admet 2" 3n!
cycles hamiltonien distincts [66]. De plus, @,, est un graphe médian, voir également

[34] pour plus de propriétés sur ’hypercube.

Les propriétés structurelles et topologiques de 'hypercube font qu’il est considéré
comme un outil puissant et fondamental dans la modélisation et la conception de
réseaux d’interconnexion et de machines paralleles. Un sommet de @),, correspond a
un processeur et une aréte un lien (cable) entre deux processeurs. Un des avantages

d’une telle architecture est que pour augmenter la performance d’un réseau, il suffit
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100 110
0 00 10 000
010
101 111
Ao 1 01 1 001
011
Qo 1 Q2 Q@3
1100 1110
0100
0110 |00
— —+—— | 1010
0000 -
] 1101 "
010] g d
0111
1001
1011
0001
0011
Q4
11100 11110
10100
1010
1000
0010 1119 1111
1
1010 T 1100
11911
10001
108011
0100 01410
00400
0110 0100
01010
000
0010 0110 1111
00101 ST 0100
01011
00001
00011
Qs

FI1GURE 2.1 — Représentations des Hypercubes @,,, pour n < 5.
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de dupliquer la structure déja existante en reliant chaque processeur a la copie qui
lui correspond. Cette opération est cependant couteuse, puisque le nombre de pro-
cesseurs augmente exponentiellement. Des sous-structures de I'hypercube ont alors

été proposées afin de pallier a ce probleme, parmi eux le cube de Fibonacci, voir

(39, 66).

2.2.1 Caractérisation des sous-graphes isomorphes a I’hy-

percube

Nous abordons dans cette partie, les propriétés relatives aux sous-graphes de @),, qui
sont eux méme des hypercubes. Le poids d'un sommet u de @),,, est égal au nombre

de 1 dans le mot binaire qui lui correspond.

Proposition 2.1 [41]. Pour tout sous-graphe H de Q,, isomorphe a Qy., il existe
une paire unique de sommets de poids minimum noté b(H) et de poids mazimum
noté t(H). De plus, b(H) et t(H) sont a distance k.

b(H) et t(H) sont respectivement appelés sommet inférieur et sommet supérieur
de H, ils permettent de distinguer H parmi tous les autres sous-graphe de @),, iso-
morphes a (. Le graphe H, de la Figure 2.2 est un sous-graphe de ()5 isomorphe a
@3- Les sommets de poids minimum et de poids maximum de H, sont respectivement
00001 et 11101. Notons que, le sommet 11101 est également le sommet supérieur de
Hs.

Soit H un sous-graphe de @,,, avec H = (). On définit le support de H, comme un

sous-ensemble d’indices des positions {1,...,n} ou les sommets de H different :
supp(H) = {i|F3u,v € V(H),u; # v;}.

Les graphes H; et Hj de la Figure 2.2, sont respectivement des sous-graphes de ()3
et Q5. Avec H; = ()5 et Hy = (J3. Les supports de ces sous-graphes correspondent

aux positions des bits représentées en rouge dans la Figure 2.2 : supp(H;) = {1, 2},
supp(H2) = {1,2,3} et supp(Hs) = {1,2,5, }.

Proposition 2.2 [52]. Si H est un sous-graphe de Q,, isomorphe a Qx, alors on a :
(a) |supp(H)| =k ;

(b) sii ¢ |supp(H)|, alorsVu e V(H), u; =b;(H) =t,(H);
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(c) sii€ |supp(H)|, alors b(H); =0 et t(H); =1;

(d) V(H) ={u=wuy - u,|Vi ¢ supp(H),u; = b(H);}.

Ou b;(H), t;(H) désignent respectivement la i°™ composante du mot binaire b(H ),
t(H).

La proposition 2.2 nous indique que les sommets d’un sous-graphe de (),, isomorphe
a @y different en exactement k positions.
Les Propositions précédentes fournissent un moyen d’énumérer tous les hypercubes

dans un sous-graphes de @Q,,.

11101 11001 11101 11100
10le——e111 01101 10007 01101 110G
10101 01001 10101 10100
001 &———0011 00101 00001 00101 00100
Hl H2 H3

FIGURE 2.2 — Sous-graphes de Q03 et Q5

Dans [41], Klavzar détermine le nombre de k-cubes dans I'hypercube de dimension n
en utilisant trois approches différentes, ce qui le conduit a établir des interprétations
par la théorie des graphes de certaines identités combinatoires connues. Notamment,
il montre que (Z) 2"=F compte le nombre de sous graphes de Q,, isomorphes a Qj,

0 < k < n. Notons ce nombre par a(Q,). Il montre également que

wie=5 (1))

En effet, d’apres la Proposition 2.1 chaque k-cube de @), se distingue par deux som-
mets : sommet inférieur et sommet supérieur. Chaque sommet de poids i peut étre
le sommet supérieur de (;) sous-graphes isomorphes a (), et le nombre sommets de

poids 7 est égal a (7), i>k.

Considérons a présent, deux sommets v = uy---u, et v = vy---v, de @Q,, pour
lesquels on définit ’ensemble d’indices de positions I, = {i1, -+ ,ix} ou u et v
different, avec k = d(u,v). Notons que tout sommet w = wy - - - w,, qui appartient a

une chaine géodésique reliant u et v a la particularité suivante : pour tout ¢ ¢ I,
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w; = u; = v;. Autrement dit, w, u et v possedent n — k bits identiques, voir la Figure

2.3. De 1a découle le résultat suivant.

Proposition 2.3 [38]. Soit Q,, un hypercube. Pour toutes paire de sommets u,v
de Qn, le sous-graphe induit par [’ensemble de sommets I(u,v) est un hypercube de

dimension d(u,v).

0010 1010

0000 1000

Hy

FIGURE 2.3 — Sous-graphe de Q4 : Q4[/(0010, 1000)].

2.3 Cube de Fibonacci

Le cube de Fibonacci est introduit en 1993 par Hsu [35], comme un nouveau modele
de réseau d’interconnexion. Le cube de Fibonacci est un sous-graphe de ), induit par
I’ensemble des mots binaires de longueurs n ne contenant pas deux 1 consécutifs. Il
possede des propriétés structurelles, topologiques et combinatoires aussi intéressantes
que celles de 'hypercube. Les sept premiers cubes de Fibonacci sont représentés dans

la Figure 2.4.

2.3.1 Structure récursive

Un mot de Fibonacci de longueur n est un mot binaire by - - - b, tel que b;b;1; = 0
pour tout 1 <7 <n —1,ie. by --b, ne contient pas deux 1 consécutifs. Posons I,
I’ensemble de tous les mots de Fibonacci de longueurs n, I, correspond a ’ensemble
des codes de Zeckendorf représentant les entiers {0, 1, -+ , F}, 1o — 1} par des nombres
de Fibonacci, voir la Section 1.3.7. Le cube de Fibonacci, noté I',,, est le graphe défini
par 'ensemble des sommets [F,, et deux sommets sont voisins si et seulement si leur
distance de Hamming est égale a 1, en d’autres termes, I',, est obtenu a partir de

(), apres suppression de tous les sommets contenant deux 1 consécutifs.
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10 010e
0 00 000 100
A
o 1 01 001 101
Iy Iy Ty I's
1 101 1
1010 0010 01010 00010
»10010
00000| 00100
1000 000 0100 01000
10100
10000
1001 101 101
0o 0001 010 01001 00001 Q10
10001 10101
F4 FS
101010 100010
001010 000010
$010010
1
1010008 | Q000000 | g00100
1
001000 000000 00100
010000
10100
100001 1001
L1001 0000 00101
00010
001001 000001
010001 010101

L

FIGURE 2.4 — Cubes de Fibonacci.

I',, peut étre construit a partir de I',,_; et T',,_o, en rajoutant 0 au début (ou 0 a la

fin) de chaque sommet de I';,_; et 10 au début (ou 01 & la fin) de chaque sommet de
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I',,_o, on écrit alors
Fn = Orn,1 + 10Fn72

ou encore [56]
r,=r,,0+1,-,01

Cette procédure est appelée décomposition fondamentale du cube de Fibonacci.

2.3.2 Caractérisation par le graphe simplexe

Le graphe simplexe d’'un graphe G noté k(@) est introduit par Bandelt et van de
Vel [6], qui le définissent comme le graphe dont I'ensemble des sommets représente
I’ensemble de toutes les cliques de GG y compris la clique vide et deux cliques sont

adjacentes si et seulement si elles different en un seul sommet, voir la Figure 2.5.

U1
Vs U3 {vg, 04} {va}
p {Uh U4}
U3
1 Us {va} 0 {vs} .
" (o}
(O Uy V2 {U3 Us}

{vg, 05} {vs}

{Ul, 715} {Ula U3, ’05}
(a) (b) ()

FIGURE 2.5 — (a) : P5, (b) : Ps, (c) : graphe simplexe de Ps.

Soit P, = vy ... v, une chaine sans corde. Cabello et al. [21] montrent que pour tout
n > 1, T, est isomorphe au graphe simplexe de P, (le complémentaire de P,). En
effet, pour chaque clique C' on définit un vecteur caractéristique X (C') de longueur

n dont la *™¢ composante est donnée par

{1, siv; € C,
T; =

0, sinon.

X (C) ne contient pas deux 1 consécutifs (car v;v;1y ¢ E(P,),i=1,...,n—1), par

conséquent, 1'ensemble des cliques de P, est en bijection avec I’ensemble des mots
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binaires ne contenant pas deux 1 consécutifs, un exemple pour n = 5 est illustré

dans la Figure 2.5.

Remarque 2.1. Un stable dans G est une clique dans G, ainsi de maniére analogue

I',, est isomorphe au graphe dont I'ensemble des sommets est représenté par 1’en-

semble de tous les stables de P, et ol deux sommets sont voisins s’ils different en

un seul sommet.

2.3.3 Plongement du cube de Fibonacci dans I’hypercube

Ili¢ et al. montrent dans [36], que le cube de Fibonacci est un cube partiel. En effet,

onaVu,v € V(I',), dr, (u,v) = dg, (u,v). I';, admet donc un plongement isométrique

dans @, comme l'illustre la Figure 2.6, les cubes de Fibonacci sont représentés en

1110

1010

1111

bleu.
1100
100 9110 0100
01101000
—
00 10 000 510 0000 an ol
10 111 01014
0111100 10
01 11 001
0001
01 0011
11100 11110
10100 000
0110
1010
10101 o 11001
1101
10001
10011
01100
01110
00100 i
00110
01010
(000 00010 01101 01111
00101 oI 01001
01011
00001 00011

FIGURE 2.6 — Plongement de I',, dans @),, pour n = 2, 3,4, 5.
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2.3.4 Propriétés du cube de Fibonacci

Depuis leurs introduction, les cubes de Fibonacci ont été largement étudiés, leur
application dans le domaine de l'informatique en tant que modele de réseaux d’in-
terconnexion et dans le domaine de la chimie théorique (voir la Section 2.3.5) ont
inspiré de nombreux travaux qui ont permis de mettre en évidence des propriétés
structurelles, combinatoires ou encore topologique, en particulier sur la connectivité,
les algorithmes de reconnaissance, la tolérance aux pannes, et bien d’autres. Pour

plus de détails voir les références suivantes : [3, 17, 33, 46, 57, 58, 71].

Hsu [35], montre que le diametre du cube de Fibonacci de dimension n est égale a n,
Munarini et Salvi [56] déterminent le rayon de I',, qui est égal a [%W L’hamiltonicité
du cube de Fibonacci est étudié en 1993 par Cong et al. dans [24], ils démontrent
notamment que tous les cubes de Fibonacci contiennent une chaine hamiltonienne.
Zelina établit dans [77] qu’il n’y a que les cubes de Fibonacci d’ordre paire qui
contiennent un cycle hamiltonien, plus précisément, pour n = 3k + 1 ou k > 1.
Autres propriétés des cubes de Fibonacci et que se sont des graphes médians [40] et

qu'ils peuvent étre reconnus en temps polynomial [71].

Posons S(I',) 'ensemble des cycles de longueur 4 du cube de Fibonacci de dimen-
sion n. La décomposition fondamentale du cube de Fibonacci permet d’obtenir des
relations de récurrences notamment sur le nombre d’arétes et sur le nombre de cycles

de longueurs 4 qui sont données par
[E(T)| = [E(Cn-1)| + [E(Tn2)| 4+ F, 1> 2

et
IS(Ty)| = |S(Th)| + [S(Tho)| + |[E(Th—2)], n>2.

Klavzar établit les résultats suivants qui expriment le nombre d’arétes et de cycles

de longueurs 4 dans le cube de Fibonacci en termes de nombre de Fibonacci.

Proposition 2.4 [40]. Pour tout n > 1

|E(Fn)| = Z FiFy i1
i=1
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Et pour tout n > 3

n—2
=D E|ET, i)l
=1

Le nombre de sommets de poids w < n dans I',, est déterminé par Mollard [52], il

est obtenu par I'expression ("‘Zj_l).

2.3.5 Cube de Fibonacci en Chimie Théorique

Une chaine hexagonale H,, a n hexagones est un graphe défini récursivement comme
suit. Si n = 1, alors H; est un hexagone i.e. un cycle a six sommets. Pour n > 2, H,
est obtenu a partir d’'une chaine hexagonale H, 1 avec n — 1 hexagones en reliant
le n®™¢ hexagone le long d’une aréte e du (n — 1)®™¢ hexagone, ol les sommets de e

sont de degré 2 dans la chaine hexagonale H,,_; [43], voir la Figure 2.7.

1 0

Hl H2 H3

FI1GURE 2.7 — Chaines hexagonales.

Remarque 2.2. Un hexagone r d'une chaine hexagonale qui est adjacent a deux
autres hexagones est appelé hexagone intérieur. Un hexagone intérieur contient deux
sommets de degré 2. Si ses deux sommets sont adjacents, on dit que r est relié

angulairement.

Un fibonacenne est une chaine hexagonale ou tous ses hexagones, a I’exception des
deux terminaux, sont reliés angulairement. Pour plus de détails sur les concepts
de chimie théorique, veuillez consulter les références [5, 70]. La chaine hexagonale
illustrée dans la Figure 2.8 est relié¢ angulairement, ce qui en fait un fibonaccene. En

revanche, la chaine Hj de la Figure 2.7 ne 'est pas.

FIGURE 2.8 — Fibonaccene.
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Remarque 2.3. Les fibonaccenes sont les graphes moléculaires (appelés structures
Kékulé) d’une famille d’hydrocarbures aromatiques polycycliques : les benzénoide de
formule chimique C}y,,12Ho,14 avec n > 1. Les sommets représentent les atomes de
carbones et les arétes représentent les liaisons entre ces atomes. Les liaisons doubles
entre les atomes de carbone sont indiquées par des arétes doubles. La détermination
de toutes les configurations possibles de ces liaisons (toutes les structures Kékulé),
correspond a la recherhe de tous les couplages parfaits dans le graphe moléculaire

(structure Kékulé). Un exemple est le phénanthrene, illustré par la Figure 2.9.

hl h2 h‘3

h4 h5

FIGURE 2.9 — Structures kékulé du phénanthrene.

Considérons un graphe G biparti planaire. Le graphe résonance de G noté R (G) est
le graphe dont I’ensemble des sommets est ’ensemble de tous les couplages parfaits
de G et deux sommets sont voisins si et seulement si leur différence symétrique est un
hexagone de G. Les graphes résonance jouent un role important en chimie théorique

car ils refletent la stabilité des molécules.

Klavzar et Zigert [43] établissent une bijection entre I’ensemble des sommets du cube

de Fibonacci est ’ensemble des sommets du graphe résonance d’un fibonaccene.

Théoreme 2.1 [43]. Soit G un fibonaccene a n hexagones. Le graphe résonance de

G est isomorphe au cube de Fibonacci I',,.

Nous pouvons clairement voir que le graphe résonance du phénanthrene, illustré par

la Figure 2.10, correspond bien au cube de Fibonacci I's.
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hy

hye————eh;

F1GURE 2.10 — Graphe résonance du phénanthrene.

2.4 Cube de Lucas

Le cube de Lucas A,, n > 1, est introduit en 2001 par Munarini et al. [55], il est
défini comme un sous-graphe du cube de Fibonacci engendré par ’ensemble des mot
binaires qui ne contiennent pas deux 1 consécutifs de maniere circulaire, c’est-a-dire
qui ne commencent pas et ne se terminent pas a la fois par un 1. Un mot de Fi-
bonacci by --- b, qui vérifie la condition b1b, = 0 est appelé mot de Lucas. Les six

premiers cube de Lucas sont représentés dans la Figure 2.11.

Le cube de Lucas et le cube de Fibonacci sont étroitement lié, de ce fait ils sont
souvent étudiés conjointement. Le cube de Lucas admet une décomposition en deux
sous-graphes isomorphes a I',,_; et I',,_3 engendrés respectivement par les sommets
qui commencent par 0 et les sommets qui commencent par 1 et se terminent par 0,
on écrit

A, =0, 4+ 10T, _30,n > 3. (2.2)

Le processus de construction du cube de Lucas a partir du cube de Fibonacci est
appelé décomposition fondamental du cube de Lucas. Le nombre de sommets de A,

est égal au n®™¢ nombre de Lucas L,,. En effet, de (2.2), on a pour tout n > 3,

V(A = Fopr 4 Foa
= L,

Avec |V(Ay)| =1 et [V(A,)| =3.
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10010

00010

01 001
0 010
° 00 000
10 100
10100
0101 0100 00101 00100
10000
0000 0010 00000
00001
0001
1000 1010 01001 01000 01010
010101 010100
000101 000[100
100100 ¢
010000
010001 # 010010
00000
000001 000010
100000 100010
001000
001001 001010
101000 101010

FIGURE 2.11 — Représentation de A,, pour n < 6, les sommets qui ne correspondent
pas au code de Lucas sont soulignés et représentés en gras.

2.4.1 Caractérisation de A, par le graphe simplexe

Tout comme le cube de Fibonacci, le cube de Lucas se définit par un graphe sim-

plexe. Plus précisément, A,, = k(C,,), pour tout n > 2, ou C,, est un cycle sans corde.

Plus encore, soit le graphe dont I’ensemble des sommets est constitué de de tous les

stables de C),, incluant le stable vide, et ou deux sommets sont adjacents si les stables
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correspondants different exactement en un seul sommet. Ce graphe ainsi défini est
isomorphe au cube de Lucas A,,. Un exemple, pour n = 5, est illustré par la Figure
2.12.

{vg, 04} {wa}

[Ula U4}
. 0 | fug)
U3
U5 Vg el V1, U3}
{oi} )
V4 (%]

{v2, 05} {vs} {vs, v5}

FI1GURE 2.12 — Construction de A5 a partir de Cs.

2.4.2 Plongement du cube de Lucas dans I’hypercube

1li¢ et Klavzar [37] montrent que le cube de Lucas est un sous-graphe isométrique de
I’hypercube. Nous illustrons le plongement des six premiers cubes de Lucas dans I'hy-
percube de méme dimension dans la Figure 2.13, les cubes de Lucas sont représentés

en bleu.

2.4.3 Propriétés des cubes de Lucas

Le cube de Lucas présente de nombreuses propriétés aussi intéressantes que le cube
de Fibonacci. Klavzar [40] a montré que le cube de Lucas est un graphe médian,
tandis que Taranenko [69] a développé un algorithme polynomial permettant de re-
connaitre si un graphe est un cube de Lucas. Cependant, Munarini et al. [55] ont

démontré que le cube de Lucas n’est cependant pas hamiltonien

Tout comme le cube de Fibonacci, le cube de Lucas trouve des applications en chi-
mie théorique. Zigert et Berlic ont montré dans [81] que le cube de Lucas est le
graphe résonance d’une famille de graphe apparenté a la classe des fibonaccenes non

cyclique, également appelée "cyclic polyphenanthrene ”.

Le nombre d’arétes du cube de Lucas s’obtient par la formule de récurrence suivante :
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1100 1110
0100
10 110 01101000
0000 | 1010
010 1101
00 10 000 0 I 1111
0101 g——4
10 111 011109
1011
0001 &
01 11 001 o
11100 11110
10100 o
0110
1010
1
0000 0010 11101 1111
10101 o 1001
1101
10001
10011
01100
01110
00100 o
00110
01010
Q000 00010 01101 01111
0010 00111 01001
01011
00001 00011

FI1GURE 2.13 — Plongement de A,, dans @), pour n = 2, 3,4, 5.

|E(A1)| =1 et pour tout n > 2,

[E(A)]

[E@Cn1) + [ETh3)| + Fus.

Le nombre de cycle de longueur 4 est donné par, |[S(A;)| = 0 et

[S(An)| = |S(Cna)| + [S(Tns)| + [E(Tns)|,

n > 2.

Ou E(A,,) désigne I'ensemble d’arétes dans A, et S(A,,) désigne I'ensemble de cycles

de longueur 4.

Proposition 2.5 [40]. Pour tout n > 2, on a

n—1
|E<An)‘ == Z FiLnfifl-
1=1
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Pour tout n > 5,

1S(A)] = z Li|B(Tois)].

2.5 Code de Zeckendorf et mot de Lucas

En comparant entre I’ensemble des sommets du cube de Lucas, également appelé en-
semble des mots de Lucas, et celui de I’ensemble des codes de Lucas, vu au chapitre
précédent, nous constatons que certains mot de Lucas ne correspondent a aucun
codes de Lucas et inversement, voir le Tableau 2.1 et la Figure 2.11, a I'instar du
cube de Fibonacci ou ’ensemble des sommets du cube de Fibonacci est en bijection

avec les codes de Fibonacci.

Ceci nous a motivé a élaborer une bijection entre 1’ensemble des sommets du cube
de Lucas et I’ensemble des codes de Lucas. Rappelons que pour obtenir un code de
Lucas de longueur n il suffit d’ajouter des 0 a gauche, le code binaire ainsi obtenu

est lu de gauche a droite.

Entier | Code de Lucas || Entier | Code de Lucas
1 10 11 100000
2 01 12 100010
3 100 13 100001
4 1000 14 100100
5 1010 15 101000
6 1001 16 101010
7 10000 17 101001
8 10010 18 1000000
9 10001 19 1000010
10 10100 20 1000001

Tableau 2.1 — Code de Lucas des 20 premiers entiers.

Posons pour tout n > 0 :

F,, : L’ensemble des codes de Fibonacci de longueur n;

L, : L’ensemble des codes de Lucas de longueur n;

C, : L’ensemble des sommets du cube de Lucas de longueur n;

A, = {a,_10;a, € F,,} : 'ensemble des codes de Fibonacci qui se termine par 0.
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Théoreme 2.2 [1]. Pour tout entier n > 0, la fonction f : C,, — L,, est définie pour
Bn € Ap, par

108,401 pour x,, de la forme 03,,_4101,
f(@n) =

Ty sStnon.
est bijective.

Preuve. Montrons que f est bien définie et bijective. Pour montrer qu’elle est bien
définie il suffit d’observer que f(x,) est dans L£,, pour tout x,, € C,.

A présent, nous montrons que f est injective. Soit z,, et y, deux sommets du cube
de Lucas de dimension n, tel que f(z,) = f(yn).

Si z, # 08,-4101 et y,, # 0cv,_4101, alors f(x,) = f(y,) implique que x,, = y,.

Si z, = 008,_4101 et y, = 0a,_4101, alors f(z,) = f(y,) implique 105, 401 =
10c,_401, ce qui donne (3, 4 = a,,_4 et ainsi x,, = y,.

Si @, = 08,-4101 et y,, # Ocv,_4101, alors f(x,) = f(y,) donne 108,401 = y, ce
qui contredit y, € C,. Par conséquent, f est injective.

Enfin, nous montrons que f est surjective. Soit y,, € £,, un code de Lucas de longueur
n. Alors y, est un code de Fibonacci de longueur n et y, # o, 3101, a,,_3 € A, _3.
Nous affirmons que £, = F,, \ {a,,_3101, v, _3 € A,,_3}, avec |F,| = F,42 et |A,| =

F, 1. 1l s’en suit que

1L, = |Fo| = {an-3101, 0003 € A, 3}
= Fn+2 - Fn—2
= L,.
D’ou le résultat. O

2.6 Généralisation du cube de Fibonacci

Au début des années 90, Liu et Hsu [50] ont introduit la premiere généralisation du
cube de Fibonacci. Ils considerent un sous-graphe de (), auquel on supprime tous
les sommets contenant s 1 consécutifs. Le graphe ainsi obtenu est appelé cube de

Fibonacci d’ordre s. Depuis lors, plusieurs autres généralisations ont été proposées.

Dans ce qui suit, nous évoquons quelques-une de ces généralisations. Pour une liste
de références complémentaire, veuillez consulter [27, 28, 29, 36, 37, 45, 50, 53, 72, 75].
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Posons B,, 'ensemble des mots binaires de longueur n, pour tout n > 1, avec By =

{A}, A désigne le mot vide.

2.6.1 Cube s-bonacci

On appelle mot s-bonacci un mot binaire qui ne contient pas s 1 consécutifs. Posons
F') Pensemble des mots s-bonacci de longueur n, n > 0, s > 2, ol fés) = By.
L’ensemble F(*) correspond & l'ensemble des codes de Zeckendorf représentant les
entiers {0, 1,... ,F,Eig - 1} par la suite s-bonacci.

Le cube s-bonacci de dimension n, noté Fff), est le graphe dont I’ensemble des
sommets est égal a 'ensemble F(¥) et deux sommets sont adjacents si et seulement
si leur distance de Hamming est égale & 1. En d’autres termes, I'(*) est un sous-graphe
de (), engendré par les mots binaires ne contenant pas s 1 consécutifs. L’ensemble

= F,Ei)Q, et 'ensemble des arétes est
noté E(). La Figure 2.14, montre la structure de Fff), pour s = 2,3,4.

des sommets de I'®) est noté V() avec ‘Vn(s)

Structure récursive

La concaténation de deux mots binaires «, 3 est notée af5. En particulier, 1° est le
mot binaire obtenu en concaténant s fois 1. Soit A un ensemble de mots binaires,
aA = {auju € A}. L’ensemble des sommets V,(*), s > 2 n > 0, peut étre partitionné
(s)

en s sous-ensembles A, ;, contenant les sommets qui commencent par i 1 consécutifs,

avec 71 =0,---,s5— 1. Pour tout n > s > 2, Aﬁfﬁ est défini de la sorte

B 0 (Uf;& Afle’i) , pouri=0,
114 pour 1 <i<s—1,

n—1,07

et pour tout 0 <n <s—1,

By, sin—i=0,
0B,_1, sin>1leti=0,
A¥ = { 1B, sin=i#0,
1°0B,_;—1, sin>2etl1<i<n-—1,
0, sii>n+1.

Le cube s-bonacci de dimension n contient des copies isomorphes a FSZH, engen-

drées chacune par ’ensemble Affli, pour tout 0 < i < s — 1, qui sont reliés entre
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1100 1101
1
1010 000 1000 1001
1011
1010
1000 0000, 0100 0011
0010
0000 0001
1001 0101 0100 0101
0001
0110
3
Iy Ty
1110
[
1100 1101
1000 1001
1011
1010
0011
0010
0000 0001
0100 0101
0110 0111
(4)
Iy

FIGURE 2.14 — Les cubes s-bonacci, pour n = 4, s = 2, 3, 4.

elles par un couplage parfait.

(s
n—1i

Proposition 2.6 [51]. Tout sommet de I',”; est adjacent a un unique sommets de

F(S)

W.o1<j<i<s

Lieu et al. [51] montrent que pour tout s > 2,n > 1, I'®) contient une chaine
hamiltonienne. Ils montrent également que si Féi)Q est paire, alors I'®) admet un
cycle hamiltonien, pour tout n,s > 2. Sinon, I'®) admet un cycle hamiltonien de

longueur‘Fﬁig——l.

Remarque 2.4. Le cube s-bonacci est également connu dans la littérature sous

le nom de cube de Fibonacci généralisé d’ordre s. Il est défini a partir de la suite
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de Fibonacci généralisée présentée dans le Chapitre 1. Pour distinguer le cube de
Fibonacci généralisé d’ordre s des autres généralisations, nous avons choisi de le

nommer : cube s-bonacci, en référence a la suite s-bonacci.

2.6.2 Cube de Fibonacci étendu

En 1997, Wu [75] propose une nouvelle version plus élargie du cube de Fibonacci, ap-
pelée cube de Fibonacci étendu (Extended Fibonacci cube). A 1'encontre des cubes
de Fibonacci dont uniquement 1/3 d’entre eux sont hamiltoniens, les cubes de Fi-
bonacci étendu sont tous hamiltoniens. Rappelons que I’hamiltonicité d’un graphe
joue un role crucial dans le choix de ce dernier comme structure topologique dans
I’architecture des réseaux informatiques, puisqu’elle permet d’optimiser la connecti-
vité, le routage, la performance ou encore la robustesse des réseaux informatiques,
voir [4, 31, 78]. Les cubes de Fibonacci étendu conservent certaines des propriétés
du Cube de Fibonacci et ils émulent efficacement des algorithmes d’hypercube .

Le cube de Fibonacci étendu est noté Ffl, 0 <i <mn, il est définit de la sorte :

Définition 2.1. On appelle *™¢ cube de Fibonacci étendu, 7 < n, le sous-graphe de

@y, induit par ensemble des sommets V! = V (I')) défini par :
7f+2 - OV;JA + 10Vrf7

avec V' = B; et Vi'\; = Biy1.

Nous pouvons constater que '} = Q;, I'., | = Q41 et ') =2 T, voir Figure 2.15.

0100 0101
1000 1001
100
0 00 10 000, 010
0000 0001
1010
101 1011

1 01 11 001 011 0010 0011

FIGURE 2.15 — Cube de Fibonacci étendu I'Y pour n = 3,4, 5, 6.

Whitehead et Salvi [74] montrent que I, est le produit cartésien du cube de Fibo-

nacci I',,_; et de I'hypercube @;. Une des propriétés du produit cartésien de graphe
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est que si G et H possedent une chaine hamiltonienne alors le graphe obtenu par
produit cartésien de G et H contient un cycle hamiltonien [38]. Comme le cube
de Fibonacci et I'hypercube possedent tout deux une chaine hamiltonienne il s’en-
suit que I'” est hamiltonien. Le cube de Fibonacci étendu est également un graphe
médian [40].

2.6.3 (p,r)-Cube de Fibonacci

Une autre généralisation plus élargie et qui englobe les cubes de Fibonacci, est celle
proposée par Egiazarian et Astola dans [29], appelée (p,r)—cube de Fibonacci. Le
(p,r)-cube de Fibonacci, noté I'P")| p r < n, est le graphe induit par 1’ensemble
des mots binaires de longueur n qui contiennent au plus r 1 consécutifs et au moins

p zéros entre deux séquences contenant au plus r 1. Notons que '™ correspond

(1,s—1)

a I'hypercube de dimension n, I'Ycorrespond au cube de Fibonacci et I'{

correspond au cube s-bonacci. Un exemple est illustré par la Figure 3.1, pour p =

2,r=1etn=20,---,0.

10 100
0100@
0010
0 010
[ 00 00 1000 0000
A
o
1001 0001
1 01 001
(2,1) (2,1) (2,1) (2,1) (2,1)
L ) I I3 Iy
000100
10010 010000 010010
$00010 1001004
001000 000000

000010
0000 IOIOOO
00100
® 100000 €100010

01000 00000
001001 000001
0001
01001 00001 ©100001
2,1 2,1
@D @D

4

6

FIGURE 2.16 — (2, 1) —cube de Fibonacci de dimension n =0, --- 6.
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2.6.4 Cube de Fibonacci généralisé

Le cube de Fibonacci généralisé proposé par Klavzar et al. dans [36], est un sous-
graphe de @), induit par les sommets qui ne contiennent pas le mot binaire f comme
sous séquence, on le note @, (f). Ainsi le cube s-bonacci de dimension n est le cube

de Fibonacci généralisé @), (1°).

2.7 Conclusion

Ce chapitre a exploré les structures, les propriétés et les diverses caractérisations du
cube de Fibonacci et du cube de Lucas. Ces graphes sont des sous-structures par-
ticulieres de I'hypercube. Initialement introduits comme modeles topologiques pour
I’architecture des réseaux d’interconnexion, ils ont ensuite trouvé des applications
en chimie théorique.

Nous avons présenté la bijection entre ’ensemble des sommets du cube de Lucas et
les codes de Zeckendorf, qui représentent des entiers par des nombres de Lucas.
Enfin, le chapitre s’est conclu sur plusieurs généralisations du cube de Fibonacci,
en mettant ’accent sur les cubes s-bonacci, qui seront étudiés dans les prochains

chapitres.



Chapitre 3

Propriétés énumeératives et cube

polynomiale du cube Tribonacci

3.1 Introduction

Nous considérons dans ce chapitre les cubes 3-bonacci, autrement dit, les sous-
graphes de @), engendrés par I’ensemble des sommets qui ne contiennent pas trois
1 consécutifs. Rappelons que la suite de Fibonacci d’ordre 3 est connu sous le nom
de suite Tribonacci (1.6) vue au Chapitre 1. De ce fait, nous nommons les cube

3-bonacci par cubes Tribonacci.

Soit G un graphe, notons par ¢(G) le nombre de sous-graphes dans G isomorphes
au k-cube. Le cube polynomial de G, noté C(G, x), est introduit au début des années
2000 par Bresar et al. [17]. Le cube polynomial de G est un polynome de comptage,

dans lequel le coefficient de z* est le nombre de k-cubes dans G,

C(G,z) =Y (G)a".
k>0
L’énumération des hypercubes dans un graphe s’avere important aussi bien en gé-
nétique humaine [7] qu’en chimie théorique [43]. En 2012, Klavzar et Mollard ont
déterminé le cube polynomial du cube de Fibonacci et du cube de Lucas. Pour plus

d’informations sur le cube polynomial voir les références [15, 45, 60, 79].

A T'instar du cube de Fibonacci, le cube Tribonacci de dimension n admet une struc-

ture récursive, étant donné qu’il peut étre construit a partir des cubes Tribonacci de
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dimensions inférieures. Il en résulte de cela des propriétés combinatoires attrayantes
que nous nous proposons de détailler dans le présent chapitre. Nous déterminons
plus particulierement, le nombre de sommets d’un certain poids, le nombre d’arétes

et le cube polynomial du cube Tribonacci.

3.2 Structure de I'’)

Le cube Tribonacci de dimension n, noté I'®)| est un sous-graphe isométrique de

n

I’hypercube @),, engendré par I’ensemble des mots binaires de longueurs n contenant

au plus deux 1 consécutifs. La Figure 3.1 illustre quelques un de ces cubes.

100 110
0 00 10 000 010
A
o »101
1 01 11 001 011
3) (3) 3) 3)
g ) Iy I
1100 1101
1000 1001
1011
1010
0110
0011
0010
0000 0001
0100 0101
3)
Ty

FIGURE 3.1 — Représentation des cinq premiers cubes Tribonacci.

On définit un mot Tribonacci de longueur n comme un mot binaire «o,, = ay - - a,
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avec a;_1a;a;41 = 0, pour 2 <1 < n — 1. Autrement dit, o, ne contient pas trois
1 consécutifs. Posons 7, = {a;---a,la;_1a;a;11 = 0,2 <i <n— 1} 'ensemble des
mots Tribonacci de longueurs n, y compris le mot vide A. Il n’est pas difficile de

vérifier que |T,| = T2

Le cube Tribonacci de dimension n est le graphe dont I’ensemble des sommets est
T, et ou deux sommets sont adjacents si et seulement si leur distance de Hamming

est égale a 1.

L’ensemble 7,, peut étre partitionner en trois ensembles A,,, B,, et C,, qui contiennent
tous les sommets qui commencent par 110, 10 et 0, respectivement. Les ensembles

A,, B, et C, sont définis récursivement de la sorte

An = 11071727
Bn = 1Cn717
C,=04,1U0B,_1U0C,_1,

avec A0:A1:BQI(Z),CQI{)\},Clz{O},Bl :{1}

Le cube Tribonacci se décompose ainsi en trois sous-graphes F,(lg,)g,F,(ls,)Q et FS’,)l

engendrés respectivement par les ensembles A,, B, et C,. D’apres la Proposition

2.6, chaque sommet de FS) ()

~; est adjacent a un unique sommet dans I',”; pour tout

3 > 5 > 1 > 1, comme lillustre la Figure 3.2. Plus exactement, chaque sommet

101 dans FS’,) 5 possede un unique voisin; le sommet 00la dans FS’,)I, avec a €

B,,_3UC,_3. Chaque sommet 10a dans FS’_)Q possede un unique voisin ; le sommet

00 dans T'? |, o € C,_s. De ce fait, les arétes qui relient 1OF7(13_)2 et OOFS_)Q forment

n—1»
3)

un couplage parfait. Chaque sommet dans 1101, 5 possede un unique voisin a la fois

dans F1(1321 et FS’,)Q : le sommet Ola respectivement 10a, o € C),_5. 1l en résulte de
méme un couplage parfait, le premier se situe entre Ol()f‘f_)?) et 110F7(13_)3 et le second

se situe entre 1001“,(1323 et 1101“;3_)3.

3.3 Propriétés énumératives

Nous présentons dans cette section quelques propriétés énumératives et combina-
toires sur le nombre d’arétes et le nombre de sommets d'un certain poids dans le

cube Tribonacci.
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3
or®,

n
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f( o )\ 100,
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110r®,
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FIGURE 3.2 — Décomposition de I'®).

A partir de la décomposition du cube Tribonacci I'®, on peut obtenir le nombre

n

d’aréte par une relation de récurrence donnée ci-dessous
(B = |BEC2)|+|ECD)| + [ECL)| + Tw+ 2T n >3, (3.1)

avec |E(IY)| = 0, [B(TY)| =1 et |B(TY)| = 4.

Nous présentons ci-apres la fonction génératrice de la séquence (3.1).

Proposition 3.1 [14]. La fonction génératrice du nombre d’arétes dans T'®) est

donnée par

S [BEE)|y = L2

. 3.2
n>0 (1—y—y*>—y?)? 3.2)

Preuve. Dans [65], il est établi que la fonction génératrice de la séquence (1.6) est

)
T(y) = Twy" = .
,; l—y—y* =y’
Notons la fonction génératrice de la séquence ‘E (Fg’))‘ par E(y). De la relation (3.1),

on a

Ey) = Y |[ECY)|y"

n>0

= y+ay’+ Y [ECD)|y

n>3
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= W+ + )X [ECD)|y + (1 +29) Y Toy”

n>0 n>0

= W+ +v)EW) + 1 +2y)T(y).

]

Nous montrons que le nombre d’arétes du cube Tribonacci s’obtient par produit de

convolution de nombres Tribonacci.

Théoréme 3.1 [14]. soit n > 0 un entier naturel. Le nombre d’arétes dans T'®) est

donné par

(B =3 Th(Taokss +2T0 ).
k=0

Preuve. On a
E(y) =y '(1+2y)T%(y),

ou

T*(y) =YY Tl wy™

n=0 k=0

Ainsi

Ey) = (y'+2) i Zn: T T ky"

n=0 k=0
S S EAVENED 3 kN
n=1k=0 n=0k=0
oo n+l o "
= Z Z Tan_kHy” +2 Z Z Tan—kyn
n=0 k=0 n=0 k=0
= Y Tu(Toksr + 2T i)y™
n=0 k=0

]

Posons S)¥ I’ensemble de tous les sommets de FS’) ayant un poids w. Le nombre de

ces sommets est donné par la relation de récurrence suivante.

Lemme 3.1 [14]. Pourn >3 et2 <w < {%J on a

S = | S| + [Sw | + |Se3),

o
1Syl =153 =1, n >0,

1S =mn, n>0,
521 =0, n>0,w> |25
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Preuve. Un sommet de poids maximum peut étre obtenu en concaténant p fois le

mot 110, o p = [n/3] et en terminant par 1"73F. Ainsi, le poids maximum d'un

mot Tribonacci est égal a {@J La preuve de (3.3) découle directement de la

décomposition de I'®)| et les condition initiales peuvent étre déduites & partir de la

Figure 3.1. O

Nous présentons maintenant une formule explicite pour le nombre de sommets de

poids w.

Théoréme 3.2 [14]. Le nombre de sommets de poids w dans I'®) est

ILS)’5|=W§W:+1 (”‘?’“)( J ) (3.4)

j=0 J w_j

Preuve. Pour n > 0, w > {@J, nous avons w — j > j par conséquent

()
j=0 ] w_j ‘

La preuve du théoréeme se fait par récurrence sur n. De I'équation (3.3) et par un
simple calcul, nous pouvons vérifier que (3.4) est vraie pour n = 0, 1, 2. Supposons a
présent que (3.4) est vraie pour toute les valeurs de p < n — 1 et montrons que c’est

vraie pour p = n. En utilisant ’équation (3.3) et ’hypothese de récurrence, on a
U (n—w J " (n—w J
]+ . .
(L) = ()65
2 (55
j=0 ] w_j_Q
n—w+1 : : :
-5 () ) )]
20 J w—J w—7—1 w—7—2
en utilisant 'identité de Pascal
" et i —w j j+1
s =5 () G050
=\ w — j w — j
n—w-+1 . n—w-+1 .
n—uw n—uw
-2 (0) 5 (D65 )
20 J w—J = \J—1j\w—-j-1

|55 :

] j
n

_l’_

n
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comime

OO E )

en utilisant l'identité de Pascal encore une fois
n—w-—+1 -
J n—uw n—uw
jz:;) w—j J Jg—1

SR

3.4 Cube polynomial

Dans cette section, nous étendons les résultats sur le cube polynomial du cube de
Fibonacci, obtenu en [44], au cube Tribonacci. Rappelons que ¢o(I'®)) = T, 15,
cl(T®) = ‘E(FS’))‘ et co(T®) est le nombre de cycles de longueur 4 dans T'(®).
I1 est bien connu que le cube polynomial de @, pour n > 0 est C(Q,,z) = (2+ )"
[17]. Notons le cube polynomial de I'® par C(T'®), x), les sept premiers d’entres eux

sont listés ci-dessous :

( )
( )
(Fg?’),x) =4+ 4z + 22,
C(rY,z) =7+ 9z + 322,
( ) =134 22z + 122 + 227,
( ) =24 4 50z + 372 + 112° + 24,
( ) = 44 4 108z + 9922 + 402® + 6z*.

5 2L

6 »T

Lemme 3.2 [14]. Pour tout n > 3, le cube polynomial de T®) satisfait la relation

de TéCUT’TeTLCB suivante N
c(r®, z) =P, 2) + (1 +2)0TP,,2) + (1 + 2)200P,, 2),

avec C(T'®) ) = 2+ 2)",0<n < 2.

Preuve. Pour n < 2, I'® est isomorphe & Q,, d'ou C(I'® z) = C(Q,,z). Pour
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3 1O

n > 3, un sous-graphe isomorphe a @) dans 'y, I',7, et F;?)_)g est toujours de

dimension k& dans I'®. Le nombre de ces hypercubes est obtenu par C (F,(ls,)l,x) +
C(r®,, z)+ TP, x).

n—2 n—3
Le sous-graphe 1OF£L?’_)2 engendré par 'ensemble B, possede une copie dans OFS’_)l
ces deux derniers sont reliés entre eux par un couplage parfait, ainsi un sous-graphe
isomorphe a @)y dans 1"23,)2 est de dimension k+ 1 dans I'®). Ces derniers sont donnés
par xC(FS’_)% x).

De méme, le sous-graphe 1101“513_)1 engendré par A, posseéde une copie dans or®

n—1»
alors un hypercube de dimension k£ dans Ff’_)g est de dimension k& + 1 dans I'®. De

®3)

maniere similaire, le sous-graphe 110I',”; engendré par A, possede une autre copie

dans 10F(3)2, dans ce cas le nombre de sous-graphes isomorphes a (), est donné

par 2zC' (FS’_)?), x). De plus, rappelons que le sous-graphe 100F;3_)3 possede une copie
(3)

dans 0F7(13_)1, voir la Figure 3.2. Alors, un hypercube de dimension k£ dans I';”; est

de dimension k + 2 dans T'® | ceci est exprimé par z2C (FS’Z?,, ). O

Le théoréme suivant établit la fonction génératrice du polynéme C(I''®), ) pour tout
n > 0.

Théoréme 3.3 [14]. La fonction génératrice du cube polynomial C(T®) x) est

1 1 1 292
= l—y—(1+4+2)y>—(1+2)%

Preuve. Notons la fonction génératrice de la séquence C(I'®), ) par f(x,y). Par le

Lemme 3.2, on a

f(l’, y) = ZnZO C(szg)a I)yn
- ?L:O C(FS’), x)yn + ZnZi’) C(Fv(lg)v I)yn

= yf(z,y) + L+ o)y f(x,y) + A+ 2)° f(z,y) +1
+H1+2) [Z2 2+ )y -y

O

La formule explicite du cube polynomial du cube Tribonacci est donnée par le théo-

reme ci-dessous.

Théoréme 3.4 [14]. Pour tout n >0, C(T®) x) est un polynéme de degré {%J
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exprimeé par :

L2(7L3+1)J L2(7L;1)J ekt ]
—k+1 kY |
Cr® gy — (” o )( / )()x
i— k=0 =0 J k—j)\i

Preuve. Du Théoreme 3.3, on a

[e=]

1+ (1+2)y+ (1+x)%2

S oT® a)yn =

n>0 1—y— (1 + x)?JQ - (1 + x)2y3
= Y Yy (l+ A +a)y+ (1 +z)y) !
a>0
a+1
+1 - ,
- Sy Z(a ) Yy (14 (14 2)y)
a>0 7=0
_ ZZ(H ) (1 + 2y a+ﬂz<> (1 +2)iy
a>0 j=0
a+l 7 1
= > > Z( )(]>1+IZ+J atiti iy =k
aSo0i=0izo \ J ¢
a+1 2j 1
- S () Jarare arr-n
a>0 j=0 k=0 k—

L2(n+1)J

)

_ Z Z nk+1<n—¢+1><kij><l+x)kyn
("
]

Nous obtenons ainsi
LQ(M—I)J LZ(n+1)

cwa-E U E )

J

3.5 Coefficients du cube polynomial

Nous déterminons & présent la formule explicite des coefficients ¢ (I'3) pour tout
n,k > 0.
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Corollaire 3.1 [14]. Pour tout n > 0, le nombre d’hypercubes de dimension k > 0

dans T est

Preuve. Soit H un hypercube de dimension k dans I'®). H est caractérisé par un
unique couple de sommets, le sommet de poids maximum et le sommet de poids mi-
nimum, voir [38, 52]. Considérons a présent, le sommet v dans H de poids maximum
w, alors u est le sommet de poids maximum de (2‘:’) hypercubes de dimension k, du

Théoreme 3.2 nous obtenons le résultat ci-dessus. O

3.6 Cube de Fibonacci comme sous-graphe du cube

Tribonacci

Tout sommet du cube de Fibonacci I, est également un sommet du cube Tribonacci
I'® par conséquent I', est un sous-graphe de I'® comme I'illustra la Figure 3.3.
Ceci nous amene a considérer la relation qui pourrait exister entre ces deux struc-
tures. Nous montrons dans ce qui suit que le cube polynomial du cube Tribonacci

peut étre exprimé en termes du cube polynomial du cube de Fibonacci.

1100 1101
1000
1001
0000
100 110
0001
00 01
010
000 0100 1011
0101 1010
101 e
0010 0011
001
10 11 011 0110

F1GURE 3.3 — Les cubes Tribonacci, les sous-graphes en rouge correspondent aux
cubes de Fibonacci.
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La suite de Fibonacci F;, et la suite Tribonacci T;, sont liées par la relation suivante

T,=1F, 0<n<3,
Tn:Fn+an7 TLZ4,

ol a, est la suite A000100 dans [67]. La séquence {a,}, -, mesure la différence entre
le nombre Tribonacci 7T}, et le nombre de Fibonacci F,,

a, =1, — F,,n > 0. (3.5)

Les premieres valeurs de la suite a,, sont résumées dans le Tableau 3.1.

n|0 12345 6 7 8 9 10 11 12

7,10 1 1 2 4 7 13 24 44 81 149 274 504
F,10 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144
a, |0 0 0 O 1 2 5 11 23 47 94 185 360
Tableau 3.1 — Valeurs de la séquence {a,},5o, n =0, ,12,

3.6.1 Cube polynomial

Posons M, 'ensemble des sommets de longueur n ayant exactement deux 1 consé-
cutifs. L’ensemble des sommets du cube de Fibonacci et ’ensemble M,, forment une
partition de I’ensemble des sommets du cube Tribonacci, V(I'®)) = V(') U M,
pour tout n > 0, ot My = M; =0 et |M,| = a0

La suite a,, compte le nombre de mots binaires de longueurs n qui contiennent deux
1 consécutifs.
Le cube polynomial du cube de Fibonacci est déterminer dans [44], par la relation

de récurrence suivante : C(I'g,z) =1, C(I'1,2) =2+ x et

C(Ty,z)=C(Th-1,2) + (1 +2)C(T,—2,2), n>3.
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Les sept premiers d’entre eux sont

C(Ty,x) =1,

C(Ty,z)=2+ux,

C(Ty,x) =34 2z,

C(T3,2) =5+ bz + 22,

C(Ty,z) = 8 + 10x + 322,
C(Ts,z) = 13 + 20z + 922 + 23,
C(Ts,x) = 21 + 38x + 2222 + 4

Il est intéressant de souligner la relation entre le cube polynomial du cube de Fibo-
nacci et le cube Tribonacci. Par exemple, nous pouvons observer que pour les six

premiers C' (F(()3), a:), on a

Considérons le polynome P,(x) donné par la relation de récurrence suivante :
Py(2) =Pyt (2) + (14 2) Paca (2) + (1 +2)° C (T5,2) ,n >3

avec Py (z) = Py (z) =0 et Py (z) = (1 +z)°.

Théoréme 3.5 [12]. Pour n >0, le cube polynomial de T®) est égal a

C(T¥,z) = C Ty, 2) + P (x). (3.6)

n

Preuve. Par récurrence sur n. Pour n = 0,1,2 et on a bien C' (F,(f‘), a:) =C (T, z)+
P, (z). Soit n > 3 supposons que (3.6) est vraie a 'ordre n — 1 et montrons qu’elle
est vraie a 'ordre n. D’apres le Lemme 3.2 on a
Cr®,z) = TP, )+ (1 +2)0TP ) + (1 + 2205, x)
= C(lhn,2) + Poy (2) + (1 +2) [C (T2, 2) + Bz (2))]
+(1+ 220, 2)
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= C(h,2)+ (1 4+2)C(Th—2,2)+ Py () + (1 4+ 2)Pys (2)
+(1+2)*C(IY5, @)
= C(lh,2)+ P, (x).

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exploré le cube 3-bonacci, également connu sous le
nom de cube Tribonacci. Nous avons étudié les propriétés combinatoires découlant
de sa structure récursive, en dérivant des formules de récurrence et des expressions
explicites pour le nombre de sommets, le nombre d’arétes, ainsi que le nombre de
sommets d'un certain poids. Nous avons également examiné le nombre d’hypercubes
de dimensions k, qui sont les coefficients d’un polynome appelé cube polynomial du
cube Tribonacci. Nous avons établi une fonction génératrice et formulé une expres-
sion explicite pour ce polynome.

Nous nous sommes également penchés sur la relation entre le cube de Fibonacci et
le cube Tribonacci, notant que le cube de Fibonacci est un sous-graphe du cube Tri-
bonacci. En particulier, nous avons exprimé le cube polynomial du cube Tribonacci

en fonction de celui du cube de Fibonacci.



Chapitre 4

Le g-cube polynomial du cube

Tribonacci

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous généralisons, le cube polynomial du cube Tribonacci, C' (FS’)), x),
étudié au Chapitre 3, en considérant un g-analogue de ce polynome. Ce g-analogue
permet de compter le nombre d’hypercubes de dimension k dans I''®) et nous informe

sur leur distance par rapport au sommet de poids nul 0" =0...0.
~——

n fois
Saygl and Egecioglu ont introduit ce g-analogue en 2017, qu’ils appellent ¢-cube

polynomial. Ils ont détreminé le ¢-cube polynomial pour le cube de Fibonacci et le

cube de Lucas dans [63, 64].

4.2 Préliminaires

Rappelons que I'® est un graphe isométrique de @,,, voir la Section 3.2. Par consé-
quent pour chaque paire de sommets (u,v) dans FS’) la distance entre u et v est
égale a leur distance de Hamming H (u,v). Plus particulierement, la distance entre
le sommet 0" et n’importe quel autre sommet u de T'®) est égale au poids du sommet

u, en effet

d(0",u) = H(0", u) = w(u), u e V(I®).

On définit le 7°™e niveaux de Fff’), noté L,, ;, comme I'ensemble des sommets a distance
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1 de 0™, c’est-a-~dire

L,;=N;0") ={ue T|lwu) =i}, 1€{0,...,]2(n+1)/3]}.

)

D’apres le Théoreme 3.2, on a

n—i+1 . .
n—1+1 J

L=y ( . )( )
j=0 J =]

Les ensembles L, o, L1, .., Ly |2(nt1)/3) forment une partition de l'ensemble des

sommets de T'(3),

Loi MLy =0, i#j i,j€{0,.. [2%2}

\_ 2(n3+1) J
L =V(I®).
=0

)

Le graphe obtenu par représentation de I'® en niveaux est appelé décomposition en
nivaux de I'® | et est noté H,,. La décomposition fondamentale du cube Tribonacci
nous permet de constater que H,, peut étre obtenu récursivement a partir de H,,_1,
H,_o et H,_3 comme le montre la Figure 4.1.

Soit v un sommet de poids ¢ dans ‘H,,_;, 7 = 1,2, 3. Le poids du sommet v augmente
de j — 1 dans H,,, alors v € L, ;4;—1. Soit u I'unique voisin de v dans H,,_;, 3 > j >

[ > 1, par conséquent u € Ly, j1;—2.

Exemple 4.1. Le graphe Hj3 de la Figure 4.1, représente la décomposition en
niveaux de T Il contient 3 niveaux : Lsy = {000}, Ls; = {001,010,100} et
Lo ={011,110,101}.

Le sommet 10 appartient a Ly ; dans Ho, le sommet 10 correspond au sommet 1010
dans H,4 il appartient a Lso son unique voisin dans Hg est le sommet 0010, ou

0010 € Ly;.

Comme I'® est un sous-graphe de @, d’aprés Proposition 2.1, tout sous-graphe
isomorphe a (), dans F7(13) est caractérisé par un couple unique de sommets, le sommet
de poids maximum et le sommet de poids minimum, notés respectivement b(H) et
t(H).

D’apres la Définition 1.10, la distance entre un sous-graphe H = Q) de T'®) et le
sommet 0" est déterminée par le poids de b(H), c’est-a-~dire d(0™,b(H)) = w(b(H)),
car b(H) est le sommet de poids minimum dans H, ce qui en fait le plus proche en

termes de distance du sommet 0™. On dit que H est a distance i de 0" si b (H) € L.
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A 0 00 000
[ ]
100 001
10 01
| 4 ‘ '
11 110 101 011
Ho Ha Ho Hs

00000

FIGURE 4.1 — Distance level representation of I‘S’), n=20,1,2,3,4,5.

On désigne le nombre de k-cubes & une distance d de 0" dans I'® par ¢, ,(q). Alors,

n0(q) est le polynome qui compte le nombre de sommets a distance d de 0™ dans
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I'®). D’apres le Théoreme 3.2, il est obtenu de la sorte

Cn,O(Q) = Z ’Ln,d‘ qd

d>0
LQ(n—Q—l)

_ E;Jngglcy—j+1><dij>ﬂ

Soit (), le factoriel décroissant

4.3 g-cube polynomial de I'®)

Le cube polynomial du cube Tribonacci C(I'(®), ) étudié dans [14] et présenté dans
le Chapitre 3, est un polynome qui compte le nombre d’hypercubes de dimension &

dans I'® il est obtenu récursivement par la relation suivante :

(24 2)", 0<n<2,

C(IrW g) =
) {C(F“”l,x)+(1+fc>0(F§32,w>+<1+x)20(F2333,x>, n> 3.

Nous nous intéressons dans cette section a la distance de ces cubes par rapport au
sommet 0™ dans Fff’). Nous considérons pour cela un g-analogue du polynoéme précé-
dent appelé g-cube polynomial du cube Tribonacci et notés C(I'®) z; ¢). Les termes
de C(T'®), z; q) sont de la forme a;q'z" et s'interprétent de la sorte : le coefficient a;
est le nombre de k-cubes a distance ¢ du sommet 0".

Prenons I'exemple de F§3), représentée en niveau dans la Figure 4.1. On observe
quon a |Lj;| sommets a distance ¢ du sommet 000, 0 < ¢ < 2, ils sont dénombrés

par
2 .
> |Lsilq' =1+ 3q+ 3¢
=0

De plus on a 3 arétes a distance 0 et 6 arétes a distance 1 du sommet 000 ce qui
en fait au total (3 4+ 6¢) z2. Enfin, on a 3 cycles de longueurs 4 tous & distance 0 du

sommet 000. En résumé

C(CY x:q) =1+ 3¢+ 3¢° + (3 + 6¢) x + 32
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Les six premiers polynomes C(I'®)| z; q) sont donnés ci-dessous

r®

Cly’,xq) = 1,

C(T (13),x q9) = l+q+u=,

O, 23q9) = 1+2¢+¢*+ (2+2q)x + 22,

CI,w:q) = 14 3g+3¢ + (3+6q)x + 32,

CrP,a:q) = 144 +6¢> +2¢° + (44 12g +6¢%) @ + (6 + 69) 2 + 20%,
CP,w1q) = 1450 +10¢° +7¢° +¢* + (5420 +21¢° +4¢°) &

T (10 +21q + 6q2> 22 4 (7 +4q) 2° + o,

Le g-cube polynomial de I'hypercube est déterminé par Saygi et Egecioglu dans [63],
il est égal a

C(Qn,x;q) = (1+q+2)"
Le lemme suivant fournit une formule de récurrence pour le polynéme C(I'®), z; q).

Lemme 4.1 [13]. Pour tout entier n > 3, le g-cube polynomial de T®) satisfait la

relation de récurrence qui suit :
C(Y,x:q) = O, 2:9) + (g + )OI, 239) + (g + 2)* Oy, w3 ),

avec C(T®) z;9) = (1 +q+2)", n<2.

Preuve. Comme I'® = @, pour n < 2, on a bien C(I'® z;9) = (1 + ¢ + 2)™

Montrons que pour n Z 3, on a
CT® o) = (TP o or® 2007,
( n 7'1'7(]) ( n—17$7Q>+(q+x) ( n— 2axQ)+(Q+$) ( n—37$7Q)'

On rappelle en premier que la distance entre un sous-graphe H = Q). de I‘Sf’) et 0"
est déterminée par le poids de b(H ). Considérons a présent H,, la décomposition en
nivaux de I'® . Soit H. ; un sous-graphe de H,_;, j = 1,2, 3, isomorphe a Q, tel que
w(b(H;)) = i. Pour j = 2,3 le sous-graphe H; admet j — 1 copies isomorphes dans

H,—i, que 'on note Hlj, 1 <1< j.On a alors les cas suivant :

1. Pour tout j = 1,2,3, H; est un hypercube de dimension & dans H, et sa
distance du sommet 0" augmente de 7 — 1. Le nombre de tels hypercubes est

donné par

> @O wq).

1<5<3
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2. Pourtout 1 <1< j <3, Hjet Hlj sont joints par un couplage parfait, ce qui
donne lieu a un hypercube de dimension k41 dans H,,, que 'on note H. H est
3 distance i + j — 2 du sommet 0" dans dans H,,. En effet, on a b(H) = b(H})
(b(H7) est 'unique voisin de b(H;) dans H,_;), d’ott w(b(H)) =i+ j — 2 (voir

la Section 4.2). Ces hypercubes sont énumérés par

S (-1 ¢ TP xq).

2<5<3

3. Pour j = 3, Hj est joint & H} et & Hj par un couplage parfait. De plus, H;
posséde une copie isomorphe, disons HZ, dans H,_1. Celle-ci est reliée & H}
par un couplage parfait. Il en résulte donc un hypercube de dimension k + 2
de sommet inférieur b(H?). Comme w(b(H?)) = 14, alors cet hypercube est a

distance ¢ du sommet 0". Le nombre de tels hypercubes est donné par

$2C(F7(1323»$§Q)'

D’oton a
C(T®) 2;q) = C’(Fgl,x; q)+(q+x)C(F£L3,)2,a:; q)+(q+a:)2C(F£L3Z3,x; q),n>3 O

Posons F(z,q,y) la fonction génératrice du polynéme {C (T3 q)} o

Théoreme 4.1 [13]. La fonction génératrice du q-cube polynomial de Fff) est donnée

par :

1+ (g+2)y + (¢ +2)° ¢
Fag,y) = 1AV i)

Cl—y—(g+a)y’ — (g +2)"y

Preuve. Du Lemme 4.1, on a

F(z,q,y) = Y. CTY x;q)y"

n>0

= 14+00P, 29y +CTY ) + 3 C(CP, 25 9)y"

n>3
= yF(2.q,y) + (¢ +2) y*F (x,q,y) + (¢ + 2)* y*F (x,q,y) + 1
+(C(® z9) = 1) y+ (OO, 219) — C(TF, 250) — (g +2)) o,

d’ou le résultat. N

Nous donnons maintenant une formule explicite pour le polynéme g-cube des cubes

Tribonacci.
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Théoreme 4.2 [13]. Le g-cube polynomiale de Fg) satisfait la forme explicite sui-

vante :

e R :
n—k+1
capiag = Y5 (") (L Yo
k=0  j=0 J —J

Preuve. De [45, Corollaire 3.6], on a

CT®, 2;5q) = cuolg+a)

- anl (n_%+1><kij> (q+ )"

k>0 5=0 J

[2(n+1)/3] n—k+1 n—k + 1 j
- (e

k=0 j=0 J

4.4 Propriétés des coefficients ¢, ;(q)

Nous nous intéressons dans cette section aux coefficients ¢, x(q) du g-cube polyno-

mial du cube Tribonacci, out ¢, x(¢q) est un polynoéme en ¢ qui compte le nombre

d’hypercubes & une distance donnée du sommet 0. Nous montrons que ¢, x(q) est

exprimé en termes de la k™€ dérivée du nombre de sommets ¢, o(¢) & distance d du

sommet 0™.

D’apres la décomposition fondamentale et la représentation en niveaux de I'® on a

les formules de récurrence suivante :

e Le nombre de sommets a distance d du sommet 0" est donné par

enolq) = cn—-1,0(0) + qCn—20(q) + ¢*cn-30(q), pour n >3
"0 (14+q)", pour n < 2

Ainsi pour n > 0, on a

n0(q) = Tnya(q).

(4.1)

e Le nombre d’arétes a distance d du sommet 0" est donné par la relation de

récurrence suivante : pour tout n > 3,

cn1(q) = cn—11(q) + qcn—21(q) + q20n73,1(Q) + n—20(q) +2qcn—30(q), (4.2)
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Tableau 4.1 — Les coefficients ¢, x(¢q) du g-cube polynomial de T'(®).

n\k 0 1 2 3 4
0 1 0 0 0 0
1 14¢q 1 0 0 0
2 1+42q+ ¢? 2+ 2q 1 0 0
3 1+3q+3¢% 3+ 6q 3 0 0
4 1+4q+ 6> +2¢° 4+ 12q + 6¢° 6+ 6g 2 0
5 1+5q¢+ 10¢* + 7¢° + ¢* 5+ 20q + 21¢° + 4¢3 10 4 21q + 6¢> 7+ 4q 1
6 1+ 6q + 15¢® + 16¢* + 64¢* 6 + 30q + 48¢° + 24¢° 15 + 48q + 364> 16 + 24q 6
T 14+ 7¢+21¢% +30¢° +19¢* +3¢° 7+ 42q + 90¢% + 76> + 15¢* 21+ 90q + 114¢% + 30¢> 30 + 76¢ + 30¢> 19 + 15¢

avec ¢p1(q) =0, cn1(q) = 1 et c21(q) = 2+ 2q.

e D’apres le Lemme 4.1, pour tout n >3 et k> 2, on a

k(@) = cno1k(q) + qen—2k(q) + q20n—3,k(Q) + cn—2,k-1(q) + 2qcn-341-1(q)
+cn-3r-2(q), (4.3)

avec Cpi(q) =0,n <2, k>2 n#ketcya(q) =1, crolq) = Thi2(q) et cu1(q)
est donné par la relation (4.2).

Le Tableau 4.1 satisfait la récurrence (4.3).

Corollaire 4.1 [13]. Pour toutn,k > 0 le nombre de k-cubes a distance d du sommet

0" dans T est égal a

[2(n+1)/3] n—d+1 :
d; Jz:% J d—j)\k

Preuve. Soit H un sous-graphe de I'® isomorphe a Qy, les sommets de H possede
n—k bits fixés et k qui varient, (voir la Proposition 2.2). Supposons que w(t(H)) = d
(i.e. d(0",t(H)) = d), nous savons que d(t(H),b(H)) = k ainsi H est a distance d — k
de 0. Du Corollaire 3.1, le nombre de k-cubes dans I'®) & une certaine distance de

0™ est alors donné par
[2(n+1)/3) n—d+1 -
n—d+1 J ) (d) i
Cnk\q) = E E . . q .
@) d=Fk =0 ( J > (d —J)\k

On remarque du Tableau 4.1 que les coefficients ¢, x(q) satisfont :

cholq) = c21(q),
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51(0) = 2c22(q),
dole) = e31(q),
51(0) = 2c32(q),

71(a) = 2c72(q),
CI?,Z(Q) = 367,3(q>7
s(q) = deralq),

de maniere générale, pour n > 0, k > 1, le coefficient ¢, x(q) du g-cube polynomial

de I'® satisfait la relation suivante :

C-1(@) = keni(q).

cn.r(q) est la dérivée de c,(q) par rapport a g.
Théoréme 4.3 [13]. Pour tout n > 0, k > 1 le coefficient ¢, x(q) peut étre obtenu

a partir de ¢, 0(q) de la sorte

1
Cnk(q) = EC%(@’ (4.4)

ot cgf())(q) est la kéme dérivée de c,0(q).
Preuve. Du Corollaire 4.1, nous avons

n—d+1 j
S = o X 2 (T

d=0 j=0 J
[2(n+1)/3] n—d+1 n—d+1 j d .
= . 74
[;) ;o ( J ) (d - J) dg*
[2(n+1)/3] n—d+1 :
n—d+1 _
S YR ol Ly [ SR [P
d=0 j=0 J —J
[2(n+1)/3] n—d+1 .
n—d+1 J d\ ,_
S (A W
dz:;f ]z:% J d—j)\k
= kleni(q), n>0k>1.
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Le théoreme précédent nous amene a formuler une relation de récurrence qui exprime

la k®me dérivée de la séquence (1.7).

Corollaire 4.2 [13]. Pourn >0 etk > 2, on a

T5(q) = T%(a) + a5 () + TP () + k [T (q) + 2478 (g)]
+k(k—1) T(k_z)(q).

n

Ol T,Ei)?)(q) est kéme dérivée de T,13(q).

Preuve. A partir des équations (4.1), (4.3) et (4.4) nous avons pour tout n > 0,k > 2

Ty(L’-?:&(Q) = n+1 0(q)

= Klearix(q)

= k! [Cn,k(Q) + qcn-14(q) + ¢ cn-21(q) + ca-14-1(q)
+2qcn—2k-1(q) + cn—2k—2(q)], n>0,k>2

= (@) + ey o(q) + PPei o (q) + k [eh 0 (q) + 2qei 50 (g)]
(k=1 0, n>0k>2

= T8%(q) + ¢TI (@) + TP () + k [TV (9) + 2015 (g)]
+k(k—=1DT*D(g), n>0k>2

n

4.4.1 Fonction génératrice de ¢, ;(q)

Dans ce qui suit, nous fournissons une relation de récurrence et une formule explicite

pour la fonction génératrice de la séquence {c, x(q)},~, définie par

y) = car(q)y" (4.5)

n>0

Proposition 4.1 [13]. Pour k > 3, fx(q,y) peut étre obtenue par une relation de

récurrence donnée ci-dessous :

2 3
y® (1 +2qy) Y
fk q9,Y) = fk— q,Y + fk’— q,Y),
(@) (1—-y—qy?>—q*y?) 1(g:9) (1—-y—qy®>—q*y?) 2(:Y)
avec 9 o ( )
L+qy+qy y (1 +2qy
fola,y) = = filgy) =

1—y—qy® — q% (1—y—qy® — ¢?y?)°
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y? (1 + 3qy* + 3¢%y?)
(1—y—qy? — )’

et folq,y) =

Preuve. A partir des équations (4.5) et (4.3), et pour tout k& > 3, on a

fk(CI?Z/) = ch,k(Q>y

n>0
= Y cla)y
n>3
= > cp @y +av* > cnrl@y" + Y car(@)y”
n>2 n>1 n>0
42 a1 (@Y + 209 D a1 (@Y + 32D cnpa(q)y”
n>1 n>0 n>0

= (y+a’ + @) fulay) + ¥ (1+209) fi1(a:9) + 1P frs(a9),

le résultat s’ensuit. O

Nous donnons Iexpression de fi (¢, y) pour k = 3,4, 5, dans la liste ci-dessous

L) = vt (2+ (49 — 1)y + 6¢°y° + 4¢°y")
’ (1-y—qy? — ¢*?)"* ’
Fay) = y* (1+y+ (10g — 1) y? + (10¢> — 5q) ¥ 4 10¢%y° + 5¢"y°)
4 QJy - 1_ _ 2 9.3 5 )
(1—vy—aqv®—®y®)

y" (3+ (6g — 2) y + 6qy* + (30¢*> — 6q) y* + (20¢*> — 15¢*) y* + 15¢*y°® + 6¢°y

folay) = (1—y—qy?— ¢?y®)°

La Proposition 4.1 nous permet de définir une nouvelle relation de récurrence pour les

coefficients ¢, x(g), qui s’expriment en fonction du g-analogue de la suite Tribonacci
(1.7).

Théoréme 4.4 [13]. Pour tout n > 3, k > 3 le coefficient ¢, x(q) est égal a

n—2

(@) = Ti(q) (cnmic1p-1(q) + 2qCn—i—25-1(q) + Cni—2k—2(q)) .

=0

Preuve. De la Proposition 4.1, on a

felay) = (y+2a9°) T(0,9) fir(a:9) + ¥°T(q,9) (g 9)

= (y+2qy2)ZZTi(Q)Cn—i,k )y +y° ZZT Cnip—2(0)y"

n>0i=0 n>0 =0

= Z ZE(Q)Cn—i,k 1 n+1 + 2q Z ZT Cn—ik— 1 )yn+2

n>0i=0 n>0i=0

7)'
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n>0 1=
-1 n—2
- Z Z Ti(@)en—i—16-1(0)y" + 2q Z Z Ti(q)en—i—2x-1(q)y"
n>1i=0 n>2 i=0
n—2
+ Z Z T'i(Q)Cnfszk:fQ(qxl/
n>2 1=0
n—2
= > Tr@cor—1(@y" + D2 D" Ti(a) (enim1h-1() + 2qCn—i—26-1(q)
n>2 n>2 i=0

+en—i—ax-2(q)) y"

comme ¢ x(q) = c1£(q) = 0 pour k > 3, alors

fela,y) = D canla)y”

n>2

= S Ta) (ot (9) + 200 i2p1(q) + nionia(0)) o

n>2 1=0
d’ou
n—2
cni(q) = Z Ti(q) (cn—i—14-1(q) + 2qcn—i—24-1(q) + Cn—i—2k-2(q)) -
i=0
]

Nous présentons deux nouveaux résultats qui vont nous permettre d’avoir une ex-

pression explicite de fx(q,y).

Lemme 4.2 [13]. Pour k > 1 la fonction génératrice de la séquence {cni(q)} >,

satisfait la relation suivante :

10" fo(q,y)

(4.6)
L o

ol Ho est la k™ dérivée partielle de f par rapport a q.

Preuve. De I'Equation (4.5) et du Théoréme (4.3), on a

Filay) = X enrl@y” = 5 22 @y = g > cnolg)y" = 19 fola.y)

k
n>0 n>0 n>0 k! dq
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La fonction génératrice fo(q,y) est la fonction composée de g(q,y) = %yq et hiq,y) =
1+qy +¢*y*,
fola,y) = g(h(q. y), ).

Les k*me dérivées par rapport a g des fonctions g(q,y) et h(q,y) sont

oF Elyk—1
—9(qy) = —————, k>1
aqu(q y) (1 — yq)kH
et
o y(1+2qy), pourk=1.
“h _ 2 —9
G (¢,y) 2y°, pour k = 2
0, pour k > 3.

Lemme 4.3 [13]. Pour k > 1, la k*™ dérivée de la fonction fo(q,y) par rapport d

q s’exprime de la sorte

;e
| E—

ak L
aiqka(CL y) =

k—i\ . (0 o2 ki
Oy (hten)  pehans). @)

1=0

Preuve. Par récurrence sur k. Pour k = 1 I’équation (4.7) est vraie, en effet

a B y(1 + 2qy)
3qf°(q’ 2 (1—y — q® — ¢?y?)?
0 0

_ %h(q, y)a—qg(h(q, Y),y).

Supposons a présent que (4.7) est vraie a l'ordre p < k, et montrons qu’elle est vraie

a I'ordre p = k + 1. En utilisant ’hypothese de récurrence on obtient

o o Ll ki L0 b2 i
Wfo(q,y) = . (k)i(k_%)zfz <aqh(q,y)> 8q,c_z-g(h(q,y),y)

5] _ A =21
= ZO (k); <:_ 27;) (k — 2i)2y>*? ((gqh(q, y)) équig(h(q, Y):y)
5] N L k=241 ap_it
+ ZO (k)i (:_ 22.> y* <§qh(q, y)) gq,%wlg(h(q, Y):y)
Liln k—i+1
): 1<k—2i+2

k .
oF—it1 [3]+1 k—i\ o (0 k—2i+1
Wg(h(q, y),y) + 2 (k)i (k B 2i>y (aqh(q, y))

' a k—2i+1
— ) 21 PR
) (k—2i+2)2y (aqh(q, y))
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ak—z‘—f—l
Wg(h(qa Y):y)

puisque

ainsi,

ok+1 [5]+1 o k—2i+1 ok—i+1 E—itl
8qkz+1f0(Q7y) = Z Y (E)qh<q’y>> Wg(h(q,y)7y) l<k)i_1<k:—2i—|—2>

2202+ ()| (Bban)  Dathian

5]+ 5 k—2i+1 Agp_it1 (
i i k+1)!
= Z y? (&jh(q’w) aqk—i+lg(h(q’y)’y)m

2 k—i+1\ o (0 o2 gheit
= . (k‘l'l)i(k . >y2 (aqh(q,y)> ag—9(a.9).9).

]

Nous pouvons a présent exprimer la fonction génératrice de la séquence ¢, x(q).

Théoréme 4.5 [13]. Pour k > 0, la fonction génératrice fi(q,y) est donnée par :

y*! 2] k—i k=2i i
fela,y) = 1 —y— g — g ;0 < ; )(a(q,y)) (b(g,9))"| -

Avec a(q,y) =y (1+2qy) et b(q,y) =y (1 —y — qv* — ¢*y°*).

Preuve. En vertu du Lemme 4.2 et du Lemme 4.3, nous avons

feley) = 1‘fo(q,y)

LQJ . k—2i k—i
1 k—1\ o (0 ort
= 7 > (k) (k B 2Z.>y (aqh(q)> aqk_ig(h(q,y), Y)
k . . . .
sz y21 ykz—2z (1 + qu)k_m (k _ Z')!yk_’_l
= k=20l (1 -y —qy? —g2y?)"
y#yl (57 2gy) T (- y = gy — )
(1—y—qy*— ¢3! ‘
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]

Remarque 4.1. En posant ¢ = 1 dans I'expression de fi(q,y), on obtient la fonction

génératrice des nombres de k-cubes dans I'®)| vue au Chapitre ?7?,

1 B2 N oy L
fely) = 1y )" > < ; )y T2 1y -y -t |
-9 - =0

4.5 Conclusion

Dans ce Chapitre, nous avons présenter de nouveaux résultats concernant les cubes
Tribonacci. Ces avancées découlent de l'introduction d’un g-analogue du cube po-
lynomial du cube Tribonacci, permettant non seulement de compter les hypercubes
de dimension k, mais également d’évaluer leur distance par rapport au sommet de
poids nul. Nous avons développé de nouvelles récurrences et formulé de nouvelles ex-
pressions pour le nombre de sommets, le nombre d’arétes, ainsi que pour le nombre

d’hypercubes dans le cube Tribonacci.



Chapitre 5

Cube polynomial du cube

s-bonacci

5.1 Introduction

Nous considérons dans ce chapitre les cubes s-bonacci, nous montrons quelques pro-
priétés satisfaites par ces graphes. Les résultats obtenus révelent les liens entre ces
graphes, les nombres s-bonacci et les coefficients bi*nomiaux. Nous montrons par
exemple que le nombre d’arétes dans le cube s-bonacci est exprimé comme produit
de convolution de la suite s-bonacci, ou encore que le nombre de sommets de poids
w et le nombre d’hypercubes de dimension & s’expriment en fonction des coefficients

bi*nomiaux.

5.2 Propriétés combinatoires sur le nombre de som-

mets et d’arétes

Nous rappelons que pour tout 2 < s < n, le cube s-bonacci I'(*) est construit
N " R(fls de la sorte :

récursivement a partir de I, I',7,, ..

T =0Ty, + 108, + -+ 17100y s <.

La décomposition ci-dessus est appelée décomposition fondamentale de I'®). Cette

derniere permet de dériver des relations de récurrences, entre autres sur le nombre
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d’arétes dans I'®) qui est donné par la relation suivante :

2

=n2" ! pourtout 0 <n <s—1.

n>s (5.1)

Z |52

s—1
+ ZZ ‘Vn(i)z—l ’
=1

avec ‘E}ls)

La fonction génératrice de la séquence ‘E,(f) ,

Lemme 5.1 [11]. La fonction génératrice du nombre d’arétes dans T'®) est donnée

par : '
171 Zy
g‘ (1—Zf 13/)

Preuve. D’apres la relation de récurrence (5.1), on a

y'o= S!Eés)
— Z’E
= Zy > By

> |EY

n>0

y +ZZ‘EnS)zy _'_ZZ n1+1y

n>s =1 n>s i=1

Z?f LN Ry +Z‘E(S

= n>0 n>0
s—1s—i—1 s—1 s—1
. Z Z ‘ET(LS) ynJri B Z Z Z-Fr(Ls)yanl
i=1 n=0 i=1 n=0
s s—1
— Zy Z‘E y" —|—Zzy Zyi_l—irZ‘Eff) y"
= n>0 i=1Y n=1
ZZ\E 2, Z Z iFyY "
=1 n=1 i=1n=it—1

S

- Q‘E Rl
_SX:Z‘ETSSZ ZZ F7581+1y

n=11i=1 n=11i=1

Montrons a présent que

pOILEPEES 9 oI IRIVERS v olT VR

n= n=1i=1 n=1i=1

D’apres les conditions initiales de la suite s-bonacci définie au Chapitre 1 et de la
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récurrence (5.1), on a

sz_:l |“E£ﬁ) —Zn:(’En 7’52-&—1)] yn — Sil -n2n—1 _nil(( )2n i 1+ on—i 1)
n=1 =1 =l —

—n]y"

s—=17T

n=2 L i=1
s—1 7T
:Zn2nl n2nlz2z ]n
n=2 L
s—1 -1
on-1 1)
— on 1 2n—1< n
= 0.
Do,
s—1 .1
Z E,(f) Yy = i=1 'Y .
nZO‘ (11—, )
]

On est & présent en mesure d’exprimer le nombre d’arétes dans I'(*) comme produit

de convolution des nombres s-bonacci.

Théoréme 5.1 [11]. Le nombre d’arétes dans T'®) est donné par la formule suivante :

s—1

) :ZZZF(S ) ey n>0,5> 2. (5.2)
=0 i=1

Preuve. D’apres le Lemme 5.1

> EDy

n>0

y 2 s—1
= <1> y—lziyl—l
—2i=1Y =1

2 s—1 ]
= (f9w) v !
=1

2
Ou ( £ (y)) est le produit de convolution des nombres s-bonacci et est égal a

(W) = =3 FOF

n>011=0
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ainsi

»
|
—_

(1=
~.
5
o
=
o
<
S
i
&

> |EO]y

n>0

==
1
o
~
I
—

w3
LV

I
(1=
~.
5
=
=
=
<
3
T
b

~
Il
—_
3
vV
—
<
Il
o

s) n 1+ZZ2FJ(S F(s

n>135=0

I
'Msl
5; ~

3
[\
0 =
I <
=l
o

+
<
JgM:
~.
1
&
-2
[
o
<

T
w
s
v
A

= SRR+ Y Y 2R

=0 n>0 ;=0
1 n—i+2
+ Z F(S)F(S)J a2y, s>4

1=3n>i—1 7=0

commeF()j ivo =0 pour tout n —i+3 <7 <netpourtout 0 <n<:—-2 ona

= ZZF(S n]+1y +ZZ2F(SF(S "

> EDy

n>0 n>0] 0 n>0j5=0
+ZZZZF ngz+2ya 524
=3 n>0 j=0
= ZZZZFJ(S)F Vi iy
= 1n>0] 0
= ZZZW}S)F% 2y
n>01=1 j=0

par identification

O

En fixant s = 2 dans la formule (5.2) on obtient le nombre d’aréte dans le cube de

Fibonacci déterminé dans [44]

‘E,(f)‘ = Y FPF? ., n>0
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En fixant s = 3 dans la méme formule on obtient le nombre d’arétes dans le cube
Tribonacci déterminé au Chapitre 3.

Soit S,(fq)u le nombre de sommets de poids w dans T'(*).

Proposition 5.1 [11]. Le nombre de sommets de poids w dans T'\®) vérifie la formule

de récurrence suivante :

SO, =[S imint|s = s s —1<w < (s = 1)(n+1)/s], (5.3)
i=1
avec
0, si(n>0etw>|(s—1)(n+1)/s],
’S(S) _ 0, siiln<s—1letw>s—1),
" 1, sin=w=s—1,

(”), sin>0et0<w<s—1,

w

Preuve. Un mot s-bonacci de longueur n et de poids maximum peut étre de la forme
a = (15710)P1"*P ot p = |n/s], ainsi w(a) = [(s — 1)(n + 1)/s]. La preuve de (5.3)

découle directement de la décomposition fondamentale de T'(*). O
Nous déterminons & présent le nombre de sommets de poids w dans T'(*).

Théoréme 5.2 [11]. Le nombre de sommets de poids w dans I'\®) est égal a

Sl

’ )
n,w

_(n—w+1

) ,n>052>2.
w
s—1

Preuve. Un mot s-bonacci de longueur n et de poids w peut étre décomposé en ¢+ 1

blocs de 1 séparés par des zéros de la sorte
1%001°0 - - - 15271019, (5.4)

olg=n—w,>tsi=wet0<s;,<s—1,i=0,1,---,q.
Alors le nombre de sommets de poids w dans I'(*) est égal au nombre de solutions de
I'équation 37 s; = w avec 0 < s; < s — 1. Ce qui revient a déterminer ”le nombre

de facons de distribuer w balles sur ¢ 4+ 1 urnes de capacités au plus s — 1”7, d’ou

. qg+1

a w s—1

B n—w+1

a w s—l'

n,w

’S(s)
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5.3 Cube polynomial du cube s-bonacci

Nous considérons dans cette partie le cube polynomial du cube s-bonacci noté

C(T) 2).

Nous montrons que ce dernier vérifie une relation de récurrence d’ordre

s, nous déterminons également sa formule explicite. Rappelons que C'(I'®, z) est le

cube polynomial du cube de Fibonacci [44], dont les premiers polynomes sont :

Le cas s = 3 correspond au cube polynomial du cube Tribonacci présenté au Chapitre

3 et dont

T,
Ff’ ,

C

QQ

)

QQ

C
C

(3
Ff’ ,

(
(
(s’
(I
(s’
(
(Tg’

les premiers polynomes sont :

) =

)—2—1—33

,x) =4+ 4 + 2,

x) =T+ 9z + 327,

,x) = 13+ 222 + 1222 + 223,

z) =24 + 502 + 372 4+ 11a® + 2*,
,x) = 44 + 108z + 992% 4 402° + 64

Les sept premiers polynomes de C(I'), z) sont :

oy, z)
oY, z)
ory), z)
o), z)
cry x)
cry” x)

= 1,
= 2+ux,

= 4+ 4da + 2%,

= 8412z + 622 + 23,

= 15+ 28z + 1822 + 4a®,

= 294 67z + 58z2 + 2223 + 3z,
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C(C¥, 2) = 56+ 154z + 1672 + 8823 + 2227 + 22°.

1-10H |— 11-202H | |10 [ 10108 | -+ | 170H F— 01" %0H |

Hypercubes de dimension k + 1

1i*10}¥'%““““{1i*202]1 1-10H 17202 H

1"73010H 1303 H 01'20H 01'*0*H
Hypercubes de dimension k + 2

120140 H |—— 1201'—02H |

01°302H

0110100 {01710 H | [ 1021-90H | 10211502 H |
10100 fF—— 10" 1010 10110 H

Hypercubes de dimension k + 3

F1GURE 5.1 — Construction d’hypercubes de dimension k+ 1, k+ 2 et k + 3 a partir
’ - ~ (s)
d’un sous-graphe H = Qi dans I',”,.

Théoreme 5.3 [11]. Pour tout n > s, le cube polynomial du cube s-bonacci est

donné par la relation de récurrence suivante :
ey z) =Y o a)(1+ )™, (5.5)
i=1

avec C(T'®) 2) = 2+ 2)",0<n <s— 1.

Preuve. Par définition I'®) = Q,, pour tout n < s — 1, d'ou C(I'®) 2) = (2 + z)".

Supposons que n > s et sans perte de généralité considérons un sous-graphe H
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isomorphe & ) dans FSL-, i € {1,...,s}. Chaque sommet de H est préfixé par
1710 dans T'®), on écrira simplement 1" "'0H. D’aprés la Proposition 2.6, 1""'0H
posséde i — 1 copies 177200H, 1'-3000H,, ..., 01""20H dans T, T ., .. TW,
auxquels il est relié par un couplage parfait. Rappelons que tous les sommets de
1°"10H possedent n — k positions fixes et k qui varient (d’apres la Proposition 2.2).
Pour construire un hypercube de dimension k + 1 a partir de H on choisit 1 copies
parmi les 2 — 1 copies de H, on a ainsi (2_11) possibilités.

De maniere générale, pour construire un hypercube de dimension k£ +m, 0 < m <
i—1, on choisit m copies parmi les i — 1 copies de 110 H, on a ainsi ( ) possibilités,

voir la Figure 5.1. Ces hypercubes sont énumérés par
5 (i1 (s (s
> 2"O ) = (L+a) 7 O, o).
m=0 m

Ainsi le nombre d’hypercubes de dimension k dans C' ( x) est dénombré par

Cre ) =Y (1+x) " ory, ).
i=1
O
Soit Fy(z,y) = Yz C(I, 2)y™ la fonction génératrice de la séquence C(I'(), z),

Théoréme 5.4 [11]. La fonction génératrice de C(T'®), ) est donné par

T+ 3851+ 2)iy

Fs X, =
(9) 1= (1 +x)i-tyt

Preuve. Du Théoreme 5.3, on a :

n>0
s—1
= Yoy + Y oy
n=0 n>s
s—1 s
= Y E+a)y + (1) Y O )y
n=0 i=1 n>s

s—1
= Y (2+a2)"y +Zl+x’“20
n=0

n>s—i
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alors
5 . . s—1 s—1 i1l
<1 — Z(l +$)1—1y1> Fs(x,y) = 2(2 _|_x)”y" _ Z 1 +$’ 1 1 z Z C n
i=1 = gt
s—1 s—1s—1 A A
— Y2+ =S S (1 +2) 2+ 2) "
n=0 i=1 n=i
s—1 s—1 n
= S+ =SS+ a) T2 4 a) Ty
n=0 n=1i=1

n

= 1+Z 2+2)" =S (1+2) ' 2+2)" |y

i=1
comme (2+2z)" =" (142)1(24+2)"" = (14+2)™ on obtient le résultat voulu. [

Le théoreme ci-dessous donne une formule explicite du cube polynomial du cube

s-bonacci.

Théoréme 5.5 [11]. Le polynéme C(I'®) x) est donné par la formule suivante :

[(s—=1)(n+1)/s] ka1
) = (n * ) (1+z)f n>o0.
k=0 k s—1

Preuve. D’apres le Théoreme 5.4 on a

F(z,y) = Y TP,

n>0
L+ 5;11(1 + x)iyi
1=+ )ty
n+1
= Z (1 +(1+z)y+ 1 +2)**+-+ (1 + x)sﬂys,l) "

n>0
1
- (") e
oo\ k)
—k+1
= > (n ) y"(1+ )"
n,k>0 k s—1

(=D 0)/s) 70 11 g
-x (") e
k s—1

n>0

par conséquent on a

[(s=1)(n+1)/s]
1 .
( k )s—l( i x)

k=0
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Nous déterminons a présent une expression des coefficients CSL.

Corollaire 5.1 [11]. Pour tout n >0, s > 2, le nombre d’hypercubes isomorphes a

Qr dans T®) est :
L(s=1)(n+1)/s] - ~
n—1i-+1 1
S G O

Preuve. Notons que pour tout sous-graphe H isomorphe a Qy tel que w(t(H)) =
i > k. t(H) est le sommet de poids maximum de (;) hypercubes, ainsi le nombre

d’hypercubes de dimension k est :

=1+ D/s) 751 i\

i=k

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les propriétés combinatoires du cube s-bonacci,
en mettant en lumiere les relations de récurrence et les formules concernant le nombre
d’arétes, les sommets d'un certain poids et le cube polynomial. Les résultats obtenus
généralisent efficacement les travaux existants sur les cubes de Fibonacci et Tribo-

nacci présents dans la littérature, [14, 44, 52].



Conclusion

L’intérét de cette these s’est porté sur des classes de sous-graphes particuliers de I'hy-
percube, a savoir le cube de Fibonacci et ses généralisations. Le cube de Fibonacci
étant le graphe obtenu a partir de I’hypercube apres suppression des sommets conte-
nant deux 1 consécutifs. Nous avons exhiber la structure récursive de ces graphes et

nous avons mis en exergue leurs propriétés combinatoires et énumératives.

La these est constituée de six chapitres. Le premier introduit des notions de graphes
et d’algebre énumérative utilisées le long de cette these. La premiere partie du second
chapitre est principalement consacrée au cube de Fibonacci et au cube de Lucas
ou sont présentés leur structure, les différentes approches, définitions et propriétés
énumératives les concernant.

Depuis 'introduction du cube de Fibonacci de nombreuses généralisations ont été
proposées afin de combler pour certain, des limitations, du cube de Fibonacci, comme
celle qui concerne l'existence de cycle hamiltonien par exemple. Quelques générali-
sations sont présentées dans la derniere partie du Chapitre 2. Nous avant cependant
mis l'accent sur les cubes de Fibonacci généralisés d’ordre s, qui sont les sous-graphes
de 'hypercube obtenus apres suppression de tous les sommets contenant s 1 consé-
cutifs. Le nombre de sommets de ces graphes est égal a T(Li)z, ott F®) est le ntme
nombre s-bonacci. Afin de bien les distingés des autres généralisations, nous avons
choisi de les nommer cubes s-bonacci, ou s = 2 correspond au cube de Fibonacci et

s = 3 correspond au cube Tribonacci.

Durant la préparation de cette these nous avons constater que I’ensemble des som-
mets du cube de Lucas contrairement au cube de Fibonacci, ne correspond pas a
I’ensemble des codes de Zeckendorf qui représentent des entiers par les nombres de
Lucas. Toutefois, nous établissons dans la Section 2.5, une bijection entre ces deux

ensembles.
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Nous avons considéré dans un premier temps le cube Tribonacci, pour lequel nous
avons déterminé le nombre de ses arétes par une relation de récurrence, puis comme

produit de nombres Tribonacci donné par la formule suivante :

n
(BT =3 Th(Taokss + 2T 1),n > 0.
k=0
Les sous-graphes du cube Tribonacci isomorphes au k-cube sont dénombrés par un
polynome, appelé cube polynomial. Nous avons déterminé une relation de récur-
rence, une formule explicite ainsi que sa fonction génératrice. D’autres résultats sont
également obtenus, notamment sur le nombre de sommets de poids w ou encore sur

les coefficients du polynome C(I'®) z).

Nous avons également exploité le fait que le cube de Fibonacci soit un sous-graphe
du cube Tribonacci, ce qui nous a permis d’exprimer le cube polynomial du cube
Tribonacci en fonction du cube polynomial du cube de Fibonacci. L’ensemble de ces
résultats font 'objet du Chapitre 3.

Dans le Chapitre 4, nous avons considéré un g-analogue du polynome C(I'®  z), noté
C(TB) 2:q), ot C(I'D ;1) = C(T'® z). Ce polyndéme compte le nombre d’hyper-
cubes de dimension k£ dans le cube Tribonacci a distance d du sommet 0”. Sa fonction

génératrice ainsi qu’'une formule explicite sont présentées dans la Section 4.3.

Notre intérét s’est également porté sur le k®™¢ coefficient du polynome C(I'®), z; q)
n0té ¢, %(q). ¢n k() est un polynome en g ol ¢, 0(q) représente le nombre de sommets
a une certaine distance du sommet 0. Nous avons montré que le k™€ coefficient du
polynome C(I'®), z; ¢) s’obtient en dérivant k fois le coefficient ¢, o(q). De plus,

n—2

cni(q) = Z Ti(q) (cn—i—1k-1(q) + 2qcn—i—2k-1(q) + Cn—i—2x—2(q)) ,n, k > 3.
i=0

T;(q) est un g-analogue de la suite Tribonacci.
Enfin, nous achevons cette these par le Chapitre 5. Les travaux réalisés sur les cubes

s-bonacci nous ont permis de faire ressortir les liens entre ces graphes, la suite s-

bonacci et les coefficients bi*nomiaux, définis au Chapitre 1. Le nombre d’arétes
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s’exprime comme somme de produit de nombre s-bonacci :

S—

n 1
S S EPEY. i n>0,5>2.
j=0i=1

Ce résultat généralise bien les résultats obtenus préalablement dans le cas du cube
de Fibonacci en fixant s = 2, [44]. Pour s = 3 nous retrouvons la méme formule sur

le nombre d’arétes pour le cube Tribonacci. Le nombre de sommets de poids w est

n—w+1
w 371‘

(Z) désigne le coefficient bi*nomial. En posant s = 2, on obtient le nombre de
S

sommets de poids w dans le cube de Fibonacci, [52]. Et pour s = 3, on obtient le

quant a lui égal a :

nombre de sommets de poids w dans le cube Tribonacci, [14].

La formule explicite du cube polynomial du cube s-bonacci est égale a :

DS .

usmmnM<n_k+l
k=0

) (1+2z)% n>o0.
s—1

Ce dernier résultat généralise également les résultats obtenus dans [44] et [14] dans
le cas des cubes de Fibonacci (s = 2) et dans le cas du cube Tribonacci (s=3).

Comme perspective, nous suggérons les points suivants :
e Déterminer le g-analogue du polynéme C(T'®), z).

e Existe-t-il des applications en chimie théorique pour le cube Tribonacci et le

cube s-bonacci pour s > 47

e Pour s > 4, existe-t-il un algorithme de reconnaissance du cube s-bonacci qui

s’exécute en temps polynomial 7
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