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Introduction



Un des problémes fondamentaux en analyse fonctionnelle est celui de
la résolution des équations fonctionnelles :

Au=f (0.1)

ou A est un opérateur, f une donnée et u linconnue du probléme & chercher
dans un espace de solutions admissibles, donnant heu parfois & des contraintes
pouvant se traduire par des conditions initiales ou (et) aux limites.

Suivant la nature (linéaire ou non linéaire) et le type (algébrique, différen-
tiel, intégral, aux deérivées partielles, intégro-différentiel, etc..) de l'opérateur
A, des méthodes de résolution et des techniques d'approximation ont été
mises au point (sachant qu'il existe un certain nombre d’opérateurs pour
lesquels rien n'a encore été fait). Parmi ces méthodes, on peut citer la méth-
ode déchelonnement, la méthode du point fixe et des approximations succes-
sives, la méthode variationnelle, la méthode de Galerkin, la théorie des semi
groupes, la méthode de la résolvante etc... Ainsi, a tout type dopérateur
correpond une ou plusieurs méthodes de résolution mais en aucune maniére
il n'existerait, a priori, une méthode unique applicable a I'ensemble des types
d’équations fonctionnelles.Par ailleurs, il faut souligner que la nature de
Popérateur A joue un réle trés important dans le choix de la méthode de
résolution, et que les problémes non linéaires sont trés difficiles & résoudre.
La résolution numérique des problémes non linéaires reste jusqu'a nos jours,
une téche ardue voire impossible & mettre en oeuvre. Ce qui expliquerait que
la plupart des techniques dapproximation restent basées sur la linéarisation
de Yopérateur et sur la diicrétisation. Nous remarquons, & ce propos, que
la linéarisation d'un opérateur, en général, a pour effet docculter certaines
propriétés essentielles aux phénomenes naturels.

Ainsi sommes nous amené a nous pencher sur la problématique suivante

( Différents types d’opérateurs ‘
4 ! p
Méthode ” unique” de résolution “efficace” dam le

{ cas linéaire et dans le cas non linéaire

Nous pensons que la méthode décompositionnelle d’Adomian, présen-
tée et utilisée dans cette these, peut dans une large mesure répondre fa-
vorablement a cette attente. En effet, cette nouvelle méthode présente un
double intérét : le premier est qu'elle permet la résolution et l'approximation
d'équations de différents types : algébrique, différentiel, intégral, aux dérivées
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partielles, intégro-différentiel, etc..; le second imtérét est quelle fait partie
des méthodes d’approximation pour lesquelles le phénoméne de non linéarité
n'engendre aucune difficulté dapplication. Parallélement & cela, la méthode
décompositionnelle d’Adomian fait appel au calcul formel; le développe
ment de l'outil informatique (matériel et logiciel) permet aujourd’hui sa mise
en oeuvre avec une trés grande efficacité. Cette méthode a été initiée et
mise au point par G. Adomian (université d’Athens - U.S.A) au début des
années 80, de manidre empirique ([13},[4},[10}). G. Adomian en collabora-
tion avec dautres scientifiques, a procedé a de nombreuses applications de la
méthode ([5],[6],[11],[12],[7]) passant des équations algébriques aux équations
différentielles ainsi qu'a des équations aux dérivées partielles et aux systemes
stochastiques. Cependant chaque probléme subissait un traitement propre
correspondant & ses particularités. Il n'existait pas alors de théorie globale ni
de cadre fonctionnel clair et encore moins de fondements mathématiques pour
cette méthode. Tantot des artifices lies a la forme particuliere de I'équation
étaient utilises afin de simplifier les calculs, tantdt les contraintes de la solu-
tion étaient choisies simples et faciles a prendre en compte pour l'application
de la méthode. Il a fallu attendre la fin des années 80 pour que Y. Cherru-
ault (université de PARIS VI) sy intéresse et établisse des bases rigoureuses
généralisant ainsi cette technique ([19], {24], [25}). Il fut le premier scientifique
a etablir un résultat de convergence pour la méthode décompositionnelle
d’Adomian ainsi qu'un cadre fonctionnel adéquat. Sous sa direction et
avec ses collaborateurs du laboratoire MEDIMAT de nombreux travaux et
publications ont été réalisés ( [2], {3], [30] ,[31], [37], [46] et bien d'autres encore).
C'est ainsi, quen 1995 un de ses disciples, K. Abbaoui, présenta sa thése de
doctorat dans laquelle il développa les fondements mathématiques de cette
méthode avec application a certains problémes issus de la biologie et de la
médecine ([1]). Aujourdhui encore les chercheurs du MEDIMAT continu-
ent a oeuvrer pour développer la méthode décompositionnelle d  Adomian
afin dapporter des réponses aux nombreux problémes restant encore posés,
et délargir les classes d'équations auxquelles cette méthode Sapplique sans
difficulté technique.

Dans le présent travail, outre quelques travaux apportant une améliora-
tion relative aux fondements mathématiques de la méthode décomposition-
nelle d’Adomian, nous nous sommes attachés a son application & différents
problemes. Clest ainsi, quen théorie des micro-laser, nous avons pu con-
firmer avec succes des résultats expérimentaux. De plus, Pefficacité de cette
méthode nous a permis de résoudre des équations aux dérivées partielles du
premier ordre, et dapprocher leur solution.



Le travail que nous présentons dans cette thése se compose de quatre
chapitres outre le présent paragraphe intitule ¥ Introduction ”.

Le chapitre 1, intitulé ” Données bibliographiques ”, rappelle cer-
tains résultats d’analyse fonctionnelle, plus particulierement sur le calcul dif-
férentiel dans les espaces de Banach. Nous donnons également des rappels
d’analyse combinatoire sur les nombres de Stirling de seconde espéce, les
polynémes de Bell ainsi que les deux formes de I'identité d’ Abel. Enfin,
nous exposons la méthode décompositionnelle d’ Adomian, les principaux
résultats connus a ce jour ainsi que I'étude de quelques cas particuliers.

Les résultats de recherche que nous avons obtenus seront présentés dans
les chapitres 2, 3 et 4.

Le chapitre 2 est intitule : ” Majoration en norme des polynémes
d’Adomian ”. Aprds une bréve introduction, nous démontrons un résultat
original sur les polynémes de Bell qui, d’'une part, nous conduit & une nou-
velle majoration en norme des polyntmes d’Adomian et, d’autre part, nous
permet d’affiner I'erreur de troncature de la méthode décompositionnelle d’
Adomian. A la fin de ce chapitre, nous présentons une nouvelle démonstra-
tion sur le calcul de la somme des nombres d° Abbaoui-Cherruault qui est
a la base de tous les résultats de ce chapitre. Ces derniers ont été publiés
dans la revue internationale Kybernetes (voir [32]).

Le chapitre 3 intitulé : * Application aux micro-lasers “est consacré i
I'application de la méthode décompositionnelle d’ Adomian a une équation
différentielle du second ordre, sur I'ensemble € des nombres complexes, issue
de la théorie des micro-lasers. En effet, aprés une introduction nous permet-
tant de situer le probléme, nous procédons a l'application de cette méthode
afin de déterminer le premier mode laser qui correspond & une fonction pro
pre de ce probléme. Cette étude a été proposée par le professeur Frangois
Sanchez de I'université d’Angers, et les résultats obtenus ont fait I’'objet
d’'une publication soumise a la revue Kybernetes (voir {35]).

Dans le chapitre 4 intitule : ” Nouvelle approche de résolution des
équations aux dérivées partielles du premier ordre ”, nous proposons
une nouvelle id& d’approximation des équations aux dérivées partielles
du premier ordre. Celle-ci repose sur I'utilisation de la méthode décompo-
sitionnelle d’ Adomian associant les courbes o-denses. Cette notion sera
définie et développée en introduction du chapitre et, dans laquelle sera située
le probléme auquel nous nous intéressons. Nous développons successivement
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I'étude des cas linéaire, quasi linéaire et non linéaire avec des applications
numériques. |l faut souligner que les résultats obtenus dans ce chapitre ont
fait l'objet de deux publications (voir [33],i34]).

Enfm, dans le paragraphe imtitulé : * Conclusion et perspectives ”
nous récapitulons lI'ensemble des résultats que nous avons obtenus ainsi que
les &léments qui restent a développer. Ce paragraphe se veut une mise au
point sur ce qui a été réaliié mais aussi sur ce qui reste a faire par rapport a
cette méthode.




CHAPITRE 1

Données  bibliographiques



1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle :

Soient E et F deux espaces de Banach reels, N une application de E dans
F et ug un élément de E. On suppose que N est définie dans un voisinage
de g noté V(up).

Définition 1,1.1 :
On dit que l'application N est différentiable au point ug si les conditions
suivantes sont vérifiées :

() N est continue au point .

(i) 11 existe une application linéaire continue A : E — F ‘cdle que :

IV (1) = N(uo) =~ A.(u = uo)llp = o{fju — ugll )

Renarque 1.1,1
On peut dire aussi et de maniére équivalente que :
| N(uo + B) = N{ug) = A.(h)l|» =0
hlig—0 lihll5

Remarquel 1 2:

1) L'application linéaire continue A, si elle existe, est unique et A € L(E, F).
2) L'application linéaire continue A, si elle existe, est appel& dérivée de N
au point ug et sera notée : A = N'{(uy).

Définition 1.1. 2;
Soit G un ouvert non vide de E. On dit que l'application N est différentiable
dans G si N est différentiable en tout point de G.

Remarque 1.1.3 ;
On remarque que l'on a ainsi défini une nouvelle application :

N :F— L(E,F)
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1w+ N'(u)
on peut alors s'intéresser & sa continuité, ou encore & sa différentiabilité.

Définition 1.1.3 :
Soit G un ouvert non vide de E. On dit que lapplication N est continuement
différentiable dans G ou encore de classe C?, si :

(i) l'application N est différentiable dans G

(ii) l'application dérivée : N’ est continue dans G.

Définition 1.1.4

On dit que l'application N est deux fois différentiable au point ug si I'application
N, définie dans V(ug), est différentiable au point ug. Dans ce cas on note
par N”(ug) la dérivée de N’ au point ug. De plus :

N"(uo) € L(E, L(E, F))

Remarque 1.1.4 :

Au vu de la définition 1.1.1, l'application N’ est dérivable au point  Si
(i) l'application N' est définie dans un voisinage ouvert de ug.
(i) T existe une application linéaire continue A® : E — L(E, F) telle

que :
]IN’(‘H,) e N’(UD) — A(z),(u — %)“E(E,F) = 0("” - u{)"E)
On notera alors ;

N (uo) — A(?)

Remarque 1.1.5:
Si on désigne par:

L{E x E, F) = { applications bilinéaires continues de E X E — F'}

on peut définir une isométrie naturelle entre les espaces : L(E, L(E, F)) et
L(E x E, F)) (voir [25]}. On notera désormais Ly{E, F).



Théoréme 1.1.1 ;
Si I'application N est deux fois différentiable au point ug, alors la dérivée
seconde N"(ug) est une application bilinéaire continue symétrique :

N'(u)(h, k) = N"(uo)(k, h)  V(h,k)€ Ex E

Définition 1.1.5 :

Soit G un ouvert non vide de E. On dit que I'application N est deux fois
différentiable dans G si I'application N est deux fois différentiable en tout
point de G. Ainsi une nouvelle application est définie :

N'. G- EQ(E, F)

u —s N”(u)

appelée ”dérivée seconde” de N et dont on peut étudier 1a continuité et la
différentiabilité.

Remarque 1.1.6 ;
De maniére equivalente, on peut diie que lapplication N est deux fois dif-
férentiable dans G si :

(i) lapplication N est différentiable dans G

(i) l'application N’ est différentiable dans G.

Définition 1,1.8 :
Soit G un ouvert non vide de E. On dit que l'application N est de classe C?
dans G si:

(i) l'application N est deux fois différentiable dans G

(i) l'application dérivée seconde N” est continue dans G.

Remarque 1.1.7 :
De manidre équivalente, on peut dire que I'application N est de classe C?
dans G si l'application N’ est de classe ¢! dans G.




Remarque 1.1.8 :

Dans le cas ou I'application ”dérivée seconde” de N supposes opérer de G
dans La2(E, F) est elle méme différentiable au point 4 (ug € G ) alors sa
dérivée au point ug qu'on notera : N"{ug) ou encore N®(ug) représente la
dérivée troisieme de I'application N au point ug, avec :

N®(uy) € L(E, £2(E, F))

comme L(E, L£2(E, F)) est isométrique a C(E x E x E, F) et qu'on désignera
par L3(E, F), alors :
N®(ug) € L3(E, F)

L(E xE xE, F) ={ applications trilinéaires continues de E x E X E — F}

Notation 1.1.1 :
L'espace de Bamnach des applications n-linéaires continues sur :

ExXEx---xE—F

gu’on désigne généralement par LEE X E x--. X E, F) sera noté : £,(E, F).

Remarque 1.1.9 :

On désire généraliser cette notion de ”dérivation” & un ordre supérieur, pour
cela on procédera par recurence sur n et I'on suppose que celle ci a pu étre
définie jusqu’a l'ordre 7 = 1 ;

Définition 1,1.7 :
On dit que I'application N est n fois différentiable au point g S'il existe un
voisinage ouvert V(up), tel que ;

(i) 'application N est {(r — 1) fois différentiable dans Y (%).

(i) I'application N-1 définie dans V(ug) a valeurs dans £, _,(E, F), est
différentiable au point .
Dans ce cas on note par N (ug) la dérivée de N1 au point . De plus

N(ﬂ) (uﬂ) € En(Ea F)
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Remarque 1.1.10 :
Au vu de la définition 1.1.1, I'application N®~1) est dérivable au point ug
Si s

(i) Tlapplication N1} est définie dans un voisiige ouvert de ug.

(i) 1l existe une application linéaire A™ : E — £, 4(E, F) telle que :

”N(N*U(u) - N(nﬁl)(u‘o) - A(n)'(u - U’O)Hgn_l(E’F) = 0("'& - u’ﬂ"E)

On notera alors :

N®)(g) = A®

Si I'application N est n fois différentiable au point ug, dors la dérivée ni*™®
N®(4,) est une application n-linéaire continue symétrique :

N (uﬂ)(hli ha, -+ hn) = N(n)(uﬂ)(hﬂ{l)7 h0(2)a Tty h‘ﬂ(ﬂ)) Vo € L,

ol L, est I'ensemble des permutations sur {1,2, ++., n},
et (hy, ha, -+, hy) € E™.

Définition 1.1.8 :

Soit G un ouvert non vide de E. On dit que I'application N est a fois
différentiable dans G si I'application N est n fois différentiable en tout point
de G.

Péfinition 1.1.9 :
Soit G un ouvert non vide de E. On dit que I'application N est de clagse C™
dans G si:

(i) lapplication N est n fois différentiable dans G

(i) I'application dérivée pi*™e N{®) est continue dans G.

Définition 1.1.10 :

Soit G un ouvert non vide de E. Qn dit que I'application N est de classe (%
dans G, si I'application N est de classe €* dans G pour tout n.
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Remarque 1.1.11 :
Pour des raisons d’homogénéité on convient de poser :

NO®(u) = N(u)
et on dira que l'application N est de classe C° dans G si I'application N est
continue dans G.

Remarque 1.1.12 :

Dans le cas ou l'espace de E considéré, est un produit d'espaces de Banach,
plus exactament E = Ey x Ey x a-- x Ey, toutes les définitions, remarques
et résultats évoqués plus haut restent valables puisque E est un espace de
Banach muni de la topologie produit :

) P
s, 2, )l = D Nl
i=1
seulement il y a quelques particularités qu'il est utile de développer. Soit N
une application de E dans E :
pour U = (uy, s, +++,u,) on associe N(U) = (Ny(U), No(U), + -+, Np(U)).

Définition 1.1.11 :
Soit j € {1,2,---,p}. On dit que l'application N; est différentiable au point
U si:

(i) lapplication N; est définie dans un voisiige ouvert de Us .

(ii) 1l existe une application linéaire continue A4;: E — Eq telle que :

1N;(U) — N;(Us) — A;-(U — V)|, = oIV — Usl|g)

De plus :
N{(Us) = 4;

Proposition 1.1.1 ;
L'application N est différentiable au point Uy si et seulement si l'application
N; est différentiable au point U, pour tout j, § €{1,2,-++, p}. De plus :

N'(Up) = (N1(Us), Ny(Un), - - -, N (Uy))

12



Proposition 1.1.2 :
Soit G un ouvert non vide de E. Alors l'application N est différentiable dans
G si et seulement si I'application N; est différentiable dans G pour tout 7,

j € {112""117}'

Définition 1.1.12 :

Soit 5 €{1,2,---,p}. On suppose que lapplication N; est différentiable au
point Uy. Alors on définit “la dérivee partielle” de N; par rapport § u, au
point Uy comme étant l'unique application linéaire continue de Eg dans Eq

o
auk

%(Uﬁ) < f,(Eg, ED) N M(UD + ha:) - Nj(UD) - (Uﬂ)(h)

= o([l~]lg,)

Ey

Proposition 1.1.3 :
Soit j €{1,2,---,p}. On suppose que lapplication N; est différentiable au
point Uy. Alors :

Y. ON;
N;(Us).(ha, by - -+ hp) = gai(UO)- (h)

k=1

Proposition 1.14

L'application N est n fois différentiable au point U si et seulement si I'application
N; est n fois différentiable au point Uy, pour tout 7, j€{1,2,..+, p}. De
plus :

N(Up) = (NE(Us), NP (W), -, N§(Un))

Proposition 1.15 :

Soit G um ouvert non vide de E. Alors l'application N est n fois différentiable
dans G si et seulement si I'application N; est n fois différentiable dans G pour
tout §,j¢€ {1,2,-.-,p}

13



éfinition 1.1.13 :
Soitj € {1,2,--+, p}. On suppose que lapplication N; est n fois différentiable
au point Uy, et que lon a pu définir “les dérivées partielles dordre (n - 1)”
de lapplication N; dans un voisinage ouvert de U notées :
N{-1) (2 )__ﬂ(
J!ki k-1 Bu 6“);,,_‘
On appelle dé-rivée partielle d’ordre n de I'application N; par rapport a
Uky, * *,Ug,_, U aU point Uy, 'unique application n-linéaire continue de E,
dans L£,,-1(Ep, Ep), notée :

UO) ’ k;E{1,2,"',p}

a"N; y
Uy) € L,(Ey, B
OurOur, + up,_, 0) € Ln(Fo, Eo)
telle que :
. [¥62 @t h@) = N2 (00) - e W),
=
Iz, =0 1Al

Proposition 1.1.6 :
Soitj € {1,2,:-+, p} . On suppose que I'application N; est n fois différentiable
au point Us. Alors :

r
d"N;
N (Ug).(Hyy -+ Hy) = —2 i) (B, B
7 ( 0)( 1 ) \ kz aukl"'aukn(UO) (hkl’ ’hkn)
132y n=1
ou
H,=GHO0P,. kP | Hee E, Yk €{1,2,---,n}

Remarque 1.1.13 :

Toutes les définitions, remarques et résultats relatifs & ce paragraphe intitulé
"Rappels d’analyse fonctionnelle” ont été extraits de l'ouvrage de H. Car-
tan [18]. Toutes les démonstrations des résultats énonces sy trouvent.

14



1.2 Rappels d’analyse combinatoire :

Notation 1.2.1 :
On adoptera les notations suivantes :
pour k={ky,ky,---,k,) € N* et z=(x1,23,-,3,) € R"

|kl =Ky + kg + - + Ky,
Ink} = ky + by + - -« + ki
k= (ky1).(kaD).. ()

2F = (21)".(22)"... (zn)*

Définition 1.2.1 :
Le nombre S{n, k) de k-partitions d’'un ensemble N a n éléments s'appelle
nombre de Stirling de seconde espéce.

Remarque 1.2.2 :
Ainsi au vu de cette définition on peut affirmer que :

S(n,k)>0si 1<k<n et Snk)=0si 1<n<k
On convient par ailleurs que :

S(0,0)=1e t S0,k =0sik>1

Théoréme 1.2.1 :
Le nombre de Stirling de seconde espéce S(n, K) vaut :

E

S(n, &) = 1 S (-1CE =iy

=)

ol C; est la combinaison de % éléments dans un ensemble de g éléments.
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Les nombres de Stirling de seconde espéce S(n, k) ont pour Fonction Génératrice
" verticale” :

au(t) = 3 Sin, k)g _ -"%(exp(t) 1, k20

nxk

Théoréme 1.2.3 :

Les nombres de Stirling de seconde espace S(n, k) ont pour Fonction Génératrice
“horizontale”

" = Zn: S(n, p): [zlp
p=0
ou [zglp = 1 et [rlp=x(x~Dz=2( Hz—-pr+1).

Théoréme 1.2.4 :
Nous avons la formule exacte suivante :

S(n,k)y= > 1m.amgm. .

oil p=(p11p21p33-")pk) et |P|$P1+Pz+p3+...+pk_

Exemple 1.2.1 :

§(5,2) =132 + 1221 + 1122+ 1928 = 15

Définition 1.2.2 :

Les polyndmes de Bell partiels sont les polynémes B, ;. = B, x(zq,-++, CC),
de la suite infinie d'indéterminés «, 22, 3, . .., définis par le développement
en série formelle double :

tm t* [~
#(t,0) = exp (u zmm;ﬁ) Sy (Zu B(w))

m>1 nzl  \k=1
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Définition 1.2.3 :
Les polyndmes de Bell partiels B, 4 = By g(®1, . + -, ) sont définis de maniére
équivalente par le développement en série formelle simple :

'3

k
1 tm i
E(me;{!) :an’k(ml’.”’xn).a y k:0,1,2,...

m2] rnizk

Définition 1.2.4 :

Les polynomes de Bell complets Y, = Ya{#1, ..., ,) sont définis par :
. . t‘l’n tﬂ
P(t,1) = exp Zwma =1+ZYn(a:1,-~-,wn)-—n—!,
mz1 nzk
ou encore :

Yn(mla"'vmn)=EBn,k($11"'amn) et Y'U':l
k=1

Théoréme 1.2.5 :
Les polyntmes de Bell partiels sont des polyndmes & coefficients entiers,
homogeénes de degré K et ont pour expression :

Bup(@, oy 2m) = Y %‘ (%)kl (%)m (%)kﬂ, |

im.kl=m
{kl=p

Théoréme 1.2.6 :
Nous avons les identités :

Bn,k(]-a 1: Pty 1) = S(ni k) y

n—1 "

Conl
Bnp(14,21,. .- nl) = 'R Cc*-1
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Théordme 1.2.7 .
Nous avons les relations recurentes suivantes :

-1

k.By {1, ,Tp) = Z Ci(zy.g) * By (T1,29, >+, 2p)

j=k—1

k
Bn,k(mlg v "'En) = Z Ci(ml).? . Bn——j,k—j(gg T, ’mn) ,
i=0

Ty nl

T2 -
Bn,k(‘i‘;’ ) = (k F n)' Bﬂ‘H&',k(O?x?! 7‘311) -

y—
n

Remarque 1.2.3 :

Afin de compléter cotte série de rappels nous devons parler des deux formes
de [Iidentité d’Abel.

Théoréme 1.2.3
Pour tous z,y et z réels ainsi que pour tout entier m, nous avons la relation
dite premiére forme de l'identité d’Abel :

@+y)m =04 2 (z— g2 (y+g.2)"7.
g=0

Théoréme 1.2.9 ;

Pour tous z,y et a réels ainsi que pour tout entier m, nous avons la relation
dite seconde forme de I'identité d’Abel :

@+ g™ = CL X (X = M2) + q.2)" ¢ ((y + m.2) = g.2)7
g=0

Remarque 1.2.4 :

Toutes les définitions, remarques et résultats relatifs & ce paragraphe inti-
tule "Rappels d’analyse combinatoire” ont été extraits des ouvrages de L.
Comtet [26] et [27]. Toutes les démonstrations des résultats énoncés s’y
trouvent.
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1.3 Présentation de la méthode décompositionnelle
d’Adomian :

La méthode décompositioanelle &’ Adomian, comme il a été précisé ci haut,
est une méthode de résolution de problémes de différents types : algébrique,
différentiel, intégral, aux dérivées partielles, intégro-différentiel, etc..., qu'ils
soient linéaires ou non linéaires (consulter [22],[23]). Le principe de base de
cette méthode est simple et en méme temps naturel (du moins intuitivement)
et il est particulierement adapté au cas non linéaire. Avant tout, il faut sig-
naler que son application & un probléme donné impose a ce dernier d'étre
présente sous une forme particulidére appelée forme canonique d’Adomian.
Apres quoi, on décompose la fonction inconnue du probléme sous forme de
série dont les termes peuvent étre calculés de maniere récursive. On décom-
pose aussi I'opérateur non linéaire (ou non) du probléme sous forme de série
de polyndmes particuliers appelés polynémes d’Adomian, qui peuvent étre
déterminés de maniére récurrente a partir de l'expression de l'opérateur.
Comme on le remarquera & travers la description de la méthode, aucune
linéarisation ni aucune discrétisation ne seront opérées sur le terme non
linéaire de I'équation fonctionnelle & traiter.

Soit a résoudre I'éguation fonctionnelle :

u—N(u)=f (L1)

ot N est un opérateur de classe C> défini de E dans E , et T un élément de E
( E un espace de Banach ). Le principe de la méthode décompositonnelle
est décrire aussi bien linconnue w que l'opérateur N sous la forme d'une
série infinie

+oo ) +o0

U= Zoun et N(u) = }:(‘)Aﬂ

= n=l
u, étant des éléments appartenant a E, et les A, sont des polynomes en
Ug, Uy, Ug, - - - appelés : polyndmes d’Adomian associés a I'opérateur N, et
obtenus par la relation :

o0 +o0

N (E A'u,-) = ZJ\GA:' (g, g, v 5,0 +)

=0 ;—|
=0

Ou encore ;

1A, d N b3BY
o= g [ (E29)],

oU. A est un paramétre réel introduit par convenance.
Par cette derniére identité on remarque qu'en fait A, ne dépend que de
Ug, Uy, <, Uy, , Car la somme infinie peut étre réduite a la somme des n + 1
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premiers termes. On revient alors a I'équation fonctionnelle de départ {1.1),
et on remplace 4 et NV par leur expression respective :

U+t + oo+ Ungr + oo =f+ Ao (uo) + - - + An(uo, ur, o Un) + o

Cette derniére identité est satisfaite en posant :

[ Uy = f
u = Ay (uo)
4 : (1.2)

Un+1 =A'n(u0’u11"'aun)

\

En fait c’est le seul choix qui permet de définir les «; sans ambiguité, de
facon explicite et unique. Il est clair alors qu'on peut calculer les é&léments
ug de facon récursive, et ainsi la solution exacte de I'équation (1.1) est égale
a:

400

U=y Uy,

n=0
et ou les u sont données par (1.2).
Loriginalité de la méthode décompositionnelie d’Adomian , en comparaison
avec les méthodes classiques de résolution, basées généralement sur la linéari-
sation du terme non linéaire et sur la discrétisation de I'équation, réside dans
le fait quen décomposant P'opérateur non linéaire en série polynémiale son
caractére non linéaire est entiérement préservé. Méme s’il y a approxima-
tion de la solution ( car nous sommes obligé de tronquer la gérie solution )
la non linéarité de Péguation fonctionnelle est entiérement prise en compte
puisquil ny a pas dapproximation effectuée sur I'équation fonctionnelle. Il
est & remarquer par ailleurs (voir {22], [23]) que l'utilisation de la méthode dé-
compositionnelle d Adomian permet de ramener un probléme de controle
optimal & un probléme d'optimisation classique. En effet, soit & résoudre le
probleme de controle optimal général :

("1;'",‘":71)

)
i n _[ G (1 s Ty (U1, )y B) (1.3)
0

ou la fonction G est différentiable et T > 0 fixé. Les vecteurs :

X(t) = (ml(t), LR ,mm(t)) et U(t) = ('ll.]_(t), peey %(t))
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sont liés par la contrainte :
dX
=)= F(X(2), U(®)
X0)=7d

En utilisant la méthode décompositionnelle d’Adomian, pour la résolution
du systéme diiérentiel (1.4) on obtient :

zi(t) = f:y;(t) (), um®)) ,  vie{l,--,m}
=0

(1.4)

ou les Y}m sont explicitement dépendants de u1, - .., u,. Dans la pratique on
prend :

N;
5) =3 Y @), um®) . Vie{lo,m)

=0

Aprés quoi, on remplace l'expression des #; dans (1.3) :
T

Ny N
mi n (1) (m) ‘
(11 ton) f G ((;OYJ (U(e), ,;Y; (U(t))) ,U(t),t) dt

qui est un probléme doptimisation classique car la fonctionnelle & minimiser
dépend explicitement de wuyg, Uy, . +. , Uy, .

1.4 Principaux résultats de la méthode d’Adomian :
On considére l'équation fonctionnelle (1.1) :
u—N(u)=f

ou NV est un opérateur nonlinéaire d'un espace de Banach £ dans lui méme,
f un élément donné de E, et u lI'inconnue de I'équation. On définit les
polynbmes d Adomian associes & lopérateur N par la relation :

1d [ (&
A= i {N(Z"”’)]M el

i=0
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Théoréme 1.4.1 :

Les polynomes d’ Adomian sont donnés par les formules :
Ay (up) = N (up)
Z 1
Ap (o, u1,- -, up) = Z'fc'f Z N® (ug). (1p, - - ,upk)) , Vn>1

k=l 1+-4pp=n

Théoréme 1.4.2 :
Les polynémes d’Adomian peuvent étre donnés aussi par les formules :

Ao (1) = N (o) |
An (ue, Ug, -+ ,un) = Z ENUH)(UO)‘(UQMI]’ e 7u"’[kﬂ]) , Yn ; 1
nkj=n
ou:
Uiy = (Ui, oo ) b k=(ky, ko, -, k) €NV

k; VEOiS

Théoréme 1.4.3 ;
On suppose que l'opérateur N est de classe C*™ dans un voisinage ouvert de
ug et qu'il existe M > 0 tel que :

IN® o)l ppy <M, VEEN

Alors les polyndmes d’Adomian associés 3 N existent. De plus :

| An (150, 81, v+ 0, 1) || S €XP(R +1).M™!, VYneN

Théoréme 1.4.4 :
Sous les hypothéses du théoréme précédent et si :

M < exp(-1)

alors la série décompositionnelle ) A, est absolument convergente.
n>0
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De plus :

166l = e = ullz < (1 = Mexp(1)) L. exp(k + 1).M**!

k +00
ol @, = ):O U, , U= Y u, etlesu; sont données par (12).
n=

n=>0

Remarque 14.1 :
Tous les résultats énnoncés dans le présent paragraphe sont démontrés dans
la thése de doctorat de K. Abbaoui [1]

Remarque 1.4.2 :

Si le uy choisi n'assure pas la convergence de la méthode décompositionnelle
d’Adomian on a potentiellement la possibilité de faire un autre choix qui
permettrait eventuellement d’assurer la convergence de la méthode. On se
souvient que dans le systtme (1.2), on avait fait le choix :

ug = f

on aurait trés bien pu choisir :

ug =g
U = Ap(ug) + f— g
ug = Ay (ug,uq)

et I’elément g € E serait choisi de maniére a ce que les hypothéses du
théoréme 1.4.3 et du théoréme 1.4.4 soient vérifiées.

1.5 Etude de quelques cas particuliers :

Dans ce qui suit, nous allons traiter quelques cas d’équations mathématiques
selon le shéma proposé, et ce afin de montrer la facilité d’application de la
méthode d’Adomian. Sans restreindre les classes d'équations auquelles la
méthode peut étre appliquée, nous proposons les trois cas suivants :
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A) Cas d'une équation différentielle :

Soit & résoudre le probléme de Cauchy suivant :

{ w(t) = f(u(®)) (1.5)

‘L{.(to) = Qg -

Son écriture sous la forme canonique d’Adomian est donnée par la relation
i
u(t) = ap + flu(s)).ds .
tg
En utilisant la notation opérationnelle suivante :

i —
L) = ] o@ds et N=L7(7w)

to

le probléeme (15) peut étre écrit sous la forme équivalente suivante :
u— N (u) = ap. (1.6)
Dans ce cas précis on prendra pour E I'espace défini par :
E=C'"(to—1,t0+7]) , TERY.

En choisissant %¢{t) = ¢y, on peut écrire :

t

N®) (uo) (R, hg,+++, hn)(t) - \] f(n)(uﬂ(s))'hl(‘g)-h2(s)' es hﬂ(s)'ds

1,

Exemple 151 :
Soit & résoudre I'équation différentielle suivante :
u'(t) = (u(t))* + (1 ~t3)
{ u(0) = 0 (L.7)

dont la solution exacte est égale a u(t) = ¢.

On applique la méthode d’Adomian a ce probléme non linéaire conformé-
ment & ce qui a été developpé plus haut. L’écriture de (1.7) sous la forme
canonique d’Adomian est donnée par :

u(t) — N(u) = (t - f;—) (1.8)
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ou l'opérateur N est défini par :
i
N(w) = _ (u(s))ds.
Jo

On peut alors procéder au calcul des polyndmes d’Adomian associé a (1.8),
ainsi que les fonctions w;(t) qui sont les termes de la série décompositionnelle,

en preanant :

up(t) = t — (0.33333)8> et T=_,
on obtient les fonctions suivantes :
uy (t) = (0.33333)¢% — (0.13333)£5 + (0.01587)¢7

up(t) = (0.13333)t5 — (0.06984)t™ + (0.01340)° — {0.00048)¢!*
ua() = (0.05397)t7 = (0.03527)¢° + (0.00924)¢!! — (0.00099)t* + (0.00005)'

Ainsi la série tronquée de quatre termes prise comme solution approchée est
égale & :

3

ue(t) = Y wilt) = t—(0.02287)¢° +(0.00876)¢™ — (0.00099)¢** + (0.00005)¢"°
i=0

ce qui donne une erreur de :

e= sSUp lu.(t)—u(t)|<4.5%107°
t€[~0.5,0.5]

B) Cas d'un systéme d’équations différentielles :

Soit & résoudre le probleme de Cauchy suivant :

Ut = F (U(1)
{ Ulte) = & (1.9)

Ut) = (walt)yualt)s o, wp(t)) | FOY= (AU), £oU),---, f(U)).
Le probléme (1.9) peut étre écrit souslla forme équivalente suivante :

U(t) - @ +Jt0 F(U(s)).ds
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En utilisant la notation opérationnelle suivante :

0= [ gds M) = 17 (KO
N (U) = (Nl(U)a N2(U)a ety NP(U))

I'écriture du probléme (1.9) sous la forme canonique d’Adomian est donnée
par la relation ;
U~ N(U)=x. (1.10)

Dans ce cas précis on prendra pour E l'espace défini par :
E-(C'to~1,t0+7])) s7ERY,

En prennant Uy(t) = ag, on peut écrire :

) = [ S huto).ds

to

"N, tanf,

e COLC RS IRl B ey g

g, - Oug,, (Uo(8)).-h1(8).- - .hn(s).ds .

A partir de 14, en utilisant ce qui a été vu plus haut, on peut déterminer
N{ (Us) et NOI(Ty).

Exemple 1.5.2 :

On considére le systéme différentiel d'ordre 1 suivant :
{ (1) = /1 ()P
uh(t) = —2.u1(t) + uy(t) (1.11)
ul(O) =0 ' ?LQ(O) = 2.
On remarque que la solution exacte de ce systéme est égale a :
uy (1) = sinft) et  wy(t) = exp(t) + cos(t) + sin{t)

On applique la méthode d’Adomian & ce probléme non linéaire conformé-
ment & ce qui a été développé plus haut. L'expression du systeme différentiel
(1.11) sous la forme canonique d’Adomian est donnée par :

(u1(t), ux(t)) — N (wa(2),u2(?)) - (0,2) , (1L12)
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ou opérateur N est défini par :

N (ua(t), ua(t)) = ( / V= (m(®)ds , f (- 2u1(3)+u2(s))ds)

On peut alors procéder au calcul des polynomes d’Adomian associé & (1.12},
ainsi que les fonctions 7 (£) qui sont les termes de la série décompositionnelle,
en prennant :

ug(t) = (0,2) .
On obtient les fonctions vectorielles suivantes :

ui(t) = (t, 2t)
43 (t) = (0,0)

w) = (-5.9)

— 244
U4(t) = (0, 24)

Ainsi la série tronquée de cing termes prise comme solution approchée est

égale & :

- 4 3 2 t4

Uy (t) = Zug(t) (t-~ 2+2t+ﬂ)

=0

on remarque alors, que %, (t) correspond exactement & la série tronquée
d’ordre 4 du développement en série entiére de la solution exacte. Pour
ce qui est de l'erreur d’approximation, elle est égale au reste d'ordre 4 du
développement en série entiére.

C) Cas d'une équation intégrale :

Soit & résoudre I'équation intégrale suivante :
b
u(t) :J K(t,a:).G(u(x)).dx-l- (£) (1.13)
d

ou K, G et f sont des fonctions continues. Ce probléme se présente déja sous
la forme canonique, puisque si on désigne par :

b
N(u)(t) = / K(t, 2).G(u(z)) do
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alors l'équation (1.13) sécrit sous la forme :
u—N(u) =

Dans ce cas précis on prendra comme espace de Banach de référence, I'espace
E défini par :
E =C°([a, b, R)

En choisissant wg(t) = f(t), on peut écrire :

N® (ug)(h, hg, +++, hyp)(t) = faK(t,m).G'(")(uﬂ(:c)).hl(:z:).hz(:s). by (x)de

Exemple 1,5.3 :
On considére l'équation intégrale suivante :

J (£ — z).(u(z)).dz + t+— (1.14)

dont la solution exacte est : w(t) = t.

On applique la méthode d’Adomian & ce probléme non linéaire et ce con-
formément & ce qui a été vu plus haut. L'expression de I’éguation (1.14) se
présente déja a la forme canonique, on peut procéder directement au calcul
des polynémes d’Adomian. Conjointement & cela, on détermine les fonc-
tions u;(t) représentant les termes de la série décompositionnelle en partant

de : 9 .
U[}(t) = gt +Z .

On obtient les fonctions suivantes :
uy (£) = (0.377315).t — (0.25347)
up(t) = —(0.033676).t — (0.012643)
ug(t) = —(0.0220718).¢ + (0.0216614)
ug(t} = (0.00012544).t - (0.0014335)
Ainsi la série tronquée de cing termes prise comme solution approchée est
égale a :

4

u.(t) = Y uy(t) = (0.988359).t + (0.0041149)
=0
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ce qui donne une erreur de :

= sup |u,(t) — u(t)] < 1.6 % 1072
teln,1]

Remarque 1.5.1 :
Ce paragraphe intitulé “Etude de quelques cas particuliers” est extrait du
mémoire de D.E.A. de S. Nugier & H. Benhadda [39].
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CHAPITRE 2

Majoration en norme des polynémes d’Adomian

Les résultats de ce chapitre ont fait I’objet d’une publication

» S. KHELIFA & Y. CHERRUAULT : «New results for the Adomian method.»
Kybernetes ; Vol.29 ; n°3 ; pp 332-354; 2000.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous proposons d'améliorer certains résultats obtenus
et démontrés par K. Abbaoui dans sa thése de doctorat {1]. De fagon
plus précise nous nous sommes attachés a affiner la majoration en norme des
polynomes d’ Adomian. Ceci aura pour effet une amélioration de I'erreur
de troncature inhérente a l'application de la méthode d’Adomian. Nous
commencons par démontrer une nouvelle identité pour les polyndmes de Bell,
étape indispensable pour l'obtention des résultats escomptes.

2.2 Nouvelle identité pour les polynémes de Bell :

Au cours d'une étude bibhographique proposée par le professeur Yves Cher-
ruault, un probléme concernant les polynémes de Bell fut soulevé. Dif-
férents ouvrages ont été consultes pour sa résolution, notamment [26], [27],
[17], [28], [40] et [41] mais en vain. Clest ce qui nous a amené & démontrer
un résultat pour les polynomes de Bell qui sest avéré étre nouveau et que
nous allons présenter ci dessous. Ce resultat sera exploite plus tard.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de donner une démonstration du
théoreme suivant :

Le polyndme de Bell partiel B,,,( 1%, 2%, 3%, .. ., m™-1) vérifie I'égalité :
Bmp(1°,24,3% . o™ ) =C P m™?; YmetVp,p<m  (2.1)

ou C; est le nombre de combinaisons de 4 éléments dans un ensemble de ¢ éléments.

ons n:
Pour prouver ce théoreme nous procédons a une démonstration par récur-
rence. On vérifie tout d’'abord que la relation (2.1) est vraie pour n =
let p=1. Eneffet:

-En posant n=1et p=1
Bl,]_(lo, 21, 32, .., N *1) =1= Gglo

l'identité (2.1) est vraie.
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-Ensuite on pose n =2 et p=1,2, ainsi on obtient :

B (10 21 3‘2 . nn——l __ﬂ_ _2_ 1__0121
2,1 1a 5, 3 "ml' N -1

2! /2
091 92 ., on-ly,. 0
Byo(1°,2%,3,. 0" 551 (2|) = C}2
ce qui prouve que la relation (2.1) est encore vraie dans ce cas.

*- A présent on suppose que l'identité (2.1) est vraie pour tout s <n-—1
et pour tout p € {1,2,---,s} , c’est & dire :
BS:P(}'O: 217 327 T ) CB—P P,

Afin de montrer la véracité de lidentité (2.1) pour s=net p€{1,2,-+., n},
on procede aussi par récurrence sur p :

~ Si on pose p = 1 on obtient :

- n! _
nl(l 21 n" 1)=m n" C_ln"‘l
lidentité (2.1) est Vérifiée.
- Mais pour p = 2, on remarque que I'expression de Bn2(1°, 2%, ..., n™"1) dépend

de la parité de n. Aiii nous counsidérons les deux cas n pair et n impair
séparément :

(i) Si n est impair, on a:

n—1

2

_ nl -
Bn,2(103215327“'1nn 1) - Y( j)' ] 1( uj)n =
_7—1

on remarque alors quen procédant au changement dindice & = n - 4, nous
aurons :

W ¥
..........L h l(ﬂ, o J)n—g -1 n‘_ -k n—k~—1 kk—l
;;} ii(n — Fl Z “ . (n = k) (n ~k)
ce qui se traduit aussi par :
n—1
S gt = S e i
—J’ n—jyvi- P n—"7"
j=1J '(n"3)| = ;.%._1.7'”"_ )'
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ainsi on peut écrire que :

n-I

! z .
0 ¥y RS

G=1 .7'(” = j)g
OuU encore en posant g :j -1
n-2
69t n—1y = n! g -1 . g2 g

en écrivant n! =n.(rn~1)!, etensimplifiantpar (q + 1) chaque terme
de la somme précédente, on aura :

Z.Bn 2(10 21 . nﬂ—l) =n. (nz—g Ll)!(q + 1)9’—*1(n -1 - q)n—2—q
’ q=0 q!(n - q - 1)!
qui s'écrit également sous la forme :
n-2
2.B,5(1% 2.+ ;") =, (Z C? g+ 1) ((n~1) - q)(n*)fe)
q=0

Mais en constatant que :

-1
Caa=Ci,+C5 , ¢21
alors nous avons :
2.Bn,2(1o, 21, (X ,nnbl) = n-A]_ + n'A2
ou A, et A, sont donnés par :

n-2
A=Y Clylg+ 1) ((n=1) = g,

=0

n-2
et By= YOI+ )Y ((n = 1) = g D77

g=1

En utilisant la premiére forme de lidentité d'’Abel ( théoréme 1. 2. 8)

@+y)" =) Ch-z(z=0.2)""(y + g2

q=0
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et en substituant =, y, z et m par :
z=1, y=n-1,2=-1e t m=n-2

il devient clair que :
A}_: (1+ n -—1)"“2.

Dans Ay, on remplace ¢ par (i + 1) , on obtient alors :

n-—-3

8y =3 Cl (i +2)((n = 2) = )"

i=0
Si l'on tient compte de I'égalité suivante :

03_2 ((n - 2) - ,i)(n~3)-i - (n - 2)‘ :;-.3((” _ 2) - i)(n-—B)—i-—l
alors Ay peut étre exprimé comme suit :

n—3
By = Z(” - 2).CL (i + 2)'.((n = 2) = )31

=0
En utilisant & présent la seconde forme de I'identité d’Abel (théoréme
1.2.8):

(& £ YP = D CLe 2+ (x = m2) + q.2)™ N (y + maz) - .2)"
q=0

et en remplagant z, Y, z et m par les valeurs suivantes :
z=1 , y=n-1, z=1 et m=n-3,
il devient clair que :
Ay=(n=2).(1+n~1)"3.
En utilisant les valeurs obtenues pour A; et A, dans I'égalité :
2.B,3(1% 2L, 0" ) = nA +

nous aurons :

2.B,5(1%,2%, ... ;0" 1) = n.(n)" 2 + n.(n — 2)(n)*3
qui a son tour peut étre réduite a la forme appropriée suivante :

Bnp(1%,2',- 0" 1) = (n = 1).(n)" 2 = C"2(n)" 2.
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Ce qui prouve que lidentité (2.1) est vérifiee dans le cas n impair et p = 2.

(i) Si n est pair,on a:

£_1
" ] ' ' n_g
B.s(1°%,21, 00 nm Yy = ""'L A (R ) L r_r
2
on remarque qu'avec un simple changement d'indice ¥k = n - j , on a:
%-1 | %'5‘1 n'
- - noi e n—k—1 pk~1
z—-; -7 =) k:zn:_l (= BT (= BT

qui se traduit aussi par :

3‘: n! i1 ) i1 ey n! ) .
— = 3 ity gyt
=1 J!(n““j)t j=%+1 j!(n_ .7)! (

D'ou, on obtient pour B, (1% 21, . ..} I'égalité suivante :

n—1 i s
2.Bpp(1% 20 01) = ) e 970 — ) n!__gﬂ
i= 1]’(?1—- )' (%2)2 2
I#5
qui s'écrit également sous la forme :
25t 21 ey =S e

A partir d'ici, tout se passe exactement comme pour le cas ou n est impair.
n suivant un raisonnement analogue, on peut réaliser les mémes opérations
que précédemment et prouver que :

2.B,2(1%,2%, ... n" 1) = 2.{n - 1).(n)"?
qui s'écrit aussi sous la forme :

Bﬂﬁ(loa 21: Tty nHMI) = n-—l (n)n—z

et on déduit que lidentité (2.1), objet de notre démonstration, est Vérifiée
dans le cas n pair et p = 2.
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A présent, on suppose que pour toutp,3< p<n:
B, .(1%24,3% ... 0"y = G (n)* 0 vs € {1, 00 ,p — 1)

On doit montrer que cette identité reste encore vraie pour s=p.Pour la
suite de notre démonstration, nous utilisons lidentité (théoréme 1.2.7) :

n-l
p'B“:P(vawﬁim.?y e Tn) = Z C,T(mn—m)-Bm,p—l(ivi,mg,xg, s Ty .

m=p—1
(2:2)
Pour les besoins de notre démonstration, nous utilisons I'égalité (2.2) dans
le cas particulier ou z; = #~1, cela nous permet décrire :

P-Bn,p( 10’2 ooy nwl) — Zcm(n m)n-—'m IBm,p— (1 21 n-—l).
m=p-1

En vertu de I'hypothése de récurrence ci dessus, on a :

Brmp1(1°, 21, g7 1) = OO P ()mp1

m-—

Le changement d'indices suivant :
g=m-p-1, L=n—gq-p+tle t Jy=g+p-1
nous permet d'écrire lidentité suivante :

n—p

P-Bap(), 2,0 ) = 3 CEPICE,, (L) ()
=)

qui peut étre transformée comme suit :

p-Bng(1%,2',oo.n7) = ;(Jq)(qr T

et aprés simplification nous obtenons :

0 ol ot n!
P2 )= ((p~2)!(n—p+1)l)'¢’

()™ P}

ou ® est donnée par l'expression :
n—p E
& = ( _(n-p+ I T M(J)N) .
S (n~p+ 1w q)lgtV?
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D'ou nous pouvons écrire que :

! w2
PBagtf ) = ((p—z)!(: ) (; Cz"’“(f")nﬂq*p(’]")q—l) |

Mais compte tenu du fait que :

an—p—s-l = Cz—p'{“c’gz;l; y 4 2 1
cela implique que I'égalité (2.3) prend la forme suivante :

nl
(p-Din-p+1)
ou £} et €25 sont données par les expressions :

p.Bop(1%, 28,000, " 1) = ( ‘) (€21 + £22) (2.4)

n—p

=Y (p=~)CL,(n=~p+1) -9 " (p~1)+ g ",

g=0

n—p

el D= (p-1CI((n-p+1) - )" P %(p~1) + )"
g=1

En utilisant la premiére forme de [lidentité d'Abel, et dans laquelle nous
remplacons z,y,z et m par :

z=p—-1,y=n-p+l,z2=~-1e t m=n-p,
nous obtenons une forme trés simple pour €}; soit :
Q]_ = (n)n—p .

Il nous reste alors & évaluer le terme §2,. En reprenant I'expression :

n-p

Q=Y (=-1)CIi(n=p+1) =g P (p~1) +q)",

g=1
et en remplagant g par (s + 1) , on peut écrire €2y sous la forme suivante :

n—p--1

D= Y P=1)Ci_((n=p) =iy (p+ i)

i=()
En tenant compte du fait que :

C:.;—p((n - p) - 'i)"—-}?—i—l = (n - p).G:;_p_l((n - p) — i)n—p—i—2
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nous pouvons alors donner une nouvelle expression pour {1, soit :

n—p—1
Q- (n—p)p — 1) ( Crpilln—p) ~ (2 i)i)
=0
En utilisant & présent la seconde forme de lidentité d'Abel, et dans laquelle
nous remplagons z,3,2 et m par :
r=1

y y=n-1, z=-1le t m==n-p-1,

nous obtenons une expression plus simple pour £y, soit :
Q= (N ~p)p ~1).(r)* 2.

En utilisant les expressions obtenues pour €2; et §2, dans I'égalité (2.4), nous
aurons :

|
B, (1°,2, .. ot v ) R
P-Bnsl ") L Dimope 1

ou ¥ est donnée par :
U= ((n)"?+(n—p)p ~1).(n)"* 1)
il vient alors :

p-B‘n,z.J(lG! 217 e ,,nn-—l) = (
qui peut é&tre écrit comme suit :
p'Bn,p(loa 21: e 7'””*1) = (

et finalement :

(n—~DUn)" P\ (mn+(n—p)p— 1))
e-Dn-pl/\ n-p+1

(n~1))(n)"*
@mmmumJW

Bnp(1%, 24,0 0™ 1) = Cai(n)™F
et ainsi lidentité (2.1) est prouvée.

En conclusion, on a pu établir et prouver une nouvelle identité pour les
polyndmes de Bell, ce qui constitue une modeste contribution dans la théorie
de ces polynémes et va nous permettre de démontrer un nouveau théoreme de
convergence pour la méthode décompositionnelle d’Adomian. A noter que
les polyndmes de Bell sont un cas particulier des polyndmes d° Adomian.
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2.3 Nouvelle majoration en norme pour les polynémes
d’Adomian :

Etant donnée I'équation fonctionnelle de départ (1.1}, soit :
=N(u)+f

ou N est un opérateur de E dans E , f un élémentde E ( E un espace de
Banach ) et u linconnue du probleme.

A cet opérateur N on associe des polyndmes d’Adomian, leur expression
ayant été mentionnée au chapitre 1, paragraphe 4, on se propose d’améliorer
l'estimation du théoréme 1.4.3 :

Théordme 2.3.1 :

On suppose que l'opérateur N est de classe C® dans un voisinage ouvert de
up et qu'il existe M > 0 tel que :

<M , VkeN

”N(k) (uﬁ)uzk(E,E) =

Alors les polyndmes d’Adomian associés & N Vérifient l'inégalite :

”An (uﬁy Uy, :'u'n)”E g Mn+1 3 n = N i (2.5)

Démonstration

Pour prouver ce théoréme nous procddons & une démonstration par récur-
rence. Vérifions tout d'abord que la relation (2.5) est vraie pourn = 0. En
effet :

- En posant n = O :
Ay (wo) = N (wo) = [[Ao(wo)ll € M

l'inégalité (2.5) est vérifiée.

- Ensuite on pose n=1:
Ap (4o,u1) = N'(uo) (u1) et U = Ay (to)

IAillg <IN (uo)ll o,y lunlly < M2
ce qui prouve que linégalité (2.5) est vérifiee dans ce cas.
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- Maintenant on suppose que la relation (2.5) est vraie jusqua lordre n =
p—1, c’est & dire :

(n+1)"
(n-+1)!

montrons que cette inégalité reste vraie pour n = p. Au vu du théoréme
142 :

| Ar (0, t1, <+ undll e < M™ | ¥agp-1,

1
-Ap(u(h Upye - sup) = Z EN(E]‘:” (u(}) '(ullkl]vuﬂikﬂu Tt :%[kp])

|p-kl=p
ou :
Uip,y = \(”i’ui" cyu) et k= (ky kg, k) €NP

k; fois

D’oit nous pouvons déduire l'estimation :

1 g
I Apfuo, use up)llp € D H | v (uﬁ)llcik,(E,E)' (I.Ill
. J=

{p.kl=p

qui peut §’écrire aussi :
> 1 k & %
[ Ap (0, ur, e )l < 3 M- Healls - fluallg - - llllg -
Ip-kl=p

En utilisant la définition des w; et I'hypothese de récurrence, a savoir :

2i—1

2 .
;= A (o, 1, -+ 1) et JAia(. )] € ~;_-'-M‘ , Vi< p;
nous obtenons facilement [l'estimation :
1 10 ky 21 9 kg pp»«l kp
“Ap(um...,up)"Egi§ -}g-i-M. ('-ﬁ-M) (-2TM ) ...(_p.!_MP)
p-kl=p

de laquelle découle immédiatement linégdité :

oltor . il < 3 Sarapimems (Y7 (22)"
"“""”E\IH PR T 7l
p-E=p

Soit :
oy k1 1\ k2 —1 kp
g, - )l < MAP | 37 (}ﬁ) (‘g.'.) ...(P’_:__)
ipk=p : )
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Afin de simplifier I'écriture du membre de doite de la derniére inégalité,
évaluons A dont l'expression est donné par :
pp—l kp
&)

o\ k1 iy k2 2\ ks
A= Z_l.(l.) (.%_) (3_)
Bt 2! 3!
ou hien encore :

S PECNONE)

{p.kl=p
lkl=3

k3 pp—wl kp
()
Dapres la définition des polynomes de Bell, dune part, nous avons :
A= B, (1% 21 3% 43 . ,
5 (Z i ))
en vertu du théoréme 2.2.1, dautre part, nous pouvons affirmer que :
A== w)
(3“1

En remplagant l'indice j par ( k + 1) nous aurons :

1 (33 -k ot 1 -
== (ZC}:”—U (P)FVRIR | = =(p+ 1P,
P\ pl
que NOUS pouvons écrire aussi :

(p+1)

A= (p+1)1°

D'oh nous obtenons :

[ 4p(uo, -~ - )l g < MPHLA
et par suite :
ARV

ilAP(uGs"'iup)”E ® (p+ 1)! ’

ce qui achéve la preuve de ce théoréme.
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Remarque 2.3.1 :

Si I'on compare le théoréme 1.4.3 avec le théoréme que nous venons de
prouver, on peut se rendre compte queffectivement on a une amélioration
sensible, au vu du lemme suivant :

Lemme 2.3.1:
Pour tout n € N, nous avons l'inégalité :

(n+1)”

e < (exp(1))™* .

Démonstration :

Soit n € N, alors nous avons :

2 n
(exp(l))‘n—}-i =1+ n :; 1 + (n +2;l‘) J!_ T (n' +!1) + ,
dou lon peut déduire que :
(n+1)" _ (n+1) w1 [ R (1)
< = —_— & -
(n+ 1~ nl (exp(1)) kzz.; k!
k#n

Autrement dit : ( 1)
n+ ”
< )™,

ce qui prouve linégalité du présent lemme.

Remarque 2.3.2 :

Bien quayant amélioré l'estimation des polyndmes d’Adomian, on ne peut
établir un meilleur résultat de convergence pour la méthode décompaosition-
nelle d’Adomian que celui du théoréme 1.4.4 :

Théoréme 2.3.2 :

On suppose que lopérateur N est de classe C* dans un voisinage ouvert de
1y, qu'il existe M > O tel que :

HN(’“)(UG) ”fh(E,E) <M,¥YkeNe t M <exp(-l)
alors la série solution de l'équation (1.1) converge absolument.
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Démonstration :

La solution de I'équation (1.1) sécrit sous la forme :

ou les u sont donnés par I'expression :
Uy = Apy (g, yupy), VkEN

En vertu du théoréme 2.3.1, nous pouvons écrire :
k1)
Kkt

mais en vertu du lemme 2.3.1, nous avons l'inégalité :

Mk

el = || Ak (0, - - -y -l <

fk=1) L
< (exp(L)*

doh nous déduisons lestimation pour les uy :

luellp < (M.exp(1))*

ce qui nous permet décrire que :

Y sl < 3 (Meexp(1))*

k20 k>0

Comme par hypothése :
(M.exp(1)) <1,

en utilisant le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, nous
pouvons affirmer que la série solution converge absolument.

Lemma 2.3.2 ;
Pour tout couple de nombres entiers naturels (n, p) , tel que p € n nous avons
l'inégalité :

(n+2)™1 _ (p+ 1) n-p
(n +2)! < (p+1)! (exp(l)) * -
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Démonstration :
Pour tout entier naturel n € N, nous pouvons écrire la double égalité

suivante : n
(n+2*  (n+2)* (n+1)° (n+2)
n+2!  (a+ = @+HN\n + |
Et en utilisant l'inégalité donnée par :

n+2\" 1 \"
rTay —\ <
(n+1) (1+n+¢) < exp(l),

nous pouvons écrire que :
(n + 2)"‘+1<t(n + 1)
(nt2)}! (n+)!
En répétant le méme raisonnement, nous pouvons obtenir Pinégalité :

n 1)» n n--1
((n ; 1;1 < ((L)z exp(1),

exp(1)

ou encore :

(+2™ _ (n+1)r

n—1
n+ 2l S (el exp(l).g&_ (exp(l))Z .

(m)!

Ce qui nous permet daffirmer que :

(n+2)"1  (p+ 1) ot
(n+2)! < (p + 1)| (eXP(l))n ’ y POUr tout p g n .

Théoréme 2.3.3 ¢
Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme précédent, on peut affirmer
que lerreur de troncature est majorée par :

k k k+1
la= o0l € ey REN (29)

Démonstration :
On rappelle que :

+o0 k +o0
u=Zuj , ('Pk':zuj s (u—) = E Uj
=0

44




Pour la norme de {(u — ; ), nous avons les estimations :

- els< 3 luslas 3o Y270,

J=k+1 Prwt e
c’est & dire :
k+1 k., 2)k1
I = ol < i+ 2 )

L'utilisation du lemme 2.3.2 nous permet d’avoir ;

(p+1)y (Ic + 1)*
(p+1)! (k + 1)}

Des deux inégalités (2.7) et (2.8) nous obtenons ;

k “+-o0
I(u—eu)llg < ((’,Z"'_;ll)),M"“ (Z(M.exp(l))j) .

j=0

M (M exp( 1) (28)

Ainsi, nous pouvons affirmer que ;

(k+ I)k Mk—i—l
I~ enlls < (k+ 1)1 (1 — M.exp(1))

Ce qui achéve la démonstration de ce théoréme.

Remarque 2.3.3 :
Si 'on compare cette dernidre estimation avec celle prouvée en [1] et rappelée
au théoréme 1.4.4 A savoir:

M. exp(1))F+1
A

on remarque que l'on g réussi & affiner Perreur de troncature et donc 3
améliorer la précision de Papproximation.
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Remarque 2.3.4 :

En pratique, on ne peut pas calculer tous les termes de la série solution,
on est obligé de la tronquer et l'inégalité (2.6) du théoréme 23.3 permet
d’arréter les calculs une fois la précision desirée obtenue :

De fagon précise, pour un £ donné, € >0 , on détermine le premier entier
ko € N, tel que :

ko
%M fotl Ce. (1~ M.exp(1))

et I'on prendra comme solution approchée la fonction :

ko
U= QOkD = E uj
=0

Remarque 2.3.5;

Il faut souliiner que la nouvelle majoration en norme des polynémes d Ado-
mian (théoréme 2.3.1) a été inspirée lors de la reprise de la démonstration
concernant la somme des nombres d’Abbaoui-Cherruault que nous avons
largement simplifiée. Nous la présentons ci apres.

2.4 A propos des nombres d’Abbaoui-Cherruault :

Définition 2.4.1 :
Pour n € N et k € N®, on définit les nombres d Abbaoui-Cherruault par

= ()

o B nl ! 1
T ) (al) - (hal) (UF < (nl)or (1= [R])

Remarque 2.4.1 :

Dans cette section, nous nous proposons de donner une nouvelle démonstra-
tion du théoréme suivant :
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Théoreme 2.4.1 :
Les nombres d’Abbaocui~-Cherruault Vérifient la relation suivante :

(n+1)"

> Gy ook =
" !
frkl=n (n + 1)'

Démonstration :
En effet, si I'on pose :

! 1 1

0= Z (Y (k) (AR (l)ee (4 1 R

fr.kl=n

alors, il est ¢lair que :

r=1 | In.k|=n
|kl=p

e L)
=% | 3 - (mnuwh~@m“)(n+1mmr

Tenant compte de la définition des polyndmes de Bell (section 1.2) :

= 1
0= B,(1,1,1 ,. +——0oro.
g; i (n+1—p)

D’apreés le théoréeme 1.2.6 nous avons :

Bnp(l, L1,..) = S(n,p)

ou les S(n, p) sont les nombres de Stirling de deuxiéme espéce. Par suite
nous pouvons écrire © sons la forme suivante :

n

1
"Ly

Si on se référe au théoréme 1.2.3, il nous apparait que les S{n,p) ont pow
fonction génératrice “horizontale” I'expression suivante :

n

2" =Y 8(n,p)aly, (2.9)

p=0

ot [zJo=1 et Zp=x(X =)z =2(-+ YNz—-p+1).
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Nous pouvons donc Vérifier que si nous remplacons x par 0 dans la formule
(2.9), nous obtenons :

S(n,0) =0.

Si de plus nous remplagons z par n + 1 dans la formule (2.9), nous aurons :

(n+ 1" =3 Sp)n+ 1)) Hn+2-p).

p=1

Ce qui peut étre également écrit sous la forme :

. z " {(n+1)!
(n+1) —;m P

D’oh, nous déduisons que :

(n+1)" (n+1)"
6= t Clips oo, = .
mri) © 2 G m+ 1)

In.kj=n

Ce qui achéve la démonstration de ce théoréme.

Remarque 2.4.2 :
Cette démonstration est nettement plus simple que celle donnée en [i].
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CHAPITRE 3

Application aux micro-lasers

Les résultats de ce chapitre ont éé soumis a la revue Kybernetes

» S. KHELIFA, Y. CHERRUAULT, F. SANCHEZ & S. GUELLAL : «Determination
of eigenmodes in microchip lasers by Adomian decompostion method.» & pardtre dans
Kybernetes ; Vol. 32 ; n°® 7/8 ; 2003.
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3.1 Introduction :

Dans ce paragraphe, nous nous intéresseronms & la résolution d'une équation
différentielle complexe & une dimension d'espace, issue de la théorie des micro-
lasers (voir [43],{44]) :

é'f;jaé(w)wA-£(w)+p-f(m)-N(§(w)):0 , ER , tx)e C, (3.1)

- Op + 1 E
14 (62)2 + [I€)°

avec Am(65--c5;,)+i*g et N(¢)
¢ : la distribution du champ électrique

p . le paramétre de pompage

f : la fonction profil de la pompe & faisceaux
dc . la fréquence longitudinale du mode-cavité

65, : la fréquence du champ laser

T : le coefficient de transmission de sortie du miroir

Les inconnues de I'équation (3.1) sont &(z), p et ;. Les solutions physique
ment admissibles sont appelées ‘ solutions confinées’ et satisfont aux con-
ditions :

lim é(z)=0c et f " @) de < 400 .

Tz
eo -0

En fait, les solutions physiquement admissibles du probleme précédent sont
les fonctions propres de I'équation (3.1). Quand le terme non linéaire est
négligé (i.e. on prend N(0) ) 1eur existence est assurée non seulement si
p est supérieur & une certaine constante notée py, (valeur du paramétre de
pompage au seuil laser) mais aussi si la fonction f est égale a (cf [43],[44]) :

@) = exp(-—?—f’"—') , fla) = (1+ '_zl)mz o) = sook? (_2;:{)

(a est la largeur géométrique normalisée de la pompe )

Il apparait alors des fonctions propres impaires et des fonctions propres paires
caractérisées par :

£(0) = Oc  pour les modes impairs

£(0) = 0c pour les modes pairs

Notons au passage que la fonction propre fondamentale correspond au pre-
mier mode propre pair. La solution &{z) de I'‘égquation (3.1) nest pas aisée
a déterminer, a cause de la présence du terme non linéaire N(£). Les physi-
ciens ont propose une approche (voir [36},[43],{44}) basée sur la linéarisation
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du terme N(J) , ce qui conduit & la résolution de l'équation :

%ﬁ(m) +(p.B.f(z).- AL=)=0 ,z€R,{)eC, (32

b6 +1 : . T
=13 G et A—(5C“"5L)+i*§,

sous les mmétnes conditions :

avec B

+o0
im €)=0c, e [ [e)de<oo.
z-rto0 —o0

L'idée de cette approximation est basée sur le fait quavant l'apparition du
mode propre fondamental, £ est égale & zero, et le terme N(£) peut &tre
remplacé par le terme linéaire :

Ot ey
1+ (6r)

Dans ce qui va suivre, nous souhaitons apporter une réponse au probléme
suivant : peut-on déterminer la fonction propre fondamentale de I'équation
(3.1) (i.e. avec prise en compte du terme non linéaire) en utilisant la
méthode décompositionnelle d’Adomian ?

Avant dessayer de répondre a cette question, rappelons sommairement
ce qu'est un micro-laser.

Un micro-laser est composé d'une cavité résonnante contenant un milieu am-
plificateur et d'une source externe de puissance. La cavité résonnante est
une plague mince dun milieu amplificateur avec des miroirs formés de mul-
ticouches de diélectriques déposés directement sur les deux faces de la cavité.
La longueur de la cavité résonnante n'excede pas les 100 um, ce qui ex-
plique l'utilisation du terme micro-laser. La source externe de puissance est
généralement constitué d'une diode laser présentant un certain profil trans-
verse.

Le principe de fonctionnement d'un micro-laser est basé sur la génération
dune inversion de population positive par un faisceau de pompage au dessus
du seuil d’oscillation. Le milieu devient alors amplifkateur. L’émission Spon-
tanée est ensuite amplifiée par de multiples allers-retours liés aux réflexions
sur les miroirs de la cavité. Cela permet de générer un faisceau laser.

Les parameétres de la cavité résonnante et de la diode laser sont ajustés
de manidre & obtenir des modes confinés.
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Représentation schématique d'un micro-laser (in Nanolase Technical Bul-
letin, March 2000).

3.2 Détermination du mode fondamental :
On considere Péqguation (3.1) :

-&‘%g(x)aA.E(a:)+p-f(w)'N(§(w))=9 , TER , £@z) €C

on désire déterminer une approximation de la fonction propre fondamentale
en utilisant la méthode décompositionnelle d’ Adomian et en tenant compte
des conditions :

lim £(z) =0¢ et [ ” 1£()|)? dz < 400 .

p—srto0 oo

En réalité il est trés difficile ( voire méme impossible ) de le faire directement.
Heureusement, les expériences physiques ont prouve que :

3 Xo >0 tel que é(z) =0¢ , Vz, |z} > X0
T'idée serait alors de remplacer la relation :

lim £(z) =0c

T~rt00

par les conditions
&(~Xp) = Oc et &(Xo) = Oc

52




Par voie de conséquence la condition ¢ € L2(R) sera automatiquement

vérifiée, puisque £ est une fonction continue & support compact. En fait
pour la fonction propre fondamentale de I'équation (3.1) on peut prendre

Xy = 60. Ainsi, avec les nouvelles conditions on aura & résoudre :
{ L ¢(z) ~ AL(z) +p.f(@).NE@) = 0, ¢ € [-60,60], é(x) € C

§(-60)=0c ,  £(60)=0c
(3-3)

On désire déterminer une approximation de la fonction propre fondamen-
tale du probléme (3.3) en utilisant la méthode décompositionnelle d’ Adomian.
Comme d’habitude, on doit écrire ce probléme sous la forme canonique
d’Adomian. Par ailleurs on désirerait utiliser les mémes techniques que
celles contenues dans [47] :

/ B fgg(s)ds —A [ &e)s—p / F(5)-N(&(s))ds
alors :
GE0=n [ c@is-p [ jo)NEs+ o

aprés une seconde integration en £ on aura :

6od-'17 (£)dt _f / [A.£(s) = p.f(8).N(&(s))] dsdt + C. J Idt

60
ou encore ;

£(e) / [ | 1AE) = p.5(s).N(E) st + C.(o + 80,

Si on pose :
Ly (- J J (---)dsdt

Ex)=Ulz)+i*V(z) et C=a+ixf
On sépare la partie réelle et la partie imaginaire, on obtient :

Us) = ol +60) + 1" ({8 = 60).U(6) = V(9) = p.f(6)F(U(s), V)

V(z) = B.(z + 60) + L ((5C ~6,).V(s) + gU(s) - p.f(3).G(U(s), V(s)))
(3.4)
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ol ;

5[,.'11, e \/
= T4 (6 + WP+ (P

55.’0 + U
= T4 Gof + W @F

F(u, v) G(u, v)

Ainsi nous avons ramené I'équation (3.1) & la forme canonique d’Adomian
(3.4), et nous pouvons maintenant appliquer la méthode décompositionnelle
d’Adomian. Soit :

+oo +o0
)= Y ula) . V@ =Y vl
=0 j=0
F(U(s), V() = ZA . GU), V()= Y _By(-+)

j=0

le systeme (3.4) peut s'écrire alors sous la forme suivante :

Tole) = cfa-+60) + 13" ((60 ~b0). Soule) 5 Z‘:v,-(s))

+o0 =
~L (p-f(S)-:L::DAj(' : ) :
+oo T +eo
’t)j(ﬂ,') = ﬂ(ﬁ[ﬁ + 60) 4 LEI ((50 — 51,). govj(s) + 5 jg()u:,(s))
-L;? (P-f(S)-ng(' . ')) ,

iz0

A;(- ) (resp. B;(- - -)) sont les polynémes d’ Adomian associés & la fone-
tion non linéaire F'(u, v) (resp. G{u, v)) et définis comme dans le paragraphe
§1.4. Ainsi si on pose §; = (u;,v;), on obtient

Ao(fo) = F{uy, v)

= (w)  (wn)P (01)2 ()% QAR
An(gﬂa vy r‘fn) == Z pli caa pn! q1! - qn! 3u|p|5,0|q; \ui):

{rp+ngl=n

et de maniére analogue on obtient aussi :

By(&y) = Gluo, )

) = ()P (wn)P (1) (v,) SFIHG
B‘n(‘gO,' =€n)m Z pl! ot p,,! qll . qn! a,ujp|av|q1

(uo, Un)
np-tngl=n _
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On fait le choix suivant :
up(x) = 0
w*(x) = 0

d’ol pour u; et v, on aura les expressions suivantes :
u{z) = a.{z + 60) +L{]((56*5L)-U0(5)““§”0(3)*P-f (S)-AO(EO)) 3
w@) = Bo + 60) +7* (o= Budan(s)+ Fuae) = 2 6)-Bul) )

Et dune maniére générale pour 7 2 1, on aura :

u“+1(:1:) = LEI ((66‘ ~ 0L)-un(s) = g’l)ﬂ(-ﬁ) "p'f(s)'An(‘SO:‘"agn(s))) ’

'Un_l_l(:c) = Lz_l ((60 - 61‘,).’0“(3) + %un(s) - p-f(s)‘Bn(EDJ e ,En(S))) .

En se reférant & {43] on peut fixer: §c = 0 et T = 0.02. Et du fait que
ui(z), et vj(z) dépendent de : x, «, B3, p, 81, alors on doit écrire :

u;(z, o B, p, 61:) et vj(a:,a,ﬁ,p,ﬁf,) y Y320

ou. les inconnues a, B, p, &, seront déterminées en résolvant un systeme al-
gébrique non linéaire de quatre équations :

( U(ﬁon a, t@1p7 61:) =0
V(60a «, B=p9 6L) = 0
d
\ EU(O,a,ﬁ,p, 6r) =0 (3.5)

d
a}_v(oaaagapa 61;) =0

.

correspondant aux conditions : £(60) = O¢ et £'(0) = 0¢ .
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Pratiquement, au lieu de considérer U(z, a, Byp, 6.} (resp. V(z, o, B,p, 1)),
- on considere Uy(z, o, 8, p,81) (resp. Va(z, o, B,p, 61)) la série d’ Adomian
tronquée et composée de 5 termes, a savoir :

4
U4(601 &, 167p5 6L) = ;}UJ(.Z')

‘/:1(601‘17!61?7 61:) = 24: v.i(m)

F=0

Ainsi le systeme (3.5) devient :
( U4(603 o, /67 D, 6L) =0
(T;’C,(ﬁﬁ, o, 3,p,6.) =0
, &;U4(D,C¥,ﬂ,p, 6L) =0 (36)

d
%%(09 &, ﬁvpa 6L) =0

Pour résoudre par la méthode décompositionnelle d’Adomian le précédent
systeme, on doit dabord le mettre sous la forme canonique. Pour cela on
pose:

Fy(X,Y, Z, W) = 1075. [X ~ 1U4(60, X, Y, Z, W)]
F(X,Y,Z,W) = 1074 [Y = 1V4(60, X,Y, Z,W)]
F(X,Y, Z,W)=10-a.[Z - 1U}(0,X,Y, Z,W))

Fy(X,Y,Z, W)= 10"2.[W - 1V/(0,X,Y, z, W)]

Ce choix pour la définition de Fy, Fa, Fj et Fy est guidé par les conditions de
convergence de la méthode décompositionnelle d’Adomian (voir $1.4). Par
suite le systeme (3.6) est équivalent au systeme non linéaire :

X=F(X)Y,Z,W)
Y =F(X,Y, Z,W)
z=F(X,Y,z, W)
W=F(X,Y,Z, W)
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On peut maitenant appliquer la méthode décompositionnelle d’ Adomian.
D’ou X, Y, Z et W peuvent étre écrits sous forme de séries, comme suit :

~+00 +o0 +oo 00
.X:Z.’L‘i s Y‘—'—'zy, , Z=Zz,; , W=Zw,
. i=0

=0 i=0 $z=()

Ce qui nous permet d’ecrire également :

f oo +oo

gm = ;}.Ag”(. )
+co +o0 @) -
Z)ﬂ y; = ;j) AP )
+o0 +o0 (3)
;)z,- = 2}"4’5 (-..)
+oo o0
Pu= 3 AN
L 1=={) §=0

Les A™(...) sont les polyndmes d’Adomian associés a la fonction non
linéaire Fr(X,Y, Z, W) et définis par (voir $1.4) :

A5 () = Bulo, o, 20, wo)

Kx)k W) (z)P (w)? ikl+E+pl+Hd

A(m)(’)’o ) = Z (
] H yin | | I 1 E T 70)
[nk+nl+nptng]=n k' Ilp I ¢l aXIHaY lgZlelgWlal

avec |
V= (@5 Y5,2,05) 5 Vi€ {01, n}

m=($11--~5$n) 3 yz(ylr-“:yn) 3 z=(zls-“5zn) s 'w=(w1,...,wn)
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On fixe {xq, Yo, 2, wy) constant et I'on fait le choix suivant :

.

2= —2o + AL (20, Yo, 20, Wo)
2

Y1= —% + «4% )(maaymze}wo)

21 -~20 + Mgal(fpﬂ Yo-70 wO)

—Wp + Agl)(fﬂu Y 2 wo)

un

\

ce qui nous permet d’avoir pour 7y, :

[ ,’L‘2 = .A.g_l) ((xﬂa Yo, %o, 'UJ(]), (mla h, =, wl))
2

Yo = Ag ) ((.’Eg, Yos %o, ’UJ(]), (3;17 Y, 2, wl))

2= AD (2o, 40> 20, wo), (21, 91, 21, 1))

. Uy = Ag‘i) ((:E(laly(}a Zy, wﬂ)) (991;?}1, 21, wl))

et d’'une maniére générale «y, , pourn > 2

( Xptl ™= Ag)((mofyoyzo,wo)a. s (Zns Yny 2y i)
< Yn+1= «45:2)((-’50, Yo, Z0, Wp)s . . . 7(%, Yn, zmwn))
Zns1 = A (20, Y0, 20, W0)s . . ., (Fns Yns 20y W)
| a1 = AP (20, Y0, 20, w0): . ., (T, Yoy 20, W)

Suite a cela on détermine (Xy, Yy, Zn, Wx) la série d’Adomian tronquée
composée de N + 1 termes :

N N N N
Xy=) 2 |, Yv=> % , ZN‘:ZZi , Wh=3Y w
i=0 =0

==} =0

On retourne a présent au probléme (3.3), et on considere la fonction §,(z)
définie par :

64(33') = U4(SE, XN, YN,ZN, WN) +1° V:I(mi XN: YN, ZN’ WN)
qui représente une approximation de () solution fondamentale du probléme

(3.3). Une simulation muomérique a été réalisée avec fi(z) = exp (—0.1x% |z|)
et N =4 . On peut trouver en figure 1 I'esquisse du graphe de II(x) sur
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Iintervalle [0, 55], ou II(z) est définie par :

_ @)

1@ =1 op

L 3 ] Il

10 20 30 40 50

Figure 1

Sur I'axe des abscisses la variable est & € [0,55] , et I'axe des ordonnées cor-
respond & II{x).

En conclusion, on peut affirmer que les résultats obtenus corroborent ceux
décrits dans [43] mais il reste quelques problémes & résoudre, telle la déter-
mination de £(0) , ou encore la détermination de I'expression de la puissance
laser comme fonction croissante du parametre de pompage.
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CHAPITRE 4

Nouvelle approche pour la résolution
des équations aux dérivées partielles
du premier ordre

Les résultats de ce chapitre ont fait |’ objet de deux publications

» S. KHELIFA & Y. CHERRUAULT : «Approximation of the solution for a class of first
order p.de by Adomian method.» Kybenetes ; Vol.3 1 ; n°3/4 ; pp. 577-595 ; 2002.

» S. KHELIFA & Y.CHERRUAULT : «The decomposition method for solving first
order partid differential equation.» Kybernetes ; Vol.31; n° ; pp. 844-871 ; 2002.
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4.1 Introduction

Initialement, on s'est intéressé au probléme :

du Ou
5 ~ 5. = F Lmute) 5 £>0 (4.1)

w(0,z) =up(z) ; z€R

et notre but fut de déterminer une approximation de la solution de ce prob-
léeme par application de la méthode décompositionnelle d Adomian. Une
idée a émergé : lutilisation de courbes o-denses. Cela permettrait de "den-
sifier” I'ensemble [0, +eo[xR par une courbe o-dense, et prendre la "re-
striction” de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre intervenant
dans le probléeme (4.1) & la courbe précédente. Alors notre souhait serait que
le nouveau probleme a traiter soit un probléme de Cauchy associé a une
équation differentielle. Ainsi l'utilisation de la méthode décomposition-
nelle d’Adomian fournirait une excellente approximation pour la solution
du second probléme, et par conséquent de (4.1).

Par la suite, il sest avéré que l'on pouvait méme généraliser la technique
aux équations aux dérivées partielles du premier ordre de la forme :

F (m,y,u(w,y), gg(w,y), g—g(x,y)) =0
u(o) = ug(o) Vo € Gy

(4.2)

ou (z,y) €}, Qouvert de R? et C; est une courbe réguliére de Q.

Dans ce chapitre, on traitera le cas linéaire, suivi du cas quasi linéaire et
enfin le cas non linéaire. Mais avant tout rappelons sommairement ce qu'est
une courbe a-dense.

L'idée essentielle qui préside a la définition des courbes o-denses dans R”,
consiste a exprimer les n variables & l'aide d'une seule variable. En dautres
termes il sagit de “remplir” I'espace R™ ou plus précisément un compact de
R™ a laide d'une courbe (voir [38] ,{42],]48]). Initialement, ces courbes ont été
intoduites pour la résolution de problémes d’optimisation locale et glob-
ale, qui ont fortement interéssé les chercheurs du laboratoire MEDIMAT et
en premier lieu Y, Cherruault, qui a le grand mérite d'avoir initié, avec A.
Guillez, les fondements de la méthode doptimisation globale ALTENOR
(voir [204,[22]).
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Définition 4.1.1 :
Soit S un sous ensemble de R", et « un réel positif. On dit que S est a-dense
dans R" si et seulement si :

VPeR,3IP. €S tlque |P-PRl<a

ol |I.J} désigne la norme euclidienne sur R™.

Exemples :
1) La spirale d’Archiméde définie par :
r=af, 820,

est ra-dense dans RZ?,

2) La courbe définie par :

%(a%—?ka) ; ka2 (2k+1)a 3 k=0,...,m

y:
-—é(x-—Zka);(Qk—-l)agx<\<2ka;k=l,...,m

o0 meN*et a=(2m+1)"!
est u-dense dans le carré [0,1] x [0, 1] .

Remarque 4.1.2:

Une application possible pour ces courbes cv-denses est le calcul approché
d'intégrales multiples. On peut se ramener au calcul d'intégrales simples sur
R en densifiant le domaine d'intégration inclu dans R™ par une courbe a-dense
(voir {14],{15}). Par ailleurs, comme on l'a fait remarquer précédemment, une
des principales applications des courbes o-denses est loptimisation globale.
De fagon plus précise si l'on sintéresse a la recherche d'un extrema global
d'une fonction de n variables sur un compact de R™ (ou bien sur R"}, l'utilisa-
tion de ces courbes transforme un probleme doptimisation multivariables en
un probléme de recherche dextrema d'une fonction d'une seule variable sur
un compact de R (ou bien sur R).

En effet, étant donné le probleme d'optimisation :

g{xg%f(ml,---,xn) , DcR", (4.3)

ou f est une fonction continue. Alors la transformation Alienor définie
par:
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h: ID — D
8 — h(f) = (h1(9), o 1hn(9))

oh kh est une transformation a-dense, cest a dire que l'ensemble h(Ip) est
une courbe a-dense dans I}, nous permet de ramener le probleme (4.3) au
probleme de minimisation univariable :

min f*(8) avec £°(0) = f(hy{6),---,ha(8)) et Ip CR.

#clp

Pour plus de détails, on pourra consulter [21],{22],{23].

4.2 Etude du cas linéaire :

On considere le probléeme (4.1) :

o Oz

@_ﬂzF(t,m,u(t,w)) ;>0
u(0,z) = ufz);z € R .

Ce dernier admet une unique solution locale ( voir [29] ) dés que le couple
{uo, F) est dans C}(R) x C*(R?). On cherche donc a déterminer u(t, z) sous
la forme u (t(s), z(s)), et ou le sous ensemble C défini par :

c={Y €R*;Y = ((s),x(s)) ., s €[0,5]},

constitue une courbe a-dense dans [0, A] x R . Ainsi en notant :

2(s) = u (t(s),z(s))
On obtient alors :
G _Oud t Quds
ds Otds 0Ozds
ou Ou

5 "5 - L lultz)
Par identification, il est naturel de poser :
dt dx dz
EWI’EMS_—_]- et d—suF(Z)
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avec comme condition initiale :
t(0) =0 ; z(0) = aet 2z(0) = upla)

qui correspond & la technique de résolution des équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre par la méthode des caractéristiques. L'utilisation
de la méthode décompositionnelle d’Adomian pour le calcul de la solution

2(s) du probléme :

dz
E.;ZF(Z) , §>10 (44)

2(0) = uo(a)
doit alors fournir une approximation de la solution de (4.1) par les séries
tronquées d’Adomian.

Remarque 4.2.1 :
Les branches obtenues sont des droites puisque :

{t(s) =8, z(s)=—-s8+a} <= z=—-t+a

De plus on montre aisément que l'ensemble :
S, = {(w,y) ER? telque y=-w+ma, meZ, w>0}
est a-dense dans [0, +o0o[xR , ou a> 0.

Théoréme 4.2.1 :
On suppose que (ug, F) est dans CY{R) x C*(R3). Alors 'unique solution du
probléme (4.1) peut étre obtenue en résolvant le systeme différentiel suivant

{ dt
Z=1; H0)=0
dz
{ == —-1; z(0)=a (4.5)
dz,
— =F(z,) ; z(0)=wugla), aeR
\ ds

et inversement.
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Démonstration :
(i) Soit u(£, z) 'unique solution de (4.1), on pose alors :

t(s) =8 ; X(s)=-s+a ; z(s)=u(s,~s+a).
On vérifie alors facilement que les deux premidres équations de (4.5) sont
vérifiées :
dt da

- L0 =0 et $=-1; z(0) = a.

Une simple substitution nous permet de vérifier la troisiéme équation. En
effet :

dza Su dt _gudr du  du

ot d5+3mds“_6t ame(u(s,-—s-i-a))

Par suite : % S F(z) et z(0) = u(0, a) = ula).
(i) Soit (t(s),=(s), z.(s)) 1'unigue solution de (4.5). Il est clair que :
t(s,a)=3 ; z(s,a)=-s8+a,
ce qui nous permet d'écrire de facon équivalente :
s(t,z) =1t ; alt,z)=t+zx.

On désigne par v(s, a) = z,(s) et I'on pose u(t, z) = v(s(Z, X), alt, ).
Par conséquent, on obtient :

u(0, X) = v(0, X) = 2,(0) = uy(z) .

Et une simple substitution de ces valeurs nous dorme l'équation suivante :

du Ou OvBa Ovds Ovda Ovos
d % s T T 500t Ge0t " Bate BBz T )
‘ou
Ou Jda Ov ,0s 08s v
‘55“**—‘1"( )_(6t i v i O
et enfin :
du  du 7,
NS eFW=0-D (1 -0% F ) =2 F),
qui, apres simplification méne a I'équation :
u  Ou dz,
“‘é‘t"“*“'a—"'F(u)md F(Za)——-




Conséquence 4.2.1 :

Ainsi, on a ramenéla résolution du probléme (4.1) & la résolution du probléme
(4.4) sur les droites d’équation z = —¢ + a.

En intégrant le probléme (4.4), on obtient :

2(s) = ug(a) + [: F (z{w))dw ,
et en utilisant la notation opérationnelle suivante :
L(g) = :g(m).dw et N(z)= L' (F(2)) .
L'écriture de (4.4) sous la forme canonique d’Adomian est donnée par :
z(s) = uo(a) + N(z)(s)
on peut alors, dés & présent, mettre en application la méthode décomposi-

tionnelle d’ Adomian afin de calculer la solution z(s). A partir de la forme
canonique précédente, on a :

+-co 4o
Z‘Uk(.ﬂ) = HO(G‘) + Z Ak('u()a PR Uk) 1
k=0 k=0

d’oft nous obtenons la formule récurente suivante :

{ vo(s) = ug{a)

U“‘Fl(s) = An(?)o,'!)l, e rvﬂ) ’

ol les A, sont les polyndmes d’Adomian associes & Fopérateur N (voir §1.4).
Les polynomes A, , sont donnés par :

Ao(vo) = N(v)
An(”UU; Ugyo-e ,’Un) = z

Inpl=n

1
HN“”D(UO).(WW, U ), YR 21

On rappelle toutefois que :

NUD () (U150 > Vg )(8) - f ) FUD (o). (01)7 4+ +(0)Prduw »

66



Notation 4.2.1 :
Pour tout a dans R, on désignera par :

E, = CP (-7, +74,R), p= 0,1.

Théoréme 4.2.2 .

On suppose que les hypothéses du théoréme 4.2.1 sont vérifiés, que F est
de classe C* dans un voisinage ouvert de ug, et qu'il existe une constante M,
tel que :

”D{R)F(UG)“L:,,(EI,EO) < M, <exp(-1) ,¥neN;

alors la série décompositionnelle d’ Adomian de terme général vi(s) associée
an probléme (4.4) converge vers z;(s) unique solution de (4.4).
k

De plus si on note (s} = Zvj(s) nous avons :
=0

(k+ 1)* MEL
(k+ 1) (1 — M,.exp(1))

llza(s) — (Pk(s)"Lm(O,Tm) < , Yk € N*

Démonstration
La démonstration de ce théoréme est basée sur les résultats obtenus dans
les théoréme 4.2.1, théoréme 2.3.2 et théoréme 2.3.3.

Remarque 4.2.2 ;

Si Ton veut calculer la valeur approchée de la solution wu(%, ) en un point
M(zps, ya) , on commence par déterminer la branche de la courbe e-dense
S, & laquelle appartient le point Af, ce qui nous donnera ap; = yar + Tpr » €t
par application de la méthode d’ Adomian simple ou bien avec recollement,
on sera en mesure de fournir une approximation de la solution.

Décrivons briévement la méthode d’Adomian avec recollement pour les
equations différentielles. Etant donné le probléme :

dz
= @) = F (2(),%) (4.6)
z(0) = x4
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D'aprés le théoreme de Cauchy-Lipschitz, le probléeme (4.6) admet une unique
solution locale dés que f est de classe C'. De plus sous certaines conditions
sur f (voir le théoréme 2.3.2), on peut appliquer la méthode décompo-
sitionnelle d’Adomian qui permet de construire une série absolument con-
vergente sur lintervalle [0, T1]. Si cet intervalle [0, 73] est strictement incla
dans lintervalle maximal dexistence de la solution du probléeme (4.6) alors
on peut penser & lutilisation de la méthode décompositionnelle d’Adomian
pour déterminer la fonction z}(£) solution du probléme :

dx® _ .
—C’i‘r(ﬁ) = f («V(t),1)

(4.7)

) (Th) = X, (T1)
ol Xp,(t) est la série tronquée d’Adomian dordre Na associée au probleme
(4.6). En supposant que f vérifie encore une fois les conditions de con-
vergence de la méthode décompositionnelle d’Adomian pour le probléme
(4.7), on peut construire une série d’Adomian convergente sur lintervalle
[T3,T2). On compare encore une fois Vintervalle [0, T3] avec lintervalle maxi-
mal d'existence de |a solution du probléme (4.6); dans le cas d'une inclusion
sticte du premier dans le second on refait exactement le méme cheminement
que précédement en considérant et en résolvant par la méthode d’Adomian
le probléme :

dz® @

#23(T) = X{) (1)

ou X}Jl)(t) est la série tronquée d’Adomian dordre NV; associée au probleme
(4.7). Et ainsi de suite jusqua ce que l'on obtienne une approximation de la
solution du probléme (4.6) sur lintervalle maximal [0, T ou l'on a existence
et unicité de cette solution. Cet algorithme a été développé dans [16] et quon
pourra consulter pour plus de détail.

Remarque 4.2.3 :
Une seconde possibilité nous est offerte par cette procédure, a savoir celle
qui consiste a calculer la solution approchée de wu{t,#) sur une branche de
la courbe e-dense. S,.
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Remarque 4.2.4 :

On peut aussi, donner une approximation de la solution w(t, z). En effet,
il suffit de procéder comme dans la démonstration de la proposition 4.2.1
cest & dire considérer a comme la seconde variable dans z(s) , s étant la
premiére, on note par v(s, a) = z(s) ; sachant que :

t=g s=t
{ =—5+a i {a=t+m !

par suite, on peut écrire :

ul(t, z) = v(t,t + ).

Premiére application :

On considere la fonction test u(t, x) = exp [? + z] qui est solution du

probleme : 3 5

U U

e m =2 =1u;t>0

A" - Dus ’

u(0,z) =explz] ; zeR.
On détermine alors par la méthode décompositionnelle d Adomian la so-
lution du probléme :

dz

—=2s ~1)z,s >0
= = ).z
z(0) =expla] , a€R

Exemple 1 ;:

Considerons, par exemple, le point M(3.5, -3.5) , I'équation de la droite a
laquelle il appartient est : x = —t ( c'est § dire a = 0). On détermine
alors la série tronquée d’Adomian 4 I'ordre 11 correspondanta a =0, et
notée z3'(s) . Les essais numériques ont prouvé que la fonction précédente ne
converge que localement, et donc si I'on désire avoir une bonne approximation
de u(M) il est nécessaire de fane appel au recollement (voir {16]). En effet, la
solution obtenue par recollements successifs, notée 23! (s) , au point sy = 3.5,
fourni une remarquable approximation :

[u(M) — 7 (sar)] _ lexp(2) - Z31(3.5)] * e
How) - aEs o0
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Exemple 2 :
A présent, on prend a = 2, et I’on considere la fonction erreur £2{s) définie
par:

£2(s) = exp [¢* = s + 2] = 2}(5)

ot z1}(s) est la série tronquée d’Adomian a 'ordre 11 correspondante a
a = 2. Les essais numériques ont prouvé que la fonction £a(s) est nulle sur
[0, 2}; 1a figure 2 en est I'illustration.

b.00035 |
0.0003 |-
0.00025 |

0.0002 |

0.00015 |
p.0001 |

D.0000S L

Figure 2

Dans ce cas sur I’axe des abscisses la variable est s, s €[0, 4] , et I'axe des
ordonnées correspond & £5(s) .

Exemple 3 :

En se plagant dans les conditions de la remarque 4.2.4, on peut calculer
z21 (s), quon notera wy(s, @), et par 1a méme déterminer une approximation

a
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de uft, ) au voisinage de t = 0, & savoir :
u(t, ) = vt ¢ + z)
Les essais numériques ont prouvé que la fonction é(¢, z) définie par :
8(t,z) = ult,z) ~ un(t,z)

est nulle sur[0,2]x [A, B] avec A et B quelconques; la figure 3 en est
lillustration .

1x107"

5x107°

Figure 3

Dans ce cas I'axe des abscisses correspond 3 la variable t, ¢ & [0, 2]. Sur Paxe

des ordonnées la variable est =, z € [-10, 10], et l'axe des z correspond a
8(t, z).

Deuxiéme application :

Dans ce qui suit, on s’intéresse au probléme :
Su=0n u
at 8z 1+u

u(0,z) =upx) ; z€R

+g(t,z) ;t>0 ,zeR
\ (4.8)
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les branches de la courbe a-dense S,, étant définies par z(s) = —s + m.a ,
m € Z et t(s) =s. Le probléme (4.8) se ramene alors a la résolution de :

éf z

ds=1+z+g(s,ws+a) , 8§>0

2(9) = UQ(G) .

Des essais numériques ont &é réalisés en prenant pour g et g les fonctions
définies par :

glt,z) =exp(t —z) et ulz)=1

Figure 4

Sur I'axe des abscisses la variable est ¢, £ € [0, 1}, sur I'axe des ordonnées
la variable est z, £ € [-1,5], et I'axe des z correspond & ug(t,z). En
fait 1a figure 4 donne la représentation du graphe de la fonction ug(¢, z)
dans le domaine [0, 1] x [—1, 5]. La fonction wug(t, ) étant la série tronquée
d’Adomian d'ordre 6, solution du probléme (4.8), avec les données précisées
ci dessus.
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Troisiéme application :

A présent, on considére le probléme précédent (4.8) auquel on a associé
d'autres conditions aux limites, & savoir :

du Ou_ u

6t Oz l+u
u(0,2) = wpfz) ; z< 5
u(t,b) = wlt); t>0

+g(t,x) ; t>0, £<5H

Les branches de la courbe a-dense dans ce cas, sont données par :
ts) =s; z(s)=—s+a; s>0 pour a5,
Hs)=8+a—-5;xz(s)=—-s+5;s>0pour a>5.
Alors pour a € 5 , on résout par la méthode d’ Adomian le probleme
suivant :
do_ ¥
ds l1+p
¢(0) = uo(a)
et pour a> 5, on résout par la méthode d’Adomian le probléme :

ds 14+
¥(0) = vo(e — 5)

Une simulation numérique a été réalisée en prenant :

{ iﬂ/ﬁ—--~¢—-+g(s+am5,—s+5) , §>0

gt,g)=2—z . wl)= 2. (%)2 et u(t) =2

Les resultats sont illustrés par la figure 5. On trouvera en effet le tracé du
graphe de ug(£,z), sur le domaine D c R? défini par :

D = [0,2.5] x [~1,2.5] U[0,2.5] x [2.5,5] U [2.5,4] x [2.5,5]

ug(t, X), série tronquée d’Adomian dordre 9, est une approximation de la
solution du probléme :

au_au _ wu
o fr 14w
u(0,z) = (0.08)z% ; x < 5
w(t,5)=2 ; t>0

+2t—x ; t>0
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Figure 5
Comme précédemment, I’axe des abscisses correspond a la variable £ et sur

I'axe des ordonnées la variable est z. On rappelle que la figure 5 représente
le graphe de la fonction ug(%, £) sur le domaine D.
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Remarque 4.2.6

Tout ce qui vient d’étre fait pour le probléme (4.1) peut se généraliser a
une équation aux dérivées partielles linéaire quelconque. En effet, soit
un ouvert du plan et Cy une courbe réguliére incluse dans 2. Considérons
Péquation aux dérivées partielles du premier ordre suivante :

{ a(w,y)g—g + b(x,y)% = G(z,y,u(z,y)) 4.9

u(u) = up{a) sur G
On paramétrise Cy comme suit:
Co= {(2,y) € R®tel que = zy(s) ety = yo(s), s €[0, 1]} .

Par un raisonnement analogue & celui fait ci dessus, on détermine les branches
d’'une combe o-dense par résolution, pour certaines valeurs du paramétre s,
les systémes correspondants :

dr.

E’t* = g (x(t),y:(t)) .'1,‘3(0) = mg(s)

W at) ®) 5 3l0) = 0lo)

Une fois cette opération achevée, on résout par la méthode décomposition-
nelle le probleme :

{§=Gmm%mAM) 10)

250} = uo(zo(5), yo(s))

Remarque 4.2.7
Sous les hypotheses suivantes :
i) Les fonctions a, b (resp. G) sont de classe C! dans ) (resp. £ x W).
ii) Les fonctions a, b sont telles que : |af + |b| # 0
iii) Les fonctions a, & sont telles que :

a(@o(3), yo(8))-1p(8) ~ b(zo{s), mo(s)).z5(s) #0, Vs €[0,1]

le probléme (4.9), admet une unique solution locale (voir [29]).
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Théoréme 4.2.3 :

Sous les hypothéses de la remarque 4.2.7, l'unique solution locale du prob-
léme (4.9) est obtenue a partir de I'unique solution du systéme différentiel
(4.11), et inversement :

[ S ®n@) ;w0 =)
; We — b, 0:0) 5 30 =10(s) (4.11)
| 2 = G0, 20)  7(0) = wolaa(s). o)

Démonstration :
A- Soit u{z, y) la solution de (4.9), on pose alors :
Zs(t) =u (ms(t)a ys(t))

ou e couple (z,(t), y,(t)) est solution de :

%:a(wa(t),ys(tn - (0= ao(s)
%ﬁ: b (24(t), us(2)) 5 9s(0) = wo(s)

Par conséquent :
dz, _Oudz, Oudy,

Ou du
7 = —B—:E &t + By at a(maays)—ét_ +b($,, ys)'a—:; = G(mﬂ y-‘”u(ms’ y“’))

dou: de
=2 = G (@(t), 1lt), (1))

De plus :
z5(0) = u(z,(0), ¥(0)) = u(wo(s), yo(8)) = ualZo(3), B0(8))-

B- Soit (z,(t), ys(t), 2.(t)) la solution de (4.11), on note alors :
v(t, s) = 2z(2) .
Mais d'apres la condition (iii) de la remarque 4.2.7, on a :
a(zo(s), yo(s))-yo(s) — b(zo(s), wo(s))-ap(s) #0, Vse[0,1],
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on peut écrire localement :

z = z(t, s) t=1(,y)
{ Y:y(tas) © { 3:3(55 Y>

Posons alors : u{z,y) = v(t(z,y),s(z,y)). Ainsi :

(*) - En premier lieu, montrons que :
u(0) = uglo) sur Gy,
Pour (z,y) € Cy , il existe s €0, 1] tel que I'on ait :
T =zo(s) et v = wls),
et par conséquent, on peut écrire :

u(z,y) = u(zo(s), 9o(s)) = w(24(0),4:(0)) = v (0, 5) = z,(0) .

Soit encore :
u(zo(3), yo(s)) = uol2o(s), Yo(s)),
(*#*) - En second lieu, montrons que :

du du
4, ¥)5, + bl@ vhg = G (= vulzy)).
pour cela, évaluons I'expression :

Az, y) = a(z, y)g% + b(z, y)‘g‘g ~G (=, v, ulz, y)) |

Elle peut é&tre écrite sous la forme suivante :

vds Ovot dvds Ovot
Aw) = olo) (G0 + Joae ) +¥es) (Geoe + ooy ) ~Gayn)

de laguelle on obtient facilement l'égalité :
v

Os 0 at at\ 0
Alw,) = (ate )5+ Mo ) 5ot (a0 37 + e 30 ) S-G )

Mais par construction, on remarque que :

afa,9) = a (alt, 9, ult,8)) = oltys) |, Hayy) = blolt, o)yt o)) = Lit,s)

17



Par suite :

_(9z0s  Byds\dv  (3zdt Oyor\ dv
Alz,y) = (Btam+ atay) ds (Bt 3zt ata_y)?a?"G(m’y’“) ’

qui sécrit également :

_ (925 050\ v (0605 on0y\

Os ot
Tenant compte du fait que :
0s0zr 0sd 9 ¢
Os9v Oy _Os_, o (OO Otdu\ & _
Oz ot Oyot ot Oz ot Oy dt ot
car s et t sont des variables indépendantes. Alors on obtient finalement :

Az, 1) = 5~ G (5,,0) = 5 = G (olt), wl0) 2s) = 0,

ou bien encore :

Ou ou
a(m,y)ab‘- +b(m,y)5§ = G(m,y,u(z,y))

Définition 4.2.1 :

Lescourbesintégralesdéfiniespar (z,(t}, ys(£), z,(t)) etsolutionde (4.11)
sont appellées courbes caractéristiques de I'équation aux dérivées par-
tielles (4.9).

Notation 4.2.1 :
Pour tout g dans Vintervalle [0, 1], on désignera par :

EP = CP ([“Ta’ +Ta]9 R) ,p=0, 11

et on note par vo(s) = uy(Zo(s),Yo(s)).
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Théoréme 4.2.4 :

On suppose que les hypothéses de la remarque 4.2.7 sont vérifiées, que G
est de classe €* dans un voisinage ouvert de ug, et qu'il existe une constante
M, tel que:

ID™G(o)||, (5, 5y S Ms <exp(~1) ,¥n€N;

alors la série décompositionnelle d’ Adomian associée au probléme (4.10)
converge vers 2s(t} unique solution de (4.10). De plus cette solution vérifie
l'estimation suivante :

(k+1)  MEH
ll2s — Sok”Lw(o,rs) < (8 + 1) (1 - M,.exp(1))

y Vk € N*

ou ¢, désigne la tronquée de la série décompositionnelle & I'ordre K. Ses
éléments étant obtenus par la méthode d’Adomian exactement comme dans
la conséquence 4.2.1.

Démonstration

La démonstration de ce théoréme est basée sur les résultats obtenus dans
les théoréme 4.2.3, théoréme 2.3.2 et théoréme 2.3.3.

Remarque 4.2.8 :

On peut, sans aucune difficulté, généraliser les résultats précédents & une
équation aux dérivées partielles linéaire du premier ordre a coefficients vari-
ables dans R™ . Pour cela, on considére le probléme suivant :

n
ou
Zai(ml,...7wn)5gc—f = G’(g;h.. . 3$ﬂ7u($17“ . ,fﬂn))
: 3

i=1

u(o) = ugle) sur I,

en suivant exactement un raisonnement analogue que celui qui a été développé
Ci dessus.
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4.3 Etude du cas quasi linéaire :

Soient § un ouvert de R2, Cy une courbe réguliére incluse dans €}, et ug une
fonction définie sur Cg, on considére le probléme :

o o
{ Az, y,u(z, 1)) 5% + B(z,y, u(z, y)) _51-; =Clayu@y),

u{o) = up(o) Vo €C .
Supposons que la courbe Cy est paramétrée par :
Co = {(z,y) € R* tel que = = zo(s) et y = %u(s), s € [0, 1)} .

On pose alors :

z(s) = up {@o(s), (s)) , Vs € [0,1] .

Remarque 4.3.1 :
Si les trois hypotheses suivantes :
1- Les fonctions A, B, et C sont continuement différentiables sur £ x R.
2-Lesfonctions A et B sonttellesque|A| + |B] # 0 sur € x R.
3 Les fonctions A et B vérifient la relation :

A (zo(s), yo(s), 20(3)) Y(8) — B (z0(s), ¥0(s), 20(s)) .2p(s) #0 Vs €[0, 1]

sont satisfaites, alors le probléeme (4.12) admet une unique solution locale
définie dans un voisinage de Ca ( voir [29]).

Théoreme 4.3.1 :

Sous les mémes hypothéses que celles de la remarque 4.3.1, l'unique solu-
tion locale du probleme (4.12) peut étre obtenue par résolution du systeme
différentiel (4.13) suivant, et inversement :

"d:l?,,

dt = A (zs{t), 4s(t), z:()) 5 2.(0) = 2o(s)
: % = B {2:(t), 4s(£),2:(1)) ; 3:(0) = wo(s) (4.13)
\ % = C (z5(2), ys(2), zs(t)) g ZS(O) = zo(s)
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Démonstration :
La preuve de ce théoréme se fait en deux étapes essentielles :

Etape 1 : Soit u{z, y) l'unique solution du probleme (4.12). Rappelons
que la courbe Ca est paramétrée par :

Co = {(z,y) € R¥tel que = = xzo{s) ety = gls).,s € [0, 1}}
On considere alors, pour tout s fixé dans [0, 1], le systeme différentiel :

dX

dt
dY

EL A, Y, u(XB,Y®) ; XO = wols)
= B(X(®),Y(®),u(X(®).Y(®) ;YO = p(s)

Ce systtme admet une unique solution locale, en vertu des hypotheses im-
posées. On pose :
Z(t) = u (X(¢), Y ().

Nous allons vérifier que le vecteur (X(t) , Y(t) , Z(t)) est solution du probleme
(4.13). En effet, par contruction on Vérifie facilement que :

X _AX@),Y(),20) 5 X(O) = aols)

dt —
“ =B (X(1),Y([),2() ; Y(0) = pols),

il reste a prouver que la fonetion Z(t) vérifie I'équation suivante :

dz

— = CX@,Y([),2(t)) ; Z(0) = xfs)

Or nous avons :

Zt)=u(X(),Y (),
et par suite :

dZ OudX  OudY

& " ordt Toyd
D'ou on peut écrire :

dz du o

) =A(X({®), Y1), Z(t) 5 +B(X(t), Y(t), Z(t) o
soit encore :

‘;‘f C(X(t),Y(1),u(X(£),Y(t))) = C(X(1),Y (), Z(t)) ,
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et finalement on obtient :

az
o~ 0(X), Y (), 2¢)).

Par ailleurs, il est clair que :
Z(0) = u (X(0),Y(0)) = u (@o(s), yo(s)) = uo (%a(s), %0o(8)) = 20(s)

Etape 2 : Soit (z,(t), %s(£), ,(t) 1'unique solution du probléme (4.13).
Tenant compte de la propriété de dependance continue de la solution ( d'un
systeme differentiel du premier ordre ) par rapport aux conditions initiales
et au parametre, on peut conclure que les fonctions :

r=xz,(t)=z(s,t) . y=gf)=y(st) ,et z= zt) = 2(s1)

sont continuement differentiables sur [0, 1] x [-6, 6]. L'hypothése 3 de la
remarque 4.3.1, nous permet daffirmer que :

2 = z(s, t) s =s(z,y)
{ Y =y(s, 1) “ { t = tz,y)
On pose alors :
u(z, y) = z (s(z, y), Hz, v)) | (4.14)

Montrons que u{x, y) ainsi définie est solution du probléeme (4.12).

i) Evaluons la fonction D{z, y) donnée par l'expression suivante :

D(a,1) = Ale,3, @) 5o + B, pyu(z.) g = C @,0,u(z,1)

En utilisant (4.14) on peut affirmer que :

8z0s 0z8t 0z0s 0z 0t
D) = Aot (Foge+ grge) + Bt (G + e ) ~Clant).

cettederniére égalité peut étre écrite sous la forme suivante :

D(z,y) = (A(s,t)g + B(s,t) = )g’z—+(A( t) +B(s,t)gt—y) Q:Z._C(s t)

Tenant compte du fait que :

r Als, t) = A (z(s, t), y(s,t),2(s,8)) = gt—:c(s,t)
d et

B(s, £) = B (a(s, £), 4(s, 1), 2(5,%)) = gt-y(s, )

.
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Alors la fonction D(z, y) prend la forme :

Oz ds Oy0Os\ Oz Oz 0t Oy Bt) g
D(m’y)ﬂ(?a?é;*atay) 33+(6t6:1: oy ) ot~ C®H
de laquelle on déduit la suivante :
050z  0sOy\ 0z (Otox at 8y) az _Cls.) (415

Par ailleurs, sachant que : :
s = s{z,y) = s(x(s,t),4(s,8)) , t=1t(z,y) =t(als,t),9(s,8)) ,
il en résulte que :

Osdx Os0y OsBx Os ay)
- (%= 950z | 05OV g
¢s (3z5‘8+5y63) ds+(6m6t + 5y ot

Otz Bt Oy otdx Ot 3y)
il e e —= | dt .
(6m33+6y63)d8+( 2ot |

Les variables s et t étant indépendantes, il vient dors :

Js8xr 0Osdy otz Oty
ds 0z ~ [otoz 1 4.16
(63:33+3y83) (6x6t+3y8t) (4.16)

dsdz  Osdy\ _ (Otdx Otoy
(aa,-at""é;?a?) = (azas+ ayas) 0. @17

Des égalités (4.15), (4.16) et (4.17) on obtient :

dt

i

6
D(z,y) = 5 - C(s1) .
Ainsi pour chaque s fixé dans [(), 1jon aura:

D(a:,y) — C(xs(t)ays(t) zs(t))

de laquelle on peut deéduire que :

iy Ou
A, 1,u@y) 5 + Bl@y () 5 = C @y u(z)

ii) Il nous reste & prouver que :
u(@) = uele), vu € Gy .
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Puisque :
Co = {(z,y) € R* tel que = = z(s) ety = wls),s €[0, 1]},

il suffit de calculer u (xo(s), ¥o(8)) pour chaque s fixé dans [0, 1]. Par con-
struction nous avons I'égalite :

u (20(8), Yo(8)) = 7 {s(z0(8), 3o(5)), tzo(5), 20 (9)))

3 (zo(s), wo(s)) = 8, t (wo(s), %0(s))= 0, V(s t)€[0,1] X [-5, 4]
D'ou nous déduisons les égalités suivantes :
u (20(s), %0(5)) = 2(3, 0) = 2,(0) = 20(8) = 1o (20(5), 5o(s)) .
Enfin, on conclut que :

u(o) =u(o), Voely.

Définition 4.3.1 :

Les courbes intégrales définies par (z,(t), y.(t}, 2,(t)) solution de (4.13)
sont appellées courbes caractéristiques de I'équation aux dérivées par-
tielles figurant dans le probleme (4.12).

Conséquence 4.3.1 :

En se basant sur le théoréme 4.3.1, pour déterminer la solution du
probléme (4.12), a savoir u ,il suffit de résoudre pour chaque s fixé dans [0, 1]
le systéme différentiel suivant :

(2= A0, uel0), %(®) 5 m(0) = 2o(s).
Do o B @le) wle)h %) 5 00) = wl),  (@19)
s c ), u), ) 40 = ),
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et de prendre u (z,(t), ys(f)) = z:(t) qui constituera la solution de (4.12) re-
streinte & la courbe (z,(t), ¥s(t)). Ainsi et afin de calculer 2,(¢) , on fait appel
4 la méthode décompositionnelle d’Adomian qui sadapte parfaitement a la
situation. Cela nous permettra de construire une excellente approximation
de z,(%).
En adoptant les notations suivantes :

WS(t) = (33'3(15), ya(t)s zﬂ(t)) 3 “’G(*S) - (\m‘brs% 3’0(3)1'76(5))

et F(z,1,2) = (Alz,y,2), B(z,y,2),C(z,y,2))

le probléme (4.18) sexprime, pour chaque s fixé, sous la forme vectorielle
suivante : do,

'E'E' = Fw,)

ws(o) = wﬂ(s)
Ce qui équivaut a :

t
we(t) = fF(ws(‘r))d’r+W”(s),
0
L'utilisation des notations opérationnelles suivantes :

L(g) = f to g(r)dr et Nw)= L (F(w))

nous permettent I'écriture du probleme (4.18) sous la forme canonique d’ Adomian,
a savoir :

we(t) = N{wg)(t) + wo(s) .

On suppose que I'opérateur N est indéfiniment différentiable dans un
voisinage V(wy(s)) de wo(8) (ce qui équivaut a supposer que la fonction
vectorielle F est indéfiniment diiérentiable). On est a présent en mesure
d'appliquer la méthode décompositionnelle d’ Adomian, afin d’approcher la
solution z,(t) qui n'est autre que u (xa(£), y,(£}) , ce qui implique la construc-
tion d'une suite vectorielle tel qu'il a été établi dans le paragraphe 1.3.

Pour s fixé dans [0, 1], on définit X©@ XM .| Xt+1) . de maniére récu-
rente selon le schéma suivant :

{ XO/) = wols)
X)) = (2™ (t),y™ (), (), ¥m e N*'

ol ;
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(1) = Apy (XO@),XD(@), -+, Xtm-D(3))
y(m)(t’) = Bm—l (X(O)(t)a X(l)(t)a YRy X(mvl)(t)) )
2™ () = Oy (XO@), XO(t), ..., Xm-D(2))

avec A,, , B, et C, définis comme suit :
#
o (X)) = / A (XO()) dr
3 .
An (X(o)(t)’ e (n) t) / G’ (T).A("’J‘k) (X(O) (1-)) dr

| O i+ ng|+{nk|._n

{

¢

Buﬂwm:/%@ww»m

< .
B, ( X(U)(t), cen X(n) (t)) / Gn(7). BUGk) ( X0 (7")) dr
]n i+, JH'n kj=n

et

o o) f o

Cy (XO), .+, X (1)) / Go(7).CEHR) (X1 (1)) dr .

0 In. 1|+]'n Jinkl=n

La fonction G, est donnée par 'expression :

Cu(r) = (WWD)L WW})IFMh ),

ainsi que :
a! i+ 7]+l

i) (X0
(X)) = DBy o2

(X))

oh ¥=A,BouC.
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00
Il est clan que si la série vectorielle Z X®)(t) converge, la fonction &,(t)
k=0

B(t)= 3" 2P
k=0

converge Vers z(t) , représentant la restriction de u & la courbe (z,(t), y.(t).
De plus, la famille de courbes S définie par :

donnée par :

s = {(za(t), y(1)) e R®; t € [-6,8] ; s =k.o; k=0,---,K0};K0=[21¥-]

est a-dense dans le voisinage V, (Co) de Co, et le calcul de z,(f) pour
k=10,--+, Kg, donnera une approximation de wu(z, y) sur V, {Cp).

Théoréme 4.3.2 .

Sous les mémes hypothéses que celles de la remarque 4.3.1, et en supposant
en outre que la fonction F est indéfiniment différentiable dans un voisinage
V (wo(s)) et vérifie l'estimation :

||D(k)F (wo(s))]| € M < exp(-1) , Vk €N,

alors la série décompositionnelle d’Adomian associée au probléme (4.13)
converge. De plus il existe T, tel que :

(p+ 1);; MrPtlL
l2s ~ @pll pog,zey < (p+ 1) (1 = M. exp(1))

, V/pe N*

Démonstration :

La demonstration de ce théoréme est basée sur les résultats obtenus dans
les théoréme 4.3.1, théoréme 2.3.2 et théoréme 2.3.3. Par ailleurs dans
notre cas 7, = 1; mais si la constante M n’est pas strictement inférieure 3,
exp( — 1), on peut choisir T, tel que :

Ti.M < exp(-1) ,

ce qui permet davoir des résultats analogues.
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4.4 Etude du cas non linéaire :

Soient €2 un ouvert de R2, Cy une courbe réguliére incluse dans 2, 1y une fonc-
tion définie sur Cp, et F une fonction réguliére définie sur £ x R%. Revenons
a I'étude du probléme (4.2) :

F (s, gl goen)) =0,
u(o) = ug(a) ‘v’o €eC.
On suppose dans toute la suite que la courbe (4 est paramétrée par :
Co ={(=zy) ¢ R*tel que = z(s) ety = w(s),s €[0, 1]} .
On pose alors :

2%(s) = ug (zo(s), 2o(s)) , vs€[0,1].

Sous les quatre conditions suivantes :
1- La fonction F(z,y, z,¢,n) est de classe C2 sur  x R3,
oF |OF
2- La fonction F(zx, y,z,(,n) est telle qu acl l;%l # 0 sur £ x R3,

3- 1l existe deux fonctions {,(s) et mg(s) continuement dérivables sur [0, 1]
telles que :

{ F (zo(s), y0(5)> 20(8), Co(8):mp(8)) = 0, Vs € [0, 1]
zp(8) = Cols)-zh(8) + mo(s).up(s ) Vs €0, 1

4- Les fonctions @ et ?E vérifient la relation :

¢ n

oF OF
a—c(xoﬂ Yo, 2o, g(}i ﬂﬂ)'y(’](s) - —5,;.’“(:1’19’ Yo, 2o, CO’ WO)‘:EIO(S) % 0 VS € [O’ 1] ’

le probléme (4.2) admet une unigque solution locale définie dans un voisinage
de Cy (voir {29}), tel que :

2% oloh ) =Gols) et 2 (aofs), ) = mls).
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Théoréme 4.4.1 :

Si les hypothéses I-4 ci dessus sont vérifiées, alors l'unique solution locale du
probleme (4.2) peut étre obtenue en résolvant le systéme différentiel (4.19),
et inversement :

% = %{‘: (ﬂ?s(t), ys(t), Zs(t), gs(t)7 ﬂs(t)) 3 Tg (0) = 580(3)

%%m%%mm%m&mxﬁmum L 1(0) = wols)

{ %i‘s“ =, (t) (ws(t)s -+, 1, () + ns(t)-g—g (@a(t), -+, m,(£))
< 2,(0) = 20(3)
{%5_@@ﬁ),mm uﬂ wﬁxumm

. Cs(e) CO(S)
{ d_;_?ti = "'“%;Z (.’Bs(t), Tt ns(t)) = ns(t)'g_f (ms(t)9 T "7’8(?:))
15(0) = 1o (s)

.

(4.19)

Démonstration :
La preuve de ce théoréeme se fait en deux étapes essentielles :
Etape 1 : Soit u(z, y) l'unique solution du probléme (4.2). Rappelons

que la courbe Cpest paramétrée par :

Co = ((x,y) € REtel que 2 = mo(s) ety = go(s), s €[0,1]} .

On considere alors, pour tout s fixé dans [0, 1], le systéme différentiel :

% = (XOYO.u0.v0), k0. 0), X xo.r0)
{ dY aOF

& a(ﬂﬂ”ﬂ(ﬂﬂﬂm—%mnwm (Hﬂ(m)
X(0)==(s) ; Y(0)=po(s)

\

Ce systtme admet une unique solution, en vertu des hypothéses imposées.
Posons

2) = u (X, Y(0), 8() = 5o (X0, Y(0), 96) = 3% (x@), Y1@),
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et vérifions que la fonction vectorielle :
(X(#), Y (2), 2(2), 2(¢), ¥(t)),

est solution du systeme différentiel (4.19).
Par construction nous avons :

dX OF

& = ac KLY, 260, 00, ¥@) 5 X(0) = mo(s)
D=0 X0,V (0,20,90,%0) YO =
De plus on a :

dZ OudX 4 o oudY
dt Oz dt @ By dt

Par conséquent :

dz

OF
== q)(t) — (X(t), LN + (1) (X(0), -, T(E))

Mais nous avons
Z(0) = u (X(0), Y(0)) = u (wo(s), 30(s)) = tp (zo(s), %0(s)) = 20(3)
et par suite :

dz oF
{ = a(t).2F % Foxw, o) + ()5, (X0, V)
Z(0) = zfs)

Pour les fonctions ®(£) et Q(t) , nous avons :

o _0bdX  99dY d¥_oWdX A ovay
dt Gz dt  Fydt O At Oz dt By dt’
ou encore ;
dé _0%OF  0BOF . d¥ _Q¥OF A OVOF 420
dt 9z 6 ' By o dt — 8z 8¢ By In (4.20)

Rappelons que u est I'unique solution du probléme (4.2) :

F(z,y, Z(z, y), ®(z, y), ¥z, v))=0

ce qui nous permet d’écrire :
dF=0.
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Or dF est donné par l'expression :

dF**?Edm+a—Fd +6—FdZ+QEd®+§Ed\I'

Ox 3y Jz a¢
Par ailleurs, dZ, d® et d¥ sont donnés par :
[ a0z e ¥4 ou Ju
dZ—-g—d T -+ % dymé}—dm+a—ydy,
o 0P Pu a2u
dd = —
$ 6dw aydy 62dm+6y8 dy
ov av &*u Pu
\ AV = %dx+ Egdy—- 5m6yd$+ ay2dy .
Cela implique :
oF OF oF B(I’ OF 0¥ oF adF OF 8¢ OF BII!)
—V+ 5+ 55 }d
dF= (Ba:+ 22T B¢ s am a:c)d +(3y+ Y

Le fait que z et y sont des variables indépendantes et que dF est nul nous
permet d’affirmer que :
adF OF OF 09 OJOF3V¥
(69: 5t o a:ﬁ%@) =0
gF OF OF 0® OF 0¥
(a—wﬁ‘z“l’Wﬁf%‘@) =0
La définition de @ et ¥, et le fait que la solution u de (4.2) est deux fois
continuement  différentiable, entrainent :
ngu 0 v 9%
Ozly  Oydz ar 8y
Par conséquent :

(gf_’ ?ﬁ OF 09 6F 00y 0
aC oz 817 oy )
(8F+8F‘I}+6F6@ Q_F_@)_O
dy ac oz ' oy Oy
d’ott on déduit les égalités suivantes :

OF0® 9Fa®  OF OF
oo oy o B -
6F3@+6F8‘IIM _QF___‘?.F_Q '
o¢ Oz n "8y Oy Oz
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Des égalités(4.20) et (4.21) on déduit que :

do_OF0R OFO _ OF OF,
dt  0C o0z dn Oy or Oz

v _orow OFoV _9F oF,
dt 9 odx 8n 8y By Iz

De plus on a :
2(0) = 2% (x(0), Y(0) = 22 (o), ls)) = &)
¥(0) = 55 (X0, V() = 5 (@olo), (5)=70(0)

Ainsi @ et W sont solutions du systeme :

(B O x ),  we) - 20). 5 (X0, w@)

dw ag 81?’ (4.22)
<'Em_ﬁﬂxmm”wm%wm%ﬂme”wm) '
\ ®(0) = Co(s) ,  W(0) = ny(s)

Etape 2 : Soit {z,{t), ys(t), 2,(t), {,(£),,(¢)) 'unique solution du prob-
léme (4.19). Daprés les théorémes de dépendance continue de la solution
( dun systeme differentiel du premier ordre ) par rapport aux conditions
initiales et au paramétre, on peut affirmer que les fonctions :

X = za(t) = (s, 8), Y = ys(t) = yls, ), 2= z(t) = 2(s, 1)
C = Cs(t) = C(S, t) y M= ns(t) = 77(5: t)
sont deux fois continuement différentiables sur [0, 1] x [-§, &].
L’hypothése 4 permet d’affirmer que localement, on a Péquivalence :

{ X = z(s, 1) - { s = 3(z,Y)

Y = y(sat) t= t(Z‘, Y)
On pose alors :
u(z, v) =2 (s(z, ), t(z, Y)).

Il s'agit donc de montrer que la fonction w(z, y) ainsi définie est solution du
probléme (4.2).

A- Dans un premier temps, montrons que la fonction F vérifie :
F (z(s,t),y(s,1), 2(s,%),((s,t),m(s,8)) =0 = VsetVt. (4.23)
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Par construction, on remarque que, pour chaque s fixé dans [0, 1] on a :

ar
7 (@6 4s(2), 25(2), Co(2), m,(2)) = O
En effet pour chaque s fixé :

dF _OFds, OFdy, OFds OFd(, OFdn,
dt Ox dt Oy dt Oz dt 8 dt ' Oy dt

Puisque par hypotheése le vecteur (z,(t), ¥,(£), z5(t}, C\t), ,(t)} est solution
de (4.19}, il vient alors :

dF OF9F OFQF OFJF OFOF

G T wmacteyon e ac oot
_OFOF _ OFOF OFOF _ OFOF
8 8z  "OC Bz Om by om oz
Ainsi pour chaque s fixé, nous avons :
dr
E (ws(t)a ys(t)azs(t)a Cs(t)! m(t)) =0.

En on déduit alors que, pour tout s fixé dans [0, 1], la fonction F est constante,
d’'ou on a :

F (25(2), 4s(2): 25(£), C,(2), s(8)) = F (4(0), 5,(0), 2:(0), (,(0),7,(0}) = C, .

L’hypothése 3 nous permet d’écrire :

F (4(0),42(0),2:(0), ¢,(0),7,(0)) = F (zo(s), yo(s), 20(5), Co(5), mo(s}) =0 .

Par conséquent, pour tout s fixé dans [0, 1], nous avons :

F (25(t), 5(2), 25(2), C,(8),ms(£)) = 0, Vs € [0, 1],

Oou encore

F(x(s,1),y(s, 1), 2(s,%),{(5,8),m(s5,2)) = 0 6 Vs etVt.

B- Nous allons maintenant montrer que :
ou du

§ 1)) = t 8 s =il i

gz @@ @) =G0 et o (@(8),y(8) = ()
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Par construction et en vertu de I'hypothese 4, l'unique solution du systeme
linéaire algébrique régulier (4.24) :

Oudx Oudy 0Oz

Bs ot oyor ot
oudzx Oudy Oz

Oz ds + Oyds Os

(4.24)

pour (s, t) fixé dans [0, 1]x [—6, 8], n'est autre que le vecteur (%(s,t), gg»(s,t)).

Par conséquent il suffit de montrer que le vecteur (¢(s, t), n(s,t)) est une so-
lution du systéme (4.24). Pour cela on definit les fonctions suivantes :

dz Oz 6y Oz 8y
U= ot ot at et ~ Os C
1- Montrons que V =0 . Pour cela il suffit de montrer que V est I'unique

solution du probléme suivant :

(4.25)

ov aF
—é‘t‘ = —V.E ,
V(0) =0

s étant fixé dans o, 1].

En effet :
aV 8 (o2 Cjam B dy
ot~ 9t\ds °0s ds)’
que lon peut écrire comme suit
av @z 9o &z Ondy 0%y

5 = 5is  0t0s  “6igs " otds " Bios (4.26)

En vertu du théoréme de Schwartz on a :
Pz Fz Py Py ; &z 8%z

5i0s  0sdt | otds 080t O Bids - Gsdt
et en particulier :

Oi_ 0:_0(05)_0( 00, 00)
Otds ~ Bsdt  Os \ Bt at

&z 8oz &Fx  Indy 8%y
9t0s ~ 050t T > Bs0i T s 0t T as0t
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ainsi des égalités (4.26) et (4.27), on déduit :

av 8%z 00z, Pz ondy | Py
~Otos atas ~"osot atas T osot’

autrement dit :
v a¢oxr  ondy 00z  Ondy
£ (53 5t ' 5s Bt) (Bt as T ot 33) (.3)

Par ailleurs et au vu de lidentité (4.23) on peut affirmer que :

O (@(s,0),4(,0), 25,8, (s, (s, 1) =0 Vet

cest & dire :
AFdx OF Py OFdz BFA AFty _
dzds  Oyds 020s O Ds  Onos
D'ou:
aFBx_!_a_FQg OF 0z _ (6w8£+6y6n)
Ox0s Oyids 0z0s Ot ds Ot ds

Par suite la relation (4.28) sécrit :
av (8F6:r OF By "t?__lf'm_a__z_) (6C3x+_c'?ﬂﬂy)
a. |

A =" \Gros T ayos Tt 5-05) " \otas T ot as
ou encore :
(L) (2, ) 0k
o \oz 0t)8s \By ot)os 9z0s°
De la seconde définition dans (4.25) :
_0z_ 0z _ Oy
~8s °8s Tas’
on peut écrire de maniere équivalente :
Oz _ or Oy
as +C +T]a 1

ce qui entraine I'égalité :
ov oF o oF
(G a) 5 (Ga) o5 (e efind).

Bt \ 9z " B dy  at)os Bz T3s
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de lagquelle on obtient :
v _( oOF % . az)aw (@+@+ _gz_r_)g_g OF .,

Bt oz B ds dy Ot 8s 0z
(4.29)
En utilisant le fait que (zs(%), ys(t), 2s(t), {,(t), n,(£)) est solution de (4.19),
alorsona:
oF o¢ _(OF on OF
(5—_{"— C_)_(6y+6t+n6z =0
d’ou en remplacant dans I'équation {4.29), on obtient :
v aF
= =-V.—.
ot 0z

De plus, par hypothese on a :
z(8) = (o(8)-7p(s) + mo(s).wo(s) , Vs e[0,1],

ainsi pour chaque s fixé, il vient que :
Os (S’O) - C(S, 0)5—;(8’0) +?F(5: 0)5;(51 0)1
d’ou on déduit pour V(s, 0) I'égalité :

V(5,0) = 22(6,0) = €(5,0) = (s,0) +n(6,0). 2 (s,0) =0

Enfin pour chaque s fixé dans [0, 1], V est solution du probléme :

v _  _OF
F i
V(0) =

dont I'unique solution est la solution triviale V(t) = 0, et :
Vis,t) =0 ; Vs, Vi.

2- Montrons que U = 0. En effet I'égalité suivante :

au _ dy
as s ( C ”at)

obtenue & partir de la définition de U dans {4.25), nous permet d’écrire :

U Pz oz &z _Ondy 323;
bs  0sdt Os OF > 0sdot Osot | osdt’
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L'identité (4.28) et le fait que V(s, t) = 0 , nous permettent d'écrire :

0C0zx  Ondy oz Indy
(Bsat asat) (6t83+6t33) (4.31)

A partir des égalités (4.30) et (4.31), on peut affirmer que :
au _ % &z 82 98z  Ondy

S = Bsmt  asal  "sor ABtAS Gt os

En utilisant le théordme de Schwartz, on obtient :

au _ &z ¢ Pz 0%y 00z 0Ondy
ST Btos  “'Gios  otds 0t Os Ot ds

Par conséquent :

au_av_,
0s ~ ot

Donc, pour chaque ¢ fixé dans [-6, 8] , la fonction U est constante, dou :
Uis) = Cy, vse[o,1].

Mais dapres la relation :

dzs
1) = ).

et en particulier pour s = 0, on a :

dz,

(0 +n.0.20) , vseb 1,

Oz dy
0,t S =
U(0,8) = 550,60 = €(0,8). 5 (0,1) +71(0, ). 22(0,8) = 0
D'ou on déduit que :
Ci=0et U(s, t) =0 Vs, Vt.
En conséquence, le vecteur ({(s, t), n(s, t)) est effectivement solution de (4.24},
et ainsi :

Ou Ou '
(a0 506:0) = (st n(es0) -
En utilisant la relation (4.23) et lidentité précédente, il vient alors :
Ou ou
F($7y1u(xay)"é;(wvy)va_y(wfy)) =0 ) V(ﬂ),y) Gv*(co)
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ol V, (Cp) est un voisinage de Cy. De plus :
4 (zo(s), yo(s)) = u (z(s, 0), y{s, 0)) = 2(s, 0) = 20(s) = uy (xo(s), wo(s))

u(cr) = u(,(a), Vo € (p

22 (z0s), (5)) = 5 (a(5, 0, (s, 0) = C(s, 0) = o)

‘g_;‘ (@o(s), 10(s)) = %‘ (2(5,0), ¥(5,0)) = n(5,0) = ny(s)

Définition 4.4.1 .

Les courbes définies par (m.(t), ys(t), 2s(t), {,(t), n,(t}) solutions de (4.19)
sont appelées bandes bicaractéristiques de I'équation aux dérivées par-
tielles figurant dans le probléme (4.2).

Conséquence 4.4.1 :

D’aprés le théoréme 4.4.1, pour déterminer la solution du probléme (4.2),
a savoir u, il suffit de résoudre pour chaque s fixé dans l'intervalle [0, 1] le
systeme différentiel, du premier ordre, suivant :

[ @000, 520, GO.0) | 20) =2a(s)

(f,lyts = .f2 (.’I?_,(t), ys(t): zs(t):gs(t)v ns(t)) ’ ys(o) = yﬂ(s) '
| L @), 1), 20, C0m0) . 20) - 2()
g,

'Etm“_“—f4 (ms(t):ys(t):ZS(t)7Cs(t):ns(t)) ! CB(O) ZCU(S) !

%;— 5 (xs(t)vys(t): zs(8), (1), (1)), m,(0) = mo(s)

ou les fonctions f; , ¢ € {1,2,3,4,5}, sont données par :
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F1(@s(2), 4s(8), 25(2), C5(8), m5(2)) = Z—? ((2), ¥s(£), 25(£), Cs(8), 16 (2))

f2 (ms(t)’ys(t)azs(t)ﬁCs(t)ﬂns(t)) = %% (ms(t)sys(t)vzs(t):gs(t)sns(t))
Blethe 1) - O
f4 (.’,‘Cs(t), e ;ﬁs(t)) = -%i_ (:Es(f}), e !ns(t)) - Ca(t)%g ($s(t), e ’ns(t))

f5 (.’Bs(t), : "7773(t)) = W%g (ﬂfs(t), v :"Ts(t)) = nﬂ(t)%g (Es(t),- o :ns(t))

o~

(ms(t)s T 1"73(15)) + Ws(t)-%—i (ms(t)’ tt :ns(t))

\

et de prendre u{z,(t), ys(t)) = 2,{t) qui constituera la solution de (4.2) re-
streinte a la courbe (z4(), y,(t)). Amsi et afin de calculer z,(t) , on fait
appel & la méthode décompositionnelle d’Adomian qui nous permettra de
construire une excellente approximation de z4(¢).

Dans toute la suite on utilisera les notations suivantes :

T(a;’ y,%.¢n) = (flz,- - 1), falz, - ym), fa(z,- -, m), f4($: Tt an)')fﬁ(xv -,m)),
ws(t) = (z5(t), Us(2), 2:(1), (o), ma(2)) , wols) = (zo(8), Yo(s), 20(8), (o(8), Mo(5)) -

On aura donc a apliquer la méthode décompositionnelle d’Adomian au sys-
téme différentiel suivant (pour chaque s fixé) :

dw,
{ g =~ V) (4.32)

1

ws(0) = wo(s)
ce qui est équivalent a :

t

walt) = / U (wy(7))dr + wols) .

0

En utilisant les notations opérationnelles suivantes :

t
1) = [ gtar @t N@)= 17 Q)
I'écriture du systeme différentiel (4.32) sous la forme canonique d’Adomian,

est donnée par :
ws(t) = N{ws)(t) + wo(s) .
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Dy (x0) = [ 1 (xO) dr
D, (XO@), -, X0(0) = | | > Gol(r) {549 (X(7)) dr

| O |ndjrin g okl Hn d 4 rgl=n

4

%uwmzfﬁmwmw

E, (XO(), .-+, X®(5)) = / Ga(7). 5 (XO(7)) dr .

fn.dl-+{n.j]+n. kHIn l|+in.qf=n

\

La fonction &G, est donnée par :

«Pr
Galr) = 400 II( ”’ ) g7,

m(p) 7)) i {p} T Jp
g (r) = (II( (n)* ) (Il(y‘;ﬁ) )R
®) ()Y @ (r qp
gﬁm:@ﬂf(”)@ﬂ”").

Les fonctions F&#%9) sont données par :

avec .

BIiHILHkLHIHal £

(i.4:k:1,q) O =
IR X)) = o ey ackone

(XO@7)) ; m=1,---,5,

+00
Il est clair que si la série vectorielle Z X®(t) converge, alors la fonction

k=0
&, (¢} définie par :
P

p(t) Zz(k) t)

k=0
converge Vers z,(t) , représentant la restriction de u & la courbe (z4(£), ys(£))-
De plus, la famille de courbes S donnée par :
1
S={(z(t), u(t) €R?; tE[~6,8]; s=ha; k=0, Ko}; Ko=[]

est a-dense dans le voisinage V, (Cy) de Co, et le calcul de zr.a(t) pour
k=0,---, Ky donnera uue approximation de u(z, y) sur ¥, (Co).
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Théoréme 4.4.2 :

Sous les mémes hypotheses que celles du théoréme 4.4.1, et en supposant
en outre que la fonction ¥ est indéfiniment différentiable dans un voisinage
V (wo(s)) avec :

|DWW (wo(s))|| <M < exp(-1) , Vk €N

alors la série décompositionnelle d’ Adomian associée au probléme (4.19)
converge. De plus il existe T, tel que :

(ptlp M
122 = Ppll poo oy < (p+ 1M (1— M.exp(1)) ’

Ype N*

Démonstration :
La démonstration de ce théoréeme est basée sur les résultats obtenus dans
les théoréme 4.4.1, théoréme 2.3.2 et théoréme 2.3.3. Par ailleurs daans

notre cas 7, = 1. Mais si la constante M n’est pas strictement inférieure 4
exp( - 1), on peut choisir T, tel que :

T.M < exp(-1) ,

ce qui permet davoir des résultats analogues.

Résultats Numériques :

On considére la fonction test u(z, y) = exp(z) . sin(y) solution de :

w21 (2 _ expiaa)
0 T \oy) T TR (4.33)
w(o) =ug{o) , Voely,
ou :
Co={(z,y)eR% telquey =z,0 ¢ x <1},
et :

up(z) = exp(z) . sinfz) , Vx € [0, 1].
Dans cecason a:
F(z, VY, 2,(,m) = 2+{ + n° — exp(2z).

Daprés le théoréme 4.4.1, la résolution du probléme (4.33) peut étre ra-
menée & la résolution du systeme différentiel (4.34) :
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*

B R IR CRE
i:; == Zs(t) : Cs(t) +2- ('-'Ts(t))z , ZS(O) = exp(s) ) Sin(s)
] « . _ (4.34)
—2 =2 exp(20.(t)) — (G,(2)" , ,(0) = exp(s) « sin(s)
% = —(,(t) - n.(8) 9}8(0) = exp(s) ' CGS(S)

Ainsi on résout le probléme (4.34) en utilisant la méthode décompositionnelle
d’ Adomian, suivant le schéma propos& dans la conségquence 4.4.1. On
peut alors construire la série tronquée 4’ Adomian constituée de 7 termes
a savoir Zg(s, t), et une fonction erreur :

5(3, t) =Uu (ms(t)a ys(t» - Zﬁ(sa t) .

Les essais numérigues ont prouvé que la fonction (s, t) est égale & zéro
dans le domaine [0, 1] x {0,0.25]. La figure 6 en est I'illustration puisqu’elle
représente le graphe de la fonction E(s, £) sur Te domaine [0, 1] x {0,0.25].

0.002

0.0G1

Figure 6

Sur I'axe des abscisses la variableest s, s €[0,1], sur I'axe des ordonnées la
variable est £, ¢ € [0, 0.25] , et I'axe des z correspond a e(t, z).
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Remarque 4.4.1 .

On peut généraliser, sans aucune difficulté, les résultats précédents au cas
d’'une équation aux dérivées partielles du premier ordre sur R®, n > 3.

Etant donnés £2 un ouvert de R?, I'y une hypersurface réguliére dans €2, G
une fonction définie sur £} x R x R, et u, une fonction définie sur Ty, on
considéere le probleme :

: Ou Ju
G (xl-)"'5$n1u(w1,"'smﬂ)’a—$1(m1?“'1‘(5”)7"'; )) :0

u(o) = up(o) Yo €Iy

(4.35)
On suppose, de plus, que Ihypersurface ¥’y est paramétrée par :

={(®1,". ., Ty € R tel que z; = zoi(s1, . . ., 8n_1), s €0, 1]} .
On définit alors :
Zg(S) = Uy ($ﬂ11(3), vy ZEg’n(S)) VS & [O, I]n——l .
Sous certaines conditions comparables & celles de la théoréme 4.4.1, qui
assurent l'existence et l'unicité de la solution du probléme (4.35), ( voir [29])
on peut aisément montrer, comme dans la théoréme 4.4.1, que pour trouver

u solution de (4.35) il suffit de résoudre pour chaque s fixé dans [0, 1}*~* le
systéme différentiel suivant :

| { dzi,s = _éacgj ($1,s(t)7 1y mn,s(t)v zs(t)s Cl,s(t)v AN ’Cn,s(t))
71,5(0) = To,1(5)

{ E.Z:—’B - % (ml»s(t): e ;mn,S(t)v Zs(t), Cl,s(t)a Lt n,s(t))
Tn,5(0) = Toa(s)
{ EIEE B E G, s(t) a¢; (wl,s(t): 1 Tn(t), 2(t), ¢, s 1Ca s(t))
25(0) = 24(s)
d 1,3
{ gt, = mgg (ml,s(t)a LN !C’n,,s(t)) - Cl,s(t)'%g (wl,ﬂ(t)ﬂ e ’C",S(t))
C1,6{0) = Cox (s)

p .
{ —C-(:;—’J:—-gg—(mls(t n,s(t))—gn,s(t).‘;G (21,5(t), - - -, Cns (2))
Cn,s(o) = CO,n(s)
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A partir de la, on peut faire appel a la méthode d Adominn pour construire
une approximation de la solution de (4.35), exactement comme cela a été fait
dans la conséquence 4.4.1.

Remarque 4.4.2

Ce travail apporte une nouvelle vision pour lapproximation de la solution
d'une équation aux derivees partielles non linéaire du premier ordre. En effet
les techniques classiques sont basées sur la linéarisation et la discretisation
du probléme a résoudre. La performance de la technique déwmpositionnelle
d" Adomian (associée aux courbes a-denses) est intéressante car elle entraine
des améliorations consistantes. Les plus importantes étant : la rapidité de
la convergence et la haute qualité de 'approximant. Une seule conclusion
simpose : l'application de la méthode décompositionnelle d’Adomian en
association avec les wurbes a-denses est parfaitement adaptée a la résolution
des équations aux dérivées partielles du premier ordre quel qu'en soit le type.
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Conclusion et perspectives
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Les résultats obtenus ne représentent certes qu’'un apport modeste
dans le monde du savoir. Cependant, nous avons réussi a donna une méthode
plus simple pour le calcul de la somme des nombres d’Abbaoui-Cherruault,
puis nous avons prouvé une nouvelle identité pour les polynémes de Bell, ce
qui nous a ouvert une voie pour améliorer la majoration en norme des
polyndmes d’Adomian et par conséquent de l'erreur de troncature de
la méthode décompositiomrelle d’Adomian. Le probléme issu de la théorie
des micro-lasers traité au chapitre 3 en guise d’application nous a permis de
confirmer efficacité de cette méthode sur des exemples concrets. Jamais
auparavant ce probléme n’avait pu étre résolu sous sa forme d’origine et sans
modifications. Enfin les équations aux dérivées partielles du premier ordre
ne constituent plus une source de problemes pour leur approximation. Leur
traitement par lutilisation de la méthode décompositionnelle d’Adomian en
association avec les courbes a-denses permet aujourd’hui de les résoudre
avec une remarquable précision.

Il ressort de tout ce qui a eté décrit dans cette thése, que I'application
de la méthode décompositionnelle d’Adomian a la résolution d'un prob-
Iéme (quel qu’en soit le type) nécessite son écriture sous la forme canonique
d’Adomian. La recherche d’'une forme canonique devient donc, une tache
primordiale et un prélude nécessaire a la mise en application de la méthode
d’Adomian. Dailleurs, une étude détaillée a été consacrée a ce sujet (voir
[45]). Du fait que la forme canonique n’est généralement pas unique, un prob-
léme de choix s’'impose ce qui n'est pas toujours simple surtout si I'on désire
obtenir la forme la mieux adaptée au calcul. A notre avis, pouvoir mettre en
oeuvre directement la méthode décompositionnelle d’ Adomian sans avoir
a passer par la forme canonique simplifierait significativement son applica-
tion, permettrait un gain de temps de calcul et améliorerait probablement
les performances de la méthode.

Le probleme de la résolution des équations aux dérivées partielles d’ordre
supérieur a 1, en utilisant la méthode décompositionnelle reste partiellement
ouvert. En effet, la présence de conditions initiales et aux limites pose
un sérieux probléme du fait qu'il est diicile de les intégrer facilement et de
facon naturelle dans la forme canonique sauf dans quelques cas particuliers
(voir [8},[9]).

On peut aussi citer un troisieme probleme ouvert : la généralisation de la
méthode décompositionnelle d’ Adomian au cas complexe. Actuellement la
méthode décompositionnelle d’Adomian n'est applicable que pour les équa-
tions fontionnelles réelles (I'espace de Banach E est réel). La généralisation
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des formules de calcul des polynémes d’ Adomian, les théorémes de conver-
gence et I'estimation de I'erreur dans le cas d’un espace de Banach complexe
constituent les difhicultés principales de ce dernier probleme.
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