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i

Un des problknes  fondamentaux en analyse fonctionnelle est celui de
la résolution des équations fonctionnelles :

AU=~ (0.1)

où A est un opérateur, f une donnée  et u l’inconnue du probleme  à chercher
dans un espace de solutions admissibles, donnant heu parfois a des contraintes
pouvant se traduire par des conditions initiales ou (et) aux limites.

Suivant la nature (linéaire ou non linéaire) et le type (algébrique, differen-
tiel, intégral, aux dérivées partielles, intégro-différentiel, etc...) de l’opérateur
A, des méthodes de résolution et des techniques d’approximation ont été
mises au point (sachant qu’il existe un certain nombre d’op6ratem-s  pour
lesquels rien n’a encore été fait). Parmi ces méthodes, on peut citer la méth-
ode d’échelonnement, la méthode du point fixe et des approximations succes-
sives, la méthode variationnelle, la méthode de Galerkin, la théorie des semi
groupes, la méthode de la résolvante etc.... Ainsi, à tout type d’opérateur
correpond  une ou plusieurs m6thodes  de résolution mais  en aucune maniere
il n’existerait, à priori, une méthode unique applicable à l’ensemble des types
d’équations fonctionnelles.Par  ailleurs, il faut souliier  que la nature de
l’op&rateur  A joue un rôle très important dans le choix de la méthode de
résolution, et que les problèmes non linéaires sont très difficiles à r&oudre.
La r&olution  nnmerique  des probl?mes  non linéaires reste jusqu’à nos jours,
une tache  ardue voire impossible à mettre en oeuvre. Ce qui expliquerait que
la plupart des techniques d’approximation restent basées sur la lin&wisation
de l’opé-rateur  et sur la diicrétisation. Nous remarquons, à ce propos, que
la limkrisation  d’un opérateur, en géneral,  a pour effet d’occulter certaines
propriétés essentielles aux phénomènes naturels.

Ainsi sommes nous amené à nous pencher sur la problématique suivante

Différents types d’opérateurs

1

Mbthode  Qnique”  de rksolution  “efficace” dam le
cas linéaire et dans le cas non linéaire

Nous pensons que la méthode décompositionnelle  d’Adomian,  preSen-
tée et utilisée dans cette thèse, peut dans une large mesure r6pondre  fa-
vorablement à cette attente. En effet, cette nouvelle méthode présente un
double intér&  : le premier est qu’elle permet la rksolution  et l’approximation
d’équations de dii%rents  types : algébrique, différentiel, intégral, aux dérivées
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partielles, intégra-diffkrentiel,  etc...; le second int&+t  est qu’elle fait partie
des méthodes d’apprtimation  pour lesquelles le phénomène de non linéarité
n’engendre aucune difficulté d’application. Parallélement  à cela, la méthode
décompositionnelle d’Adomlan  fait appel au calcul formel; le développe
ment de l’outil informatique (matéfiel  et logiciel) permet aujourd’hui sa mise
en oeuvre avec une très grande efficacité. Cette méthode a été initiee  et
mise au point par G. Adomian (université d’Athens  - U.S.A.) au début des
années  80, de manière  empirique ([13],[4],[10]).  G. Adomian en collabora-
tion avec d’autres scientifiques, a procédé à de nombreuses applications de la
mt%ode (~51,161,fIllt[12],[7])  Passant des équations algébriques aux équations
differentielles  ainsi qu’à des équations aux dérivées partielles et aux systèmes
stochastiques. Cependant chaque probléme  subissait un traitement propre
correspondant à ses particularités. Il n’existait pas alors de théorie globale ni
de cadre fonctionnel clair et encore moins de fondements mathématiques pour
cette méthode. Tantôt des srtifices  lies à la forme particulière de l’équation
étaient utilises afin  de simplifier  les calculs, tantôt les contraintes de la solu-
tion etaient  choisies simples et faciles à prendre en compte pour l’application
de la méthode. Il a fallu attendre la fin des années 80 pour que Y. Cherru-
ault (université de PARIS VI) s’y intéresse et établisse des bases rigoureuses
généralisant ainsi cette technique ([19],  [24],  [25]).  Il fut le premier scientifique
à établir un résultat de convergence pour la méthode dkompositiomrelle
d’Adomian  ainsi qu’un cadre fonctionnel adéquat. Sous sa direction et
avec ses collaborateurs du laboratoire REDIMAT  de nombreux travaux et
publications ont été realisés ( [2], [3],  [30]  ,[31],  [37],  [46]  et bien d’autres encore).
C’est ainsi, qu’en 1995 un de ses disciples, K. Abbaoui, pr&enta  sa thèse de
doctorat dans laquelle il développa les fondements mathématiques de cette
méthode avec application à certains probl&mes  issus de la biologie et de la
médecine ([l]). Aujourd’hui encore les chercheurs du REDIMAT  continu-
ent à oeuvrer pour développer la mkhode décompositionnelle d’ Adomian
afin d’apporter des réponses aux nombreux probEmes  restant encore posés,
et d’élargir les classes d’équations auxquelles cette méthode s’applique sans
difhculté  technique.

Dans le présent travail, outre quelques travaux apportant une améliora-
tion relative aux fondements mathématiques de la méthode décomposition-
nelle d’Adomian,  nous nous sommes attachés à son application à différents
problèmes. C’est ainsi, qu’en théorie des micro-laser, nous avons pu con-
firmer avec succès des résultats expérimentaux. De plus, l’efficacité  de cette
méthode nous a permis de résoudre des @uations  aux dkrivées  partielles du
premier ordre, et d’approcher leur solution.
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Le travail que nous pr&entons  dans œtte thèse se compose de quatre
chapitres outre le present  paragraphe intitule ” Introduction “.

Le chapitre 1, intitulé ” Donn&es  bibliographiques “, rappelle cer-
tains résultats d’analyse fonctionnelle, plus particulièrement sur le calcul dif-
fkrentiel  dans les espaces de Banach. Nous donnons également des rappels
d’analyse combinatoire sur les nombres de Stirling de seconde espèce, les
polynomes  de Bell ainsi que les deux formes de l’identité d’ Abel. Enfin,
nous exposons la méthode décompositionnelle  d’ Adomian, les principaux
résultats COMUS  à ce jour ainsi que l’étude de quelques cas particuhers.

Les résultats de recherche que nous avons obtenus seront présentes  dans
les chapitres 2, 3 et 4.

Le chapitre 2 est intitule : ” Majoration en norme des polynômes
d’Adomian  “. Apres  une brève introduction, nous démontrons un résultat
original sur les polynknes  de Bell qui, d’une part, nous conduit à une nou-
velle majoration en norme des polynômes  d’Adomian  et, d’autre part, nous
permet d’affkrer  l’erreur de troncature de la methode  décompositiomrelle  d’
Adomian. A Ia fin de ce chapitre, nous présentons une nouvelle demonstra-
tion sur le calcul de la somme des nombres d’ Abbaoui-Cherruault qui est
à la base de tous les résultats de ce chapitre. Ces derniers ont été  publiés
dans  la revue internationale  Kybernetes (voir [32]).

Le chapitre 3 intitulé : ” Application aux micro-lasers “est consacré à
l’application de la méthode décompositionnelle d’ Adomian à une 6quation
difkrentielle  du second ordre, sur l’ensemble @ des nombres complexes, issue
de la théorie des micro-lasers. En effet, apr&s  une introduction nous permet-
tant de situer le probkne,  nous procédons à l’application de cette méthode
afin de déterminer le premier mode laser qui correspond à une fonction pro
pre de ce probleme.  Cette etude  a été propo&  par le professeur Fkançois
Sanchez de l’université d’Angers, et les résultats obtenus ont fait l’objet
d’une publication soumise à la revue Kybernetes (voir [35]).

Dans le chapitre 4 intitule : I> Nouvelle approche de r6solution des
équations aux d&iv&es  partielles du premier ordre “,  nous proposons
une nouvelle id& d’appraximation  des Equations  aux d&ivks  partielles
du premier ordre. Celle-ci repose sur l’utilisation de la méthode décompo
sitionnelle  d’ Adomian associant les courbes o-denses. Cette notion sera
définie et d6veloppée  en introduction du chapitre et, dans laquelle sera située
le probleme  auquel nous nous intkessons.  Nous développons successivement
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l’étude des cas linéaire,  quasi linéaire  et non linkire avec des applications
num&iques.  Il faut souligner que les résultats obtenus  dans ce chapitre ont
fait l’objet de deux publications (voir [33],[34]).

Enfm, dans le paragraphe intituk  : ” Conclusion et perspectives ”
nous r&apitulons  l’ensemble des résultats que nous avons obtenus ainsi que
les él6ments  qui restent à développer. Ce paragraphe se veut une mise au
point sur ce qui a été réaliié mais aussi sur ce qui reste à faire par rapport à
cette m&hode.

.



CHAPITRE 1

Données bibliographiques
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1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle :

Soient E et F deux espaces de Banach réels, N une application de E dans
F et UQ  un élément de E. On suppose que N est définie  dans un voisinage
de ~0 noté V(U~).

IWinition  l.Ll  :
On dit que l’application N est différentiable au point ue si les conditions
suivantes sont vkTS&es  :

(i) N est continue au point 210.
(ii) II existe une application linéaire  continue A : E --)  F ‘celle que :

IINM  - N(Q) - -44~ - ~0% = 4b - %IIE)

Remarque 1,1,1 :
On peut dire aussi et de manière  équivaknte  que :

,lht~O
IlNzco  + h) - N(~O)  - A.WII,  = o

Il%

Fbsnarque  1.1.2 :
1) L’application linéaire continue A, si elle existe, est unique et A E L(E, F).
2) L’application lineaire  continue A, si elle existe, est appel& dériMe  de N
au point % et sera notée : A = N’(a,).

D&inition  1.1.2 :
Soit G un ouvert non vide de E. On dit que l’application N est différentiable
dans G si N est différentiable en tout point de G.

Remarque 1.1.3 :
On remarque que l’on a ainsi défini  une nouvelle application :

N’:F-+C(E,F)

7



u - N’(u)

on peut alors  s’intéresser à sa continuité, ou encore à sa diffkrentiabilité.

DtZiuition  1.1.3 :
Soit G un ouvert non vide de E. On dit que l’application N est continuement
diff&entiable  dans  G ou encore  de classe Cl, si :

(i) l’application N est  différentiable dans  G
(ii) l’application dérivée : N’  est continue dans G.

D&hition  1.1.4 :
On dit que l’application N est deux fois dif&exrtiable  au point UQ si l’application
N’, définie  dans V(u*),  est différentiable au point UQ.  Dans  ce cas on note
par N”(U~)  la dérivée de N’ au point ~0. De plus :

Remarque 1.1.4 :
Au vu de la dbfinition  1.1.1, l’application N’ est dérivable au point ~0  si

(i) l’application N’ et définie  dans un voisinage ouvert de 210.
(ii) Il existe une application linéaire continue A@)  : E -t  L(E, F) telle

que :
llN’(4  - N’(uo)  - A(‘)&  - u~)ll~(~,~)  = 4~ - uollJ

On notera ahx  ;
N”(U~) = A@)

Remarque  1.1.5  :
Si on désigne par :

.
L(E  x E, F) = ( applications bilinikjres  wntinues  de E x E -) F]

on peut définir une isométrie naturelle entre les espace  : L(E, L(E, F)) et
L(E x E, 8’)) (voir [25]).  On notera désormais &(E, F).

8



Th&w&ne  1.1.1 :
Si l’application N est deux fois diffkrentiable  au point ~0,  alors la dérivke
seconde N”(U~)  est une application bilin&ke  continue symétrique :

N”(u,,)(h,  k) = N”(ur,)(k,  h) V(h,k)EEXE

DHinition  1.1.5 :
Soit G un ouvert non vide de E. On dit que l’application N est deux fois
diffhntiable  dans G si l’application N est deux fois diflikentiable  en tout
point de G. Ainsi une nouvelle application est définie  :

N” : G .-, L2(E,  F)

u.  I--+  N”(u)

appelée “d&ivée  seconde” de N et dont on peut etudier  la continuité  et la
di&entiabilité.

Fbxnarque l.l&  ;
De manière équivalente, on peut diie que l’application N est deux fois dif-
férentiable dans G si :

(i) l’application N est difl’érentiable  dans G
(ii) l’application N’ est differentiabh  dans G.

Dbfinition  1.1.8 :
Soit G un ouvert non vide de E. On dit que l’application N est de classe  C2
dansGsi:

(i) l’application N est deux fois difFérentiable  dans G
(ii) l’application dérivée seconde IV”  est continue dans  G.

Remarque 1.1.7 :
De manière  &p.ùvalente,  on peut dire que l’application N est de classe  C2
dans G si l’application N’ est de classe C1  dans G.

9



Remarque 1,l.S  :
Dans le cas où l’application “d&iv&  seconde” de N supposes opérer de G
dans &(E,  F) est elle meme  di&rentiable  au point uo ( uo E G ) alors sa
dérivée au point u. qu’on notera : N”‘(uo)  ou encore N(3)(~~)  représente la
dérivée troisième de l’application N au point 2~g,  avec :

comme L(E, L&(E,  F)) est isométrique à C(E x E x E, F) et qu’on désignera
par C3(E,  F), alors :

N(3)(~o)  E L3(E,  F)

L(E x E x E, F) = { applications trilinéaires  continues de E x E x E -t F}

Notation 1.1.1 :
L’espace de Banaeh  des applications n-linéaires  continues sur :

ExEx---xE--+F

qu’on désigne généralement par L(E x E x..  - x E, F) sera noté : L,(E,  F).

Remarque 1.1.9  :
On désire gén&liser cette notion de “dkrivation”  à un ordre supérieur, pour
cela on prooédera  par recurence  sur n et l’on suppose que celle ci a pu être
définie jusqu’à l’ordre n - 1 :

Péfinition  1.1.7  :
On dit que l’application N est n fois differentiable  au point u. s’il existe  un
voisinage ouvert V(U& tel que :

(i) l’application N est (n - 1) fois diff&entiable  dans Y(%).
(ii) l’application N(“-r) définie dans Y(%)  à valeurs dans Lnml(E,  F), est

differentiable  au point v+.
Dans ce cas  on note par N@)(w)  la dérivée de NC”-‘1 au point 26. De plus

N@)(a,)  E &(E,  F)

10



Remarque 1.1.10 :
Au vu de la definition  1.1.1, l’application N(+I)  est dérivable au point ~0
si

(i) l’application Nb-l) est dkfhie  dans un voisiige ouvert de ~0.
(ii) Il existe une application linéaire A(“)  : E + L,+1(E, F) telle que

On notera alors :

Thbor&ne  1.1.2 :
Si l’application N est n fois di&entiable  au point ~0,  dors la d&ivée  nième
N@)(u@)  est une application n-linétire  continue symétrique :

oif C,  est l’ensemble des permutations sur {l, 2, ’ * . , n,),
et fh1,hz,**.,h,)  E En.

D&finition  1.1.8 :
Soit G un ouvert non vide de E. On dit que l’application N est a fois
dif%entiable  dans G si l’application N est n fois différentiable  en tout point
de G.

Dbfinition  1.1.9 :
Soit G un ouvert non vide de E. On dit que l’application N est de classe  C”
dansGsi:

(i) l’application N est n fois différentiable dans G
(ii) l’application dérivée @‘le  N@)  est continue dans G.

DGCnition l.l.10  :
Soit G un ouvert non vide de E. Ou dit que l’application N est de classe Cm
dans G, si l’application N est de classe C”  dans G pour tout n.

11



Remarque 1,Lll  :
Pour des raisons d’homog&&ité  on convient de poser :

NQJ)(u)  = N(u)

et on dira que l’application N est de classe CO  dans G si l’application N est
continue  dans G.

Remarque l.l..lZ  :
Dans le cas où l’espace de E considké,  est un produit d’espaces de Banach,
plus exactament  E = ,330  x & x a-- x Eo, toutes les définitions, remarques
et résultats 6voqu& plus haut restent valables puisque E est un eepace  de
Banach muni de la topologie produit :

i=l

seulement il y a quelques  particularités qu’il est utile de développer. Soit N
une application de E dans E :

pour u = (211, U2, * * - ,up)  on associe N(U) = (N,(U),N2(U),...,N,(U)).

3&5i%nition  1.1.11 :
Soit j E (1,2,-a- ,p}.  On dit que l’application Nj  est différentiable au point
VO si :

(i) l’application Nj  est définie daxx+  un voisiige ouvert de VO .
(ii) Il existe une application linéaire continue Aj : E -+ & telle que :

Proposition 1.1.1 ;
L’application N est diff5rentiable  au point UIJ  si et seulement si l’application
Nj  est dif&entiable  au point Vo, pour tout j , j E { 1,2,.  q - , p).  De plus :

N’Wo)  = (N:(~o),N~(~o),~~~,Np(uo))

12



Proposition 1.1.2 :
Soit G un ouvert non vide de E.  Alors l’application N est di&rentiable  dans
G si et seulement si l’application Nj est diffkentiable  dans G pour tout j ,
j E {1,2,-**,P).

Définition 1.1.12 :
Soit j E {1,2,.*. ,p).  On suppose que l’application Nj est différentiable au
point Uo.  Alors on définit  “la dérivée partielle” de Nj pax  rapport à IL~  au
point VO  comme étant l’unique application linéaire continue de EO dans EO

Proposition 1.1.3 :
Soit j E (1,2,*-e ,p}.  On suppose que l’application Nj est différentiable au
point UO.  Alors :

Proposition 1.1.4 :
L’application N est n fois différentiable au point UO  si et seulement si l’application
Ni est n fois différentiable au point VO, pour tout j , j E {1,2, . . * , p}. De
plus :

N(“)(Uo)  = (N?)(U& N$+(U,),- - - , Np”)(Uo))

Proposition 1.1.5 :
Soit G uu  ouvert non vide de E. Alors l’application N est n fois diEérentiable
dans G si et seulement si l’application Nj  est n fois différentiable  dam  G pour
tout j ) j E (1,2,. * * ,p}.
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DGbition 1.1.13 :
Soitj E {1,2,..* , p}. On suppose que l’application Nj est n fois différentiable
au point Uo,  et que l’on a pu définir “les dérivées partielles d’ordre (n - 1)”
de l’application Nj dans un voisinage ouvert de Ve  notées :

On appelle dé-rivée partielle d’ordre n de l’application Nj par rapport à
uk1,“’ ,Uk,-l,uk  au point Va,  l’unique application n-lidaire  continue de E.
dans L+~(EO,  Eo),  notée :

anNj
aukaUkl  - auknel

Vo>  E -G@o,  Eo)

telle que :

Proposition 1.1.6 :
Soitj E (1,2,+.. , p) . On suppose que l’application Nj est n fois différentiable
au point Us. Alors :

où :
Hk = (h~),hf),... ,hik))  > & E E , ‘?‘k  E {1,2,-**,?a}

Remarque 1.1.13 :
Toutes les définitions, remarques et résultats relatifs à ce paragraphe intitulé
Wappels  d’analyse  fonctionnelle” ont été extraits de l’ouvrage de H. Car-
tan [18].  Toutes les démonstrations des résultats énonces s’y trouvent.
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1.2 Rappels d’analyse combinatoire :

Notation 1.2.1 :
On adoptera les notations suivantes :

pour k=(k~,Ic~,“‘,k&JEw  et 2=(5~,5~,-.*,a,)EEP

xk  = (x#.(xp...  (x,y+

XMfinition  1.2.1 :
Le nombre S(n,  k)  de k-partitions d’un ensemble N à n éléments s’appelle
nombre de Stirling de seconde espéce.

Remarque 1.2.2 :
Ainsi au vu de cette dkfinition  on peut af’lirmer que :

S(n,k)>O  si l<k<n e t  S(n,k)=O  s i  l<a<k

On convient par  ailleurs que :

S(O,O)=l  e t S(O,k)=O si kg?  1

Thborème  1.2.1 :
Le nombre de Stirling  de seconde espèce  S(n,  k) vaut :

S(n,  k) = $ ~(-1yc;  (k - i)”
- k.0

oi1 6’;  est la combinaison de i éléments dans un ensemble de q élhnents.
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Thikrème  1.2.2 :
Les nombres de Stirling de seconde espèce S(n, k) ont pour Fonction Génératrice
” verticale” :

@k(t)  = C S(n,  k)$  = $(exp(t)  - 1)” , lia0
nak

ThBorème 1.2.3 :
Les nombres de Stirling de seconde espèce S(n, k)  ont pour Fonction Génératrice
“horizontale” : T(

xn = c Sb,  PI  * blp
P=O

où [xl0  = 1 et [x]p = x(x - 1)(x  - 2)(* * .)(z - p + 1) .

Théoréme  1.2.4 :
Nous avons la formule exacte suivante :

Exemple 1.2.1 :

S(5,2)  = 13.20 + 12.21 + 11.22 + 10.23 = 15

Di?&nition  1.2.2 :
hs polynômes de Bell partiels  sont les polynômes &,k  = &k(q,.  +. , CC,),
de la suite infinie d’indéterminés  x1, x2, x3,. . ., définis  par le développement
en série formelle double :
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DiSfinition  1.2.3 :
Lea  polynômes de Bell partiels &,k = B,+(z~, . + * , z,) sont définis de manière
&y.ivaknte  par le dbveloppement  en sbrie  formelle simple :

1
iii

k = 0,  1,2, . . .

DHinition 1.2.4 :
Les polynôme  de Bell complets Y, = Y,(zl  , - * - , G) sont définis par  :

k=l

ThborBme  L2.5 :
Les polynames  de Bell partiels sont des  polyn6mea  à coefficients entiers,
homogènes de degré k et ont pour expression :

&n,&l,  * ’ * f xm) = c 2. ($)*’ (S)““...  ($)k”  .
jm.k+n

Iki-

Théorème 1.2.6 :
Nous avons les identités :

&,k(l,l,**‘,l) = s(n,k) >
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Théorkme  1.2.7 :
Nous avons les relations recurentes  suivantes :

Remarque 1.2.3 :
Afin de compl&er  cotte skie de rappels nous devons parler des deux formes
de l’identité d’Abel.

Th&dme  1.2.3 :
Pour tous x,y et z réels ainsi que pour tout entier m, nous avons la relation
dite première forme de l’identité d’Abel :

(x +Y)” =~c~.x~(x-q.z)~-yy+q.z)~-~.
q=o

Th&Mme 1.2.9 :
Pour tous x,y et a réels ainsi que pour tout entier m, nous avons la relation
dite seconde forme de l’identité d’Abel :

(x + Y)” =&Y& - x - ((x - m.z) f q-z)“-“-‘((y  $ m.z)  - q.z)*  .
*a

Remarque 1.2.4 :
Toutes les définitions, remarques et résultats relatifs à ce paragraphe inti-
tule “Ragpels  d’analyse combinatoire” ont été extraits  des ouvrages de L.
Comtet [26]  et [27]. Toutes les demonstrations  des résultats énoncés s’y
trouvent.
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1.3 Présentation de la méthode décompositionnelle
d’Adomian  :

La méthode décompositioanelle d’Adomian,  comme il a été précisé  ci haut,
est une méthode de résolution de probl&mes  de différents types : algébrique,
différentiel, intégral, aux dérivece  partielles, intégrodifférentiel,  etc..., qu’ils
soient lméaires  ou non lméaires  (consulter [22],[23]).  Le principe de base  de
cette méthode est simple et en même temps naturel (du moins intuitivement)
et il est particulièrement adapté au cas non linéaire. Avant tout, il faut sig-
naler que son application à un  problème donné impose  à ce dernier d’être
présente sous une forme particuli&re  appelke  forme canonique d’bdomian.
Apres quoi, on décompose la fonction inconnue du problème sous forme de
série dont les termes peuvent être calculés de manière récursive. On decom-
pose aussi l’op&ateur  non linéaire (ou non) du problème sous forme de serie
de polynômes particuliers appel&  polynomes  d’Adomian,  qui peuvent &tre
détermin&  de manière r&xrrente  à partir de l’expression de l’opérateur.
Comme on le remarquera à travers la description de la méthode, aucune
linearisation  ni aucune discrétisation  ne seront opérées sur le terme non
linéaire de l’équation fonctionnelle à traiter.

Soit à résoudre l’équation fonctionnelle :

U-N(?h)=f P-1)

où N est un opérateur de classe C” défini  de E dans E i et f un élément de E
( E un espace de Banach ). Le principe de la méthode décompositomrelle
est d’écrire aussi bien l’inconnue u que l’opérateur N sous la forme d’une
série infkie  :

u = +g% & N(U)&&
n=O n=O

U, étant des éléments appartenant à E, et les A, sont des polynômes  en
%,%,'LGZ,"' appeles  : polynômes d’Adomian  associés à l’opérateur N, et
obtenus par la relation :

N gui
( >

=&A&j,q  ,...,  us  >...)
i=o

ou encore :

nf-4  - &”-d” [N (tpui>l,,

où. X est un paramètre r4el  introduit par convenance.
Par cette dernière identité on remarque qu’en fait A, ne dépend que de

%Ul,“‘, u,,  , car la somme infinie  peut être réduite à la somme des n + 1
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premiers termes. On revient alors à l’équation fonctionnelle de départ (l.l),
et on remplace u et N par leur expression respective :

uo+ul+...+~n+l+.-.=f+Ao(uo)+...+An(uo,ul,...,~)+...

Cette dernke  identité est satisfaite en posant :

En fait c’est le seul choix qui permet de définir  les ?.& sans ambiguité, de
f-;on  explicite et unique. Il est clair alors qu’on peut calculer les élements
uk  de façon récursive, et ainsi la solution exacte de l’équation (1.1) est égale
à :

, --
u= CG

n==o
et où les uk sont données  par (1.2).
L’originalité de la méthode décompositiomrelle  d’Adomlan  , en comparaison
avec les méthodes  classiques de résolution, basées  gén6ralement  sur la linkari-
sation du terme non linéaire  et sur la discrétisation  de l’équation, réside dans
le fait qu’en décomposant l’opkrateur  non linéaire en série polynômiale son
caractere  non lineaine  est entiérement préservé. Même s’il y a approxima-
tion de la solution ( car nous sommes obligé de tronquer la &rie  solution )
la non linéarité de l’kquation  fonctionnelle est entièrement prise en compte
puisqu’il n’y a pas  d’approximation effectuée sur l’équation fonctionnelle. Il
est à remarquer par ailleurs (voir [22],  [23])  que l’utilisation de la méthode dé-
compositionnelle d’ Adominn  permet de ramener un probleme  de contrôle
optimal à un problème d’optimisation classique. En effet, soit a r&oudre  le
problème de contrôle optimal général :

T

min
(%--,%a)s

G((zl,...,2,),(ul,--.,u,),t)dt U.3)
0

où la fonction G est dif%rentiable  et T > 0 fixé. Les vecteurs :

X(t)  = (~~(t),--~,~&)) et w> = h(t), * * - 7 @m(q)
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sont liés par la contrainte :

{

g(t) = F(W), U(f)) (l-4)
X(0)  = d

En utilisant la méthode décompositionnelle  d’Adomian,  pour la résolution
du système diiérentiel (1.4) on obtient :

xi(b)=~Y~)(u1(t),...,u,(t)) > vi E (1,..-,m}
j=o

où les Y:’ sont explicitement dépendants de ur  , - - - , u,.  Dans la pratique on
prend :

x&)  = 2 Y;) (u1(t),  . . ‘ ,u&)) , Vi E (l,*+*,m}
j=o

AprpS  quoi, on remplace l’expression des xi dans (1.3) :

min
(w,-,wn)

C~"(U(t)),...,~~>")(u(t))
j=O j=O

qui est un probkme  d’optimisation classique car la fonctionnelle à minimiser
dépend explicitement de ul,  ~2,  . - . , u,  .

1.4 Principaux résultats de la m&hode  d’Adomian  :

On considère l’équation fonctionnelle (1.1) :

u-N(u)=f

où IV est un opérateur nonlinéaire d’un espace de Banach E dans lui même,
f un élkment donné de E, et u l’inconnue de l’équation. On définit les
polynômes d’ Adomian associes à l’opérateur N par la relation :

h=$ ~(fp+>I,, 1 Vn E N
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ThborBme  1.4.1 :
Les polyn6mes  d’bdomian  sont donnés  par les formules  :

Thbor&me  1.4.2 :
Les  polynômes d’Adomian  peuvent être donnés aussi par les formuks  :

Tht5orcSme 1.4.3  :
On suppose que l’opérateur N est de classe C” dans un voisinage ouvert de
uo et qu’il existe M > 0 tel que :

IIN(“)(uo)ll,  (EE)  G M 3 Vk  E Nk >

Alors les  polynômes d’Adomian  associbs  à N existent. De plus :

IlA,  (uo,  211,  - -. ,?k)llE  < exp(n  + l).M”+’  , Vn  E M

Thborème  1.4.4 :
Sous les hypothèses du théoréme  précédent et si :

M < exp(-1)

alors la série dbcompositionnelle  C R, est absolument convergente.
7220
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De plus :

IlSkIls  = llvk  - 41E  < (1 - MexpW)-l.exp@ + lVfk”’

où ‘pk= c ‘1L, > u = ” u, et les ré sont données par (1.2).
?l=O n=O

Remarque 1.4.1 :
Tous les résultats &moncés  dans le présent paragraphe sont démontreS  dans
la thèse de doctorat de K. Abbaoui [l]

Remarque 1.4.2  :
Si le 210 choisi n’assure pas la convergence de la méthode décompasitionnelle
d’Adomian  on a potentiellement la possibilité de faire un autre choix qui
permettrait eventuellement d’assurer la convergence de la méthode. On se
souvient que dans le système (1.2), on avait fait le choix :

%J=.f
on aurait trés  bien pu choisir :

K-l=9
Ul = Ao + f - g

l :

~2 =AI(UO,UI)

et l’élément g E E serait choisi de manière  à ce que les hypothéses  du
th&or&me  1.4.3 et du théor&me 1.4.4 soient v&ifi&s.

1.5 Etude de quelques cas particuliers :

Dans  ce qui suit, nous allons traiter quelques cas d’équations mathématiques
selon le shéma proposé, et ce afin de montrer la facilité d’application de la
méthode d’Adomian.  Sans restreindre les classes d’équations auquelles la
méthode peut être appliquée, nous proposons les trois cas suivants :
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A) Cas d’une équation différentielle :

Soit à résoudre le probleme  de Cauchy suivant :

1
w = f(a)

9&J) = (Yo  . (1.5)

Son écriture sous la forme canonique d’Adomian  est donnée par la relation

En utilisant la notation opkrationnelle  suivante :

tL--l(g) = J g(s).& et N(u) = L--l (f(4)to
le problème (1.5) peut être écrit sous la forme équivalente suivante :

u-N(u)=ao. (1.6)

Dans ce cas précis on prendra pour E l’espace defini  par :

E=C1([t*-T,t()+T])  ) TER;.

En choisissant %(t)  = CXO,  on peut kcrire  :

Jw%)(~l,  hz,  * *. > fbJ(q = Jt f’“‘(Ug(S)).hl(S).h2(S)  . . . . . h,(s).dsto
Exemple 1.5.1 :

Soit à résoudre l’équation différentielle suivante :

1 u’(t) = (U(t))2  + (1 - t2)
u(0) = 0 (1.7)

dont la solution exacte est égale à u(t) = t.

On applique la méthode d’Adomian  à ce probl&me  non linéaire conformé-
ment à ce qui a été développé plus haut. L’écriture de (1.7) sous la forme
canonique d’Adomian  est donnée par :



où l’opérateur N est défki par :

N(u)  =
J

t(u(s))2d.s  .
0

On peut alors procéder au calcul des polynômes d’Adomian  associé B (1.8),
ainsi que les fonctions hi qui sont les termes de la série décompositionnelle,
en prennant  :

uo(t)  = t -,(0.33333)t3
1

et 7-=-.
2

on obtient les fonctions suivantes :

ul(t) = (0.33333)t3  - (0.P3333)t5  + (0.01587)t’

a&) = (0.13333)t5  - (0.06984)t’  + (0.01340)tg  - (0.00648)t’r

u3(t)  = (0.05397)t’  - (0.03527)tg  + (0.00924)t1’  - (0.00099)t'3  + (0.00005)t15

Ainsi la série tronquée de quatre termes prise comme solution approchée est
égaleà:

u*(t) = &-k(t) = t-(O.O2287)tg+(0.00876)t11-(0.00099)t13+(0.00005)t15

ce qui donne une erreur de :

&= sup lu*(t)  - U(t)(  < 4.5 * 10-5
tq-0.5,o.q

B) Cas d’un syst&me  d’bquations  différentielles :

Soit 8, résoudre le problème de Cauchy suivant :

{

u'(t) = F (u(t))

U(t,) = ” (1.9)

W)  = (4%  uz(t),  *  + - , %m> , J’(U)  = (fi(W,f2(U>,-.-  ,f&O>.

Le probkme  (1.9) peut être écrit sous la forme équivalente suivante :

J
tU(t) = q + F (U(s))  .ds .to
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En utilisant la notation opkrationnelle  suivante :

tL-l(g)  =
s

t. ds).ds 7 WJ)  = L-l (fj(W)

N(U)=(N,(U),N2(U>,...,N,(U))

l’écriture du problème (1.9) sous la forme canonique d’Adomia.n  est donnée
par la relation :

u-N(u)=i$. (1.10)

Dans ce cas précis on prendra pour E l’espace d@.ni  par :

E = (Wo - 7,to  + T]))” ( 7 E lR+  ,

En prennant Uo(t)  = 3, on peut écrire :

A partir de la,  en utilisant ce qui a été vu plus haut, on peut déterminer
q’(s) et AqUo).

Exemple 1.5.2 :
On considere  le systéme  dif&rentiel  d’ordre 1 suivant :

II
u;(t)  = J/fqGmF

u;(t) = -2,ur(t)  + u2(t) (1.11)
q(0)  = 0 > q(0)  = 2.

On remarque que la solution exacte de ce système est égale à :

vi1 (t) = siIl(t) et 212(t)  = exp(t)  + cm(t)  + sin(t)

On applique la methode  d’Adomian  a ce probleme  non linéaire conformé-
ment à ce qui a été développé plus haut. L’expression du système tierentiel
(1.11) sous la forme canonique d’hdomian  est donnée par :

(%(t),%(t))  -Nh(t)>u2@))  = (072) > (1.12)
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où l’ophateur  N est défini par :

On peut alors procéder au calcul des polyn6mes  d’Adomian  associé h (1.12),
ainsi que les fonctions G(t)  qui sont les termes de la série décompositionnelle,
en premxmt  :

SiO(t)  = (0,2)  .
On obtient les fonctions vectorielles suivantes :

u;-(t)  = (t, 2t)

G(t)  = (070)

25(t)  = (-$0)

23
G(f)=  0,s

( >

Ainsi la skie
égale & :

on remarque alors, que x(t) correspond exactement à la série tronquée
d’ordre 4 du développement en skie entihre  de la solution exacte. Pour
ce qui est de l’erreur d’approximation, elle est égale  au reste d’ordre 4 du

tronquée de cinq termes prise comme solution approchée est

z(t)  = 2 Z(t) = (t - f , 2 + 2.t -i- yJ >
id

développement en série entière.

C) Cas d’une équation int&rale  :

Soit à r&oudre  l’équation intégrale suivante :

u(t)  = Jb K@,  z).G(u(z)).dx + f(t) (1.13)
a

où K, G et f sont des fonctions continues. Ce  probl&me  se présente déj$  sous
la forme canonique, puisque si on dhigne  par :

N(u)(t) = Jb  K(t,  +T(u(z)).&
0
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alors l’équation (1.13) s’écrit sous la forme :

u-N(u)=f.

Dans ce cas précis on prendra comme espace de Banach de référence, l’espace
Edéfinipar:

E = C”  ([u,  b], R)

En choisissant uo(t)  = f(t), on peut écrire :

N(“)(u,)(h,,  hz,  * * * ) h&)(t)  = p,X(t,  ~).G(“)(u,(z)).h,(z).h,(z).  . . . .h,(z).dz

Exemple 1‘5.3 :
On considère l’équation intégrale suivante :

u(t) = J l(t  - z).(u(z))?dx  + ;t + a
0

(1.14)

dont la solution exacte est : u(t)  = t.

On applique la méthode d’Adomian  à ce probleme  non linéaire et ce con-
formement  à ce qui a été vu plus haut. L’expression de Nquation  (1.14) se
présente déja à la forme canonique, on peut procéder diiectement  au calcul
des polynômes d’Adomian.  Conjointement à cela, on détermine les fono
tions q(t) représentant les termes de la série décompositionnelle  en partant
de :

uo(t)  = ;t + a .

On obtient les fonctions suivantes :

ul(t) = (0.377315).t  - (0.25347)

%(t) = -(O.O33676).t-  (0.012643)

us(t)  = -(O.O220718).t  + (0.0216614)

q(t)  = (O.O0012544).t  - (0.0014335)

Ainsi la s&ie  tronquée de cinq termes prise comme solution approchée est
égale à :

u*(t) = &(t) = (0.988359).t+  (0.0041149)
i=o
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ce qui donne une erreur de :

E = sup lu*(t)  - u(t)1 < 1.6 * 10-2
WJSI

Remarque 1.5.1 :
Ce paragraphe intitulb  “Etude de quelques cas particuliers” est extrait du
mbmoire  de D.E.A. de S. Nugier & H. Ekmhadda  [39].
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CHAPITRE 2

Majoration en norme des polynômes d’Adomian

Les résultats de ce chapitre ont fait l’objet d’une publication

> S. KHELIFA  & Y. CHERRUAULT : «New results for the Adomian method.»
Kybernetes ; Vol.29 ; no3 ; pp 332-354; 2000.

30



2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous proposons d’améliorer certains résultats obtenus
et démontrés par K. Abbaoui dans sa thèse de doctorat (11.  De façon
plus précise nous nous sommes attaches  à affiner la majoration en norme des
polynomes  d’Adomian.  Ceci aura pour effet une amelioration  de l’erreur
de troncature inhérente à l’application de la méthode d’Adomian.  Nous
commençons par demontrer  une nouvelle identité pour les polynomes  de Bell,
étape indispensable pour l’obtention des résultats escomptes.

2.2 Nouvelle ideutith  pour les polynômes de Bell :

Au cours d’une étude bibhographique proposée par le professeur Yves Cher-
ruault, un probleme  concernant les polynômes de Bell fut soulevé. Dii-
férents ouvrages ont été consultes pour sa résolution, notamment [26],  [27],
P71, PI,  WI d [411 mais en vain. C’est ce qui nous a amen6  à démontrer
un résultat pour les polynomes  de Bell qui s’est avéré être nouveau et que
nous allons présenter ci dessous. Ce résultat sera exploité plus tard.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de donner une démonstration du
théorème suivant :

Th6orème  2.2.1 :
Le polynôme de Bell partiel B,&  l”,  2l,  32,  . . m , mm-r)  vérifie l’égalité :

Bm,~(10,21,32,~~-,mm-1)=~~~mm-p;  \ilmetVp,p<m (2.1)

où Cd  est le nombre de combinaisons de i éléments dans un ensemble de q éléments.

D&nonstration  :
Pour prouver ce théorème nous procédons à une démonstration par récur-

rence. On vér&e  tout d’abord que la relation (2.1) est vraie pour n =
let p = l .  Eneffet:

-Enposant  n=let  p = l  :

B1,r(lO,  2l,  32,.  . . , n”-‘) = 1 = G$O

l’identité (2.1) est vraie.
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-Ensuite on pose n = 2 et p = 1,2 , ainsi on obtient :

Bz,l(lo,21,32,-..,nn-1  -b&(~)1=G21

Bz,z(  1°,21,  32,  * * * > n”-l b&(g)“=cizo-

ce qui prouve que la relation (2.1) est encore vraie dans ce cas.

+ A pr&ent  on suppose que l’identité (2.1) est vraie pour tout .s < n - 1
etpourtoutpE{1,2,...,s},c’estàdire:

Afin  de montrer la vkracité  de l’identité (2.1) pour s = n et p E { 1,2,  - + . , n},
on procède aussi par récurrence sur p :

- Si on pose p = 1 on obtient :

f&( l”, zl,  . . . ,nnel)  = $nnwl  = Cz;tnnel
. .

l’identité (2.1) est vérifiée.

- Mais pour p = 2, on remarque que l’expression de B,,z(  l”, 2l,  . . + , TP-‘) dépend
de la parité de n. Aiii nous consid&ons  les deux cas  n pair et n impair
&p&ment  :

(i) Si n est impair, on a :

n-I

B,,z(l”,21,32,...,nn-1)  = 2 n! .
‘“-‘(

n
j=l j!(n - j)!

_ j)“-j-1

on remarque alors qu’en procédant au changement d’indice k = n - j, nous
aurons :

n-l

2
,=1  j,(nn;  j)’ jyn  - j)“-j-1  = E n!

k--.n-l  (n - kW!
(n _ k;)“-“-l  p-l

. . .

ce qui se traduit aussi par :

n-l

i: n!

n-1

j--l  jqn -A!

y-l(,++l  = c . n!

j=?&l  Je -a!

jj-l(,- jyz-j-1

2
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ainsi on peut écrire que :

n - l

2&,2(1”,2l,.  . . ,ny  = c n! . .  n - j - l

j=l  j!(n  - j)! F’@  - 3,

ou encore en posant q = j - 1 :

n-2

2.&41°,  21,  *. ’ , TP-l)  = c n !
q=. (q + I)!(n - q - Q!(q + l)q(n - l- q)n-2-q

en écrivant n! = n.(n - l)! , et en simplifiant par (q + 1) chaque terme
de la somme précédente, on aura :

n-2
2.&,~(1~,2~,.. 7 ,nnP1)  = n.

(
C

(n - l)!

q=. Q!(n  - 9 - l)!
(q + l)“-l(n - 1 - q)n-2-q

>

qui s’écrit également sous la forme :

n-2

2&~(1’,2~,.*. ,n+l)  = 12. CC~-,(q  + l)“-‘((n  - 1) - q)(n-2)-q

q=o

Mais en constatant que :

alors nous avons :

2.B,,2(l”,21,  ... ,nnel) = n.Al + n.Az

où A, et A, sont donnés par :

n-2

A, = c C;-,(q  f- l)“-‘((n  - 1) - q)(“-2)-q  ,
q=o

et
n-2

A2 = 1 G:a(g  + l)q-‘((n - 1) - q)(n-2)-q  .
q=l

En utilisant la premi&re  forme de l’identité d’Abel ( th&&me  1.2.8) :

(P?-Y)"=~C~*Z * (cc  - q.zp-yy  f q.z)+q
q=o
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et en substituant 2, y, 2 et m par :

x=1  > y = n - 1 > z=-1  e t m = n - 2

il  devient clair que :
AI  = (1 + n - l)n-2.

Dans A2 , on remplace q par (i + 1) , on obtient alors :

n-3

A, = cGi-,(i + 2)i.((n - 2) - i)(+3)-‘.
i=O

Si l’on tient compte de l’égalité suivante :

CA-,  ((n - 2)  - #n-3)4  = (n - 2).Ci-,((n - 2) - i)(n-3)-i-1

alors A, peut être exprimé comme suit :

n-3

AZ  = E(n - 2).C;-,(i + 2)i.((7z  - 2) - i)(“-3)-i-1
60

En utilisant  à présent la seconde forme de l’identité d’Abel (th&or&me
1.2.8) :

(x -f- Y)” = CC&  6 2 - ((x - m.z) + q.z)“-“-‘((y  + m.x)  - q.z)*
q=o

et en remplaçant  2, y, z et m par  les valeurs suivantes :

2= 1 ,  y = n - 1 ,  z= - 1  e t  m = n - 3 ,

iI devient clair que :

A2 = (n - 2).(1+  n - l)n-3  .

En utilisant les valeurs obtenues pour AI  et A, dans l’égalité :

2.B,,z(10,21,  ---, nnvl)  = n.Ar  + n.Az

nous aurons :

2.B,,z(l”,2’,...,nn-l)  =n.(n)“-2+n.(n-2)(n)“-3

qui à son tour peut être réduite à la forme appropriée suivante :

Bn,2(10,21,..‘,n”-1 ) = (n - l).(n)n-2  = C~:~(YZ)~-~  .
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Ce qui prouve que l’identité (2.1) est w%ifi&  dans le cas n impair et p = 2.

(ii) Si n est pair, on a :

2-l

B,,#J,  21, * * * ) Cl) = cj=*  j!(nnA  j), PYn  - w-’ +
1

n*
n n-2

2!  (g!)”  20

on remarque qu’avec un simple changement d’indice k = n - j , on a :

p-1

cJ=l $(7" j),  P% -Pj-' = g1 (n -k>,g (n - /q-"-l p-1 >
~ . . .

qui se traduit aussi par  :

cj=l ,,(nnAj),  Y% +Y+-’ = 2j=n+l  j!(- # P(n -A”+-” .2
D’où, on obtient pour Bn,2(lo,  2l,  . * .) l’égalité suivante :

n-1 n-2
2.&#, 21,  * * *> = cj=l  j!(- j), P1(n  - 8”+’  +

+s0
j#Z

qui s’écrit également sous la forme :

n-1

2.B,,&O, 21, * *. , ?Y’)  = c n!
j=l  j!(n  - j)!

jj-l(,-j)n-j-l

A partir d’ici, tout se passe  exactement comme pour le cas  où n est impair.
n suivant un raisonnement analogue, on peut rhaliser  les mêmes opérations
que précédemment et prouver que :

2.Bn,2(10,21,...,nn-l)  = 2.(n-  l).(n)+2

qui s’écrit aussi sous la forme :

Bn,2(10,21,...,nn-1)  = Cn_-f(n)+2

et on déduit que l’identité (2.1),  objet de notre démonstration, est vérifiée
danslecasnpairetp=2.
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A présent, on suppose que pour tout p , 3 < p < 71 :

B,,,(P,21,32,  *  * * >7P-1)  = cn_,B(n)“-5  ; vs E (1,.  *. ,p - 1)

On doit montrer que cette identité reste encore vraie pour s = p . Pour la
suite de notre démonstration, nous utilisons l’identité (thbordme  1.2.7)  :

n-l
P.&(%~2r~3>“’ ,%)  = c ~(2,-,).B,g-1(21,~2,23,“‘,2,).

m=p-1
(2.2)

Pour les besoins de notre démonstration, nous utilisons l’égalité (2.2) dans
le cas particulier où zi  = ii-l , cela nous permet d’écrire :

n-l

p.&,p(  1°,21,  * ’ ’ > nn-* ) = c qy(n - m)n-m-r.Bms-l(lO, 2*,  * * * ,nn-l)  .
m=p-1

En vertu de l’hypothèse de r6currence  ci dessus, on a :

B,,*-I(ls,  2l,  * * * ) TF’)  = “:;-l(m)m-P-l .

Le changement d’indices suivant :

q=m--p-l  ,  I*=n--q-p+1  e t  Jp=p+p--1

nous  permet d’écrire l’identité suivante :

n-P

P.&,*(1°,21,’  * 6 ,n+*> = -j-J  C~+p-'C~+p-2(IQ)~-~-P(J*)q  )
q==o

qui peut être transformée comme suit :

“-P

p&#(  1e,2r,  . * * , ?Y’) = c
1

q=.  (J,)(q!)&p  - 2)!)(1q)n-q-P(4)q  ’

et apri%  simplification nous obtenons :

p.Bn,p(lo,  21,.  . . ,7P
)= ((p-2)l(n-p+l)! >

.@ 7

où <p  est donn6e  par l’expression :

cp=  c
(

n-p ( n - p +  l)!

4-0 (n - p + 1 - @*!  m”-4-p(Jq>g-1 >

.
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D’où nous pouvons écrire que :

n-P

p.&&*,  * * - , TP--l
)= ((p-2)!(nlp+l)!

N

cci-,, (Iq)“-q-q  Jq)Q-l .
q=a )

(2.3)
Mais compte tenu du fait que :

cgn-p+1 = cn”,+c$:p  ) q 2 1 ;

cela implique que l’égalité (2.3) prend la forme suivante :

p.B,,&*,  21,  * * * , TP--l
)= ((p-l)!(;:p+l)! > (n1+a22) (2.4)

où & et flz  sont données  par les expressions :

fi-I>

i21 = -j.-b - l)c:,((n  - p + 1) - q)“-=y(p  - 1) + q)‘-l >
q=o

“9

et s-22  = c@ - l)c:--p((?z  - p + 1) - qp-q((p  - 1) + q)9-1  .
q=l

En utilisant la première forme de l’identité d’Abel, et dans laquelle nous
remplsons z,y,z et m par :

2=p--1,  y=n-p+l,  z=-1  e t m=n-p,

nous obtenons une forme trh  simple pour 01 soit :

R1  = (n)“-p .

Il  nous reste alors à évaluer le terme fi,.  En reprenant l’expression

n-P

s12 = C(p  - l)c;zp((n - p + 1) - q)“-“-y@  - 1) + q)‘-1  ,
qc1

et en remplaçant q par (i + 1) , on peut écrire Rz  sous la forme suivante :

n-p1

522 = c (p - l)C;-,((n  - p) - i)n-P-i-l(1,  + i)é
a=*

En tenant compte du fait que :

Cf&-,((n  - p) - q--l = (n - p).Cf&-,-,((n  - p) - q-i-2
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nous pouvons alors donner une nouvelle expression pour Rs,  soit :

(
n-p-l

52%  = (n - p) (p - 1 ) c C~~,~,((7~  - p )  - p-p-l)-~-l(p  +  i)i

i=o )

En utilisant il  présent la seconde forme de l’identité d’Abel, et dans laquelle
nous rempl~ons  z,y,z et m par :

x=1 7 y = n - 1 7 z=-1  e t m = = n - p - l ,

nous obtenons une expression plus simple pour Qs, soit :

i-22 = (n - p)(p - 1).(9x)+*-r  .

En utilisant les expressions obtenues pour s1r  et Qs  dans l’égalité (2.4),  nous
aurons :

p.Bns(  lO,21,  * * * , TP--r
) =  ( ( p -  l)!(z-p+  l)! *Q>

où XP est donnée par  :

Q = ((q-p + (?z  - p)(p - l).(?$+l)

il vient alors :

qui peut être écrit comme suit :

p.&,(P,  21,.  * * > nn-l
(n - l)!(n)n-P

) = ((p- l)!(n-p)! > *p
et finalement :

B,#(lO, 21,  * *a  > ?F)  = ~z;(n)“-P

et ainsi l’identité (2.1) est prouvke.

En conclusion, on a pu établir et prouver une nouvelle identité pour les
polynômes de Bell, ce qui constitue une modeste contribution dans la théorie
de ces polynômes et va nous permettre de démontrer un nouveau théorème de
convergence pour la methode  décompositionnelle d’Adomian.  A noter que
les polynômes de Bell sont un cas particulier des polynômes d’ Adomian.

3 8



2.3 Nouvelle majoration en norme pour les polynômes
d’Adomian  :

Etant domrée  l’équation fonctionnelle de départ (l.l), soit :

u=N(u)+f

ou iV  & un opkrateur  de E dans E , f un élément de E ( E un espace de
Banach ) et u l’inconnue du problème.
A cet opérateur N on associe des polynômes d’Adomian,  leur expression
ayant  étté mentionnée au chapitre 1, paragraphe 4, on se propose d’ameliorer
l’estimation du théor&me  1.4.3 :

Thborbme  2.3.1 :
On suppose que l’opérateur IV  est de classe C” dans un voisinage ouvert de
~0 et qu’il existe M > 0 tel que :

Alors les polynômes d’Adomian  associés à N vérifient l’inégalité :

Démonstration :
Pour prouver ce théoreme  nous procèdons  à une démonstration par récur-

rence. Vérifions tout d’abord que la relation (2.5) est vraie pourn = 0. En
C?E&:

-Enposant  n = O :

& (uo) = N ho) ===+  ll~(~o)ll  G M
l’inégalité (2.5) est vérifiée.

- Ensuite on pose n = 1 :

AI  (~O>R)  = N’ (210)  .(d et % = Ao @Jo)

lP& G IW (~ON~~(~>~~  ll4I~ G M2
ce qui prouve que l’inégalité (2.5) est vérifiée dans ce cas.
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- Maintenant on suppose que la relation (2.5) est vraie jusqu’à l’ordre n =
p-1,c’estàdiie:

montrons que cette inégalité reste vraie pour n = p. Au vu du théorème
1.4.2 :

où :

ynil  = (ut,%  -a-  ,z~i) et L=(k,,k,,-*.,kJEW

--Tr-t

D’oii nous pouvons déduire l’estimation :

qui peut s’krire  aussi :

En utilisant la d&Stion  des ui et l’hypothèse de récurrence, à savoir :

nous obtenons facilement l’estimation :

de laquelle découle immédiatement l’inégdité :

lI4(%~  * . . %JllE  G c $,f&fh+%+-+&
IP.kl=P  .

(f)“...  ($)”  ,

soit :
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Afin de simpliier  l’écriture du membre de doite de la dernihre  inégalité,
&valuons  A dont l’expression est dormé par :

A= (,L$ (gk’  (ii)” (gygj
ou bien encore :

A=~(,~;(o”(~)k2(~)k3...~~)kp)  *
IW

D’après la défkition des polyn6mes  de Bell, d’une part, nous avons :

en vertu du th&or&me  2.2.1, d’autre part, nous pouvons a&mer que :

En remplac;ant  l’indice j par ( k + 1) nous aurons :

que nous pouvons &Axe  aussi :

A=  (P+op

(f,+1)! *

D’oh nous obtenons :

ce qui ach&ve  la preuve de ce théoréme.



Remarque 23.1 :
Si l’on compare le th&n+me  1.4.3 avec le théoreme  que nous venons de
prouver, on peut se rendre compte qu’effectivement on a une amélioration
sensible, au vu du lemme suivant :

Lemme 23.1 :
Pour tout n E IV,  nous avons l’inégalité :

(n + 1)”

(n + l)!
< (exp(1))“”  .

D&monstration  :
Soit n E N, alors nous avons :

(exp(1))“”  = 1 + ~n ; l + tn + 1)” + . . . + tn y’” + . . . ,
Z!

d’où l’on peut déduire que :

(n + 1)”

(n + l)! 5

(n + 1)” =

n !

(exp(l))n+l -

Autrement dit :
(n + 1)”

(n + l)!
< (exp(ll)“+l  ,

ce qui prouve l’inégalité du présent lemme.

Remarque 2.3.2 :
Bien qu’ayant amelioré  l’estimation des polynômes d’Adomian,  on ne peut
établir un  meilleur résultat de convergence pour la méthode décomposition-
nelle d’Adomian  que celui du théor+me  1.4.4 :

Théor&me 2.3.2 :
On suppose que l’opérateur N est de classe C” dans un voisinage ouvert de
UQ,  qu’il existe M > 0 tel que :

Wk)@J)  IL (E E)k 7 <M,‘v%EN  e t M < exp(-1)

alors la skie solution de l’équation (1.1) converge absolument.
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Démonstration :
La solution de l’équation (1.1) s’écrit sous la forme :

U= CUk
k=O

où les tik  sont donnés par l’expression :

‘t‘k  = &-1  (Ug,  - * . > uk-1)  , b%  E M*

En vertu du th&or&me  2.3.1, nous pouvons écrire :

mais en vertu du lemme 2.3.1, nous avons l’inégalité :

p-1)
7 < (exp(l)>k  ,

d’oh nous déduisons l’estimation pour les ?&  :

ce qui nous permet d’écrire que :

c bkllE  <  c @f-&))” .

k,O k>O

Comme par hypothèse :
(M.exp(l))  < 1 ,

en utilisant le théorème de comparaison des s’xies  A termes positifs, nous
pouvons aB.rmer  que la série solution converge absolument.

Lemma 2.3.2 ;
Pour tout couple de nombres entiers naturels (n, p) , tel que p < n nous avons
l’inégalité :

(n + 2)“+l
(n + 2)!

43



Démonstration :
Pour tout entier naturel n E N,  nous pouvons écrire la double égalité

suivante :
(n+2)n+‘=  (n+2)”  (n+l)” n+2  n

(n + 2)! (n+l)!  =  (n+l)!  n + l  .( >
Et  en utilisant l’inégalité donnée  par :

nous pouvons krire  que :

(n + 2)“+’  < (n + un exp(l)
(n -t 2)! ’ (n+l ) ! ’

En répétant le même raisonnement, nous pouvons obtenir l’in&g&té  :

(n + 1)”  < (W1  exp(l)
(nfl)!  ~(4

>

ou encore :

(n + 2)“+l
(n + 2)!

< (n + 1)” exp(q  < (nY
(n+l)! l m bW2  .

Ce qui nous permet d’affirmer que :

(n + 2)“+*
(n -t 2)!

< (PS-  1)P
(p +  l)! (exp(‘))n-P+l  9 POUr  tOUt  p < n .

Th&x&me  2.3.3 :
Sous les mêmes hypothéses  que celles du th6orème  pr&Sdent,  on peut af3irmer
que l’erreur de troncature est majorée par :

(ii  + 1)” M"+l

II tu  - pk)“E  ’ (k + l)! (1 - M.  exp(1)) ’
Vk  E w c-3)

Démonstration :
On rappelle que :

j=O j=O j=k+l
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Pour  la norme  de (U - (Pi),  nous  avons  les  estimations  :

c’est  à dii  :

IIc” - (Pkh G p + Q!
@+ l)"~k+l+ c-  + 2jk+l  Mk+2  + . . . .

(k + 2)! (2.V

L’utilisation  du lemme 2.3.2 nous  permet  d’avoir  :

@ + llP
(P  + l>!

Mp+1  < @+ 1)"

(k + l)!
Mk+l.  (M. exp(  l))“-k  ,

Des  deux  inégalités  (2.7)  et (2.8)  nous  obtenons  :

II(u-Pk)ll,  G ;;;pk+'.

(
c(M.  exp(  1))j .
j=O )

Ainsi,  nous  pouvons  affirmer  que  :

(24

Ce  qui  achève  la démonstration  de ce théoreme.

Remarque 2.3.3 :
Si  l’on  compare  cette  dernière  estimation  avec  celle prouvée  en  [l]  et rappel&
au  thi5oréme  1.4.4 à savoir  :

IIu _ ‘PkllE  < w- exPwk+l
(1 - M.  w(l))

on remarque  que  l’on  a réussi à affiner l’erreur  de troncature  et donc  à.
ami3liorer  la précision  de l’approximation.
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Remarque 2.3.4 :
En pratique, on ne peut pas  calculer tous les termes de la série solution,
on est obligé de la tronquer et l’inégalité (2.6) du th&o&me  2.3.3 permet
d’ar&ter  les calculs une fois la prkcision  désirée obtenue :
De fwn précise,  pour un E donné, E > 0 , on détermine le premier entier
IQ  E N, tel que :

Fil  + 1)‘”
(ko + l)!

lkfko+l  < E.  (1 - M.  exp( 1))

et l’on prendra comme solution approchée la fonction :

‘U=~ko=CUj

j=O

Remarque 2.3.5 :
Il faut souliiner que la nouvelle majoration en norme des polynômes d’ Ado-
mian (thiror&me  2&1)  a été inspirée lors de la reprise de la démonstration
concernant la somme des nombres d’Abbaoui-Cherruault  que nous avons
largement simplifiée.  Nous la présentons ci après.

2.4 A propos des nombres d’Abbaoui-Cherruault  :

D&finition  2.4.1 :
Pour n f RI  et k E IV,  on définit les nombres d’ Abbaoui-Cherruault par
: (Ill)

ck

Remarque 2.4.1 :
Dans  cette section, nous nous proposons de donner une nouvelle demonstra-
tion du théorème suivant :
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Théorème 2.4.1 :
Les nombres d’Abbaoui-Cherruault  vérifient la relation suivante :

c ck,,  .,.rkm = ;;y);

In.kl=n

Démonstration :
En effet, si l’on pose :

8= c 1

,n.k,=n (kl!)($  . . (km!)  * (l!)“l  * . . (?x!>“n  * (n + II  [kl)!  ’

alors, il est clair  que :

r

Tenant compte de la définition des polynômes de Bell (section 1.2) :

e=gBn,F(l,l,l  )...) l
p=l (n-+1-p)!.

D’aprés  le théorème 1.2.6 nous avons :

aa,P(l,  l,l, *.* 1 = S(%P)

où les S(n,p)  sont les nombres de Stirling  de deuxième  esp&ce.  Par  suite
nous pouvons krire 8 sons la forme suivante :

B=-gp=l (n+ :-Pf(n7p~
Si on se référe au théor&me 1.2.3, il nous apparait  que les S(n,g) ont pow
fonction génératrice “horizontale” l’expression suivante :

Oïl [xl0 = 1

xn = ‘& Sb,PM*  > (2.9)p=o
et [xl,  = x(x - 1)(x - L!)(e  * *)(Lx  - p + 1) .
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Nous pouvons donc vérifier que si nous remplaçons x par 0 dans la formule
(2.9), nous obtenons :

S(n,O) =o.

Si de plus nous remplan;ons  cc par n + 1 dans la formule (2.9), nous aurons :

(la+l)n=CS(n,p)(n+l)(n)(...)(ls+2-p).
p=l

Ce qui peut être  également  écrit sous la forme :

D’oh, nous déduisons que :

et

Ce qui ach&ve  la démonstration de ce théorème.

Remarque 2.4.2 :
Cette dtionstration  est nettement plus simple que celle  donnée en [l].



CHAPITRE 3

Application aux micro-lasers

Les résultats de ce chapitre ont été soumis à la revue Kybernetes

k S. KHELIFA, Y. CHERRUAULT, F. SANCHEZ & S. GUELLAL : ((Determination
of eigenmodes in microchip lasers by Adomian decomposition method.» à paraître dans
Kybernetes ; Vol. 32 ; no 71%  ; 2003.
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3.1 Introduction :

Dans ce paragraphe, nous nous intkresserons  à la résolution d’une équation
différentielle complexe à une dimension d’espace, issue de la théorie des micro-
lasers (voir [43],[44])  :

5 : la distribution du champ électrique
p : le paramètre de pompage
f : la fonction profil de la pompe à faisceaux
6~  : la fréquence longitudinale du mode-cavité
SL  : la frequence  du champ laser
T : le coefficient de transmission de sortie du miroir

Les inconnues de l’équation (3.1) sont t(x),  p et SL.  Les solutions physique
ment admissibles sont appelks ‘ solutions confin@es’  et satisfont aux con-
ditions : #-CC0

En fait, les solutions physiquement admissibles du problème précédent sont
les fonctions propres de l’équation (3.1). Quand le terme non linéaire est
négligé ( i.e. on prend N(0) ) 1 eur existence est assurée non seulement si
p est supérieur à une certaine constante notée pth  (valeur du paramètre de
pompage au seuil laser) mais aussi si la fonction f est égale à (cf [43],[44])  :

f(z)  = ap(-y)  , f(x) = (l+ f)-’ , f(x) ==h2  (?)
( a est la largeur ggométrique  normalisée de la pompe )

Il apparait  alors des fonctions propres impaires et des fonctions propres paires
caractérisées par  :

E(O) = oc pour les modes impairs
f(O)  = 0~: pour les modes pairs

Notons au passage que la fonction propre fondamentale correspond au pre-
mier mode propre pair. La solution E(z)  de l’équation (3.1) n’est pas aisée
à déterminer, à cause de la présence du terme non linéaire N(e).  Les physi-
ciens ont proposé une approche (voir [36],[43],[44])  basée sur la Yméarisation
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du terme N(J) , ce qui conduit à la résolution de l’équation :

-&C(z)  + Cp.B.f(x).  - A).~(E)  = 0 > 5 E R > t(z)  E c > (3.2)

B-SL+i  etavec -
1  + (SIJ2

A=(S&)+B+;,

sous les mêmes conditions :

L’idée de cette approximation est basée sur le fait qu’avant l’apparition du
mode propre fondamental, E est égale à zero,  et le terme N(c)  peut 6tre
remplacé par le terme linéaire :

sL+i E(z).
1+  (W2

Dans  ce qui va suivre, nous souhaitons apporter une réponse au probkne
suivant : peut-on déterminer la fonction propre fondamentale de l’équation
(3.1) (i.e. avec prise en compte du terme non linbaire)  en utilisant la
méthode décompositionnelle d’Adomian  ?

Avant d’essayer de répondre à cette question, rappelons sommairement
ce qu’est un micr*laser.

Un micro-laser est composé d’une cavité résonnante  contenant un milieu am-
plificateur et d’une source externe de puissance. La cavit&  résonnante est
une plaque mince d’un milieu amplificateur avec des miroirs form&  de mul-
ticouches de diCk&riques  dépos&  directement sur les deux faces de la cavité.
La longueur de la cavité r6sonnante  n’excède pas les 100 prn,  ce qui ex-
plique l’utilisation du terme micro-laser. La source externe de puissance est
gén6ralement  constitué d’une diode laser présentant un certain profil  trans-
verse.

Le principe de fonctionnement d’un micro-laser est bas&  sur la g&&ration
d’une inversion de population positive par un faisceau de pompage au dessus
du seuil d’c&llation. Le milieu devient alors  amplifkateur. L’Qoission  spon-
tanée est ensuite ampliisée  par de multiples allers-retours liés  aux r6flexions
sur les miroirs de la cavité. Cela permet de g&rérer  un faisceau laser.

Les paramètres  de la cavité résonnante  et de la diode laser sont ajustés
de manière  à obtenir des modes confin&
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Représentation  schématique d’un micro-laser (in Nanolase  ‘Ilkhniti Bul-
Ietin,  NIarch  2004J).

3.2 Détermination du mode fondamental :

On considère l’&uation  (3.1) :

on désire déterminer une approximation de la fonction propre fondamentale
en utilisant la méthode d&ompositionnelle  d’  Adomian  et en tenant compte
des conditions :

En réalité il est très  difikile  ( voire même impo&ble  ) de le faire  diiectement.
Heureusement, les exp&ience  physiques ont prouvé que :

3 X0  > 0 tel  que E(z) =OC , Fr, I%I  > X0

l’id&  serait aIors  de remplacer la relation :

par les conditions :

<(--X0)  = oc e+  Em01  = 0, .
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Par voie de conséquence la condition 6 E L2(W)  sera automatiquement
v&ifiée,  puisque < est une fonction continue à support compact. En fait
pour la fonction propre fondamentale de l’équation (3.1) on peut prendre
X0 = 60. Ainsi, avec les nouvelles conditions on aura &  résoudre :

&C(z)  - A.<(s) +p.f(z).N(<(sc))  = 0 , z f [-SO,601  > c(z)  E (f2

S(--60) = Oc > SW)  = Qc
(3-3)

On d&ire  déterminer une approximation de la fonction propre fondamen-
tale du problème (3.3) en utilisant la méthode décompositionnelle d’Adomian.
Comme d’habitude, on doit écrire ce probl&me  sous la forme canonique
d’Adomian.  Par ailleurs on désirerait utiliser les mêmes  techniques que
celles contenues dans [47]  :

alors :

&t) = A. Jt <(s)cis  - p.  s’ f(s)q<(s))ds + c
-60 - 6 0

après une seconde integration en t on aura :

J
e -&)dt  = J= Jt J z[A&) - p.f(s).N(<(a))]  dsdt + C. ldt
- 6 0 - 6 0 - 6 0 - 6 0

ou encore :

E(s) = J;, JI, [A+%s)  - &‘(s).N(l(s))] dsdt + C.(z  + 60).

Si on pose :

=L;l(. * .) = J J’ (aa*)dsdt
- 6 0 - 6 0

J(5) = U(z)  + i * V(x) et C=CE+i*P

On &Pare  la partie réelle et la partie imaginaire, on obtient :

U(a) = a.(~  + 60) + L;’ ((SC - &,).U(s) - ;V(s) - p.f(s).F(U(s), V(s)))

V(x)  = ,l?.(z  + 60) + L;’ (& - WV(s)  + ;Ut4  - ~.ftWtUt~), V(4))

(3.4)

53



où :

S&U  - v
F(uy  v,  = 1+ (S#  + (7@ + (v)2

6L.V  + u
’ G(u7  v) = 1+ (S#  + (U)S + (V)S’

Ainsi nous avons ramené l’équation (3.1) à la forme canonique d’Adomian
(3.4), et nous pouvons maintenant appliquer la méthode décompositionnelle
d’bdomian.  Soit :

U(cç) = CUj(S) , V(z) = CWj(S)
j=o j=O

F(U(s),V(s))  =  cAj(-*,  , G(U(s),V(s)) = &$(-)
j=O j=O

le système (3.4) peut s’écrire alors sous la forme suivante :

<

CUj(Z)=Cr.(Z+60)+L~1  (6c-&).~llj(S)-~~Vj(S)

20

-v
(

(

p.f(s).;gq.  * -) ,
)

<

C wj(s)  = B-(x  4 60)  +LZl
jlo

+ $,,(S)

-LT1

\

Aj(*  * *)  (reS$l.  Bj(*  v *)) sont les polynômes d’ Adominn associés a la font
tion non linéaire F(u,  w) (resp. G(u,  v)) et définis comme dans le paragraphe
$1.4.  Ainsi si on pose rj = (Uj9v.j)  , on obtient :

Ao  = +o, woug)

-%Go,  -. - ,Ca)  =

et de maniere  analogue on obtient aussi :

Bo(lo) = G(~O, vo)
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On fait le choix suivant :

%(X) = 0

w*(x) = 0

d’oti  pour u1 et TJ~  on aura les expressions suivantes :

ul(x)  = 41: + 60) + L;’ ((6~ - W.Q,(S)  - ;W - ~4 Wo(So)) >

q(x) = ,8.(x  + 60) + L$ ((6~ - S&,(s)  + ;WI(.~)  - ~.f(s)&&))  .

Et d’une manière générale  pour 7i. 2 1, on aura :

h+l(x) = ~;l
(
(sc - S&U,(S)  - $V~(S)  -~.fts).A,(S,,..*,S.(a)))  >

?Jaun+i(x)=  Lp (sc-sL).u~(s)  + &(s) -P.f(a).~~(Eo,...,E,(s)))  .

En se reférant  à [43]  on peut fixer : 6~  = 0 et T = 0.02. Et du fait que
uj(z),  et Vj(Z)  dépendent de : x, (I,  /3,p,  SL , alors on doit écrire :

Uj(X,  % P,P,  6-L) c% ‘uj(X,%P,P,~L)  > ‘dj  2 0

où. les inconnues cy,  ,0, p, ê~ seront déterminées en r&olvant  un système al-
gèbrique non k-Aire  de quatre équations :

correspondant aux conditions : E(60)  = OC et Q(O) = 0, .

5 5



Pratiquement, au lieu de considérer U(z,  a, p,p,  SL)  (resp.  V(a, a, ,B,p,  a,)),
on considère U~(Z,  ~y,  /3, p, 8~)  (resp. Vd(z,  CII,  p,p,  8~))  la série d’Adomian
tronquée et composée de 5 termes, à savoir :

Ainsi le système (3.5) devient :

u&O,  Q, P,  P,  6~)  = 0

W’3, *, P,P,  6~)  = 0

$u4&4  0, P,  P, a = 0

-&Vo(O,a,P,P,W  = 0

(3.6)

Pour r&oudre  par la m&hode  décompositionnelle d’Adomian  le précédent
système, on doit d’abord le mettre sous la forme canonique. Pour cela on
pose:

Fl(X,Y,  2, W) = 10-6.  [X - $!J,(6O,X,Y, 2,  W)]

F2(X,Y,Z,W)  = 10-4.  [Y - $v4(6O,X,Y,  2,  IV)]

F3(X,  Y, 2, W)  = 10-a. (2 - ;U;(o,x,Y, 2,  W)]

&(X,Y,Z, W)  = 10-Z.  [IV  - iq(o,x,Y, z, W)]

Ce choix pour la définition de FI,  Fg,  Fa et F4  est guidé par les conditions de
convergence de la méthode décompositionnelle d’Adomian  (voir $1.4). Par
suite le système (3.6) est équivalent au système non linéaire :

x = F~(X,Y,Z,W)

Y = F2(X,  Y, 2, W)

z = F3(X,  Y, z, W)

W = F4(X,  Y, Z, W)
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On peut maitenant appliquer la méthode décompositionnelle d’ Adomian.
D’où X, Y, Z et W peuvent être  écrits sous forme de skries,  comme suit :

Ce qui nous permet d’écrire également :

Les di”‘(.  1 ,) sont les polynômes d’Adomian associés à la fonction non
linéaire F,(X,  Y, 2, W) et définis par (voir $1.4) :

s2li)ho)  = F (na  x0, Y0, zo,uJo)

d~m’(~o,~~~,~,J  = c
(cc)k (y)” (z)” (w)P  alkl+l++l+‘qlFm
-~--.~ (yo)

Ink+nZ+np+nql=n k !  Z!  p !  p!  aXw3YwZI~@WIq~

57



On fixe (~0, yo,  ~0, wo)  constant et l’on fait le choix suivant :

51  = -zo + &y~07  Yo, zo,  wo)

Y1  = -Yo  + “4%3,Yo,zo,~o)

Zl  =  -zo  +  dp(xo  y0 % wo)

Wl  =  -wo  +  dp<x;  y ;  z;  wo)I 1  >

ce qui nous permet d’avoir pour y2  :

l
x2  =~lll((~oOtYO>~O,~O~,~~l,Y1,~l,~l~~

~2 =d~‘((xo,~otzo,wo),(x1,~l,z1,w1))

~32  = di3)  (($0,  yo>  zoD, wo),  (xl,  ~1,  ~1, WI))

~2  =Jq~~(I~o,~o,~o,wo~,(x~,~liz1,~~))

et d’une mani&re  générale Y,+~  pour n 2 2  :

Xn+l = AF ((x0, YO>  zo> wo),  . . . 7 (xn,  Ym  &a,  w n ))

YMI = A!?  ((x0, YO,  20, wo),  . . . > (xn,  ~nr  zn,  wn))

z;t+l  = d!?  ((x0,  YO,  20,  wo),  . . . > (xn,  in, zn,  a))

wn+l  = Ai?  ((~0,  YO,  zo> wo),  . . . , (xn,  in, G, 4)

Suite à cela on détermine (X,  , YN,  Z,,  W’N) la série d’Adomian  tronquée
comptwée  de N + 1 termes :

On retourne à présent au probl&ne  (3.3), et on considk-e  la fonction &(LE)
définie  par :

&(x)  = ‘%(s, XN,  YN,  ZN,  WN)  + ‘i * ~(XC,  XN,  YN,  ZN,  WN)

qui représente une approximation de <(CC)  solution fondamentale du problt‘me
(3.3). Une simulation num6rique  a été réalisée avec fi(z)  = exp (-O.l* IzcI)
et N = 4 . On peut trouver en figure 1 l’esquisse du graphe de II(x) sur
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l’intervalle [0,55], où II(x) est défiuie  par :

1

0.8

0.6

0.4

0.2

Figure 1

Sur l’axe des abscisses la variable est CE  E [0,55]  , et l’axe des ordonnées cor-
respond à II(s).

En conclusion, on peut a%rmer  que les résultats obtenus corroborent ceux
décrits dans [43] mais il reste quelques probl&mes  à résoudre, telle la déter-
mination de E(O)  , ou encore la détermination de l’expression de la puissance
laser comme fonction croissante du paramètre de pompage.
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CHAPITRE 4

Nouvelle approche pour la résolution
des équations aux dérivées  partielIes

du premier ordre

Les résultats de ce chapitre ont fait l’objet de deux publications

B S. KHELIFA  & Y. CHERRUAULT : «Approximation of the solution for a class  of first
order p.d.e. by Adomian method.»  Kybernetes ; Vol.3 1 ; no314  ; pp.  577-595 ; 2002.

P S. KHELIFA & Y. CHERRUAULT : «The  decomposition method for solving  fkst
order partial diffkrential  equation.»  Kybernetes ; Vol.31 ; no6  ; pp. 844-871 ; 2002.
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4.1 Introduction :

Initialement, on s’est intéressé au probleme  :

{

au aujg-&=F(t,z,u(t,2)) ; t>o
u(O,x)=t+)  ; LEElR

(4.1)

et notre but fut de déterminer une approximation de la solution de ce prob-
leme par application de la méthode décompositionnelle d’ Adomian. Une
idée a emerge  : l’utilisation de courbes o-denses. Cela permettrait de “den-
sifier”  l’ensemble [0, +co[xlR  par une courbe o-dense, et prendre la “re-
striction” de l’équation aux dérivées partielles du premier ordre intervenant
dans le problème (4.1) a la courbe précédente. Alors notre souhait serait que
le nouveau problème à traiter soit un problème de Cauchy associé à une
bquation differentielle.  Ainsi l’utilisation de la méthode décomposition-
nelle d’Adomian  fournirait une excellente approximation pour la solution
du second probleme,  et par conséquent de (4.1).

Par la suite, il s’est avéré que l’on pouvait même generaliser  la technique
aux équations aux dérivkes  partielles du premier ordre de la forme :

où (z,  y) E Q , St ouvert de lR2  et CO  est une courbe régulière  de fi.
Dans ce chapitre, on traitera le cas linéaire, suivi du cas quasi linéaire et

enfin  le cas non linéaire. Mais avant tout rappelons sommairement ce qu’est
une courbe a-dense.

L’idée essentielle qui préside à la définition des courbes o-denses dans P”,
consiste à exprimer les n variables à l’aide d’une seule variable. En d’autres
termes il s’agit de ‘rempli”  l’cspsce  ilUn  ou plus précisément un compact de
lW à l’aide d’une courbe (voir [38]  ,[42],[48]).  Initialement, ces courbes ont été
intoduites  pour la résolution de problèmes d’optimisation locale et glob
aie,  qui ont fortement inter&&  les chercheurs du laboratoire MEDJMAT et
en premier lieu Y, Cherruault, qui a le gand mérite d’avoir initié, avec A.
Guillez, les fondements de la méthode d’optimisation globaIe  ALIENOR
(voir [20],[22]).
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Définition 4.1.1 :
Soit S un  sous ensemble de R”, et LY  un réel positif. On dit que 5’  est a-dense
dans R”  si et seulement si :

où 11.11  désigne la norme euclidienne sur R”.

Exemples :

1) La spirale d’Archimède  définie par :

r=d, 820,

est Tedense  dans B2.

2) La courbe définie par :

1

$r-2ka)  ; 2ka<z<  (2k+1)a  ; k=O,...,m
Y=

--i (x - 2ka)  ; (2k - 1)a < x < 2ka ; k = 1,. . . ,m

où  rnElv  et  a=(2m+l)-r

est u-dense dans le carré [O,l]  x [0, l] .

Remarque 4.1.2 :
Une application possible pour ces courbes cv-denses est le calcul approché
d’intégrales multiples. On peut se ramener au calcul d’intégrales simples sur
R en dem&&  le domaine d’intégration inchr  dans R?  par une courbe a-dense
(voir [14],[15]). Par ailleurs, comme on l’a fait remarquer précédemment, une
des principales applications des courbes o-denses est l’optimisation globale.
De façon plus  prkise si l’on s’intéresse à la recherche d’un extrema global
d’une fonction de n variables sur un compact de W”  (ou bien sur Il??),  l’utilisa-
tion de ces courbes transforme un probleme d’optimisation multivariables en
un probleme  de recherche d’extrema d’une fonction d’une seule variable sur
un compact de R (ou bien sur R).
En effet, étant donné le probleme d’optimisation :

(4.3)

où f est une fonction continue. Alors la transformation Alienor définie
par:
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B-h(B) = @1(O),~-.,hn(@))

oh h est une transformation a-dense, c’est à dire que l’ensemble h(ID)  est
une courbe a-dense dans D, nous permet de ramener le problème (4.3) au
problème de minimisation univariable :

pir&(B) a v e c  f ’ ( 0 )  =  f(h,(e),-.-,h,(f?))  et  In cW.

Pour plus de détails, on pourra consulter [21],[22],[23].

4.2 Etude du cas linéaire :

On considère le problème (4.1) :

1

ou  au
at-~=F(t,x,u(t,x))  ; t>o,

u(O,x)  =  uQ(x)  ; 2 E lR .

Ce dernier admet une unique solution locale ( voir [29]  ) dès que le couple
(~0,  F) est dans Cr(EU)  x C’(lR3).  On cherche donc à déterminer ~(t,  ZE)  sous
la forme u (t(s), z(s)),  et où le sous ensemble C défini par :

c = {Y E Et2 ; Y = (t(s),x(s))  , s E [O,so]}  )

constitue une courbe a-dense dans [O,  A] x W  . Ainsi en notant :

On obtient alors  :

dz 6% d t  &dx
z=atz+Kï3

2 -; = F(u(t,x))  .

Par identification, il  est naturel de poser :

dt dx
-=
ds

1; -=
ds

-1  et  $=P(*)
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,

avec  comme condition initiale :

t(O) = 0 ; ~$0)  = a et z(O) = w3(a)

qui correspond à la technique de résolution des équations aux dérivées  par-
tielles du premier ordre par la méthode des caractéristiques. L’utilisation
de la méthode décompositiomrelle  d’Adomian  pour le calcul de la solution
z(a)  du probleme  :

$=F(z) , s>o
(4.4)

40)  = wl(4

doit alors fournir une approximation de la solution de (4.1) par les séries
tronquées d’Adomiau.

Remarque 4.2.1 :
Les branches obtenues sont des droites puisque :

CG>  = s > x(s)  = -s + u} w x=-t+a

De plus on montre aisément que l’ensemble :
S,={(w,y)E?R2 telque y=-w+ma,  mEL,  zu>O}

est a-dense dans [O,+oo[xP , où a > 0.

Thbor&me 4.2.1 :
On suppose que (~0,  F)  est dans Cl(R)  x C1(W3).  Alors l’unique solution du
problème (4.1) peut être obtenue en résolvant le système diiérentiel  suivant

(4.5)

et inversement.
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Dbmonstration  :
( i ) Soit u(t,x) l’unique solution de (4.1),  on pose alors :

t(s) = s ;  x ( s ) = - s + a ; z,(s)  = U(S,  -s + u)  .

On vérifie alors facilement que les deux premikes  équations de (4.5) sont
vérifiées :

2 = 1 ; t(0) = 0 et
dz
z-

- -1; 2(O) = a.

Une simple substitution nous permet de vérifier  la troisième équation. En
effet :

dz, Ou  dt 8udx du du-=--
ds dt ds

+~,=7&-~=F(U(S’-S+u))

Par suite : dz,z = F (za) et &JO)  = u(0,  u) = ‘llo(Q)  *

( ii ) Soit (t(s),z(s),  z=(s))  1’ ~11‘que solution de (4.5). Il est clair que :

t(s,a)=s ; x(s, u) = -s + a ,

ce qui nous permet d’écrire de façon équivalente :

s(t,x)=t ; a(t,x)  =t+x.

On désigne par  V(S,  II) = za(s)  et l’on pose ~d(t,  z)  = v(s(t,  x), u(t,  z)).
Par conséquent, on obtient :

?J(O,  x) = V(O,  x) = &JO)  = ug(x)  .

Et une simple substitution de ces valeurs nous dorme l’équation suivante :

d’où :

etenfin:

aîl au F(~)=(~-~)~+(I-o)~--F(~)~~-F(~),---_
at ax

qui, après simplification  mène à l’équation :

du au F(u)=+(+o.---_
at ax



Consbquence 4.2.1 :
Ainsi, on a ramenéh  résolution du problème (4.1) à la résolution du problème
(4.4) sur les droites d’équation 5 = -t + a.
En intégrant le problème (4.4), on obtient :

et en utilisant la notation opérationnelle suivante :

L-l(g) = ‘g(w).dw
J

et N(z) = L-l (F(z)) .
0

L’écriture de (4.4) sous la forme canonique d’Adomian  est donnée par :

on peut alors, dès à présent, mettre en application la methode  décomposi-
tionnelle  d’Adomian afin de calculer la solution z(s). A partir de la forme
canonique précédente, on a :

k=O k=O

d’ou  nous obtenons la formule récurente  suivante :

wn+l(s)  = A,z(wo,~~>~~~>w,J  ’
ou  les Alz sont les polynômes d’Adomian  associes à l’op&ateur  N (voir $1.4).
Les polynômes A,  , sont donnés par :

On rappelle toutefois que :

~(‘p’)(~o)  * (vl@ll,  * * * > ‘arpnI I(S)  = Js F(‘qwo)  * (Wl)Pl  . . . (qpdw .
0
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Notation 4.2.1 :
Pour tout a dans R,  on désignera par :

E,, = Cp ([-~a,  +~a],lR)  , p = 0,l .

Thbor&me 4.2.2 :
On suppose que les hypothèses du théoréme  4.2.1 sont v&rifi&,  que I;’  est
de classe C” dans un voisinage ouvert de ZJ+,  et qu’il existe une constante Ma
tel que :

alors la serie décompositionnelle d’Adomian  de terme general  V~(S)  associée
an problème (4.4) converge vers a(s) unique solution de (4.4).

De plus si on note ~~(8)  = k V~(S) nous avons :
j=o

Démonstration :
La demonstration  de ce théorème est basée sur les résultats obtenus dans

les thbor&me  4.2.1, théor&me 2.3.2 et théorème 2.3.3.

-marque  4.2.2 :
Si l’on veut calculer la valeur approchée de la solution u(t,  x)  en un point
M(~M,  3~) , on commence par déterminer la branche de la courbe e-dense
S, à laquelle  appartient le point M, ce qui nous donnera aM  = yM  + zM , et
par application de la méthode d’ Adomian simple ou bien avec recollement,
on sera en mesure de fournir une approximation de la solution.

Décrivons briévement la méthode d’Adomian  avec recollement pour les
équations différentielles. Etant donné le probleme  :

1
$6)  = fW,Q

x(0) = x0
6 7
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D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz,  le problème (4.6) admet une unique
solution locale d&  que f est de classe Cl.  De plus sous certaines conditions
SLP.-  f (voir le th6or&me  2.3.2),  on peut appliquer la méthode décompo-
sitiomrelle  d’Adomian  qui permet de construire une s&ie  absolument con-
vergente sur l’intervalle [O,  Tr]. Si cet intervalle [0, Tr]  est strictement inclu
dans l’intervalle maximal d’existence de la solution du problème (4.6) alors
on peut penser à l’utilisation de la méthode décompositionnelle d’ddomian
pour d&erminer  la fonction z(l)(t) solution du problème :

(4.7)

où XN,,(~)  est la série tronquée d’Adomian  d’ordre Na associée au problème
(4.6). En supposant que f vérifie encore une fois les conditions de con-
vergence de la méthode décompositionnelle d’Adornian pour le probléme
(4.7),  on peut construire une série d’Adomian  convergente sur l’intervalle
[Tr,T2],  On compare encore une fois l’intervafle  [O,  TQ]  avec l’intervalle maxi-
mal d’existence de la solution du probleme  (4.6); dans le css  d’une inclusion
sticte  du premier dans le second on refait exactement le même cheminement
que précédement  en considerant  et en résolvant par la méthode d’Adomian
le problisme  :

1
fg(t)  = f (2(2)(t),  t)

d2)(T2) = XN, (Tg)
où X:!(t)  est la série tronquée d’Adomian  d’ordre Nr  associée au problème
(4.7). Et ainsi de suite jusqu’à ce que l’on obtienne une approximation de la
solution du problème (4.6) sur l’intervalle maximal [0, T]  où l’on a existence
et unicité de cette solution. Cet algorithme a été développé dans [16]  et qu’on
pourra consulter pour plus de détail.

Remarque 4.2.3 :
Une seconde possibilité nous est offerte par cette procédure, à savoir celle
qui consiste à calculer la solution approchée de u(t,z) sur une branche de
la courbe e-dense. S,.
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Remarque 4.2.4 :
On peut aussi, donner une approximation de la solution u(t,  z). En effet,
il suffit de procéder comme dans la démonstration de la proposition 4.2.1
c’est à dire considérer a comme la seconde variable dans z,(s) , s étant la
première, on note par V(S,  u)  = za(s)  ; sachant que :

{
t=5 -s

{
s=t

x=-s+a a=t+x  ’
par suite, on peut écrire :

u(t, x) = v(t,t + x) .

Première application :

On considère la fonction test u(t,  z)  = exp [t2  + z] qui est solution du
problème :

I g - 2 = (2t - 1)U ; t > 0,

\ u(O,;ç)=exp[33]  ; a:ER.

On détermine alors  par la méthode décompositionnelle d’ Adomian la SD
lution  du problème :

1 g = (2s - l).z , s > 0

z(O)=exp[u]  > L-SCIE!

Exemple 1 :
Considerons,  par exemple, le point M(3.5, -3.5) , l’équation de la droite à
laquelle il appartient est : z = 4 ( c’est à dire a = 0). On determine
alors la série tronquée d’Adomian  à l’ordre 11 correspondant à a = 0, et
notée #(s) . Les essais numériques ont prouvé que la fonction précédente ne
converge que localement, et donc si l’on désire avoir une bonne approximation
de w(M) il est nécessaire de fane appel au recollement (voir [16]).  En effet,  la
solution obtenue par recollements successifs, notée 2’ (s) , au point SM = 3.5,
fourni une remarquable approximation :

I+f) - zwM)l  = l=P(T)  - zw-91  < 1 g5 * 10-s
g?(w) Sl(3.5)  ’ .
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Exemple 2 :
A présent, on prend Q = 2 , et l’on consid&e  Ia fonction erreur Q(S)  d&nie
par:

Q.(S)  = exp [s”  - s + 21  - z;ys>

oil  L$‘(S)  est la série tronquk d’Adomian à l’ordre 11 correspondante à
a = 2. Les essais m.m&iques  ont prouvé que la fonction Ez(s)  est nulle sur
[O,  21; la figure 2 en est l’illustration.

1 2 3 4

Figure 2

Dans ce cas sur l’axe des abscisses la variable est s, s E [0,4]  , et l’axe des
ordonnées correspond à Q(S)  .

Exemple 3 :
En se plaçant dans les conditions de la remarque 4.2.4, on peut calculer
zo-” (s), qu’on notera wll(s,  a), et par là même déterminer une approximation
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de U(t,  %)  au voisiuage  de t = 0, à savoir :

w(t,=)  = m@,t  + 4

Les essais numériques ont prouvé que la fonction 6(-t,  2) définie par :

fi(t,x)  = 46s) - %l(t,4

est nulle  sur [O,  21  x [A, B] avec A et B quelconques; la figure 3 en est
l’illustration :

lXlO-i

5x10.

--102

Figure 3

Dans ce cas l’axe des abscisses correspond à la variable t,  t E [O,  21. Sur I’sxe
des o~&nuées  la variable est z, CC  E I-10, 101, et l’axe des z correspond à
m 4.

Deuxiéme  application :

Daus  ce qui suit, on s’inthmse  au probEme  :

I
aua¶L- - -at ax =&+g(t,x) ; t>o , XER

%(0,X)  =ua(xc>  ; ZEIR
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les branches de la courbe a-dense S,,  éta&  d&rk par I(S) = -s + m.a ,
m E Z et t(s) = s. Le  probl&me  (4.8) se ramène aIors à la résolution de :

{

dz
;is=&+g(s,-s+a)  ) s>o

z(0) = u&) ‘

Des essais numtiques  ont été  rfk&x%  en prenant pour g et 9.Lo  les fonctions
definies  par  :

g(t,z)  = t%p(t - s) et pl&ç) = 1

Figure 4

Sur l’axe des abscisses la variable est t, t E [O,  l] ) sur l’axe des ordonnées
la variable mt 5, z E [-1,5],  et l’axe des z correspond  à N(t,s).  En
fait h figure 4 donne la repr&ntation  du graphe de la fonction a&,  x)
dans le domaine 10,  11 x [-1,5]. La fonction Qt, $1  étant  la série tronquée
d’Adomian d’ordre 6, solution du probl&me  (4.8))  avec lea  don&w  pr&cisCw
ci dessus.

72



.

Xkoisiéme application :

A présent,  on considère le problème précédent (4.8) auquel on a associé
d’autres conditions aux limites, $ savoir :

i

au du---=
ôt dz &+“(“‘4  ; ts-0  7 2<5

u(O,z)  =  I&I(x)  ;  2 <  5
u(t,5) =  vo(t)  ; t > 0

Les branches de la courbe a-dense dans ce cas, sont données par :
t(s) = s ; 2(s) = -s + a ; s>o  pour a<5,
t(s)=sfa-5 ; z(s)=-s+5  ; s>o p o u r  a>5.

Alors pour a 6 5  , on résout par  la méthode d’ Adomian  le problème
suivant :

t

dv-=
ds

&+g(s,-s+o)  > s>o
>

P(O)  = uo(4
et pour a > 5 , on résout par la méthode d’lldomian  le probleme  :

.

1

dti-=y$q+g(s+a-5,-s+5)  f
ds

s>o

W) = Vo(”  - 5)

Une simulation num6rique  a été réalisée  en prenant :

g(t,2)=2t-x ,  ~O(X)  =  2 .  (i)’ ,  et  vs(t)  =2

Les résultats sont illustrés par la figure 5. On trouvera en effet le tracé du
graphe de Ug(t,x),  sur le domaine D c R2  d&ini  par :

D = [0,2.5]  x [-1,2.5]  U [0,2.5]  x [2.5,5]  U [2.5,4]  x [2.5,5]

%(t, x), série tronquée d’Adomian  d’ordre 9, est une approximation de la
solution du probkme  :

au au- - -
at ax

=A+2.t-x ; t>o
1+u

u(O,x)  =  (0.08)x2  ; x  <  5 *

u(t,5)=2  ; t>O
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Figure 5

Canne  préctienunent,  l’axe des abscissm  correspond  à. la variable e et sur
l’axe des ordonnées Ia variable est 5. On rappelle que la figure 5 représente
Ie  graphe de la fonction u&,  z) sur le domaine D.
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Remarque 4.2.6 :
Tout ce qui vient d’être fait pour le probleme  (4.1) peut se g6néraliser  à
une Equation  aux d6rivées  partielles linéaire quelconque. En effet, soit Q
un ouvert du plan et Ca  une courbe réguliere  incluse dans 0. Considérons
Bquation aux dérivées partielles du premier ordre suivante :

I

âu au
~x>Y)~  +%,Y)~  = G(x>Y,+,Y)) .

(4.9)
u(u) = U&T) sur c*

On psramétrise  C, comme suit :

CO  = {(~,y)  E P2  tel que 5 = ~Cg(s)  et y = ya , s E [0, 11) .

Par un raisonnement analogue à celui  fait  ci dessus, on determine  les branches
d’une combe o-dense par r&olution,  pour certaines vaJems  du parametre  s,
les systèmes correspondants :

z = a (3&@),Y&)) ; X8(0) = x0(4

% = b (4% Y&)) ; Y$q =Yo(s)  .

Une fois cette opkation  achevee, on résout  par la méthode décomposition-
nelle le problème :

(4.10)

Remarque 4.2.7 :
Sous les hypothèses suivantes :

i) Les fonctions a, b (resp.  G) sont de classe C1  dans fl (resp. SI  x W).
ii) Les fonctions a, b sont telles que : lu1  + lb1  # 0
iii) Les fonctions a, b sont telles que :

4~0(4,Yo(4).%(4 - ~(Xo(~),Yo(~)).4&)  # 0 , vt? E [O,  l]

le probleme  (4.9,  admet une unique solution locale (voir [29]).
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Thbor&me 4.2.3 :
Sous les  hypothèses de la remarque 4.2.7, l’unique solution locale du prob
kme (4.9) est obtenue à partir de l’unique solution du systhme difh-entiel
(4.11),  et inversement :

D4monstration  :

A- Soit u(z,  y) la solution de (4.9),  on pose alors :

-4t) = u (G(t),  Y&))

où le  couple (CC~(~),  y&))  est solution de :

i

dz*
-&?  = abmY&)) ;  2,(O)  =  x0(s)

g = b W)?  Y&)) ; Y4J)  = Yob)

Par  conséquent :

d’où :

De plus :
40)  = 4%(O),  Y.(O))  = 4x0(s),  Yo( = ~o(~o(S),  Yo(S

B- Soit (LT$~),  ys(t),  zs(t))  la solution de (4.11),  on note alors  :

w(t, s) = z&)  .

Mais d’après la condition (iii) de la remarque 4.2.7, on a :

4x0(4,  Yo(S)).yo(S) - %=O(S>,  Yo(S)).ZO(S)  # 0 , vs E [O,  l]  ,
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on peut écrire localement :

1

x = x(t,  3)
*

{

t = t(x7  Y)
Y = Y(6 SI s = 4x,  Y>

Posons alors : +,Y)  = vtttx,~),4x,v)).  Ah& :

(*) - En premier lieu, montrons que :

TA(CT)  = u*(a) sur CO .

Pour (z,  y) E CO  , il existe s E [O,  l] tel que l’on ait :

x =~O(S)  et Y = YO ,

et par conséquent, on peut écrire :

Soit encore :
4x0(s),  Yo( = ~o(Xo(S),  Yo( ’

(**)  - En second lieu, montrons que :

4x> Y)Z  + btxc,  Y>$  = G tx,  Y, 4x,  Y)) ,

pour cela,  évaluons l’expression :

4x, Y) = 4x, Y)$ + %ç, Y$ - G (x, Y, 4x,  Y)) .

Elle peut &re  écrite sous la forme suivante :

A(.,y)=n(x,y)(~~+~~)+b(x,y)  (f$$+$;)-G(x,y,v)  ,

de laquelle on obtient facilement l’égalité :

A(x,Y)= ~x,Y)~+~(x,Y)$)  ~+(~x,Y)~+%Y)$)  $-G(x,Y,v)  .

Mais  par construction, on remarque  que :

4x,  Y) = fJ (& 4 Y(6  4) = gct, 4 I b(X,Y)  = b(4t>~),Y(t,sl)  = $1 .
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Par suite :

A(s,y)= g$+$$

qui s’écrit également :

@,y)=
as  ax a8ay
G-+ayat Es+$% $-G(x,y,v).

Tenant compte du fait que :

atax  atay
a;c-àt+ayat

car s et t sont des variables indépendantes. Alors on obtient finalement :

4x, Y) = g - G (2,  Y,  4 = 2 - G (x.&),  y&),  zs(t))>  = o >

ou bien encore :

+,Y)$ +&Y)$  = G(x,Y,+,Y))

Définition 4.2.1 :
Lescourbesintégralesdéfiniespar (z8(t),ys(t),z,(t)) etsolutionde (4.11)

sont appellks courbes caract&istiques  de l’équation aux d&iv&zs  par-
tielles (4.9).

Notation 4.2.1 :
POU~  tout s dans I’iutervalle  [O,  l], on désignera par :

Ep  = Cp  ([-~a, +~a],  a) , P = 0, 1 >

et on note  p= vo(s)  = uo(x~(s),  Yo(s)).
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ThéorOme 4.2.4 :
On suppose que les  hypoth&ses  de la remarque 4.2.7 sont w%rifiéas,  que G
est de classe C” dans un voisinage ouvert de U+  et qu’il existe une constante
A4,  tel que :

alors la série decompositionnelle  d’Adomian  associée au probleme  (4.10)
converge vers zs(t)  unique solution de (4.10). De plus cette solution vérifie
l’estimation suivante :

lh - ~ktbyo,,,,  G
(k + 1)” M”+l

(Ii  + l)! (1 - k&?xp(l))  ’ vk  E I+I*

où.  (Pk  désigne la tronquée de la série décompositionnelle  a l’ordre k. ses
élements  étant obtenus par la méthode d’Adomian  exactement comme dans
la cons&quence  4.2.1.

Démonstration :
La démonstration de ce th6orème  est bas&  sur les rksultats  obtenus dans

les thborème  4.2.3, thbodme 2.3.2 et thboréme 2.3.3.

Remarque 4.2.8 :
On peut, sans aucune dii&ulté,  gén&Lliir  lee résultats précédents à une

6quation  aux dérivks partielles linéaire du premier ordre à coefficients vari-
ables dans Hgn  . Pour cela, on considère le problème suivant :

2 4x1
i=l

Y-,X& =G(x~,~.~,x~,~(x~,.~.,x,))i 3
u(a)  = U&T) sur  r*

en suivant exactement un raisonnement ans3ogue  que celui qui a été developpé
ci dessus.
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4.3 Etude du cas quasi linéaire :

Soient s1 un ouvert de lR2,  Ca  une courbe régulière incluse dans 62,  et 2~0  une
fonction définie sur CO,  on considère le probleme  :

A(~,Y,IL(T,Y))~+B(~~Y~PL(z,Y))~=C(~,Y,~~(~,Y))  , (4.12)

44 = uo(g) VCTECg).

Supposons que la courbe Cs  est paramétrée par :

CO = {(qy)  E Et2 tel que z = X~(S)  et y = Y~(S)  , s E [O,l]}  .

On pose alors :

%I(s)  = QI (zo(s), Yo( > vs  E IO,ll  *

Remarque 4.3.1 :
Si les trois hypothèses suivantes :

l- Les fonctions A, B, et C sont continuement différentiables  sur Sz  x R.
2- Les fonctions A et B sont telles que IA1 + IBI # 0 sur i2 x Et.
3 Les fonctions A et B vkifient  la relation :

A (~O(S),  Y~(S),  ~O(S))  d,(s)  - i3  bob), Y~(S),  ~O(S))  -d(s)  # 0 ‘v’s  E [‘A  11

sont satisfaites, alors le problème (4.12) admet une unique solution locale
définie  dans un voisinage de Ca ( voir [29]).

Théorème 4.3.1 :
Sous les mêmes hypothèses que celles de la remarque 4.3.1, l’unique solu-
tion locale du problème (4.12) peut être obtenue par résolution du système
différentiel (4.13) suivant, et inversement  :

l

2 = A (4% Y&,  49) ; G(O) = 20(s)
g = B (~&),Y&),  dt)) ; Y.@)  = Yo (4.13)

dz,
x = c (~&),Y&>,  44) ; 40)  = zoc4
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Dbmonstration  :
La preuve de ce théorème se fait en deux étapes essentielles :

Etape 1 : Soit ~(2,  y) l’unique solution du problème (4.12). Rappelons
que la courbe Ca est paramétrée  par :

CO  = {(%,y) E R2  tel que a: = ~Cg(s)  et y = go(s)  , s E [0, l]}

On considère alors, pour tout s fixe  dans [0, l], le système differentiel  :

(

g = A (X(t),  Y(t),  u CW),  Y(t))) ; X(O)  = zo(s)

p = B Gw, Y@),  u W),YW)> ; Y(O)  = Yo

Ce système admet une unique solution locale, en vertu des hypothèses im-
posées. On pose :

z(t) = u (x(t), Y@>)  *

Nous allons vérifier que le vecteur (X(t) , Y(t) , Z(t)) est solution du problème
(4.13). En effet, par contruction  on vérifie facilement que :

i

g = A (X(t),  Y(t),  z(t)) ; NO) = 20(s)

p = B GW~W>,  W)) ; Y(O)  = Yo  >

il reste à prouver que la fondion Z(t) vérifie l’équation suivante :

g = c W), W), W) ; Z(O)  = dp)

Or nous avons :
W)  = u V(t), w>>  ,

et par suite :
dZ  &dX dudY
-=zGz+aydt  .dt

D’où on peut écrire :

g = A (X(t), Y(t), z(t)>  2 + B (x(t),  y(t),  z(t))  2 ,

soit encore :

g =c(X(t),Y(t),u(X(t),Y(t)))  =C(X(t),Y(t),Z(t))  ,
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et f%naSement  on obtient :

g = c w>,  WL  z(t)) .

Par ailleurs, il est clair que :

Z(0) = u (X(O),Y(O))  = u (ao( Yo( = uo (ZO(S)> Yo(4) = zot4 .

Etape 2 : Soit (CC~(~)*  ya(  z,(t)) 1 ‘unique  solution du probkme  (4.13).
Tenant compte de la propriété de dépendance continue de la solution ( d’un
système differentiel  du premier ordre ) par rapport aux conditions initiales
et au paramètre, on peut conclure que les fonctions :

z = ss(t) = z(s,  t) , y = ys(t)  = y(s,t) , et z = &(t) = z(s,t)

sont continuement differentiables sur [0, l] x [-6,  S]. L’hypothèse 3 de la
remarque 4.3.1, nous permet d’affirmer que :

{

2 = 2(s, t)
e

1
s = 42,  Y>

Y = Y(% t) t=t(z,y)  .

On pose alors :
46  Y) = 2 t+, Y),  G, Y)) . (4.14)

Montrons que U(Z,  y) ainsi d&.nie  est solution du problème (4.12).

i) Evaluons la fonction D(z, y) donnée par l’expression suivante :

Dta,Y)=A(z,Y,~t~,Y))~+~t~,Y,~tr,Y))~-Ct2,Y>~(e,Y)~  ’

En utilisant (4.14) on peut affirmer que :

cettederni&e  égalité peut être écrite sous la forme suivante :

D(x,y)  = A(s,t)$  +B(s,t)$) ~+(A(S&  +B(s,t)$) $-C(s,t)

Tenant compte du fait que :

A(s, t> = A MS,  t),  ~(3, t), z(s, t)) = $(s, t)

et

B(s, t) = B t4T %Y(% % 4s,t)f  = iYh t)
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Alors la fonction O(S, y) prend la forme :

de laquelle on déduit  la suivante :

Par ailleurs, sachant que : :

~=S(x,yjf=S(~(s,t),Y~s,t))  7 t=t(x,y)=t(x(s,t),y(s,t))  3

il en résulte que :

ds  =

Les variables s et t étant indépendantes, il vient dors :

!Ta-+3!
ax at ayat
at a$ at ay- - - -
azas  + ayas

Des égalités (4.15),  (4.16) et (4.17) on obtient :

0(x,  y) = g - C(s, t) .

Ainsi  pour chaque s fi.~&  dans  [O,  l] on aura :

(4.16)

(4.17)

de laquelle on peut déduire que :

A(~,Y,~(x,Y))~+~(~,Y,~(x,Y~)~=C(X,Y,~(~,Y))  -

ii) Il nous reste à prouver que :

u(a) = u&)  , vu E c, .
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Puisque :

CO = ((~,y)  E W2  tel que z = 50(s)  et y = yo , s E [O,  l]} ,

il sufTfit  de calculer u (Q(S),  Y~(S))  pour chaque s fixé  dans [O,  l]. Par con-
struction nous avons l’égalité :

24 (xo(s>7  Yo( = z (S(~o(S),Yo(S)),  t(xo(s), Yo(S 7

et:

s (x0(s),  Yo( = s , t (20(s),  Yob))  = 0 > ‘d(s,  t>  E [O,  11  x I-4 61 .

D’où nous déduisons les égalités suivantes :

u (x0(s),  yo( = z(s, 0) = G(O)  = zo(s)  = 210  (zo(s), Yo( *

Enfin,  on conclut que :

DHinition  4.3.1 :
Les  courbes  int6grak  d&n.ies  par (xJt>,  ya(  x8(t))  solution de (4.13)

sont appell&s  courbes caract&istiques  de l’équation aux d&iv&s  par-
tielles figurant dans le problème (4.12).

Conséquence 4.3.1 :
En se bssant  sur le th&ortSme  4.3.1, pour déterminer la solution du

prob&me  (4.12),  à savoir u ,il suffit de résoudre pour chaque s fix’é  dans [0, l]
le système dii&entiel  suivant :

/

dx
2 = A (xs(t>,  y&),  z&)) ; xc,(O)  = ~O(S)  ,

g = B (d), y&),  z.$)) ; Y$3  =  Yo , (4.18)

dz,
-&- = c (4%  Y&>,  %3(t)) ; .40)  = &I(s) 7
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et de prendre u (z8(t),  yS(t))  = zp(t)  qui constituera la solution de (4.12) ro
streinte à la courbe (x8(t),  ya(t A insi et afin de calculer z=(t)  , on fait appel
à la méthode décompositionnelle d’Adornian  qui s’adapte parfaitement à la
situation. Cela nous permettra de construire une excellente approximation
de zS(t).
En adoptant les notations suivantes :

44 = b&)t  Y&), a)) WI(s)  = (~O(S),  Yo(S>, a(s))
et F@,Y,~  =  (A(~,Y,~),B(~,Y,~),C(~,Y,%))  ,

le problème (4.18) s’exprime, pour chaque s fixé, sous la forme vectorielle
suivante :

dw.7I = F(w,)
d t

f&(O) = wo(s)
Ce qui équivaut à :

t

q(t) =
s

F(u,(r))dr  + w,,(s) .
0

L’utilisation des notations opkrationnelles  suivantes :

tL-l(g)  =
s0 g(T)-dT  et

N(w) = L-l  (F(w))

nous  permettent l’écriture du problème (4.18) sous la forme canonique d’ Adomian,
à savoir :

On suppose que l’opérateur N est indéfiniment differentiable  dans un
voisinage V(~O(S))  de wo(s)  (ce qui équivaut à supposer que la fonction
vectorielle F est indéfiniment diiérentiable). On est à présent en mesure
d’appliquer la méthode décompositionnelle d’Adomian,  ah d’approcher la
solution z,(t) qui n’est autre que 21 (as(t), y*(t))  , ce qui implique la construc-
tion d’une suite vectorielle tel qu’il a été établi dans le paragraphe 1.3.

POU~  s fk6 dans [O, 11,  on définit X(o),  X(l),  * . . , X@+l), . . a,  de manière r&cm-
rente selon le schéma suivant :

x(O)(t)  = q)(s)
l X+)(t) = (xf”)(t),y(m)(t), z@)(t))  , Vm E PJ* ’

où :
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x@)(t)  =A,,el  (X(“)(t),X(l)(t),.-.  ,x@+(t))  ,

y’“‘(t)  = B,-*  (x@)(t),  x(*)(t),  * * - ) xcm-l’(t)) ,

z’“‘(t)  = cm-,  (x(o)(t),  x(l)(t),  . . . ) X(-l)(t))  )

avec A,, , B, et C,, d6fh.k  comme suit :

(

A0 (X@‘(t))  = s,  A (X’*‘(T))  dr

R, (x@(t),  - - *, x(W))  = Ii, .,,+, $, ,k,= G(+@~~k)  (X’o’(4)  du- ’
7az  n n 72

,I

BO (X’o’(t))  =
s

’ B (X(“‘(T))  dr

B, (x(O)(t),  *.  - >
xcnw = Il, ..,+, *z,

G,(T).B(~~.~)  (X(“)(T))  dT  ’
nz 7%.  n. -n+

et

CO  (X(O)(t))  = 1;  C (X(O)(T))  dr

c,  (x(O)(t),  - * *
7X(nw  = s:,

G,(T).C@~~,~)  (X’“‘(T)) d7  .

La fonction G, est donnée par I’exprassion  :

oh Iý=A,BouC.



Il est clan que si la série vectorielle C X@)(t)  converge, la fonction aP(t)
k=O

donnée  par  :

aqt) = g zCk)(t)  )
k=O

converge vers zs(t)  , représentant la restriction de u à la courbe (x8(t),  y.(t)).
De plus, la famille de courbes S définie par  :

s = {(zs(t),  ys(t))  E IR?  ; t E [-S,6]  ; s = k.a ; k = 0,. - - ,Ko}  ; Ko = [i]

est e-dense  dans le voisinage Vs  (CO) de CO, et le calcul de .zk.u(t)  pour
kzo,... , KO, donnera une approximation de U(Z,  y) sur Y, (CO).

Th&x&me  4.3.2 :
Sous les m&mes  hypothéses  que celles de la remarque 4.3.1, et en supposant
en outre que la fonction F est indéfiniment  différentiable  dans un voisinage
‘v (#s(s))  et v&ifie  l’estimation :

Il-@k)F  (uo(s))[~ < M < exp(-1) , Vk  E IV,

alors la série décompositionnelle d’ddomian  associée au problème  (4.13)
converge. De plus il existe T, tel que :

Dbmonstration  :
La démonstration de ce théoréme  est basée  sur les résultats obtenus dans

les thbriime 4.3.1, théorème 2.3.2 et théor&me  2.3.3. Par  ailleurs dans
notre cas T, = 1; mais si la constante M n’est pas strictement inf&ieure  à
exp(  - l), on peut choisir T, tel que :

T,.M  < exp(-1) ,

ce qui permet d’avoir des résultats analoguw
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4.4 Etude du cas non linéaire :

Soient s1 un ouvert de lR2,  CO  une courbe régulière  incluse dans 12,  ~0 une fonc-
tion définie sur CO,  et F une fonction régulière définie sur R  x lR3.  Revenons
à l’étude du probEme  (4.2) :

u(c)  = Uo(@) VCTECO.

On suppose dans toute la suite que la courbe CO  est paramétrée par :

CO  = ((~,y)  E W2  tel que 5 = %0(s)  et y = go(s)  , s E [0, l]} .

On pose alors :

4s)  = uo (~O(S),  Yo( I vs E [O,  l] .

Sous les quatre conditions suivantes :
l- La fonction F(z,  y, z, C,  11)  est de classe C2  sur fi x R3.

2- La fonction F(x,  y,z,<,q)  est telle que E + E # 0 sur M x 3X3.
lai/  I%l

3- Il  existe deux fonctions CO(s)  et vo(s)  continuement dérivables sur [0, l]
telles que :

1

F(~o(s),~o(s>,~o(s),~o(s),rlo(~)) = 0 > V.Y E [O,  11

4(s)  = Ço(s)*4+) + Vo(S).YO(S) > vs  (5 IO, 11

4- Les fonctions aF  et aF  vérifient la relation :
ac a77

$zo,  Yo,  zo,  CO,  7fo).YiJ(S)  - $x0,  Yo,  %O,  SO,  rlo)-~;(s)  # 0 vs  E [o, l] ,

le problème (4.2) admet une unique solution locale définie dans un voisinage
de G, ( voir PS]),  tel que :

g bo(s)7  Yo( = CO(S) et 2 (zo(sh  Yo( = Ilob) .
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ThGorème 4.4.1 :
Si les hypothèses l-4 ci dessus sont vérif%es,  alors l’unique solution locale du
problème (4.2) peut être obtenue en résolvant le système différentiel (4.19),
et inversement :

Dbmonstration  :
La preuve de ce théorème se fait en deux étapes essentielles :

Etape 1 : Soit U(X,  y) l’unique solution du problème (4.2). Rappelons
que la courbe CO  est param&rée  par :

CO = ((x, y) E Et2 tel que 2 = Q(S) et y = ~O(S) , s E [O,  l]} .

On considère alors, pour tout s fixé dans  [0, l], le système difftkentiel  :

Ce  système admet une unique solution, en vertu des hypothèses imposées.
Posons :

WI  = ?J Gmw>>  7 w> = 2 (x(t), y(t)> , Q(f) = g (X(f), Y@)),
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et vérifions que la fonction vectorielle :

wt>,  Y@>,  w, w&  W>)  >

est solution du système différentiel (4.19).
Par construction nous avons :

i

g = g (x(t),  y(t),  z(t),  W), W))) ; X(O)  = x0(s)

$ = g (x(t),Y(t),Z(t),~P(t),~T,(t))) i Y(O)  = Y&)

De plus on a :

Par conséquent :

dZ thdX &dY
z=&iz+~dt

$ = 0(t).z$  (X(t), * * * ) 4?(t)))  + e(t).g (X(t), - - - > tqt)))

Mais nous avons :
Z(0) = u (X(O),  Y(O))  = u (x0(s), Yo(  = % (x0(s), Yoh))  = zo(s)

et par suite :

{
g = a(t).g  (X(t),  . . . 3 W))  + wg (W), . . - > Q(9))

Z(O)  = 4s)
Pour les fonctions q(t) et Q(t) , nous avons :

d@  B@dX d@dY d@ ZWdX  8\I!dY
x-=zdt’aydt  et z=~t+~~7

ou encore :

d@  S@L3F+lW?F  et d?Tr  &PG’F  d%Pf?F_-- - -
x-

-=
ax aç aY  %J dï! a;c~‘qyzj=

(4.20)

Rappelons que u est l’unique solution du problème  (4.2) :

F (2, Y, Z(x, Y), @(x, Y>,  @1(x,  Y)) = 0 >

ce qui nous permet d’écrire :
dF=O.
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Or dF est donné par l’expression :

Par ailleurs, dz,  d@ et d@  sont donnés par :

dZ=gdz+-dy=gdx+-dy,
aY ay

d@ = ?dx + ?dy _ a2u,  + a2u
ax ay  X2 -dY  >ayax

Cela implique :

d F =
aFa*  aF  a*

E+g@+--+--
aFa@  aFa@

aç  ax  a7  ax
g+g@+--+--
ay aç  aY 877 aY

d y

Le fait que z et y sont des vaxiables  indépendantes et que dF est nul nous
permet d’afkmer que :

l

(

aFa@  aFa*g+s.+--+-- =o,
aç  ax a7)  a$ >

(
!?!?+EL*+--+--  =().aFa@  aFa\Ir
ay  dz ac  ay aq  ay >

La définition de Qr  et JE‘  , et le fait que la
continuement diffhentiable,  entrainent :

a2u = a2?J’et
azay  ayax

Par conséquent :

d’oiI  on déduit les égalités suivantes :

solution u de (4.2) est deux fois

+ aFa@- -
hay  =OF>

+C!E?  -0
aq  ay  - .>

aFa@  aFd+.  .  .  --=-  !?F$g*
a<  ax 877 ay

--+--~~~-dF~aFa*  aFm
aç  a2 a7j  ay  ay  aZ
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Des égalité$4.20)  et (4.21) on déduit que :

d@ 6’Fk”P aF&?j---+--~LE~~,
Z- ag ax aq aY  ay a2

De plus on a :

i

w = g (X(O), Y(O)) = g (x0(s),  YOM)  = CO(S)

f@(O)  = $ (x(t),  Y@)) = $ (x0(s),  Yo( = 170(s) *

Ainsi rP  et Q sont solutions du système :

d@ - -?fT  (X(t)dt-  ax
d!P

- -CE  (X(t)dt-  ay , * - * , Qqt))) - w.g (X(f), ‘. * i W))

W) = 50(s) 7 W) = rIo(s)

(4.22)

Etape 2 : Soit (~~(t),~~(t),~~(t),5*(t),r/~(t))  l’unique solution du prob-
lème (4.19). D’après les théorèmes  de dépendance continue de la solution
( d’un système differentiel du premier ordre ) par rapport aux conditions
initiales et au paramètre, on peut aEirmer  que les fonctions :

x = x&) = x(s, t> ) y = y.&)  = y(s, t) , z = z,(t) = z(s, t)

ç = C,(f)  = Çb,  4 7 17  = 77,(t)  = 9(%  9
sont deux fois continuement différentiables  sur [0, l] x [-6,  S].
L’hypothhe  4 permet d’&hmer que localement, on a 1’6quivalence  :

1

x = x(s, t) s = 4x7  Y)
Y = Y(%f)

es
1 t = -G, Y)

On pose alors :
4x1 Y) = z (4x,  Y), t(x,  Y)) *

Il s’agit donc de montrer que la fonction u(x,  y) ainsi déhnie  est solution du
probleme  (4.2).

A- Dans un premier temps, montrons que la fonction F vérifie  :

F(x(s,t),y(s,t),z(s,t),S(s,t),77(s,t))  =O , b’setvt. (4.23)
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Par construction, on remarque que, pour chaque s fixe dans [O,  l] on a :

En effet pour chaque s fixé :

Puisque par hypothése  le vecteur (zJt),  ya(  zS(t),  Ç,(t), q,(t))  est solution
de (4.19), il vient alors :

dF dFdF  dF OF-=
d t

--+--+p!c+qaFaF+
ax a< aY  av dz aç az aq

Ainsi pour chaque s fixé, nous avons :

g c%(t), YS@)7~&)~  m7  dt)) = 0 *

En on déduit alors que, pour tout s fixé dans [0, 11,  la fonction F est constante,
d’où on a :

F (4th  Y&>,  G@), Ç,(t), vs(t))  = F MO),  Y~(O), 4% C~(%V~(O))  = Cs .

L’hypothRse  3 nous permet d’écrire :

F(xs(0),~~(0),z~(0),Ç,(O),r1,(0))  = F(xo(s),~o(s),zo(s),~o(s),~o(s))  =o.

Par conséquent, pour tout s fixé dans [0, 11,  nous avons :

ou encore :

F(x(s,t),y(s,t),z(s,t),Ç(s,t),rl(s,t))  =  0 ,  Vs  etvf.

B- Nous allons maintenant montrer que :

2 (zs(t), y&))  = S,(t) et g (4t),Ydt))  = %(t)
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Par construction et en vertu de l’hypothèse 4, l’unique solution du système
lineaire  algébrique régulier (4.24) :

pour (s, t) hxé  dans  [O,  l]x I--S,  fi], n’est autre que le vecteur

Par conséquent il suffit  de montrer que le vecteur ([(s,  t), q(s,t))  est une so-
lution du système (4.24). Pour cela on définit les fonctions suivantes :

(4.25)

l- Montrons que V = 0 . Pour cela il sufht  de montrer que V est l’unique
solution du problème suivant :

CL-VE
at ‘a2  )

V(0) = 0

s étant fixé dans [O,  11.
En effet :

que l’on peut écrire comme suit :

av a2.z acax  a22 %aY  a2Y-=- - - - -_--_  -
6% atas  atas +bta~ atas  %tas. (4.26)

En vertu du théorème de Schwartz  on a :

azx  azx 64 #Y
3E=dsdt  ’ atas=dsat  et

63 a%
dtds=dsât-

et en particulier :

d’où on a :
@x agax
-=zdt+<.atas (4.27)



ainsi des égalités (4.26) et (4.27),  on déduit  :

av a22 ac  ax-=-
at atas at as

-,*%-2a-  d2y
asat at as - q. asat  ’

autrement dit :

aV-=
at (4.28)

Par ailleurs et au vu de l’identité (4.23) on peut affirmer  que :

c’est à dire :

, Y.3 et W,

anal aF ay aFaz aFag aFav
3G%+dyds+3ai+~z+~aB=“-

D’où :
aFax aFay aFax
~~+--f~~=-

axai  ayaq
ay as z&g+fG >

Par suite la relation (4.28) s’écrit :

av aFax aFay aFaZ-=-
( > (

agax  aVay
at zz+ayas+azas  - atas+atzs > '

ou encore :

De la seconde définition dans  (4.25) :

on peut écrire de manière équivalente :

dz-=v+cg+q$,as
ce qui entraine  l’égalité :

~=-(~+h)~-(~+~)~-~(V+5~+q~),
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de laquelle on obtient :

dV aF aq aF
at=- ~+3t+vG

(4.29)
En utilisant le fait que (xs(t),  ys(t),  zs(t),  ç,(t),  va(t)) est solution de (4.19),
alorsona:

d’où en remplacant  dans l’équation (4.29), on obtient :

E=_V?E
at ‘dz  .

De plus, par hypothèse on a :

ainsi pour chaque s fix6, il vient que :

gho)  = cb,o).g(s,o)  +q(s,o).~(s,o),
d’où on déduit pour V(s, 0) l’égalité :

V(s,OJ  = $(s,O)  - •  +~(slo).~(s,o)  = 0.
Enfin  pour  chaque s fixé dans  [0, l] , V est solution du probkme  :

t

dV aF
z = -V.x

V(0) = 0

dont l’unique solution est la solution triviale V(t) = 0, et :

V(s,t)  =o  ; vs,vt.

2- Montrons que U = 0. En effet l’égalité suivante :

a u-=-a (“-gg-gK)
as as at

obtenue à partir de la définition de U dans (4.25), nous permet d’écrire :

au 62.2 ag ax-=----
dS asat as at

96



L’identité (4.28) et le fait que V(s, t) = 0 , nous permettent d’écrire :

A partir des égalités (4.30) et (4.31),  on peut affirmer que :

(4.31)

au a22-=-
as asat

-$E-  -,_35-$$.
asat 1?.asat  a t  as

En utilisant le th&x&me  de Schwartz, on obtient :

au a2.z-=-
as atas

-$& %L~&~~.
rl.atas

Par conséquent :
au av o-=-=
as at

Donc, pour chaque t fixé  dans [-6, S] , la fonction U  est constante, dou  :

U(s) = ct ) vs E [O,  1] .

Mais d’après la relation :

$f(t) = c.(+$(t)  + sl,(t).$yt) ) vs E [o, l] ,

et en particulier pour s = 0, on a :

U(O,t) = $(OJ) - 5(0$).gff(OJ)  +~(o,t).g(o,t)  = 0 <

D’où on déduit que :

C,  = 0 et U(s, t) = 0 Vs,\dt  .

En conséquence, le vecteur (Ç(s,  t), V(S,  t)) est effectivement solution de (4.24),

En utilisant la relation (4.23) et l’identité précédente, if  vient alors  :

F(~,Y,zL(~,Y),~(~,Y),~(~,Y))  =o  , ‘+,Y)  EX(Co)
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où V, (&) est m voisinage de CO.  De plus :

21  (~O(S>,  Yo(  = u (f& O), Y(%  0)) = 4% 0) = zo(s)  = uo (20(s), Yo(

44 = uob), ver E c,

et:

1 g (zo(s>,  Yo( = 2 WI  fa, Y(% 0)) = cc% 0) = •�D

\ -” (~O(S),  Yo(  = g kdS,O)>  Y(%O))  = V(%O>  = 110(s)

Définition 4.4.1 :
Les courbes défiuies  par (X~(I?),  yS(t),  zS(t),  c&(t),  q,(t))  solutions de (4.19)
sont appelks  bandes bicaractéristiques de l’équation aux dérivées par-
tielles figurant  dans le problème (4.2).

.

Conséquence 4.4.1 :
D’après le th&k?me  4.4.1, pour déterminer la solution du problème (4.2),
à savoir U, il suffit  de résoudre pour chaque s fixé dans l’intervalle [0, l] le
système différentiel, du premier ordre, suivant :

‘-&-  = fl(~~(t),Y~(t),28(t),~,(t),77,(t)) , -G(O)  =x0(s) ,

dys
-&  = fi  (%(a  Ysw~T&)~c?(%  718W) : YdO)  = Yo  >

dz,
< -g- = f3 M%  sd% m7  ç&),%(t)) > zm  = sd51  7

!L
dt - f 4  (2s(t)>Zls(t)>Zs(t)>Cs(t)>Ils(t)) 9 cm =4-0(s)  >

dq,-& - f5 b&)>!!&)>  zdt>,  à.&>,%) 7 do) = %@)  7
\

oti  les fonctions fi , i E (1,2,3,4,5),  sont données par :
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c
fl(LCJ(t),YS(t),Z,(t),Ss(t)t779(t))  = g (~s(t),YS(t),za(t),5s(t),7js(t))

fi(ZS(t),llS(t)iZS(t),5s(t),rls(t))  = g (~s(t),Ys(t),~sz,(t),5,(t),rls(t))

4 h(G(t),-*- ,rl&)) = S,(t).g  w)~*~->%(~)) +%w~ M%--* 7%(t))

f4 M%*-* ,97&)> = -g M%*.-,%(t))  -mg (m,-*~ ,71,(t))

f5 (G(t),**+
\

,%W)  = -g (Km, * * * ,vs(t)) - %w.g w),~~-~%w)

et de prendre u(z8(t),yS(t)) = zS(t) qui constituera la solution de (4.2) re-
streinte à la courbe (zS(t),  yS(t)). A’msi et afin de calculer zs(t)  , on fait
appel a la méthode décompositionnelle d’Adominn  qui nous permettra de
construire une excellente approximation de zS(t).

Dans toute la suite on utilisera les notations suivantes :

On aura donc à apliquer la méthode décompositionnelle d’Adominn  au sys-
tème différentiel suivant (pour chaque s fixé) :

(4.32)

ce qui est équivalent à :

Lb(t)  = t q&(?-))dT  + wo(s)  .
s
0

En utilisant les notations opérationnelles suivantes :

L-l(g)  =
/

t g(r).& et N(w) = L-r (Q(w))
0

l’écriture du systeme  différentiel (4.32) sous la forme canonique d’Adomian,
est donnbe  par :
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Do (X@‘(t))  = 1; f* (X(“)(7))  dr

0, (x@)(t),  * - *, X@)(t))  = /-’ c (&(~).f4i’j’k’~‘*)  (X’“‘(T)) dr  ’
0 In.il+ln.~l+ln.kl+ln.Il+ln.ql=n

En  (X{‘)(t), . - - ,x@)(t))  = J’ G,(+J-~“~“~~)  (X’“‘(T))  dr  .
0 In.il+)n.jl+ln.kl+ln.Il+lra.sr=n

La fonction G, est donnée par :

Les fonctions J$“‘~“‘~)  sont données par :

Il est clair que si la série vectorielle C X@)(t)  converge, alors la fonction
k=O

(Pp(t)  d&nie par :

ap(t) = 2 ,dk)@)
k=O

converge vers .zb(t)  ? représentant la restriction de u à la courbe (sd(t), ya(t
De plus, la famille  de courbes S donnée  par :

S={fz&),y&))ER2;  tE[-SJ]; s=k.a;  k=O,--JC*};  KW=[~]

est a-dense dans le voisinage V, (CO)  de CO, et le calcul de zk.@((t) pour
-=o,*.. , KO,  donnera uue approximation de ~(2, y) sur V,  (CO).
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Th&or&me  4.4.2 :
Sous les mêmes  hypothèses que celles du théor&me  4.4.1, et en supposant
en outre que la fonction q est indéfiniment différentiable dans un voisinage
V (~O(S))  avec :

(ID@)@  (w~(s))ll  < M < exp(-1) , Vk  E N

alors la serie décompositionnelle  d’Adomian  associée au probleme  (4.19)
converge. De plus il existe T, tel que :

Démonstration :
La démonstration de ce théorème est basée  sur les résultats obtenus dans

les thbor&me  4.4.1, theorème  2.3.2 et théorème 2.3.3. Par ailleurs dans
notre cas T, = 1. Mais  si la constante M n’est pas strictement inferieure  a
exp(  - l), on peut choisir T, tel que :

T,.M  < exp(-1) ,

ce qui permet d’avoir des résultats analogues.

Résultats Numkriques  :

On considère la fonction test ~L(X,  y) = exp(z)  . sin(y)  solution de :

(4.33)

où :

et:

CO = {(~,y)  E R2,  tel que y = 5, 0 < x < 1) ,

uo(x)  = exp(x)  . sin(z)  , Vx E [0, 11.

Danscecasona:

JYX, Y, z,  ç, 77)  = 2 * c + v2 - exP(2X).

D’après le théorème 4.4.1, la résolution du probleme  (4.33) peut être ra-
menée à la résolution du système différentiel (4.34) :
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7 ~~(0) = exp(s)  . G.~(S)
* (4.34)

> Ç,(O) = exp(s)  ’ sMs)

fL(O)  = -P(s)  * c4s)

Ainsi on r6sout  le probl&me  (4.34) en utilisant la méthode décompositionnelle
d’Adomian,  suivant le schéma propos& dans la cons&quence  4.4.1. On
peut alors consttie la s&ie  tronquée d’ Adomian  constituée de 7 termes
à savoir &(s, t), et une fonction erreur :

Les eesais  nurn&iques  ont prouv6  que la fonction E(s,~)  est égale  à &ro
dans le domaÎne  [0, l]  x [0,0,25]. La figure 6 en est l’illustration puisqu’elle
repr&ente  le graphe de la fonction E(S, t) sur le domaine [O,  l]  x [0,0.25].

Figure 6

Sur l’axe des abscisses la variable est s, s E [O,  11, sur l’axe des ordonnées  la
variable est t, t E [O,  0.251,  et l’axe des z corrmpond  à ~(t,  z).
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Remarque 4.4.1 :
On peut généraliser, ssns  aucune difficulté, les résultats précédents au cas
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre sur W, n 2 3.
Etant donnés  0 un ouvert de W‘, Fa  une hypersurface  régulière dans R,  G
une fonction définie sur f2 x IR x IF?,  et ua une fonction définie  sur ro, on
considère le problème :

=o

On suppose, de plus, que l’hypersurface I’o  est paramétrée par :

r, = {tzl,.  . . , xn)  E IP tel que xi = xe,i(sr,  . . . , s,-1)  , s E [O,  lin-l} .
On définit  alors :

20(s)  = 210  (x0,1(s),  * - * 7 xo,?z(s)) vs E [O,  1]n-1  .

Sous certaines conditions comparables à celles de la theorème  4.4.1, qui
assurent l’existence et l’unicité de la solution du probleme  (4.35),  ( voir [29]  )
on peut aisément montrer, comme dans la thboréme 4.4.1, que pour trouver
u solution de (4.35) il suffit de résoudre pour chaque s fixé dans [0, l]“-’ le
système difkrentiel  suivant :

’ {

dxl,  dG
---!-  = c (q&),  . . . ,dt %,&>>mY Cl,&), *. . 7 C,,,(t))

a,.@) = x0,1(s)

%,s(O>  = x0,&)

( f

2 = *$  C,,.(t)-g  (Xl,&)>  . . . r %a,&)>  4>,  Ç&)i  *. . > c&))
z

&(O) = Q(S) :

1

4-l  s
2 = -g (Xl,&L-.  . &,W)  - c,,,w~ (x1,&)9..  . L&))dt

Cl,,(O)  = CO,1  (SI

i

,{

4, s--.-!-  = -g (51,Jt),  . . .
dt 9 CT&))  - çn,.(tg  (%SWi.~.  7 5n,&))

C%m  = CO,&>
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A partir de là, on peut faire appel à la méthode d’ Adominn pour construire
une approximation de la solution de (4.35),  exactement comme  cela a été fait
dans la conskquence 4.4.1.

Remarque 4.4.2 :
Ce travail apporte une nouvelle vision pour l’approximation de la solution
d’une équation aux dérivées partielles non linéaire du premier ordre. En effet
les techniques classiques sont basées sur la linbrisation  et la discretisation
du problème à résoudre. La performance de la technique déwmpositionnelle
d’ Adominn  (associée aux courbes a-denses)  est intéressante car elle entraine
des améliorations consistantes. Les plus importantes étant : la rapidité de
la convergence et la haute qualité de l’apprczimant.  Une seule conclusion
s’impose : l’application de la méthode décompositionnelle  d’Adominn  en
association avec les wurbes a-denses est parfaitement adaptée à la résolution
des 6quations  aux dérivées partielles du premier ordre quel qu’en soit le type.
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Conclusion et perspectives

106



Les résultats obtenus ne représentent certes qu’un apport modeste
dans le monde du savoir. Cependant, nous avons réussi à donna une méthode
plus simple pour le calcul de la somme des nombres d’Abbaoui-Cherruault,
puis nous avons prouvé une nouvelle identité pour les polynômes de Bell, ce
qui nous a ouvert une voie pour ameliorer  la majoration en norme des
polynômes d’Adomian  et par conséquent de l’erreur de troncature de
la méthode décompositiomrelle d’Adominn. Le problème issu de la théorie
des micro-lasers traité au chapitre 3 en guise d’application nous a permis de
confirmer l’efficacitir  de cette méthode sur des exemples concrets. Jamais
auparavant ce problème n’avait pu être résolu sous sa forme d’origine et sans
modifications. Enfin les équations aux dériv&s  partielles du premier ordre
ne constituent plus une source de problèmes pour leur approximation. Leur
traitement par l’utilisation de la méthode décompositionnelle d’Adomian  en
association avec les courbes a-denses permet aujourd’hui de les r&oudre
avec une remarquable précision.

.

Il ressort de tout ce qui a été décrit dans cette thèse, que l’application
de la méthode décompositionnelle d’Adominn à la résolution d’un prob-
lème (quel qu’en soit le type) nécessite son écriture sous la forme canonique
d’Adominn. La recherche d’une forme canonique devient donc, une tache
primordiale et un prélude nécessaire à la mise en application de la méthode
d’Adomian.  D’ailleurs, une étude détailk  a été consacrée à ce sujet (voir
[45]).  Du fait que la forme canonique n’est généralement pas unique, un prob-
leme de choix s’impose ce qui n’est pas toujours simple surtout si l’on désire
obtenir la forme la mieux adaptée au calcul. A notre avis, pouvoir mettre en
oeuvre directement la méthode décompositionnelle d’ Adominn sans avoir
à passer par la forme canonique simplifierait significativement son applica-
tion, permettrait un gain de temps de calcul et améliorerait probablement
les performances de la méthode.

Le problème de la résolution des équations aux dkriv&s  partielles d’ordre
supérieur à 1, en utilisant la méthode décompositionnelle reste partiellement
ouvert. En effet, la présence de conditions initiales et aux limites pose
un sérieux probkme  du fait qu’il est diicile de les intégrer facilement et de
fwon  naturelle dans la forme canonique sauf dans quelques cas particuliers
(voir  [f4,Pl).

On peut aussi citer un troisième problème ouvert : la gén&alisation  de la
méthode décompositionnelle d’ Adomian au cas complexe. Actuellement la
methode  décompositionnelle d’Adominn n’est applicable que pour les équa-
tions fontiomxlles  rkelles (l’espace de Banach E est réel). La généralisation
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des formules de calcul des polynômes  d’ Adomian, les théorèmes de conver-
gence et l’estimation de l’erreur dans le cas d’un espace de Banach complexe
constituent les diflicultés  principales de ce dernier problème.
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