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Introduction générale

Jonction de plaques thermoélastiques

On justifie par les méthodes asymptotiques les conditions de type Ventcel
pour un probléme de thermoélasticité.

On considére une plaque mince d’épaisseur 2h (h petit devant les autres
dimensions) et de surface moyenne Q.. Q, est un ouvert de R? régulier, de
frontiere 02, = X U T',. On suppose que sur la partie latérale est fixée une
coque mince cylindrique d’épaisseur £ et de hauteur 2h. La coque mince est
alors QF x [—h, h] avec ° un ouvert de R2. On fait ’hypothése que le module
de Young F, la densité p, la conductivité thermique k£ dans {2° sont raides en

puissance de — ; c’est a dire que la coque mince est un raidisseur de conductivité

infiniment grgnde sur le bord de la plaque mince. Dans la suite, h sera petit
devant € pour la justification du modéle de plaques, on fera ensuite tendre € vers
zéro. On pose 0° =X UXS UTS et O =Q, USUQE.

On désigne par f € LY(0,T; L*(QF)) et g € LY(0,T; L*(2°)) les densités de
volume, on suppose que la partie du bord (F+ ure ) X [—h, h] est encastrée. On
note par w le déplacement transversal (flexion) et 6 la distribution de la chaleur
dans la stucture donnée.

On consideére le modele de thermoélasticité pour cette stucture (cf [4]) :

(P) pll — Alw" + DA?w + A0 = f sur 2 x (0,T)
pl — EAO +af — NAw' = ¢ sur ¢ x (0,7)

avec
les conditions aux limites :
encastrement et température fixée sur (I'y UT<) x (0,7) :

w = 0

il
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bord libre sur ¢ x (0,7") :

06 ow"
M(w)
060 ow'

[w]
ow
ov |

06 0 i
wll

06 []w(?(w)]
wl

et les conditions initiales sur Q x (0,7") :

w(0) = wp
w' (0) wy
6(0) = 6

o O o o o O

ou [ | désigne le saut a travers X et le signe ' désigne la dérivée par rapport

at.

Les coefficients p, k, E et o qui sont respectivement la densité, la conducti-

vité thermique, le module de Young et le module de Poisson donnés par :

p,  dans Q4

p= { P~ dans o 77 {
ki dans 2

b= { k? dans Q° b= {

O+
o_
E,
E_
€

dans €2,
dans Q¢

dans 2
dans Q¢

A est le facteur de couplage du systéme d’élasticité et de 1’équation de la

chaleur défini par :

ou

D=

1— 02

Le coefficient « est défini par
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1 dans Q,
o =

1
- dans Q¢
€

Les opérateurs M et T' sont définis par :

2 2 2
M(w) =D (Aw+ (1= o)yl _ 20w 20 “’))

oxdy "1 o2 gy

L [oAw 9, 5 o O%w Pw  D*w
T(w)=D [ ov +1=9)5; 0s ((V va) 0x0y vava( Oy? 83:2)

ou s est I’abscisse curviligne et v(s) la normale extérieure a 3 en s.

Le modele considéré est le modeéle de transmission raide de thermoélasticité,
il peut étre formulé de fagon variationnelle. On montre grace a la méthode de
Faedo-Galerkin (cf [1], [2] et [9]) qu’il admet une solution faible. On utilise
le systéme de coordonnées locales dans ©°. On désigne par R(s) le rayon de
courbure de ¥ en s et par 7(s) le vecteur unitaire tangent a > en s. On procede
ensuite par changement d’echelle (¢f [6]) dans I’épaisseur de Q° pour se ramener
a une forme définie sur un ouvert fixe et dont la dépendance en ¢ est explicite.
On désigne par ¢° I'image de ¢ , et on pose (aprés changement d’échelle) :

c oy _R(s) 9 R(s) 0¢% 1 e
Vrlet) = R(s) — c2 0s <R(s) —¢ez Os ) e (R(s) —ez) Oz
N, R(s) 0¢~
V5(e) = 9z (R(s) —ez 0Os >
0%

Ya(e®) = 5.2

Estimations & priori
On montre qu’il existe une constante positive C' indépendante de ¢ telle que :
< C, < C,

<C,

‘wa HLoo (0,T;H2(Q2_)
< C,

‘er”LOO 0,T;H2(24))

”9 HLoo 0TL2(Q+))

1 owe
e\ 0z

<C, || '75

H HL°°(07T;H1(Q+))

1=

< C, <,

L (0 T;L2(Q_))

||L°° 0,73L2(Q_))

<C,

”'VET ||L°<> (0,T;L2(_)) HL‘>o (0,7;L2(Q-)) =

[ 2)? i)

L>°(0,T;L2(2-)) =G f ||9 HLz @) dr < C,



0. Introduction générale

vi
T T .
Of HQ—”L%Q,)dTSC’ Of HVQ-FHL2(Q+)CZT§C’
T 007 |7 T |06 |7
1- - dr < C, — dr < C'.
of ° 0z |20y T of 9s |12 )

Ces estimations se déduisent de la formulation faible du probléme (P) sur la-
quelle on a effectuée d’abord un changement de variables et d’échelle, on applique
ensuite les techniques classiques de I'inégalité de 1’énergie.

Ces estimations serviront par la suite a controler le comportement de la so-
lution par rapport au parameétre € et justifier le passage a la limite lorsque ¢ — 0.

Passage a la limite et modele de Ventcel

On suppose que :

1
fi,s/fedz converge faiblement vers (f, f*) dans L*(0,T; L*(Q4)x L*(X))

0

1
gi,&t/gidz converge faiblement vers (g, g*) dans L*(0,T; L*(Q,)x L*(X)).

0

1
wi,e/widz converge faiblement vers (wi,,w;, | ¥) dans H*(Q,)x HX(X)).

0

1
0, ¢ / 0°_dz | converge faiblement vers (6o, 0., | ¥) dans L*(Q,) x L*(%).

0

1
(w&,s/widz converge faiblement vers (w,,w,y | X) dans H?(2,)x H2(X))
0
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1
1
- / O, w_dz converge vers wy faiblement dans L*(X).
€

0

Alors la suite (wi,@fr) converge vers l'unique solution faible (w,,0,) du
probléme de Cauchy-Ventcel suivant :

P+ (I — A) wﬂr + D+A2UJ+ + /\+A0 = f+ dans Q+ X (0, T)
pi0, — ki A0 +0, — N Aw, = g4 dans Q4 x (0,7)

avec les conditions aux limites :

- encastrement et température fixée sur I'; x (0,7") :
w = 0
ow

B3
0

- conditions de Ventcel sur ¥ x (0,7") :

pr 070w + p_0F (wy — O2wy ) + Ty (wy) + P(wy) + A-030, — A\0,04 = f*
)\+8t6yﬂ/+ — A,8t33w+ + p_8t0+ + k+8y0+ — 1{776320+ + 0+ = g*
p_ 070, wy + My (wi) + Q (wy) — A-0,0+

I
o

et les conditions initiales :

w4 (0) = w, dans ),
w', (0) wy dans Q.
0;0,w;(0) = wy sur X

64 (0) = 0, dans )y

les opérateurs P, @), T, et M, sont définis par

P) = B[ (w)+ . ()

o (e @) - e @)

|
T, (w) = D, PAw +(1—0y) g {(V? —v3) oAl v <a2w N 82w>”
|

0xdy 8_y2 O

0w ,Pw 0%
- — Vs
0x0y Oy? ox?




0. Introduction générale

viii

ou

82w+ _ 1 8w+

fVT(w%*) = 52 E o
. 0 aw+ 1 8w+
Vs(w+) = (85 ov R 0s )

Ce type de conditions aux limites n’est pas classique, il traduit 1’effet du rai-
disseur sur le déplacement et la propagation de la chaleur dans le corps élastique
(cf [7], [8] et [9]).

Le plan de travail suivi dans 1’étude de ce probléme est le suivant :

Au chapitre I, on rappelle quelques éléments d’analyse fonctionnelle qui seront
utilisés par la suite.

Au chapitre II, on donne un appercu des notions d’élasticité .

Au chapitre III, on rappelle des notions de géomeétrie différentielle intrinséque
nécessaires pour I’étude des coques minces.

Au chapitre IV, on justifie par des techniques asymptotiques un modeéle de
Ventcel pour I’étude de la jonction d’une plaque thermoélastique avec un raidis-
seur infiniment conducteur sur le bord.



Chapitre 1

Quelques éléments d’analyse

fonctionnelle

Le probléme que nous traitons dépend du temps, nous allons rappeler quelques

résultats sur les distributions a valeurs vectorielles (cf [2])

1.1 L’espace Lf(a,b; X), p € [1,+0o0]

Définition 1.1 Soit X un espace de Banach, p un élément de [1,+0o0], |a, b un
intervalle ouvert de R.
On appelle espace de Lebesque a valeurs dans X, et on note LP(a,b; X) l'es-

pace des (classes de) fonctions :

filab) — X
t —  f(t)

mesurables telles que :

b 1/p
1. Sil1<p<+o0 : <f|\f(t)||§(dt) :Hf|\p<+oo.

2. Sip=+oo: supess||f(t)|x = I|fll, < +oo.

t€)a,b|
Propriétés

1. L’espace LF(a,b; X) est un espace de Banach pour la norme |||, .



1. Quelques éléments d’analyse fonctionnelle 2

2. Si lespace X est de plus reflexif alors le dual de LP(a,b; X) s’identifie
algébriquement et topologiquement & L%(a,b; X') pour 1 < p < 400 et ¢
vérifilant — + — = 1.

P q
3. Si X et Y désignent deux espaces de Banach, X inclus dans Y avec in-

jection continue, alors il existe une injection continue de L*(a,b; X) dans
LP(a,b;Y).
4. Si ) désigne un ouvert de R™alors on a I’équivalence algébrique et topolo-

gique entre les espaces LP(a, b; LP(Q2)) et LP((a,b) x Q) pour 1 < p < +00.

On introduit alors les distributions vectorielles :

1.2 Distributions vectorielles

Définition 1.2 Soit |0, T un intervalle de R et X un espace vectoriel normé
On appelle espace de distribution sur |0,T[ & valeurs dans X et on le note

D'(0,T ; X) lespace des applications linéaires continues de D(]0,T|) dans X.

Pour tout f de D'(0,7 ; X) et tout ¢ de D(]0,T) la valeur de f en ¢ notée
(f,p) appartient a X.
Propriétés
1. Dérivation :
Soit f un élement de D'(0,7 ; X); la dérivée de f notée f'la distribution

définie par :

f Do, T)) — X
@ — (o) =—([¢).

2. Distribution réguliére :

Soit maintenant L, (0,7T;X), espace des (classes de) fonctions f
telles que : pour tout compact K C |0,T[, xxf € L'(0,T;X), ot xg
désigne la fonction caractéristique du compact K.

Si f appartient a L}, .(0,T; X), on peut lui associer une distribution dite

distribution réguliére associée a f, encore notée f et définie par :

f:D(0,T) — X
p <fa90>=0ff(t)g0(t)dt.
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appartient a L?(0,7; X) C L} (0,T; X).

loc

Proposition 1.1 Les fonctions u, v € Li, .(0,T; X) définissent la méme distri-

loc

bution si et seulement st u et v sont scalairement presque partout égales i.e si X'
désigne le dual de X ;

Vf e X' :les fonctions t — (fiu(t))xxx ett— (f,v(t))xx<x sont p.p
égales.

Notation :

Soient V' et W deux espaces de Banach avec
VoW
I'injection de V' dans W étant continue et & image dense. On note pour p élément
de [1,+o0] :
W, (0,7 ; V,W) = {f € LX(0,T; V) /" € L*(0,T; W)}
W,(0,T; V, W) est un espace de Banach pour la norme
I = 1 ooy + 1 Vzno -

L’intérét d’appartenir a un tel espace est d’avoir des propriétés de régularité,

plus précisement :

Proposition 1.2 Soient V' et H deux espaces de Hilbert séparables, V' inclus
dans H avec injection continue et densité, le dual de V' est noté V' ; alors on a

[injection canonique continue des espaces suivants :
Wa(0, T3V, V') — C([0,T]; H)
ot C([0,T); H) est l'espace des fonctions continues de [0,T] dans H.
Remarque 1.1 Les propositions 1 et 2 permettent de définir f(0) et f(T).

Notons par D(R; V') l'espace de fonctions C*° définies sur R et a valeurs

dans V' et a support compact.

Proposition 1.3 Soit D([0,T];V) lespace des restrictions a [0,T] des fonc-
tions de D(R; V') alors

D([0,T);V) est dense dans W(0,T;V, V")

Proposition 1.4 Soit V un espace de Hilbert séparable et V' son dual, pour tout
f de Wo(0,T;V, V') et tout v € V ona :

(FOv) =7 00) dans D([0, )
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1.3 Convergence faible et convergence faible*
Soit X un espace de Banach, X’ son dual.

Définition 1.3 (Convergence faible) On dit qu’une suite (z,,) de X converge
faiblement dans X vers x si l'on a :

(@ x,) — (o,2) Vi'e X

n—oo

Proposition 1.5 Soit X un espace de Banach reflexif.
() une suite bornée dans X, alors il est possible d’extraire de (z,) une sous

suite (x)) qui converge faiblement dans X .

Définition 1.4 (Convergence faible*) Soit X un espace normé et X' son
dual.
On dit qu’une suite (x],) C X’ converge faiblement™ vers ' € X' si

(! z)y — (2 ) Vo e X,

n—oo

Remarque 1.2 Soit V' un espace de Banach séparable, reflexif et V' son dual.
Soit (f,) une suite d’éléments de L>(0,T;V").
Dire que f, — f dans L>(0,T;V") faiblement * signifie que :

T

/ gy dt — [ (). g(t)) dt Vg € LN0,T;V).

n—oo

0

Proposition 1.6 Soit X un espace normé séparable et (x)) une suite bornée

/

dans X', alors il est possible d’extraire de (z!,

) une sous suite (z),) telle que

xl — ' (€ X') dans X' muni de la topologie faible*.
Proposition 1.7 Soit X un espace de Banach reflexif.
Soit (x,,) une suite d’éléments de X telle que :

(1) [|zall £ C < +00  Vn (C une constante).

(ii) l’ensemble des points d’accumulation de (x,) pour la topologie faible est
réduit o {x}

alors la suite (z,,) converge vers x dans X faible.
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/

Proposition 1.8 Soit X un espace de Banach séparable, (x]) une suite d’élé-
ments de X', on suppose :

@) |zl £ C <400 Vn (C une constante) .

(ii) l’ensemble des points d’accumulation de (x)) pour la topologie faible % est
réduit o {z'}

Alors (z]) converge vers x' dans X' faible x.

Lemme 1 (de Gronwall) Soit T un réel positif, ¢ une constante positive

f et g deux fonctions vérifiant :

feLrL>0T), f(t)>0 ppt
geL'(0,T), g(t) >0 ppt
et

f(H) < / g()f(s)ds +c  ppt (1-1)

Alors f vérifie :

£(t) < ¢ exp( / 9(5)ds)

Lemme 2 Soient deux espaces de Hilbert V et H, V' le dual de V tels que
VeH<—=V

avec des injections continues et denses.
Alors, pour tout uw € L*(0,T; V) tel que u' € L*(0,T; V') on a :

d |
lullyy € W 10,70 et = (lullyy) =2 (wuhvy

ol

W (0,7[) = {@ € L' (0, T() / dp € L' (10, T]}

1.4 Inégalité de Poincaré et formule de Green

Soit €2 un ouvert borné de R™ et I' une partie de sa frontiére telle que
mes(I") > 0.
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1.4.1 Inégalité de Poincaré

Il existe une constante positive C' (dépendant seulement du diameétre de
Q) telle que pour tout w dans H'(Q) tel que w =0 sur " :

w72 < C Y

L2(9)

1.4.2 Formule de Green

Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que

VeaH<—=V
et u, v € Wy(0,T;V, V") alors (cf [2])

b b

/(u (), v () vixvdt + /(v () u(®)vxvdt = (u(b),v (b)) = (u(a),v(a))

a a

ou (, ) est le produit scalaire dans H, soient alors

b b

/(u (), v () vixvdt + /(v () u(®)vxvdt = (u(b),v (b)) = (u(a),v(a))

a a

1.5 Un théoréme de traces

Définition 1.5 Q un ouvert borné de R? de frontiére réguliére X.
On pose
EQ)={pe H*(Q), A’pe L?(Q)}.
E (Q2) muni de la norme

lelpy = el + | A%||2,

est un espace de Hilbert.

Posons pour w € H? ()

2 2 2
M(w) =D (Aw+ (1= o)1y 2 . _ 200 20 “’))

oxdy Y1 o2 g
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Pw  Pw 0 Pw 0?
Blu. ) = [ |G+ o5 + 20 - o)yt

0*w Pw 0
+0o )
0y? 0x?’ 0y?

+(

Théoreme 1.1 (c¢f [8])
Nous avons :

1. D () est dense dans E (Q2)

2. L’application w — (M (w) ; T (w)) définie surD () se prolonge en une
application linéaire continue de E () dans le dual de H? (X) x H? (X).

Nous avons de plus



Chapitre 2

Eléments d’élasticité et modéles

de plaques

2.1 Notations

On considére une plaque de surface moyenne € (ouvert borné de R? de
frontiere réguliere I'g U T avec mes(I') > 0) et d’épaisseur 2h (h petit devant les
autres dimensions).

On suppose que la plaque est soumise & des forces de volumes de densités
f=(fi),1<i<3

fiQx[=h, h] — R

Sous l'effet de ces forces, la plaque se déforme.

On note par u(M,t) le vecteur déplacement au point M de & linstant

t, u = (us)1<i<s
wi: Qx[=h, ) — R

On suppose que pour tout t € |0, T cette plaque est encastrée sur la partie
du bord T'g x |—h, h[, ce qui correspond a I'idée que cette partie est d’une fagon
ou d’une autre fixée & un support rigide.

On considére donc des champs de déplacements compatibles avec cette condi-
tion d’attache (u; = 0 sur I'g X |—h, h[).

On suppose qu’a 'instant ¢t = 0 le déplacement et la vitesse de la plaque sont

donnés.
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On désigne par 0 = (0;;) le tenseur des contraintes, Il s’agit d'un tenseur
symétrique 3 x 3 qui mesure les efforts internes s’exercant dans la plaque du fait

de sa déformation et € = (g;;) le tenseur des déformations (c¢f [5])

2.2 Lois de comportement

Dans ce qui suit, on utilise la convention de sommation sur les indices répétés.

Un comportement thermoélastique caractérise un milieu pour lequel la dissi-
pation intrinséque est toujours identiquement nulle (caractéristique des milieux
élastiques), mais la dissipation thermique est en général différente de zéro.

Les variables thermodynamiques naturelles sont ici le tenseur des déforma-
tions et la température 7.

On se situe dans 'hypothése des petites perturbations, ce qui implique en

particulier que 'on puisse remplacer le tenseur des déformations par sa partie

" B 2 &vz &vj

On suppose que 1" est musurée a partir d’'une température uniforme 7.

linéaire de composantes

On pose alors
9 - T - T[)

Cette quantité étant aussi supposée petite.
La loi de comportement s’exprime par une relation linéaire entre le tenseur
des contraintes et le tenseur des déformations, dans le cas ou la plaque considérée

est homogeéne et isotrope la loi de comportement prend la forme :

O'IJ(U) = Agij(u)éij + 2,U/€U(U) — 3KCY9(5U Z,j = 1, 2, 3

(X est le coefficient de Lamé et K est le module de rigidité a la compression).

ou bien

1+ o
Eij(U) = Tﬂaij(u) — %O’kk('&)é” + oz%ij 1,] = 1, 2, 3

L’interprétation des coefficients sera donnée plus loin.
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2.3 Modéle tridimentionnel de plaques thermoé-

lastiques

La plaque vérifie les équations 3D :
loi de comportement :

1
e ﬁakk(u)éij dans 2 X [—h, h]

eij(u) — afdy = —=—0yj(u) — &

I’équation du mouvement :

pOfu; = iaij + fi  dans Q x [—h, h]
aLUj

I’équation d’estimation de 1’énergie :

k Fa

ﬁ@tﬁ = ?08”0 — meij(@u) dans € X [—h, h]

ol

E est le module de Young.

« est le coefficient de dilatation thermique, indépendant de 6 (hypothése des
petites perturbations).

Ty est une température de référence supposée connue.

0 est I’écart, par rapport a Ty, de la température a 'intérieur de la plaque.

1 est le coefficient de Poisson.

p est la densité de masse.

f; désignent les composantes de la densité de forces volumiques.

[ est le coefficient de chaleur spécifique.

k est le coefficient de conductivité de la chaleur.

u est le champ de déplacement.

Conditions aux bord :
o3 = 0 sur 2 x {—h, h}

vs+y(0—0) = ¢ sur 2 x {—h, h}

= 0 sur Iy x [—h, h]
u = 0 sur I'g x [—h, h]

00
k—
8:63

ou
v > 0 est un coefficient donné.

6 1= 1,2 sont deux températures supposées connues.
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¢' 1 =1,2 est la composante verticale du flux de chaleur sur Q x {—h, h}

supposée connu.
v est le vecteur normal extérieur & la plaque en un point de sa surface.

Conditions initiales :

u(0) = wup
8tu (O) = U

Remarque 2.1 La condition aux limites

l{?—eVg +9(0—0")=¢  sur Qx{—h, h}
al’g

est une condition aux limites de flux, couramment utilisée pour traduire les

échanges de chaleurs.

Les caractéristiques géomeétriques de la plaque mince autorisent des simplifi-
cations dans le modeéle tridimensionnel et permettent ainsi de le ramener a un
modeéle bidimensionnel formulé sur la surface moyenne de cette plaque.

On note par w le déplacement transversal (flexion) et f et g les forces de
volume exercées sur la plaque. On suppose, pour simplifier, que les forces de

surfaces sont nulles.

Le modeéle linéaire de thermoélasticité est alors donné par :

pll — AJw" + DA*w + ANAO = f sur Q x (0,7)
pf — EAO + 0 — NAw' = g sur Q x (0,7)

avec les conditions aux limites :

encastrement sur Iy x (0,7") :

w = 0
ow
o = 0
g =0
bord libre I x (0,7") :
00 ow'"
M(w) = 0
R0 0
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conditions initiales :

w(0) = wy sur
w (0) = w;  sur
0(0) = 6y sur(

Le signe ' désigne la dérivée par rapport a t. Les coefficients p, k sont
respectivement la densité de masse et la conductivité thermique, le coefficient A

est donné par
nelip_ Ll P
2 21— p?

ou E est le module de Young et p est le module de Poisson. Les opérateurs de

traces M et T sont définis par :

2 2 2
M(w):D(Aw+(1—u)(2ylygaw 207w 287““))

dxdy Y1 oy Y2902

T(w):DlaA—w 0 (( . 0w ?w 0w )}

By + —N)E Vl_VZ)ax—ﬁerVlVQ(a_y?_@)

ou

v = (v1,v9) étant la normale extérieure a I" et 7 = (—v9, 7).



Chapitre 3

Eléments de géométrie
différentielle dans R?

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques éléments de géométrie diffé-
rentielle (cf [3])

3.1 Abscisse curviligne

Définition 3.1 Soit ¥ une courbe de R? de classe C* et (I, M) une représenta-

tion paramétrique de ¥ (I C R). Pour tout t € I, le nombre réel

(1) = / 1M de

est appelé abscisse curviligne du point m = M (t) avec mg = M (to) pour origine.

Remarque 3.1 1) L’application s : I — s(I) est un homéomorphisme de
classe C*
2) L’abscisse curviligne s mesure la longueur de la courbe X du point my au

point m et elle est indépendante de la paramétrisation choisie.

3) L’application P définie de s(I) dans ¥ par P = M o s~ lest un reparamé-

trage de X par I'abscisse curviligne s.

13
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Proposition 3.1 Soit ¥ une courbe paramétrée de classe C%. Le reparamétrage

P = M o s~ test un C? paramétrage et on a :

3.2 Etude géométrique locale d’une courbe pa-

d_P
ds

ramétrée

3.2.1 Courbure et rayon de courbure

Soit (¥, M) une courbe paramétrée de classe C? et P un reparamétrage de

> par une abscisse curviligne s.

Définition 3.2 La courbe X est dite biréguliere au point m = M(t) si M (t) et

M"(t) sont linéairement indépendants.

Définition 3.3 On appelle courbure au point m le nombre réel, noté p(s)

ep
ds?

o(s) = \

Si % est biréguliere au point m, on appelle rayon de courbure en m l’inverse
de la courbure en m.

Le rayon de courbure se note :

Remarque 3.2 La courbure ne dépend pas de la paramétrisation choisie.



3. Eléments de géométrie différentielle dans R? 15

3.2.2 Courbure algébrique, rayon de courbure algébrique

et formules de Frenet

Soit (X, M) une courbe paramétrée de classe C? et biréguliére en tout point

P(s) (P désignant toujours le reparamétrage de X par une abscisse curviligne

s).
On pose :
dP
T(s) = ds

7(s) est donc un vecteur unitaire tangent a ¥ au point P(s) = M o s71(s).
- o . m
On désigne par v(s) le vecteur se déduisant de 7(s) par une rotation de 5

dans le sens direct.

a) Courbure algébrique

En dérivant le produit scalaire || 7(s)||> = 1 on obtient :

dr
i 1
T P 0 (3-1)

Il existe alors une fonction p,(s) : s(I) — R telle que :

T = () (32)

Par comparaison avec la définition de la courbure on déduit que :

p(s) = lp1(s)] (3-3)

Définition 3.4 La fonction p, est appelée courbure algébrique de .

b) Rayon de courbure algébrique

On appelle rayon de courbure algébrique le nombre réel

1

B =206
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c) Formules de Frenet

En dérivant la relation 7(s)v(s) = 0 on obtient :

dr dv
gu(s) + ‘r(s)%(s) =0

En tenant compte de (3.2) on tire alors :

dr 1

%(S) = R(S)V(S)
dv 1
%(5) = —WT(S)

Ces formules sont appelées formules de Frenet.



Chapitre 4

Modélisation asymptotique d’un
probléme de transmission raide

dans un domaine régulier de R?

Introduction

Dans ce chapitre, on justifie par des techniques asymptotiques un modéle
d’évolution linéaire pour une plaque mince thermoélastique avec un raidisseur
infiniment conducteur sur le bord. En partant d’un probléme de transmission
raide dépendant d’un petit parameétre £ (¢ étant I’épaisseur du raidisseur), on
aboutit par passage a la limite & un modele avec conditions aux limites de type

Ventcel. Ces conditions modélisent 1’effet du raidisseur sur la plaque mince.

4.1 Probléme de transmission raide

On modélise ici un probléme de thermoélasticité pour une plaque mince avec
un raidisseur sur son bord.

Soit Q4 un ouvert borné de R? representant la plaque de bord régulier
8Q+ - i U f+

ol Y est une partie ouverte, connexe et de mesure non nulle.
Soit s une abscisse curviligne sur ¥ ; on note v(s) la normale extérieure

et 7(s) le vecteur unitaire tangent & 3 en s de telle sorte que (7(s),v(s)) soit

17
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direct.

On consideére 'ouvert Q¢ de R? défini par :
QF ={M(s,2); seX; 0<z<e}

ot M(s, z) est le point de coordonnées (0, z) dans le repére local (s, 7(s),v(s))
et € > 0 est un parameétre distiné a tendre vers zéro.
On pose :
o =X uUXs url:

ou
2 ={M(s,e); s€ T Yet 2 =097\ (TUX?),

On note R(s) le rayon de courbure de X en s et on fait I'hypothese dite des

coques minces :

1
emax ¢ —— ; SGE}<1
{IR(S)I

de sorte que la correspondance :

Y x]0,e] — Q2
(s,2) — M(s,2)

soit, bijective.

On pose alors
Qg — Q+ U i U Qi
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Les propriétés physiques des différents milieux constituant les domaines
Q. et ()° sont décrites & partir des constantes p, k, E et o qui sont respective-
ment la densité, la conductivité thermique, le module de Young et le module de
Poisson.

On fait 'hypothése que le module de Young, la densité et la conductivité
thermique sont discontinues et raides en puissance — dans ¢ c’est a dire que
la coque mince Q¢ x |—h, h est un raidisseur sur lge bord de la plaque infini-
ment conducteur de la chaleur, on suppose aussi que le coefficient de Poisson est
indépendant de ¢ :

{ py  dans Qy { oy dans Q
p= 0=

— dans Q¢ o_ dans Q¢

k.  dans E, dans Q.
k=< k_ E=¢ E_

= dans Q¢ — dans Q¢

Le systéme de la thermoélasticité pour la plaque mince de surface moyenne

¢ est un systéme de deux équations liant la flexion w et la température 6.

(R) pll — Alw" + DA?w + \A0 = f sur Q° x (0,T)
° p0 — kAO + o — NAw' = ¢ sur Q¢ x (0,7)

avec les conditions aux limites :

06 ow'" .
A% + T'(w) — 5, = 0 surX® x(0,7)
M(w) = 0 sur ¥ x (0,7)
R0 00 0 qw e X (0,7)
>
w=_o- = 0 sur (I UTy) x(0,7)
0 = 0 sur (P2Uly) x(0,7)

et les conditions de transmission sur ¥ x (0,7") :
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00 ow'"|

[/\5 + T(w) - pg- =0
00 ow'

M) = 0
ow

5] = 0

[ w] = 0

[6] = 0

et les conditions initiales sur Q¢ x (0,7") :

w(0) = wp
w'(0) = wy
6(0) = 0o

A est le facteur de couplage de I’équation d’élasticité et de I’équation de la

chaleur défini par :

A==D
ou
E

D =
1— 02

et le coefficient a est donné par

Les opérateurs de traces M et T sont définis par :

0*w 5 0%w 282w))

M(w) = D (Aw + (1 — O')(2V1V28x8y oz oF V2 g

g =g Wi, t el ~ )

OAw 0 J*w Pw  Pw
S )

0 e
ol — désigne la dérivée normale.

v(s) la normale extérieure & ¥ en s de composantes vy et vs.
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4.2 Formulation faible du probléme (F) :
4.2.1 Conditions sur les données
On suppose que les densités de forces de volumes :
f et g sont dans L*(0,T ; L*(X¥))
et que les données initiales

wy, wy et B sont respectivement dans W (QF), V(Q°) et L*(9F)

4.2.2 Les espaces fonctionnels

On considére les espaces fonctionnels suivants :

W(F) :{wEHQ(QS);w:g—l::0surF+UF5_},
V() : ={weH(); w=0swr ', UT"}.

On munit ces espaces respectivement des normes :

-2y €6 (- llagey -

On note par
(w,0)q = / wedS) le produit scalaire dans L*(12).
Q

a(w,p) = /QVwVQOdQ,

0%w 0w 0 Pw 0?¢
2(1 —
0x? +08y2 )(‘31:2 +2l-o 0x0y 0xdy
2 2 2
0*w N 08 w)8 ©
0y? 0x?’ 0y?

o) = 0 [

<2

+(

Lip) = / (o + gu)d2
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La formulation variationnelle du Probléme (F,) s’écrit alors :
(we L=(0,T; W(¥)) w' € L*®(0,T; V($))
6 e L>(0,T; L*(¥)NL*(0,T; V(Q))

% {p (W', ©)qe + palw', 0) + p (0, 9)q- + Aa(w, ¥)}

(P d R (0.) + b (w.0) — Mal8, ) + 0 (0. ). = L)

V(p, ) € W(EF) x V(€¥)
w (0
w' (
6(0) =

) = wo
0) =w
o

\

pr est prise au sens des distributions i.e D' (]0,77) .

Remarque 4.1 Chacune des formes (6,¢)q.,a(, ), b(, )et L(p,) est somme

d’une forme définie sur )y et d’'une autre forme définie sur §25.. Ainsi on a

(7)95:(7)Q++(7)Qiﬂa(7):aJr(’)+a*(7)7b(7):b+(7)+
b—(’)etL(v >:L+(’ )+L—(7 )

a(w,p) = /Q VwVpdl, .
+

a_(w, @) = / VwVpdQE .
8 w4 8 w4 8 2 82w+ 8290+

bi(wy, py) = D+/ l( 12 T Ot y? ) Ox2? +2(1_U+)8x8y8m3y

0w, Q*w,y p,
R R }dm

+(

D_ O%w_ Pw_ 0?%¢p_ Pw_ 0*p_
b(w, o) = ?/Qa [( Ox? to- Oy? ) Oz? +2(1_07)8x8y 00y

+(82w,+ 8210,)82
0y? 7" 0x? oy?

L+(90+71/}+) = /Q(f+90++9+¢+)dﬂ+

| ao

L (p_p_) = / (fop_ + g tb_)dQr.
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Théoreme 4.1 (d’existance et d’unicité)
Le probléeme variationnel (Py) admet une unique solution.

Preuve. Les espaces

W(QF) = {go € H* () ; ¢ = g—i =0 sur F+UF5}
V() ={pe H(X); =0 sur L UT"}

étant de Hilbert séparables.

Soit {¢;} (resp. {1,;} ) une base de W( QF) (resp. V( QF)).

Pour avoir l’existance d’une solution faible on utilise la méthode de Faedo-
Galerkin .

On intoduit alors la solution approchée :

W (1) = Zhim(t).so@-(-)

On(t) = D Kim(t)5()

définie comme solution du probléeme :

( d
@ {p (W 1) + pa(wr,, ;) } + b(wm, ;) — Aa(bm, @;) = (f, ;)0 (1)
o 10 (Om, i) ge + Aa(Win, V) } + ka(Om, ;) + a(Om, Vi)a: = (9, ¢;)0: (2)
(Pr) pour 1 <it<m
Wi (0) = wom
w,,(0) = Wi
\ Qm(()) - HOm
avec
Wim = w%)% [=0,1 Oom = ( 9%)%
et
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a(w, ) :/ VwV pdQ*

Puw  Pw. P Pw 9
9*w 0w 0%
( 0y? T oo ) 912

| do

On multiplie I’équation (1) par hj, et l’équation (2) par ki ,on intégre de 0

a t puis on somme sur i, on obtient l’égalité de [’énérgie :

ol

2.8(t) = p ([[wn' ()" + 10, O + alws, (2) 0}, (1)) +b(wn (2) w0 (1) ¥t € [0,7]

Ceci, implique grice a l'inégalité de Cauchy-Shwarz, lemme de Gronwall et

les hypothéses sur les données :

Wy € W(QS), wy € V(Qa), 0y € L2(Qa),

f et g sont dans L'(0,T ; L*(Q))

que

[wm ()l wosy < C (4)
Hw‘m(t)”vme) <C (5)

10m (Dl (o) < € (6)
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||vw;rz(t)||L2(Qs) <C (7)
T
/ V032 d7 < C 8)
0
T
[ 16l dr < € 9
0

ot C est une constante positive indépendante de m.
1l existe donc une sous suite de la solution approchée qu’on note aussi (W, 0,,) et

des fonctions w et 0 telles que

Wy, — W faiblement™ dans L0, T; W(§)) (10)
w,, — w' faiblement* dans L>(0,T5V(92)) (11)
O — 0 faiblement* dans L>°(0,T; L*(€¥)) (12)

et faiblement dans L*(0,T; V(X))

Il reste a montrer que (w, ) ainsi construite est solution du probléme (P*)
Soit ¢ € D(]0,T[) ety € D(]0,T[) on a pour 1 <i<m
T

d
/d— Wy, Pi)ge P+ palw,,, p;)e} ds
0
T

T T
T / b, 1) ods — A / (O, 1) s — / (f. oo pds
0 0

/ qa {p (O ;) e ¥ + Aa(win, ;)00 } ds

T T T

Tk / (B )5 + / (O, 1) tbds = / (9, @5)er Vs

0 0 0
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En considérant dans les équations précédentes les intégrales par rapport a t

comme dualité au sens D', D on a :
T

/{p (Wins @3)qe "+ pa(wm, ©;)p"} ds
0

T T T
+/b(wm,%)s&ds—A/a( ms ;) pds =/ [, @) pds
0 0 0

T
/ {0 (Om, i) e '+ Aa(wn, 1)1} ds
0

T T T
Tk [ 0Oy 505 + 0 [ (O, 1) s = [ (9, ;) s

Ces égalités sont valables pour tout 1 < i < m , elles sont donc vraies pour
toute combinaison linéaire des {¢;} ,{1;} .

Par densité et par passage & la limite faible (10),(11) et (12)

impliquent que (w,0) est bien solution faible du probléme (P*).

Pour lunicité, on suppose
J=g=wo=w1 =0p=0

légalité (3) implique que :

E(t)=0 pour tout t € [0,T]

par suite
w=6=0 sur €)F

d’ou le résultat. m

4.3 Passage aux coordonées locales

Soit v la normale exterieure & Y et 7 le vecteur tangent & Y de telle sorte
que (v, T) soit direct en chaque point de X.
On note par s I’abscisse curviligne.

On pose alors
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v(s) = (vi(s), va(s))
et donc
7(s) = (= va(s), vi(s))

D’apres les formules de Frenet on a :

ot R(s) est la courbure de ¥ en s.

4.3.1 Deérivation sur )°

0 0
On désigne par —et —Iles dérivées par rapport aux coordonnées cartésiennes

oxr 0Oy
et EREEw les dérivées par rapport aux coordonnées locales, alors on a :
0 R(s) — =z R(s) — =z 9
G |=| e Y TR Y g
P v1(8) vo($) oy
R

9 iw(s) v1(8) 9

%@ _ | R(s)—2 %9

< B ) mis) | |2

Ay R(s)—z " 2 0z

4.3.2 Intégration sur €)°

Si f est une fonction scalaire définie sur €2° alors :

Qs/f(M)dﬂaéo/af(s,z)%dsdz
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Pour ¢ € W(°) on pose :

_ R(s) 0 R(s) 0O¢ 1 Oy
vrle) = R(s) — z0s (R(s) - z%) -

Ys(p) = —% (%g—f)

0%
Yn(p) = W

On pose aussi :

Lo )= / / (o +g_w>RRTdsdz,

4.4 Changement d’échelle

La solution du probléme (P;) dépend avec ° du parametre ¢, on ne peut
pas alors controler la solution lorsqu’on fait un passage a la limite.

On va faire un changement d’échelle le long de I’épaisseur de la coque mince
Q° pour se ramener & une formulation sur un domaine fixe lorsque ¢ varie.

L’idée donc est de dilater 'ouvert 2° d’un rapport % On consideére alors le

changement de variables suivant :
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o Q=Y x]0,1[— X x]0,¢]

(s,2) — (s,e2)

On pose alors
Q - Q_ U E U Q+

et on considére la transformation
T :Q — OF

telle que

T Id  sur Q.
¢°  sur Q_

On identifie ¥ avec ¥ x {0} et on pose

S =% x{l}et T_=00_\ (SUI.)

QFf ) ¥° et I’ sont alors les images respectives de €2_, ¥_ et I'_ par
I’application T*.

4.4.1 Changement d’échelle sur les fonctions

La transformation 7* fait correspondre a chaque fonction ¢_ définie sur
Q¢ la fonction ¢° définie sur 2_ par :

P (5,2) = 9 (T7 (s, 2))

et a chaque fonction ¢_ définie sur Q¢ x (0,7) la fonction ¢° définie sur
Q_x(0,7T) par :

908— (tv S, 'Z) = @_ (t, T (57 Z))
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4.4.2 Changement d’échelle pour v, v4 et vy

Soit ¢° I'image de ¢_ ( restriction de ¢ a Q° ) par 'application 7* .
Les images de vy, g et vy par le changement d’échelle sont respectivement
Y7, Y5 et ¥y telles que :

S R(s) 0 R(s) 0Oy~ 1 Op°
Vr(¢) R(s) — ez 0s (R(s) —ez Os ) ~ c(R(s) —ez) 0z
. R(s) 0y~
v5(e%) = 0z (R(s) — ez 0s )
YlpZ) = aag

4.4.3 Espaces fonctionnels sur ()

En effectuant le changement d’echelle précédent sur W(Q°) et sur V(02°),

leurs images respectives seront :

005 100
C90) € HA(Qy) x HX QL) 5 ¢ = ¢, —— == )
We(Q) = (¢5, %) (©24) (Q-);5 v7 =¢° 92 P sur
et 5 = % =0 sur +,<,0_—8V =0surI'_

Ve(Q) = (5, 9%) € H(Qy) x HY () ;95 =0 sur T'y
P =0 sur I'_et ¢S =4 sur ¥

4.5 Formulation variationnelle du probléme (F;)
sur le domaine fixe ()

Pour w®e L*(0,T; We(Q)), 6°€ L>*(0,T; L*(Q))n L*(0,T; VE(Q))
©° € We(Q) et 9 € VE(2) on pose :

(15 63)g, = [ wividn,
Q4
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1
w®, %) ://w o< _gzdsdz
0 =

oslut ) = [ Vuivetan,

Q4

31

1
o —52 0w 0t 1 0w 09 | R(s) — ez
a® (w® ;¢ )_//{ 0s Os +€2 0z 82} R(s) dsaz,
0=
o a2wa+ a2wi 82§0i (92w+ 8290+
bi(wi,¢3) = Dy /Q+ [( 2 T oy? ) 12 +2(1 - )axay 3x3y+

LA%WQ=A(@ﬁ+ﬁ%mm.
Le (7, % —5//]0590E + g %) (>(3€stdz.

Le probléeme (P;) s’écrit :
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(wf e L= (0,T; W(Q)) (wf) € L*(0,T ; VE(Q))
0° € L>°(0,T; L*(Q)NL*(0,T; VE(Q))
%{m@@)wﬁ +mmm@%mwmAﬁwmm+mem%ﬁ
—l—%{p (( ,) 9% ). +p_a (

thiay (05,05) + koaZ (62 )+-b+(w+,w+)-%b5( ) = Avan (05,95
—A_as (07, ¢7) + (0, ) + (62,

¥ (%, 1%) € WE(Q) x V€<Q>

wi (0) = wi, , (wi) (0)=ws, , 65 (0)="05 (4-2)
w® (0) =wi_ , (w2) (0)=wi_ , 6°(0)=05_ 4-3

Par le changement d’échelle; le probléme (P;) est équivalent au probléme

(PF).

4.6 Estimation a priori

Pour obtenir le modeéle limite, on établit d’abord des estimations & priori sur

la solution du probléeme (P*)
On note par E I’énergie du probléme (P?) :

2.8(6) = py (|| O[30, + 165012, +as(w2) (w2)) +
(I I+ 1620 +om (w2)' (w2))) +

by(wi, ws) + b (we,w?). Vt e (0,7

ou (w*, 6°) est la solution du probléme (P?).

Proposition 4.1  Sous les hypothéses suivantes :
(i) E(0) est bornée par rapport a €.
(i) f5 , g5 sont bornnées par rapport & € dans L*(0,T ; L*(Q))
(iii) ef, €g° sont bornnées par rapport & ¢ dans L'(0,T ; L*(Q_))

=)ot ) +po (65, z/fi)QerLai(wi,wi)}

07 0% ) = Lolh 05) + L7 (97, 07) (41)
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1l existe alors une constante C' indépendante de € telle que :
HwirHLoo(o,T;m(m)) < C (4-4)
HwiHLoo(o,T;m(Q,)) < C (4-5)
< -
H * HLoo(o,T;Hl(m)) s ¢ (4-6)
a ‘ < ~
H(w_ HLOOOTHl(Q ) ¢ (4 7)
HQ ||L°°OTL2(Q+)) < C (4-8)
6= ||Loo0TL2(Q y = C (4-9)
1 [ow
_ - < _
e se w
Loo(0,T512(02)
|7 (w2 ”Loo(o,T;Lz’(Q,)) < C (4-11)
1
—vs(w?) < C (4-12)
€ L2 (0,T5L2(02-)
1\ 2
H(g) Y (W) < C (4-13)
Loo(0,T512(02)
T
[ 16, ar < € (h-14)
0
T
/IIHSHLQ Ldr < C (4-15)
0
T
/HW [z dr < € (4-16)
0
r 106° ||
/ 5 ir < C (4-17)
€ 0z |29
0
06~ |7
/ H ir < C (4-18)
L2(Q-)
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Preuve. En posant dans la formulation faible (4-1)

p=w" et Y =40/(¢ et régulieres ), intégrant ensuite de 0 a ¢ :

+m/wemm

2 2 2
06°. 1 [06° R(s) — ez
h- /// ( —52) (83) ?(82) R(s) dzdsdr
/wng w+/wwp
// Ji(w +g+98)d9+
0 O
t 1 R(s)
—i—s/// (fo(ws) +g26° ) T B2 dsdr
)7RG)
0 0
D’une part et grace a I'inégalité de Cauchy-Shwarz
+m/WmM
/ / 2706°\? 1 [06°\?| R(s) —ez
+k/// ( —&tz) < Js ) 2 < 0z ) R(s) dzdsdr
0

+/wnﬂmm+/wwp
0
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t

< 80+ [ (1 [ @) |, + 195 195 e, ) i+
0
t
[ (e o | 0 [, + e iy 19 )
0
1
< +5/Wﬁhm”+H 48 ) * 182 e, +
0

o [ O ey R A

t
< o [,
0

D’autre part

L2(Q-)

162 )

65y + ] ()

L2(Q-

/Mﬁmm”w+/wwp dwwﬁﬂWmmz

o /// R(s) \°[06" 2+i 96"\ 2
- R(s)—ez 0s g2 \ 0z
02 o0 b
1 ‘) 2
> g (0 g, 16 ) + 30 ([ 0)
On applique le lemme de Gronwall aux fonctions :
2
e (J@ |+ 18 ) + ()

2

min(p,, p_)
Il existe donc une constante C' indépendante de ¢ telle que

R(s) — ez
R(s)

2
o 1 )

dzdsdr

2 154
o 1 )

t —

BT I—:

Le2(0,75 H'(Q24))

)] L

Le(0,T; HY(Q-))
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”9 HLoo 0,T; L2(Qy)) <C

o <c

||L°° 0,T; L2(Q_))
D’ou

/ 193 0, 07 + / 16 gy + s / IV

o[ty G (5

Ce qui implique que :

R(s) —
R(s)

2 dzdsdr < C

1 06- dr < C
e 0z |12 )
00°
I, e
0s L20.)
0

163220,y 47 < €

16220,y A7 < €

/
/

E(t)<C

Par suite

by(wh,wl) <C et b (w,uw®)<C
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<C

1 (awi )'
e\ 0z
L*>(0,T;L2(02-))

d’oul les majorations (4-11), (4-12) et (4-13).

Grace a l'inégalité de Poincaré on a :

et

[0S [z, < br (0, wl) < E(t) <C

w2 |[3y < 0° (', w?) < E(t) < C

il existe donc une constante indépendante de € telle que

C

||wj-||L°°(O7T; H2(Q)) <

<C

HwiHLOO(O,T; H2(Q_))

Ce qui achéve la démonstration. m

4.7 Conséquence des estimations a priori

On déduit a partir des estimations & priori I'existance d’une sous suite notée

aussi (w®, 0%) telle que :

(w}) converge faiblement* dans L>(0,T; H*(Qy4))

((wi)') converge faiblement® dans L>°(0, T Hl(Qi))

(6%) converge faiblement* dans L>(0,T; L*(Qy4))
et converge faiblement dans L*(0,T; H*(Qx))

On définit les espaces :
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w
we H*(Q); w=——=0sur 'y, wy € HJ(D),
W(Q.) = 03"

N s€ Hy (%)

V(Qy) = {weHY(Qy); w=0sur 'y, wy € Hy(X)}

Proposition 4.2 Notons w (resp 0+) la limite de la suite (wj[) (resp (9;))
nous avons
1. (a) w_(s,2,t) =ws(s,0,t) V (s, z,t) € Q_x (0,7T)
(b) 0_(s,z,t) =0,(s,0,t) V (s, z,t) € Q- x (0,7)
2. (a) 0, € L>0,T;L*Q,))Nn L0, T;V(Q))
(b) w, € L2(0,T; W((224))
)
)

Preuve.

1. (a) L’estimation (4-13) implique que

Yy(w?) — 0 fortement dans L (0,7 L*(-))

lorsque ¢ — 0, mais au sens des distributions

: (uF) DPw_
YN (W_ 822
D*w_ , Ow_ w_ ,
donc 52— 0 ou bien e (s,2,t) = e (s,0,t) mais

w_(s,z,t) = w_(s,0,t) —i—/ (98% (s,7,t)dr
0

par suite

w_(s,z,t) =w_(s,0,t) + z% (s,0,1) (4-19)
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Un passage a la limite dans la condition de transmission
we (s,0,t) = w(s,0,t)

et le fait que

a 3 — a 1>
sanr(s, 0,t) = aw_(s, 0,t)

montrent aprés passage a la limite dans (4-19) que

w_ (s,z,t) =wy (s,0,1) V (s, z,t) € Q- x (0,7)

(b) l'estimation (4-17) montre que
06
0z

et au sens des distributions

o00° %
0z 0z

— 0 fortement dans L (0, T, LQ(Q_)) quand ¢ — 0

donc

00_
9. !
ou bien
0_(s,z,t) =60_(s,0,1)

et un passage a la limite dans la condition de transmission
6 (s,0,t) = 65 (s,0,1)

montre que

0_(s,z,t) =04 (s,0,1) V (s, z,t) € Q- x(0,7)

2. (a) Nous avons déja

9+ € Loo(oaT 7L2(Q+)) A LZ(OaT 7H1(Q+))

un passage a la limite dans la condition d’encastrement

05 =0 sur I'y x (0,7)
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donne

0, =0 sur 'y x (0,7)

D’une part, nous avons 0_ € H*(Q_) et comme 0 |5y om=6-

alors
9+ |Z><(O7T)€ L2(O,T; Hl(Z))

D’autre part, le point (b) de 1. implique que

00
8_.: lsxom€ L*(0,T; L* (X))
et comme &L = 0 alors
0z

04 |sx0m)€ L*(0,T; H&(Z))

par conséquent

0. € L2(0,T 5 L2(Qy)) N L2(0,T V()
Comme w_ € L>*(0,T ; H*(Q_)) et

w_o = %zOsmrP_x(O,T)

on en déduit que

wy € L*(0,T ;HS(E)).
La condition de transmission

10w® O,
(Sa 07 t) - ay

e Oz

(s,0,t)
permet d’écrire
1 0ws
e 0z

9
0

£

10w
et donc la suite (— —

A oo T2
=, ) est bornée dans L>(0,7 ; L*(£2_))

ows 1
(5.5) = 5 (5,0.0) +2 [ (w7 0y
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grace a l'estimation (4-13).

1 0w®
Les estimations a priori (4-11) et (4-12) impliquent que la suite <— g}_> est
e 0z

bornée dans L>(0,T ; H'(Q_)) admet donc une sous suite conver-
gente faiblement* vers u_ dans L>(0,T ; H'(Q_)).

Nous avons

we (s,2,t) =0 sur I'_ x(0,7)
et donc e

% (s,2,t) =0 sur I'_ x(0,7)

et par passage a la limite on aura aussi :

u_=0sur I'_ x (0,7)

L’estimation & priori (4-13) entraine que

—vy(w=) — 0 lorsque e — 0
€

et au sens des distributions

d’ou

On en déduit alors que

u_(s,2z,t) = u_(s,0,t) pourse X, z€]0,1[ et t € (0,7)

La condition de transmission

10uws O,
(Sa 07 t) - 81/

e 0z

(s,0,1)
donne par passage a la limite

u_(s,0,t) = % (s,0,1) pour s € Y et t € (0,7)

on aura alors 5
Wy 1
—L e H;(Y).
ay € O( )
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(¢) ((wg)') converge vers w)y dans L>(0,T ; H*(€.)) faible étoile ; comme

de plus

w_ (s,2,t) =w_(s,0,t) = w4 (s,0,t) =w, | ¥ x (0,7T)

alors

w_ (s,0,t) =w, (s,0,t)
et la restriction de w', a ¥ x |0, T appartient a L>=(0,7 ; H}(X)).

Par ailleurs

w, =0 sur I'y x (0,7)

car

(wi) =0 sur I'y x (0,7)

par consequent

w, € L%(0,T ;V(2,))

Le point (d) se déduit de la condition de transmission

1 0ws ows.
- 0. (5,0,t) = Ep (s,0,1) sur X x (0,7

et les estimations (4-10) — (4-13).

Enfin les conditions de transmission et les estimations a priori impliquent :

L10ws R(s)—ez
Of . R(s)

owy

ov

Ydz — faiblement* dans  L>*(0,7T ; H}(X))

1 e\ . I
fé <8;UZ_) (R(Z)(s) 5z)dz — (%) faiblement* dans  L>(0,T ; L*(X))
0

ploo” 90,
)20 T T

faiblement* dans L*°(0,7 ; L*(X))
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Proposition 4.3 Posons :

a2w+ 1 aw+

yrlws) = ds>  R(s) ov

82'U)+ 1 aw+

s(w+) = ~9sdv R(s) Os

Nous avons :

/’y%(uﬁ)(%)dz — yp(wy) faiblement* dans L>(0,T ; L*(X)) (4-20)

1
1/763(106_)(&8_&)@ — ~v4(w,) faiblement* dans L>(0,7 ; L*(%))
0

(4-21)

1
= /'ﬁv(wi)(m)dz — —0o_~y(w,) faiblement * dans L>(0,T ; L*(X))
0

(4-22)
Preuve.

1. L’estimation (4-11) montre que
[ e (RO
s) — ez
1 & d
[t (F ="y
0

est bornée indépendamment de ¢ dans L>°(0,7 ; L*(X)),admet donc une
sous suite convergente faiblement® dans cet espace, les conditions de trans-

mission permettent d’écrire :

ov g2 022

zfl
f 2%
0 0

10ws o, 1 9%wf
=5, ——(s,2,t) = (s,t) +5/ ———(s,7,1) dr
0

w (s, z,t) = w (s,0,t)

s, G, t)dde,
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un passage a la limite au sens des distributions montre alors que :

1

/7%(w6)(%)d2—>7T(w+) faiblement* dans L*°(0,7 ; L*(X))

2. De méme grace a 'estimation a priori (4-12) on a :

1

1 I
/g7g(wi)(m)dz — vg(wy) faiblement® dans L™(0,T ; L*(X)),
0

3. Prenons dans (4-1) pour fonctions tests

_— . = 0 dans €,
4 oo = 322%u(s) dans Q_
o = v, = 0 dans €,
< =0 dans Q_
ol u est une fonction assez réguliére indépendante de z, intégrons ensuite
deOaT:
T T

0

/p% [((ws)',tpi)g, +ai((w€_)',¢f_>] dt+/bi (we, %) dt

0
Y / 0 (07, 7 )it = / Le (5, 0)dt (4-23)
0 0
Nous avons :
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T

/as(ﬁg,gos)dt .0

0

e ey _ o R(s) O R(s) Ouz? e
’YT(SO—) = £ R(s)—ez% <R(S)—€Z%?)_MS—ZU(S)

Yi(p) = _52% (%%Zg)

2(1 — U)’Ys(;’f—) Ys(¥2) 1
Vv (w?) ooy ) In(@) R(s) — ez

( = + O'_")’T(w)> = RG) dzdsdt

mais

g IS ’Y?V(wi) : 2 [e.9] . 2
Yo (ws) +o_ = est une suite bornée dans L>°(0,7 ; L*(£2_))
¥7(¢%) — 0 dans L™(0,7;L*(_)) fortement
donc

7 / / (i) + Soviv(ws) ’7?(903)%@@@5%0

7//1 'Y%(gws—)’)’%(fs_) R(Z)(S_) €2 1 et s 0
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puisque

1
gfyi(gf_) — 0 dans L*(0,T ; L*(Q_)) fortement

1
—v5(w®) est bornée dans L>(0,T ; L*(Q_))
€
Enfin en multipliant ’équation (4-23) par €2, un passage a la limite donne

alors :

1 —
/ (5—27§V(w8) + J_'ygT(wa)) Mdz — 0 faiblement* dans L>(0,7 ; L*(X))

S /’yf\,(wi)(%)dz — —o_~p(wy) faiblement * dans L*°(0,T ; L*(X))

4.8 Passage a la limite et probléme de Ventcel

On montre dans ce paragraphe que I'action asymptotique (quand ¢ — 0) du
raidisseur €2 sur la plaque {2, se modélise par des conditions aux limites évo-
lutives sur la partie ¥ du bord de €2,. En effet, les formes a° (.,.) et (.,.)qe
associées a (° se comportent a la limite comme des formes ay (.,.) (ou ak (.,.))
et (.,.)y qui se traduisent par des conditions aux limites de Ventcel, faisant in-

tervenir des dérivées tangentielles sur le bord ..
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Proposition 4.4 On suppose que
1

1 —

5—

6 —

fi,s/ffdz converge faiblement vers (fy, f*) dans L*(0,T; L*(2,) x L?(X))
0

1
gi,s/gidz converge faiblement vers (g4, g*) dans L*(0,T; L*(2) x L*(X))
0

1
w§+,5/w§dz converge faiblement vers(woy,woy | ) dans H*(2y) x H2(X))
0
1
wi_dz | converge faiblement vers (w1, wiy | X) dans H*(Q,) x HX(X))

€
w1+7

o, ., 0 _dz | converge faiblement vers (0o, , 0, | X) dans L2(2y) x L*(%)

4
|

1

1
— / d,ws_dz converge vers wy faiblement dans L*(X)
5

0

Alors la suite (wi,@i) converge vers 'unique solution faible (w,,0,) du

probléme de Cauchy-Ventcel suivant :

wy € L0, T; W (24)) (wy) € L=(0, T3V (Q24))
(Oywy) € L®(0,T;L* (%)) 0. € L0, T3 L*(y)) N L2(0, T35V (Q24))
d

o [m (W, 9)q, +pras (W 0) +py (04,9)g, + Aray (wy, w)]

+E [p_ (w, go)E +p_as (W, @) + p_ (04,0)g + A_ag; (wi, )] +

+by (W, ) +bs (wy, @) + kray (04,9) + k_ag; (04,9) +

+ (0. 9)g, + (04, 9)g — Ayay (04, 0) — A_ax (01, ¢)

=Ly (p,%) + Lz (p,%) (4-24)
wy (0) = wot sur Qg (4-25
wly (0) = w4 sur Qg (4-26
(O,wy) (0) = wy sur X (4-27)
0. (0) =0, sur €y (4-28)
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ou

(w,0)y = /wsods
>

ay (w, ) = /8Sw.8s<,pds
>

as, (w,p) = /[8sw.83g0+ O, w.0,p] ds

bs(ip) = E- [ | w)ar (0)+ 7o w)a, (9)] s
Ly (p4) = /[wf*+¢g*]d8-

Preuve. 1) Soit ¢, € W (24) et ¢, € V (£24) réguliéres,

En prenant dans (4-24) comme fonctions tests :

oF = YL =@, sur €,
©* =@, (5,0)+ez0,0, (5,0) sur Q_
et
U = Vi =1y sur €2,
Y=, | B sur Q_

On aura :

(a)
Lo (00) = [ fivh + gruiaon
Q2
= /fi‘:0+‘|’9i¢+d9+ f— /f+90+‘|‘9+¢+d9+
Q4 Q4

dans D' (]0,TY)
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| LR(s)
s) —ez
L (p2,07) = 5//f =+ giyt WdZdS
2 0
| R(s)
s
5//f ¢, (5,0)+¢e20,p0, (5,0) + g9, | D R dzds
5 0
5:6 /f*SO+ +4g" ¢+d5
b
dans D' (]0,TY)
(b)
N 1C)) R(s) 0 R (s)
T (et) = R(s) — 2 7 (p4) + “R (s) —ezds \ R(s) — = ()
(o R(s) Y’
Vs ((10—) = ¢ <R(S) — 82) Vs (QOJr)
(@) =0
ou ( )_82go+_ 1 dp,
it 0s®>  R(s) Ov
_ Py 1 Oy,
V() " 0s0v  R(s) Os
On vérifie grace a la proposition 4.3 que :
b (we, %) > bs (w4, ¢,) dans D' (]0,TY)
b+ ('LUi, Qoi) - b+ ('LU+, 904-) dans D' Goa T[)

e—0
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(c) On vérifie aussi que :

() et), = () ey

_ e—0

as ((wi)/ , <pi> —ax ((we) ,94)

E—

(00— (0:0),

0

o (0 0) — ok (w0

az (98—7 @Z’a—) P ay, (9+’ ¢+)

—0

(07, v%) 0 (T

as (98_7 ‘;08_) ;)) as, (9+7 ‘;0+)

2) Le probléme (P) admet une unique solution. Pour le voir il suffit d’appli-
quer la méthode de Faedo-Galerkin.

3) Les hypotheses de la proposition 4.4 et I'unicité de la solution du probléme
(P) ainsi que la proposition 4.2 impliquent que toute la suite (wi, Qi) converge
vers (wy,0,).

4) Un passage a la limite dans (4-2) et (4-3) donne alors les conditions initiales
(4-25) — (4-28). m

4.9 Formulation forte du probléme de Ventcel

Proposition 4.5 (w,,0.) est solution du probléme aux limites d’évolution sui-
vant :

p+ ([ — A) UJI_:'_ + D+A2w+ + )\+A0+ = f+ dans Q+ X (O, T )
p+t9‘+ — k+A9+ + 9+ — >\+A'LUI+ = g+ danS Q+ X (O, T )
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avec les conditions aux limites :

encastrement et température fixée sur I'y x (0,7") :

Wy =

0
8,,w+ =0
9+ - 0
conditions de Ventcel sur ¥ x (0,7") :
pr 070wy + p_0F (wy — O2wy ) + T (wy) + P(wy) + A-030, — A\0,04 = f*
)\+(9t8yw+ — )\,(91«031(4 + p_at9+ + k:+(91,9+ — k78329+ + 9+ *
p_020,wy + M (wi)+Q(wy)—A_0,0, = 0

I
Q

et les conditions initiales :

wy (0) = w, dans

(0) = w; dans Q4
00, wy(0) = we sury
0,(0) = 60, dans .
t

3

sont définis par

1+o R(s)
Q) = B [0, )~ e ()
Tow) = 0| 1m0 2 [08- ) g+ (55 - 55 ]

82 8271) 8210
Melw) = D {Aw Fi=e) <2 gy o axzﬂ

Preuve. 1) Une intégration par parties donne :

0
bi(wy, ) :D+/A2w+¢dﬂ+—/M+(w+)a—fds
+/T+(w+)90d5

by
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14+0_

bs(wy, ) = E- é[&?%(wﬁﬂt - -6‘5<R15)73(w+))}wd8

' / o (e ) = g ()] 2

as(wy, @ /Aw+4de++/ —pds
ow, 0
as,(wy, @) /82w+90d5—|—/ ;U+ afd
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2) En prenant ¢ = 0 dans (4-24), une intégration au sens des distributions

donne alors ’équation :

p+ (I — A) 'U)‘_L_ + D+A2'UJ+ + )\+A9+ = er

3) En prenant )= 0 dans (4-24), une intégration au sens des distributions

donne alors 1’équation :

p+9‘+ — k+A9+ + 9+ — )\JrA'lUI_'_ = g+
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