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Résumé

L�un des concepts fondamentaux de la cryptographie symétrique est une clé qui permet à la

fois de chi¤rer et de déchi¤rer un message.

Etant donné un chi¤rement basé sur une permutation E : X ! X, où X est l�ensemble

des signes d�un message avec la propriété E(E(x)) = x; 8x 2 X; c�est à dire que E est une

involution: Alors E permet de chi¤rer et déchi¤rer le message.

Ce mémoire consiste en l�étude d�un article de P. Charpin, S. Mesnager et S. Sarkar sur

les polynômes de Dickson de première espèce qui induisent des involutions.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les résultats fondamentaux sur les corps �nis

utiles aux chapitres suivants.

Dans le chapitre suivant, nous donnons la dé�nition de polynôme de permutation ainsi

que les critères qui donnent les conditions pour lesquelles un polynôme est de permutation

avec des démonstrations élaborées et plusieurs exemples.

Le dernier chapitre est réservée à l�étude détaillée de l�article de P. Charpin, S. Mesnager

et S. Sarkar. Nous déterminons donc l�ensemble des involutions de Dickson et son cardinal.



Introduction

Nous commençons par la question suivante liée à la cryptographie : peut-on avoir un algo-

rithme qui permet à la fois de chi¤rer et déchi¤rer un message. La réponse est oui, l�exemple

classique pour ce genre de cryptosystème est Enigma. L�avantage d�avoir le même algorithme

est que l�implementation de l�algorithme de chi¤rement est utilisée pour le déchi¤rement, ce

qui réduit le coût de l�implementation.

Etant donné un chi¤rement basé sur une permutation E : X ! X, où X est l�espace

message avec la propriété E(E(x)) = x; 8x 2 X; c�est à dire que E est une involution: Alors

E permet de chi¤rer et déchi¤rer le message.

Ce mémoire consiste en l�étude d�un article de P. Charpin, S. Mesnager et S. Sarkar (2015)

sur les polynômes de Dickson de première espèce qui induisent des involutions. Il est composé

de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les notions fondamentales sur les corps �nis

telles que la cardinalité, l�existence et l�unicité ainsi que la norme et la trace. Nons donnons

la dé�nition du caractère additif d�un corps �ni et quelques propriétés. En�n, pour mieux

comprendre, nous donnons des exemples de corps �nis.

Dans le deuxième chapitre, nous rappelons la dé�nition de polynôme de permutation sur

un corps �ni ainsi que le critère d�Hermite qui permet de montrer qu�un polynôme est de

permutation. Nous donnons quelques exemples de polynômes de permutation tels que les

monômes, les polynômes de Dickson et les polynômes linéarisés.

Le dernier chapitre est consacré à l�étude détaillée de l�article de P. Charpin, S. Mesnager

et S. Sarkar. Nous exposons donc les résultats avec des démonstrations détaillées sur les

polynômes de Dickson de premère espèce dans F2[x] en précisant l�ensemble des involutions

de Dickson et son cardinal.
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Chapitre 1

Rappels sur les corps �nis

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons les notions fondamentales sur les corps �nis telles que la

cardinalité, l�existence et l�unicité ainsi que la norme et la trace. Nons donnons la dé�nition

de caractère additif d�un corps �ni et quelques propriétés. En�n, pour mieux comprendre,

nous donnons des exemples de corps �nis.

Les références utilisées sont : [1], [3] et [4].

1.2 Rappels élémentaires

Dé�nition 1.2.1 Un corps �ni est un corps ayant un nombre �ni d�éléments.

Théoréme 1.2.1 (Théorème de Wedderburn) Tout corps �ni est commutatif.

Théoréme 1.2.2
Z
nZ

est un corps �ni si, et seulement si, n est premier.

Démonstration. Supposons que n n�est pas premier, alors on peut écrire n = qk, où

1 < k < n et 1 < q < n: On a alors 0 = n = pq = pq avec p 6= 0 et q 6= 0;

donc
Z
nZ

n�est pas intègre, d0où
Z
nZ

n�est pas un corps, puisque tout corps est intègre.

Supposons maintenant que n est premier. Montrons alors que tout élément non nul de Z=nZ

est inversible. Soit x 2 Z
nZ

; x 6= 0: Comme n est premier, alors PGCD(x; n) = 1: Il existe

donc k; s 2 Z tels que kn + sx = 1; donc an+ bx = 1, d�où an + bx = 1; et comme n = 0;

alors bx = 1; c�est-à-dire que x est inversible, d�où
Z
nZ

est un corps.
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Théoréme 1.2.3
Z
nZ

est intègre si, et seulement si, n est premier.

1.3 Cardinalité

Théoréme 1.3.1 Tout corps �ni K contient une copie de
Z
pZ
; où p est un nombre premier.

Démonstration. Soit K un corps �ni. Soit l�application

f : Z �! K

n �! n:1

où

n:1 =

8>>><>>>:
1 + 1 + � � �+ 1 (n fois ) si n > 0;

0 si n = 0;

(�1) + (�1) + � � �+ (�1) (� n fois ) si n < 0:

L�application f est un morphisme d�anneaux. Nous savons que

Z
ker f

' f(Z):

Nous avons

ker f = fm 2 Z : m:1 = 0g:

Comme ker f est un idéal de Z, il est donc de la forme nZ, n 2 N; d�où Z
ker f

=
Z
nZ

' f(Z):

Comme K est un corps �ni, il est donc intègre et tout sous-anneau de K est intègre, d�où

f(Z) ' Z
nZ

est intègre. C�est à dire que n est premier. Autrement dit, K est une extension

de
Z
pZ
; où p est premier:

Remarque 1.3.1 Le nombre premier p est la caractéristique du corps K, c�est à dire., le

plus petit entier strictement positif tel que p:1 = 0:

Dé�nition 1.3.1 Le corps
Z
pZ
; noté Fp; est appelé corps premier de K.

Théoréme 1.3.2 Soit p un nombre premier et K un corps �ni de caractéristique p et de

cardinal q. Alors il existe un entier n tel que

q = pn:
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Démonstration. Considérons Fq comme un espace vectoriel sur Fp. Posons dimFp(Fq) = n

et soit � = f�1; : : : ; �ng une base de Fq sur Fp, alors chaque élèment a 2 Fq peut s�écrire

comme combinaison linéaire des élèments de la base � avec des coe¢ cients dans Fp. Donc

il existe c1; : : : ; cn 2 Fp qui satisfont a = c1�1 + : : : + cn�n, d�où, en considérant toutes les

combinaisons linéaires des éléments de la base �, on obtient pn élèments dans Fq qui sont

distincts. Par conséquent

q = pn:

1.3.1 Existence et unicité

Dans la suite, nous noterons un corps �ni à q éléments Fq:

Théoréme 1.3.3 .

1- Pour tout nombre premier p et pour tout n 2 N�, il existe un corps �ni à pn éléments.

2- Deux corps �nis ayant le même nombre d�éléments sont isomorphes.

Démonstration.

1- Posons q = pn et soit f (x) = xq � x 2 Fp[x]: Alors l�ensemble

R =
n
� 2 �Fp : f(�) = 0

o
;

des racines de f(x) forme un corps à q élément. En e¤et, on a 0 2 R et 1 2 R: Soit

a; b 2 R; alors (a+ b)q = aq + bq = a + b; donc a + b 2 R: De plus (ab)q = aqbq = ab;

donc ab 2 R: On a par ailleurs que (a�1)q = (1=a)q = 1=aq: On en déduit que R est un

sous-corps de Fp à q éléments.

2- Soit Fq un corps �ni à q éléments et soit a 2 Fq. On a aq = a: En e¤et, si a = 0; c�est

véri�é. Sinon, comme le groupe multiplicatif K� est d�ordre q � 1; alors aq�1 = 1; et

en multipliant par a les deux membres de l�égalité, on obtient le résultat. Donc, pour

tout a 2 Fq; x� a divise xq � x. On a alors,

xq � x =
Y
a2Fq

(x� a):

Donc, tout corps �ni à q éléments est le corps de décomposition de xq � x sur Fp: Le

corps de décomposition étant unique à isomorphisme près, on a le résultat voulu.
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1.4 Exemples de corps �nis

Soit f(x) 2 Fp[x] un polynôme unitaire irréductible, de degré n: Soit (f (x)) l�idéal de Fp[x]

engendré par le polynôme f(x): Nous savons que Fp[x]= (f (x)) est un corps à pn éléments

et que l�on a l�isomorphisme de corps

Fp[x]= (f (x)) w Fp[�];

où � est une racine de f (x) dans une clôture algébrique de Fp: Dans la suite, après avoir

choisi un polynôme unitaire et irréductible de degré n; on écrira simplement

Fpn = Fp[�]:

Exemples 1.4.1 Le corps F4:

Soit f(x) = x2 + x+ 1 2 F2[x]: On a f(0) = f(1) = 1, donc f(x) n�a pas de racine dans F2;

et comme il est de degré 2, alors il est irréductible sur F2; d�où

F4 = F2[�] = fa+ �b : a; b 2 F2 et �2 = �+ 1g:

Remarquons que �3 = �2� = �(�+1) = �2+� = �+1+� = 1: On obtient alors les tables

d�addition et de multiplication dans F4 = f0; 1; �; 1 + �g :

+ 0 1 � �+ 1

0 0 1 � �+ 1

1 1 0 �+ 1 �

� � �+ 1 0 1

�+ 1 �+ 1 � 1 0

� 0 1 � �+ 1

0 0 0 0 0

1 0 1 � �+ 1

� 0 � �+ 1 1

�+ 1 0 �+ 1 1 �

:

Le polynôme x2 + x+ 1 est l�unique polynôme irréductible sur F2 de degré 2.
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Exemples 1.4.2 Le corps F8:

Le polynôme f(x) = x3 + x + 1 2 F2[x] est irréductible car il est de degré 3 et n�admet pas

de racine dans F2 puisque f(0) = f(1) = 1. On a donc

F8 = F2[�] = fa�2 + b� + c : a; b; c 2 F2 et �3 + �+ 1 = 0g:

Exemples 1.4.3 Le corps F16:

Le polynôme f(x) = x4 + x+ 1 2 F2[x] est irréductible. En e¤et, f(0) = f(1) = 1 6= 0, donc

f(x) n�a pas de racine dans F2 ; de plus (x2+ x+1)2 = x4+ x2+1 6= f(x); et x2+ x+1 est

le seul polynôme irréductible de degré 2 sur F2: On a donc

F16 = F2[�] = fa�3 + b�2 + c� + d : a; b; c; d 2 F2g:

Exemples 1.4.4 Le corps F9
Le polynôme f (x) = x2 + 1 2 F3[x] est irréductible car il est de degré 2 et n�admet pas de

racine dans F3 puisque f (0) = 1 et f (1) = f (2) = 2: On obtient alors la représentation

F9 = fa+ �b : a; b 2 F3 et �2 = 2g:

1.5 Groupe multiplicatif

Théoréme 1.5.1 Soit Fq le corps �ni à q éléments, et soit F�q son groupe multiplicatif. Alors

F�q est un groupe cyclique.

Le groupe F�q étant cyclique, il admet un générateur.

Dé�nition 1.5.1 Un générateur de groupe cyclique F�q est appelé élément primitif du corps

Fq:

Exemples 1.5.1 Le polynôme f(x) = x4 + x3 + 1 2 F2[x] est irréductible: Soit � 2 F2 une

racine de f (x) et soit F16 = F2[�]. On a �4 = �3+1; �5 = �4� = �3+�+1: Comme l�ordre

de � dans le groupe F�16 divise l�ordre du groupe, qui est égal à 15, on en déduit que l�ordre

de � est égal à 15, d�où � est primitif.
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1.6 Sous-corps d�un corps �ni.

Proposition 1.6.1 Soit K un corps �ni et soit L un sous corps de K; alors K et L ont

même caractéristique.

Démonstration. Comme K est un corps �ni à pn éléments avec p premier et n entier

positif, et L � K alors L est un corps �ni, donc de cardinal qm, où q désigne un nombre

premier et m un entier positif. D�autre part, on a L � K alors (L�+) est un sous groupe de

(K�+) ; donc d�aprés le théorème de Lagrange qm divise pn: Comme p et q sont des nombres

premiers, alors p = q.

Théoréme 1.6.1 Soit m�n 2 N et p un nombre premier, alors

Fpm � Fpn , m divise n:

Démonstration. On suppose que Fpm � Fpn : Posons k = [Fpn : Fpm ], on a pn = pm � pm �

::: � pm (k fois) ; donc pn = pmk, d�où n = mk et m divise n. Réciproquement, si m divise

n; alors il existe k tel que n = mk. Soit x 2 Fpm : On a

xp
n

= xp
mk

=) xp
n

=
���

xp
m�pm�����pm

(k fois) :

On en déduit que xp
n
=
�
(x)p

m���
�pm

= x; car xp
m
= x du fait que x 2 Fpm ; d�où x 2 Fpn ; alors

Fpm � Fpn :

Exemples 1.6.1 1- F8 = F23 n�est pas un sous-corps de F16 = F24 car 3 - 4:

2- F8 = F23 est un sous-corps de F64 = F26 car 3 j 6:

3-F4 est un sous-corps de F16 = F24 car 2 j 4:

4-F9 est un sous-corps de F81 = F34 car 2 j 4:

1.7 Automorphismes d�un corps �ni

Théoréme 1.7.1 Soit � 2 Fpn :Alors il existe un unique polynôme unitaire et irréductible

P�(X) 2 Fp [X] tel que P�(�) = 0 et P�(X) divise tout polynôme f (X) de Fp [X] ayant �

comme zéro. De plus deg(P�) � n:

7



Démonstration. Il su¢ t de remarquer que l�ensemble � = ff 2 Fp [X] ; f(�) = 0g est un

idéal principal distinct de f0g. Il est alors égal à P�(X)Fp [X] où P�(X) est le polynôme

recherché.

Dé�nissions les conjugués d�un élément � comme suit.

Dé�nition 1.7.1 Soit � 2 Fpn : Les conjugués de � sont les racines dans Fpn de P�(X):

Grâce au lemme suivant, il n�est pas di¢ cile de prouver que �p,�p
2
,...,�p

n�1
sont racines

de P�(X):

Lemma 1.7.1 Soient �1; :::; �k; k éléments d�un corps de caractéristique p. Alors

8i 2 N; (�1 + :::+ �k)
pi = �p

i

1 + :::+ �p
i

k :

Démonstration. Il su¢ t de remarquer que les coe¢ cients de la somme

(�1 + :::+ �k)
pi =

X
j1+:::+jk=pi

pi!

j1!:::jk!
�j11 :::�

jk
k

sont des multiples de p excepté pour jl = pi (0 � l � k) :

Le degré de P� ou encore le nombre de conjugués associés à � est alors donné après une

démonstration purement technique par le théorème suivant.

Théoréme 1.7.2 Soit � 2 Fpn : Le nombre de conjugés de � divise n. C�est le petit entier

d tel que pd � 1mod ord(�):

En�n, le groupe des automorphismes d�un corps �ni est lui aussi cyclique.

Proposition 1.7.1 Les automorphismes d�un corps �ni Fpn sont Id, �; �2; :::; �n�1 où l�au-

tomorphisme � est donné par

Fpn ! Fpn ;

x 7! xp:

Démonstration. On véri�e facilement que , � et ses composés �i sont des automorphismes,

distincts si i < n . Réciproquement, soit f un morphisme et � une racine primitive de Fq de

polynôme minimal P�(X): Nous avons P�(f(�)) = f(P�(�)) = 0; et donc il existe un indice

i < n tel que f(�) = �p
i
d�où on conclut facilement que f = �i:
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1.8 Trace et norme sur un corps �ni

Théoréme 1.8.1 Soit f 2 Fq[x] un polynôme irréductible de degré m: Si � est une racine

de f dans Fqm alors toutes les racines de f sont distinctes dans Fqm et sont données par

�; �q; �q
2

; : : : ; �q
m�1 2 Fqm

Démonstration. On sait que f est un polynôme qui admet au plus m racines dans Fqm.

Soit � une racine de f dans Fqm. Montrons que f(�q) = 0.

Posons

f(x) =
mX
i=0

aix
i; ai 2 Fq:

On a

f(�q) = a0 + a1�
q + a2(�

q)2 + : : :+ am(�
q)m

= aq0 + aq1�
q + aq2(�

q)2 + : : :+ aqm(�
q)m; (ai 2 Fq ) aqi = ai)

= (a0 + a1�
q + a2(�

q)2 + : : :+ am(�
q)m)q

= (f(�))q = 0q = 0:

Ceci montre que � et �q sont des racines de f dans Fqm et que �q
2
; : : : ; �q

m�1
sont aussi des

racines de f . Si �q
i
= �q

j
pour 0 � i < j � m� 1, alors on aura

�q
i�j

= 1

i:e ) �q
m

�q
i�j

= �q
m

�q
m+i�j

= �q
m

= �:

Donc � est une racine d�un autre polynôme de degrém+i�j. Cependant 0 < m+i�j < m;

ce qui contredit le fait que � est une racine d�un polynôme irréductible de degré m:

Corollaire 1.8.1 Soit f un polynôme irréductible dans Fq[x] de degré m: Alors le corps de

décomposition de f sur Fq est Fqm :

Démonstration. D�après le théorème (1.8.1), f se décompose complètement dans Fqm :

donc Fq(�; �q; �q
2
; : : : ; �q

m�1
) = Fq(�) = Fqm ; � étant une racine de f dans Fqm :

Dé�nition 1.8.1 Soit � 2 Fqm. La Trace de � sur Fq notée par TrFqm=Fq(�) est donnée par

TrFqm=Fq(�) = �+ �q + : : :+ �q
m�1

:

9



Si Fq = Fp est un corps premier, alors TrFpm=Fp est appelée Trace absolue ou tout simplement

Trace.

Dé�nition 1.8.2 Soit � 2 L = Fqm et K = Fq: La Norme de � sur K, notée NL=K(�) est

donnée par

NL=K(�) = �: � � � :�q:�qm�1

Lemma 1.8.1 Soit � 2 Fqm : Alors TrFqm=Fq(�) 2 Fq et NFqm=Fq(�) 2 Fq:

Démonstration. Soit m�(x) 2 Fq[x] le polynôme minimal de � sur Fq et soit m�(x) =
rP
i=0

aix
i tel que r = [Fq(�) : Fq]: On a bien que r j m et m� dé�nit une extension du corps

Fqr de Fq: D�après le théorème 13, on a
m�1Y
i=0

(x� �q
i

) =
r�1Y
i=0

(x� �q
i

):
r�1Y
i=0

(x� �q
i+r

): � � � :
r�1Y
i=0

(x� �q
i+r(mr �1))

=
r�1Y
i=0

(x� �q
i

): � � � :
r�1Y
i=0

(x� �q
i

)| {z }
m
r
fois

:

= m�(x)
m
r :

Comme m�(x) 2 Fq[x], alors m�(x)
m
r admet des coe¢ cients dans Fq: Le coe¢ cient du

deuxième terme est donné par

�(�+ �q + : : :+ �q
m�1
) = �Tr(�);

et le coe¢ cient constant est la Norme de �. Par comparaison on a

rTrFqm=Fq(�) = �mam�1 2 Fq

et NL=K(�) = a
m
r
0 2 Fq:

1.8.1 Propriétés de la trace et de la norme

Soit L une extension �nie de K; avec [L : K] = m et soit �; � 2 L; c 2 K: On a :

TrL=K(�+ �) = TrL=K(�) + TrL=K(�)

TrL=K(c:�) = c:T rL=K(�)

TrL=K(c) = m:c

TrL=K(�
q) = TrL=K(�)
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NL=K(�:�) = NL=K(�):NL=K(�)

NL=K(c) = cm

NL=K(�
q) = NL=K(�):

1.9 Caractère additif d�un corps �ni

Dé�nition 1.9.1 Soit G un groupe multiplicatif abélien �ni, d�ordre n; et d�élément neutre

1. Un caractère � de G est un homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif U des

nombres complexes de modules 1:

Donc

� : (G; :) �! (U; :)

est une application qui véri�e :

�(g1g2) = �(g1)�(g2);8g1; g2 2 G:

Dé�nition 1.9.2 Soit � un caractère de G: On dé�nit le caractère conjugué � de G par :

�(g) = �(g);8g 2 G:

Soit Fq un corps �ni de caractéristique p. Considérons le groupe additif Fq . Soit Tr :

Fq ! Fp la trace de Fq, alors la fonction �1 dé�ni par

�1(c) = e2�iTr(c)=p; 8c 2 Fq

est un caractère du groupe additif de Fq, puisque nous avons

8c1; c2 2 Fq; T r(c1 + c2) = Tr(c1) + Tr(c2);

et donc

�1(c1 + c2) = �1(c1)�1(c2):

Le caractère �1 est appelé caractère additif canonique de Fq et tous les caractères additifs

de Fq peuvent être exprimés en fonction de �1, d�après le théorème suivant :

Théoréme 1.9.1 Pour b 2 Fq, la fonction �b avec �b(c) = �1(bc), 8c 2 Fq est un caractère

additif de Fq et tout caractère de Fq est obtenu ainsi.
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Démonstration. 8c1; c2 2 Fq on a

�b(c1 + c2) = �1(bc1 + bc2)

= �1(bc1)�1(bc2)

= �b(c1)�b(c2):

Comme la trace absolue est une application de Fq dans Fp; �1 est un caractère non trivial.

Donc, si a; b 2 Fq avec a 6= b, alors

�a(c)

�b(c)
=
�1(ac)

�1(bc)
= �1((a� b)c) 6= 1; pour un certain c 2 Fq:

Ainsi �a et �b sont des caractères distincts. Par conséquent, si b parcourt Fq, nous obtenons

q caractères additifs distincts �b: D�autre part, Fq a exactement q caractères additifs, et ainsi

nous obtenons tous les caractères additifs de Fq:

Pour b = 0; dans le théorème précédent, nous obtenons le caractère additif trivial �0, pour

lequel �0(c) = 1 pour tout c 2 Fq.

Soit E une extension �nie de Fq et �1 le caractère additif canonique de Fq, et soit �1 le

caractère additif canonique de E. Alors �1 et �1 sont reliés par l�identité

�1(TrE=Fq(�)) = �1(�); 8� 2 E:

On a la relation de transitivité

TrE=Fp(�) = TrFq=Fp(TrE=Fq(�)); 8� 2 E:

1.9.1 Relations d�orthogonalité des caractères additifs d�un corps

�ni

Proposition 1.9.1 Soient �a; �b deux caractères additifs de Fq, alors

X
c2Fq

�a(c)�b(c) =

8<: 0 pour a 6= b

q pour a = b
: (1.1)

En particulier X
c2Fq

�a(c) = 0 pour a 6= 0: (1.2)
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De plus 8c; d 2 Fq; On a

X
b2Fq

�a(c)�b(c) =

8<: 0 pour c 6= d

q pour c = d
: (1.3)
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Chapitre 2

Polynômes de permutation et

exemples

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons la dé�nition d�un polynôme de permutation sur un corps

�ni ainsi que le critère d�Hermite qui permet de montrer qu�un polynôme est de permutation.

Nous donnons quelques exemples de polynômes de permutation tels que les monômes, les

polynômes de Dickson et les polynômes linéarisés.

Les référence utilisées sont : [1] et [2] et [6].

2.2 Rappels sur les polynômes de permutation

Dé�nition 2.2.1 Soit Fq un corps �ni, où q = pn, p étant un nombre premier. Soit f 2

Fq[x] , f est dit polynôme de permutation de Fq si l�équation f(x) = a admet une solution

unique dans Fq;8a 2 Fq:

Lemma 2.2.1 Soit f 2 Fq[x]; f est un polynôme de permutation de Fq si et seulement si

1. L�application f : Fq ! Fq est surjective ;

2. L�application f : Fq ! Fq est injective ;

3. f(x) = a admet au moins une solution dans Fq;8a 2 Fq:

Démonstration. Comme Fq est �ni alors f injective , f surjective , f bijective
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Théoréme 2.2.1 Soit � : Fq �! Fq une application de Fq dans Fq: Alors, il existe un

unique polynôme g 2 Fq[x] de degré � q � 1 tel que g(c) = �(c); 8c 2 Fq et

g(x) =
X
c2Fq

�(c)(1� (x� c)q�1):

Démonstration. En e¤et, ce polynôme est donné par la formule d�interpolation de La-

grange.

Soit a0; : : : ; aq�1; q points distincts de Fq et b0; : : : ; bq�1; q points arbitraires de Fq avec

�(ai) = bi; i = 0; q � 1: Alors, il existe un unique polynôme g 2 Fq[x]; degré g � q � 1; tel

que

g(x) =

nX
i=0

bi

nY
k=0;k 6=i

(x� ak)

(ai � ak)
:

Donc on peut écrire

g(x) =
X
c2Fq

�(c)
Y
d2Fq
d6=c

(x� d)

(c� d)
:

or Y
d2Fq
d6=c

(c� d) = (c� d1):(c� d2): : : : :(c� dq�1) = �1

et

Y
d2Fq
d 6=c

(x�d) =

Q
d2Fq

(x� d)

(x� c)
=
xq � x

x� c
=
xq � cq � (x� c)

(x� c)
=
(x� c)q � (x� c)

(x� c)
= (x�c)q�1�1;

d�où la relation:

Lemma 2.2.2 Soient f , g 2 Fq[x]: On a f(c) = g(c) pour tout c 2 Fq si et seulement si

f(x) � g(x)mod(xq � x):

Démonstration. En e¤ectuant la division euclidienne de f(x) � g(x) par xq � x, on peut

écrire f(x) � g(x) = h(x)(xq � x) + r(x) avec h, r 2 Fq[x] et deg r < q: Donc f(c) = g(c)

8c 2 Fq si et seulement r(c) = 0 8c 2 Fq; ce qui est équivalent à r = 0:

2.2.1 Critère d�Hermite

Pour la démonstration du critère d�Hermite, nous utiliserons le lemme suivant :
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Lemma 2.2.3 Soient a0; : : : ; aq�1 des éléments de Fq: Les deux conditions suivantes sont

équivalentes :

1. a0; : : : ; aq�1 sont distincts

2.
q�1P
i=0

ati =

8<: 0 pour t = 0; : : : ; q � 1

�1 pour t = q � 1

Démonstration. Soit 0 � i � q � 1: Considérons le polynôme

gi(x) = 1�
q�1X
j=0

aq�1�ji xj:

On a

gi(ai) = 1�
q�1X
j=0

aq�1�ji aji = 1�
q�1X
j=0

aq�1i = 1� qaq�1i = 1

et

gi(b) = 1�
q�1X
j=0

aq�1�ji bj = 1� aq�1i

q�1X
ai 6=b

a�ji b
j; b 2 Fq; b 6= ai

= 1� aq�1i

q�1X
ai 6=b

(
b

ai
)j:

Posons

X =
b

ai
:

Donc

gi(b) = 1� aq�1i

q�1X
ai 6=b

(X)j = 1� aq�1i (1 +X + : : :+Xq�1) = 1� aq�1i (
1�Xq

1�X
); o�u b 6= ai et

b

ai
6= 1

= 1� 1 = 0;

donc

gi(b) = 0:

Alors le polynôme

g(x) =

q�1X
i=0

gi(x) = �
q�1X
j=0

 
q�1X
j=0

aq�1�ji

!
xj:

On a

g(x) = 1;8x 2 Fq , fa0; � � � ; aq�1g = Fq:

Comme deg(g) < q; alors

g(x) = 1;8x 2 Fq , g(x) = 1:
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Théoréme 2.2.2 (Critère d�Hermite) Soit Fq un corps �ni de caractéristique p et f 2

Fq[x]: Alors f est un polynôme de permutation si et seulement si les conditions suivantes

sont vérifées :

1. f a exactement une racine dans Fq:

2. Soit t un entier avec 1 � t � q� 2 et t 6= 0mod p, la réduction de (f(x))tmod(xq � x)

est de degré � q � 2:

Démonstration. Supposons que f est un polynôme de permutation.

1. L�application f : Fq ! Fq est bijective.

2. Ecrivons la réduction de (f(x))tmod (xq � x) sous la forme :

q�1X
j=0

b
(t)
j x

j;

où

b
(t)
q�1 = �

X
c2Fq

f(c)t:

D�après le lemme 2.2.3, on a

b
(t)
q�1 = 0; 1 � t � q � 2;

ce qui implique (1).

Réciproquement ; supposons que (1) et (2) soient véri�ées alors (1) implique queX
c2Fq

f(c)q�1 6= 0 = �1

et (2) implique queX
c2Fq

f(c)t = 0 pour 1 � t � q � 2 et t 6= 0mod p:

En utilisant que X
c2Fq

f(c)tp
j

=

0@X
c2Fq

f(c)t

1Apj

;

on a X
c2Fq

f(c)t = 0 pour 0 � t � q � 2;

et cette égalité est véri�ée pour t = 0:

Par le lemme 2.2.3, f est un polynôme de permutation de Fq.
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Corollaire 2.2.1 Si d > 1 est un diviseur de q � 1, alors il n�existe pas de polynôme de

permutation de Fq de degré d:

Démonstration. Si f 2 Fq[x] avec deg(f) = d et d j q � 1, alors deg(f q�1
d ) = q � 1 pour

1 � t =
q � 1
d

� q � 2:

Or la condition (2) du critère d�Hermite n�est pas véri�ée pour t = q�1
d
:

Théoréme 2.2.3 f 2 Fq [x] est un polynôme de permutation de Fq si et seulement si les

deux conditions suivantes sont vérifées :

1. La réduction de f(x)q�1mod(xq � x) est de degré q � 1.

2. Pour chaque entier t avec 1 6 t 6 q�2 et t 6= 0mod p, la réduction de f(x)t mod(xq�x)

est de degré 6 q � 2 .

Démonstration. La nécessité de 2 vient du théorème 2.2.2. Dans les notations de la preuve

de ce théorème. On a

b
(q�1)
q�1 = �

X
c2Fq

f(c)q�1:

Ainsi si f est un polynôme de permutation de Fq , alors b(q�1)q�1 = 1; d�après le lemme 2.2.3,

et 1 est véri�ée.

Réciproquement, supposons 1 et 2 satisfaites. Alors comme dans la preuve du théorème 2.2.3,

2 implique que
P
c2Fq

f(x)t = 0 pour 0 6 t 6 q� 2; et 1 implique que
P
c2Fq

f(x)q�1 6= 0. Ainsi le

polynôme

g(x) = �
q�1X
j=0

0@X
c2Fq

f(c)q�1�j

1Axj;

est une constante non nulle. Si f n�était pas un polynôme de permutation de Fq, alors

l�argument dans la preuve de lemme 2.2.3 montrerait que g(b) = 0 pour un certain b 2 Fq,

qui est une contradiction.

Théoréme 2.2.4 Le polynôme f 2 Fq [x] est un polynôme de permutation de Fq si et seule-

ment si X
c2Fq

�(f(c)) = 0;
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pour tous les caractères additifs non triviaux � de Fq:

Démonstration. Si f est un polynôme de permutation de Fq et � un caractère additif non

trivial de Fq, alors X
c2Fq

�(f(c)) =
X
c2Fq

�(c) = 0;

d�après (2.9).

Réciproquement, si �0 désigne le caractère additif trivial de Fq et
P
c2Fq

�(f(c)) = 0 pour tout

� 6= �0, alors pour tout a 2 Fq le nombre N de solutions de f(x) = a dans Fq est donné par

N =
1

q

X
c2Fq

X
�

�(f(c))�(a) = 1 +
1

q

X
�6=�0

�(a)
X
c2Fq

�(f(c)) = 1:

Donc f est un polynôme de permutation de Fq.

2.3 Exemples de polynômes de permutation

Théoréme 2.3.1 Pour tout (a; b) 2 F�q�Fq;le polynôme linéaire f = ax+b est un polynôme

de permutation de Fq.

Démonstration. La fonction associée f : x! f(x) est bijective : 8y 2 Fq; 9!x 2 Fq tel que

f(x) = y:

On a ax+ b = y , x = (y � b)=a:

Théoréme 2.3.2 Soient f(x); g(x) 2 Fq[x]; alors f(g(x)) est un polynôme de permutation

si et seulement si f et g sont des polynômes de permutation.

Démonstration. La composée de deux applications bijectives est bijective.

Théoréme 2.3.3 Soit n un entier naturel positif. Alors xn est un polynôme de permutation

de Fq si et seulement si gcd(n; q � 1) = 1;

Démonstration. Soit l�application ' : Fq ! Fq telle que '(g) = gn:

On a '(0) = 0:

On sait que F�q est un groupe cyclique d�ordre q � 1: Soit g un générateur de F�q; c�est à

dire que F�q = fg; g2; : : : gq�1 = 1g.
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L�application ' est un morphisme du groupe multiplicatif F�q dans F�q: On a

' bijective , '(gi) = '(g)i 1 � i � q � 1 sont tous distincts

g générateur de F�q , '(g) générateur de F�q

, gn générateur de F�q

, gcd(n; q � 1) = 1

Théoréme 2.3.4 Soit r 2 N tel que gcd(r; q � 1) = 1. Soit un entier s > 0, s j q � 1: Soit

g 2 Fq[x]: Si g(xs) admet 0 comme racine unique dans Fq; alors

f(x) = xr(g(xs))(q�1)=s

est un polynôme de permutation de Fq:

Démonstration. Montrons que f satisfait le critère d�Hermite.

1. f(x) = 0 admet une seule racine qui est égale à 0:

2. Soit t 2 Z, 1 � t � q � 2. Supposons que : s - t

f(x)t = (xr(g(xs))q�1=s)t

= xrtg(xs)(q�1)t=s:

On a f(x)t de degré rt+ms; avec m 2 Z:

Comme (r; q�1) = 1 et s j q�1, alors (r; s) = 1. Donc s - rt+ms: D�où q�1 - rt+ms:

Par conséquent, f(x)tmodxq � x est de degré � q � 2.

Supposons que s j t: Posons t = ks avec k 2 N: Alors

f(x)t = xrt(g(xs))(q�1)k:

Posons h(x) = xrt. On a f(c)t = h(c);8c 2 F�q car g(cs)(q�1)k = 1 et donc f(c)t =

h(c);8c 2 Fq: D�où

f(x)t � xrtmod(xq � x);

et ceci d�après le lemme 2.2.2. Comme q�1 - rt; alors la reduction de f(x)tmod(xq�x)

est de degré � q � 2:
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2.3.1 Les polynômes linéarisés

Les polynômes linéarisés jouent un rôle important, que ce soit en théorie ou en pratique.

C�est une classe de polynômes très spéciale.

Dé�nition 2.3.1 Soit q une puissance d�un nombre premier, et n un entier. Un polynôme

de la forme :

L(X) =
nX
i=0

�iX
qi 2 Fqn [X]

est appelé polynôme linéarisé.

On peut parfois trouver dans la littérature la notation q-polynôme pour désigner un tel

polynôme.

La proposition suivante est un cas particulier du critère d�Hermite appliqué aux q-polynômes.

Lemma 2.3.1 Un q-polynôme L (dont on peut supposer le degré inférieur à qn ) induit une

permutation de Fqn si, et seulement si 0 est l�unique racine de F dans Fqn :

Démonstration. On peut véri�er que l�opérateur L : Fqn ! Fqn est linéaire. Il véri�e donc

les propriétés suivantes :

L(� + 
) = L(�) + L(
); 8�; 
 2 Fpr ;

L(c�) = cL(�); 8c 2 Fp; 8� 2 Fpr ;

On a ker(L) = f0g; d�où l�application est injective. Donc L est un polynôme de permuta-

tion.

Dé�nition 2.3.2 Deux polynômes P et Q sont dits linéairement équivalents lorsqu�il existe

deux polynômes linéarisés L1 et L2 tels que :

Q = L1 � P � L2

Si on reprend la dé�nition 2.3.2, on remarque que si P et Q sont des permutations, alors

L1 et L2 le sont aussi. Sinon la composée L1 � P � L2 n�est pas bijective. On a donc la

proposition suivante :

Proposition 2.3.1 Deux polynômes de permutations P et Q sont dits linéairement équiva-

lents lorsqu�il existe deux polynômes de permutations linéarisés L1 et L2 tels que :

Q = L1 � P � L2
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La proposition suivante permet de construire un polynôme linéaire de permutation sur

Fqn :

Proposition 2.3.2 Pour toute famille d�éléments ci 2 F2n ; i 2 f1; :::; n� 1g non tous nuls,

il existe c0 2 F2n tel que le polynôme linéarisé

P (X) = c0X + c1X
2 + :::+ cn�1X

2n�1 =
n�1X
i=0

ciX
2i

soit un polynôme de permutation de F2n :

Démonstration. On sait qu�un polynôme linéaire de permutation n�admet que zéro comme

racine dans son corps de coe¢ cients. On peut réécrire P (X) comme suit,

P (X) = X(c0 + c1X + c2X
22�1 + :::+ cn�1X

2n�1�1)

Or on sait d�après ([6], Théorème 6 ) que le polynôme

c1X + c2X
22�1 + :::+ cn�1X

2n�1�1 (2.1)

ne peut être de permutation, indépendamment de ces coe¢ cients. Il existe donc bien un

élément c0 2 F2n qui n�est pas dans l�image de (2.1) tel que

c0 + c1X + c2X
22�1 + :::+ cn�1X

2n�1�1

n�ait pas de racine dans F2n :

2.3.2 Polynômes de Dickson

Les polynômes de Dickson sont des suites de polynômes à une indeterminée et dépendant

d�un paramètre (qu�on notera respectivement X et a) ;

On notera respectivement Dn et En les polynômes de première et deuxième espèces.

Les polynômes de Dickson de deuxième espèce sont traditionnellement indexés par leur

degré, mais il est commode d�introduire un polynôme de deuxième espèce réduit par En =

En�1 , en posant E0 = 0:

Polynômes de Dickson de première espèce

Formule de Waring
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Dé�nition 2.3.3 Soit < un anneau commutatif. Un polynôme f 2 <[x1; : : : xn] est dit sy-

métrique si

f(xi1 ; : : : xin) = f(x1; : : : ; xn)

pour toute permutation i1; : : : ; in des entiers 1; : : : ; n:

Posons <[x1; : : : ; xn] = A et soit g 2 A tel que

g(z) = (z � x1)(z � x2) � � � (z � xn);

alors

g(z) = zn � �1z
n�1 + �2z

n�2 + � � �+ (�1)n�n

avec

�k = �k(x1; : : : ; xn)

=
X

1�i1�:::�ik�n
xi1 : : : xik (k = 1; 2; : : : ; n);

�1 = x1 + x2 + : : :+ xn
...

�2 = x1x2 + x1x3 + � � �+ x2x3 + � � �+ x2xn + � � �+ xn�1xn

�n = x1x2 � � �xn:

Le polynôme �k = �k(x1; : : : ; xn) 2 <[x1; : : : xn] est appelé k � i�eme polynôme élémentaire

symétrique sur <:

Soit

Sk = Sk(x1; : : : xn) = xk1 + � � �+ xkn 2 <[x1; : : : xn] pour k � 1:

Théoréme 2.3.5 On a

Sk =
X
i1;:::;in

i1+2i2+���+nin=k

(�1)i2+i4+i6 (i1 + i2 + � � �+ in � 1)!k
i1!i2! : : : in!

�i11 �
i2
2 : : : �

in
n pour k � 1

Quand la somme parcourt tous les n� uplets (i1; : : : ; in) d�entiers positifs avec i1 + 2i2 +

� � �+ nin = k; le coe¢ cient de �i11 �
i2
2 : : : �

in
n est toujours un entier.
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Pour deux inconnues x1; x2 et k 2 N; nous avons

Sk = xk1 + xk2 =

b k
2
cX

j=0

(�1)i2 (i1 + i2 � 1)!
i1!2!

�i11 �
i2
2

=

b k
2
cX

j=0

(�1)i2 (i1 + i2 � 1)!
i1!i2!

(x1 + x2)
i1(x1x2)

i2 :

Posons i1 = k � 2j et i2 = j: On a

xk1 + xk2 =

b k
2
cX

j=0

(�1)j (k � 2j + j � 1)!k
(k � 2j)!j! (x1 + x2)

k�2j(x1x2)
j (2.2)

=

b k
2
cX

j=0

(�1)j (k � j � 1)!k
(k � 2j)!j! (x1 + x2)

k�2j(x1x2)
j

=

b k
2
cX

j=0

k

k � j

0@ k � j

j

1A (�x1x2)j(x1 + x2)
k�2j:

Dé�nition 2.3.4 Soit a 2 Fq: On dé�nit le polynôme de Dickson de première espèce par

Dn(x; a) =

bn
2
cX

j=0

n

n� j

0@ n� j

j

1A (�a)j(x)n�2j; (2.3)

en posant D0(x; a) = 2:

Si nous travaillons dans le corps des nombres complexes, alors ces polynômes sont étroite-

ment liés aux polynômes bien connus de Chebyshev de première espèce Tn(x) = cos(n arccos

x). En e¤et, si nous posons x1 = ei� et x2 = e�i� dans la formule (2.2), alors

xk1 + xk2 = eki� + e�ki� = 2 cos(k�) =

bkj2cX
j=0

(�1)j k

k � j

�
k � j

j

�
(2 cos �)k�2j;

d�où

Dn(2x; 1) =

bnj2cX
j=0

n

n� j

�
n� j

j

�
(�1)j(2x)k�2j (2.4)

=

bkj2cX
j=0

(�1)j n

n� j

�
n� j

j

�
2n�2jxn�2j ( x = cos� et � = arccosx)

= 2Tn(x):
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Pour ces raisons, les polynômes de Dickson s�appellent parfois polynômes de Chebyshev.

L�identité (2.4) peut être utilisée pour dé�nir les polynômes de Chebyshev de première

espèce sur tout corps de caractéristique di¤érente de 2:

Si nous considérons un polynôme de Dickson Dn(x; a) sur un corps F; alors dans le corps

des fonctions rationnelles sur F; d�indéterminée y; nous avons l�identité

Dn(y +
a

y
; a) = yn +

an

yn
; (2.5)

en posant x1 = y et x2 = a j y dans la formule (2.2).

Nous avons également

Dn(x; ab
2) =

bnj2cX
j=0

n

n� j

�
n� j

j

�
(�a)jbnb�(n�2j)xn�2j = bn Dn(b

�1x; a); 8a; b 2 F; b 6= 0:

(2.6)

Théoréme 2.3.6 Le polynôme de Dickson Dn(x; a); a 2 F�q est un polynôme de permutation

de Fq si et seulement si gcd(n; q2 � 1) = 1:

Démonstration. Supposons que Dn(b; a) = Dn(c; a) pour b; c 2 Fq. Nous pouvons trouver

deux éléments �; � 2 F�q2 tels que � + a��1 = b et 
 + a
�1 = c. D�après , �n + an��n =


n + an
�n, donc (�n � 
n)(�n
n � an) = 0, d�où donc �n = 
n ou �n = (a
�1)n .

Si gcd(n; q2 � 1) = 1, alors xn est un polynôme de permutation de Fq2 d�après l�exemple

2.3.3, ce qui implique que � = 
 ou � = a
�1. Dans les deux cas, on a b = c, et ainsi le

polynôme Dn(x; a) est un polynôme de permutation de Fq:

Supposons maintenant que gcd(n; q2 � 1) = d > 1:Si d est pair , alors q est impair et n est

pair. Puisque Dn(x; a) contient seulement des puissances paires de x, nous avons Dn(c; a) =

Dn(�c; a) pour c 2 Fq, mais pour c 6= �c, par conséquent Dn(x; a) n�est pas un polynôme

de permutation de Fq. Si d est impair, alors il existe un nombre premier impair r divisant

d. Donc r divise n, et q � 1 ou q + 1 est divisible par r. Nous distinguons donc deux cas.

Dans le premier cas, xr = 1 admet r solutions dans Fq , ainsi il existe b 2 Fq; b 6= 1; a avec

br = 1. Donc bn = 1, et ainsi d�après (2.5), nous avons

Dn(b+ ab�1; a) = 1 + an = Dn(1 + a; a):

Puisque b + ab�1 = 1 + a impliquerait b = 1 ou b = a, nous avons b + ab�1 6= 1 + a. Par

conséquent Dn(x; a) n�est pas un polynôme de permutation de Fq . Dans le deuxième cas,
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soit 
 2 Fq2 un solution de xq+1 = a; Puisque xr = 1 admet r solutions dans Fq2 ; il existe

� 2 Fq2, � 6= 1; a
�2 avec �r = 1. Nous avons donc �q+1 = 1 et �n = 1, par conséquent

d�après (2.5),

Dn(
 + a
�1; a) = Dn(�
 + a(�
)�1; a):

Nous avons 
 + a
�1 = 
 + 
q 2 Fq , et �
 + a(�
)�1 = �
 + (�
)q 2 Fq. Nous avons

également �
 + a(�
)�1 6= 
 + a
�1 car sinon, � = 1 ou � = a
�2, ainsi Dn(x; a) n�est pas

un polynôme de permutation de Fq .

Dé�nition 2.3.5 Soit a 2 Fq, pour tous entiers positifs n et k, on dé�nit le n�eme polynôme

de Dickson de (k + 1)� i�eme espèce Dn;k(x; a) sur Fq par

Dn;k(x; a) =

bn�2cX
i=0

n� ki

n� i

�
n� i

i

�
(�a)i xn�2i:

On note les polynômes de Dickson de première espèce par Dn(x; a):

Pour n = 0, on pose D0;k(x; a) = 2� k.

2.4 Formulaire (Polynômes de Dickson de première et

deuxième espèces)

2.4.1 Expression des coe¢ cients

D0(X; a) = 2;

Dn(X; a) =

bn=2cX
k=0

n

n� k

0@ n� k

k

1A (�a)kXn�2k si n > 0; (2.7)

E0(X; a) = 1; (2.8)

En(X; a) =

bn=2cX
k=0

0@ n� k

k

1A (�a)kXn�2ksin > 0: (2.9)
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2.4.2 Relations de récurrence

Dn(X; a) = XDn�1 (X; a)� aDn�2 (X; a) ; (2.10)

En(X; a) = XEn�1 (X; a)� aEn�2 (X; a) : (2.11)0@ Dn+1(X; a)

Dn(X; a)

1A =

0@ X � a

1 0

1A0@ Dn(X; a)

Dn�1(X; a)

1A (2.12)

0@ En+1(X; a)

En(X; a)

1A =

0@ X � a

1 0

1A0@ En(X; a)

En�1(X; a)

1A (2.13)

2.4.3 Équations fonctionnelles

Dn

�
U +

a

U
; a
�
= Un +

� a
U

�n
:

En

�
U +

a

U
; a
�
=

Un+1 �
�
a
U

�n+1
U � a

U

: (2.14)

En

�
U +

a

U
; a
�
=

Un �
�
a
U

�n
U � a

U

: (2.15)

2.4.4 Séries génératrices

X
n�0

Dn(X; a)Z
n =

2�XZ

1�XZ � aZ2
; (2.16)

X
n�0

En(X; a)Z
n =

1

1�XZ � aZ2
: (2.17)

X
n�0

En(X; a)Z
n =

Z

1�XZ � aZ2
: (2.18)

2.4.5 Équations di¤érentielles

Dn et En et En sont respectivement solutions de�
x2 � 4a

�
y" + xy0 � n2y = 0; (2.19)�

x2 � 4a
�
y" + 3xy0 � n (n+ 2) y = 0 (2.20)�

x2 � 4a
�
y" + 3xy0 �

�
n2 � 1

�
y = 0: (2.21)
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2.4.6 Premiers termes

n Dn En

0 2 1

1 X X

2 X2 � 2a X2 � a

3 X3 � 3aX X3 � 2aX

4 X4 � 4aX2 + 2a2 X4 � 3aX2 + a2

5 X5 � 5aX3 + 5a2X X5 � 4aX3 + 3a2X

6 X6 � 6aX4 + 9a2X2 � 2a3 X6 � 5aX4 + 6a2X2 � a3

7 X7 � 7aX5 + 14a2X3 � 7a3X X7 � 6aX5 + 10a2X3 � 4a3X

2.4.7 Relations mutuelles

8<: Dn(X; a) = 2En(X; a)�XEn�1(X; a):

(X2 � 4a)En(X; a) = 2Dn+1(X; a)�XDn(X; a):

En(X; a)�Dn(X; a) = aEn�2(X; a):

2.4.8 Formules de duplication

8<: D2n(X; a) = D2
n(X; a)� 2an

�E2n(X; a) = Dn(X; a) �En(X; a)8<: D2n+1(X; a) = Dn+1(X; a)Dn(X; a)� anX

E2n+1(X; a) = E
2

n+1(X; a)� �E
2

n(X; a)

2.4.9 Propriétés multiplicatives

8<: Dmn(X; a) = Dm (Dn(X; a); a
n)

�Emn(X; a) = Em (Dn(X; a); a
n)En(X; a)
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2.4.10 Propriétés additives

8>>><>>>:
Dn+m(X; a) = Dn(X; a)Dm(X; a)� amDn�m(X; a)

En+m(X; a) = En(X; a)Em (X; a)� aEn�1(X; a)Em�1(X; a)

En+m(X; a) = En(X; a)Em+1(X; a)� aEn�1(X; a)Em(X; a)

2.4.11 Équation de Pell-Fermat

D2
n(X; a)�

�
X2 � 4a

�
E
2

n(X; a) = 4a
n:

2.4.12 Lien avec d�autres suites et polynômes

Nombres de Lucas : Dn (1;�1)

Nombres de Fibonacci : En (1;�1)

Nombres de Mersenne : En (3; 2)

Nombres de Fermat : D2n (3; 2)

2.4.13 Polynômes de Tchebychev

8<: Dn (2aX; a
2) = 2anTn (X) :

En (2aX; a
2) = anUn (X) :
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Chapitre 3

Polynômes de Dickson involutifs sur

un corps de caractéristique 2

3.1 Introduction

Un polynôme de permutation F (x) sur un corps �ni est appelé involution si F �F (x) = x:

La notion d�involution est importante en cryptographie symétrique. Dans ce chapitre, Nous

exposons les résultats d�un article de "Pascale Charpin, Sihem Mesnager et Sumanta Sarkar"

(2015) sur les polynômes de Dickson de première espèce dans F2[x] qui sont des involutions.

Nous donnons donc quelques propriétés des polynômes de Dickson de première espèce sur

F2 ainsi que plusieurs résultats avec des démonstrations détaillées.

Pour plus de détails se référer à [5].

3.2 Rappels sur les polynômes de Dickson de première

espèce

Dé�nition 3.2.1 Un polynôme de Dickson de 1�ereespèce de degré k à une indéterminée x�

de paramètre a 2 F�2n est dé�ni par :

Dk(x�a) =

[k=2]X
i = 0

k

k � i

�
k � i

i

�
aixk�2i�k � 2�

où [k=2] désigne la partie entière de k=2.
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On pose a = 1: Dans la suite�les polynômes Dk (x�1) seront notés Dk (x) :

Le polynôme de Dickson Dk 2 F2 [x] est dé�ni par la relation de récurrence

D0 (x) = 0 et D1 (x) = x:

Di+2 (x) = xDi+1 (x) +Di (x) :

En utilisant cette dé�nition�on peut montrer les propriétés suivantes

Proposition 3.2.1 1. deg (Di) = i,

2. D2i (x) = (Di (x))
2,

3. Dij (x) = Di (Dj (x)),

4. Di (x+ x�1) = xi + x�i,

8x�et 8 i�j entiers positifs.

Théoréme 3.2.1 Le polynôme de Dickson Dk 2 F2 [x] est un polynôme de permutation sur

F2n si, et seulement si,

gcd
�
k�22n � 1

�
= 1:

3.3 Symboles de Legendre et Jacobi

On rappelle qu�un entier a est dit résidu quadratique modulo un nombre premier p si, et

seulement si�il existe un entier u tel que a � u2 (mod p) :

Dé�nition 3.3.1 Soit P un entier impair�P > 2 , et P = pa11 p
a2
2 :::p

ak
k ; la décompsition de

P en facteurs premiers . Soit a un entier. Le symbole de Jacobi de a est

Jac (a; P ) =

�
a

p

�
=

�
a

p1

�a1
:::

�
a

pk

�ak
;

où
�
a

pi

�
; appelé symbole de Legendre, est dé�ni comme suit :

�
a

pi

�
=

8>>>>>><>>>>>>:

0 si pi divise a

1 si a est résidu quadratique (mod pi)

ie, 9k > 0 tel que a � k2 (mod pi)

�1 si a n�est pas résidu quadratique (mod pi)
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Soient a; b 2 Z, nous avons les propriétés suivantes :�
ab

P

�
=
� a
P

�� b

P

�
(3.1)

�
�1
P

�
= (�1)

P�1
2 et

�
2

P

�
= (�1)

P2�1
8 : (3.2)

a � b (modP ))
� a
P

�
=

�
b

P

�
: (3.3)

Remarquons que si Jac (a; b) = �1; alors a n�est pas résidu quadratique (modP ) :

3.4 Polynômes de Dickson induisant des involutions

Posons n = 2m et k un entier tel que pgcd (k; 2n � 1) = 1: Alors Dk permute F2m :

Dans cette partie nous allons décrire l�ensemble des k tels que Dk soit une involution de

F2m ; pour m �xé.

Lemma 3.4.1 On pose n = 2m; alors 8x 2 F2m , 9
 � F�2n, tel que x = 
+ 
�1: L�élément


 véri�e 
2
m�1 = 1 ou 
2

m+1 = 1:

Démonstration. Pour tout x 2 F2m, il existe 
 tel que : x = 
 + 
�1 si, et seulement si,


2 + 
x+ 1 = 0 admet une solution dans F�2n :

On a : 
 + 
�1 2 F2m si, et seulement si ,
�

 + 1




�2m
= 
 + 1



, c�est à dire

�

2

m

+ 

� �

2

m+1 + 1
�
= 0:

Théoréme 3.4.1 Soit k et l deux entiers non nuls. Alors

Dk (x) � Dl (x)
�
modx2

m

+ x
�

si, et seulement si,

k � l (mod 2m � 1) ou k � �l (mod 2m � 1)

et

k � l (mod 2m + 1) ou k � �l (mod 2m + 1) :
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Démonstration. Supposons que Dk (x) � Dl (x) 8x 2 F2m : Par le lemme, en posant x =


 + 
�1 et en appliquant la proposition

Dk (x) = 
k +

�
1




�k
� Dl (x) = 
l +

�
1




�l
;

où 
 2 F�2n tel que 
2
m�1 = 1 ou 
2

m+1 = 1:

Donc

Dk (x) = 
k +

�
1




�k
� Dl (x) = 
l +

�
1




�l
devient


l
�

2k + 1

�
+ 
k

�

2l + 1

�
= 0,

�

l + 
k

� �

l+k + 1

�
= 0:

D�où

Dk (x) = 
k +

�
1




�k
� Dl (x) = 
l +

�
1




�l
est équivalent à 
l+k = 1 ou 
k�l = 1:

Soit � une racine primitive de F2n : On peut donc considérer deux formes pour 
 : 
 =

�s(2
m�1) et 
 = �t(2

m+1), pour s; t entiers.

Donc

Dk (x) = 
k +

�
1




�k
� Dl (x) = 
l +

�
1




�l
est véri�é pour 
 si, et seulement si, on a les deux conditions suivantes :

� si 
 = �s(2
m�1) alors k � l � 0 (mod 2m + 1) ;

� si 
 = �t(2
m+1) alors k � l � 0 (mod 2m � 1) :

On peut décrire maintenant les cas où

Dk (x) � xmod
�
x2

m

+ x
�
:

Corollaire 3.4.1 Soit n = 2m . On dé�nit

Kn =
�
k j 1 � k � 2n � 1; Dk (x) � x

�
modx2

m

+ x
�	
:

Alors

Kn = f1; 2m; 2n � 2m � 1; 2n � 2g :

Démonstration. En appliquant le théorème précédent au cas l = 1; k est une solution des

quatres congruences modulo (2n � 1) :

33



1. k � 1 (mod 2m � 1) et k � 1 (mod 2m + 1) :

2. k � 1 (mod 2m � 1) et k � �1 (mod 2m + 1) :

3. k � �1 (mod 2m � 1) et k � 1 (mod 2m + 1) :

4. k � �1 (mod 2m � 1) et k � �1 (mod 2m + 1) :

Si k < 2m � 1, alors k = 1, d�après (1).

k = 2m est une solution de (2) .

On suppose donc k > 2m: (1) implique que (2m � 1) et (2m + 1) divise k � 1. Comme

2m � 1 et 2m + 1 sont impairs et premiers entre eux, donc l�unique solution de (1) est

2n on a 2n � 1 modulo (2n � 1).

Nous avons également, (4) implique que 2n� 1 divise (k + 1) donc k = 2n� 2 est une

solution de (4).

La congruence (2) implique que (2m � 1) divise k � 1 donc k = 2n � 2 est l�unique

solution de (4).

La congruence (2) entraine que (2m � 1) divise k � 1 et (2m + 1) divise (k + 1) : Donc

il existe b tel que

k = b (2m � 1) + 1 = b (2m + 1)� 2b+ 1;

c�est à dire que

k + 1 = �2b+ 2mod (2m + 1) :

Ce qui implique que b � 1mod (2m + 1) ; d�où b = 1. Par conséquent k = 2m:

La congruence (3) implique que (2m � 1) divise (k + 1) et (2m + 1) divise (k � 1) :

Donc il existe b telque

k = b (2m + 1) + 1 = b (2m � 1) + 2b+ 1;

c�est à dire que

k + 1 � 2b+ 2mod (2m � 1) ;

d�où b � �1mod (2m � 1) et donc b = 2m � 2: Par conséquent

k = (2m � 2) (2m + 1) + 1 = 22m � 2m � 1:

Lemma 3.4.2 Soit n = 2m. Alors
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1. 2n � 2m � 1 et 2n � 2 sont non résidus quadratiques modulo 2n � 1:

2. 2m est un résidu quadratique modulo 2n�1 si, et seulement si, m est pair et les racines

carrées sont 2m=2Sn, où les Sn sont les racines carrées de 1 modulo 2n � 1:

Démonstration. Comme 2n � 1 � 3(mod 4); 2n�1 � 1 est un entier impair. Alors on a�
�1
2n � 1

�
= (�1)

(2n�1)�1
2 = (�1)2

n�1�1 = �1:

Par ailleurs, on a 2n�1 � 7(mod 8);8 n � 3, ce qui implique que (2
n � 1)2 � 1

8
est un entier

pair. D�où �
2

2n � 1

�
= (�1)

(2n � 1)2 � 1
8

= 1;

en appliquant .

Donc 2n � 2 est non résidu quadratique modulo (2n � 1) ; en utilisant , puisque �1 � 2m �

2(mod 2n � 1):Ce qui implique aussi que�
2n � 2m � 1
2n � 1

�
=

�
�2m
2n � 1

�
=

�
�1
2n � 1

��
2

2n � 1

�m
= �1;

puisque

�2m � 2n � 2m � 1(mod 2n � 1):

Alors 2n � 2m � 1 est non résidu quadratique modulo 2n � 1:

Par ailleurs, puisque n est pair, 3 divise 2n�1. Comme 2 est non résidu quadratique modulo

3; c�est à dire que
�
2
3

�
= �1 donc

�
2m

3

�
= (�1)m = 1 si, et seulement si, m est pair. D�où, si

m est impair, 2m est non résidu quadratique modulo 2n � 1: Si m est pair, 2m est un résidu

quadratique modulo 2n � 1 puisque
�
2m=2

�2 � 2mmod 2n � 1: Posons
Sn =

�
u j 1 � u � 2n � 2; u2 � 1(mod 2n � 1)

	
: (3.4)

L�application k ! 2m=2k est bijective sur l�ensemble Sn des racines carrées de 1 modulo

2n � 1 avec l�ensemble des racines carrées de 2m modulo (2n � 1) :

Théoréme 3.4.2 Soit Dk un polynôme de Dickson; 1 � k � 2n � 1; n = 2m , m � 2: Soit

Sn dé�ni précédemment, alors Dk est une involution sur F2m si, et seulement si,

1. k 2 Sn, où m est impair.

2. k 2 Sn [ 2m=2Sn si m est pair.
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Démonstration. On considère Dk(x)mod(x
2m +x): Comme gcd(k; 2n� 1) = 1; Dk est une

permutation de F2m : C�est une involution si, et seulement si,

Dk �Dk(x) = Dk2(x) = x; 8x 2 F2m :

D�aprés le corollaire précédent, k2 2 f1�2m ; 2n � 2m � 1�2n � 2g où k2 est calculé modulo

(2n � 1) : D�aprés le lemme, c�est équivalent à k 2 Sn si m est impair et k 2 Sn [ 2m=2Sn, si

m est pair.

3.5 L�ensemble des involutions de Dickson

Dans cette partie, nous considérons les involutions sur F2n et n = 2m.

Soit Sn comme dé�ni précedemment et.

Kn = f1; 2m; 2n � 2m � 1; 2n � 2g � f�1;�2mg (mod 2n � 1):

L�ensemble Kn est un sous-groupe multiplicatif de Sn: On Dé�nit une relation d�équiva-

lence sur Sn

s1 � s2 si et seulement si
s1
s2
2 Kn:

Lemma 3.5.1 On note �(s) la classe de s 2 Sn: Alors �(s) = fs;�s; 2ms;�2msg et nous

avons

Dt(x) � Ds(x)
�
modx2

m

+ x
�
; pour t 2 �(s):

Démonstration. Si s et t appartiennent à la même classe alors Ds et Dt induisent la même

permutation sur F2n. Par conséquent, il existe k 2 Kn tel que t = ks. Alors, d�aprés le

corollaire 8 et la proposition 2;on a pour x 2 F2n ;

Dt(x) = Dsk(x) = Ds �Dk(x) = Ds(x)mod
�
x2

m

+ x
�
:

Donc toute classe distincte de la classe de 1 entraîne une involution non triviale. La

composition des polynômes de Dickson est stable et la commutativité des entiers entraine la

commutativité de la loi de composition. Donc, si Ds et Dt sont deux involutions non triviales

sur F2m alors :

(Ds �Dt)
�1 = D�1

t �D�1
s = Dt �Ds = Dts = Dst:
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Montrons que Dst est une involution. Si s et t sont dans la même classe alors Dst = Ds2,

d�après le lemme, où s est une racine carrée de 1, alors Dst(x) � x
�
modx2

m
+ x
�
:

Nous supposons que t =2 �(s): Si t 2 �
�
2m=2s

�
alors Dst = (Ds2)

2m=2 donc Dst(x) �

xm=2
�
modx2

m
+ x
�
:Dans d�autres cas, il y a plus de 4 classes et st (mod 2n � 1) = r; où r

n�est pas dans les classes
�
s; t; 2m=2; 2m=2s

	
:

Lemma 3.5.2 Si Ds et Dt sont deux involutions de Dickson de F2m alors Ds �Dt = Dst est

une involution. Par ailleurs, on a

1. Si t 2 � (s) alors st mod (2n � 1) 2 � (1).

2. Si t = 2m=2 (m pair) alors st 2 �
�
2m=2s

�
:

3. Si t 2 �
�
2m=2s

�
(m pair) alors st mod (2n � 1) 2 �

�
2m=2

�
:

4. Si s et t sont des représentants de classes non triviales alors st mod (2n � 1) = r; où

r est un représentent d�une classe non triviale.

Remarque 3.5.1 Notons que les trois premières propositions sont des équivalences :

st 2 � (u) est équivalent à t 2 � (us�1) (mod 2n � 1) = � (us) ( s est un résidu quadratique

de 1 modulo 2n � 1; son inverse modulo 2n � 1 est le même).

Exemples 3.5.1 n = 6;m = 3:

k6 = f1; 8; 55; 62g = S6:

Pour k 2 K6; Dk (x) � xmod (x8 + x) : Par exemple

D55 (x) = x+ x33 + x9 + x41 + x49 + x5 + x37 + x53 + x7 + x39 + x55 � xmod
�
x8 + x

�
:

Exemples 3.5.2 n = 8;m = 4:

K8 = f1; 16; 239; 254g et S8 = f1; 16; 86; 101; 154; 169; 239; 254g :

Notons que �86 = 169, 86 � 16 = 101et 86 � (�16) = 154; nous remarquons aussi que

Dk(x) (modx
16 + x) où k 2 (S8 [ 4S8) nK8: Nous obtenons trois Dk qui sont les représen-

tants des trois classes :

k 2 f4; 64; 191; 251g [ f86; 101; 154; 169g [ f89; 149; 106; 166g :
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Par exemple

D4 (x) = x4
�
modx16 + x

�
D86 (x) = x2 + x6 + x10 + x18 + x22 + x34 + x38 + x42 + x86 + x74 + x82 + x66 + x70

= x2 + x3 + x4 + x8 + x12 + x11 + x14
�
modx16 + x

�
:

Et avec 89 � 86 � 4 (mod 255)

D89 (x) = (D86)
4

= x2 + x3 + x12 + x8 + x11 + x+ x14
�
modx16 + x

�
:

Exemples 3.5.3 n = 10;m = 5:

K10 = f1; 32; 991; 1022g ;

et

S10 = f1; 32; 340; 373; 650; 683; 991; 1022g :

Nous avons une involution non triviale unique avec F25 : D340:

3.5.1 Le nombre d�involutions de Dickson

Nous calculons maintenant le nombre de polynôme de Dickson qui induisent des involu-

tions sur F2m, nous commençons par un résultat technique.

Lemma 3.5.3 Le nombre de résidus quadratiques de 1 modulo 2n� 1 est égal à 2� où � est

le nombre de facteurs premiers dans la décomposition de 2n � 1.

Démonstration. Soit p un nombre entier positif et notons � (p) le nombre de racines carrées

de l�unité modulo p, c.-à-d., le nombre de solutions de l�équation de congruence :

x2 � 1 (mod p) :

Nous allons montrer que

� (pq) = � (p) � (q) ; où p et q sont copremiers:

Notons que selon le théorème Chinois, Z=(pq)Z est isomorphe à Z=pZ� Z=qZ par l�isomor-

phisme

 : x 2 Z=(pq)Z 7! (x (mod p) ; x (mod q)) :
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Par la construction, dans Z=pZ�Z=qZ , (a; b)2 = (c; d) est équivalent à a2 = c et b2 = d; tel

que

 
�
x2
�
=
�
x2 (mod p) ; x2 (mod q)

�
:

On a � (p�) = 2 pour tout nombre premier p et nombre entier positif �: En e¤et, supposons

que x2 � 1 (mod p�) . Alors

x2 � 1 = (x+ 1) (x� 1) � 0 (mod p�) ;

Ce qui est équivalent à

x+ 1 � 0 (mod p�) ou x� 1 � 0 (mod p�) ;

alors x � �1 mod p�: Puisque 2n � 1 est un nombre impair, nous pouvons écrire

2n � 1 =
�Y
i=1

p�ii ;

où pi est un facteur premier et les �i sont des nombres entiers positifs. Donc

� (2n � 1) =
�Y
i=1

� (p�ii ) = 2
� :

Théoréme 3.5.1 Soit m un nombre entier positif tel que m > 1 et n = 2m. Soit � le

nombre de facteurs premiers dans la décomposition de 2n � 1: Alors le nombre (non trivial)

de polynômes de Dickson sur F2m qui sont des involutions est égal à

2��2 � 1 si m est impair et 2��1 � 1 si m est pair.

Démonstration. Supposons que m est impair, d�après le théorème, Dk est une involution

si, et seulement si, k 2 Sn, où k est un résidu quadratique de 1 modulo 2n � 1. Le nombre

k est égal à 2� d�après le Lemme. Maintenant, d�après le lemme, le nombre de polynômes

de Dickson est égal à 2�=4 = 2��2 où Kn est de la cardinal 4. Supposons que m est pair.

L�étude est la même que dans le cas impair sauf que, dans le cas pair, Dk est une involution

si, et seulement, k 2 S [ 2m=2S. Cela signi�e que nous devons remplacer 2� par 2�+1 dans

les calculs précédents. Nous concluons en excluant la classe de 1.

Exemples 3.5.4 n = 6; m = 3; 2n � 1 = 63 = 32 � 7; � = 2: Le nombre de polynômes non

triviaux de Dickson qui sont des involutions est égal à 2��2 � 1 = 0; c�est-à-dire qu�il n�y a

aucun polynôme de Dickson qui soit une involution, excepté D1(x) = x.
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n = 8; m = 4; 2n � 1 = 255 = 17� 5� 3; � = 3:Le nombre de polynôme non triviaux de

Dickson qui sont des involutions est égal à 2��1 � 1 = 3:

n = 10; m = 5; 2n � 1 = 1023 = 31� 11� 3; � = 3:Le nombre de polynôme non triviaux

de Dickson qui sont des involutions est égal à 2��2 � 1 = 1:

n = 12; m = 6; 2n � 1 = 4095 = 32 � 5 � 7 � 13; � = 4:Le nombre de polynôme non

triviaux de Dickson qui sont des involutions est égal à 2��1 = 8.

Un ensemble de représentents de ces classes est :

f1; 181; 1574; 1756g [ f8; 1448; 307; 1763g � S12 [ 8 � S12:

Notons que 181 � 1574 = �1756 mod 4095.
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