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Introduction

Historique

En 1939, T. Carleman introduisit des inégalités d’énergie a poids exponentiels dans le
but de démontrer un résultat d’unicité pour des équations aux dérivées partielles (EDP) el-
liptiques a coefficients réguliers en deux dimensions voir [23]. Ce type d’inégalités que 1'on
nomme inégalités de Carleman, a été généralisé et systématisé par L.Hormander et d’autres
auteurs pour de larges classes d’opérateurs différentiels en dimension quelconque (voir [24]
chapitre8 et [25]; voir aussi [26]). Depuis, l'utilisation de ces inégalités a largement dépassé
leur application originelle. Elles donnent non seulement des résultats quantitatifs de prolon-
gement unique mais elles sont aussi utilisée pour I’étude des problémes inverses ainsi qu’en
théorie de controle.

On distingue deux types :

Les inégalités de Carleman locale qui s’appliquent & des fonctions dont le support est un
ouvert qui est inclus strictement dans (2.

Les inégalités de Carleman globales permettent de traiter des fonctions qui vérifient unique-
ment des conditions de Dirichlet homogénes ou non homogénes au bord. Généralement ces
inégalités de Carleman globales différent des inégalités locales par un terme d’observation.

Dans ce mémoire on prouve une inégalité de Carleman globale pour les solutions faibles
des problémes elliptiques du type Dirichlet, 1’étude est portée sur ’article intitulé " Global
Carleman Estimates for weak solutions of elliptic nonhomogeneous Dirichlet problems " de
Oleg Yu. Imanuvilov et Jean-Pierre Puel.

L’étude s’effectue dans un premier temps sur un probléme elliptique général avec second

membre dans H*(Q), out  est un ouvert borné de RV ¢ donnée au bord dans H %(F) et
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y la solution faible de ce probléme.

La localisation du domaine €2, nous meéne a montrer l'inégalité de Carleman globale pour le
probléme proposé dans les deux cas suivants :

1)suppy C € avec 2y C Q.

2)suppy C Bs(z), 2 €T

ot Bs(Z) la boule de centre Z et de rayon 0.

Nous nous limitons a I’étude du cas 2 qui constitue la principale nouveauté, le premier cas
a été déja traité dans 'article "Prolongement uniques des solutions de I’équation de Stokes"
de C. Fabre et G. Lebeau.

La construction de la démonstration sera basée sur les opérateurs pseudo-differentiels et exige
trois étapes principales :

— Changement de coordonnées.

— Factorisation.

— Estimation de Carleman.

Dans ce travail, on montrera aussi I'inégalité de Carleman pour le méme probléme elliptique
avec g = 0 sur I'.

Les résultats précédents seront eux-mémes une motivation qui consiste d’une part, a
donner un résultat de référence sur les inégalités de Carleman pour des opérateurs elliptiques
et d’autre part, a obtenir une inégalité de Carleman globale pour les opérateurs de Stokes et
a établir une estimation sur la pression en fonction de la vitesse et de la trace de la pression,
cette estimation est une étape majeure qui consiste & obtenir des inégalités de Carleman
globales pour les opérateurs de Navier-Stokes linéarisés.

Enfin, nous décrivons d’une maniére trés succinte et formelle le role des inégalités de
Carleman globales pour les problémes de controlabilité exacte sur les trajectoires; Pour cela
soit L un opérateur de type elliptique linéaire et N un opérateur non linéaire.

On considére une trajectoire Y du probléme d’évolution,

%—};+L7+N(7) ~F. te(0,7),

Y (0) =Y.

On considére aussi une trajectoire effective du méme opérateur mais sur laquelle on peut agir
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a 'aide d’un controle qui s’exerce sur une partie w du domaine physique de travail,

%—};+LY+N(Y):F+UXW, t€(0,7), (1)
Y (0) = Y. (2)

Dans (1), on peut remplacer le second membre F' par F différent de F mais trés voisin de
F' au voisinage de T . Le probleme de controlabilité exacte sur les trajectoires consiste a

chercher un controle v de fagon a ce que 'on ait exactement au temps 7',
Y(T) =Y(T). (3)

Pour obtenir un résultat local (c’est a dire lorsque (Y — Yp) est "petit") il est utile d’étudier
le probléme linéarisé autour de Y.
Si Y — L(Y)Y désigne le linéarisé de Y — LY + N(Y) en Y, on pose Z(Z =Y —Y) et
on consideére le probléme suivant :

aa—f + L(?)Z = UXw) te (O’T)7
2(0) = Zo(= Yo — o).

On cherche v tel que,
Z(T)=0.

Cette question est appelée probléme de contrdlabilité a zéro. La solution de ce probléme

équivaut a I'obtention d’une inégalité d’observabilité pour le probléme adjoint suivant :

—— 4+ L' Y)p=0, te(0,T), (4)
o(T) = ér. (5)

L’inégalité d’observation s’écrit alors

lo)IE <0 [ [ o )

Les seules méthodes connues pour I'obtention d’inégalités de type (6) font appel aux inégalités

de Carleman globales pour l'opérateur

o
— o L),



Introduction

Nous donnons maintenant un apercu sur le contenu des chapitres.
Le premier chapitre concerne des rappels sur des espaces fonctionnels et quelques propriétés,
les opérateurs pseudo-différentiels et la minimisation des fonctionnelles.
On consacre le deuxiéme chapitre a la démonstration de I'inégalité de Carleman globale pour
la solution faible d’un probléme elliptique général de type Dirichlet non homogéne, le cas
homogéne sera abordé dans le troisiéme chapitre.
Enfin dans le quatriéme chapitre, on applique le résultat obtenu dans le deuxiéme chapitre

pour un systéme de Navier-Stokes, et celui du troisiéme chapitre pour un systéme de Stokes.



Chapitre 1

Outils Mathématiques

1.1 Notations

On note :

r=(x1,...,2,) ER", a=(ay...a,) €N", N={0,1,2,...}

0 1
o =a1+...+a,, Of=0;...0y", 0v;j=—-—, Dy,=-0,

n Ox; 7

D Lo, . Do = per. pen, pe— (iy-lel o N
mj_; Tjo A R T x_<Z) ma (S .
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Dans ce chapitre, on regroupe divers résultats qui sont spécifiques a ’étude des estima-
tions de Carleman pour les solutions faibles des problémes elliptiques. La premiére section
concerne les espaces fonctionnels adaptés a la prise en compte des conditions initiales. La se-
conde section présente des outils d’analyse fonctionnelle qui concerne des rappels sur quelques
égalités et inégalités fondamentales ainsi que I'inégalité de Garding. On énonce dans la troi-
siéme section des résultats relatifs aux critéres de convergence. Dans la quatriéme section,
on introduit quelques notions sur les opérateurs pseudodifférentiels et on términe par des

rappels sur la minimisation des fonctionnelles.
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1.2 Rappels sur les espaces fonctionnels

1.2.1 Les espaces L?

Ces espaces sont importants dans les problémes linéaires ou non linéaires. Ils jouent un

role décisif en particulier dans les démonstrations des chapitres qui viennent.

Définition 1.1 Soit i une mesure borélienne sur un ouvert Q) de R™ et p € [1,00]. Sip < oo,
Pespace LP(dp) désigne les classes d’équivalence( modulo la relation d’égalité p presque par

tout ) de fonctions boréliennes f sur S telles que | f|P soit sommable.

On désigne par L'(f2) 'espace des fonctions intégrables sur Q a valeurs dans R et qui est

défini,
LY(Q) = {f mesurable tels que f:Q — R, et / |f(z)|dx < oo} :
Q
ou
1Al = [ 1f)ldz
Q

Définition 1.2 Soitpe R et 1 <p < oo, on a :

Q) ={f:0 S E |fPel'(@),
o1

il = | [ Ifras] "
Q
Définition 1.3
L>®(Q) ={f:Q — R; f mesurable et il existe une constante C' telle que |f(x)| < C p.p sur Q}.
La norme de f dans L™ est définie par :
1fllu~ = Inf {C; |f(@)| < C pp sur O}

Théoréme 1.1 L’espace LP muni de la norme ||.||, est un espace de Banach, pour tout

1<p<o0. nm

10
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Définition 1.4 On dit qu’un espace métriqgue E est séparable s’il existe un sous ensemble

D C FE dénombrable et dense dans E.

Théoréme 1.2 Soit E un espace de Banach tel que son espace dual E' soit séparable, alors

E est séparable. m

Définition 1.5 Soit E un espace de Banach et soit J Uinjection canonique de E dans E .

1

On dit que E est réflexif si J(E) ~ E .
Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et E .

Le tableau suivant récapitule les principales proprietés des espaces LP,

L’espace Reéflexif | Séparable Espace dual
I’ 1<p<o Oui Oui L’
L' Non Oui L™
L Non Non contient strictement L'

Théoréme 1.3 Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,)neny une suite bornée dans

E. Alors il existe une sous suite extraite (T,, )ren qui converge faiblement. m

corollaire 1.1 Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,)nen une suite bornée dans
E.
Alors il existe une sous suite( fn, )ren qui converge faible".

Théoréme 1.4 Soit E un espace de Banach, alors

( E réflexif et séparable )= ( E réflexif et séparable ). m

Théoréme 1.5 Soit E un espace de Banach tel que E' soit séparable alors E est séparable.

1.2.2 Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert est une classe particuliére d’espaces de Banach, il a des propriétés

fondamentales qui jouent un role important en analyse et en physique mathématique.

11



Outils Mathématiques

Définition 1.6 Soit H un espace vectoriel, on définit sur cet espace un produit scalaire qui
est une forme bilinéaire de H x H dans R symétrique, définie positive et qui vérifie linégalité

de Cauchy-Schwarz :
[(u,0)] < (w,w)3(v,0)%,  Vu,v € H

Définition 1.7 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (u,v)

et qui est complet pour la norme (u, u)%.

Exemples

L’espace L*(Q) muni du produit scalaire,

(1 0)isey = [ ulaoald,

est un espace de Hilbert.

L’espace de Sobolev H(Q) muni du produit scalaire,
ou Ov
(w,0)mg) = (u,0)r2@) + Z (axi axi) (@)

ou Ov
N /Q dx—i_z/axzaxl

est aussi un espace de Hilbert.

1.2.3 Les espaces L*(0,T; )

Soit S espace localement compact muni d’'une mesure ;1 > 0 et soit y un espace de Banach.

Définition 1.8 L’espace LP(S;x) est un espace de (classes de) fonctions f définies sur S a

valeurs dans l’espace de Banach x et telles que :

/ £ O)IEdu(t) < oo.
S

12
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Pour S = (0,7) avec T' > 0 et du(t) = dt on a :

T
LP(0,T;x) = {f €(0,7) — Xmesurable;/ [[f(B)|[Rdt < oo, 1<p< oo},
0

muni de la norme,

T 0
||f||LP(07T;x) = (/0 ||f||1>?<dt) :

Définition 1.9 L>(0,T;x) est l'espace des (classes de) fonctions f définies sur (0,T) a

valeurs dans x et bornées telles que :

DIy < N flle©r PP

et

f Il o0 = Inf{C > O |[f (D) <C pp}.

1.2.4 Les espaces de Sobolev
Soit Q est un ouvert borné de RY et soit p € R avec 1 < p < o0.
Définition 1.10 L’espace de Sobolev W'P(Q) est défini par,
W (Q) = {u € LP(Q); Vu € LP(Q)} .

Proposition 1.1 L’espace WP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo, W'P(Q) est

réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oco.
Définition 1.11 On définit ’espace de Sobolev H'(Q) de la fa¢on suivante :
H'(Q) ={ue L*(Q),Vue L*(Q)},

muni du produit scalaire

(u,v) g = (u,v) +i<% @)
y UJH y V)L 8%’@%@ L2

=1

et la norme associée

1

8uH2 :
8%2' L2 '

N
[lull g = (IIUI@ +> 1l
i=1

13
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Proposition 1.2 L’espace H' est un espace de Hilbert séparable.
Définition 1.12 Soit 1 < p < oo, W, P(Q) désigne la fermeture de C1(Q) dans WHP(€).
On note par :

Hy () = Wy ().

L’espace W, (€2) muni de la norme induite par W'?(Q) est un espace de Banach séparable

et il est réflexif si 1 < p < o0 . H& est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'.

1.2.5 Opérateur de traces, espaces de traces
Théoréme 1.6 Soit Q un ouvert borné de R? et de bord lipschitzien de , d € N. L’application
Yo u € COO(Q) — Yo(u) = Ulpq € L2(aQ)7

se prolonge de maniére unique et de facon continue a l'espace de Sobolev H'(2). On appelle
Uopérateur ~y ainsi obtenu : lapplication de trace. L’opérateur ~y n’est pas surjectif sur
L*(09). L’image de 7y est un espace de Sobolev fractionnaire noté H%((?Q) et qui est un

espace de Hilbert pour la norme,

oll, 300 = . inf [fullie.

1
H2(0Q) u€EH(Q) you=v.

1.3 L’opérateur adjoint

Théoréme 1.7 Soit T un opérateur lineaire borné de l'espaces de Hilbert Hy dans Hy. Il

existe un seul opérateur borné T* de Hy dans Hy vérifiant :

V(f, g) € Hy x Hy, (T<f)7g)H2 = (fv T*(g))Hl'

L opérateur T* est appelé adjoint de T et vérifie :

T\ 15y = 11T | s2m)-

14
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1.4 Opérateurs pseudodifférentiels

1.4.1 La représentation de I’intégrale de Fourier et classes du sym-

bole

Soit X un ouvert de R", m et n appartient & N* et soit p et § des paramétres tels que

pourtout 0 < p<let0<d<1l,ona:
flz)= [ f(e)etde, (1.1)
Rn

ou f = (2m)™" / f(z)e ™dx ( la transformation de Fourier d'une fonction f sur R™ ).

Si on différencie (1.1), on obtient :
Def(x) = | € f(e)ede.
Rn

Si P(x, D) = Z ao(x) D™ qui est un opérateur différentiel, on a :

la<m

n

P(x, D) f(x) = / P, €) () de.

On appelle P(z,&) le symbole complet de P(z, D) tel que :

P(z,&) = ) ant®

|| <m

et on définit le symbole principal de 'opérateur P par :

Pp(x, &) = Z aq (7)€"

|af=m

Ecrivons maintenant
P(ZL‘7£) = Pm(xa g) + Q(l‘, f),
ot Qz,6) = 3 an(w)e

|| <m—1
On dit que P, est "positivement homogéne de degré m" si :

ot (AE)* = Alle = amege.

15
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Définition 1.13 On définit S} (X x RN) comme Uensemble des P € C* (X x RN) tels
que pour tous K CC X et tous o € R" et f € RY il existe une constante C' = Crap(P)
telle que :

1050 P(,€)] < C(1+ [Pl (2,6) € K x RY.

Si P e S)s(X x R™), on dit que P est un symbole d’ordre "m" et de type (p,6).

Remarque 1.1 On dit que S} C S 5 sim < m,6<d etp>p.
Les "meilleurs” symboles sont ceur avec p=1 et d =0 .
Pourp>1letm<O0ona:

oy =9,

ol

ST(X xRY) = {PeC®X xR); pour VK CC X, a €eN", 3e NV, M e R;
0207 a(x,0)| < Crapar(1+[6)7 .

Définition 1.14 (de opérateur pseudodifférentiel) Soit p et § des paramétres tels que
0<p<let0<d<1etsoit X CR". Un opérateur pseudodifférentiel est un opérateur qui
va de C°(X) a D'(X) et qui a la forme suivante :

Pu(z) //my (@, y, Ou(y)dyd,
27T n
ot P e S5(X x X xRY) et u € C5°(X)

Notation On note L}'s(X) I'espace des opérateurs pseudodifférentiels.
Exemple

Un opérateur différentiel est un opérateur pseudodifférentiel :

Au(z) = Z ao(x)Dou(x) = /n eEh(8) (;jf)n

laj<m

- / ) /X ei(m‘y)fa(w,£)U(y>dy(2cff)n

a(z,§) = Z aq (7)€" € STH(X x R™).

laj<m

On va traiter plut tard un autre exemple sur des opérateurs pseudodifférentiels

( la famille "Mollifier de Friedrich" ).

16
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1.4.2 L’adjoint d’un opérateur pseudodifférentiel

Théoréme 1.8 Soit P L™

p,07

1 -
p>9. Alors P* € L7's et op«(2,§) = Z a@g‘Dgap(x,g). n

= [ e

(., £)eiE € dydg
= [ ] resoce i g
ou p*(x,y,€) = ply, =,8).

Pour calculer ops on peut supposer que p est proprement supporté et prendre

Preuve 1.1 Si P est donné par :

alors :

p(z,y,&) = p(x, &) = op(x, ). Alors, d’apres le théoréeme précédent, on a :
op(x,§) = Z 8°‘Do‘ap op(x,€),
qui est le développement voulu. m
Définition 1.15 Soit X un espace de Banach des fonction, telles que :
Ccse c .
On définit X STy U'ensemble des symboles p(x,§) tels que,
1Dgp(- &)y < Cat®)™™™, az0.

Définition 1.16 On définit X S7} ou simplement X S™, l'ensemble des symboles p(x,€) tels

que p(z,§) € XS et p(x, &) admet lextension classique suivante :

(@) ) pi@,€).

>0

Proposition 1.3 Soit B(x,() € C'S} tel que,
Zb, D)A et B*(z,¢) = B(z, D)".

Alors,
B(z,D)* — B*(z,{): L’ —LP, 1<p<oc.

17



Outils Mathématiques

Proposition 1.4 Soit A(x,() € C*SY tel que,

Az, D) = ay(z)wi(D)

l

Alors,
A(x,D)" = A*(z,D)+ R
ol
R:H" — HT'P —1<s<0.
et

R=>[w(D),a(x)7].

Proposition 1.5 Soit A;(x,¢) € C'S?) et B(x,¢) € C*S"

cl’

j=0,...1,

Aj(ﬂ?, D)B(l’, D) = Cj(.fC, D) + Rj,

ol
Cy(x,¢) = Aj(x, Q) B(,¢) € CT 94,
Ry : H*P — HPP 1 <5<0,
Ry =Y a(x)[wi(D), b (2)] Ay, (D)
l,m
et

Ry : H*" — [P

Ry = by (a)[wn(D)A, ay(x)]wi(D)A*

1.4.3 La famille des opérateurs pseudodifférentiels Mollifiers

de Friedrich

Définition 1.17 Un Mollifier de Friedrich sur M est une famille J. des opérateurs pseudo-
différentiels scalaires J., 0 < e < 1, tel que :

Jo € OPS™°(M) pour chaque € € [0, 1],

Je:0 < e<1 est un sous-ensemble borné de OPSY ((M) et

Jou — u dans L*(M) quand ¢ — 0 pour tout u € L*(M)

18
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Proposition 1.6 Soit A € OPS]s(M), 1 —p < p, Si Je est un Mollifier de Friedrich sur
M, alors [A, J] = AJ. — J.A a les proprietés suivantes :

1) [A,J] € OPS™(M),0<e<1.

2) [A,J]:0<e<1 estun sous ensemble borné de OPS;'?{”A(P‘;)(M).

1.4.4 Inégalité de Garding

Cette inégalité va jouer un role important dans la dérivation & priori des estimations des

problémes elliptiques avec condition au bord.

Théoréme 1.9 Soit p(z, D) € OPS]5(S2) et supposons que 0 <6 < p < 1.
Supposons aussi que ReP(x,() > C|C|™ pour |(| assez grand avec C > 0.

Alors, pour tout s € R, pour tout compact K C Q et pour tout u € C°(K), on a :

2

Re (P(:E,D)u,u) > COHUHE% - ClHu‘

1.5 Rappel sur quelques inégalités fondamentales

Inégalité de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz ( 'inégalité précédemment connue comme

n

inégalité de Cauchy Schwarz " ).

H est un espace de Hilbert, Soient x,y deux éléments de H, on a :

o) | < lzllllyl]-

1.5.1 Inégalité de Poincaré

Lemme 1.1 Soit Q un ouvert borné de R™ (ou qui est au moins borné dans une direction),

alors il existe Cq ne dépendant que de ) tel que
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1.5.2 Inégalités fondamentales

Inégalité de Gronwall

Théoréme 1.10 Soit X un espace de Banach et U C X un ensemble ouvert dans X . Sotent

fyg:]a,b] x U — X sont des fonctions continues et soient y,z : [a,b] — U satisfont les

problémes a condition initiale,

y(t) = fty®), yla)=yo

J(t) = glt,2(1),  z(a) =2
On suppose que C' > 0 une constante telle que :
lg(t, x2) — g(t, z1)|| < Cllzg — 24|

et une fonction continue ¢ : [a,b] — [0,00) telle que :

£ y(#) = g(t y(O)] < ¢(?)

Alors

t
ly(t) = 2(0)]] < e lyo — zol[ + / e~ lp(s)ds
0

pour tout t € [a,b]. m

1.6 Intégration par parties

Soit 2 un ouvert de RV ** de frontiére 952 qui est de classe C%. On pose n(z) = (ng(x), ....

alors, pour tout f,g € C'(Q) la formule d’intégration par parties suivante :

/ 729 40 + [ tgnido
ox;

ol do est la mesure de surface N dimensionnelle sur 0€). On écrit :

ou ou
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qui s’appelle la dérivée normale de u sur 0f2.

Formule de Green : Soit u € C'() et soit v € C*(Q) on a :

/uAvdx-/(Du D) d:p—/ u—da,
Q Q

ou 0
( dans la formule précédente (Du, Dv) Z 83?: 8::

1.7 Ensembles convexes et fonctions convexes

1.7.1 Ensembles convexes

E est un espace de Banach,

Définition 1.18 Soit C' une partie non vide de E.

C' est convexe si :
Y(z,y) € C* VOc[0,1], Or+(1—-0)yecC.
Exemples, Espaces affines, segments, demi-espaces définies par hyperplans, boules [, pour

p > 1 (inégalité triangulaire), ellipsoides.

1.7.2 Fonctionnelles convexes

Définition 1.19 Une fonction f: C C E — R U 400 est conveze si :
Y(z,y) € (C)? et VO € [0,1],

S0z +(1=0)y) <0f(z)+(1-0)f(y).

1.7.3 Fonctionnelles coercives

Définition 1.20 Une fonction f : E — R, est coercive si :

lim f(x)= +oo.
|||l z—>o0
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1.7.4 Minimisation d’une Fonctionnelle

Maintenant, il s’agit de chercher un z* tel que

f(@*) = inf f(z),

(p) zeCCE

Théoréme 1.11 Si C est un convexe fermé non vide de E, si f est continue, coercive et
strictement convexe sur C, alors le probléme (p) a une solution et une seule. La solution de

(p) étant aussi solution de V fo« =0. m

1.8 Les équations elliptiques

RN-I—I

Soit €2 est un ouvert bornée de , de frontiére 9€). On considére le probléme :

Ly=f dans £,
y=g sur  0f),

ot f:Q — R donnée, y : Q@ — R Iinconnu et L l'opérateur de derivée partielle du second

ordre qui a la forme :

N N
0 Oy 3 Oy 0
=25, (a”(z)axl) ! ( )50, * o (bi(iﬁ)y)) Hwy (19
1,7=0 1,j=0
ou la forme :
N N
Py dy
Ly = J(@) 5+ D bi(r) 5 : 1.4
! ijzz() o ($) (9:131-8:6]- " i=0 bl(x) axj - d(w)y ( )

Pour des coefficients a;;, b;, ¢; et d donnés (0 <4, j < N), on suppose aussi que
a;; = a;(0 < 7,7 < N). On dit que 'EDP est de forme divergentielle si L est donné par (1.3),

et de forme non divergentielle si L est donné par la forme (1.4).

Remarque 1.2 Si les coefficients a;; (0 < 4,5 < N) sont des fonctions de classe C*, alors
chaque opérateur écrit sous une forme divergentielle peut étre réecrit sous forme nondiver-
gentielle, et vice versa.

Cependant, il y a des avantages pour considerer les deux formes differentes de L séparéement :
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la forme divergentielle est plus naturelle pour les méthodes d’energie, par contre la forme non

divergentielle est plus adaptée pour les méthodes du principe du mazximum.

Définition 1.21 On dit que les équations (1.3) et (1.4) sont uniformement elliptiques s’il

existe une constante positive 0 telle que :
N
> ai(2)&& > 0I¢”,
i,j=0

pour tout x € Q, £ € RVTL,
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Chapitre 2

Inégalité de Carleman globale pour les

problémes elliptiques non homogénes

Soit € un ouvert borné de RN*! de frontiére I' de classe C?. On considére le probléme

elliptique général du second ordre suivant :

N N
Py = Z Do zbg—y Y e ey )
= f+z 8f] dans §)
y = g, sur I’ (2.2)
ou )
a;j € C*(Q),

bj,c; et de L>(Q), (2.3)

\pour i, j=0,...,N

et les coefficients a; ; satisfont la condition d’ellipticité standard :

38 >0, V&eRNH Zau (2)&&; > BIEP. (2.4)

1,7=0

D’autre part, on suppose que :

feL*Q), fjel*Q), Vi=0,...,N (2.5)
g e Ha2 (). (2.6)
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2.1 Existence et Régularité de la solution faible

On cherche une solution y du probléme (2.1) et (2.2). Pour cela, il existe une fonction

g € H'(Q) telle que § = g sur I et on introduit ensemble,
K={0eH'(Q):0—§ec H)Q)}

avec K est un convexe fermé non vide de H'(2) qui dépend seulement de g.
Une solution classique de (2.1) et (2.2) est une fonction y € C*(Q) vérifiant (2.1) et (2.2).

Une solution faible de (2.1) et (2.2) est une fonction y € K qui vérifie :

aly,0) = /Z( awa —|—czy> —dx+/z< a;;) gxy]@dx—i—/ﬂd(x)yﬁdx

_ /f&dx—Z/f]ax] v Ve HYQ). (2.7)

Il est clair que toute solution classique est solution faible.

Remarque 2.1 Comme Q est assez régulier (c a d de classe C?) il n’est pas nécessaire de
supposer § € C(Q).
En appliquant la théorie des traces, il suffit de savoir que § € H*(Q) autrement dit g € H%(F).

2.1.1 Existence et unicité de la solution faible

Théoréme 2.1 (Stampacchia)
Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive sur H. Soit K un convexe fermé non
vide.

Etant donné ¢ € H', il existe u € K unique tel que :
a(u,v —u) > (p,v—u), Yové€k.

De plus si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

1 . [1
§a’(u7 U) - <QO,U,> - 1516111;1 {ia(va U) B <907u>} :
m On pose,
N
of;
F = —7 <j<N
f+ ]E:O oz, 0<y
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alors F '€ H ().

Proposition 2.1 Pour tout F € H ' (Q), il existe y € K unique solution faible de (2.1) et
(2.2). De plus, y s’obtient par :

%a(y79) - <F7 y> = min {%a(@,@) - <F’ 0>} :

0eK

Preuve 2.1 Notons tout d’abord que y € K est solution faible de (2.1) et (2.2) si et seule-

ment st on a :

N N N N
N 82/ ' 00 B 8@/ / o aaij 6y _
> (Zwaw%y) (20 2w [ 52 (-3 5) 210

J=0

/ y(0 — ) /f0 yda:—Z/fJ(a% 6x]>dx Ve K (2.8)

En effet, siy est solution faible de (2.1) et (2.2) il est clair que :

LS (g ) (- ) 35 (o 55 -
+/Qd(w)y(9—y) f(0— ydx—Z/f](axj 8j)dx Vo e K

J

Inversement siy € K et vérifie (2.8), on choisit 0 = y+w dans (2.8) avec w € Hy(Q) et on
obtient (2.7).

Maintenant, on montre la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire a(y,w).

N N
lay. w)] < > aisllge@l I Dyl Diwl @) + Y lleille@ 1yl 2@l Diwl| 220
ij*O i=0

+Z 15| L= (@) +Z|ID%HC Dyl 2@ llwl| 2 + lld]| L@yl 2@ 0]l 20

IN

C||y|\H1(Q)||w||H1(Q) Vw € Hy ()

ol

N N N
C = layllea + lleillz=@) + Y _(1bllz=@ + D lI1Diagslleqe) + lld]] =
=0 i=

i.j=0
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Donc, il existe C > 0 tel que a(y,w) < Clly||m @ ||w||mi @) dow la continuité de a.
On notera que la coercivité de a(y,w) résulte de I’hypothése d’ellipticité et de l'inégalité de

poincare.

a(w,w) = /Q iiaijDiw(x)Djw(x)dx—l— /Q iciwDi(a:)dx

i=0 j=0 1=0
N N
+/ Z (bj - ZDZalJ) Djw(z).w(z)dx + / dw?*(z)dx
Q=0 i=0 Q

a(w,w) > allwl|f e

Donc, il eziste a € R tel que a(w,w) > a||w||?ié(m pour tout w € H}(Q) ce qui implique la
coercivité de a.
En appliquant le théoréme de Stampacchia, on obtient :

Pour F € H™', il existe y € K unique telle que,

De plus, y est caractérisée par la propriété suivante :

00 = da
win {3 [ - Z<%a +c,e> Z( Zag;,])a_x]

Jj=0 J T

x)Hde—/QfH—i-Z/ijaa—fjdx}
=0

2.1.2 La régularité de la solution faible

Sous les hypothéses (2.4) et d’apreés les résultats précédents, il existe une unique solution
au probléme (2.7). On cherche la régularité de cette solution en fonction des données du

probléme (2.1) et (2.2).

Théoréme 2.2 Soit les hypothéses (2.4) et soit y € H' () solution de (2.1) et (2.2).
Si a;; € CH(Q) pouri,j=0,...,N et de classe C?, alors pour tout F € H (1),
y € H*(Q). m
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2.2 Estimation de Carleman

Notre but est d’obtenir une inégalité de Carleman globale pour la solution de (2.1) et (2.2).
Afin de formuler notre résultat principal, on introduit d’abord une fonction poids convenable.
Fonction poids

On choisit une fonction poids ¢ qui pourrait exiger de longs arguments. On commence

par le choix de la fonction poids basique qui dépend seulement de la variable de ’espace.

Lemme 2.1 Soit w un ensemble ouvert non vide arbitraire tel que w C ). Alors il existe

une fonction 1 € C*(Q) telle que :

=0, sur T (2.9)
b(z) >0, VoeQ (2.10)
IVip(z)] >0, VeeQ—w (2.11)

m En utilisant 1, on peut considérer la fonction poids :
() = (2.12)

ot AeRet A>1.
Preuve du lemme 2.1 Comme € est régulier, on choisit une fonction § € C*(RY™!) telle

que :

Q={zeR""™ 0(z) >0} et |VO(z)| #0,Vz €.

Ceci peut étre fait localement et puis étendu globalement en utilisant la partition de I'unité.
D’aprés le théoréeme de la densité de Morse, il existe une suite de fonctions de Morse (6y)
(dont le gradient s’annule seulement sur un nombre fini de points) telle que 6;, — 6 sur C*(Q)
quand k — 400 (0 ne s’annule pas nessécairement sur le bord).

De plus, on peut prendre 6, > 0 parce que 6 > 0 sur €.

On définit C' = {x e RV V() = O} comme l'ensemble des points critiques de 6.

Puisque |V(z)| # 0 alors, il existe un voisinage V de I' dans RV et § > 0 tels que,

Vo € V,|Vo(x)| > 0.
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Soit ¢ € D(V') tel que p(z) =1,Vz €T et 0 < ¢ < 1. On met

pire = O + o(x)(0(z) — Ox(x))

alors py(z) =0, Vo € I et pg(z) > 0, Vo €
de plus :

Vee Q—V, Vu(x) = Vo(x).
Maintenant si x € QNV, on a :
Vi(x) = VOp(x) + 0(2)(VO(2) = V(1)) + Vo(z)(0(z) — Ok(x))

donc pour k > kg, ko suffisament large on a :

Vur(z)] = |[VO(z)| = 2[lellc2@)l10 — Okl o2 @)
> 0= 2[|¢l|c2@)ll0 = Okllc2 @)
)
> —,
- 2

On choisit k& > ko et on pose pu(x) = pg(x). Alors p est une fonction de Morse parce que les
points ot le gradient s’annule sont parmis ceux qui annulent V.

De plus p(z) =0,Vz € T.

Soit @1, s, ..., x, les points critiques de p. Alors 2; € Q —V pour i = 1,...,r et il existe r

chemins réguliers disjoints [y, ...,[, tels que :

l; € C* ([0, 1; R*1)

L) eQ -V, vtelo1],

Li(t1) # li(ta), Vti,ta €[0,1], t1 # tg,
L;(1) =z; et 1;(0) € wy,

Vst € 0.1, Lis) # 1(t), i)

Il existe aussi r fonctions fi, ..., f. telles que pour : =1,...,r :
dl; (t
fi € O°(RNTL RNTL) et % = fi(li(t)), Vte(0,1).
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On définit des voisinages ouverts W, des ensembles {/;(¢),t € [0,1]} pour i = 1,...,r tels

que :
W, CQ-VetW,NW,=¢sii#j
alors, on prend les fonctions e; € D(W;) telles que e;(1;(t)) = 1,Vt € [0, 1] et on suppose
gi(x) = ei(x) fi(x).
On considére I'équation différentielle :

L) = alaln), Vi€ (0,

z(0) = x.
On note par S; : RV* — RY¥*! Popérateur qui associe z a z(t). On a alors :
Si;(0) =a5, i=1,...,7r
et on définit
S(z) = StoSio...0S](z).
Siz e Q— (U_,W;) alors S(z) = z, par conséquent :
Ve eV, S(z) = .

D’autre part, chaque Si est un diffSomorphisme de  vers lui-méme, donc S I'est aussi et
VS est inversible.

On pose :

Donc ¢(z) = 0,Vx € T. De plus, comme V.S est inversible si Vi)(x) = 0, alors
S(x) € {x1, ...,z }.
Sachant que S} = Id sur Q — W, c.a.d :

S(li<o)) = Si(li(o)) =T
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et comme S est un difféfomorphisme, on a :
S(x) =A{x1,...,x.} =z € {l1(0),...,,(0)} = = € wy.
De plus

Vip(z) # 0 =z € wy,

et 1 satisfait toute les conditions du lemme2.1, ceci finit la preuve du lemme2.1.

2.2.1 Théoréme principal

Théoréme 2.3 Sous les hypothéses (2.4) et (2.12) et soit y € H'(Q) une solution de (2.1)
et (2.2). Alors, il existe une constante C' > 0 indépendante de s et de \, et des paramétres

A>1ets>1 tels que pour tout A > \ et pour tout s > 3,

1 L[IfP
2 2sp 242 21,12 250 L 92s 2 250
/Q|Vy| e“*Pdx + s*\ /ﬂ(p ly|“e dm§0(32e Hg||H%(M)+ el e“*Pdx

N
S Ay swwymem) (2.13)

i,j=0

Remarque 2.2 Dans le calcul et sans perte de généralité, il est suffisant de considérer le
cas o bj = 0, ¢; = 0 et d = 0 comme on peut rajouter les termes d’ordre 1 et les termes
d’ordre 0 de (2.1) dans le second membre. Les termes qui correspendant dans (2.13) peuvent

étre absorbés par le coté gauche en choisissant s et A assez large.

La preuve de ce Théoréme (2.3) exige plusieurs étapes.

2.2.2 Preuve du théoréme principal
Localisation

Pour tout 4 > 0, on considére un recouvrement de €2 comme suit :

Q Cc QU (Uz‘lzoﬁé(fi)) (214)
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oit Qy C Q, 7; €T = 9Q et B5(4;) la boule de centre &; et de rayon 4.

Soit (e;)i=o....; une partition de 'unité telle que :

1111

4

606050(90),
616050(55([51)), Z:L,I
ei(x) >0, i=1,...,1

I

Zei(x) =1, Vxe.
{ i=0

On définit : )
yi=ye;, 1=0,...1

I I I
Zyizzyei:yzei:y-
i=0 i=0

\ =0

D’aprés la remarque 2.2 le probléme (2.1) et (2.2) s’écrit :

N 92y
Py = g
Y Z i (x)axi(?xj
2,j=0
N
_ af;
=f+ Z 9z,
7=0
y=g sur I.

En multipliant (2.17) et (2.19) par la fonction e;(z), on a pour tout i =0, ...

eiP = €; a;
4,7=0
N
of;
=ef +e; —=  dans (),
f Z xj
7=0
ye; = ge;  sur I’

Sachant que :

et
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Donc, le probléme (2.20) devient :

de; f]

Py; [Pez]y—irezf—i—z

yi =ge; sur I.

ou [P, Q]

opérateur d’ordre 1, suppyo C €y et les fonctions e; f;, f;(

dans fs(%;) pour tout i = 1,... 1.

I

Comme y = Zyi, on a :
i=0

I
/(|Vy|2+82/\2g02|y|2) e*?dy < C’
Q

IN

()

+

NER

o

.

+1
A2Q

B, (Zo)

I

2s 2
(Z{526 ||gel||H2(F
s/ | fieql gpezwdaﬁL—Z

ij Oe, dans $2,
(2.21)

= QP — PQ définit le commutateur entre P et (). Le commutateur [P, ¢;] est un

et y; ont un support compact

axj)

B, (&)

/(|Vyz’2+52/\2902|yz‘ ) 25<pdl,
0

1 |2
_/ ‘fel‘ 628<pdx
sA? Jo @

—| /s ’2 e>?dx
/o ¥

€2s<p
Vy|* + |y|? —}
(IVyl ||)90

+Z / (IVl? + s"’vso2|yz-|2>e%“”d$>
=0 Y%
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< oz, +— [,
- Mbr) ™ sx2 Q¢
N S
S s [ 1 Peedr + L [ (VP + o)
ilree’?de + —5 | (IVyl” + [yl’)
im0 Jo Q Y

+/ (|Vy|2 + 82)\2g02|y|2) elwdx>

dx

ou C' est une constante indépendante de s et \.
Par la partition de I'unité (2.15) on se raméne & montrer 'inégalité (2.13) dans les deux cas

suivants :

o suppy C Qy avec Qy C Q
o suppy C Bs(z), @€l

Le premier cas a été deja démontré dans [5], on s’intéresse au deuxiéme cas qui constitue la

principale nouveauté.

Changement de coordonnées

On prend # € I', § > 0 et y une solution de (2.1) et (2.2) telle que suppy C 5s(Z).

D’aprés (2.11), on suppose § assez petit pour que

Ot (x)
8.731‘0

Bs(T) Nw = ¢ et #0 Vx € B5().

Aprés rénumérotation des coordonnées et sans perte de généralité on fixe ig = 0, on a :

0y (x)
axo

# 0 Ve psa) (2.22)
et on effectue le changememt de coordonnées suivant :

(2o, T1, ..., ¥N) = y(To, T1,. .., TN) (2.24)
Dans le nouveau systéme de coordonnées on a :

Q =]0,6[x 5 et T'={0} x
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o B} = {x eRY, ||7| < 5}.
De (2.1) et (2.2), on obtient :

. 0% — 25 . -
Py = — i =——— 1+ Ay + By 2.25
y a~02 +]Zla]afoafj + y+ y ( )
N ~
= f+z% dans 10,0[xRY (2.26)
- 8:5]’ ) ) .

N N
B ) 9 y
ou B = E bj(j)@TL%j + g o7, (¢i(Z)y) + dy est un opérateur de premier ordre a coefficients
=0 i=0

dans L™ que lon peut négliger, et A un opérateur de la forme

N 0%

Ay = Z “ 8:@833]

De plus, on peut choisir la fonction poids suivante :
p(7) = . (2.27)

On remarque que ¢ est indépendante de z;, i =1,..., N.
Maintenant, on montre qu’il existe une constante ¢ > 0 indépendante de s et A, et des

parameétres A>1et§>1 tels que pour tout A > \ et pour tout s > s,

. 1 2
/\VgﬂQezwd:E—l—SQ)\Q/352|gj\2625‘pd:i < é(s%e%uguzl v [ g
Q Q H2([) 5

) A e @
N
+ ) s / | fj|2¢e%¢d:z«) (2.28)
ij=0 J9
Dorénavant, on omettra la notation " ™" pour les coordonnées et on normalise 4 & 1 pour des

raisons de simplification, on obtient :

2 N 2
Py = g—;; + ; (I/Oj—aing + Ay
= f+ ﬁ: ] dans 0, 1[xRY (2.29)
— O’ ’
y(0,2) = g(z'), sur RY (2.30)
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ou y, f et f; sont négligeables dans le voisinage de [0, 1] x dB;U (1 x Bj) et la fonction g est

aussi négligeable dans le voisinage de B:;.
Pour z € RNt et ¢!, 2 e RY,
N

(€', &%) = a(z,&,8) = Y ay(2)¢!E,

ij=1

donc la condition d’éllipticité (2.3) s’écrit comme suit :

il existe 5 > 0 tel que pour tout 7 € R et pour tout ¢ € RV,

N
P+ agE +al€,€) 2 B+ IER) V(xoa') € [0,6) x .
i=1

Soit P 'opérateur défini par :

N
P(z,7,&) =71+ Zaoﬂfj +a(§, )
=1

et A le discriminant de cet opérateur tel que :

N 2
A= (Z aoﬁ;’) —4a(&,€).
j=0

(2.31)

(2.32)

Puisque le signe de l'opérateur P est strictement positif pour tout (zg,z) € [0,0] x 5, et

pour tout &, &% € RY, le signe de A est négatif, donc —A > 0, ce qui implique 'éxistance

d’une constante v > 0 telle que pour tout £ € R et || =1 on a

N 2
dal€,€) - (Z anfj) > 1.
j=0

Si on note M = {m, eRY ||| < 1} et G =]0,1[x M, on obtient

2y - 0%y
Py = — ; A
4 8.’13'0 + ;CLO] 83008:10]- + Y
N
= f+;8£f, dans G =0, 1[x M
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Factorisation

On rappelle que,

o2 N o2 9 N 0?
(z, 0, D) P +i ZZ:: ao;(z) Droidz, +1 ”2:: a”(x)ié’xiiaxj

donc pour 7 € Ret & = (&, ..., &n) € RY le symbole principal de Iopérateur P peut s’écrire :

i,j=1

a(z, &, ). (2.36)

P(x77_’ ) = Z 0] 7'{] Zal](l‘)gzg]
2 e

On remarque que P est un polyndéme de second degré en 7, et

i 3250 aj(2)g \/4a(96 £,8) — (Zg | ao;( )@)2
2

T (z,§) =— (2.37)

sont les racines de ce polynéme qui seront régularisées prés de & = 0 par une fonction "cut-oft"

p € C®(RT) telle que

1
u(t)=0, pour te€ [0, 5} ,
u(t)=1, pour t>1, (2.38)

0<u(t) <1, VteR"

On écrit :

ZZ] L ag;(2)§; (|§|)\/4a($ £,6) — (ZJ | Qoj(z )§j>2
- :

Ti(%é) _ (2.39)

On définit R, (z, D) les opérateurs pseudodifférentiels de symboles 7. (z, D), tels que :

R (x, D)u(z') = / ra(€)e® O de (2.40)
+ v
donc la factorisation de I'opérateur P peut étre représenté par la forme suivante :
0 0
Py = — R (x,D) || =— —R_(x,D) | y+ Ky, (2.41)
6 To 0z
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ol K est un opérateur du premier ordre en variable 2’ uniformément borné en zy et qui

pourra étre négligé (K = 0) puisque le poids ¢ est indépendant de z'(voir la proposition 1.4).
Ky e L>([0,1]; [(H" (M), L*(M))) (2.42)

On utilise ¢ qui est donné par (2.27), on obtient :

N
0
Y Py = es“"f+es‘pzafj dans G =]0,1[x M,
j=0 "7
e*y(0,2") = e*g(x)), ¥ e M.

On considére la nouvelle fonction w telle que,

w = ey, (2.43)
alors le probleme précedent devient :
Paw = e**P(e**w)
Sl
= ewf—i-ewz?fj dans G =]0,1[x M, (2.44)
§=0
w(0,2") = e’g(a’), z' € M. (2.45)

En dévloppant les deux membre de probléme (2.44), on trouve :

0 0
= s — — _ —sp
Paw e ((’31:0 R (z, D)) (8% R_(x, D)) e *fw.
= €% 9 Ri(x,D) ) e *%e* 9 R_(x,D) ) e **w.
al'o ’ axo ’

—sp —sp
s Oe s Oe

_ 5P —s _ oS —sp
(e e e**Ry(x,D)e ) (e e e**R_(x,D)e > w
sp—sp sp sp —5¢ s
_ (M . e—scpae _ R+<I’, D)> (M _ 6_58086 — R_<CC, D)) w

8x0 a[L‘O 8% a$0

AR D)) (a% —s\p — R_(x, D)) w (2.46)
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et

N
ss@f_,_eswzafﬂ _ es‘pf—i—Zew%
=0 )

5’x0
_ scpf+z axf] Zf]ae‘p

= “f+ Z — foshe™*
s a(e** f;)
= eg"(f—fos)\)—i- omn

si on change la notation (f — fosA) par f, on obtient :

P E m) (2 s ne))u

(9300
= ef 1+ Z 8:B0 , dans G =]0,1[x M, (2.47)
w(0,2') = esg(:z:’), ' e M,

ot w = 0 pour zg € v(1) (w a un support compact dans [0, 1[xM (revient & (2.43)).
Maintenant on veut montrer ’estimation de Carleman pour w :
Il existe une constante C' indépendante de s et A, et des paramétres A>1et§>1 tels que

pour tout A > )\ et pour tout s > s,

L[ IfP
2 242 2 25 (12 2s
/G(]Vw] + $2XN%p%wl?) dx < C<s2e HgHH b 8)\2/ch6 Ydx

12 2530d> )
—i—jz:%s/G]f]] e dx (2.48)

Estimation de Carleman

On définit z par :
(8?:0 sAp — R_(x, D)) w = z. (2.49)
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Puisque w est a support compact dans [0, 1[x M, alors w est nulle au voisinage de xo = 1 et

z vérifie le probléme suivant :

9 )
_ — et g _ SPAf. = 1 2
(axo SAp R+(x,D)) z=e"f+ jg_o o, (e**f;) dans G =]0,1[xM, (2.50)
z(1,2y=0 a2 € M. (2.51)

D’abord, on obtient des estimations sur z en termes du second membre de (2.50).

Proposition 2.2 [ existe une constante C' indépendante de s et \ et il existe sq > 0, tels

que pour tout A > 1 et pour tout s > s,

N
/|z|2d:v§C 212/@62“%&—1—2/ |fi?e*%dx | . (2.52)
G s°A% Ja ¥ =0 /a

Aussi, il existe une constante C' indépendante de s et \, et il existe s > 0, tels que pour tout

A > 1 et pour tout s > sq,

1 | |2 N

2 J 2s 2 2s

olz|*de < C /—e dx + E / fil“pe**dx | . 2.53
/G’ H <52)\2 g ¥ =0 G’|j| ( )

Preuve 2.2 Elle se fait par dualité, on considére le probleme de Cauchy adjoint suivant :

(i —sAp —Ry)Ju=2z2 dans G, (2.54)
8&70
u(0,2") =0 sur M. (2.55)

On rappelle que Uopérateur R (x, D) peut étre décomposé en somme d’opérateurs pseudodif-
ferentiels avec symbole v, (x,() et un opérateur qui appartient a C*([0,1];1(L*(M), L*(M)))

(voir la proposition 1.5).

Lemme 2.2 Pour tout z € L*(G), il eviste une unique solution v € H'(G) du probleme
(2.54) et (2.55), et u satisfait lestimation suivante : il existe une constante C' > 0 indepen-

dante de s et X\, et so > 0, tels que pour tout s > sqg et pour tout A > 1,

/(|Vu|2+52)\2<,02|u|2)dx < c/ 12[2de. (2.56)
G G

m On suppose pour le moment que le lemme2.2 est démontré. En multipliant scalairement

dans L*(G) l’équation (2.50 ) par u et aprés intégration par parties, sachant que f; a un
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support compact dans [0, 1[x M, on obtient :

(( 0 —s\p — Ry (x, D)) ) = S‘Pfdx+z (e f;),u
dxg L2(G) I
%(G)
ozu 9
/—d:p—/s)\gpzudx—/R+(x,D)zudx=/€wad$+Z/ —— (e fj)udx
G =0 G 0z;

/ zud:v—/z—udw—/s)\gpzudx—/Ri(x,D)uzdx:
0G=M dio G

N
e’ fu + / es“"f-ud:c—/ e f; —d:c
/G ; oG ’ G ! O

=0

/G S_a%_w R (x, D)) uzdy = / S@fuda:—Z / s“”fﬂ—d”f

-~
=z

/|z|2dac—/ wfudx—Z/ wf]—dx (2.57)

on utilise (2.56), on a :

2 . S S
/G]z| dr = /GS)\SO e’ f s)upudx—Z/ “”f]a—gcjda:

3 ;3 X 3 ou |12
< (Lmt) ([vem) + (o) X(fa )
=0 j
< ([ st var) (W [= +Z e |2)
< c(/G|z|2dx)2( =[S +Z/ 23“"|f]|dx>
<

1 |f|2
2|2dx C —/ L 289 + g f 26259y
/G|| s2A? Jo ¥? jO‘Jl

Dans le but d’obtenir (2.53), on considére Z = \/pz , donc Z est solution de (2.50) avec f
_ \ 5
et f; remplacées par f = /o f + (5)(567” —Vefo) et fi = \/of;. On applique (2.52) a ce
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nouveau probléme, on a :

: N
/|§|2d:1: < C 212/@628¢d1‘+2/ PR
G s°A% Jg » pange

A —sp __
/WZ,% . C<821A2/|\/¢f+2(ﬁz2 v ﬁfon?emdx)
G G )

N
+ Z/G|\/Efj]2625“"d:c
§=0

1 2 A2 —sp _ 2
/ pleffde < c(W / PP 20y, o TP = of0)
G sA* Ja

©? ©?
A ze % — N
j=0

afin d’absorber les termes contenant z dans le second membre, on choisit s suffisament large

et ¢ > 1, on obtient

Ak -
2 2s 2 2s
olz[fdxe < C /—e SDdaH—E /gaf-e‘pdx )
/G i <52)\2 a ¥ pargie i

m Ceci términe la démonstration de proposition2.2.

Preuve du lemme 2.2
Pour montrer la résolution de (2.54) et (2.55), on considére une famille de Friedrich Mollifier

(J.) pour € €]0, 1], et soit le probléme régularisé suivant :

- <Bi + JI (sAp + R’ (x, D))Jﬁ) ue =z dans G, (2.58)
Zo
uc(0,2") =0, 2'e M, (2.59)
on pose :
B = J!(sAp + R (x, D)) Je, (2.60)
sachant que :
sup ||Jellyr2,2y < C (2.61)
€€[0,1]

alors pour chaque € €]0,1[ on a B, € C([0, 1]; [(L*(M), L*(M)).

Par conséquent, il existe une unique solution u. du probléme (2.58) et (2.59) avec
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u. € H(0,1; L*(M)).
Si on prend une régularisation de z par rapport a zg, alors on peut donner une solution
u. € C1([0,1]; L2(M)).

Ue .. .
, Jeue et J.J.u, par la proposition suivante :

Oz,

Proposition 2.3 [ existe ¢ > 0 indépendant de s, X et €, il existe so > 0 tels que pour tout

Maintenant, on donne des estimations sur u.,

s > Sg et pour tout X\ > 1

||u||2L°°(0,1;L2(M)) + 5/\|\/Ejeu6|L2 + [ Jeu 6||2 < C|Z|%2(G)a (2.62)

01H2(M))

il existe ¢ > 0 indépendant de s, \ et €, il existe s; > 0 tels que pour tout s > s; et pour tout

A>1
AV Tete|[Foo 010200y + |1 Jette] PR o Nl (20 ) VA -3
ele (0,1;L2(M)) elle Lo (0,1;H (M) e Jelel2(@)
H T Tette| [ 20 101 (aryy < €1+ N)12l22(0) (2.63)

il existe ¢ > 0 indépendant de s, \ et €, il existe sy > 0 tels que pour tout s > so et pour tout
A>1

ou, 2
8;1:0

c(1+ )\)|z|%2(G). (2.64)

L*(G)

Preuve de la proposition 2.3

En prenant la partie réelle du produit scalaire de (2.58) par u dans L?*(M), on obtient :

L2 (M)

Re ) +1 (8u6 ) N 1 ( 8u6>
—Re(z, U = = | 57—, Ue 5 | Ue

ou
~Releu) = Re (G + B

1 1
+ 3 (Bette, Ue) p2(pp) + 5 (ue, BGUG)LQ(M)

1 8u6 8 | .

—Re (Z,Ue)Lz(M) = —/ 8x0 Uer Od$+ (B ue7ue)L2(M)+ 5 (Bsu€7u€)L2(M)
B, + B!
—RG(Z,U)B(M) = 2d$0/ |u5| dx + (< )Usyue) ,
L2(M)

1 d B, + B!

—Re (zaue)L2(M) = 2d ’u6|L2(M <( > u6> (2.65)
L2(M)

On note que :

B, + B!
Det Be (2.66)

R (z,D)+ R D
= gz (xp) g ; (FHEREIAR DN

2
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R R
D’aprés (2.39), le symbole principal de 'opérateur % est :
(@.0)+ i ¢) _ p(le) 2
ro(x, )+ 1’ (x, 1
; a == 4a(z,¢,C) — <§ jaojg]> , (2.67)

de (2.33) on a :

N
Iy >0, V(z,¢) € G xRY, 4a(z,(,¢) — (ZaOJC]) >y

Iy >0, Y(x,¢) xRY, 4da(x,(,¢) — (Z Clo;@) > |¢f?

N 2
Eh/ > 07 \V/(ZE, C) X RN? 4&(1‘, Cu C) - (Z anCj) > ﬁ|<|

j=1
1 al i VY
fy
EI’Y > 07 V(Z‘,C) X RN? 5 4@(1’, CJ <) - (Z anCj) Z T|C|
j=1
donc,
ro(x,C) +ri(x,
3C = g V(z,() € G xRN [¢] > 1, +(,¢) 5 +(@¢) > C[c¢]. (2.68)
Pour chaque ¢ €]0, 1],
1 d Be + B!
—Re(z,u) 2z = ]uE] 2( ( Eue,u€>
(M) 2d L2(M) 9 L2(0M)
1 d Ri(z,D)+ R (x,D
Re(eudpan = Sl + (T2 (53 ety ) oy + (VTR D)
2 dzxg 2 L2(M)
1d
—Re(z,ue)2(vy = 2d ——|ue|2s M)—i-/ shp| Jeue|?dx + = (R+(x D)Jeue, Jeue) p2(any
M
+ *(J UE,R+($,D)J€U€>L2(M)
1 d
—Re(z,ue)2(vy = 3 o —— |ue|2s M)—i—/ s/\golJeue\de:+Re(R+(x,D)JEuE,Jeue)Lz(M). (2.69)
M

En appliquant I'inégalité de Garding sur Re(R(x, D)Jeue, Jeue) r2(an, il existe C et G telles

que :
Re(Ry (2, D) Jeue Jue )z 2 CllJeud [y )+ CollJeuel 22 (2.70)
D’autre part, on a :
~Relz u)rzany < 512 Baqun + ). (2.71)
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De (3.1), (3.2) et (2.69) on dédiut qu’il existe une constante C’ > 0 telle que :

s lulion + [ selladde + Clladly ) < €l + uiaan). (272
Finalement
el + MVBIaliney + Ml 2, < Clafiag (273)
ou C est indépendant de s, € et \.
On note par S, et T, les opérateurs suivants :
§ BB g BB e

On prend la partie réelle du produit scalaire de (2.58) avec —S.u, dans L*(M), on obtient :

78”5 * *
(Z, _Seu6)L2(M) == (81’07 _Seue> + (_JE (5/\90 + R+(1‘7D))J5u€, _Seue)LQ(M)
L2(M)
Oue . .
— (z, SEuC)LQ(M) = <8a:0’ Seu€> + (J6 (sAp + R (z, D)) Jcue, SEuE)LQ(M)
L2(M)
1 8u€ 1 aus
- (Zyseue)L2(M) = 5 (8 O7S€u€> + 3 (a 7SSU€) + (Beuea‘geue)[ﬂ(M)
L2(M) To L2 (M)
1 [/ 0u ou
— (%, Seue 2 - < < > (S* < > + Beueaseus 2
( )L2(a) 2 \ ozg’ o 970" ) o ( )L2(a)
1 [/ 0u ou 0S.
- (Z; Seue) 2 - s ( < ) + - ( < e’ue) -5 ( um“e) + (Beueaseue) 2
L2(M) 2 a2\ dxo L2 dxo L2() L2(M)
1 d 1 N
- (Z, SEUC)LQ(M) = idixo (uéa Seue)Lz(M) - 5 (uevseue) + (Beucvseué)LZ(]\/])
1 d 1 N
—Re (z, SEue)LQ(M) = icho (e, SeuE)LQ(M) - §Re (ue,SeuE) + Re (BeuE,SEue)LQ(M) (2.75)
ou :
s = .
0
g - (Lg
€ (axo 6)
0 (B.+B
n 81‘0 2
0 Ri(z,D) + R'.(z.D)
= o (J:(S)\SD)JE +Je ( 5 Je
0 0 (Ri(x,D)+ R (x,D)
= J' | shs—ep(x0) ) S+ J! ’ s J,
637090( 0)) + € axo ( 92 €
R,(z,D)+ R (z,D)\
= JF (M) Jo+ . ( +(@, D) 5 o )) J. (2.76)
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est la somme d’un opérateur pseudodifferentiel avec le symbole

) <R+(a:,D) +Ri;(x,p))’

2
principal
0 D D
3 (74(1’, ) —;—1;(1*, )> et un opérateur qui appartient a L ([0, 1];1 (L*(M), L*(M)).
Zo

Pour zy dans [0,1] :

Ry(z,D) + R*(z,D)\’
Re (ue, Séue)LQ(M) = Re (Jeue, 3A2¢Jeue)L2(M) + Re (Jeue, ( +(x, D)+ R (z, )) JEUE>
L2(M)

2
Jele, Jeue>
L2(M)

(2.77)

R D R* D 4
3A2/ !\/@Jeue!2djc+36<( +(, )J2r * (z, ))
M

S S)\2|\/EJ€U’6’L2(M)+CHJEUE|EI%(M)

D’autre part, on prend le produit scalaire de u, et S.u. dans L?(M) et on utilise I'inégalité

de Garding, on obtient :

R, + R* )

(uea Seue>L2(M) = (SAQOJEUQ Jeue)L2(M) + ( 9 +Jeuea Jeue

1

— (S)\QOJEUQ J€u€>L2(M) + 5 (R+J6U€, Jeue)LQ(M)

1
+§ (Jeue> R+Jeue)L2(M)
= sAV@Jaud Lo + Re (Ry (2, D) Jeue, Jeue) 2
(tes Sette) 2y > SAVPIcuel Fagary + CHJeUeHiI%(M) — ClJeue| F2 ) (2.78)
Maintenant, on étudie le terme Re (B.u,, Sct) L2(M)> puisque B, = S, + T, alors :
Re (Beuea SEUE)L2(M) = Re (Seue + Te“e; Seue)L2(M)

= Re (Seue, Seue) 2y + Re (Teue, Seue) p2pp
= ’S€u€|%2(M) _|_ Re (Teue, Seu€)L2(M) . (279)

Et on a,

—~

2R6 (T6u67 Seue)L2(M) Te“ea SEUE)LQ(M) + (S€u67 Teue)L2(M) )

—~

SeTette, ue) pooay + (T2 Sette, Ue) p2(ap),
Re (Tewe, Seue) oy = 5 ((SeTe = TeSe)ue, ue) 2y »

([Se, Telue, UG)L2(M) ; (2.80)

NN~ DN~

1
(SeTeuey ue)LQ(M) -5 (TESGUG) u€)L2(M) )

Re (Teue7 Seu6)L2(M) - 2
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ce qui implique

Re (Teue, Seue) popyy = (2sA¢ + Ry + RY)JJI (R — Ry)Jeue, Jeu)

L2(M)

ool —

1, . \ )
-2 (R} = Ry)JJZ (25N + Ry + RY)Jeue, Jeue) oy,

(JeJ2 (28X + Ry + RL)(RY — Ry)Jetie, Jatwe) oy

JJI (R, — Ry)(2sAp + Ry + RY) Jeu,, JEuE)L2

ool —

(M)

L2(M)

—(

+ ([25)\90 + R, + Ry, J J*] (RY. — Ry)Jeu, Jeue)
—([R} = Ry, JJ7] (250 + BY + Ra) Jewe, Jeue) o]
8

= 1/ <J JI2s ¢+ R, + R., R, — Ry]Ju., Jgug)
L2(M)

+ ([R: — Ry, JJ (R, = R,) Jeu,, Jeu€> o

+ ([Ri'; — Ry, JJ)(2sAp + R*. + Ry), Jeu,, Jeue) ]
()

On sait que :

<, (2.82)

WH™ 3 (M),H % (M) =

| JEJel]

ou C est indépendant de e.
De plus, le commutateur [2sA\¢ + R’ (z, D) + R.(z, D), R (z, D) — Ry(z,D)] =
R (z,D)+ Ry (z,D), R} (x,D)— Ry (z, D)| appartient a L™ ([O, 1, [(HY (M), LQ(M))), alors

Voo € 0.1] L <Ol (2.83)

Les commutateurs [R’ (x, D) + Ry (z, D), J.J?] qui vont de H’%(M) vers H’%(M), et
[R* (x,D)— Ry (z, D), J.J!] qui vont de L*(M) vers L*(M) sont aussi des opérateurs unifor-
mément bornés, pour € €]0,1] et zo € [0, 1].

Donc, on a :

Voo €[0,1] , L < CHJeuEHiI%(M),
Vag € 0,1 , I3 < C’HJEUEHZ%(M) + SA\ﬁJ€u€|%2(M). (2.84)
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On substitue ces estimations avec (2.77), (2.78) et (2.79) dans (2.75), on obtient par I'inégalité
de Gronwall et (2.73) :

S)‘H\/E‘]eusHQLw(o,l;L?(M)) + ||Jeue||im(071;H%(M)) + |Seu6|%2(M)
ou C' est indépendant de s, A\ et e.
Puisque,
R + R
S. = Jishpd. + J; ==L,
on a :
R +R
S, = sA@J:JGuG+J:+T+JeUe,
R +R
ele = |$ eUe + — o Jele|
Scuc|? Ao J2J, J:+2 Y Jou?
R* +R
ele = SAQY elle + — a5 Jele|
S > |sheJ Jul? J:+2 * Jou)?
R +R
/|S€u€]2dx > 32)\2/ ](ijJeuE\de—i-/ |Jr———L Jou|?d,
G el G 2
ISl By > 2 el + I s Tl By

Le commutateur [R% + R, J’] qui va de L?(M) dans lui-méme est uniformément borné en

€ et xo. En utilisant ceci, (2.72) et 'estimations (2.85), on obtient :

2 2
S|V Jetell 100 0,1:02(0r)) + ||J€u5HLoo(o,1;H%(M))
+5° N |pJ Jete| 7 aey + ||J:Je||2L2(o,1;H1(M))

< Clzl3ae) + CsX /o deu o),

de 'estimation (2.73), on a :

SA V@It [Foo (0 1:22(ary) + ||Jeue||ioo(

+5° N0 S} Jeucl Fae) + ||J:J6H%2(0,1;H1(M))a

0,1;H3 (M)

< Clzﬁﬁ(G) + C)\ZIZ'%/Q(G) (2.86)

< C(L+N)2l720-
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En utilisant I'estimation pour le commutateur [R7},J}]| dans (2.59) et d’aprés (2.86), on
obtient :

ou
|a—x;|i2<c> < Clzl3ae) + CNz] 320

< C(1+N)|z30@ (2.87)

m Ceci finalise la preuve de la proposition 2.3.

On peut maintenant extraire une sous suite toujours notée par € telle que :

u, converge vers u dans L>(0,1; L*(M)) faiblement*,

g—g; converge vers 88—::; dans L*(G) faiblement,

J*J.u, converge vers u dans L?(0,1; H'(M)) faiblement,

Jeu, converge vers u dans L>(0, 1; H%(M)) faiblement™.

ott u € H'(G) et u est une solution de (2.54) et (2.55). De plus, d’aprés les estimations (2.86)
(premiére inégalité), (2.87) ( premiére inégalité) et (2.73), on obtient :

2

2\2( 12
L>(0,1;H? (M)) + 5" A leuliag)

S VUl [T (01,2200 + |l

ou
+||UH%2(0,1;H1(M)) + ’8—%\%2(0) < C\Z|%2(G) + CS)\2|\/@U|%2(G)> (2.88)

pour s assez grand (indépendant de A), le dernier terme dans le second membre peut étre

absorbé par le premier membre, et on a :

SAVoul 7 (0 1:02 000y + ||U||ioo(0 vty T s? N2 |pullz ) + |Vulizg) < Cl2lizg, (2.89)

alors :
52)‘2’<PU|%2(G) + |VU’%2(G) < CM%?(G)-

En ce qui concerne L’unicité de la solution de (2.54) et (2.55) qui est immédiate, on choisit
z = 0 pour simplification et en prenant la partie réelle du produit scalaire de (2.54) avec u
dans L*(G), on arrive & u = 0.

La preuve du lemme2.2 est compléte, ceci fini aussi la preuve de la proposition2.2.
Maintenant on cherche a obtenir une estimation de w en fonction de z.

On sait que w satisfait :

(i — sAp — R_(x, D)> w=2z dans G, (2.90)
8x0

w(0,2') = e’g(2'), w(l,2")=0, 2'€ M. (2.91)
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D’abort, on obtient une estimation sur la semi-norme L? du w. Le gradient de w va étre

obtenue plus tard.

On définit :

Lw = (a% — shp— R_(a, D)) w (2.92)

et on sépare L de sorte que L = L1 + Lo, on obtient :

Lw = (i — sh¢ — R_(x, D)) w

8950
0 R_(z,D)— R*(x,D) R_(z,D)+ R* (z, D)
— w— | s\ + w
&ch 2 2
tels que,
R_(z,D)+ R*(z,D
P P R RS AR
0 R_(x,D) — R* (z, D)
Lo = — 2.93
2 8:60 < 2 ( )
Donc le probléme (2.90) pourrait étre écrit de la maniére suivante :
Liw+ Lyw =z dans G, (2.94)
w(0,2") = e°g(2), w(l,2') =0, 2’ € M. (2.95)
On prend le L?(G)-norme des deux cotés dans (2.94), on a :
]Llwﬁ:z(g) + ’LQU)’%Q(G) + 2R€(L1U}, LQ’U})LQ(G) = ’Z|%2(G), (296)
sachant que :
1 1
Re (Llw, LQw)LQ(G) = 5 (Llwa L2w)L2(G) + 5 (ng, Llw)LQ(G)
1, . 1
—_ 5 (LlLQw, w)LQ(G) + 5 (Llw, ng)Lg(G)
et L7 = Ly, on obtient :
2Re (Llw, LQw)LQ(G) = (LlLQwv w)LQ(G) + (Llw? sz)L2(G) )
ou
ow R_(x,D)— R* (z,D)
(L1w, Low) 2q) = /GL1U) (axg - < 5 w | dx
0 R (z,D)— R*(x,D
= /Lwl—wdx—/Llw( (z, D) (z ))wda:
G Oy € 2
L I
— L +1 (2.97)
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On developpe chacun de I; et Iy comme suit :
L = / Liw—-dx
1 ; 1 pr
1
0
:/(/Lmi%@ﬁf
e (9270

_ /M [|5L1w(x0,x').w(xo,x’)— /0 lai%(Llw)wdmo} da’
_ /M[Ll(l,.)w(1,x').w(1,x/)—Ll(o,.)w(o,x').w(o,x’)]dx’

— /iLlw.wdx
c 0

d’aprés (2.95), on a :

L = —€2S/L1(O,.) dx—/ — Lyw.wdx (2.98)
e afl'()

R — R*
e (_—)
o 2
R — R*
= — (Llw,—_w)
2 12(G)
R —R*
_ <—L1w,w>
2 12(G)

R —R*
= <—_L1w,w>
2 12(G)

R_—R*
_ / A wads (2.99)
G 2
en injectant (2.98) et (2.99) dans (2.97), on obtient :
R_—R* / N ol
(Liw, Low) = —Llw wdr + | ————Liwwdxr —e* [ Ly(0,.)g(2").g(z")dx
a 0o G 2 M

_ [/G (03:0 _ A . Ri) Low.wdzs — ¢ /MLl(O o (x')g(x')dx'}

= — (LoLiw,w) o) — e* (L1(0,.)g, 9) L2 an)
alors :
en remplacant (2.100) dans (2.96), on a :

[Liwlteq) + [Law[Ta gy + (L1La — LaLy)w, w) 2@y — € (L1(0, )9, 9) 2y = |2[72(6)

|Lyw|2gy + [Low[Faq) + (L, Lolw,w) 2y — €2°(L1(0,)9,9) 2y = |2172¢g) (2:101)
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Maintenant, on calcule le commutateur [Ly, Lo

(L1, Lo = LiLy — Lyl
9, R_(xz,D)— R* (z,D) 9, R_(x,D)— R*(z,D)
R (MEDIREDY 0, (D) rED),
0 0 R_(x, D) + R*(z,D)\ [(R_(x,D)— R*(x,D)
= L1a—x0 - 8_960L1 + ( ) ( 5 )
B (R_(x,D) R* (x, D) R +R*( D))
— {Ll, 8%(;0] + i [R_(x,D) + R* (z,D),R_(z,D) — R* (z,D)] (2.102)
et
0 0 0 (R_(x,D)+ R*(x,D) )
[Ll, a_:L‘O:| = —Ll @CCO + al’o ( 9 > + SA @Y.
On met
0 0 (R_(x,D)+ R*(x,D)
k:(xO) N _Llal‘o * 8:100 ( 2 )
+i [(R_(z,D) + R* (2, D)), R_(z, D) — R* (z, D)] ,

[R_(z,D) + R* (z,D), R_(z, D) — R* (z, D)] € L=([0,1]; I(H* (M), L*(M))), (2.103)
donc :
[Ll, LQ] = S)\z(p + ]{?(iL'Q), (2104)

ou k € L™ ([0,1]; 1(H" (M), L*(M))).

Finalement, I’équation (2.101) s’écrit comme suit :

e**(L1(0,.)9, 9) 2y = |L1w|%2(c)+\L2w\%2(a)+(3>\2<Pw7w)L2(G)
+<k<l‘0)’LU,’LU)L2(G) — ’Z’%Q(G) (2105)

Ce qui nous raméne a distinguer deux cas selon le signe du second membre de (2.105).

cas 1 si (L1(0,.)g,9)r2(m) < 0, on a la proposition suivante :
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Proposition 2.4 si (L(0,.)g,9) 2y < 0, alors il existe \g > 0, tel que pour chaque X > A

et pour chaque s > 1,
1 2 2 L s 2 2
§|L1w|L2(G) + |L2w|L2(G) + ES)\ o (p|U)| dx S |Z|L2(G) (2106)
et il existe Ay > 0 et s; > 0, tels que pour chaque A > \{ et pour chaque s > sq,
1 1
§|L1(\/Ew)|i2(c) + [La(Vopw)| 2y + §5A2/G¢2|w|2d$ < 2[y/@2l72(q): (2.107)

Preuve de la proposition 2.4

de (2.105) et comme (L;(0,.)g,g9) <0, on a :

|Liwltei) + [Lawlizq) + 5>\2/ plwl?dz + (k(zo)w, w)r2(@) — |2[72(q) < 0 (2.108)
G

|L1'LU|%2(G) + ‘LQ’LU|%2(G) + S)\2 \/G @‘wlzdaj S |Z|%2(G) + C||w||iz(0,1,H%(M)) (2109)
On prend le produit scalaire de Lyw et w dans L*(G), on obtient :
R_+ R*
(L ey = (shew W + (= )
L2(G)
_ _SA/ ol + (Re(—R_(z, D))w, )2
G
on applique I'inégalité de Garding sur (Re(—R_(z, D))w,w) 2(g), on a :
(Re(=R-(2. D))y 2 Cllwlley = Clula
1
_ C/o el gy — 'l
alors :
1
(L) > =5 [ el +C [ ol oo = Clofiae, 110
d’ou

Cllwl]?

L2onbon) < (Lyw,w) 2y + 5)\/G<p\w\2dx + C’\w\%z(G).
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D’autre part :

1 1
(Llw,U))Lz(G) < (LlwaLlw)[QP(G) <w7w)[2/2(G)’
= Ll |wlie

1
ﬁ|Llw|L2(G)\/X|w|L2(G)

IA

ou C' est une constante positive, donc :

[Jwlf?

L20,HE (M)

1
= C( ‘L1w|L2 +8)\/g0|w|2dx+(0/+/\)|w|%z(c))

En choisissant \ assez grand et indépendant de s > 1, on obtient :

L2(0,1; H2(M)) DY

1 1
Ol < 398 [ elofda+ il

1
¢ (§ltavlg + Al ).

1
C (X‘Llw‘%z(g) + )\|’U)|%2(G) + S)\/G(,Ol’LUEQ(G)dZ’ + C/|w|%2(G))

1 1
Lrulis + Eaulia) + 53 [ elofde < Joliag + 50 [ pluobde+ FlLifag)

1 1
|L2w|%2(g) + §’L1wli2(G) + 58)\2/GQO|U)|2 < |Z|%2(G)

Afin d’obtenir (2.107), on va juste appliquer (2.107) sur w = y/pw qui est une solution de

~ A
(2.60) et (2.91) avec second membre, z = /pz + E@w

1 ~ -
§|L1w|L2 + |L2w|L2 + s)\z/ o|w|*da
1 1
S (VB + |a(vBu)l + 553 [ GHlufda
1 1
SR+ |a(Bu)l + 553 [ Glufda

1 1 A2
1B+ |a(yBull + 553 [ FHufde =T [ elulds

Ceci términe la démonstration de la proposition 2.4

IN

IN

IN

IN

(2.112)

ElFrer

A
lVez + 5\/@0&2(@

2192726

A
2’5\/@1”%2(6')
2122726y

cas2 si (L1(0,.)g,9)r2(c) = 0 : les résultat sont donnés par la proposition suivante :

o4

(2.111)
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Proposition 2.5 I existe une constante C' indépendante de s et A, et il exviste s > 0 et

A1 > 0 tels que pour tout s > s1 et pour tout X > Ag,

C S

C
Vw2 @) < \/§A|Z|L2(G) +

aussi, il existe une constante C indépendante de s et A, tels que pour tout X > Ay et s > Sg,

Ao et sy seront choisis suffisamment large, on a :

C
!@w!L2(G)<\/—/\\\/_Z’\L2 \|g||H2

Preuve de la proposition 2.5

comme ¢(0) =1, on a :

R_+R* R+ RZ
—(sA+ ———)g.9 = ~9ron—(—5 99
L2(M) 12(G)

— o / g dz’ — (Re(R_(z, D)), 9) oo
M
et puisque (L1(0,.)g,9)r2¢) = 0 on a:
A / 9Pdx’ < — (Re(R_(x, D))g,9) pacan
M

on applique I'inégalité de Garding sur (Re(R_(x, D))g, g)LQ(M), on obtient :

H? (M)

3 [ lgPd' < Culglan - CillalF,
M
25 1 2
SA/M g|2da’ < CHgHH%(M). (2.113)
Considérant le probléme adjoint,
* a *
L'p=|—=——s\¢p— R (2,D) | p = puw. (2.114)
8x0
On a le lemme suivant :

Lemme 2.3 il existe C' > 0 et il existe Ay > 0 telles que pour tout A > Ay et pour tout s > 1,

il existe une solution p de (2.114) telle que,

)\2/ |p|2dx—|—\/§)\/ |p(0,x')|2d1"§0/ olwlda. (2.115)
G M G
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m Supposant pour l'instant que le lemme 2.3 est démontré afin d’utiliser la résultante, la

démonstration se fera plus tard.

On prend le produit scalaire de (2.114) avec w dans L*(G) et on utilise (2.90), on obtient :

(w0, w2 (G) = (L'p, w)(G) = ((—4@-—8A¢—-R*@wDﬂnUJ

0z 12(G)
/Gw\w\zdw=(L*p,w)%(G) = —(5—27%0)%(0)—(swp,w)i(G)—(Ri(ﬂf7D)p>w)%(G)
= / lop (0, 2" )w(xo, 2')dx’ — (p, shpw)7(G)
(p,R—(

LwMWW#UnMQQZ@@ﬂ®+AﬁQfWﬂﬂwﬁ (2.116)

D’aprés (2.115), on a :

1 1 1
/GSD’de‘T < ﬁ\/g)\(pap)z%g)(zvz);ﬁ(g)
1 1
4{ ><s4\f</ 1p(0, z")] da:) X </ |esg|2al:1:'>2
s
/G plwlds < ﬁlﬁwlmm)ldm(m . fwwm &le’gl 2, (2.117)
En utilisant (2.113), on obtient :
[Vow|a g < I\/Ew|L2(G) (\/—)\ML? G))
C
|\/_w|L2(G) \/— |Z|L2 (G) + ||9||H2 (2.118)

A
On change w par @ = \/pw qui est une solution de (2.90) et (2.91), et z par Z = /pz — (5),

on peut obtenir aussi pour A > Ay, § > S, Ay et s suffisament large :

[euliz < <z VBl + e loll (2119)
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Ceci termine la démonstration de proposition 2.5

Preuve du lemme 2.3

Pour € > 0, on considére la fonctionnelle :

1, 1 dp " 2
Je(p) = 5lplz2e) + 2—6\8—% + sApp + R (2, D)p + pwli2c) (2.120)
on note qu’il existe p tel que J.(p) est finie, par exemple p = 0.
On considére le probléme minimisé suivant :
I € ) 212]_
min Je(p) (2.121)
ou
2 Ip x 2
U=4pel (G),(%%—s)\(pp%—}%_(m,D)%—cpw) € L(Q) ;. (2.122)
0
Il existe une suite minimisante {p,}, .y telle que :
pn €U et J(pn) — in[f} J(p), (2.123)
pe

Opn
donc |pn]%2(G) est bornée et |aL + s opn,+ R* (z, D)p, +g0w|%2(G) est bornée, par conséquant
Zo

R* (z,D)p, et 8—” sont bornés dans L?(0,1; H~'(M)). Alors on peut extraire une sous suite
Lo
toujours notée par (pn)nen telle que :

Pn — pe,dans L*(G) faiblement,

Opn  Ope _ :

%;0 — 650 dans L*(0,1; H*(M)) faiblement,

Opn .

—— 4 sApp, + R*(z, D)p, + w

8x0

Ope

2Py sAppe + R* (x, D)pe + pw faiblement dans L*(0,1; H™'(M)). (2.124)
Lo

Opn
Mais, comme |% + sA¢p, + R* (x, D)p,, + g0w|%(2G) reste bornée, on a :
0

Opy,

+ sAppn + RE (2, D)py + ow
3x0

. 9p

5 sAppe + R* (2, D)p. + pw faiblement dans L*(G) (2.125)
0
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donc p. est le minimiseur de J,, c.a.d :
pe €U et J(p.) = min J.(p). (2.126)
pelU

En écrivant les conditions d’optimalité d’ordre 1, on obtient pour chaque r € H'(G),

(J{pe),r) = 0. (2.127)
ol
0 1 2 1 8176 * 2
) = 5 (3l + 3o + Xeme+ R (o, D)o+ ol )
On définit ¢, par :
1,0 .
Ge = —(5 P + sAppe + R (2, D)pe + pw) (2.128)
0

alors d’aprés (2.127), on obtient pour chaque r € H(G) :

1
/ pedr + — / i]DE + sA\pp. + R* (z, D)pe + pw 9 + s ¢+ R (x,D) ) dz,r ) =0
G € Ja 81:0 aﬂ?o

</ pedx—i-/ qe (i + sAp + R*(x,D)) dx,r> =0
G G dxg

/ perdx + / e (ﬁ + sA¢T + R* (x, D)r) de =0 (2.129)
G G al'o

Donc ¢, satisfait le probléme suivant :

— s\pg. — R* (x,D)q. = p., dans G (2.130)

q.(0,2) =0, q(1,2')=0, 2’ € M. (2.131)
On peut aussi écrire (2.130) et (2.131) comme suit :

Lqg. = (L1 + Ly)ge = pe dans G,

q.(0,2') =0, q(1,2")=0, 2’ € M. (2.132)

On utilise la proposition 2.2 et I’estimaton (2.106), alors il existe C' > 0 et \g > 0, telles que

pour chaque A > \g et pour chaque s > 1,

| L1ge| 220y + [ Lagel Ty + 5>\2/ olge/*dr < Clpe|izq)- (2.133)
¢
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Jqe
On note que si Lig. € L*(G) alors ¢ € L*(0,1; H*(M)) et d’apreés (2.130) on a —— S L*(@).
Lo

De la définition de g donnée par (2.128) , p,. satisfait :

g + sA\gp. + R* (z, D)pe = €q. — pw, (2.134)
Zo

qui peut étre écrite comme :

8  R_(z,D)— R*(z,D) R_(x,D) + R* (z, D)
€de — YW = - Pe— | —SAp — )pe
8.1'0 2
Ly A
€qe —pw = (Lo — Ly)pe (2.135)
En multipliant (2.135) par ¢, dans L*(G), on obtient :
(LoPe, 4e) roq) — (LiPe, Ge) p2qy = (€des ) po(y — (W, 4e) 12y »
(Pes L34e) r2q) — Pes L1G) p2(g) = (€es ) p2() — (W, 4e) 12y »
- (pe7 L2Qe>L2(G) - (pe’ LlQe)L2(G = (qua Qe)L2(G) - (Spwa QE)LQ(G) )
- (p€7 (L2 + Ll)qE)LZ G) = (EQG Q€)L2(G) - (QO'UJ, qE)L2(G) )
/ pe(Ly + Ly)qedz = 6/ || *dz — / pwqedr, (2.136)
G G

telle que :

—/pg(Lg—l—Ll)qedm = 6/ |q€|2dx—/g0wq5dx
G G G
_/peLQde = 6/ ‘QG‘de_/‘SowQGd{E
G G G
—/Ipe|2dx = €/|q6|2dw—/sow¢dx
G G G
/gpw@dz = e/ |q€|2dzv+/ Ipe|2da.
G G G
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/IPEIde < /wu@daﬁ,
G G
2 : 2 g
([ Iveutar)” ([ 1vear)
G a
! !
= (/ gp|w|2da:> (/ go|q€|2dq:) (2.137)
G G
2 ? L g
= (/G<p|w| d:r) (WS)\ /Gg0|q6|dx)
1 1
C 2 2
< 2d |2d .
< T () ([ )
Par conséquent, on obtient la premiére estimation sur p.,

()] = (o)’ ([ mear)
(L) = G ([ore)

IN

S)\Z/ IpfPdx < C’/cp\w|2da:. (2.138)
G e
D’aprés (2.130) on a :
dq
(0, 7") = =2(0,2"). 2.139
p(0.4) = S04 (2.139)

Soit 0(xg) € C*°([0,1]) telle que 0 <0 <1,0(0) =0,et (1) =0. On a:

00
=epe+ =—¢q. dans G, (2.140)

8950
(00q.) '
Ito (1,z

(L — L0)(La + L1)(6q) = 6(L + Lo)(g.) + g—%

0q.(0,2') =0, (Aq.)(1,2") =0,

) e M. (2.141)
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En appliquant 'opérateur (Lo — L) & I’équation (2.140), on obtient :

(L2 — L1) (L2 + L1) (0qc)

D’autre part,

Finalemant,

(Lo

LS(QQe) -

(Lo~ L) (0p) + (La — L) <§—joq) , (2.142)

(ai e+ R (o, D>) (0p.)

Kl . Y.

N 3p6
*(z,D

0%0 aqe 00 ( 00 >
+ qe + i + sAp qe
T 0w

90 020 0 .
a—%pe+a q€+9<ao+s)\<p+R (CL’D))

a0 (0 .
+a—$0 (0;50 + sA¢p + R* (z, D)) qeto

00 0% o

a—xope + 82_300(16 +60(Ly — Ly)pe + 8_0(L2 — Ly)q.
00 0% 00

—_— — Og. — 0 —(Ly— L
81‘0p6 + 02$0q6 + € Ge Yw + a D( 2 = 1)q6

— L)Ly — L1)(0q) = (L% — L+ LyLy — LyLs)(0q.)

= (L3 — Li + [L2, Ln])(9qc)

= L3(0q.) — Li(0q.) + [La, L1](Oge).

06 0%0

+ (Lo, L1](0q.) = a_ps + 82—%(]6 + eflge — Opw

00

+8_IO(L2 L1)qe. (2.144)

61



Inégalité de Carleman globale pour les problémes elliptiques non homogénes

1
On prend la partie réelle du produit scalaire de (2.144) avec TLQ(GqE) dans L*(G),
¥

on trouve :

1
o)
Ve 12(@)

~ Re (L%(eqa, %szqee))

Re <L§(9qe)—L?(ﬁqe)+[Lz,Ll](qu%%b(qe)) ~ Re (Léwqe),

L2(G)

L2(@)

+ Re ([Lm L1](6ge). %LQ(QQEQ 12(G)

et on effectue ci-aprés les calculs des termes consécutifs,

(£3(00. %wqe)) — (L (200, %Lmqa)

L2(@) L2(@)

(57 (La(60) (%) (L2(040)) %w%))
_ (a (Ls(0q.)), 1¢L (9615))
1
2

Do
. 1
( - — RY)(La(0ge)), %Lg(&]e)) ’

L*(G)

L*(@)

L*(G)

et

(aio (Lg(ﬁqe)),%[a(@%)) = /G %(Lz(ﬁqm (#M(@qe)) dr

12(0)

_ /M (/01 %Lg(Qqe)(%Lg(eqe))dQJ) dz’

_ / 1 Ly(0g.) La(0g.)

/ / La(0) 5 (7L2(9q€)> dad’

— /ML2<0qe)(1’x,)\/%l/2(9qc)(1,x')dx’

_ /M La(0g.)(0, 2') Lo (6g,)(0, 2/}’

_/M/Ol LQ(qu)a%O (Lﬂ&@%) dxdx’

= — /M | Ly (0¢)(0)[?da’ — / %Lg(qu) 0 (L2(0ge)) dx

1,1
_/G|L2(6)QE)’2 <—§¢ R 1) de,
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donc :
1 ) 2 A 1 2
L?(eqe),—Lz(eqa) B | R (R I P
( 2 N @) Oxo LQ(M) 2 Jglpi
/ A <L2<eqe>>d
+— (—L2(0q6) R (z,D)— R*(z,D) L2(9qe)>
2 \Ve ( ) L(2G)
dq.(0) |7 < 1 )
= — |5 — | —=L2(0q), L3(Yq.)
‘ 970 | g2y v ’ L2(G)
A1 2
—|—§ —ng(Qqe) (2'145)
P4 L2(@)
alors :
1 10 |7 M1 2
Re (L2(9q6), —L2(9q€)> = —— <(0) + — | —L2(0q.) (2.146)
2 N 12(@) 2 | 0xg L2(M) 4 |3 12(G)
Maintenant pour le second terme :
2 Li(00). L2000 (22600, 21000} o+ (tatbnd. 0w
e)y — —4L2 € = €)y — —142 € —— L2 €)s €
' Ve 12(G) ' Ve 12(G) Ve ' 12(G)
A ( ) 1 ) 1
= 5 L1<HQ€)7_(GQE)) - (L2L1(QQE)7_9(]€>
2 Ve 12(G) Ve ) e
1
+ (Lsz(qu), —9qe>
Ve ) e
Al 2 1
P4 L2(G) \/E L2(G)
(—Llwqe) L, L2]<eqe>)
2(G)
Al 2 1
= 5| pma)| o (1L Lala), - nioa)
P4 L2(G) \/E L2(G)
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on note que :

1
[Ll, LQ]U, —’U)
< VP ) e

1 1
LlLQU, —’U) — (Lngu, —U)
( VP /) Ve ) e
1 1
= — u,—Lngv) + (u, —L1L2U)
( VP L2(G) Ve L2(G)

1

= —(L1L2 L2L1)1)>

( \/Q5 L2(@)

1

- ( VA )

Ve 12(G)
et on a déja vu que :
[Ll, LQ} = S>\2Q0 -+ K(Io) (2148)

o K € L™ ([0,1];{(H" (M), L*(M))) est un opérateur qui est indépendant de s et de . Par

conséquent,
2
e (1200, 120000 e (100, 2al00). - 1a60)) 47| Lal6a)
1 e)y — =42 € = 1, L2 e)y — =41 € - €
Ve 12(G) Ve e 4ot 12(G)
< Re <8A2<p(9qe), L1(9qe)>
Ve 2(G)
2
)\ 1
+Re< (70)(0ge), —=L1(0qc ) +1 —L1(0qc)
L2(G maXo<zo<1 (p7) L2(G)
< Re (sAzf(HqE) Ll(qu))
(9qe
+Re K(a:o) —L1 (0ge) ’Ll qu)’m
L2(G
< \s)\zf (09)| L2 1 L1(0ge) | 22 +Z‘L1<9q€)‘L2(G)
+CH7%|’L2(0,1;H1(M))’LI(QQE)‘LQ(GW (2.149)
D’aprés (2.133), on sait que :
|L1(09)| 2y < | Lagel 2y < Clpel 2y (2.150)
1 ooy < 11 \
Ve Ve
et d’aprés la définition de Ly,
2@ + A VBl (2.151)

\/_
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On utilise encore (2.133), on obtient :

VEAVPa @) < Clpel2a) = sAV@Gel @) < VsClpel 2y (A1)

On a aussi :

|LIQE|L2(G) < C!pE|L2(G)....(A.3)

De (A1) et (A.3),on a:
e
]

v
D’aprés (A.1), (A.3) et (A.4), on obtient :

1

Ve

220,021 < Clpelz(@y + VSClpel2(ay---(A4)

A
| Re <L%<HQE)7 (eqe)) | < VsAOIpelta(q) + OVslpelia) + Z|Pe\%2(c)
L*(G)

A

< VsOOF Pz (1+ )

On choisit A > A\g et s > 1, on arrive a :
1
e (220602 ﬁwqe)) | < VAACIndhe (2153)
12(6)

Concernant le troisiéme terme, on a :

1 (64.) (640 ? :
Re ([Lz,Ll] (eqa,—LQ(eqe)) < ([LQ,Ll] (Lo, L] (Lo(00.), La(6.)) .
\/@ L2(G) \/G \/@ L2(G) L2(G)
1
< |ﬁ[L27L1] (09e)|L2(c) 1 L2(0ge) | 2 (2.154)
D’autre part, on a :
R([Lu(e)l(e)) R([Lu(e)l(m)
€ 2y L1 Ge);, ——=\VU(e - e\ — L&, L2 Ge), —= V(e
Ve L2(@) Ve L2(G)
< [sXV@(090) 2y 11200 12
0.
VPl L0121 (ary) 1@
00 .
et comme Ly(fq.) = 0Laq. + 9y 0 ) de (2.133) et (2.151) on obtient :
Zo
1
Re ([LQ, L) (6., —<9q6>) < OVaA DL + CApoey
VP L2(G)

= CVsAlpeliz ) (2.156)
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pour A > g et s > 1.

Maintenant, on a pour le coté droit de (2.144),

90 %0
Re (e@q6 — Opw + 8_(L2 — Ly)q. + a_x%qev

< Celgel 2 el 2
To

%Lxeqe))

12(G)
+C|vow| 2@y |Pel L2 ()

+Clpel72@ (2.157)

Par conséquent, on a :

00 020 1
Re (ebq. — 6 Ly — L)) + 2 q., —— Ly (0g,
e (E q pw + 0x0( 2 1)qe + axgq 7 2( Q))m(c)

< C\peﬁz(c) + ClVpw| 2@ lpel 2(a) (2.158)

On met ensemble (2.146), ( 2.153), (2.156) et ( 2.158), on obtient l'estimation suivante :

1 o0 2% 1
Re <L2(9qe), Lz(ﬂqe)) < |Re (eﬁqe —bpw + —— (L2 — L1)ge + 5 4e; L2(6’q€))
Ve 1) 9o Ou VP 12(6)
1 1
+ | Re <L2(9qe), L2(9qe)> ’ + |Re <[L2, Ll](Oqe), (9q6)>
! Ve Ve L2(G)
On a
aQE 2 2
(0) < CVsApelize) + ClVewlie) Pl i) (2.159)
0o | 12(ar)
On combine ( 2.138), (2.139) et ( 2.159), on obtient facilement :
s/\2/ pe|*dx + \/E/\/ Ipe(0,2')2dx’ < C’/ olw|*dx (2.160)
G M G
qui est Iestimation (2.115) pour p..
Ope
De (2.159) et (2.160) on déduit que p, et 8i + sApp. + R* (z, D)p. sont bornées dans L*(G)
Lo
uniformement en e.
Aprés extraction d’une sous suite p., on peut assumer que :
pc — p faiblement dans L*(G),
Ope 0 .
aﬁo —~ 6_;;’ faiblement dans L2(0, 1; H~(M)). (2.161)
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tels que,
pe(0) = p(0), faiblement dans H_%(M) (2.162)

Comme p,(0) reste borné dans L*(M), on a aussi p.(0) — p(0) faiblement dans L*(M).
De (2.135), p satisfait :

L*p = (—% — sAp — R* (z, D)) p=opw dans G (2.163)
0

D’aprés (2.114) et (2.160), on a :

SV/ \pIde+\/§A/ 1p(0,2")Pda’ < C/ olw|*da (2.164)
G M G

Ceci termine la preuve du lemme2.3

De (2.119) et des propositions2.2 et 2.4, on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.6 Iis existent C > 0, A > 0, et 5 > 0 tels que pour chaque A > X\ et pour
chaque s > 3, la solution w de (2.90) et (2.91) satisfait,

32)\2/g02|w|2dm < 05/g0|z|2dx+0628\/§||g||H%(M) (2.165)
@ G

1 fI?
242 20,112 2s 2s
A %) dr < 1 + “d
S / lwlde < Ce \/§||g||H?( ) C(S/\2/G e T

N
+> s / | fj|2<p€2wdx) (2.166)
j=0 G

Maintenant pour obtenir (2.48) et compléter la preuve de théoréme2.3, il reste seulement a

donner une estimation sur Vw, on écrit (2.90) et (2.91) comme,

% — R (z,D)w = z+ shpw, dans G. (2.167)
0
w(0,2") = e*g(x’), ' € M. (2.168)

En utilisant le méme argumemt comme dans le lemme (2.2), et en prenant en considération
que la donnée initiale du probléme de Cauchy (2.167) et (2.167) n’est pas nulle, on obtient
d’abort :

1
/ |]w||12L11(M)dx0 < C’/G]z|2dx+032)\2/(;g02|w|2dx+C€28||g||2 | (2.169)
0

HZ (M)
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et on utilise encore (2.167), on a :

/[Vw|2dx§ c/ |z|2dx+C's2)\2/ Plwlde + Ce®||g|? (2.170)
G G G

H3 (M)
Cette estimation avec (2.165)donne :

2 242 2),.12 1 2s 2 1 |f|2 2s
/G(|Vw| + N % w|f)dr < C’(s?e HgHH%(M)%-ﬁ Gje “dx
N
+ZS/ |fj|2g0625‘9d:c) (2.171)
j=0 G

Ce qui donne (2.48) et par conséquent termine la preuve de Théoréme2.3
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Chapitre 3

Inégalité de Carleman globale dans le cas

homogeéne

Afin d’écrire I'estimation de Carleman globale relative au probleme (2.1), (2.2) avec g = 0,
on rappelle que les conditions (2.4) et (2.5) restent vraies dans ce cas et la fonction poids ¢

est donnée par (2.9).

3.1 Théoréme principal

Théoréme 3.1 Il existe § > 1 et A > 1 et il existe C' > 0 tels que pour tout y vérifiant (2.1)
et (2.2) avec g = 0, pour tout s > § et pour tout A > A,

1 9 N
/ ]Vy|2628“"dx+32)\2/ @2\y|262wdaz < C|— —|f| > dx + g s/ |fj\26239"d:c
Q Q s\2 Q ¢ : Q
7=0

—l—/ 82/\2902|y]2e23‘/’dx> (3.1)

3.2 Preuve du théoréme 3.1

La démonstration de ce théoréme est basée sur la proposition qui vient aprés, pour cela

on consideére le probléme :

Pv=f dans Q, =0, (3.2)

LIPS
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ot f € L*(9).
Soit v € H'(f). Avec les mémes conditions (2.4), (2.5) et (2.12), il existe une constante
Cy > 0 indépendante de s et de A, et il existe des parameétres A > 1 et § > 1 tels que pour

tout A > \ et pour tout s > s,
1
/ (IVy)* + s N2p*0?) e¥*%dz < C (/ )\—2|f|2628¢d$ + / 52)\2<p2v2625§"dx) (3.3)
Q Q SATY w

On définit la fonctionnelle :

1 2 .2 -2 1 ul>
J(z,u) = Q/Qs)\ pze *Pdr + é/w (s/\gp)Qe “dx. (3.4)
Maintenant, on considére le probléme extrémal suivant :
inf J(z,u) (3.5)

(z,u)eU

oil U est 'ensemble fermé convexe non vide des paires (z,u) € H}(Q) x L*(w) satisfaisant,
Pz = (sMp)?ye*™ + X, 2)q = 0. (3.6)

Proposition 3.1 Soit b; = ¢; =c =0, 0 <1i,j < N, et soit les conditions (2.3) restent
toujours vrai, alors il existe une unique solution (Z,0) € Hy () x L*(w) du probléme extrémal

(3.5), et il existe 5 et \ tels que pour tout s > 3 et pour tout A > \,

1 ?
V3|2e™2%% + s\2p|2 26_2&‘0) dx +/ e 2%dr < C / sAo)?y2e®dr. (3.7
[ (5174 ol [ e e < 6 [Py (51

Preuve de la proposition 3.1
D’abod, on montre l'existence et I'unicité de la solution (Z,4) € U du probléme (3.5).

On définit dans P'espace produit Hy(2) x L*(w) la norme suivante :

1,0 gz = b {2yl L2(e) |
On a:

lim  J(z,u) = o0,
I1(z,u)|| =00
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d’ou la coercivité de la fonctionnelle J.

Soit (z,u) et (2',u') deux éléments de (Hj () x L2(w))2, et soit 0 < 0 < 1

JOz,u)+(1-0)u) = JOz+(1—-0)2,0u+(1—0))

1
< /s)\230|62—|—( 0)2'|Pe **?dx
2
S /|9u+ Y ,| 723<pdx
(sAp)?
< 2/23)\2 0222 25%dx
Q
1 0>
) —2s¢
+2/w s)\go)Qe dx
1
+§/ 25\2p(1 — 0)%22e 2% dx
)
1 (1—6)%? _,
— | 2———————e"%d
+2/w SAp)? ‘ v
0
< —/5A29022628‘de
2 Ja
0 u?
Z ~2s¢
+2/w8)\g0)26 dx
1—-6
—l——( 5 )/5/\2g02’2e28“’d:c
Q
(1—9)/ u? o
*d
+ 5 ws)\gp)Ze x
< 0J(zu) + (1— 0)(,u)

donc J est convexe.
Comme la fonctionnelle J est continue, strictement coercive et convexe, alors il existe un

unique élément (z,u) de U qui vérifie :

(z,u) = inf J(z,u).

(z,u)eU

Si on applique au probléme (3.5) le principe de Lagrange, on obtient le systéme d’optimalité

suivant :

Pz = (3)‘90)2%328(/) + Xl 2|8Q =0 (3'8)

Pp = —s\pze > p,, =0, Dl =
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En appliquant & (3.8) l'estimation de Carleman (3.3), on obtient pour tout s > § et pour

tout A > \

1
/ |Vp|*e**?dx + 52)\2/ O*p?e*Pdr < C (/ sA2pF2e 2P dy +/ 21126_259%&) .
Q Q Q w (8Ap)

Donc :

1
/32)\2302192623“" < C (/ 3)\2@22625“0—1-/ 2112623“"d.7c) (3.10)
Q Q o (sAp)

On prend le produit scalaire dans L*(2) de (3.8) avec p, il vient :

% D)2 + (Xl P)r26)

(P*2,p)r2c) = ((shp)’ye
(2, Pp)r2a) — ((sA0)*ye™?. p) 126y — (Xw iy P)12(c) = 0

~9
U
ZPpdx — / sA@)2ype**Pdr — / e 2dx =0
/Q Q( ) w (‘S)\(p)2
~2

— 3)\222623“’dx—/u—62wdx—/ sA@)*ype**Pdr = 0 3.11
/ L AP o) 34

—2J(z,u) — /(s)\go)zype%‘pd:c = 0.
0

Puis, par I'inégalité de Cauchy Bunyakovskii, on a :

1
J(z,u) = 5/{)(5/\@)2yp628“’dx

< %( /Q (sw)Qer%%)( /Q (S)\gp)QerQS‘pdx) | (3.12)

Pour tout s > s, et pour tout A > 5\,

N|=
N

1
2

(s)\gp)zyQGQS“’dx) (J(z,a))

C </ (s)\go)Zy2e2s‘pdx) ) :
Q

[N

J(za) < C (

o

S
<
—
“Nx
=g
N—
SN—
(S
IN

Finalement :

—_

e 2% dy

1
J(Z,a) = 5 s)\Qgpize_zwdijE/

J
C / (sA@)2y2e**Pdux. (3.13)
Q

IN
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On multiplie (3.8) par (sp) 'e 2*¥* et on intégre par partie, on obtient pour tout s > 3 et

pour tout A > A,

[aszartes et = [Py a(sp) esde+ [ ise) e o
Q Q

w

/]Vi\Q(sgo)leQWd:U = /S)\ng(yes“")(ew%)dx—i- e \zdy
Q Q w SAP

> 3
</ s)\2g0y262s“’dx> (/ s)\2<p22e2s“’d:c)
) Q
u —2s : —2s5¢p\2|z|2 %
+ (s)\go)2€ Ydx e PNz da

IA

=

3 3
< (/ (S)\cp)Qerzs‘pdx> (/ sAZp3? e_QS“Od:v)
; _ 1
u 2
+ / e 2% dy s)\2<p| |2e~ 2 dx
w (5Ap)?
< C </ (sA¢)?y 2S‘de+ _QS‘pdx+/s)\2gp|é|2e_2wdx) (3.14)
Q
<

C’/ shp)*y*e P dr.

Les inégalités (3.13) et (3.14) impliquant (3.7),

Vi (sp _16_2S‘p+/s/\2<,0§26_28“’dx+/ u e % dy
v | foe:
< C/(SASO)Q?JQGQWd:L‘—I—/s/\2<,0§26_28"9dx+/ Y 26_25“’dx
Q Q w (8Ap)
< C’/(s/\cp)2y2625“"dx+C’/(SAcp)2y2625@dx
Q Q
< 05/(3)\90)2y262wdx
Q

Ceci termine la démonstration de la proposition 3.1

On utilise I'estimation (3.7) dans le but de prouver (3.1). Pour cela on prend le produit
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scalaire dans L*(Q2) de (3.8) par y et on intégre par partie, on obtient :

(P*gay>L2(G)

Finalement,

N -
0z

SA 22625“’4151::—/71 dx—i—/% dr — / —
/Q( ©)7y [y i f ;:0 ijaxj

= (20 ye™, ) 2y + (il y) 12
= ((shp)?ye?, y)LQ(G) + (X, Y) 12()

= /(5A¢)2y2e2wd1‘—0—/ﬁyd$
Q

w

= /(3Ag0)2y2628‘pd$+/ﬁydx
Q w

= /(s)\go)2y262s¢dx.
Q

(3.15)

Par 'inégalité de Cauchy Bunyakovskii, et pour € > 0, il existe C(e) > 0 tels que :

/(3Agp)2y2628‘pdac =
Q

1

U
—/—e_wews)\goydij/235)\@%6_5%3@1—
w SAP

/ —dx

Q S2A\p2

N ~
102 _ ., 1
+3 [t e me s s
=0 ’

IN

0z
Oz

+ (i J

IN

~2 3 3
(/ 82;@2625‘%3:) (/ SQAQ(erQSWde')
%

+ (/ s)\2g0|2|26_255"d:p) (

Q

2 % N
—— | e %dx /s f:]? e*%dx
. ) (; o ©| ]’

~12 V~ 2
€ (/ <J§L)26_2wdas+/ﬂ—’(sj) ~|—s)\290]2\2e_2wdx)

2 3
—‘;\fz‘ eQS‘pda:>
SA%P

1
2

(3.16)

1 f 2 S Y S S
+ Cf(e) (W/Q%GQ ¢dx+28/9g0|fj|262 Ydr + / s2A\2p?|y|2e? s"dx) :
=0 w

On utilise (3.7) afin d’estimer la premiére et la deuxiéme intégrale dans le second membre

de cette inégalité, et en choisissant e suffisamment petit, on obtient pour tout A > X et pour
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tout s > s :

/ (s\p)?y?e**?dx
Q

IN

Q ¥

1 2 N
C(e) (S>\2 |f|62S<de+zs/ﬂ§0|fj262S<pd93+/952)\2<p2y|262‘wdz)
j=0
+€CS/(3)\SD)2y2€28¢d{L'
Q

1 2 ad
/Q(S)\(p)QyQGQS%@d:L‘ (1—€C5) < Cle) (8>\2 Q|J:p|625<pdl,+zs/ﬂcp|fj262s<pdx+/932)\2<p2y|2625¢dz)
=0

IN

LR 3 2,2
(sAp)?y2e®?dx C(/ ~——e**Pdx + 5/ olfilfe*?dx
/Q s\ Jo ¢ j; Q

+/ 82)\2<p2|y|2623‘9dm>. (3.17)
Q

Il est facile d’avoir I'estimation pour Vy de (3.17) si on prend le produit scalaire de (2.1)
par ye**? dans L*(G), on choisit s suffisament large afin d’absorber les termes contenant Vy

dans le membre de droite, sachant que p > 1 :

1 1
1 2 2 2
/|Vy\2623‘/’d:v < / ﬂer‘F’dx /3A2cp|y]2623¢
Q sA? Jo ¢ Q
1 1
N 2 1| ay 2 2
+ S/ | f3|2€2% pdx / L | %
]Z:; 0 ! Q s¢ |0z
1 2
-3 me%‘pdaz—i-/ $2N2p% |y 2e* P da
A Jo ¢ Q
al 1
—l—Zs/ \fj\2623<f’goda:+/ —|Vy|?e*?da
— Ja Q S¢
‘77
<

N
1 1 2
/Q|Vy\262s“adm—/ﬂSSOVyFeQWd:E C 8)\2/9“2 625‘pdx+z.s/g|fj2623"990d:v+/82)\2902|y|2dx ,
§=0 w

ou

1
/ <1 - —) |Vy|*e**dx ~ / |Vy|*e***dz.
Q sp Q

Ceci termine la démonstration du théoréme 3.1.
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Chapitre 4

Application de I’estimation de Carleman

globale

Introduction

Ce chapitre est une application du travail précédent. On va voir comment on peut utiliser
les estimations prouvées dans les chapitres 2 et 3 pour établir 'inégalité de Carleman
globale pour les opérateurs de Navier-Stokes linéarisés ainsi que pour les opérateurs de Stokes
qui est essentielle dans ’étude de la controlabilité exacte.

On s’interesse dans la premiére section a I’étude d’une partie de 'article intitulé " Local
exact controlability of the Navier-Stokes system " de E.Fernandez-Cara, S.Guerrero, O. Yu.
Imanuvilov et J. P. Puel.

Cette partie présente la démonstration du théoréme portant sur I'inégalité de Carleman pour
le systéme de Stokes linéarisé autour d’une trajectoire y. On va voir dans la deuxiéme étape de
cette démonstration comment estimer la pression en utilisant I'inégalité de Carleman globale
démontrée dans le chapitre 2.

Dans la deuxiéme section, on commence par rappeler 'inégalité de Carleman globale pour
les problémes paraboliques non homogénes, utilisant cette derniére ainsi que l'inégalité de
Carleman globale pour les problémes elliptiques homogénes, on donne I'inégalité de Carleman

pour un systéme de Stokes non controlé.
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4.1 Pour un systéme de Navier Stokes linéarisé

Soit 2 € RY(N =2 ou 3) un ouvert borné de classe C?, sa frontiére 9. Soit w C Q un

sous-ensemble ouvert non borné, et soit 7' > 0, on pose @ = §2 x (0,7) et ¥ = 92 x (0,7)).

On note n(zx) le vecteur normal (extérieur) a 2 au point = € 9S.

On pose les espaces suivants,
V={peH)()Y: V-p=0 dans Q}
et
H={peLl’()": V-o=0 dans Q, yn=0 sur 00Q}.

On considére le systéeme de Navier-Stokes controlé :

(

w—Ay+V-(y®y)+Vp=vl,  dans Q,
Vy=0 dans @,
y=20 sur X,

y(0) =4 dans  ©,

ou v est la fonction de controle qui agit sur w durant U'intervalle du temps (0,7 et

N
(V- @y?), = Zé’j(yz-lyjz-), i=1,...,N.

j=1

Soit 7 € L>(Q)" une solution du systéme de Navier-Stokes non controlé :

(

u—Ay+V-(goy)+Vp=0  dans Q,
V.y=0 dans Q,
y=0 sur X,
5(0) = ¢° dans

ol

6
P eV, g€ L*0,T;L°(Q)" et o>z si N=3 o>1si N=2

7

(4.1)

(4.2)
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La notion de controlabilité exacte des trajectoires pour les équations de Navier-Stokes est de
chercher I'existence d’un controle v tel que le systéme (4.1) admet au moins une solution qui

satisfait,
y(T)=gy(T) dans Q.

On considére ici les conditions aux limites de Dirichlet qui sont naturelles pour ces équations.

Un systéme de controle pertinent est la linéarisation de (4.1) autour de g, c.a.d :

(

pw—Ay+V-yQy+y®y)+Vp=f+uvl, dans Q,
V-y=0 dans @,
(4.4)
y =0 sur X,
y(0) = 9° dans €,

\
ot yp € L*N 2 Q)N NH et v € L*(w, (0,T))". On considére le systéme adjoint associé a (4.4)

suivant :
(
—pr—Ap—Dpy+Vp=g dans @,
V.p=0 dans @,
(4.5)
©=0 sur X,
\gp(T) =° dans €,
ol

D,=Vo+ Ve, et ¢ € L2(Q)N.

On donne par le théoréme 'inégalité de Carleman globale pour la solution (¢, p) du systéme

(eqb) telle que :
e € L*(0,T;V)NC°([0,T); H) et pe H(Q)

Théoréme 4.1 On suppose que (4.3) est vérifiée. Alors, il existe des parameétres positifs 8,
\ et une constante C dépendante de Q et w tels que pour chaque ©° € H et g € L2(Q)N, la

solution correspondante a (4.5) vérifie :

53)\4//623“§3|90\2dxdt+s)\2//e23“§]Vg0|2dxdt+s1//e2sa§1(’<Pt|2+|Ag0\2)d:cdt
Q Q Q

A 3] A * &1
S 0(1 —|—T2) (8125)\20// e—4sa+23a £2 |g|2dl’dt 4 816)\40// 6—85a+65a 13 6|Q0|2d$dt> (46)
Q w J(0,7)
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m pour tout A > \ (1 + 17|00 + ||?jt||2L2(07T;LU(Q)N) + 6)‘TH17HE°> et s > §(T* +T°).
Les fonctions o, &, &, a*,é sont des fonctions poids positives appropriées qui seront définies

dans (4.7).

4.1.1 Une nouvelle inégalité de Carleman

Dans cette section et afin d’avoir I'inégalité de Carleman donnée dans le théoréme4.1, on
va, définir les fonctions poids qui vont étre utilisables dans cette démonstration.
On rappelle que la fonction poid basique 1 € C?(Q) vérifie : 1 > 0 dans €, 1 = 0 sur 0%,
V| > 0 dans Q — w;.
oll w; C w est un ouvert non vide.

Donc pour certains nombres réels positifs s et A\, on introduit :

e dml[Yllee _ pAml[llco+ib(@))

) =
Oz(.’B, ) t4(T _ t)4 )
eMml[¢lleo+(2))
) =
(1) (T — )
A | e mllgllso _ pAmAD)|[¥]loo
Oz(t) = I;lelél O_/(l‘,t) = t4(T —_ t)4 ’
FAm|[9]loc _ )‘meH
. el e fe’e)
Qa (t) — Iileaécoz(l‘,t) = t4(T - t)4
) Mmoo
£t) = w&(l’,t) T AT =)t
e
) ' e 9] loo
&) = @gﬁ(%t T =)
Te

ol m > 4 un nombre réel fixé.

Tout an long de la preuve, on va utiliser la notation :

Hoig) = s [ [ ool + |apP)dodt+ s [ [ oo 9pPaode
Q Q

+83/\4//6_250‘§3|g0|2dxdt.
Q
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Preuve 4.1 Pour une compréhension facile, la démonstration de ce théoréme est divisée en
7 étapes. On s’intéresse a la deuxieme €étape qui est 'objectif de ce travail, or cette derniére
nous exige de passer d’abord par la premiére étape. Pour le reste de la démonstration voir
[17]

Ftape 1 : Estimation de Carleman pour l’équation de la chaleur

Considérons le systeme (1.5) comme un systéme d’équations de la chaleur avec second membre
G; = gi + (Dyy); — Op, et appliquons l'inégalité de Carleman usuelle pour I'équation de la
chaleur avec second membre dans L*(Q).

Ceci peut étre fait puisque Gy € L*(e72%(0,T); L*(2)) et e 2 < e729,

Cette estimation de Carleman usuelle peut étre trouvée dans [6] ( pour la démonstration
explicite par rapport a A, s et T wvoir par exemple [22] ).

Par conséquent, il existe une constante positive C1(Q,w) et deux nombres A\o(2,w) > 1 et

s0(,w) > 0 tels que pour tout X > A et s > so(T" +T°) :

I(s.hp) < cl( / / e=2(|g? &+ | Dyl + |Vpl?)dedt
Q

+s3)\4/ /( )6_25a53|g0|2dmdt) (4.8)
w1 X O,T

ot |€7H < CT®, |ay| < C’ng et C' > 0 indépendant de \.
Maintenant, on élimine le terme qui contient Doy dans le second membre de (4.8) en consi-

dérant que :

. ) 1
Ci|Dyyl? < Cs||y] |24Vl < §SA2€|V90|2

pour X > A\ (Q,w)||7]]e et s> 51(2,w)T®, on obtient :

I(s,\; ) < Cy (//6_250‘(|g|2+|Vp|2)dxdt+s3)\4/ / 6_25°‘§3|<p|2dxdt>, (4.9)
Q w1 X (O,T)

pour tout A > A(,w) (14 [|Yl|e) €t s > s2(Q,w)(TT + T°)

FEtape 2 : Estimation de la pression p

Dans cette étape, on va estimer lintérgrale de |Vp|* dans le second membre de (4.9) en terme
d’une intégrale locale de |p|*, un terme relatif a la trace de p et de deux autres termes globaux
impliquant |g|* et |V|?; le dernier terme sera absorbé plus tard par lintégrale correspon-

dante apparaissant dans 1(s, \; ).
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Cette estimation sera faite par Uapplication d’une inégalité de Carleman elliptique (démon-
trée dans le chapitre 2) a une équation différentielle satisfaite par la pression.
En effet, en appliquant l'opérateur de divergence a la premiére équation dans (4.5), on ob-

tient :

Ap(t) =V - (DeY +g)(t)  dans Q, (4.10)
p(t) = p(t) sur I' = 09,

pour tout t € (0,T).

Notant que le second membre de (4.10) appartient o H™' (). On sait aussi que p(t) € H' (),
alors on peut appliquer le résultat principal dans le chapitre 2 (voir linégalité (2.11)), donc
il existe une constante C1(,w) > 0 et deur nombres X > 1, 7 > 1, tels que pour tout A > X

etT>T:

/€2T"|Vp(t)l2dx = 0_1(7/627"¢(|Dwy|2+|g|2)(t)dw+75627||p(t)||21
o o HZ(99)

n / (| VpP? + TQAanlp\z)(t)dar), (4.11)
ol
n(x) = M@ , Va e Q.

On peut éliminer ’intégrale locale de |Vp|* dans (4.11) au priz de Uintégration |p|* dans un
ensemble ouvert wo satisfaisant w; C wy C w.

A ce niveau, on introduit une fonction & € C2(ws) telle que,
E=1 dans wq, 0<¢e<,

et en prenant l’intégration par partie sur / >\ Vp(t)|*dx plusieurs fois, on obtient :
w1

/ SIVp()Pde < / FTEVp(E) - Vp(t)de

= -5 [ V@t

= (&A1), €0(1)) 11 () 1t )

= & [ A@TeplPas

= (e (Dey + 9)(£),6P(1)) 1 a1 (4.12)

w2)
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Puisque
|A(e?1€)| < 20,7 N?n?e*™  dans wo,

alors, pour A > \o(Q,w) et pour une certaine constante C(Q,w) > 0, le premier terme dans

le second membre peut étre estimé par :

Cor?\? / T ()] de.
w2

On intégre par parties encore une fois l'autre terme, on obtient :

— (V- (Dpy + 9)(8).€P(1)) 11 ) 112 )

- / V(E).(Dpg + 9)(B)p(t)de + / (D + 9)(t) - Vp(t)da

w2

comme
[V(e*)| < Ca(Q,w)TAne®™  dans ws
pour X > M\ (Q,w), alors :
= (e - (D + 9) (), E0()) 1 () 13 ()
< Cy (T2>\2/ e p(t )|2df€+/ (| Dyl + \9|2)(t)dfﬂ>
+3 | emavata,

pour une constante Cy(2,w) > 0.

De (4.12), on a :

/ V(1) Pt < C (A / P lp(t)Pda + / e?T"UDwgPﬂgP)@)m)

pour X > Ao (9, w).

La derniére inégalité associée avec (4.11) donne :
_ ) L,
/ezT"\Vp(t)lzdx < Co <7/ (Dl + |gI) (O)de + 7217y
0 Q
+72N? / e [p(t )\2dw>
w2
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pour/\Z):g etT > T.

Pour lier cette estimation elliptique avec (4.9), on pose :

_ 5 vl
(T — )

T =

et on multiplie ces deux membres par :

o524l oo
eETp —QSm s

puis on intégre par rapport a t dans (0,T). En choisissant T plus grand que T et en prenant

s> (7> 2%)T®, on obtient :

//6_25a|Vp(t)|2dxdt < 07(3 /6_25a§|g|2dxdt—|—s//6_25a§|Dcpy|2dxdt
Q Q Q
T

tsh / 2 (VI dt
0

HZ(09)

+5%\? / /(o . 6_25“§2|p|2dxdt) : (4.13)
w2 X s

pour tout X > Xy et s > SoT%.

FEtape 3 : Estimation pour la trace de p

Suivant les idées de [8] et en utilisant les résultats de régularité pour le systéme de Stokes,
on peut également obtenir une estimation sur la trace de la pression.

Awvec les résultats obtenus dans l'étape 1 et I’étape 2, on obtient une inégalité de Carleman

comme suit :

I(s, A\, ) < 04(33)\4// 6_28a53|g0|2dxdt+s2)\2// e~ 2 p|*dwdt
w1 J(0,T) wa J(0,T)

—2sa 2
+s//@e &lyg| dxdt) (4.14)

Cette inégalité contient de "bons" termes dans le premier membre, et des intégrales locales
sur la pression et sur le champ de vecteur vitesse dans le second membre.

Le reste de preuve concerne [’élimination du terme local de la pression apparut dans le second
membre de cette inégalité. Deux difficultés principales apparaissent :

1) L’obtention de l’estimation locale de la pression en fonction du terme local du champ de

vecteur vitesse n’est pas un travail facile dans les systémes de Stokes comme (4.5).
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2) Le fait que la fonction poids soit multipliée par la pression qui dépend de x complique le
probleme d’avantage.

Par conséquent, la stratégie va étre la suivante :

D’abord, on remplace le poids dans ['inégalité locale de la pression par un autre qui ne dépends
pas de x mais seulement de t. Ceci va mener & réduire le probléme afin de trouver une
estimation de lintégrale de |Vp|* au lieu de |p|?, ensuite on estime deur intégrales locales
& °

impliquant |Ap|* et |¢,|>. Lintégrale de |Ap|* est le but de Uétape 4, et Uintégrale de |¢;

est traitée dans l’étape 5. m

4.2 Pour un systéme de Stokes

Soit I € C*°([0,T1) telle que,
(

1(xo) > 0 Vo €]0, T,

T
I(x0) = xo Vo € [0, Z]’

3T
I(Xo) =T — Zo VZ'O E]I,T[

\
On définit les deux fonctions poids suivantes :

(@) +m) )

_ 15

o) = s (1.15)

eAW(@)+m1) _ A9l Lo (@) +me2)
alx) = () (4.16)

ou 1 est la fonction poids donnée par le lemme2.1, £ > 2, A > 1 et les constantes m; et my

sont choisit tels que m; < ms.

Maintenant, on définit 'estimation de Carleman globale pour les équations paraboliques
générales non homogéenes, pour cela :

Soit © un ouvert borné de classe C* de R", de frontiére I'. On considére une solution y € w(Q)

de I’équation parabolique du second ordre :

n

0y N~ O O Ny O 9
oDy = gh=3 5 () axj)+j§_;"ﬂ<x> e, 2 gy, @)+ ey

1,J=

= f+ ; g_ﬂj:j dans(0,T) x Q. (4.17)
y = g sur(0,7) xT. (4.18)
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ou
ai; € C*(Q); bj,c;,d € L®(Q) et ay =aj pour i,j€{l,...n} (4.19)

de plus, les coefficients a;; satisfont la condition d’ellipticité :

38 >0, VpeR", VreqQ, Z a;j(x)min; > Bln)?. (4.20)
2,7=1
On suppose
fer*Q), fel*Q), Vji=1,...,n. (4.21)

Théoréme 4.2 Supposons les hypothéses (4.19), (4.20) et (4.21), et soit y € W(Q) une
solution de (4.17) et (4.18). Alors, il existe so > 1 et N\g > 1 et il existe une constante C' > 0

(indépendante de s et \) tels que pour chaque s > sy et pour chaque A > Xg.

1
2 )\2 2 2$ad < O sa||2 / 22sad
/Q< Z\ Xl | erde < \/—Hso el g+ | gl
+Z/ ‘fj‘2€28ad$—|—/ S)\290]y|2625°‘dx)(4.22)
J=1 Q Qu

m On considére le systéme de Stokes :

aayo Ay +Vp=f dans Q, (4.23)
divy =0 dans @),

y=0 surX,

y(0,Z) = y,(z) dans €. (4.24)

Il est bien connu que si yo € H et f € L*(0,T; V/), il existe une unique solution
y € C([0,T); H) N L*(0,T; V) de (4.23) et (4.24).

De plus, on a un résultat de régularité suivant : pour yo € V et f € L*(0,T; H), la solution

y vérifie,
y € C([0,T);V)NL*(0,T; H*(Q)"), 550 € L*(0,T;H), pelL?(0,T;H'(Q))
et on a:
o1y + VB + 5 oo < C (Il + 1 Boran) - (429

L’inégalité de Carleman globale pour le systéme (4.23) est donnée par le théoréme suivant :
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Théoréme 4.3 Soitw un ensemble ouvert non vide de 2 et T" > 0. On considére les fonctions
poids ¢ et a définies par (4.15) et (4.16). Alors il existe so > 1, \g > 1 et C' > 0 tels que pour
chaque s > sg et A > \g :siyo € Vet f € L*(0,T; H) et siy € C([0,T); V)NL*(0,T; H*(Q)")

est la solution de (4.23) et (4.24) on a Uestimation de Carleman suivante :

€ S S« S
\/@V(mty)llia(@ + sX2|[e roty|[72g) + A1 VyllZ2 ) + s* A0yl )
< C (Jle fll32g) + s Mllpe™ylB o) + 532l IVBe rotyl g, ) (4.26)

Remarque 4.1 Pour des raisons de simplification, on remarque que le dernier terme du

second membre de cette inégalité peut étre absorbé par le premier membre et on obtient :

V(roty)|[12(q) + s\[Vee*roty|[72q) + N|[e** V|72 (g) + s° A |we?y| |72
< C (Ile f1Bq) + M lee™lBq) ) (4:27)

Preuve du théoréme 4.3

On définit
w =roty.

En passant le rotationnel de 1’équation (4.23), on obtient :

Ow — Aw =rot f dans @, (4.28)
833'0
w(0, %) = wo(T) = rotyo(T) dans (. (4.29)

Comme divy = 0, on a pour chaque 2y € (0,7

Ay(zg) = rot w(xg) dans €, (4.30)

y(xo) =0 sur I (4.31)
On rappelle que si y = 0 sur ¥ on a Vy = Vy - v sur X, par conséquent on obtient :

-1 sa
lemteully ) < Clle i (Ty - v,
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En utilisant cette inégalité et en appliquant ’estimation de Carleman (4.22) pour le probléme

(4.28) et (4.29), on obtient :

1 1
2 sa sa 2 — < _Sx 2
Tl + X VB g 0 = (1 g + ol He (T DI

—|—S)\2||\/¢€saw||%2(Qw))432)
Pour zg € (0,7"), on définit :
B(x) = ek(w(chml),

L B®
(o, T) = 1% () C (o)

et on applique 'inégalité (3.1) prouvée dans le chapitre 3 pour obtenir une estimation de
Carleman au probleme elliptique (4.30) et (4.31), en effet :

Il existe 79 > 1, \g > 1 et C' > 0 tels que pour chaque xy € (0,7), 7 > 719 et A > Agon a:
e T + 7 T z < T e"w( T
[ (vutaa + 22y i < 0(r [ 5t P
Q Q
+72\? / 526275|y(1’0)]2d§c) (4.33)

—25C(zo)

Maintenant, on prend 7 = et on multiplie I'inégalité précédente par A’e , en

s
(o)
intégrant sur (0,7") par rapport & xg, on obtient :

Nl V|2 + P\ Nl liagy < O (02lly/Bewlag, + X lpe sl s g ) (434)

Combinons les inégalités (4.32) et (4.34) on a :

o T 3N lVeewliag) + Nl Vyllia ) + s llwe™yllZ2 )

\/—
sa 2 7 2 2 sa 22
sc(m Al + e e (Tunlfy 4 o) + ¥R ulQ.)

-w%wwwW?@@) (4.35)

[

Dans le but d’estimer le terme du bord ||~ 7¢**(Vy.v) b sy 00 définit :

e)\ml

o(20) = @(xoaf)h = m,

R R e Al[YllLee (@) +m2)
OZ(IO) - Oé(il?g,l‘)\r - lk(l‘o)
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et
e (mO)
(u,q) = — (v, p).
$(wo)
Alors, on a :
ou (o) esa(zo) , 6soz(:Bo)
Orn + Vg = 1f+304<x0) —Y — =9 (7o) -y  dans Q,
0o (o)1 @(x0)7 4 (p($0>1+4
divu = 0 dans Q
u=0 sur X
u(0,2) =0 dans Q
Pour £ >4, 0on a:
Vage (0.1), L) <o), £ <o
¢(x0)1 P(a0) ' F1

Vzo € (0,T), VZe€Q, d&lxo) < afzo,2), P(x0) < @(20,7).

Utilisons les résultats de régularité classique de la solution pour ’équation de Stokes (voir

[15], rappel (4.25)), on obtient :

ou o
el 2o + 115 ey < € (e FllEac@) + °llee vllEzio)) (4.36)

d’autre part, d’apres [14] on sait que :

6sa

ou
I9001F, 3y = IS Ty < (Il + 5 ) - (457
Alors, on a :
1 - 2 1 sa 2 3 s 2
%HSO et Vyllyrse =€ %H@ iz + 52 llee™ylli2 g | - (4.38)

En remplagant dans (4.35) et en prenant s suffisament large pour que le terme 52 || oe*y| |%2(Q)
soit absorbé¢ par le premier membre, on obtient (4.26). Dans le but d’obtenir (4.27) on va
estimer le terme C's\?||\/pe**roty| ]%Q(Qw) dans le second membre de (4.26). Tout d’abord, on

sait qu’il existe un ensemble ouvert non vide wqy de €2 tel que :

Wy Cw (4.39)
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et
V| >0 dans Q — wp. (4.40)

Par conséquant, on obtient (4.26) si on remplace w par wy.

Pour éliminer le terme C’S)\2||\/Eeso‘roty||%2@wo), on prend p € C5°(w) tel que :
0<p<1 et p=1 sur wp.
On a:
Cs)\2/ pe*|roty’de < Cs)\z/ ppe*®|roty|*dx
Q w

«o

= Cs)\z/ rot(ppe***roty)yd

IN

C’s)\z/ e*oly|(|roty| + A|roty| + shp|roty|)dx
Qu

+C'8)\2/Q 0e?*?|V (roty)||y|dx

IN

1 s 1.1
53/\2“\/@6 rotyH%z(Q)+£|I—¢V(Toty)||%z(@

NG

+053)\4 ’ |g0%€say| ’%2(Qw) .

En remplagant dans (4.26), on obtient facilement (4.27) ce qui termine la preuve du Théoréme4.3.
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Conclusion

90



Conclusion

L’étude de la controlabilité exacte pour les problémes de Navier Stokes ainsi que pour les
problémes de Stokes repose sur les inégalités de Carleman globales.
La nouveauté dans ce travail est d’obtenir une inégalité de Carleman globale pour les équa-

~1 celle ci joue un

tions elliptiques générales non homogenes avec second membre dans H
role important pour établir une estimation sur la pression en fonction de la vitesse et de la
trace de la pression. Cette derniére constitue une étape majeure pour démontrer I'inégalité

de Carleman globale pour le probléme de Navier Stokes linéarisé.
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