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Introduction

Historique

En 1939,T. Carleman introduisit des inégalités d’énergie à poids exponentiels dans le

but de démontrer un résultat d’unicité pour des équations aux dérivées partielles (EDP) el-

liptiques à coefficients réguliers en deux dimensions voir [23]. Ce type d’inégalités que l’on

nomme inégalités de Carleman, a été généralisé et systématisé par L.Hörmander et d’autres

auteurs pour de larges classes d’opérateurs différentiels en dimension quelconque (voir [24]

chapitre8 et [25] ; voir aussi [26]). Depuis, l’utilisation de ces inégalités a largement dépassé

leur application originelle. Elles donnent non seulement des résultats quantitatifs de prolon-

gement unique mais elles sont aussi utilisée pour l’étude des problèmes inverses ainsi qu’en

théorie de contrôle.

On distingue deux types :

Les inégalités de Carleman locale qui s’appliquent à des fonctions dont le support est un

ouvert qui est inclus strictement dans Ω.

Les inégalités de Carleman globales permettent de traiter des fonctions qui vérifient unique-

ment des conditions de Dirichlet homogènes ou non homogènes au bord. Généralement ces

inégalités de Carleman globales diffèrent des inégalités locales par un terme d’observation.

Dans ce mémoire on prouve une inégalité de Carleman globale pour les solutions faibles

des problèmes elliptiques du type Dirichlet, l’étude est portée sur l’article intitulé " Global

Carleman Estimates for weak solutions of elliptic nonhomogeneous Dirichlet problems " de

Oleg Yu. Imanuvilov et Jean-Pierre Puel.

L’ètude s’effectue dans un premier temps sur un problème elliptique général avec second

membre dans H−1(Ω), où Ω est un ouvert borné de RN+1, g donnée au bord dans H
1
2 (Γ) et

5



Introduction

y la solution faible de ce problème.

La localisation du domaine Ω, nous mène à montrer l’inégalité de Carleman globale pour le

problème proposé dans les deux cas suivants :

1)supp y ⊂ Ω̄0 avec Ω̄0 ⊂ Ω.

2)supp y ⊂ Bδ(x̃), x̃ ∈ Γ

où Bδ(x̃) la boule de centre x̃ et de rayon δ.

Nous nous limitons à l’étude du cas 2 qui constitue la principale nouveauté, le premier cas

à été déjà traité dans l’article "Prolongement uniques des solutions de l’équation de Stokes"

de C. Fabre et G. Lebeau.

La construction de la démonstration sera basée sur les opérateurs pseudo-differentiels et exige

trois étapes principales :

– Changement de coordonnées.

– Factorisation.

– Estimation de Carleman.

Dans ce travail, on montrera aussi l’inégalité de Carleman pour le même problème elliptique

avec g ≡ 0 sur Γ.

Les résultats précédents seront eux-mêmes une motivation qui consiste d’une part, à

donner un résultat de référence sur les inégalités de Carleman pour des opérateurs elliptiques

et d’autre part, à obtenir une inégalité de Carleman globale pour les opérateurs de Stokes et

à établir une estimation sur la pression en fonction de la vitesse et de la trace de la pression,

cette estimation est une étape majeure qui consiste à obtenir des inégalités de Carleman

globales pour les opérateurs de Navier-Stokes linéarisés.

Enfin, nous décrivons d’une manière très succinte et formelle le rôle des inégalités de

Carleman globales pour les problèmes de contrôlabilité exacte sur les trajectoires ; Pour celà

soit L un opérateur de type elliptique linéaire et N un opérateur non linéaire.

On considère une trajectoire Y du problème d’évolution,

∂Y

∂t
+ LY +N(Y ) = F, t ∈ (0, T ),

Y (0) = Y0.

On considère aussi une trajectoire effective du même opérateur mais sur laquelle on peut agir
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Introduction

à l’aide d’un contrôle qui s’exerce sur une partie w du domaine physique de travail,

∂Y

∂t
+ LY +N(Y ) = F + vχω, t ∈ (0, T ), (1)

Y (0) = Y0. (2)

Dans (1), on peut remplacer le second membre F par F différent de F mais très voisin de

F au voisinage de T . Le problème de contrôlabilité exacte sur les trajectoires consiste à

chercher un contrôle v de façon à ce que l’on ait exactement au temps T ,

Y (T ) = Y (T ). (3)

Pour obtenir un résultat local (c’est à dire lorsque (Y0− Y0) est "petit") il est utile d’étudier

le problème linéarisé autour de Y .

Si Y −→ L(Y )Y désigne le linéarisé de Y −→ LY + N(Y ) en Y , on pose Z(Z ≈ Y − Y ) et

on considère le problème suivant :
∂Z

∂t
+ L(Y )Z = vχω, t ∈ (0, T ),

Z(0) = Z0(= Y0 − Y0).

On cherche v tel que,

Z(T ) = 0.

Cette question est appelée problème de contrôlabilité à zéro. La solution de ce problème

équivaut à l’obtention d’une inégalité d’observabilité pour le problème adjoint suivant :

−∂φ
∂t

+ L∗(Y )φ = 0, t ∈ (0, T ), (4)

φ(T ) = φT . (5)

L’inégalité d’observation s’écrit alors

||φ(0)||2 ≤ C

∫ T

0

∫
ω

|φ|2dxdt. (6)

Les seules méthodes connues pour l’obtention d’inégalités de type (6) font appel aux inégalités

de Carleman globales pour l’opérateur

− ∂

∂t
+ L∗(Y ).
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Introduction

Nous donnons maintenant un aperçu sur le contenu des chapitres.

Le premier chapitre concerne des rappels sur des espaces fonctionnels et quelques propriétés,

les opérateurs pseudo-différentiels et la minimisation des fonctionnelles.

On consacre le deuxième chapitre à la démonstration de l’inégalité de Carleman globale pour

la solution faible d’un problème elliptique général de type Dirichlet non homogène, le cas

homogène sera abordé dans le troisième chapitre.

Enfin dans le quatrième chapitre, on applique le résultat obtenu dans le deuxième chapitre

pour un système de Navier-Stokes, et celui du troisième chapitre pour un système de Stokes.
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Chapitre 1

Outils Mathématiques

1.1 Notations

On note :

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, α = (α1 . . . αn) ∈ Nn, N = {0, 1, 2, . . .}

|α| = α1 + . . .+ αn, ∂αx = ∂α1
x1
. . . ∂αnxn , ∂xj =

∂

∂xj
, Dx =

1

i
∂x

Dxj =
1

i
∂xj , Dα

x = Dα1
x1
. . . Dαn

xn , Dα
x = (i)−|α|

∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

, α ∈ Nn.

Introduction

Dans ce chapitre, on regroupe divers résultats qui sont spécifiques à l’étude des estima-

tions de Carleman pour les solutions faibles des problèmes elliptiques. La première section

concerne les espaces fonctionnels adaptés à la prise en compte des conditions initiales. La se-

conde section présente des outils d’analyse fonctionnelle qui concerne des rappels sur quelques

égalités et inégalités fondamentales ainsi que l’inégalité de Garding. On énonce dans la troi-

sième section des résultats relatifs aux critères de convergence. Dans la quatrième section,

on introduit quelques notions sur les opérateurs pseudodifférentiels et on términe par des

rappels sur la minimisation des fonctionnelles.
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Outils Mathématiques

1.2 Rappels sur les espaces fonctionnels

1.2.1 Les espaces Lp

Ces espaces sont importants dans les problèmes linéaires ou non linéaires. Ils jouent un

rôle décisif en particulier dans les démonstrations des chapitres qui viennent.

Définition 1.1 Soit µ une mesure borélienne sur un ouvert Ω de Rn et p ∈ [1,∞]. Si p <∞,

l’espace Lp(dµ) désigne les classes d’équivalence( modulo la relation d’égalité µ presque par

tout ) de fonctions boréliennes f sur Ω telles que |f |p soit sommable.

On désigne par L1(Ω) l’espace des fonctions intégrables sur Ω à valeurs dans R et qui est

défini,

L1(Ω) =

{
f mesurable tels que f : Ω −→ R, et

∫
Ω

|f(x)|dx <∞
}
,

où

||f ||L1 =

∫
Ω

|f(x)|dx.

Définition 1.2 Soit p ∈ R et 1 ≤ p <∞, on a :

Lp(Ω) =
{
f : Ω −→ R; |f |p ∈ L1(Ω)

}
,

où

||f ||Lp =

[∫
Ω

|f(x)|pdx
] 1
p

.

Définition 1.3

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R; f mesurable et il existe une constante C telle que |f(x)| ≤ C p.p sur Ω} .

La norme de f dans L∞ est définie par :

||f ||L∞ = Inf {C; |f(x)| ≤ C p.p sur Ω} .

Théorème 1.1 L’espace Lp muni de la norme ||.||p est un espace de Banach, pour tout

1 ≤ p ≤ ∞.
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Outils Mathématiques

Définition 1.4 On dit qu’un espace métrique E est séparable s’il existe un sous ensemble

D ⊂ E dénombrable et dense dans E.

Théorème 1.2 Soit E un espace de Banach tel que son espace dual E
′
soit séparable, alors

E est séparable.

Définition 1.5 Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans E
′′
.

On dit que E est réflexif si J(E) ≈ E
′′
.

Lorsque E est réflexif on identifie implicitement E et E
′′
.

Le tableau suivant récapitule les principales proprietés des espaces Lp,

L’espace Réflexif Séparable Espace dual

Lp, 1 < p <∞ Oui Oui Lp
′

L1 Non Oui L∞

L∞ Non Non contient strictement L1

Théorème 1.3 Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xn)n∈N une suite bornée dans

E. Alors il existe une sous suite extraite (xnk)k∈N qui converge faiblement.

corollaire 1.1 Soit E un espace de Banach séparable et soit (fn)n∈N une suite bornée dans

E
′
.

Alors il existe une sous suite(fnk)k∈N qui converge faible∗.

Théorème 1.4 Soit E un espace de Banach, alors

( E réflexif et séparable )⇔ ( E
′
réflexif et séparable ).

Théorème 1.5 Soit E un espace de Banach tel que E
′
soit séparable alors E est séparable.

1.2.2 Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert est une classe particulière d’espaces de Banach, il a des propriétés

fondamentales qui jouent un rôle important en analyse et en physique mathématique.
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Outils Mathématiques

Définition 1.6 Soit H un espace vectoriel, on définit sur cet espace un produit scalaire qui

est une forme bilinéaire de H×H dans R symétrique, définie positive et qui vérifie l’inégalité

de Cauchy-Schwarz :

|(u, v)| ≤ (u, u)
1
2 (v, v)

1
2 , ∀u, v ∈ H.

Définition 1.7 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (u, v)

et qui est complet pour la norme (u, u)
1
2 .

Exemples

L’espace L2(Ω) muni du produit scalaire,

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

est un espace de Hilbert.

L’espace de Sobolev H1(Ω) muni du produit scalaire,

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
N∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

=

∫
Ω

u(x)v(x)dx+
N∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx,

est aussi un espace de Hilbert.

1.2.3 Les espaces Lp(0, T ;χ)

Soit S espace localement compact muni d’une mesure µ ≥ 0 et soit χ un espace de Banach.

Définition 1.8 L’espace Lp(S;χ) est un espace de (classes de) fonctions f définies sur S à

valeurs dans l’espace de Banach χ et telles que :∫
S

||f(t)||pχdµ(t) <∞.
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Outils Mathématiques

Pour S = (0, T ) avec T > 0 et dµ(t) = dt on a :

Lp(0, T ;χ) =

{
f ∈ (0, T ) −→ χmesurable;

∫ T

0

||f(t)||pχdt <∞, 1 ≤ p <∞
}
,

muni de la norme,

||f ||Lp(0,T ;χ) =

(∫ T

0

||f ||pχdt
) 1

p

.

Définition 1.9 L∞(0, T ;χ) est l’espace des (classes de) fonctions f définies sur (0, T ) à

valeurs dans χ et bornées telles que :

||f(t)||χ ≤ ||f ||L∞(0,T ;χ) p.p

et

||f ||L∞(0,T ;χ) = Inf {C > 0; ||f(t)||χ ≤ C p.p} .

1.2.4 Les espaces de Sobolev

Soit Ω est un ouvert borné de RN et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞.

Définition 1.10 L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par,

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);∇u ∈ Lp(Ω)} .

Proposition 1.1 L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞, W 1,p(Ω) est

réflexif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞.

Définition 1.11 On définit l’espace de Sobolev H1(Ω) de la façon suivante :

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω),∇u ∈ L2(Ω)

}
,

muni du produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 +
N∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2

et la norme associée

||u||H1 =

(
||u||2L2 +

N∑
i=1

|| ∂u
∂xi
||2L2

) 1
2

.
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Outils Mathématiques

Proposition 1.2 L’espace H1 est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.12 Soit 1 ≤ p <∞, W 1,p
0 (Ω) désigne la fermeture de C1

c (Ω) dans W 1,p(Ω).

On note par :

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

L’espace W 1,p
0 (Ω) muni de la norme induite par W 1,p(Ω) est un espace de Banach séparable

et il est réflexif si 1 < p <∞ . H1
0 est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H1.

1.2.5 Opérateur de traces, espaces de traces

Théorème 1.6 Soit Ω un ouvert borné de Rd et de bord lipschitzien de , d ∈ N. L’application

γ0 : u ∈ C∞(Ω̄) 7−→ γ0(u) = u|∂Ω
∈ L2(∂Ω),

se prolonge de manière unique et de façon continue à l’espace de Sobolev H1(Ω). On appelle

l’opérateur γ0 ainsi obtenu : l’application de trace. L’opérateur γ0 n’est pas surjectif sur

L2(∂Ω). L’image de γ0 est un espace de Sobolev fractionnaire noté H
1
2 (∂Ω) et qui est un

espace de Hilbert pour la norme,

||v||
H

1
2 (∂Ω)

= inf
u∈H1(Ω),γ0u=v.

||u||H1(Ω).

1.3 L’opérateur adjoint

Théorème 1.7 Soit T un opérateur lineaire borné de l’espaces de Hilbert H1 dans H2. Il

existe un seul opérateur borné T ∗ de H2 dans H1 vérifiant :

∀(f, g) ∈ H1 ×H2, (T (f), g)H2 = (f, T ∗(g))H1 .

L’opérateur T ∗ est appelé adjoint de T et vérifie :

||T ||l(H1;H2) = ||T ∗||l(H1;H2).
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Outils Mathématiques

1.4 Opérateurs pseudodifférentiels

1.4.1 La représentation de l’intégrale de Fourier et classes du sym-

bole

Soit X un ouvert de Rn, m et n appartient à N∗ et soit ρ et δ des paramètres tels que

pour tout 0 ≤ ρ ≤ 1 et 0 ≤ δ ≤ 1, on a :

f(x) =

∫
Rn
f̂(ξ)eixξdξ, (1.1)

où f̂ = (2π)−n
∫
f(x)e−ixξdx ( la transformation de Fourier d’une fonction f sur Rn ).

Si on différencie (1.1), on obtient :

Dαf(x) =

∫
Rn
ξαf̂(ξ)eixξdξ.

Si P (x,D) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα qui est un opérateur différentiel, on a :

P (x,D)f(x) =

∫
Rn
P (x, ξ)f̂(ξ)eixξdξ.

On appelle P (x, ξ) le symbole complet de P (x,D) tel que :

P (x, ξ) =
∑
|α|≤m

aαξ
α

et on définit le symbole principal de l’opérateur P par :

Pm(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξα.

Ecrivons maintenant

P (x, ξ) = Pm(x, ξ) +Q(x, ξ),

où Q(x, ξ) =
∑

|α|≤m−1

aα(x)ξα.

On dit que Pm est "positivement homogène de degré m" si :

∀λ > 0, Pm(λξ) = λmPm(ξ),

où (λξ)α = λ|α|ξα = λmξα.
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Définition 1.13 On définit Smρ,δ
(
X × RN

)
comme l’ensemble des P ∈ C∞

(
X × RN

)
tels

que pour tous K ⊂⊂ X et tous α ∈ Rn et β ∈ RN il existe une constante C = CK,α,β(P )

telle que :

|∂αx∂
β
ξ P (x, ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)m−ρ|β|+δ|P |, (x, ξ) ∈ K × RN .

Si P ∈ Smρ,δ(X × RN), on dit que P est un symbole d’ordre "m" et de type (ρ, δ).

Remarque 1.1 On dit que Smρ,δ ⊂ Sm
′

ρ′,δ̀
si m ≤ m′, δ ≤ δ′ et ρ ≥ ρ′.

Les "meilleurs" symboles sont ceux avec ρ = 1 et δ = 0 .

Pour ρ > 1 et m < 0 on a :

Smρ,δ = S−∞,

où

S−∞(X × RN) =
{
P ∈ C∞(X × RN); pour ∀K ⊂⊂ X, α ∈ Nn, β ∈ NN , M ∈ R;

|∂αx∂
β
θ a(x, θ)| ≤ Ck,α,β,M(1 + |θ|)−M

}
.

Définition 1.14 (de l’opérateur pseudodifférentiel) Soit ρ et δ des paramètres tels que

0 < ρ ≤ 1 et 0 ≤ δ < 1 et soit X ⊂ Rn. Un opérateur pseudodifférentiel est un opérateur qui

va de C∞0 (X) à D
′
(X) et qui a la forme suivante :

Pu(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

∫
X

ei(x−y)ξp(x, y, ξ)u(y)dydξ,

où P ∈ Smρ,δ(X ×X × RN) et u ∈ C∞0 (X).

Notation On note Lmρ,δ(X) l’espace des opérateurs pseudodifférentiels.

Exemple

Un opérateur différentiel est un opérateur pseudodifférentiel :

Au(x) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα
xu(x) =

∫
Rn
eixξû(ξ)

dξ

(2π)n

=

∫
Rn

∫
X

ei(x−y)ξa(x, ξ)u(y)dy
dξ

(2π)n

a(x, ξ) =
∑
|α|≤m

aα(x)ξα ∈ Sm1,0(X × Rn).

On va traiter plut tard un autre exemple sur des opérateurs pseudodifférentiels

( la famille "Mollifier de Friedrich" ).
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1.4.2 L’adjoint d’un opérateur pseudodifférentiel

Théorème 1.8 Soit P ∈ Lmρ,δ, ρ > δ. Alors P ∗ ∈ Lmρ,δ et σP ∗(x, ξ) =
∑ 1

α!
∂αxD

α
xσP (x, ξ).

Preuve 1.1 Si P est donné par :

Pu(x) =

∫
Rn

∫
X

ei(x−y)ξp(x, ξ)u(y)
dydξ

(2π)n
,

alors :

P ∗u(x) =

∫
Rn

∫
X

p∗(x, y, ξ)ei(x−y)ξu(y)
dydξ

(2π)n

où p∗(x, y, ξ) = p(y, x, ξ).

Pour calculer σP ∗ on peut supposer que p est proprement supporté et prendre

p(x, y, ξ) = p(x, ξ) = σP (x, ξ). Alors, d’après le théorème précédent, on a :

σP ∗(x, ξ) =
∑ 1

α!
∂αxD

α
xσP (x, ξ),

qui est le développement voulu.

Définition 1.15 Soit X un espace de Banach des fonction, telles que :

C∞0 ⊂ C0.

On définit XSm1,0 l’ensemble des symboles p(x, ξ) tels que,∥∥Dα
ξ p(., ξ)

∥∥
X
≤ Cα 〈ξ〉m−|α| , α ≥ 0.

Définition 1.16 On définit XSmcl ou simplement XSm, l’ensemble des symboles p(x, ξ) tels

que p(x, ξ) ∈ XSm1,0 et p(x, ξ) admet l’extension classique suivante :

p(x, ξ)˜∑
j≥0

pj(x, ξ).

Proposition 1.3 Soit B(x, ζ) ∈ C1S1
cl tel que,

B(x,D) =
∑
l

bl(x)wl(D)Λ et B∗(x, ζ) = B(x,D)∗.

Alors,

B(x,D)∗ −B∗(x, ζ) : Lp → Lp, 1 < p <∞.
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Proposition 1.4 Soit A(x, ζ) ∈ C1S0
cl tel que,

A(x,D) =
∑
l

al(x)wl(D)

Alors,

A(x,D)∗ = A∗(x,D) +R

où

R : Hs,p → Hs+1,p, −1 ≤ s ≤ 0.

et

R =
∑
l

[wl(D), al(x)∗] .

Proposition 1.5 Soit Aj(x, ζ) ∈ C1Sjcl et B(x, ζ) ∈ C1Sµcl, j = 0, . . . 1,

Aj(x,D)B(x,D) = Cj(x,D) +Rj,

où

Cj(x, ζ) = Aj(x, ζ)B(x, ζ) ∈ C1Sµ+j
cl ,

R0 : Hµ+s,p → Hs+1,p, −1 ≤ s ≤ 0,

R0 =
∑
l,m

al(x)[wl(D), bm(x)]Λµwm(D)

et

R1 : Hµ,p → Lp

R1 =
∑
l,m

bm(x)[wm(D)Λ, al(x)]wl(D)Λµ

1.4.3 La famille des opérateurs pseudodifférentiels Mollifiers

de Friedrich

Définition 1.17 Un Mollifier de Friedrich sur M est une famille Jε des opérateurs pseudo-

différentiels scalaires Jε, 0 < ε ≤ 1, tel que :

Jε ∈ OPS−∞(M) pour chaque ε ∈ [0, 1],

Jε : 0 < ε ≤ 1 est un sous-ensemble borné de OPS0
1,0(M) et

Jεu −→ u dans L2(M) quand ε −→ 0 pour tout u ∈ L2(M)
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Proposition 1.6 Soit A ∈ OPSmρ,δ(M), 1 − ρ ≤ ρ, Si Jε est un Mollifier de Friedrich sur

M , alors [A, Jε] = AJε − JεA a les proprietés suivantes :

1) [A, Jε] ∈ OPS−∞(M), 0 < ε ≤ 1 .

2) [A, Jε] : 0 < ε ≤ 1 est un sous ensemble borné de OPSm−ρ∧(1−δ)
ρ,δ (M).

1.4.4 Inégalité de Garding

Cette inégalité va jouer un rôle important dans la dérivation à priori des estimations des

problèmes elliptiques avec condition au bord.

Théorème 1.9 Soit p(x,D) ∈ OPSmρ,δ(Ω) et supposons que 0 ≤ δ < ρ ≤ 1.

Supposons aussi que ReP (x, ζ) ≥ C|ζ|m pour |ζ| assez grand avec C > 0.

Alors, pour tout s ∈ R, pour tout compact K ⊂ Ω et pour tout u ∈ C∞0 (K), on a :

Re (P (x,D)u, u) ≥ C0||u||2Hm
2
− C1||u||2Hs .

1.5 Rappel sur quelques inégalités fondamentales

Inégalité de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz ( l’inégalité précédemment connue comme

" inégalité de Cauchy Schwarz " ).

H est un espace de Hilbert, Soient x, y deux éléments de H, on a :

| 〈x, y〉 | ≤ ||x||||y||.

1.5.1 Inégalité de Poincaré

Lemme 1.1 Soit Ω un ouvert borné de RN (ou qui est au moins borné dans une direction),

alors il existe CΩ ne dépendant que de Ω tel que

||u||L2(Ω) ≤ CΩ||∇u||L2(Ω) ∀u ∈ H1
0 (Ω). (1.2)
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1.5.2 Inégalités fondamentales

Inégalité de Gronwall

Théorème 1.10 Soit X un espace de Banach et U ⊂ X un ensemble ouvert dans X. Soient

f, g : [a, b] × U −→ X sont des fonctions continues et soient y, z : [a, b] −→ U satisfont les

problèmes à condition initiale,

y′(t) = f(t, y(t)), y(a) = y0

z′(t) = g(t, z(t)), z(a) = z0

On suppose que C ≥ 0 une constante telle que :

||g(t, x2)− g(t, x1)|| ≤ C||x2 − x1||

et une fonction continue ϕ : [a, b] −→ [0,∞) telle que :

||f(t, y(t))− g(t, y(t))|| ≤ ϕ(t)

Alors

||y(t)− z(t)|| ≤ eC|t−a|||y0 − z0||+ eC|t−a|
∫ t

0

e−C|s−a|ϕ(s)ds

pour tout t ∈ [a, b].

1.6 Intégration par parties

Soit Ω un ouvert de RN+1 de frontière ∂Ω qui est de classe C2. On pose n(x) = (n0(x), ...., nN(x))

alors, pour tout f, g ∈ C1(Ω) la formule d’intégration par parties suivante :∫
Ω

∂f

∂xi
gdx = −

∫
Ω

f
∂g

∂xi
dx+

∫
∂Ω

fgnidσ,

où dσ est la mesure de surface N dimensionnelle sur ∂Ω. On écrit :

∂u

∂n
= 〈 Du, n〉 =

N∑
i=0

∂u

∂xi
ni,
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qui s’appelle la dérivée normale de u sur ∂Ω.

Formule de Green : Soit u ∈ C1(Ω) et soit v ∈ C2(Ω) on a :

−
∫

Ω

u∆vdx =

∫
Ω

〈Du,Dv〉 dx−
∫
∂Ω

u
∂v

∂n
dσ,

( dans la formule précédente 〈Du,Dv〉 =
∑
i

∂u

∂xi

∂v

∂xi
)

1.7 Ensembles convexes et fonctions convexes

1.7.1 Ensembles convexes

E est un espace de Banach,

Définition 1.18 Soit C une partie non vide de E.

C est convexe si :

∀(x, y) ∈ C2, ∀θ ∈ [0, 1], θx+ (1− θ)y ∈ C.

Exemples, Espaces affines, segments, demi-espaces définies par hyperplans, boules lp pour

p ≥ 1 (inégalité triangulaire), ellipsoides.

1.7.2 Fonctionnelles convexes

Définition 1.19 Une fonction f : C ⊂ E → R ∪+∞ est convexe si :

∀(x, y) ∈ (C)2 et ∀θ ∈ [0, 1],

f(θx+ (1− θ)y) ≤ θf(x) + (1− θ)f(y).

1.7.3 Fonctionnelles coercives

Définition 1.20 Une fonction f : E → R, est coercive si :

lim
||x||E→∞

f(x) = +∞.
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1.7.4 Minimisation d’une Fonctionnelle

Maintenant, il s’agit de chercher un x∗ tel que

(p)


f(x∗) = inf

x∈C⊂E
f(x),

x∗ ∈ C.

Théorème 1.11 Si C est un convexe fermé non vide de E, si f est continue, coercive et

strictement convexe sur C, alors le problème (p) a une solution et une seule. La solution de

(p) étant aussi solution de ∇fx∗ = 0.

1.8 Les équations elliptiques

Soit Ω est un ouvert bornée de RN+1, de frontière ∂Ω. On considère le problème :Ly = f dans Ω,

y = g sur ∂Ω,

où f : Ω −→ R donnée, y : Ω −→ R l’inconnu et L l’opérateur de derivée partielle du second

ordre qui a la forme :

Ly ≡
N∑

i,j=0

∂

∂xj

(
aij(x)

∂y

∂xi

)
+

N∑
i,j=0

(
ci(x)

∂y

∂xi
+

∂

∂xi
(bi(x)y)

)
+ d(x)y, (1.3)

ou la forme :

Ly ≡
N∑

i,j=0

aij(x)
∂2y

∂xi∂xj
+

N∑
i=0

bi(x)
∂y

∂xj
+ d(x)y. (1.4)

Pour des coefficients aij, bi, ci et d donnés (0 ≤ i, j ≤ N), on suppose aussi que

aij = aji(0 ≤ i, j ≤ N). On dit que l’EDP est de forme divergentielle si L est donné par (1.3),

et de forme non divergentielle si L est donné par la forme (1.4).

Remarque 1.2 Si les coefficients aij (0 ≤ i, j ≤ N) sont des fonctions de classe C1, alors

chaque opérateur écrit sous une forme divergentielle peut être réecrit sous forme nondiver-

gentielle, et vice versa.

Cependant, il y a des avantages pour considerer les deux formes differentes de L séparèment :
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la forme divergentielle est plus naturelle pour les méthodes d’energie, par contre la forme non

divergentielle est plus adaptée pour les méthodes du principe du maximum.

Définition 1.21 On dit que les équations (1.3) et (1.4) sont uniformement elliptiques s’il

existe une constante positive θ telle que :

N∑
i,j=0

aij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2,

pour tout x ∈ Ω, ξ ∈ RN+1.
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Chapitre 2

Inégalité de Carleman globale pour les

problèmes elliptiques non homogènes

Soit Ω un ouvert borné de RN+1 de frontière Γ de classe C2. On considère le problème

elliptique général du second ordre suivant :

Py =
N∑

i,j=0

aij(x)
∂2y

∂xi∂xj
+

N∑
j=0

bj
∂y

∂xj
+

N∑
i=0

∂

∂xi
(ci(x)y) + d(x)y (2.1)

= f +
N∑
j=0

∂fj
∂xj

, dans Ω

y = g, sur Γ (2.2)

où 
aij ∈ C2(Ω),

bj, ci et d ∈ L∞(Ω),

pour i, j = 0, . . . , N

(2.3)

et les coefficients ai,j satisfont la condition d’ellipticité standard :

∃β > 0, ∀ξ ∈ RN+1,

N∑
i,j=0

ai,j(x)ξiξj ≥ β|ξ|2. (2.4)

D’autre part, on suppose que :

f ∈ L2(Ω), fj ∈ L2(Ω), ∀j = 0, . . . , N (2.5)

g ∈ H
1
2 (Γ). (2.6)
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2.1 Existence et Régularité de la solution faible

On cherche une solution y du problème (2.1) et (2.2). Pour cela, il existe une fonction

g̃ ∈ H1(Ω) telle que g̃ = g sur Γ et on introduit l’ensemble,

K =
{
θ ∈ H1(Ω) : θ − g̃ ∈ H1

0 (Ω)
}

avec K est un convexe fermé non vide de H1(Ω) qui dépend seulement de g.

Une solution classique de (2.1) et (2.2) est une fonction y ∈ C2(Ω) vérifiant (2.1) et (2.2).

Une solution faible de (2.1) et (2.2) est une fonction y ∈ K qui vérifie :

a(y, θ) = −
∫

Ω

N∑
i=0

(
N∑
j=0

aij
∂y

∂xj
+ ciy

)
∂θ

∂xi
dx+

∫
Ω

N∑
j=0

(
bj −

N∑
i=0

∂aij
∂xi

)
∂y

∂xj
θdx+

∫
Ω

d(x)yθdx

=

∫
Ω

fθdx−
N∑
j=0

∫
Ω

fj
∂θ

∂xj
dx ∀θ ∈ H1

0 (Ω). (2.7)

Il est clair que toute solution classique est solution faible.

Remarque 2.1 Comme Ω est assez régulier (c a d de classe C2) il n’est pas nécessaire de

supposer g̃ ∈ C(Ω).

En appliquant la théorie des traces, il suffit de savoir que g̃ ∈ H1(Ω) autrement dit g ∈ H
1
2 (Γ).

2.1.1 Existence et unicité de la solution faible

Théorème 2.1 (Stampacchia)

Soit a(u, v) une forme bilinéaire continue et coercive sur H. Soit K un convexe fermé non

vide.

Etant donné ϕ ∈ H ′, il existe u ∈ K unique tel que :

a(u, v − u) ≥ 〈ϕ, v − u〉 , ∀v ∈ k.

De plus si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

1

2
a(u, v)− 〈ϕ, u〉 = min

v∈k

{
1

2
a(v, v)− 〈ϕ, u〉

}
.

On pose,

F = f +
N∑
j=0

∂fj
∂xj

0 ≤ j ≤ N

25



Inégalité de Carleman globale pour les problèmes elliptiques non homogènes

alors F ∈ H−1(Ω).

Proposition 2.1 Pour tout F ∈ H−1(Ω), il existe y ∈ K unique solution faible de (2.1) et

(2.2). De plus, y s’obtient par :

1

2
a(y, θ)− 〈F, y〉 = min

θ∈K

{
1

2
a(θ, θ)− 〈F, θ〉

}
.

Preuve 2.1 Notons tout d’abord que y ∈ K est solution faible de (2.1) et (2.2) si et seule-

ment si on a :

−
∫

Ω

N∑
i=0

 N∑
j=0

aij(x)
∂y

∂xj
+ ciy

( ∂θ

∂xi
− ∂y

∂xi

)
dx+

∫
Ω

N∑
j=0

(
bj −

N∑
i=0

∂aij
∂xi

)
∂y

∂xj
(θ − y)dx

+

∫
Ω
d(x)y(θ − y) ≥

∫
Ω
f(θ − y)dx−

N∑
j=0

∫
Ω
fj

(
∂θ

∂xj
− ∂y

∂xj

)
dx, ∀θ ∈ K (2.8)

En effet, si y est solution faible de (2.1) et (2.2) il est clair que :

−
∫

Ω

N∑
i=0

(
N∑
j=0

aij(x)
∂y

∂xj
+ ciy

)(
∂θ

∂xi
− ∂y

∂xi

)
dx+

∫
Ω

N∑
j=0

(
bj −

N∑
i=0

∂aij
∂xi

)
∂y

∂xj
(θ − y)dx

+

∫
Ω

d(x)y(θ − y) = f(θ − y)dx−
N∑
j=0

∫
Ω

fj

(
∂θ

∂xj
− ∂y

∂xj

)
dx, ∀θ ∈ K

Inversement si y ∈ K et vérifie (2.8), on choisit θ = y+w dans (2.8) avec w ∈ H1
0 (Ω) et on

obtient (2.7).

Maintenant, on montre la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire a(y, w).

|a(y, w)| ≤
N∑

i,j=0

||aij||C2(Ω)||Djy||L2(Ω)||Diw||L2(Ω) +
N∑
i=0

||ci||L∞(Ω)||y||L2(Ω)||Diw||L2(Ω)

+
N∑
j=0

(||bj||L∞(Ω) +
N∑
i=0

||Diaij||C(Ω))||Diy||L2(Ω)||w||L2(Ω) + ||d||L∞(Ω)||y||L2(Ω)||w||L2(Ω)

≤ C||y||H1(Ω)||w||H1(Ω) ∀w ∈ H1
0 (Ω)

où

C =
N∑

i,j=0

||aij||C2(Ω) + ||ci||L∞(Ω) +
N∑
j=0

(||bj||L∞(Ω) +
N∑
i=0

||Diaij||C(Ω)) + ||d||L∞
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Donc, il existe C > 0 tel que a(y, w) ≤ C||y||H1(Ω)||w||H1(Ω) d’où la continuité de a.

On notera que la coercivité de a(y, w) résulte de l’hypothèse d’ellipticité et de l’inégalité de

poincaré.

a(w,w) =

∫
Ω

N∑
i=0

N∑
j=0

aijDiw(x)Djw(x)dx+

∫
Ω

N∑
i=0

ciwDi(x)dx

+

∫
Ω

N∑
j=0

(
bj −

N∑
i=0

Diaij

)
Djw(x).w(x)dx+

∫
Ω

dw2(x)dx

a(w,w) ≥ α||w||2H1(Ω)

Donc, il existe α ∈ R tel que a(w,w) ≥ α||w||2H1
0 (Ω) pour tout w ∈ H1

0 (Ω) ce qui implique la

coercivité de a.

En appliquant le théorème de Stampacchia, on obtient :

Pour F ∈ H−1, il existe y ∈ K unique telle que,

a(y, θ − y) = 〈F, θ − y〉 ∀θ ∈ K.

De plus, y est caractérisée par la propriété suivante :

min
θ∈K

{
1

2

∫
Ω

−
N∑
i=0

(
N∑
j=0

aij
∂θ

∂xj
+ ciθ

)
∂θ

∂xi
+

N∑
j=0

(
bj −

N∑
i=0

∂aij
∂xi

)
∂θ

∂xj
θ

+d(x)θ2dx−
∫

Ω

fθ +
N∑
j=0

∫
Ω

fj
∂θ

∂xj
dx

}

2.1.2 La régularité de la solution faible

Sous les hypothèses (2.4) et d’après les résultats précédents, il existe une unique solution

au problème (2.7). On cherche la régularité de cette solution en fonction des données du

problème (2.1) et (2.2).

Théorème 2.2 Soit les hypothèses (2.4) et soit y ∈ H1(Ω) solution de (2.1) et (2.2).

Si aij ∈ C1(Ω) pour i, j = 0, . . . , N et Ω de classe C2, alors pour tout F ∈ H−1(Ω),

y ∈ H2(Ω).
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2.2 Estimation de Carleman

Notre but est d’obtenir une inégalité de Carleman globale pour la solution de (2.1) et (2.2).

Afin de formuler notre résultat principal, on introduit d’abord une fonction poids convenable.

Fonction poids

On choisit une fonction poids ϕ qui pourrait exiger de longs arguments. On commence

par le choix de la fonction poids basique qui dépend seulement de la variable de l’espace.

Lemme 2.1 Soit ω un ensemble ouvert non vide arbitraire tel que ω ⊂ Ω. Alors il existe

une fonction ψ ∈ C2(Ω) telle que :

ψ = 0, sur Γ (2.9)

ψ(x) > 0, ∀x ∈ Ω (2.10)

|∇ψ(x)| > 0, ∀x ∈ Ω− ω (2.11)

En utilisant ψ, on peut considérer la fonction poids :

ϕ(x) = eλψ(x) (2.12)

où λ ∈ R et λ ≥ 1.

Preuve du lemme 2.1 Comme Ω est régulier, on choisit une fonction θ ∈ C2(RN+1) telle

que :

Ω =
{
x ∈ RN+1, θ(x) > 0

}
et |∇θ(x)| 6= 0, ∀x ∈ Γ.

Ceci peut être fait localement et puis étendu globalement en utilisant la partition de l’unité.

D’aprés le théorème de la densité de Morse, il existe une suite de fonctions de Morse (θk)

(dont le gradient s’annule seulement sur un nombre fini de points) telle que θk → θ sur C2(Ω̄)

quand k → +∞ (θk ne s’annule pas nessécairement sur le bord).

De plus, on peut prendre θk > 0 parce que θ > 0 sur Ω.

On définit C =
{
x ∈ RN+1,∇θ(x) = 0

}
comme l’ensemble des points critiques de θ.

Puisque |∇θ(x)| 6= 0 alors, il existe un voisinage V de Γ dans RN+1 et δ > 0 tels que,

∀x ∈ V , |∇θ(x)| ≥ δ.
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Soit ϕ ∈ D(V ) tel que ϕ(x) = 1, ∀x ∈ Γ et 0 ≤ ϕ ≤ 1. On met

µk = θk + ϕ(x)(θ(x)− θk(x))

alors µk(x) = 0, ∀x ∈ Γ et µk(x) > 0, ∀x ∈ Ω

de plus :

∀x ∈ Ω− V , ∇µk(x) = ∇θk(x).

Maintenant si x ∈ Ω ∩ V , on a :

∇µk(x) = ∇θk(x) + ϕ(x)(∇θ(x)−∇θk(x)) +∇ϕ(x)(θ(x)− θk(x))

donc pour k ≥ k0, k0 suffisament large on a :

|∇µk(x)| ≥ |∇θk(x)| − 2||ϕ||C2(Ω)||θ − θk||C2(Ω)

≥ δ − 2||ϕ||C2(Ω)||θ − θk||C2(Ω)

≥ δ

2
.

On choisit k ≥ k0 et on pose µ(x) = µk(x). Alors µ est une fonction de Morse parce que les

points où le gradient s’annule sont parmis ceux qui annulent ∇θ.

De plus µ(x) = 0, ∀x ∈ Γ.

Soit x1, x2, . . . , xr les points critiques de µ. Alors xi ∈ Ω− V pour i = 1, . . . , r et il existe r

chemins réguliers disjoints l1, . . . , lr tels que :

li ∈ C∞
(
[0, 1];RN+1

)
,

li(t) ∈ Ω− V , ∀t ∈ [0, 1],

li(t1) 6= li(t2), ∀t1, t2 ∈ [0, 1], t1 6= t2,

li(1) = xi et li(0) ∈ ω0,

∀s, t ∈ [0, 1], li(s) 6= lj(t), i 6= j.

Il existe aussi r fonctions f1, . . . , fr telles que pour i = 1, . . . , r :

fi ∈ C∞(RN+1,RN+1) et
dli(t)

dt
= fi(li(t)), ∀t ∈ (0, 1).
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On définit des voisinages ouverts Wi des ensembles {li(t), t ∈ [0, 1]} pour i = 1, . . . , r tels

que :

Wi ⊂ Ω− V et Wi ∩Wj = φ si i 6= j

alors, on prend les fonctions ei ∈ D(Wi) telles que ei(li(t)) = 1,∀t ∈ [0, 1] et on suppose

gi(x) = ei(x)fi(x).

On considère l’équation différentielle :

dx

dt
(t) = gi(x(t)), ∀t ∈ (0, 1)

x(0) = x.

On note par Sit : RN+1 → RN+1 l’opérateur qui associe x à x(t). On a alors :

Si1(li(0)) = xi, i = 1, . . . , r

et on définit

S(x) = S1
1oS

2
1o . . . oS

r
1(x).

Si x ∈ Ω− (∪ri=1Wi) alors S(x) = x, par conséquent :

∀x ∈ V, S(x) = x.

D’autre part, chaque Si1 est un difféomorphisme de Ω vers lui-même, donc S l’est aussi et

∇S est inversible.

On pose :

ψ(x) = µ((S(x))).

Donc ψ(x) = 0, ∀x ∈ Γ. De plus, comme ∇S est inversible si ∇ψ(x) = 0, alors

S(x) ∈ {x1, ..., xr}.

Sachant que Si1 = Id sur Ω−Wj c.a.d :

S(li(0)) = Si1(li(0)) = xi
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et comme S est un difféomorphisme, on a :

S(x) = {x1, . . . , xr} ⇒ x ∈ {l1(0), . . . , lr(0)} ⇒ x ∈ ω0.

De plus

∇ψ(x) 6= 0⇒ x ∈ ω0,

et ψ satisfait toute les conditions du lemme2.1, ceci finit la preuve du lemme2.1.

2.2.1 Théorème principal

Théorème 2.3 Sous les hypothèses (2.4) et (2.12) et soit y ∈ H1(Ω) une solution de (2.1)

et (2.2). Alors, il existe une constante C > 0 indépendante de s et de λ, et des paramètres

λ̃ > 1 et s̃ > 1 tels que pour tout λ ≥ λ̃ et pour tout s ≥ s̃,∫
Ω

|∇y|2e2sϕdx+ s2λ2

∫
Ω

ϕ2|y|2e2sϕdx ≤ C

(
s

1
2 e2s||g||2

H
1
2 (M)

+
1

sλ2

∫
Ω

|f |2

ϕ
e2sϕdx

+
N∑

i,j=0

s

∫
Ω

|fj|2ϕe2sϕdx+

∫
ω

(|∇y|2 + s2λ2ϕ2|y|2)e2sϕ

)
(2.13)

Remarque 2.2 Dans le calcul et sans perte de généralité, il est suffisant de considérer le

cas où bj = 0, ci = 0 et d = 0 comme on peut rajouter les termes d’ordre 1 et les termes

d’ordre 0 de (2.1) dans le second membre. Les termes qui correspendant dans (2.13) peuvent

être absorbés par le coté gauche en choisissant s̃ et λ̃ assez large.

La preuve de ce Théorème (2.3) exige plusieurs étapes.

2.2.2 Preuve du théorème principal

Localisation

Pour tout δ > 0, on considère un recouvrement de Ω comme suit :

Ω ⊂ Ω0 ∪ (∪Ii=0βδ(x̃i)) (2.14)
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où Ω0 ⊂ Ω, x̃i ∈ Γ = ∂Ω et βδ(x̃i) la boule de centre x̃i et de rayon δ.

Soit (ei)i=0,...,I une partition de l’unité telle que :

e0 ∈ C∞c (Ω0),

ei ∈ C∞c (βδ(x̃i)), i = 1, . . . , I

ei(x) ≥ 0, i = 1, . . . , I
I∑
i=0

ei(x) = 1, ∀x ∈ Ω.

(2.15)

On définit : 
yi = yei, i = 0, . . . I,
I∑
i=0

yi =
I∑
i=0

yei = y
I∑
i=0

ei = y.
(2.16)

D’après la remarque 2.2 le problème (2.1) et (2.2) s’écrit :

Py =
N∑

i,j=0

aij(x)
∂2y

∂xi∂xj
(2.17)

= f +
N∑
j=0

∂fj
∂xj

, (2.18)

y = g sur Γ. (2.19)

En multipliant (2.17) et (2.19) par la fonction ei(x), on a pour tout i = 0, . . . , I :

eiPy = ei

N∑
i,j=0

aij(
∂2y

∂xi∂xj
)

= eif + ei

N∑
j=0

∂fj
∂xj

dans Ω,

yei = gei sur Γ.

(2.20)

Sachant que :

ei

N∑
j=0

∂fj
∂xj

=
N∑
j=0

∂

∂xj
eifj −

N∑
j=0

fj
∂ei
∂xj

et

eiPy = Pyei + [P, ei] y.
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Donc, le problème (2.20) devient :
Pyi = − [P, ei] y + eif +

N∑
j=0

∂eifj
∂xj

−
N∑
j=0

fj
∂ei
∂xj

dans Ω,

yi = gei sur Γ.

(2.21)

où [P,Q] = QP − PQ définit le commutateur entre P et Q. Le commutateur [P, ei] est un

opérateur d’ordre 1, supp y0 ⊂ Ω0 et les fonctions eifj, fj(
∂ei
∂xj

) et yi ont un support compact

dans βδ(x̃i) pour tout i = 1, . . . I.

Comme y =
I∑
i=0

yi, on a :

∫
Ω

(
|∇y|2 + s2λ2ϕ2|y|2

)
e2sϕdx ≤ C

I∑
i=0

∫
Ω

(
|∇yi|2 + s2λ2ϕ2|yi|2

)
e2sϕdx

≤ C

( I∑
i=0

{
s

1
2 e2s||gei||2

H
1
2 (Γ)

+
1

sλ2

∫
Ω

|fei|2

ϕ
e2sϕdx

+
N∑
j=0

s

∫
Ω

|fjei|2ϕe2sϕdx+
1

sλ2

N∑
j=0

∫
Ω

|fj|2

ϕ
e2sϕdx

+
1

sλ2

∫
Ω

(|∇y|2 + |y|2)
e2sϕ

ϕ

}
+

I∑
i=0

∫
ω

(|∇yi|2 + s2λ2ϕ2|yi|2)e2sϕdx

)
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≤ C

(
s

1
2 ||g||2

H
1
2 (Γ)

+
1

sλ2

∫
Ω

|f |2

ϕ
e2sϕdx

N∑
j=0

s

∫
Ω

|fj|2ϕe2sϕdx+
1

sλ2

∫
Ω

(
|∇y|2 + |y|2

) e2sϕ

ϕ
dx

+

∫
ω

(
|∇y|2 + s2λ2ϕ2|y|2

)
e2sϕdx

)
où C est une constante indépendante de s et λ.

Par la partition de l’unité (2.15) on se ramène à montrer l’inégalité (2.13) dans les deux cas

suivants :

� supp y ⊂ Ω0 avec Ω0 ⊂ Ω

� supp y ⊂ βδ(x̂), x̂ ∈ Γ.

Le premier cas à été dejà démontré dans [5], on s’intéresse au deuxième cas qui constitue la

principale nouveauté.

Changement de coordonnées

On prend x̃ ∈ Γ, δ > 0 et y une solution de (2.1) et (2.2) telle que supp y ⊂ βδ(x̃).

D’aprés (2.11), on suppose δ assez petit pour que

βδ(x̃) ∩ ω = φ et
∂ψ(x)

∂xi0
6= 0 ∀x ∈ βδ(x̃).

Aprés rénumérotation des coordonnées et sans perte de généralité on fixe i0 = 0, on a :

∂ψ(x)

∂x0

6= 0 ∀x ∈ βδ(x̃) (2.22)

et on effectue le changememt de coordonnées suivant :

x̃0 = ψ(x), x̃i = xi, i = 1, . . . N (2.23)

ỹ(x̃0, x̃1, . . . , x̃N) = y(x0, x1, . . . , xN) (2.24)

Dans le nouveau système de coordonnées on a :

Ω̃ =]0, δ[×β′δ et Γ̃ = {0} × β′δ
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où β′δ =
{
x̃
′ ∈ RN , ||x̃′|| ≤ δ

}
.

De (2.1) et (2.2), on obtient :

P̃ ỹ =
∂2ỹ

∂x̃0
2 +

N∑
j=1

ã0j
∂2ỹ

∂x̃0∂x̃j
+ Ãỹ + B̃ỹ (2.25)

= f̃ +
N∑
j=0

∂f̃j
∂x̃j

, dans ]0, δ̃[×RN , (2.26)

ỹ(0, x̃
′
) = g̃(x̃

′
) sur RN .

où B̃ =
N∑
j=0

b̃j(x̃)
∂ỹ

∂x̃j
+

N∑
i=0

∂

∂x̃i
(c̃i(x̃)ỹ) + d̃ỹ est un opérateur de premier ordre à coefficients

dans L∞ que l’on peut négliger, et Ã un opérateur de la forme

Ãỹ =
N∑

i,j=1

ãi,j
∂2ỹ

∂x̃i∂x̃j
.

De plus, on peut choisir la fonction poids suivante :

ϕ̃(x̃) = eλx̃0 . (2.27)

On remarque que ϕ̃ est indépendante de x̃i, i = 1, . . . , N .

Maintenant, on montre qu’il existe une constante c̃ > 0 indépendante de s et λ, et des

paramètres λ̃ ≥ 1 et s̃ ≥ 1 tels que pour tout λ ≥ λ̃ et pour tout s ≥ s̃,∫
Ω̃

|∇ỹ|2e2sϕ̃dx̃+ s2λ2

∫
Ω̃

ϕ̃2|ỹ|2e2sϕdx̃ ≤ c̃

(
s

1
2 e2s||g̃||2

H
1
2 (Γ̃)

+
1

sλ2

∫
Ω̃

|f̃ |2

ϕ̃
e2sϕ̃dx̃

+
N∑

i,j=0

s

∫
Ω̃

|f̃j|2ϕ̃e2sϕ̃dx̃

)
(2.28)

Dorénavant, on omettra la notation "˜" pour les coordonnées et on normalise δ̃ à 1 pour des

raisons de simplification, on obtient :

Py =
∂2y

∂x0

+
N∑
j=1

a0j
∂2y

∂x0∂xj
+ Ay

= f +
N∑
j=1

∂fj
∂xj

, dans ]0, 1[×RN (2.29)

y(0, x′) = g(x′), sur RN (2.30)
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où y, f et fj sont négligeables dans le voisinage de [0, 1]× ∂B′δ ∪ (1×B′δ) et la fonction g est

aussi négligeable dans le voisinage de B
′

δ.

Pour x ∈ RN+1 et ξ1, ξ2 ∈ RN ,

a(ξ1, ξ2) = a(x, ξ1, ξ2) =
N∑

i,j=1

aij(x)ξ1
i ξ

2
j , (2.31)

donc la condition d’éllipticité (2.3) s’écrit comme suit :

il existe β > 0 tel que pour tout τ ∈ R et pour tout ξ ∈ RN ,

τ 2 +
N∑
i=1

a0jτξj + a(ξ, ξ) ≥ β(τ 2 + |ξ|2) ∀(x0, x
′) ∈ [0, δ]× β ′δ. (2.32)

Soit P l’opérateur défini par :

P (x, τ, ξ) = τ 2 +
N∑
i=1

a0jτξj + a(ξ, ξ)

et ∆ le discriminant de cet opérateur tel que :

∆ =

(
N∑
j=0

a0jξj

)2

− 4a(ξ, ξ).

Puisque le signe de l’opérateur P est strictement positif pour tout (x0, x
′) ∈ [0, δ] × β′δ, et

pour tout ξ1, ξ2 ∈ RN, le signe de ∆ est négatif, donc −∆ > 0, ce qui implique l’éxistance

d’une constante γ > 0 telle que pour tout ξ ∈ RN et |ξ| = 1 on a

4a(ξ, ξ)−

(
N∑
j=0

a0jξj

)2

≥ γ. (2.33)

Si on note M =
{
x
′ ∈ RN, ||x′|| < 1

}
et G =]0, 1[×M , on obtient

Py =
∂2y

∂x0

+
N∑
j=1

a0j
∂2y

∂x0∂xj
+ Ay

= f +
N∑
j=1

∂fj∂

∂xj
, dans G =]0, 1[×M (2.34)

y(0, x′) = g(x′), sur M. (2.35)
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Factorisation

On rappelle que,

P (x, x0, D) =
∂2

∂2x0

+ i
N∑
i=1

a0j(x)
∂2

∂x0i∂xj
+ i2

N∑
i,j=1

aij(x)
∂2

i∂xii∂xj

donc pour τ ∈ R et ξ = (ξ1, . . . , ξN) ∈ RN le symbole principal de l’opérateur P peut s’écrire :

P (x, τ, ξ) = τ 2 + i

N∑
i=1

a0j(x)τξj −
N∑

i,j=1

aij(x)ξiξj

= τ 2 + i
N∑
i=1

a0j(x)ξjτ − a(x, ξ, ξ). (2.36)

On remarque que P est un polynôme de second degré en τ , et

τ+
−

(x, ξ) = −
i
∑N

j=1 a0j(x)ξj
+
−
√

4a(x, ξ, ξ)−
(∑N

j=1 a0j(x)ξj

)2

2
(2.37)

sont les racines de ce polynôme qui seront régularisées prés de ξ = 0 par une fonction "cut-off"

µ ∈ C∞(R+) telle que

µ(t) = 0, pour t ∈
[
0,

1

2

]
,

µ(t) = 1, pour t > 1, (2.38)

0 ≤ µ(t) ≤ 1, ∀t ∈ R+.

On écrit :

r+
−

(x, ξ) = −
i
∑N

j=1 a0j(x)ξj
+
− µ(|ξ|)

√
4a(x, ξ, ξ)−

(∑N
j=1 a0j(x)ξj

)2

2
. (2.39)

On définit R+
−

(x,D) les opérateurs pseudodifférentiels de symboles r+
−

(x,D), tels que :

R+
−

(x,D)u(x′) =

∫
M

r+
−
ũ(ξ)ei〈x

′,ξ〉dξ (2.40)

donc la factorisation de l’opérateur P peut être représenté par la forme suivante :

Py =

(
∂

∂x0

−R+(x,D)

)(
∂

∂x0

−R−(x,D)

)
y +Ky, (2.41)
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où K est un opérateur du premier ordre en variable x′ uniformément borné en x0 et qui

pourra être négligé (K = 0) puisque le poids ϕ est indépendant de x′(voir la proposition 1.4).

Ky ∈ L∞([0, 1]; l(H1(M), L2(M))) (2.42)

On utilise ϕ qui est donné par (2.27), on obtient :

esϕPy = esϕf + esϕ
N∑
j=0

∂

∂xj
fj dans G =]0, 1[×M,

esϕy(0, x′) = esϕg(x′), x′ ∈M.

On considère la nouvelle fonction w telle que,

w = esϕy, (2.43)

alors le problème prècedent devient :

Psw = esϕP (e−sϕw)

= esϕf + esϕ
N∑
j=0

∂

∂xj
fj dans G =]0, 1[×M, (2.44)

w(0, x′) = esg(x′), x′ ∈M. (2.45)

En dévloppant les deux membre de problème (2.44), on trouve :

Psw = esϕ
(

∂

∂x0

−R+(x,D)

)(
∂

∂x0

−R−(x,D)

)
e−sϕw.

= esϕ
(

∂

∂x0

−R+(x,D)

)
e−sϕesϕ

(
∂

∂x0

−R−(x,D)

)
e−sϕw.

=

(
esϕ

∂e−sϕ

∂x0

− esϕR+(x,D)e−sϕ
)(

esϕ
∂e−sϕ

∂x0

− esϕR−(x,D)e−sϕ
)
w

=

(
∂(esϕ−sϕ)

∂x0

− e−sϕ∂e
sϕ

∂x0

−R+(x,D)

)(
∂(esϕ × e−sϕ)

∂x0

− e−sϕ∂e
sϕ

∂x0

−R−(x,D)

)
w

=

(
∂

∂x0

− sλϕ−R+(x,D)

)(
∂

∂x0

− sλϕ−R−(x,D)

)
w (2.46)
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et

esϕf + esϕ
N∑
j=0

∂fj
∂x0

= esϕf +
N∑
j=0

esϕ
∂fj
∂x0

= esϕf +
N∑
j=0

∂(esϕfj)

∂x0

−
N∑
j=0

fj
∂esϕ

∂x0

= esϕf +
N∑
j=0

∂(esϕfj)

∂x0

− f0sλe
sϕ

= esϕ (f − f0sλ) +
N∑
j=0

∂(esϕfj)

∂x0

.

si on change la notation (f − f0sλ) par f , on obtient :

Psw =

(
∂

∂x0

− sλϕ−R+(x,D)

)(
∂

∂x0

− sλϕ−R−(x,D)

)
w

= esϕf +
N∑
j=0

∂(esϕfj)

∂x0

, dans G =]0, 1[×M, (2.47)

w(0, x′) = esg(x′), x′ ∈M,

où w ≡ 0 pour x0 ∈ v(1) (w a un support compact dans [0, 1[×M (revient à (2.43)).

Maintenant on veut montrer l’estimation de Carleman pour w :

Il existe une constante C indépendante de s et λ, et des paramètres λ̃ ≥ 1 et s̃ ≥ 1 tels que

pour tout λ ≥ λ̃ et pour tout s ≥ s̃,∫
G

(
|∇w|2 + s2λ2ϕ2|w|2

)
dx ≤ C

(
s

1
2 e2s||g||2

H
1
2 (M)

+
1

sλ2

∫
G

|f |2

ϕ
e2sϕdx

+

N∑
j=0

s

∫
G
|fj |2ϕe2sϕdx

)
(2.48)

Estimation de Carleman

On définit z par : (
∂

∂x0

− sλϕ−R−(x,D)

)
w = z. (2.49)
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Puisque w est à support compact dans [0, 1[×M , alors w est nulle au voisinage de x0 = 1 et

z vérifie le problème suivant :(
∂

∂x0

− sλϕ−R+(x,D)

)
z = esϕf +

N∑
j=0

∂

∂xj
(esϕfj) dans G =]0, 1[×M, (2.50)

z(1, x′) = 0 x′ ∈M. (2.51)

D’abord, on obtient des estimations sur z en termes du second membre de (2.50).

Proposition 2.2 Il existe une constante C indépendante de s et λ et il existe s0 ≥ 0, tels

que pour tout λ ≥ 1 et pour tout s ≥ s0,∫
G

|z|2dx ≤ C

(
1

s2λ2

∫
G

|f |2

ϕ2
e2sϕdx+

N∑
j=0

∫
G

|fj|2e2sϕdx

)
. (2.52)

Aussi, il existe une constante C indépendante de s et λ, et il existe s1 > 0, tels que pour tout

λ ≥ 1 et pour tout s ≥ s1,∫
G

ϕ|z|2dx ≤ C

(
1

s2λ2

∫
G

|f |2

ϕ
e2sϕdx+

N∑
j=0

∫
G

|fj|2ϕe2sϕdx

)
. (2.53)

Preuve 2.2 Elle se fait par dualité, on considère le problème de Cauchy adjoint suivant :

(
∂

∂x0

− sλϕ−R∗+)u = z dans G, (2.54)

u(0, x′) = 0 sur M. (2.55)

On rappelle que l’opérateur R∗+(x,D) peut être décomposé en somme d’opérateurs pseudodif-

ferentiels avec symbole r+(x, ζ) et un opérateur qui appartient à C1([0, 1]; l(L2(M), L2(M)))

(voir la proposition 1.5).

Lemme 2.2 Pour tout z ∈ L2(G), il existe une unique solution u ∈ H1(G) du problème

(2.54) et (2.55), et u satisfait l’estimation suivante : il existe une constante C > 0 indepen-

dante de s et λ, et s0 ≥ 0, tels que pour tout s ≥ s0 et pour tout λ ≥ 1,∫
G

(|∇u|2 + s2λ2ϕ2|u|2)dx ≤ C

∫
G

|z|2dx. (2.56)

On suppose pour le moment que le lemme2.2 est démontré. En multipliant scalairement

dans L2(G) l’équation (2.50 ) par u et après intégration par parties, sachant que fj a un
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support compact dans [0, 1[×M , on obtient :((
∂

∂x0

− sλϕ−R+(x,D)

)
z, u

)
L2(G)

=

(
esϕfdx+

N∑
j=0

∂

∂xj
(esϕfj), u

)
L2(G)∫

G

∂zu

∂x0

dx−
∫
G

sλϕzudx−
∫
G

R+(x,D)zudx =

∫
G

esϕfudx+
N∑
j=0

∫
G

∂

∂xj
(esϕfj)udx∫

∂G=M

zudx̀−
∫
G

z
∂

∂x0

udx−
∫
G

sλϕzudx−
∫
G

R∗+(x,D)uzdx =

∫
G

esϕfu+
N∑
j=0

∫
∂G

esϕfjudx︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫
G

esϕfj
∂u

∂xj
dx


∫
G

(− ∂

∂x0

− sλϕ−R∗+(x,D))︸ ︷︷ ︸
=z

uzdx =

∫
G

esϕfudx−
N∑
j=0

∫
G

esϕfj
∂u

∂xj
dx

∫
G

|z|2dx =

∫
G

esϕfudx−
N∑
j=0

∫
G

esϕfj
∂u

∂xj
dx, (2.57)

on utilise (2.56), on a :∫
G

|z|2dx =

∫
G

1

sλϕ
esϕf(sλϕu)dx−

N∑
j=0

∫
G

esϕfj
∂u

∂xj
dx

≤
(∫

G

1

s2λ2ϕ2
e2sϕ|f |2

) 1
2
(∫

G

s2λ2ϕ2|u|2
) 1

2

+
N∑
j=0

(∫
G

e2sϕ|fj|2
) 1

2

×

(∫
G

∣∣∣∣ ∂u∂xj
∣∣∣∣2
) 1

2

≤
(∫

G

s2λ2ϕ2|u|2 + |∇u|2
) 1

2

(
1

s2λ2

∫
G

e2sϕ

ϕ2
|f |2 +

N∑
j=0

∫
G

e2sϕ|fj|2
) 1

2

≤ C

(∫
G

|z|2dx
) 1

2

(
1

s2λ2

∫
G

e2sϕ

ϕ2
|f |2 +

N∑
j=0

∫
G

e2sϕ|fj|2dx

) 1
2

∫
G

|z|2dx ≤ C

(
1

s2λ2

∫
G

|f |2

ϕ2
e2sϕ +

N∑
j=0

|fj|2e2sϕdx

)

Dans le but d’obtenir (2.53), on considère z̃ =
√
ϕz , donc z̃ est solution de (2.50) avec f

et fj remplacées par f̃ =
√
ϕf + (

λ

2
)(z̃e−sϕ −√ϕf0) et f̃j =

√
ϕfj. On applique (2.52) à ce
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nouveau problème, on a :∫
G

|z̃|2dx ≤ C

(
1

s2λ2

∫
G

|f̃ |2

ϕ2
e2sϕdx+

N∑
j=0

∫
G

|f̃j|2e2sϕdx

)
∫
G

|√ϕz|2dx ≤ C

(
1

s2λ2

∫
G

|√ϕf + λ
2
(
√
ϕze−sϕ −√ϕf0)|2

ϕ2
e2sϕdx

)

+
N∑
j=0

∫
G

|√ϕfj|2e2sϕdx

∫
G

ϕ|z|2dx ≤ C

(
1

sλ2

∫
G

ϕ|f |2

ϕ2
e2sϕdx+

λ2

4
(
√
ϕze−sϕ −√ϕf0)2

ϕ2

+
λ
√
ϕf(
√
ϕze−sϕ −√ϕf0)

ϕ2
e2sϕ

)
+

N∑
j=0

∫
G

ϕ|fj|2e2sϕdx

afin d’absorber les termes contenant z dans le second membre, on choisit s suffisament large

et ϕ > 1, on obtient∫
G

ϕ|z|2dx ≤ C

(
1

s2λ2

∫
G

|f |2

ϕ
e2sϕdx+

N∑
j=0

∫
G

ϕ|fj|2e2sϕdx

)
.

Ceci términe la démonstration de proposition2.2.

Preuve du lemme 2.2

Pour montrer la résolution de (2.54) et (2.55), on considère une famille de Friedrich Mollifier

(Jε) pour ε ∈]0, 1[, et soit le problème régularisé suivant :

−
(

∂

∂x0

+ J∗ε (sλϕ+R∗+(x,D))Jε

)
uε = z dans G, (2.58)

uε(0, x
′) = 0, x′ ∈M, (2.59)

on pose :

Bε = J∗ε (sλϕ+R∗+(x,D))Jε, (2.60)

sachant que :

sup
ε∈[0,1]

||Jε||l(L2,L2) ≤ C (2.61)

alors pour chaque ε ∈]0, 1[ on a Bε ∈ C([0, 1]; l(L2(M), L2(M)).

Par conséquent, il existe une unique solution uε du problème (2.58) et (2.59) avec
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uε ∈ H1(0, 1;L2(M)).

Si on prend une régularisation de z par rapport à x0, alors on peut donner une solution

uε ∈ C1([0, 1];L2(M)).

Maintenant, on donne des estimations sur uε,
∂uε
∂xε

, Jεuε et JεJεuε par la proposition suivante :

Proposition 2.3 Il existe c > 0 indépendant de s, λ et ε, il existe s0 ≥ 0 tels que pour tout

s ≥ s0 et pour tout λ ≥ 1

||u||2L∞(0,1;L2(M)) + sλ|√ϕJεuε|2L2(G) + ||Jεuε||2
L2(0,1;H

1
2 (M))

≤ c|z|2L2(G), (2.62)

il existe c > 0 indépendant de s, λ et ε, il existe s1 ≥ 0 tels que pour tout s ≥ s1 et pour tout

λ ≥ 1

sλ||√ϕJεuε||2L∞(0,1;L2(M)) + ||Jεuε||2
L∞(0,1;H

1
2 (M))

+ s2λ2|ϕJ∗ε Jεuε|2L2(G)

+||J∗ε Jεuε||2L2(0,1;H1(M)) ≤ c(1 + λ)|z|2L2(G) (2.63)

il existe c > 0 indépendant de s, λ et ε, il existe s2 ≥ 0 tels que pour tout s ≥ s2 et pour tout

λ ≥ 1 ∣∣∣∣∂uε∂x0

∣∣∣∣2
L2(G)

≤ c(1 + λ)|z|2L2(G). (2.64)

Preuve de la proposition 2.3

En prenant la partie réelle du produit scalaire de (2.58) par u dans L2(M), on obtient :

−Re (z, uε)L2(M) = Re

(
∂uε
∂x0

+Bεuε, uε

)
L2(M)

−Re (z, uε)L2(M) = +
1

2

(
∂uε
∂x0

, uε

)
L2(M)

+
1

2

(
uε,

∂uε
∂x0

)
L2(M)

+
1

2
(Bεuε, uε)L2(M) +

1

2
(uε, Bεuε)L2(M)

−Re (z, uε)L2(M) =
1

2

∫
M

∂uε
∂x0

uε + uε
∂uε
∂x0

dx̀+
1

2
(Bεuε, uε)L2(M) +

1

2
(B∗εuε, uε)L2(M)

−Re (z, u)L2(M) =
1

2

d

dx0

∫
M

|uε|2dx̀+

((
Bε +B∗ε

2

)
uε, uε

)
L2(M)

−Re (z, uε)L2(M) =
1

2

d

dx0

|uε|2L2(M) +

((
Bε +B∗ε

2

)
uε, uε

)
L2(M)

(2.65)

On note que :

Bε +B∗ε
2

= J∗ε (sλϕ) Jε + J∗ε

(
R∗+(x,D) +R+(x,D)

2

)
Jε (2.66)
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D’aprés (2.39), le symbole principal de l’opérateur
(R+ +R∗+)

2
est :

r+(x, ζ) + r∗+(x, ζ)

2
=
µ(|ζ|)

2

√√√√4a(x, ζ, ζ)−

(
N∑
j=1

a0jζj

)2

, (2.67)

de (2.33) on a :

∃γ > 0, ∀(x, ζ) ∈ G× RN , 4a(x, ζ, ζ)−

(
N∑
j=1

a0jζj

)2

≥ γ

∃γ > 0, ∀(x, ζ)× RN , 4a(x, ζ, ζ)−

(
N∑
j=1

a0jζj

)2

≥ γ|ζ|2

∃γ > 0, ∀(x, ζ)× RN ,

√√√√4a(x, ζ, ζ)−

(
N∑
j=1

a0jζj

)2

≥ √γ|ζ|

∃γ > 0, ∀(x, ζ)× RN ,
1

2

√√√√4a(x, ζ, ζ)−

(
N∑
j=1

a0jζj

)2

≥
√
γ

2
|ζ|

donc,

∃C =

√
γ

2
, ∀(x, ζ) ∈ G× RN , |ζ| ≥ 1,

r+(x, ζ) + r∗+(x, ζ)

2
≥ C|ζ|. (2.68)

Pour chaque x0 ∈]0, 1],

−Re(z, uε)L2(M) =
1

2

d

dx0
|uε|2L2(M) +

(
Bε +B∗ε

2
uε, uε

)
L2(M)

−Re(z, uε)L2(M) =
1

2

d

dx0
|uε|2L2(M) + (J∗ε (sλϕ)Jεuε, uε)L2(M) +

(
R+(x,D) +R∗+(x,D)

2
Jεuε, Jεuε

)
L2(M)

−Re(z, uε)L2(M) =
1

2

d

dx0
|uε|2L2(M) +

∫
M
sλϕ|Jεuε|2dx̀+

1

2
(R+(x,D)Jεuε, Jεuε)L2(M)

+
1

2
(Jεuε, R+(x,D)Jεuε)L2(M)

−Re(z, uε)L2(M) =
1

2

d

dx0
|uε|2L2(M) +

∫
M
sλϕ|Jεuε|2dx̀+Re(R+(x,D)Jεuε, Jεuε)L2(M). (2.69)

En appliquant l’inégalité de Garding sur Re(R+(x,D)Jεuε, Jεuε)L2(M), il existe C et C0 telles

que :

Re(R+(x,D)Jεuε, Jεuε)L2(M) ≥ C||Jεuε||2
H

1
2 (M)

+ C0||Jεuε||2L2(M) (2.70)

D’autre part, on a :

−Re(z, uε)L2(M) ≤
1

2
(|z|2L2(M) + |uε|2L2(M)). (2.71)
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De (3.1), (3.2) et (2.69) on dédiut qu’il existe une constante C ′ > 0 telle que :

1

2

d

dx0

|uε|2L2(M) +

∫
M

sλϕ|Jεuε|2dx′ + C||Jεuε||2
H

1
2 (M)

≤ C ′(|z|2L2(M) + |uε|2L2(M)). (2.72)

Finalement

||uε||2L∞(0,1;L2(M)) + sλ|√ϕJεuε|2L2(G) + ||Jεuε||2
L2(0,1;H

1
2 )
≤ C|z|2L2(G), (2.73)

où C est indépendant de s, ε et λ.

On note par Sε et Tε les opérateurs suivants :

Sε =
Bε +B∗ε

2
et Tε =

Bε −B∗ε
2

(2.74)

On prend la partie réelle du produit scalaire de (2.58) avec −Sεuε dans L2(M), on obtient :

(z,−Sεuε)L2(M) =

(
−∂uε
∂x0

,−Sεuε
)
L2(M)

+
(
−J∗

ε (sλϕ+R∗
+(x,D))Jεuε,−Sεuε

)
L2(M)

− (z, Sεuε)L2(M) =

(
∂uε
∂x0

, Sεuε

)
L2(M)

+
(
J∗
ε (sλϕ+R∗

+(x,D))Jεuε, Sεuε
)
L2(M)

− (z, Sεuε)L2(M) =
1

2

(
∂uε
∂x0

, Sεuε

)
L2(M)

+
1

2

(
∂uε
∂x0

, Sεuε

)
L2(M)

+ (Bεuε, Sεuε)L2(M)

− (z, Sεuε)L2(M) =
1

2

(
∂uε
∂x0

, Sεuε

)
L2(M)

+
1

2

(
S∗
ε

∂uε
∂x0

, uε

)
L2(M)

+ (Bεuε, Sεuε)L2(M)

− (z, Sεuε)L2(M) =
1

2

(
∂uε
∂x0

, Sεuε

)
L2(M)

+
1

2

(
∂uεSε
∂x0

, uε

)
L2(M)

− 1

2

(
∂Sε
∂x0

uε, uε

)
L2(M)

+ (Bεuε, Sεuε)L2(M)

− (z, Sεuε)L2(M) =
1

2

d

dx0
(uε, Sεuε)L2(M) −

1

2

(
uε, S̀εuε

)
+ (Bεuε, Sεuε)L2(M)

−Re (z, Sεuε)L2(M) =
1

2

d

dx0
(uε, Sεuε)L2(M) −

1

2
Re
(
uε, S̀εuε

)
+Re (Bεuε, Sεuε)L2(M) (2.75)

où :

S∗ε = Sε

S ′ε = (
∂

∂x0

Sε)

=
∂

∂x0

(
Bε +B∗ε

2

)
=

∂

∂x0

(
J∗ε (sλϕ)Jε + J∗ε

(
R+(x,D) +R∗+(x,D)

2

)
Jε

)
= J∗ε

(
sλ

∂

∂x0

ϕ(x0)

)
Jε + J∗ε

∂

∂x0

(
R+(x,D) +R∗+(x,D)

2

)
Jε

= J∗ε
(
sλ2ϕ

)
Jε + Jε

(
R+(x,D) +R∗+(x,D)

2

)′
Jε (2.76)
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et
(
R+(x,D) +R∗+(x,D)

2

)′
est la somme d’un opérateur pseudodifferentiel avec le symbole

principal
∂

∂x0

(
r+(x,D) + r+(x,D)

2

)
et un opérateur qui appartient à L∞

(
[0, 1]; l

(
L2(M), L2(M)

)
.

Pour x0 dans [0, 1] :

Re (uε, S
′
εuε)L2(M) = Re

(
Jεuε, sλ

2ϕJεuε
)
L2(M)

+Re

(
Jεuε,

(
R+(x,D) +R∗+(x,D)

2

)′
Jεuε

)
L2(M)

= sλ2

∫
M

|√ϕJεuε|2dx̀+Re

((
R+(x,D) +R∗+(x,D)

2

)′
Jεuε, Jεuε

)
L2(M)

≤ sλ2|√ϕJεuε|L2(M) + C||Jεuε||2
H

1
2 (M)

(2.77)

D’autre part, on prend le produit scalaire de uε et Sεuε dans L2(M) et on utilise l’inégalité

de Garding, on obtient :

(uε, Sεuε)L2(M) = (sλϕJεuε, Jεuε)L2(M) +

(
R+ +R∗+

2
Jεuε, Jεuε

)
= (sλϕJεuε, Jεuε)L2(M) +

1

2
(R+Jεuε, Jεuε)L2(M)

+
1

2
(Jεuε, R+Jεuε)L2(M)

= sλ|√ϕJεuε|2L2(M) +Re (R+(x,D)Jεuε, Jεuε)L2(M)

(uε, Sεuε)L2(M) ≥ sλ|√ϕJεuε|2L2(M) + C||Jεuε||2
H

1
2 (M)

− C̀|Jεuε|2L2(M) (2.78)

Maintenant, on étudie le terme Re (Bεuε, Sεuε)L2(M), puisque Bε = Sε + Tε, alors :

Re (Bεuε, Sεuε)L2(M) = Re (Sεuε + Tεuε, Sεuε)L2(M)

= Re (Sεuε, Sεuε)L2(M) +Re (Tεuε, Sεuε)L2(M)

= |Sεuε|2L2(M) +Re (Tεuε, Sεuε)L2(M) . (2.79)

Et on a,

2Re (Tεuε, Sεuε)L2(M) = (Tεuε, Sεuε)L2(M) + (Sεuε, Tεuε)L2(M) ,

= (S∗εTεuε, uε)L2(M) + (T ∗ε Sεuε, uε)L2(M),

Re (Tεuε, Sεuε)L2(M) =
1

2
((SεTε − TεSε)uε, uε)L2(M) ,

=
1

2
([Sε, Tε]uε, uε)L2(M) , (2.80)

Re (Tεuε, Sεuε)L2(M) =
1

2
(SεTεuε, uε)L2(M) −

1

2
(TεSεuε, uε)L2(M) ,
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ce qui implique

Re (Tεuε, Sεuε)L2(M) =
1

8

(
(2sλϕ+R+ +R∗+)JεJ

∗
ε (R∗+ −R+)Jεuε, Jεuε

)
L2(M)

−1

8

(
(R∗+ −R+)JεJ

∗
ε (2sλϕ+R+ +R∗+)Jεuε, Jεuε

)
L2(M)

=
1

8

[(
JεJ

∗
ε (2sλϕ+R+ +R∗+)(R∗+ −R+)Jεuε, Jεuε

)
L2(M)

−
(
JεJ

∗
ε (R∗+ −R+)(2sλϕ+R+ +R∗+)Jεuε, Jεuε

)
L2(M)

+
([

2sλϕ+R∗+ +R+, JεJ
∗
ε

]
(R∗+ −R+)Jεuε, Jεuε

)
L2(M)

−
([
R∗+ −R+, JεJ

∗
ε

] (
2sλϕ+R∗+ +R+

)
Jεuε, Jεuε

)
L2(M)

]
= 1/8

[(
JεJ

∗
ε [2sλϕ+R∗+ +R+, R

∗
+ −R+]Jεuε, Jεuε

)
L2(M)

+

(
[R∗+ −R+, JεJ

∗
ε ]
(
R∗+ −R+

)
Jεuε, Jεuε

)
L2(M)

+

(
[R∗+ −R+, JεJ

∗
ε ](2sλϕ+R∗+ +R+), Jεuε, Jεuε

)
L2(M)

]
= I1 + I2 + I3. (2.81)

On sait que :

||J∗ε Jε||l(H− 1
2 (M),H−

1
2 (M))

≤ C, (2.82)

où C est indépendant de ε.

De plus, le commutateur
[
2sλϕ+R∗+(x,D) +R+(x,D), R∗+(x,D)−R+(x,D)

]
=

[R∗+(x,D)+R+(x,D), R∗+(x,D)−R+(x,D)] appartient à L∞
(
[0, 1], l(H1(M), L2(M))

)
, alors

∀x0 ∈ [0, 1] I1 ≤ C||Jεuε||2
H

1
2 (M)

. (2.83)

Les commutateurs [R∗+(x,D) +R+(x,D), JεJ
∗
ε ] qui vont de H−

1
2 (M) vers H−

1
2 (M), et

[R∗+(x,D)−R+(x,D), JεJ
∗
ε ] qui vont de L2(M) vers L2(M) sont aussi des opérateurs unifor-

mément bornés, pour ε ∈]0, 1] et x0 ∈ [0, 1].

Donc, on a :

∀x0 ∈ [0, 1] , I2 ≤ C||Jεuε||2
H

1
2 (M)

,

∀x0 ∈ [0, 1] , I3 ≤ C||Jεuε||2
H

1
2 (M)

+ sλ|√ϕJεuε|2L2(M). (2.84)
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On substitue ces estimations avec (2.77), (2.78) et (2.79) dans (2.75), on obtient par l’inégalité

de Gronwall et (2.73) :

sλ||√ϕJεuε||2L∞(0,1;L2(M)) + ||Jεuε||2
L∞(0,1;H

1
2 (M))

+ |Sεuε|2L2(M)

≤ C|z|2L2(M) + Csλ2|√ϕJεuε|2L2(M), (2.85)

où C est indépendant de s, λ et ε.

Puisque,

Sε = J∗ε sλϕJε + J∗ε
R∗+ +R+

2
Jε,

on a :

Sεuε = sλϕJ∗ε Jεuε + J∗ε
R∗+ +R+

2
Jεuε,

|Sεuε|2 = |sλϕJ∗ε Jεuε + J∗ε
R∗+ +R+

2
Jεuε|2,

|Sεuε|2 ≥ |sλϕJ∗ε Jεuε|2 + |J∗ε
R∗+ +R+

2
Jεuε|2,∫

G

|Sεuε|2dx ≥ s2λ2

∫
G

|ϕJ∗ε Jεuε|2dx+

∫
G

|J∗ε
R∗+ +R+

2
Jεuε|2dx,

||Sεuε||2L2(M) ≥ s2λ2||ϕJ∗ε Jεuε||2L2(M) + ||J∗ε
R∗∗ +R+

2
Jεuε||2L2(M).

Le commutateur [R∗+ + R+, J
∗
ε ] qui va de L2(M) dans lui-même est uniformément borné en

ε et x0. En utilisant ceci, (2.72) et l’estimations (2.85), on obtient :

sλ||√ϕJεuε||2L∞(0,1;L2(M)) + ||Jεuε||2
L∞(0,1;H

1
2 (M))

+s2λ2|ϕJ∗ε Jεuε|2L2(G) + ||J∗ε Jε||2L2(0,1;H1(M))

≤ C|z|2L2(G) + Csλ2|√ϕJεuε|2L2(G) ,

de l’estimation (2.73), on a :

sλ||√ϕJεuε||2L∞(0,1;L2(M)) + ||Jεuε||2
L∞(0,1;H

1
2 (M))

+s2λ2|ϕJ∗ε Jεuε|2L2(G) + ||J∗ε Jε||2L2(0,1;H1(M)),

≤ C|z|2L2(G) + Cλ2|z|2L2(G) (2.86)

≤ C(1 + λ)|z|2L2(G) .
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En utilisant l’estimation pour le commutateur [R∗+, J
∗
+] dans (2.59) et d’aprés (2.86), on

obtient :

|∂uε
∂x0

|2L2(G) ≤ C|z|2L2(G) + Cλ2|z|2L2(G)

≤ C(1 + λ)|z|2L2(G) (2.87)

Ceci finalise la preuve de la proposition 2.3.

On peut maintenant extraire une sous suite toujours notée par ε telle que :

uε converge vers u dans L∞(0, 1;L2(M)) faiblement∗,
∂uε
∂x0

converge vers
∂u

∂x0

dans L2(G) faiblement,

J∗ε Jεuε converge vers u dans L2(0, 1;H1(M)) faiblement,

Jεuε converge vers u dans L∞(0, 1;H
1
2 (M)) faiblement∗.

où u ∈ H1(G) et u est une solution de (2.54) et (2.55). De plus, d’après les estimations (2.86)

(première inégalité), (2.87) ( première inégalité) et (2.73), on obtient :

sλ||√ϕu||2L∞(0,1;L2(M)) + ||u||2
L∞(0,1;H

1
2 (M))

+ s2λ2|ϕu|2L2(G)

+||u||2L2(0,1;H1(M)) + | ∂u
∂x0

|2L2(G) ≤ C|z|2L2(G) + Csλ2|√ϕu|2L2(G), (2.88)

pour s assez grand (indépendant de λ), le dernier terme dans le second membre peut être

absorbé par le premier membre, et on a :

sλ||√ϕu||2L∞(0,1;L2(M)) + ||u||2
L∞(0,1;H

1
2 (M))

+ s2λ2|ϕu|2L2(G) + |∇u|2L2(G) ≤ C|z|2L2(M), (2.89)

alors :

s2λ2|ϕu|2L2(G) + |∇u|2L2(G) ≤ C|z|2L2(G).

En ce qui concerne L’unicité de la solution de (2.54) et (2.55) qui est immédiate, on choisit

z = 0 pour simplification et en prenant la partie réelle du produit scalaire de (2.54) avec u

dans L2(G), on arrive à u = 0.

La preuve du lemme2.2 est complète, ceci fini aussi la preuve de la proposition2.2.

Maintenant on cherche à obtenir une estimation de w en fonction de z.

On sait que w satisfait :(
∂

∂x0

− sλϕ−R−(x,D)

)
w = z dans G, (2.90)

w(0, x′) = esg(x′), w(1, x′) = 0, x′ ∈M. (2.91)
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D’abort, on obtient une estimation sur la semi-norme L2 du w. Le gradient de w va être

obtenue plus tard.

On définit :

Lw =

(
∂

∂x0

− sλϕ−R−(x,D)

)
w (2.92)

et on sépare L de sorte que L = L1 + L2, on obtient :

Lw =

(
∂

∂x0

− sλϕ−R−(x,D)

)
w

=

(
∂

∂x0

−
R−(x,D)−R∗−(x,D)

2

)
w −

(
sλϕ+

R−(x,D) +R∗−(x,D)

2

)
w

tels que,

L1 = −
(
sλϕ+

R−(x,D) +R∗−(x,D)

2

)
L2 =

∂

∂x0

−
(
R−(x,D)−R∗−(x,D)

2

)
(2.93)

Donc le problème (2.90) pourrait être écrit de la manière suivante :

L1w + L2w = z dans G, (2.94)

w(0, x′) = esg(x′), w(1, x′) = 0, x′ ∈M. (2.95)

On prend le L2(G)-norme des deux cotés dans (2.94), on a :

|L1w|2L2(G) + |L2w|2L2(G) + 2Re(L1w,L2w)L2(G) = |z|2L2(G), (2.96)

sachant que :

Re (L1w,L2w)L2(G) =
1

2
(L1w,L2w)L2(G) +

1

2
(L2w,L1w)L2(G)

=
1

2
(L∗1L2w,w)L2(G) +

1

2
(L1w,L2w)L2(G)

et L∗1 = L1, on obtient :

2Re (L1w,L2w)L2(G) = (L1L2w,w)L2(G) + (L1w,L2w)L2(G) ,

où

(L1w,L2w)L2(G) =

∫
G

L1w

(
∂w

∂x0

−
(
R−(x,D)−R∗−(x,D)

2

)
w

)
dx

=

∫
G

Lw1
∂w

∂x0

dx︸ ︷︷ ︸
I1

−
∫
G

L1w

(
R−(x,D)−R∗−(x,D)

2

)
wdx︸ ︷︷ ︸

I2

= I1 + I2. (2.97)
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On developpe chacun de I1 et I2 comme suit :

I1 =

∫
G

L1w
∂w

∂x0

dx

=

∫
G

(∫ 1

0

L1w
∂w

∂x0

dx0

)
dx′

=

∫
M

[
|10L1w(x0, x

′).w(x0, x
′)−

∫ 1

0

∂

∂x0

(L1w)wdx0

]
dx′

=

∫
M

[L1(1, .)w(1, x′).w(1, x′)− L1(0, .)w(0, x′).w(0, x′)] dx′

−
∫
G

∂

∂x0

L1w.wdx

d’aprés (2.95), on a :

I1 = −e2s

∫
G

L1(0, .)g(x′).g(x′)dx−
∫
G

∂

∂x0

L1w.wdx (2.98)

I2 = −
∫
G

L1w

(
R− −R∗−

2

)
wdx

= −
(
L1w,

R− −R∗−
2

w

)
L2(G)

= −
(
R− −R∗−

2
L1w,w

)
L2(G)

=

(
R− −R∗−

2
L1w,w

)
L2(G)

=

∫
G

R− −R∗−
2

L1w.wdx (2.99)

en injectant (2.98) et (2.99) dans (2.97), on obtient :

(L1w,L2w) = −
∫
G

∂

∂x0

L1w.wdx+

∫
G

R− −R∗−
2

L1w.wdx− e2s

∫
M

L1(0, .)g(x′).g(x′)dx′

= −
[∫

G

(
∂

∂x0

−
R− −R∗−

2

)
L1w.wdx− e2s

∫
M

L1(0, .)g(x′)g(x′)dx′
]

= − (L2L1w,w)L2(G) − e
2s (L1(0, .)g, g)L2(M)

alors :

2Re (L1w,L2w)L2(G) = (L1L2w,w)L2(G) − (L2L1w,w)L2(G) − e
2s (L1(0, .)g, g)L2(M) (2.100)

en remplaçant (2.100) dans (2.96), on a :

|L1w|2L2(G) + |L2w|2L2(G) + ((L1L2 − L2L1)w,w)L2(G) − e2s(L1(0, .)g, g)L2(M) = |z|2L2(G)

|L1w|2L2(G) + |L2w|2L2(G) + ([L1, L2]w,w)L2(G) − e2s(L1(0, .)g, g)L2(M) = |z|2L2(G) (2.101)
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Maintenant, on calcule le commutateur [L1, L2]

[L1, L2] = L1L2 − L2L1

= L1
∂

∂x0

− L1

(
R−(x,D)−R∗−(x,D)

2

)
− ∂

∂x0

L1 +

(
R−(x,D)−R∗−(x,D)

2

)
L1

= L1
∂

∂x0

− ∂

∂x0

L1 +

(
R−(x,D) +R∗−(x,D)

2

)(
R−(x,D)−R∗−(x,D)

2

)
−

(
R−(x,D)−R∗−(x,D)

2

)(
R−(x,D) +R∗−(x,D)

2

)
=

[
L1,

∂

∂x0

]
+

1

4

[
R−(x,D) +R∗−(x,D), R−(x,D)−R∗−(x,D)

]
(2.102)

et [
L1,

∂

∂x0

]
= −L1

∂

∂x0

+
∂

∂x0

(
R−(x,D) +R∗−(x,D)

2

)
+ sλ2ϕ.

On met

k(x0) = −L1
∂

∂x0

+
∂

∂x0

(
R−(x,D) +R∗−(x,D)

2

)
+

1

4

[
(R−(x,D) +R∗−(x,D)), R−(x,D)−R∗−(x,D)

]
,

où

[R−(x,D) +R∗−(x,D), R−(x,D)−R∗−(x,D)] ∈ L∞([0, 1]; l(H1(M), L2(M))), (2.103)

donc :

[L1, L2] = sλ2ϕ+ k(x0), (2.104)

où k ∈ L∞
(
[0, 1]; l(H1(M), L2(M))

)
.

Finalement, l’équation (2.101) s’écrit comme suit :

e2s(L1(0, .)g, g)L2(M) = |L1w|2L2(G) + |L2w|2L2(G) + (sλ2ϕw,w)L2(G)

+(k(x0)w,w)L2(G) − |z|2L2(G). (2.105)

Ce qui nous ramène à distinguer deux cas selon le signe du second membre de (2.105).

cas 1 si (L1(0, .)g, g)L2(M) ≤ 0, on a la proposition suivante :

52



Inégalité de Carleman globale pour les problèmes elliptiques non homogènes

Proposition 2.4 si (L1(0, .)g, g)L2(M) ≤ 0, alors il existe λ0 ≥ 0, tel que pour chaque λ ≥ λ0

et pour chaque s ≥ 1,

1

2
|L1w|2L2(G) + |L2w|2L2(G) +

1

2
sλ2

∫
G

ϕ|w|2dx ≤ |z|2L2(G) (2.106)

et il existe λ1 > 0 et s1 > 0, tels que pour chaque λ ≥ λ1 et pour chaque s ≥ s1,

1

2
|L1(
√
ϕw)|2L2(G) + |L2(

√
ϕw)|2L2(G) +

1

2
sλ2

∫
G

ϕ2|w|2dx ≤ 2|√ϕz|2L2(G). (2.107)

Preuve de la proposition 2.4

de (2.105) et comme (L1(0, .)g, g) ≤ 0, on a :

|L1w|2L2(G) + |L2w|2L2(G) + sλ2

∫
G

ϕ|w|2dx+ (k(x0)w,w)L2(G) − |z|2L2(G) ≤ 0 (2.108)

|L1w|2L2(G) + |L2w|2L2(G) + sλ2

∫
G

ϕ|w|2dx ≤ |z|2L2(G) + C||w||2
L2(0,1;H

1
2 (M))

. (2.109)

On prend le produit scalaire de L1w et w dans L2(G), on obtient :

(L1w,w)L2(G) = (−sλϕw,w)L2(G) +

(
−
R− +R∗−

2
w,w

)
L2(G)

= −sλ
∫
G

ϕ|w|2dx+ (Re(−R−(x,D))w,w)L2(G) ,

on applique l’inégalité de Garding sur (Re(−R−(x,D))w,w)L2(G), on a :

(Re(−R−(x,D))w,w)L2(G) ≥ C||w||2
H

1
2 (G)
− C ′|w|2L2(G)

= C

∫ 1

0

||w||
H

1
2 (M)

dx′ − C ′|w|2L2(G),

alors :

(L1w,w)L2(G) ≥ −sλ
∫
G

ϕ|w|2 + C

∫ 1

0

||w||2
H

1
2 (M)

dx0 − C ′|w|2L2(G), (2.110)

d’où

C||w||2
L2(0,1;H

1
2 (M))

≤ (L1w,w)L2(G) + sλ

∫
G

ϕ|w|2dx+ C ′|w|2L2(G).
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D’autre part :

(L1w,w)L2(G) ≤ (L1w,L1w)
1
2

L2(G) (w,w)
1
2

L2(G) ,

= |L1w|L2(G)|w|L2(G),

=
1√
λ
|L1w|L2(G)

√
λ|w|L2(G),

≤ C

(
1

λ
|L1w|2L2(G) + λ|w|2L2(G)

)
,

où C est une constante positive, donc :

||w||2
L2(0,1;H

1
2 (M))

≤ C

(
1

λ
|L1w|2L2(G) + λ|w|2L2(G) + sλ

∫
G

ϕ|w|2L2(G)dx+ C ′|w|2L2(G)

)
= C

(
1

λ
|L1w|2L2(G) + sλ

∫
G

ϕ|w|2dx+ (C ′ + λ)|w|2L2(G)

)
. (2.111)

En choisissant λ assez grand et indépendant de s ≥ 1, on obtient :

C||w||2
L2(0,1;H

1
2 (M))

≤ 1

λ
sλ2

∫
G

ϕ|w|2dx+
1

λ
|L1w|2L2(G) + (λ+ C̀)|w|2L2(G),

|L1w|2L2(G) + |L2w|2L2(G) + sλ2

∫
G

ϕ|w|2dx ≤ |z|2L2(G) +
1

λ
sλ

∫
G

ϕ|w|2dx+
1

λ
|L1w|2L2(G),

|L2w|2L2(G) +
1

2
|L1w|2L2(G) +

1

2
sλ2

∫
G

ϕ|w|2 ≤ |z|2L2(G). (2.112)

Afin d’obtenir (2.107), on va juste appliquer (2.107) sur w̃ =
√
ϕw qui est une solution de

(2.60) et (2.91) avec second membre, z̃ =
√
ϕz +

λ

2

√
ϕw

1

2
|L1w̃|2L2(G) + |L2w̃|2L2(G) +

1

2
sλ2

∫
G

ϕ|w̃|2dx ≤ |z̃|2L2(G),

1

2
|L1(
√
ϕw)|2L2(G) + |L2(

√
ϕw)|+ 1

2
sλ2

∫
G

ϕ2|w|2dx ≤ |√ϕz +
λ

2

√
ϕw|2L2(G),

1

2
|L1(
√
ϕw)|2L2(G) + |L2(

√
ϕw)|+ 1

2
sλ2

∫
G

ϕ2|w|2dx ≤ 2|√ϕz|2L2(G)

+ 2|λ
2

√
ϕw|2L2(G),

1

2
|L1(
√
ϕw)|2L2(G) + |L2(

√
ϕw)|+ 1

2
sλ2

∫
G

ϕ2|w|2dx− λ2

2

∫
G

ϕ|w|2dx ≤ 2|√ϕz|2L2(G).

Ceci términe la démonstration de la proposition 2.4

cas2 si (L1(0, .)g, g)L2(G) ≥ 0 : les résultat sont donnés par la proposition suivante :
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Proposition 2.5 Il existe une constante C indépendante de s et λ, et il existe s1 ≥ 0 et

λ1 ≥ 0 tels que pour tout s ≥ s1 et pour tout λ ≥ λ2,

|√ϕw|L2(G) ≤
C√
sλ
|z|L2(G) +

C

s
3
4λ
es||g||

H
1
2 (M)

,

aussi, il existe une constante C indépendante de s et λ, tels que pour tout λ ≥ λ2 et s ≥ s2,

λ2 et s2 seront choisis suffisamment large, on a :

|ϕw|L2(G) ≤
C√
sλ
|√ϕz|L2(G) +

C

s
3
4λ
es||g||

H
1
2 (M)

.

Preuve de la proposition 2.5

comme ϕ(0) = 1, on a :(
−(sλ+

R− +R∗−
2

)g, g

)
L2(M)

= − (s, g)L2(M) −
(
R− +R∗−

2
g, g

)
L2(G)

= −sλ
∫
M

|g|2dx′ − (Re(R−(x,D))g, g)L2(M)

et puisque (L1(0, .)g, g)L2(G) ≥ 0 on a :

sλ

∫
M

|g|2dx′ ≤ − (Re(R−(x,D))g, g)L2(M) ,

on applique l’inégalité de Garding sur (Re(R−(x,D))g, g)L2(M), on obtient :

sλ

∫
M

|g|2dx′ ≤ C0|g|2L2(M) − C1||g||2
H

1
2 (M)

,

sλ

∫
M

|g|2dx′ ≤ C||g||2
H

1
2 (M)

. (2.113)

Considérant le problème adjoint,

L∗p =

(
− ∂

∂x0

− sλϕ−R∗−(x,D)

)
p = ϕw. (2.114)

On a le lemme suivant :

Lemme 2.3 il existe C > 0 et il existe λ2 > 0 telles que pour tout λ ≥ λ2 et pour tout s ≥ 1,

il existe une solution p de (2.114) telle que,

sλ2

∫
G

|p|2dx+
√
sλ

∫
M

|p(0, x′)|2dx′ ≤ C

∫
G

ϕ|w|2dx. (2.115)
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Supposant pour l’instant que le lemme 2.3 est démontré afin d’utiliser la résultante, la

démonstration se fera plus tard.

On prend le produit scalaire de (2.114) avec w dans L2(G) et on utilise (2.90), on obtient :

(ϕw,w)2
L(G) = (L∗p, w)2

L(G) =

(
(− ∂

∂x0

− sλϕ−R∗−(x,D))p, w

)
L2(G)∫

G

ϕ|w|2dx = (L∗p, w)2
L(G) = −(

∂p

∂x0

, w)2
L(G)− (sλϕp, w)2

L(G)− (R∗−(x,D)p, w)2
L(G)

= (
∂p

∂x0

, w)2
L −

∫
M

|10p(x0, x
′)w(x0, x

′)dx′ − (p, sλϕw)2
L(G)

−(p,R−(x,D))2
L(G)

=

(
p, (

∂

∂x0

− sλϕ−R−(x,D)w)

)
L2(G)

−
∫
M

p(1, x′)w(1, x′)dx′︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫
M

p(0, x′)w(0, x′)dx′

∫
G

ϕ|w|2dx = (L∗p, w)2
L(G) = (p, Lw)2

L(G) +

∫
M

p(0, x′)w(0, x′)dx′∫
G

ϕ|w|2dx = (L∗p, w)2
L(G) = (p, z)2

L(G) +

∫
M

p(0, x′)esg(x′)dx′. (2.116)

D’aprés (2.115), on a :∫
G
ϕ|w|2dx ≤ 1√

sλ

√
sλ(p, p)

1
2

L2(G)
(z, z)

1
2

L2(G)

+
1

s
1
4

√
λ
× s

1
4

√
λ

(∫
M
|p(0, x′)|2dx′

) 1
2

×
(∫

M
|esg|2dx′

) 1
2

∫
G
ϕ|w|2dx ≤ C√

sλ
|√ϕw|L2(G)|z|L2(G) +

C

s
1
4

√
λ
|√ϕw|L2(G)|esg|L2(M). (2.117)

En utilisant (2.113), on obtient :

|√ϕw|2L2(G) ≤ |
√
ϕw|L2(G)

(
C√
sλ
|z|L2(G) +

C

s
3
4λ
× es
√
sλ|g|L2(G)

)
|√ϕw|2L2(G) ≤

C√
sλ
|z|L2(G) +

C

s
3
4λ
es||g||

H
1
2 (M)

. (2.118)

On change w par w̃ =
√
ϕw qui est une solution de (2.90) et (2.91), et z par z̃ =

√
ϕz− (

λ

2
),

on peut obtenir aussi pour λ ≥ λ2, s ≥ s2, λ2 et s2 suffisament large :

|ϕw|L2(G) ≤
C√
sλ
|√ϕz|L2(G) +

C

s
3
4λ
es||g||

H
1
2 (M)

. (2.119)
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Ceci termine la démonstration de proposition 2.5

Preuve du lemme 2.3

Pour ε > 0, on considère la fonctionnelle :

Jε(p) =
1

2
|p|2L2(G) +

1

2ε
| ∂p
∂x0

+ sλϕp+R∗−(x,D)p+ ϕw|2L2(G) (2.120)

on note qu’il existe p tel que Jε(p) est finie, par exemple p = 0.

On considère le problème minimisé suivant :

min
p∈U

Jε(p), (2.121)

où

U =

{
p ∈ L2(G), (

∂p

∂x0

+ sλϕp+R∗−(x,D) + ϕw) ∈ L2(G)

}
. (2.122)

Il existe une suite minimisante {pn}n∈N telle que :

pn ∈ U et Jε(pn)→ inf
p∈U

Jε(p), (2.123)

donc |pn|2L2(G) est bornée et |
∂pn
∂x0

+sλϕpn+R∗−(x,D)pn+ϕw|2L2(G) est bornée, par conséquant

R∗−(x,D)pn et
∂pn
∂x0

sont bornés dans L2(0, 1;H−1(M)). Alors on peut extraire une sous suite

toujours notée par (pn)n∈N telle que :

pn ⇀ pε, dans L2(G) faiblement,
∂pn
∂x0

⇀
∂pε
∂x0

dans L2(0, 1;H−1(M)) faiblement,

∂pn
∂x0

+ sλϕpn +R∗−(x,D)pn + ϕw

⇀
∂pε
∂x0

+ sλϕpε +R∗−(x,D)pε + ϕw faiblement dans L2(0, 1;H−1(M)). (2.124)

Mais, comme |∂pn
∂x0

+ sλϕpn +R∗−(x,D)pn + ϕw|2L(2G) reste bornée, on a :

∂pn
∂x0

+ sλϕpn +R∗−(x,D)pn + ϕw

⇀
∂pε
∂x0

+ sλϕpε +R∗−(x,D)pε + ϕw faiblement dans L2(G) (2.125)
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donc pε est le minimiseur de Jε, c.a.d :

pε ∈ U et Jε(pε) = min
p∈U

Jε(p). (2.126)

En écrivant les conditions d’optimalité d’ordre 1, on obtient pour chaque r ∈ H1(G),

〈J ′ε(pε), r〉 = 0. (2.127)

où

J ′ε(pε) =
∂

∂pε

(
1

2
|pε|2L2(G) +

1

2ε
| ∂pε
∂x0

+ sλϕpε +R∗−(x,D)pε + ϕw|2L2(G)

)
.

On définit qε par :

qε =
1

ε
(
∂

∂x0

pε + sλϕpε +R∗−(x,D)pε + ϕw) (2.128)

alors d’après (2.127), on obtient pour chaque r ∈ H1(G) :

〈∫
G

pεdx+
1

ε

∫
G

(
∂

∂x0

pε + sλϕpε +R∗−(x,D)pε + ϕw

)(
∂

∂x0

+ sλϕ+R∗−(x,D)

)
dx, r

〉
= 0〈∫

G

pεdx+

∫
G

qε

(
∂

∂x0

+ sλϕ+R∗−(x,D)

)
dx, r

〉
= 0∫

G

pεrdx+

∫
G

qε

(
∂r

∂x0

+ sλϕr +R∗−(x,D)r

)
dx = 0 (2.129)

Donc qε satisfait le problème suivant :

∂qε
∂x0

− sλϕqε −R∗−(x,D)qε = pε, dans G (2.130)

qε(0, x
′) = 0, qε(1, x

′) = 0, x′ ∈M. (2.131)

On peut aussi écrire (2.130) et (2.131) comme suit :

Lqε = (L1 + L2)qε = pε dans G,

qε(0, x
′) = 0, qε(1, x

′) = 0, x′ ∈M. (2.132)

On utilise la proposition 2.2 et l’estimaton (2.106), alors il existe C > 0 et λ0 > 0, telles que

pour chaque λ ≥ λ0 et pour chaque s ≥ 1,

|L1qε|2L2(G) + |L2qε|2L2(G) + sλ2

∫
G

ϕ|qε|2dx ≤ C|pε|2L2(G). (2.133)
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On note que si L1qε ∈ L2(G) alors q ∈ L2(0, 1;H1(M)) et d’après (2.130) on a
∂qε
∂x0

∈ L2(G).

De la définition de qε donnée par (2.128) , pε satisfait :

∂pε
∂x0

+ sλϕpε +R∗−(x,D)pε = εqε − ϕw, (2.134)

qui peut être écrite comme :

εqε − ϕw =


(

∂

∂x0

−
R−(x,D)−R∗−(x,D)

2

)
︸ ︷︷ ︸

L2

pε −
(
−sλϕ−

R−(x,D) +R∗−(x,D)
)︸ ︷︷ ︸

L1

pε


εqε − ϕw = (L2 − L1) pε (2.135)

En multipliant (2.135) par qε dans L2(G), on obtient :

(L2pε, qε)L2(G) − (L1pε, qε)L2(G) = (εqε, qε)L2(G) − (ϕw, qε)L2(G) ,

(pε, L
∗
2qε)L2(G) − (pε, L

∗
1qε)L2(G) = (εqε, qε)L2(G) − (ϕw, qε)L2(G) ,

− (pε, L2qε)L2(G) − (pε, L1qε)L2(G) = (εqε, qε)L2(G) − (ϕw, qε)L2(G) ,

− (pε, (L2 + L1)qε)L2(G) = (εqε, qε)L2(G) − (ϕw, qε)L2(G) ,

−
∫
G

pε(L2 + L1)qεdx = ε

∫
G

|qε|2dx−
∫
G

ϕwq̄εdx, (2.136)

telle que :

−
∫
G

pε(L2 + L1)qεdx = ε

∫
G

|qε|2dx−
∫
G

ϕwqεdx

−
∫
G

pεLqεdx = ε

∫
G

|qε|2dx−
∫
G

ϕwqεdx

−
∫
G

|pε|2dx = ε

∫
G

|qε|2dx−
∫
G

ϕwqεdx∫
G

ϕwqεdx = ε

∫
G

|qε|2dx+

∫
G

|pε|2dx.
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∫
G

|pε|2dx ≤
∫
G

ϕwqεdx,

≤
(∫

G

|√ϕw|2dx
) 1

2
(∫

G

|√ϕqε|2dx
) 1

2

=

(∫
G

ϕ|w|2dx
) 1

2
(∫

G

ϕ|qε|2dx
) 1

2

(2.137)

=

(∫
G

ϕ|w|2dx
) 1

2
(

1

sλ2
sλ2

∫
G

ϕ|qε|dx
) 1

2

≤ C√
sλ

(∫
G

ϕ|w|2dx
) 1

2
(∫

G

|pε|2dx
) 1

2

.

Par conséquent, on obtient la première estimation sur pε,[(∫
G

|pε|2dx
) 1

2

]2

≤ C√
sλ

(∫
G

ϕ|w|2dx
) 1

2
(∫
|pε|2dx

) 1
2

(∫
G

|pε|dx
) 1

2

≤ C√
sλ

(∫
G

ϕ|w|2dx
) 1

2

sλ2

∫
G

|pε|2dx ≤ C

∫
G

ϕ|w|2dx. (2.138)

D’après (2.130) on a :

pε(0, x
′) =

∂qε
∂x0

(0, x′). (2.139)

Soit θ(x0) ∈ C∞([0, 1]) telle que 0 ≤ θ ≤ 1, θ(0) = 0, et θ(1) = 0. On a :

(L2 − L1)(L2 + L1)(θqε) = θ(L1 + L2)(qε) +
∂θ

∂x0

qε = εpε +
∂θ

∂x0

qε dans G, (2.140)

θqε(0, x
′) = 0, (θqε)(1, x

′) = 0,
(∂θqε)

∂x0

(1, x′) x′ ∈M. (2.141)
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En appliquant l’opérateur (L2 − L1) à l’équation (2.140), on obtient :

(L2 − L1) (L2 + L1) (θqε) = (L2 − L1) (θpε) + (L2 − L1)

(
∂θ

∂x0

qε

)
, (2.142)

=

(
∂

∂x0

+ sλϕ+R∗−(x,D)

)
(θpε)

+

(
∂

∂x0

+ sλϕ+R∗−(x,D)

)(
∂θ

∂x0

qε

)
=

∂θ

∂x0

pε +
∂pε
∂x0

θ + sλϕ(θpε) +R∗−(x,D)(θpε)

+
∂2θ

∂2x0

qε +
∂qε
∂x0

.
∂θ

∂x0

+ sλϕ

(
∂θ

∂x0

qε

)
+R∗−(x,D)

(
∂θ

∂x0

qε

)
=

∂θ

∂x0

pε +
∂2θ

∂2x0

qε + θ

(
∂

∂x0
+ sλϕ+R∗−(x,D)

)
pε

+
∂θ

∂x0

(
∂

∂x0
+ sλϕ+R∗−(x,D)

)
qεto

=
∂θ

∂x0

pε +
∂2θ

∂2x0

qε + θ(L2 − L1)pε +
∂ϑ

∂x0

(L2 − L1)qε

=
∂θ

∂x0

pε +
∂2θ

∂2x0

qε + εθqε − θϕw +
∂θ

∂x0

(L2 − L1)qε.

D’autre part,

(L2 − L1)(L2 − L1)(θqε) = (L2
2 − L2

1 + L2L1 − L1L2)(θqε)

= (L2
2 − L2

1 + [L2, L1])(θqε)

= L2
2(θqε)− L2

1(θqε) + [L2, L1](θqε).

Finalemant,

L2
2(θqε)− L2

1(θqε) + [L2, L1](θqε) =
∂θ

∂x0

pε +
∂2θ

∂2x0

qε + εθqε − θϕw

+
∂θ

∂x0

(L2 − L1)qε. (2.144)
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On prend la partie réelle du produit scalaire de (2.144) avec
1
√
ϕ
L2(θqε) dans L2(G),

on trouve :

Re

(
L2

2(θqε)− L2
1(θqε) + [L2, L1](θqε),

1
√
ϕ
L2(qε)

)
L2(G)

= Re

(
L2

2(θqε),
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

− Re

(
L2

1(θqε),
1
√
ϕ
L2(θqεθ)

)
L2(G)

+ Re

(
[L2, L1](θqε),

1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

,

et on effectue ci-aprés les calculs des termes consécutifs,(
L2

2(θqε),
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

=

(
L2 (L2(θqε)) ,

1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

=

(
∂

∂x0

(L2(θqε))−
(
R− −R∗−

2

)
(L2(θqε)) ,

1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

=

(
∂

∂x0

(L2(θqε)),
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

− 1

2

(
(R− −R∗−)(L2(θqε)),

1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

,

et(
∂

∂x0

(L2(θqε)) ,
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

=

∫
G

∂

∂x0

(L2(θqε))

(
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
dx

=

∫
M

(∫ 1

0

∂

∂x0

L2(θqε)(
1
√
ϕ
L2(θqε))dx

)
dx′

=

∫
M

|10L2(θqε)L2(θqε)

−
∫
M

∫ 1

0

L2(θqε)
∂

∂x0

(
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
dxdx′

=

∫
M

L2(θqε)(1, x
′)

1√
eλ
L2(θqε)(1, x

′)dx′

−
∫
M

L2(θqε)(0, x
′)L2(θqε)(0, x

′)dx′

−
∫
M

∫ 1

0

L2(θqε)
∂

∂x0

(
L2(θqε)

1
√
ϕ

)
dxdx′

= −
∫
M

|L2(θq)(0)|2dx′ −
∫
G

1
√
ϕ
L2(θqε)

∂

∂x0

(L2(θqε)) dx

−
∫
G

|L2(θqε)|2
(
−1

2
ϕ
′
ϕ

1
2ϕ−1

)
dx,
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donc :(
L2

2(θqε),
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

= −
∣∣∣∣ ∂∂x0

qε(0)

∣∣∣∣2
L2(M)

+
λ

2

∫
G

∣∣∣∣ 1

ϕ
1
4

L2(θqε)

∣∣∣∣2 dx
−
∫
G

1
√
ϕ
L2(θqε)

∂

∂x0

(L2(θqε)) dx

+
1

2

(
1
√
ϕ
L2(θqε),

(
R−(x,D)−R∗−(x,D)

)
L2(θqε)

)
L(2G)

= −
∣∣∣∣∂qε(0)

∂x0

∣∣∣∣2
L2(M)

−
(

1
√
ϕ
L2(θqε), L

2
2(θqε)

)
L2(G)

+
λ

2

∣∣∣∣ 1

ϕ
1
4

L2(θqε)

∣∣∣∣2
L2(G)

(2.145)

alors :

Re

(
L2

2(θqε),
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

= −1

2

∣∣∣∣ ∂qε∂x0

(0)

∣∣∣∣2
L2(M)

+
λ

4

∣∣∣∣ 1

ϕ
1
4

L2(θqε)

∣∣∣∣2
L2(G)

. (2.146)

Maintenant pour le second terme :

2Re

(
L2

1(θqε),
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

=

(
L2

1(θqε),
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

+

(
1
√
ϕ
L2(θqε), L

2
1(θqε)

)
L2(G)

=
λ

2

(
L2

1(θqε),
1
√
ϕ

(θqε)

)
L2(G)

−
(
L2L

2
1(θqε),

1
√
ϕ
θqε

)
L2(G)

+

(
L2

1L2(θqε),
1
√
ϕ
θqε

)
L2(G)

=
λ

2

∣∣∣∣ 1

ϕ
1
4

L1(θqε)

∣∣∣∣2
L2(G)

+

(
[L1, L2](θqε),

1
√
ϕ
L1(θqε)

)
L2(G)

(2.147)

+

(
1
√
ϕ
L1(θqε), [L1, L2](θqε)

)
L2(G)

=
λ

2

∣∣∣∣ 1

ϕ
1
4

L1(θqε)

∣∣∣∣2
L2(G)

+ 2Re

(
[L1, L2](θqε),

1
√
ϕ
L1(θqε)

)
L2(G)
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on note que :(
[L1, L2]u,

1
√
ϕ
v

)
L2(G)

=

(
L1L2u,

1
√
ϕ
v

)
L2(G)

−
(
L2L1u,

1
√
ϕ
v

)
L2(G)

= −
(
u,

1
√
ϕ
L2L1v

)
L2(G)

+

(
u,

1
√
ϕ
L1L2v

)
L2(G)

=

(
u,

1
√
ϕ

(L1L2 − L2L1)v

)
L2(G)

=

(
u,

1
√
ϕ

[L1, L2] v

)
L2(G)

et on a déjà vu que :

[L1, L2] = sλ2ϕ+K(x0) (2.148)

où K ∈ L∞
(
[0, 1]; l(H1(M), L2(M))

)
est un opérateur qui est indépendant de s et de λ. Par

conséquent,

Re

(
L2

1(θqε),
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

= Re

(
[L1, L2](θqε),

1
√
ϕ
L1(θqε)

)
L2(G)

+
λ

4

∣∣∣∣∣ 1

ϕ
1
4

L1(θqε)

∣∣∣∣∣
2

L2(G)

≤ Re

(
sλ2ϕ(θqε),

1
√
ϕ
L1(θqε)

)
L2(G)

+Re

(
K(x0)(θqε),

1
√
ϕ
L1(θqε)

)
L2(G)

+
λ

4

∣∣∣∣∣ 1

max0≤x0≤1(ϕ
1
4 )
L1(θqε)

∣∣∣∣∣
2

L2(G)

≤ Re
(
sλ2√ϕ(θqε), L1(θqε)

)
L2(G)

+Re

(
K(x0)

(θqε)√
ϕ
,

1
√
ϕ
L1(θqε)

)
L2(G)

+
λ

4
|L1(θqε)|2L2(G)

≤ |sλ2√ϕ(θqε)|L2(G)|L1(θqε)|L2(G) +
λ

4
|L1(θqε)|2L2(G)

+C|| θqε√
ϕ
||L2(0,1;H1(M))|L1(θqε)|L2(G). (2.149)

D’après (2.133), on sait que :

|L1(θqε)|L2(G) ≤ |L1qε|L2(G) ≤ C|pε|L2(G), (2.150)

|| θqε√
ϕ
||L2(0,1;H2(M)) ≤ ||

qε√
ϕ
||L2(0,1;H2(M)),

et d’après la définition de L1,

|| qε√
ϕ
||L2(0,1;H2(M)) ≤ C|L1qε|L2(G) + sλ|√ϕqε|. (2.151)
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On utilise encore (2.133), on obtient :

√
sλ|√ϕqε|L2(G) ≤ C|pε|L2(G) ⇒ sλ|√ϕqε|L2(G) ≤

√
sC|pε|L2(G)....(A.1)

On a aussi :

|L1qε|L2(G) ≤ C|pε|L2(G)....(A.3)

De (A.1) et (A.3), on a :

|| qε√
ϕ
||L2(0,1;H2(M)) ≤ C|pε|L2(G) +

√
sC|pε|L2(G)...(A.4)

D’après (A.1), (A.3) et (A.4), on obtient :

|Re
(
L2

1(θqε),
1
√
ϕ

(θqε)

)
L2(G)

| ≤
√
sλC|pε|2L2(G) + C

√
s|pε|2L2(G) +

λ

4
|pε|2L2(G)

≤
√
sC(λ+ 1)|pε|2L2(G)(1 +

λ

4
)

≤ C
√
s(λ+ 1)|pε|2L2(G) + C(λ+ 1)|pε|2L2(G) (2.152)

On choisit λ ≥ λ0 et s ≥ 1, on arrive à :

|Re
(
L2

1(θqε),
1
√
ϕ

(θqε)

)
L2(G)

| ≤
√
sλC|pε|2L2(G) (2.153)

Concernant le troisième terme, on a :

Re

(
[L2, L1] (θqε),

1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

≤
(

[L2, L1]
(θqε)√
ϕ
, [L2, L1]

(θqε)√
ϕ

) 1
2

L2(G)

(L2(θqε), L2(θqε))
1
2

L2(G)

≤ | 1
√
ϕ

[L2, L1] (θqε)|L2(G)|L2(θqε)|L2(G) (2.154)

D’autre part, on a :∣∣∣∣∣Re
(

[L2, L1](θqε),
1
√
ϕ

(θqε)

)
L2(G)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣Re
(
−[L1, L2](θqε),

1
√
ϕ

(θqε)

)
L2(G)

∣∣∣∣∣
≤ |sλ2√ϕ(θqε)|L2(G) |L2(θqε)|L2(G)

+C

∥∥∥∥ θqε√ϕ
∥∥∥∥
L2(0,1;H1(M))

|L2(θqε)|L2(G) (2.155)

et comme L2(θqε) = θL2qε +

(
∂θ

∂x0

qε

)
, de (2.133) et (2.151) on obtient :∣∣∣∣∣Re

(
[L2, L1](θqε),

1
√
ϕ

(θqε)

)
L2(G)

∣∣∣∣∣ ≤ C
√
sλ|pε|2L2(G) + Cλ|pε|2L2(G)

= C
√
sλ|pε|2L2(G) (2.156)

65



Inégalité de Carleman globale pour les problèmes elliptiques non homogènes

pour λ ≥ λ0 et s ≥ 1.

Maintenant, on a pour le côté droit de (2.144),∣∣∣∣∣Re
(
εθqε − θϕw +

∂θ

∂x0

(L2 − L1)qε +
∂2θ

∂x2
0

qε,
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

∣∣∣∣∣ ≤ Cε|qε|L2(G)|pε|L2(G)

+C|√ϕw|L2(G)|pε|L2(G)

+C|pε|2L2(G) (2.157)

Par conséquent, on a :∣∣∣∣∣Re
(
εθqε − θϕw +

∂θ

∂x0

(L2 − L1)qε +
∂2θ

∂x2
0

qε,
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

∣∣∣∣∣
≤ C|pε|2L2(G) + C|√ϕw|L2(G)|pε|L2(G) (2.158)

On met ensemble (2.146), ( 2.153), (2.156) et ( 2.158), on obtient l’estimation suivante :∣∣∣∣∣Re
(
L2

2(θqε),
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣Re

(
εθqε − θϕw +

∂θ

∂x0
(L2 − L1)qε +

∂2θ

∂x2
0

qε,
1
√
ϕ
L2(θqε)

)
L2(G)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣Re(L2
1(θqε),

1
√
ϕ
L2(θqε)

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣Re
(

[L2, L1](θqε),
1
√
ϕ

(θqε)

)
L2(G)

∣∣∣∣∣
On a : ∣∣∣∣ ∂qε∂x0

(0)

∣∣∣∣2
L2(M)

≤ C
√
sλ|pε|2L2(G) + C|√ϕw|L2(G)|pε|L2(G) (2.159)

On combine ( 2.138), (2.139) et ( 2.159), on obtient facilement :

sλ2

∫
G

|pε|2dx+
√
sλ

∫
M

|pε(0, x′)|2dx′ ≤ C

∫
G

ϕ|w|2dx (2.160)

qui est l’estimation (2.115) pour pε.

De (2.159) et (2.160) on déduit que pε et
∂pε
∂x0

+ sλϕpε +R∗−(x,D)pε sont bornées dans L2(G)

uniformement en ε.

Aprés extraction d’une sous suite pε, on peut assumer que :

pε ⇀ p faiblement dans L2(G),

∂pε
∂x0

⇀
∂p

∂x0

, faiblement dans L2(0, 1;H−1(M)). (2.161)
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tels que,

pε(0) ⇀ p(0), faiblement dans H−
1
2 (M) (2.162)

Comme pε(0) reste borné dans L2(M), on a aussi pε(0) ⇀ p(0) faiblement dans L2(M).

De (2.135), p satisfait :

L∗p =

(
− ∂

∂x0

− sλϕ−R∗−(x,D)

)
p = ϕw dans G (2.163)

D’après (2.114) et (2.160), on a :

sλ2

∫
G

|p|2dx+
√
sλ

∫
M

|p(0, x′)|2dx′ ≤ C

∫
G

ϕ|w|2dx (2.164)

Ceci termine la preuve du lemme2.3

De (2.119) et des propositions2.2 et 2.4, on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.6 Ils existent C > 0, λ̄ > 0, et s̄ > 0 tels que pour chaque λ ≥ λ̄ et pour

chaque s ≥ s̄, la solution w de (2.90) et (2.91) satisfait,

s2λ2

∫
G

ϕ2|w|2dx ≤ C5

∫
G

ϕ|z|2dx+ Ce2s
√
s||g||

H
1
2 (M)

(2.165)

s2λ2

∫
G

ϕ2|w|2dx ≤ Ce2s
√
s||g||

H
1
2 (M)

+ C

(
1

sλ2

∫
G

|f |2

ϕ
e2sϕdx

+
N∑
j=0

s

∫
G

|fj|2ϕe2sϕdx

)
(2.166)

Maintenant pour obtenir (2.48) et compléter la preuve de théorème2.3, il reste seulement a

donner une estimation sur ∇w, on écrit (2.90) et (2.91) comme,

∂w∂

∂x0

−R−(x,D)w = z + sλϕw, dans G. (2.167)

w(0, x′) = esg(x′), x′ ∈M. (2.168)

En utilisant le même argumemt comme dans le lemme (2.2), et en prenant en considération

que la donnée initiale du problème de Cauchy (2.167) et (2.167) n’est pas nulle, on obtient

d’abort : ∫ 1

0

||w||2H1(M)dx0 ≤ C

∫
G

|z|2dx+ Cs2λ2

∫
G

ϕ2|w|2dx+ Ce2s||g||2
H

1
2 (M)

(2.169)
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et on utilise encore (2.167), on a :∫
G

|∇w|2dx ≤ C

∫
G

|z|2dx+ Cs2λ2

∫
G

ϕ2|w|2dx+ Ce2s||g||2
H

1
2 (M)

(2.170)

Cette estimation avec (2.165)donne :∫
G

(|∇w|2 + s2λ2ϕ2|w|2)dx ≤ C

(
s

1
2 e2s||g||2

H
1
2 (M)

+
1

sλ2

∫
G

|f |2

ϕ
e2sϕdx

+

N∑
j=0

s

∫
G

|fj |2ϕe2sϕdx

)
(2.171)

Ce qui donne (2.48) et par conséquent termine la preuve de Théorème2.3
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Chapitre 3

Inégalité de Carleman globale dans le cas

homogène

Afin d’écrire l’estimation de Carleman globale relative au problème (2.1), (2.2) avec g ≡ 0,

on rappelle que les conditions (2.4) et (2.5) restent vraies dans ce cas et la fonction poids ϕ

est donnée par (2.9).

3.1 Théorème principal

Théorème 3.1 Il existe s̃ > 1 et λ̃ > 1 et il existe C > 0 tels que pour tout y vérifiant (2.1)

et (2.2) avec g ≡ 0, pour tout s ≥ s̃ et pour tout λ > λ̃,∫
Ω
|∇y|2e2sϕdx+ s2λ2

∫
Ω
ϕ2|y|2e2sϕdx ≤ C

(
1

sλ2

∫
Ω

|f |2

ϕ
e2sϕdx+

N∑
j=0

s

∫
Ω
|fj |2e2sϕdx

+

∫
ω
s2λ2ϕ2|y|2e2sϕdx

)
(3.1)

3.2 Preuve du théorème 3.1

La démonstration de ce théorème est basée sur la proposition qui vient aprés, pour cela

on considère le problème :

Pv = f dans Ω, v|∂Ω
= 0, (3.2)
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où f ∈ L2(Ω).

Soit v ∈ H1(Ω). Avec les mêmes conditions (2.4), (2.5) et (2.12), il existe une constante

C1 > 0 indépendante de s et de λ, et il existe des paramètres λ̃ > 1 et s̃ > 1 tels que pour

tout λ > λ̃ et pour tout s ≥ s̃,∫
Ω

(
|∇y|2 + s2λ2ϕ2v2

)
e2sϕdx ≤ C

(∫
Ω

1

sλ2ϕ
|f |2e2sϕdx+

∫
ω

s2λ2ϕ2v2e2sϕdx

)
(3.3)

On définit la fonctionnelle :

J(z, u) =
1

2

∫
Ω

sλ2ϕz2e−2sϕdx+
1

2

∫
ω

|u|2

(sλϕ)2
e−2sϕdx. (3.4)

Maintenant, on considère le problème extrêmal suivant :

inf
(z,u)∈U

J(z, u) (3.5)

où U est l’ensemble fermé convexe non vide des paires (z, u) ∈ H1
0 (Ω)× L2(ω) satisfaisant,

P ∗z = (sλϕ)2ye2sϕ + χωu, z|∂Ω
= 0. (3.6)

Proposition 3.1 Soit bj ≡ ci ≡ c ≡ 0, 0 ≤ i, j ≤ N , et soit les conditions (2.3) restent

toujours vrai, alors il existe une unique solution (z̃, ũ) ∈ H1
0 (Ω)×L2(ω) du problème extrêmal

(3.5), et il existe s̃ et λ̃ tels que pour tout s ≥ s̃ et pour tout λ ≥ λ̃,∫
Ω

(
1

(sϕ)
|∇z̃|2e−2sϕ + sλ2ϕ|z̃|2e−2sϕ

)
dx+

∫
ω

ũ2

(sλϕ)2
e−2sϕdx ≤ C5

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx. (3.7)

Preuve de la proposition 3.1

D’abod, on montre l’existence et l’unicité de la solution (z̃, ũ) ∈ U du problème (3.5).

On définit dans l’espace produit H1
0 (Ω)× L2(ω) la norme suivante :

||(z, u)||H1
0 (Ω)×L2(ω) = sup

{
||z||H1

0 (Ω), ||u||L2(ω)
}
.

On a :

lim
||(z,u)||→+∞

J(z, u) = +∞,
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d’où la coercivité de la fonctionnelle J .

Soit (z, u) et (z′, u′) deux éléments de
(
H1

0 (Ω)× L2(ω)
)2, et soit 0 < θ < 1

J (θ(z, u) + (1− θ)(z′, u′)) = J (θz + (1− θ)z′, θu+ (1− θ)u′)

≤ 1

2

∫
Ω

sλ2ϕ|θz + (1− θ)z′|2e−2sϕdx

≤ 1

2

∫
ω

|θu+ (1− θ)u′|2

(sλϕ)2
e−2sϕdx

≤ 1

2

∫
Ω

2sλ2ϕθ2z2e−2sϕdx

+
1

2

∫
ω

2
θ2u2

sλϕ)2
e−2sϕdx

+
1

2

∫
Ω

2sλ2ϕ(1− θ)2z′2e−2sϕdx

+
1

2

∫
ω

2
(1− θ)2u′2

sλϕ)2
e−2sϕdx

≤ θ

2

∫
Ω

sλ2ϕz2e−2sϕdx

+
θ

2

∫
ω

u2

sλϕ)2
e−2sϕdx

+
(1− θ)

2

∫
Ω

sλ2ϕz′2e−2sϕdx

+
(1− θ)

2

∫
ω

u′2

sλϕ)2
e−2sϕdx

≤ θJ(z, u) + (1− θ)(z′, u′)

donc J est convexe.

Comme la fonctionnelle J est continue, strictement coercive et convexe, alors il existe un

unique élément (z̃, ũ) de U qui vérifie :

(z̃, ũ) = inf
(z,u)∈U

J(z, u).

Si on applique au problème (3.5) le principe de Lagrange, on obtient le système d’optimalité

suivant :

P ∗z̃ = (sλϕ)2ye2sϕ + χωũ, z̃|∂Ω
= 0 (3.8)

Pp = −sλ2ϕz̃e−2sϕ, p|∂Ω
= 0, p|ω =

ũ

(sλϕ)2
e−2sϕ. (3.9)
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En appliquant à (3.8) l’estimation de Carleman (3.3), on obtient pour tout s ≥ s̃ et pour

tout λ ≥ λ̃∫
Ω

|∇p|2e2sϕdx+ s2λ2

∫
Ω

ϕ2p2e2sϕdx ≤ C

(∫
Ω

sλ2ϕz̃2e−2sϕdx+

∫
ω

1

(sλϕ)2
ũ2e−2sϕdx

)
.

Donc : ∫
Ω

s2λ2ϕ2p2e2sϕ ≤ C

(∫
Ω

sλ2ϕz̃2e−2sϕ +

∫
ω

1

(sλϕ)2
ũ2e−2sϕdx

)
(3.10)

= 2CJ(z̃, ũ).

On prend le produit scalaire dans L2(Ω) de (3.8) avec p, il vient :

(P ∗z̃, p)L2(G) = ((sλϕ)2ye2sϕ, p)L2(G) + (χωũ, p)L2(G)

(z̃, Pp)L2(G) − ((sλϕ)2ye2sϕ, p)L2(G) − (χωũ, p)L2(G) = 0∫
Ω

z̃Ppdx−
∫

Ω

(sλϕ)2ype2sϕdx−
∫
ω

ũ2

(sλϕ)2
e−2sϕdx = 0

−
∫

Ω

sλ2z̃2e−2sϕdx−
∫
ω

ũ2

(sλϕ)2
e−2sϕdx−

∫
Ω

(sλϕ)2ype2sϕdx = 0 (3.11)

−2J(z̃, ũ)−
∫

Ω

(sλϕ)2ype2sϕdx = 0.

Puis, par l’inégalité de Cauchy Bunyakovskii, on a :

J(z̃, ũ) =
1

2

∫
Ω

(sλϕ)2ype2sϕdx

≤ 1

2

(∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx

) 1
2
(∫

Ω

(sλϕ)2p2e2sϕdx

) 1
2

. (3.12)

Pour tout s ≥ s̃, et pour tout λ ≥ λ̃,

J(z̃, ũ) ≤ C

(∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx

) 1
2

(J(z̃, ũ))
1
2

(J(z̃, ũ))
1
2 ≤ C

(∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx

) 1
2

.

Finalement :

J(z̃, ũ) =
1

2

∫
Ω

sλ2ϕz̃2e−2sϕdx+
1

2

∫
ω

ũ2

(sλϕ)2
e−2sϕdx

≤ C

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx. (3.13)
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On multiplie (3.8) par (sϕ)−1e−2sϕz̃ et on intègre par partie, on obtient pour tout s ≥ s̃ et

pour tout λ > λ̃,∫
Ω

∆z̃z̃(sϕ)−1e−2sϕdx =

∫
Ω

(sλϕ)2ye2sϕ(sϕ)−2sϕz̃dx+

∫
ω

ũ(sϕ)−1e−2sϕdx∫
Ω

|∇z̃|2(sϕ)−1e−2sϕdx =

∫
Ω

sλ2ϕ(yesϕ)(e−sϕz̃)dx+

∫
ω

ũ

sλϕ
e−2sϕλz̃dx

≤
(∫

Ω

sλ2ϕy2e2sϕdx

) 1
2
(∫

Ω

sλ2ϕz̃2e−2sϕdx

) 1
2

+

(∫
ω

ũ

(sλϕ)2
e−2sϕdx

) 1
2
(∫

ω

e−2sϕλ2|z̃|2dx
) 1

2

≤
(∫

Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx

) 1
2
(∫

Ω

sλ2ϕz̃2e−2sϕdx

) 1
2

+

(∫
ω

ũ

(sλϕ)2
e−2sϕdx

) 1
2
(∫

Ω

sλ2ϕ|z̃|2e−2sϕdx

) 1
2

≤ C

(∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx+

∫
ω

ũ

(sλϕ)2
e−2sϕdx+

∫
Ω

sλ2ϕ|z̃|2e−2sϕdx

)
(3.14)

≤ C

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx.

Les inégalités (3.13) et (3.14) impliquant (3.7),∫
Ω

|∇z̃|2(sϕ)−1e−2sϕ +

∫
Ω

sλ2ϕz̃2e−2sϕdx+

∫
ω

ũ

(sλϕ)2
e−2sϕdx

≤ C

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx+

∫
Ω

sλ2ϕz̃2e−2sϕdx+

∫
ω

ũ

(sλϕ)2
e−2sϕdx

≤ C

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx+ C̀

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx

≤ C5

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx

Ceci termine la démonstration de la proposition 3.1

On utilise l’estimation (3.7) dans le but de prouver (3.1). Pour cela on prend le produit
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scalaire dans L2(Ω) de (3.8) par y et on intègre par partie, on obtient :

(P ∗z̃, y)L2(G) =
(
(sλϕ)2ye2sϕ, y

)
L2(G)

+ (χωũ, y)L2(G)

(z̃, Py)L2(G) =
(
(sλϕ)2ye2sϕ, y

)
L2(G)

+ (χωũ, y)L2(G)∫
Ω

z̃Pydx =

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx+

∫
ω

ũydx∫
Ω

z̃fdx+ z̃
N∑
j=0

∂fj
∂xj

=

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx+

∫
ω

ũydx

∫
Ω

z̃fdx+
N∑
j=0

∫
∂Ω

z̃fj︸ ︷︷ ︸
=0

−
N∑
j=0

∫
Ω

fj
∂z̃

∂xj
−
∫
ω

ũydx =

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx.

Finalement, ∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx = −
∫
ω

ũydx+

∫
Ω

z̃fdx−
N∑
j=0

∫
Ω

fj
∂z̃

∂xj
. (3.15)

Par l’inégalité de Cauchy Bunyakovskii, et pour ε > 0, il existe C(ε) > 0 tels que :

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx = −
∫
ω

ũ

sλϕ
e−sϕesϕsλϕydx+

∫
Ω

z̃s
1
2λϕ

1
2 e−sϕesϕ

f

s
1
2λϕ

1
2

dx

+
N∑
j=0

∫
Ω

(sϕ)−
1
2
∂z̃

∂xi
e−sϕesϕ(sϕ)

1
2fjdx

≤
(∫

ω

ũ2

s2λ2ϕ2
e−2sϕdx

) 1
2
(∫

ω

s2λ2ϕ2e2sϕydx

) 1
2

+

(∫
Ω

sλ2ϕ|z̃|2e−2sϕdx

) 1
2
(
|f |2

sλ2ϕ
e2sϕdx

) 1
2

+

(
N∑
j=0

∫
Ω

(sϕ)−1

∣∣∣∣ ∂z̃∂xi
∣∣∣∣2 e−2sϕdx

) 1
2
(

N∑
j=0

∫
Ω

sϕ |fj|2 e2sϕdx

) 1
2

≤ ε

(∫
ω

|ũ|2

(sλϕ)2
e−2sϕdx+

∫
Ω

|∇z̃|2

(sϕ)
+ sλ2ϕ|z̃|2e−2sϕdx

)
(3.16)

+ C(ε)

(
1

sλ2

∫
Ω

|f |2

ϕ
e2sϕdx+

N∑
j=0

s

∫
Ω

ϕ|fj|2e2sϕdx+

∫
ω

s2λ2ϕ2|y|2e2sϕdx

)
.

On utilise (3.7) afin d’estimer la première et la deuxième intégrale dans le second membre
de cette inégalité, et en choisissant ε suffisamment petit, on obtient pour tout λ > λ̃ et pour
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tout s ≥ s̃ :

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx ≤ C(ε)

 1

sλ2

∫
Ω

|f |2

ϕ
e2sϕdx+

N∑
j=0

s

∫
Ω

ϕ|fj |2e2sϕdx+

∫
Ω

s2λ2ϕ2|y|2e2sϕdx


+εC5

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx

∫
Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx (1− εC5) ≤ C(ε)

 1

sλ2

∫
Ω

|f |2

ϕ
e2sϕdx+

N∑
j=0

s

∫
Ω

ϕ|fj |2e2sϕdx+

∫
Ω

s2λ2ϕ2|y|2e2sϕdx


∫

Ω

(sλϕ)2y2e2sϕdx ≤ C

(
1

sλ2

∫
Ω

|f |2

ϕ
e2sϕdx+

N∑
j=0

s

∫
Ω

ϕ|fj |2e2sϕdx

+

∫
Ω

s2λ2ϕ2|y|2e2sϕdx

)
. (3.17)

Il est facile d’avoir l’estimation pour ∇y de (3.17) si on prend le produit scalaire de (2.1)

par ye2sϕ dans L2(G), on choisit s suffisament large afin d’absorber les termes contenant ∇y
dans le membre de droite, sachant que ϕ ≥ 1 :∫

Ω
|∇y|2e2sϕdx ≤

(
1

sλ2

∫
Ω

|f |2

ϕ
e2sϕdx

) 1
2
(∫

Ω
sλ2ϕ|y|2e2sϕ

) 1
2

+

 N∑
j=0

s

∫
Ω
|fj |2e2sϕϕdx

 1
2 (∫

Ω

1

sϕ

∣∣∣∣ ∂y∂xj
∣∣∣∣2 e2sϕ

) 1
2

≤ 1

sλ2

∫
Ω

|f |2

ϕ
e2sϕdx+

∫
Ω
s2λ2ϕ2|y|2e2sϕdx

+
N∑
j=0

s

∫
Ω
|fj |2e2sϕϕdx+

∫
Ω

1

sϕ
|∇y|2e2sϕdx

∫
Ω
|∇y|2e2sϕdx−

∫
Ω

1

sϕ
∇y|2e2sϕdx ≤ C

 1

sλ2

∫
Ω

|f |2

ϕ
e2sϕdx+

N∑
j=0

s

∫
Ω
|fj |2e2sϕϕdx+

∫
ω
s2λ2ϕ2|y|2dx

 ,

où ∫
Ω

(
1− 1

sϕ

)
|∇y|2e2sϕdx ≈

∫
Ω

|∇y|2e2sϕdx.

Ceci termine la démonstration du théorème 3.1.
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Chapitre 4

Application de l’estimation de Carleman

globale

Introduction

Ce chapitre est une application du travail précédent. On va voir comment on peut utiliser

les estimations prouvées dans les chapitres 2 et 3 pour établir l’inégalité de Carleman

globale pour les opérateurs de Navier-Stokes linéarisés ainsi que pour les opérateurs de Stokes

qui est essentielle dans l’étude de la contrôlabilité exacte.

On s’interesse dans la première section à l’étude d’une partie de l’article intitulé " Local

exact controlability of the Navier-Stokes system " de E.Fernández-Cara, S.Guerrero, O. Yu.

Imanuvilov et J. P. Puel.

Cette partie présente la démonstration du théorème portant sur l’inégalité de Carleman pour

le système de Stokes linéarisé autour d’une trajectoire ȳ. On va voir dans la deuxième étape de

cette démonstration comment estimer la pression en utilisant l’inégalité de Carleman globale

démontrée dans le chapitre 2.

Dans la deuxième section, on commence par rappeler l’inégalité de Carleman globale pour

les problèmes paraboliques non homogènes, utilisant cette dernière ainsi que l’inégalité de

Carleman globale pour les problèmes elliptiques homogènes, on donne l’inégalité de Carleman

pour un système de Stokes non contrôlé.
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4.1 Pour un système de Navier Stokes linéarisé

Soit Ω ∈ RN(N = 2 ou 3) un ouvert borné de classe C2, sa frontière ∂Ω. Soit ω ⊂ Ω un

sous-ensemble ouvert non borné, et soit T > 0, on pose Q = Ω× (0, T ) et Σ = ∂Ω× (0, T ).

On note n(x) le vecteur normal (extérieur) à Ω au point x ∈ ∂Ω.

On pose les espaces suivants,

V =
{
ϕ ∈ H1

0 (Ω)N : ∇ · ϕ = 0 dans Ω
}

et

H =
{
ϕ ∈ L2(Ω)N : ∇ · ϕ = 0 dans Ω, y.n = 0 sur ∂Ω

}
.

On considère le système de Navier-Stokes contrôlé :

yt −∆y +∇ · (y ⊗ y) +∇p = v1ω dans Q,

∇.y = 0 dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = y0 dans Ω,

(4.1)

où v est la fonction de contrôle qui agit sur ω durant l’intervalle du temps (0, T ) et

(
∇ · (y1 ⊗ y2)

)
i

=
N∑
j=1

∂j(y
1
i y

2
j ), i = 1, . . . , N.

Soit ȳ ∈ L∞(Q)N une solution du système de Navier-Stokes non contrôlé :

ȳt −∆ȳ +∇ · (ȳ ⊗ ȳ) +∇p̄ = 0 dans Q,

∇ · ȳ = 0 dans Q,

ȳ = 0 sur Σ,

ȳ(0) = ȳ0 dans Ω,

(4.2)

où

ȳ0 ∈ V, ȳt ∈ L2(0, T ;Lσ(Ω))N et σ >
6

5
si N = 3; σ > 1 si N = 2. (4.3)
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La notion de contrôlabilité exacte des trajectoires pour les équations de Navier-Stokes est de

chercher l’existence d’un contrôle v tel que le système (4.1) admet au moins une solution qui

satisfait,

y(T ) = ȳ(T ) dans Ω.

On considère ici les conditions aux limites de Dirichlet qui sont naturelles pour ces équations.

Un système de contrôle pertinent est la linéarisation de (4.1) autour de ȳ, c.a.d :

yt −∆y +∇ · (ȳ ⊗ y + y ⊗ ȳ) +∇p = f + v1ω dans Q,

∇ · y = 0 dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = y0 dans Ω,

(4.4)

où y0 ∈ L2N−2(Ω)N ∩H et v ∈ L2(w, (0, T ))N . On considère le système adjoint associé à (4.4)

suivant : 

−ϕt −∆ϕ−Dϕȳ +∇p = g dans Q,

∇ · ϕ = 0 dans Q,

ϕ = 0 sur Σ,

ϕ(T ) = ϕ0 dans Ω,

(4.5)

où

Dϕ = ∇ϕ+∇ϕt et ϕt ∈ L2(Ω)N .

On donne par le théorème l’inégalité de Carleman globale pour la solution (ϕ, p) du système

(eq5) telle que :

ϕ ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C0([0, T ];H) et p ∈ H1(Ω)

Théorème 4.1 On suppose que (4.3) est vérifiée. Alors, il existe des paramètres positifs ŝ,

λ̂ et une constante C dépendante de Ω et ω tels que pour chaque ϕ0 ∈ H et g ∈ L2(Q)N , la

solution correspondante à (4.5) vérifie :

s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|ϕ|2dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇ϕ|2dxdt+ s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξ−1(|ϕt|2 + |∆ϕ|2)dxdt

≤ C(1 + T 2)

(
s

15
2 λ20

∫ ∫
Q

e−4sα̂+2sα∗ξ̂
15
2 |g|2dxdt+ s16λ40

∫
ω

∫
(0,T )

e−8sα̂+6sα∗ξ̂16|ϕ|2dxdt
)

(4.6)
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pour tout λ ≥ λ̃
(

1 + ||ȳ||∞ + ||ȳt||2L2(0,T ;Lσ(Ω)N ) + eλ̂T ||ȳ||
2
∞

)
et s ≥ ŝ(T 4 + T 8).

Les fonctions α, ξ, α̂, α∗, ξ̂ sont des fonctions poids positives appropriées qui seront définies

dans (4.7).

4.1.1 Une nouvelle inégalité de Carleman

Dans cette section et afin d’avoir l’inégalité de Carleman donnée dans le théorème4.1, on

va définir les fonctions poids qui vont être utilisables dans cette démonstration.

On rappelle que la fonction poid basique ψ ∈ C2(Ω̄) vérifie : ψ > 0 dans Ω, ψ = 0 sur ∂Ω,

|∇ψ| > 0 dans Ω− ω1.

où ω1 ⊂ ω est un ouvert non vide.

Donc pour certains nombres réels positifs s et λ, on introduit :

α(x, t) =
e

5
4
λm||ψ||∞ − eλ(m||ψ||∞+ψ(x))

t4(T − t)4
,

ξ(x, t) =
eλ(m||ψ||∞+ψ(x))

t4(T − t)4
,

α̂(t) = min
x∈Ω̄

α(x, t) =
e

5
4
λm||ψ||∞ − eλ(m+1)||ψ||∞

t4(T − t)4
,

α∗(t) = max
x∈Ω̄

α(x, t) =
e

5
4
λm||ψ||∞ − eλm||ψ||∞

t4(T − t)4

ξ̂(t) = max︸︷︷︸
x∈Ω̄

ξ(x, t) =
eλ(m+1)||ψ||∞

t4(T − t)4
,

ξ∗(t) = min︸︷︷︸
x∈Ω̄

ξ(x, t) =
eλm||ψ||∞

t4(T − t)4
,

θ̂(t) = sλe−sα̂ξ̂,

θ(t) = s
15
4 e−2sα̂+sα∗ ξ̂

15
4 , (4.7)

où m > 4 un nombre réel fixé.

Tout an long de la preuve, on va utiliser la notation :

I(s, λ;ϕ) = s−1

∫ ∫
Q

e−2sαξ−1(|ϕt|2 + |∆ϕ|2)dxdt+ sλ2

∫ ∫
Q

e−2sαξ|∇ϕ|2dxdt

+s3λ4

∫ ∫
Q

e−2sαξ3|ϕ|2dxdt.
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Preuve 4.1 Pour une compréhension facile, la démonstration de ce théorème est divisée en

7 étapes. On s’intéresse à la deuxième étape qui est l’objectif de ce travail, or cette dernière

nous exige de passer d’abord par la première étape. Pour le reste de la démonstration voir

[17]

Etape 1 : Estimation de Carleman pour l’équation de la chaleur

Considérons le système (1.5) comme un système d’équations de la chaleur avec second membre

Gi = gi + (Dϕȳ)i − ∂p, et appliquons l’inégalité de Carleman usuelle pour l’équation de la

chaleur avec second membre dans L2(Q).

Ceci peut être fait puisque Gi ∈ L2(e−2sα̂(0, T );L2(Ω)) et e−2sα ≤ e−2sα̂.

Cette estimation de Carleman usuelle peut être trouvée dans [6] ( pour la démonstration

explicite par rapport à λ, s et T voir par exemple [22] ).

Par conséquent, il existe une constante positive C1(Ω, ω) et deux nombres λ0(Ω, ω) ≥ 1 et

s0(Ω, ω) > 0 tels que pour tout λ ≥ λ0 et s ≥ s0(T 7 + T 8) :

I(s, λ;ϕ) ≤ C1

(∫ ∫
Q

e−2sα(|g|2 + |Dϕȳ|2 + |∇p|2)dxdt

+s3λ4

∫
ω1×

∫
(0,T )

e−2sαξ3|ϕ|2dxdt
)

(4.8)

où |ξ−1| ≤ CT 8, |αt| ≤ CTξ
5
4 et C > 0 indépendant de λ.

Maintenant, on élimine le terme qui contient Dϕȳ dans le second membre de (4.8) en consi-

dérant que :

C1|Dϕȳ|2 ≤ Cs||ȳ||2∞ξ|∇ϕ|2 ≤
1

2
sλ2ξ|∇ϕ|2

pour λ ≥ λ1(Ω, ω)||ȳ||∞ et s ≥ s1(Ω, ω)T 8, on obtient :

I(s, λ;ϕ) ≤ C2

(∫ ∫
Q

e−2sα(|g|2 + |∇p|2)dxdt+ s3λ4

∫
ω1×

∫
(0,T )

e−2sαξ3|ϕ|2dxdt
)
, (4.9)

pour tout λ ≥ λ2(Ω, ω)(1 + ||y||∞) et s ≥ s2(Ω, ω)(T 7 + T 8)

Etape 2 : Estimation de la pression p

Dans cette étape, on va estimer l’intérgrale de |∇p|2 dans le second membre de (4.9) en terme

d’une intégrale locale de |p|2, un terme relatif à la trace de p et de deux autres termes globaux

impliquant |g|2 et |∇ϕ|2 ; le dernier terme sera absorbé plus tard par l’intégrale correspon-

dante apparaissant dans I(s, λ;ϕ).
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Cette estimation sera faite par l’application d’une inégalité de Carleman elliptique (démon-

trée dans le chapitre 2) à une équation différentielle satisfaite par la pression.

En effet, en appliquant l’opérateur de divergence à la première équation dans (4.5), on ob-

tient :

∆p(t) = ∇ · (DϕȲ + g)(t) dans Ω, (4.10)

p(t) = p(t) sur Γ = ∂Ω,

pour tout t ∈ (0, T ).

Notant que le second membre de (4.10) appartient à H−1(Ω). On sait aussi que p(t) ∈ H1(Ω),

alors on peut appliquer le résultat principal dans le chapitre 2 (voir l’inégalité (2.11)), donc

il existe une constante C̄1(Ω, ω) > 0 et deux nombres λ̄ > 1, τ̄ > 1, tels que pour tout λ ≥ λ̄

et τ ≥ τ̄ :∫
Ω

e2τη|∇p(t)|2dx ≤ C̄1

(
τ

∫
Ω

e2τηψ(|Dϕȳ|2 + |g|2)(t)dx+ τ
1
2 e2τ ||p(t)||2

H
1
2 (∂Ω)

+

∫
ω1

e2τη(|∇p|2 + τ 2λ2η2|p|2)(t)dx

)
, (4.11)

où

η(x) = eλψ(x) , ∀x ∈ Ω.

On peut éliminer l’intégrale locale de |∇p|2 dans (4.11) au prix de l’intégration |p|2 dans un

ensemble ouvert ω2 satisfaisant ω1 ⊂ ω2 ⊂ ω.

A ce niveau, on introduit une fonction ξ ∈ C2
c (w2) telle que,

ξ ≡ 1 dans ω1, 0 ≤ ξ ≤ 1,

et en prenant l’intégration par partie sur
∫
ω1

e2τη|∇p(t)|2dx plusieurs fois, on obtient :∫
ω1

e2τη|∇p(t)|2dx ≤
∫
ω2

e2τηξ∇p(t) · ∇p(t)dx

= −1

2

∫
ω2

∇(e2τηξ) · ∇|p(t)|2dx

−
〈
e2τη∆p(t), ξp(t)

〉
H−1(ω2),H1

0 (ω2)

=
1

2

∫
ω2

∆(e2τηξ)|p(t)|2dx

−
〈
e2τη∇(Dϕȳ + g)(t), ξp(t)

〉
H−1(ω2),H1

0 (ω2)
(4.12)
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Puisque

|∆(e2τηξ)| ≤ 2C̄2τ
2λ2η2e2τη dans ω2,

alors, pour λ ≥ λ̄0(Ω, ω) et pour une certaine constante C̄2(Ω, ω) > 0, le premier terme dans

le second membre peut être estimé par :

C̄2τ
2λ2

∫
ω2

e2τηη2|p(t)|2dx.

On intègre par parties encore une fois l’autre terme, on obtient :

−
〈
e2τη∇ · (Dϕȳ + g)(t), ξp(t)

〉
H−1(ω2),H1

0 (ω2)

=

∫
ω2

∇(e2τηξ).(Dϕȳ + g)(t)p(t)dx+

∫
ω2

e2τηξ(Dϕȳ + g)(t) · ∇p(t)dx

comme

|∇(e2τηξ)| ≤ C̄3(Ω, ω)τληe2τη dans ω2

pour λ ≥ λ̄1(Ω, ω), alors :

−
〈
e2τη∇ · (Dϕȳ + g)(t), ξp(t)

〉
H−1(ω2),H1

0 (ω2)

≤ C̄4

(
τ 2λ2

∫
ω2

e2τηη2|p(t)|2dx+

∫
ω2

e2τη(|Dϕȳ|2 + |g|2)(t)dx

)
+

1

2

∫
ω2

e2τηξ|∇p(t)|2dx,

pour une constante C̄4(Ω, ω) > 0.

De (4.12), on a :∫
ω1

e2τη|∇p(t)|2dt ≤ C̄5

(
τ 2λ2

∫
ω2

e2τηη2|p(t)|2dx+

∫
ω2

e2τη(|Dϕȳ|2 + |g|2)(t)dx

)
pour λ ≥ λ̄2(Ω, ω).

La dernière inégalité associée avec (4.11) donne :∫
Ω

e2τη|∇p(t)|2dx ≤ C̄6

(
τ

∫
Ω

e2τηη(|Dϕȳ|2 + |g|2)(t)dx+ τ
1
2 e2τ ||p(t)||2

H
1
2 (∂Ω)

+τ 2λ2

∫
ω2

e2τηη2|p(t)|2dx
)
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pour λ ≥ λ̃2 et τ ≥ τ̄ .

Pour lier cette estimation elliptique avec (4.9), on pose :

τ =
s

t4(T − t)4
eλm||ψ||∞

et on multiplie ces deux membres par :

exp

{
−2s

e
5
4
λm||ψ||∞

t4(T − t)4

}
,

puis on intègre par rapport à t dans (0, T ). En choisissant τ plus grand que τ̄ et en prenant

s ≥ (τ̄ > 28)T 8, on obtient :∫ ∫
Q

e−2sα|∇p(t)|2dxdt ≤ C̄7

(
s

∫ ∫
Q

e−2sαξ|g|2dxdt+ s

∫ ∫
Q

e−2sαξ|Dϕy|2dxdt

+s
1
2

∫ T

0

e−2sα∗(ξ∗)
1
2 ||p(t)||2

H
1
2 (∂Ω)

dt

+s2λ2

∫
ω2×

∫
(0,T )

e−2sαξ2|p|2dxdt
)
, (4.13)

pour tout λ ≥ λ̄2 et s ≥ s̄0T
8.

Etape 3 : Estimation pour la trace de p

Suivant les idées de [8] et en utilisant les résultats de régularité pour le système de Stokes,

on peut également obtenir une estimation sur la trace de la pression.

Avec les résultats obtenus dans l’étape 1 et l’étape 2, on obtient une inégalité de Carleman

comme suit :

I(s, λ, ϕ) ≤ C4

(
s3λ4

∫
ω1

∫
(0,T )

e−2sαξ3|ϕ|2dxdt+ s2λ2

∫
ω2

∫
(0,T )

e−2sαξ|p|2dxdt

+s

∫ ∫
Q

e−2sαξ|g|2dxdt
)

(4.14)

Cette inégalité contient de "bons" termes dans le premier membre, et des intégrales locales

sur la pression et sur le champ de vecteur vitesse dans le second membre.

Le reste de preuve concerne l’élimination du terme local de la pression apparut dans le second

membre de cette inégalité. Deux difficultés principales apparaissent :

1) L’obtention de l’estimation locale de la pression en fonction du terme local du champ de

vecteur vitesse n’est pas un travail facile dans les systèmes de Stokes comme (4.5).
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2) Le fait que la fonction poids soit multipliée par la pression qui dépend de x complique le

problème d’avantage.

Par conséquent, la stratégie va être la suivante :

D’abord, on remplace le poids dans l’inégalité locale de la pression par un autre qui ne dépends

pas de x mais seulement de t. Ceci va mener à réduire le problème afin de trouver une

estimation de l’intégrale de |∇p|2 au lieu de |p|2, ensuite on estime deux intégrales locales

impliquant |∆ϕ|2 et |ϕt|2. L’intégrale de |∆ϕ|2 est le but de l’étape 4, et l’intégrale de |ϕt|2

est traitée dans l’étape 5.

4.2 Pour un système de Stokes

Soit l ∈ C∞([0, T ]) telle que,
l(x0) > 0 ∀x0 ∈]0, T [,

l(x0) = x0 ∀x0 ∈ [0,
T

4
],

l(x0) = T − x0 ∀x0 ∈]
3T

4
, T [.

On définit les deux fonctions poids suivantes :

ϕ(x) =
eλ(ψ(x̃)+m1)

lk(x0)
(4.15)

α(x) =
eλ(ψ(x̃)+m1) − eλ(||ψ||L∞(Ω)+m2)

lk(x0)
(4.16)

où ψ est la fonction poids donnée par le lemme2.1, k ≥ 2, λ ≥ 1 et les constantes m1 et m2

sont choisit tels que m1 ≤ m2.

Maintenant, on définit l’estimation de Carleman globale pour les équations paraboliques

générales non homogènes, pour celà :

Soit Ω un ouvert borné de classe C2 de Rn, de frontière Γ. On considère une solution y ∈ w(Q)

de l’équation parabolique du second ordre :

L(x,D)y =
∂y

∂x0

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂y

∂xj

)
+

n∑
j=1

bj(x)
∂y

∂xj
+

n∑
i=1

∂

∂xi
(ci(x)y) + d(x)y

= f +
n∑
j=1

∂fj
∂xj

dans(0, T )× Ω. (4.17)

y = g sur(0, T )× Γ. (4.18)
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où

aij ∈ C2(Q̄); bj, ci, d ∈ L∞(Q) et aij = aji pour i, j ∈ {1, . . . n} (4.19)

de plus, les coefficients aij satisfont la condition d’ellipticité :

∃β > 0, ∀η ∈ Rn, ∀x ∈ Q̄,
n∑

i,j=1

ai,j(x)ηiηj ≥ β|η|2. (4.20)

On suppose

f ∈ L2(Q), fj ∈ L2(Q), ∀j = 1, . . . , n. (4.21)

Théorème 4.2 Supposons les hypothèses (4.19), (4.20) et (4.21), et soit y ∈ W (Q) une

solution de (4.17) et (4.18). Alors, il existe s0 ≥ 1 et λ0 ≥ 1 et il existe une constante C > 0

(indépendante de s et λ) tels que pour chaque s ≥ s0 et pour chaque λ ≥ λ0.∫
Q

(
1

sϕ

N∑
i=0

| ∂y
∂xi
|2 + sλ2ϕ|y|2

)
e2sαdx ≤ C

(
1√
s
||ϕ−

1
4 gesα||2

H
1
4 ,

1
2 (Σ)

+

∫
Q

1

s2λ2ϕ2
|f |2e2sαdx

+
N∑
j=1

∫
Q

|fj|2e2sαdx+

∫
Qω

sλ2ϕ|y|2e2sαdx

)
(4.22)

On considère le système de Stokes :

∂y

∂x0

−∆y +∇p = f dans Q, (4.23)

divy = 0 dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0, x̃) = yo(x̃) dans Ω. (4.24)

Il est bien connu que si y0 ∈ H et f ∈ L2(0, T ;V
′
), il existe une unique solution

y ∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;V ) de (4.23) et (4.24).

De plus, on a un résultat de régularité suivant : pour y0 ∈ V et f ∈ L2(0, T ;H), la solution

y vérifie,

y ∈ C([0, T ];V ) ∩ L2
(
0, T ;H2(Ω)n

)
,

∂y

∂x0

∈ L2 (0, T ;H) , p ∈ L2
(
0, T ;H1(Ω)

)
et on a :

||y||2L2(0,T ;H2(Ω)) + ||∇p||2L2(Q) + || ∂y
∂x0

||2L2(0,T ;H) ≤ C
(
||y0||2V + ||f ||2L2(0,T ;H)

)
. (4.25)

L’inégalité de Carleman globale pour le système (4.23) est donnée par le théorème suivant :
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Théorème 4.3 Soit ω un ensemble ouvert non vide de Ω et T > 0. On considère les fonctions

poids ϕ et α définies par (4.15) et (4.16). Alors il existe s0 ≥ 1, λ0 ≥ 1 et C > 0 tels que pour

chaque s ≥ s0 et λ ≥ λ0 : si y0 ∈ V et f ∈ L2(0, T ;H) et si y ∈ C([0, T ];V )∩L2(0, T ;H2(Ω)n)

est la solution de (4.23) et (4.24) on a l’estimation de Carleman suivante :

1

s
|| e

sα

√
ϕ
∇(roty)||2L2(Q) + sλ2||√ϕesαroty||2L2(Q) + λ2||esα∇y||2L2(Q) + s2λ4||ϕesϕy||2L2(Q)

≤ C
(
||esαf ||2L2(Q) + s2λ4||ϕesαy||2L2(Qω) + sλ2||√ϕesϕroty||2L2(Qω)

)
(4.26)

Remarque 4.1 Pour des raisons de simplification, on remarque que le dernier terme du

second membre de cette inégalité peut être absorbé par le premier membre et on obtient :

1

s
|| e

sα

√
ϕ
∇(roty)||2L2(Q) + sλ2||√ϕesαroty||2L2(Q) + λ2||esα∇y||2L2(Q) + s2λ4||ϕesϕy||2L2(Q)

≤ C
(
||esαf ||2L2(Q) + s2λ4||ϕesαy||2L2(Qω)

)
(4.27)

Preuve du théorème 4.3

On définit

ω = rot y.

En passant le rotationnel de l’équation (4.23), on obtient :

∂w

∂x0

−∆w = rot f dans Q, (4.28)

w(0, x̃) = w0(x̃) = roty0(x̃) dans Ω. (4.29)

Comme div y = 0, on a pour chaque x0 ∈ (0, T )

∆y(x0) = rot w(x0) dans Ω, (4.30)

y(x0) = 0 sur Γ. (4.31)

On rappelle que si y = 0 sur Σ on a ∇y = ∇y · ν sur Σ, par conséquent on obtient :

||ϕ−
1
4 esαw||2

H
1
4 ,

1
2 (Σ)
≤ C||ϕ−

1
4 esα(∇y · ν)||2

H
1
4 ,

1
2 (Σ)

.
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En utilisant cette inègalité et en appliquant l’estimation de Carleman (4.22) pour le problème

(4.28) et (4.29), on obtient :

1

s
|| e

sα

√
ϕ
∇w||2L2(Q) + sλ2||√ϕesαw||2L2(Q) ≤ C

(
||esαf ||2L2(Q) +

1√
s
||ϕ−

1
4 esα(∇y · ν)||2

H
1
4 ,

1
2 (Σ)

+sλ2||√ϕesαw||2L2(Qω)

)
.(4.32)

Pour x0 ∈ (0, T ), on définit :

β(x̃) = eλ(ψ(x̃)+m1),

α(x0, x̃) =
β(x̃)

lk(x0)
− C(x0)

et on applique l’inégalité (3.1) prouvée dans le chapitre 3 pour obtenir une estimation de

Carleman au problème elliptique (4.30) et (4.31), en effet :

Il existe τ0 ≥ 1, λ0 ≥ 1 et C > 0 tels que pour chaque x0 ∈ (0, T ), τ ≥ τ0 et λ ≥ λ0 on a :∫
Ω

e2τβ
(
|∇y(x0)|2 + τ 2λ2β2|y(x0)|2

)
dx̃ ≤ C

(
τ

∫
Ω

βe2τβ|w(x0)|2dx̃

+τ 2λ2

∫
ω

β2e2τβ|y(x0)|2dx̃
)

(4.33)

Maintenant, on prend τ =
s

lk(x0)
et on multiplie l’inégalité précédente par λ2e−2sC(x0), en

intègrant sur (0, T ) par rapport à x0, on obtient :

λ2||esα∇y||2L2(Q) + s2λ4||ϕesαy||2L2(Q) ≤ C
(
sλ2||√ϕesαw||2L2(Q) + s2λ4||ϕesαy||2L2(Qω)

)
(4.34)

Combinons les inégalités (4.32) et (4.34) on a :

1

s
|| e

sα

√
ϕ
∇w||2L2(Q) + sλ2||√ϕesαw||2L2(Q) + λ2||esα∇y||2L2(Q) + s2λ4||ϕesαy||2L2(Q)

≤ C

(
||esαf ||2L2(Q) +

1√
s
||ϕ−

1
4 esα(∇y.ν)||2

H
1
4 ,

1
2 (

∑
)
+ sλ2||√ϕesαw||2L2(Qω)

+s2λ4||ϕesϕy||2L2(Qω)

)
(4.35)

Dans le but d’estimer le terme du bord ||ϕ−
1
4 esα(∇y.ν)||2

H
1
4 ,

1
2 (

∑
)
, on définit :

ϕ̂(x0) = ϕ(x0, x̃)|Γ =
eλm1

lk(x0)
,

α̂(x0) = α(x0, x̃)|Γ =
eλm1 − eλ(||ψ||L∞(Ω)+m2)

lk(x0)
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et

(u, q) =
esα̂(x0)

ϕ̂(x0)
1
4

(y, p).

Alors, on a :

∂u

∂x0

−∆u+∇q =
esα̂(x0)

ϕ̂(x0)
1
4

f + sα̂
′
(x0)

esα̂(x0)

ϕ̂(x0)
1
4

y − 1

4
ϕ̂
′
(x0)

esα̂(x0)

ϕ̂(x0)1+ 1
4

y dans Q,

divu = 0 dans Q,

u = 0 sur Σ,

u(0, x̃) = 0 dans Q.

Pour k ≥ 4, on a :

∀x0 ∈ (0, T ),
α̂
′
(x0)

ϕ̂(x0)
1
4

≤ Cϕ̂(x0),
ϕ̂
′
(x0)

ϕ̂(x0)1+ 1
4

≤ C

∀x0 ∈ (0, T ), ∀x̃ ∈ Ω, α̂(x0) ≤ α(x0, x̃), ϕ̂(x0) ≤ ϕ(x0, x̃).

Utilisons les résultats de régularité classique de la solution pour l’équation de Stokes (voir

[15], rappel (4.25)), on obtient :

||u||2L2(0,T ;H2(Ω)) + || ∂u
∂x0

||2L2(Q) ≤ C
(
||esαf ||2L2(Q) + s2||ϕesαy||2L2(Q)

)
(4.36)

d’autre part, d’après [14] on sait que :

||∇u.ν||2
H

1
4 ,

1
2 (Σ)

= ||e
sα̂

ϕ̂
1
4

(∇y.ν)||2
H

1
4 ,

1
2 (Σ)
≤ C

(
||u||2L2(0,T ;H2(Ω)) + || ∂u

∂x0

||2L2(Q)

)
. (4.37)

Alors, on a :

1√
s
||ϕ−

1
4 esα(∇y.ν)||2

H
1
4 ,

1
2 (Σ)
≤ C

(
1√
s
||esαf ||2L2(Q) + s

3
2 ||ϕesαy||2L2(Q)

)
. (4.38)

En remplaçant dans (4.35) et en prenant s suffisament large pour que le terme s
3
2 ||ϕesαy||2L2(Ω)

soit absorbé par le premier membre, on obtient (4.26). Dans le but d’obtenir (4.27) on va

estimer le terme Csλ2||√ϕesαroty||2L2(Qω) dans le second membre de (4.26). Tout d’abord, on

sait qu’il existe un ensemble ouvert non vide ω0 de Ω tel que :

ω0 ⊂ ω (4.39)
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et

|∇ψ| > 0 dans Ω− ω0. (4.40)

Par conséquant, on obtient (4.26) si on remplace ω par ω0.

Pour éliminer le terme Csλ2||√ϕesαroty||2L2(Qω0 ), on prend ρ ∈ C∞0 (ω) tel que :

0 ≤ ρ ≤ 1 et ρ = 1 sur ω0.

On a :

Csλ2

∫
Qω0

ϕe2sα|roty|2dx ≤ Csλ2

∫
Qω

ρϕe2sα|roty|2dx

= Csλ2

∫
Qw

rot(ρϕe2sϕroty)ydx

≤ Csλ2

∫
Qw

e2sαϕ|y|(|roty|+ λ|roty|+ sλϕ|roty|)dx

+Csλ2

∫
Qw

ϕe2sϕ|∇(roty)||y|dx

≤ 1

2
sλ2||√ϕesαroty||2L2(Q) +

1

2s
|| 1
√
ϕ
∇(roty)||2L2(Q)

+Cs3λ4||ϕ
3
2 esαy||2L2(Qω).

En remplaçant dans (4.26), on obtient facilement (4.27) ce qui termine la preuve du Théorème4.3.

89



Chapitre 5

Conclusion
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Conclusion

L’étude de la contrôlabilité exacte pour les problèmes de Navier Stokes ainsi que pour les

problèmes de Stokes repose sur les inégalités de Carleman globales.

La nouveauté dans ce travail est d’obtenir une inégalité de Carleman globale pour les équa-

tions elliptiques générales non homogènes avec second membre dans H−1, celle ci joue un

rôle important pour établir une estimation sur la pression en fonction de la vitesse et de la

trace de la pression. Cette dernière constitue une étape majeure pour démontrer l’inégalité

de Carleman globale pour le problème de Navier Stokes linéarisé.
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