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Introduction.

En 1928, Sperner r�esolut le probl�eme: quelle est la taille maximum d'une

famille F de sous-ensembles de f1; : : : ; ng telle que aucun membre de la

famille ne contienne un autre. Il prouva que max jFj =
�

n

[n=2]

�
. Ce th�eor�eme

a eu des r�epercussions bien au del�a de ses attentes puisqu'il a �et�e g�en�eralis�e

�a un ordre quelconque ayant une fonction de rang et par suite le Th�eor�eme

de Sperner en d�ecoulait comme un cas particulier dans le sens o�u l'ordre

sera l'inclusion et la fonction de rang la cardinalit�e.

L'ampleur des r�esultats d�ecouverts a pris de telles proportions qu'une nou-

velle th�eorie s'est impos�ee d'elle même: C'est la th�eorie de Sperner (voir

par ex. [26] et [27]).

Notre contribution �a cette th�eorie a �et�e motiv�ee par deux faits: D'abord

�a partir des travaux de Bernd Voigt et Ingo Wegener [78] qui, en 1988,

avaient montr�e que la repr�esentation d'une fonction Bool�eenne sym�etrique
par un nombre minimum de monômes revient �a la d�etermination d'un re-

couvrement minimum par des intervalles de certains niveaux cons�ecutifs
fx = (x1; : : : ; xn) : ki �

Pn
j=1 � lig du treillis Bool�een Bn. Ils ont prouv�e

que ce nombre vaut maxf
�
n

ki

�
,
�
n

li

�
g. A partir de l�a, nous nous sommes

int�eress�es �a une g�en�eralisation de ce r�esultat, �a savoir, la recherche du nom-
bre minimum d'intervalles recouvrant un poset quelconque et bien sûr le
cas dual. En parlant en termes d'hypergraphes, si nous notons par H(P )
l'hypergraphe des intervalles de P dont les sommets sont les points de P
et dont les arêtes sont ses intervalles maximaux, nous �etudierons la relation

maxfjF j : F est un stable de H(P )g= minfjIj : I est un recouvrement
par arêtes de H(P )g. Plus tard, l'�etude du dual de H s'av�ere tout aussi
int�eressante.
La motivation �a cette recherche est d'autant plus forte lorsqu'on voit la
similitude qui existe avec le Th�eor�eme de Dilworth, en rempla�cant an-

tichâ�ne par stable et châ�ne par intervalle, c.�a.d. l'hypergraphe des châ�nes
maximales de P :

Th�eor�eme 0.1 [22] Soit P un poset. Alors maxfjAj : A est une antichâ�ne

de Pg= minfjCj : C est une partition de P en châ�nesg.

Ce Th�eor�eme est �a la base d'un bon nombre de travaux. Citons-en par
exemple [28], [54], [74], [79], : : : .
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Dans le premier Chapitre, nous rappelons les notions de base sur les posets

et les hypergraphes, puis nous introduisons la classe des hypergraphes des

intervalles d'un poset �a laquelle notre int�erêt s'est port�e.

Au deuxi�eme Chapitre, nous �etudions la complexit�e des probl�emes de re-

couvrement, de couplage, de stabilit�e et de coloration.

Le troisi�eme Chapitre est consacr�e aux op�erations d�e�nies sur les posets.

Nous examinons pour certaines d'entre elles, la pr�eservation ou la non-

pr�eservation des propri�et�es de K�onig, duale de K�onig ainsi que les pro-

pri�et�es fortes IS et IC.

Quant au quatri�eme Chapitre, il a pour objet l'�etude de l'hypergraphe des

intervalles du treillis Bool�een. Dans la premi�ere partie, nous �enon�cons les

r�esultats �etablis par Engel [25], puis dans la deuxi�eme partie, nous donnons

quelques valeurs du nombre de k-stabilit�e [14] et en�n, nous terminons ce

chapitre par l'�etude du nombre chromatique [12].

Dans le cinqui�eme Chapitre, nous d�eveloppons entre autres des algorithmes

polynomiaux pour prouver que les hypergraphes des intervalles de la classe
des ordres d'intervalles ont la propri�et�e de K�onig et la propri�et�e duale de
K�onig [10].

Dans le sixi�eme Chapitre, nous �etudions essentiellement la propri�et�e duale
de K�onig dans le cas g�en�eral et pour les classes des ordres SSSC et SSC [9].
Dans le septi�eme Chapitre, nous prouvons la propri�et�e de K�onig par la nor-
malit�e et la propri�et�e duale de K�onig par construction pour les hypergraphes
des intervalles des ordres s�erie-parall�eles [13].
Nous clôturons la th�ese par le huiti�eme Chapitre. La propri�et�e forte IS

est d�etermin�ee pour l'hypergraphe des intervalles du treillis lin�eaire et du
treillis des faces du n-cube.



Chapitre 1

Terminologie et concepts

g�en�eraux

Nous pr�esentons dans ce Chapitre quelques notions sur les posets et sur
les hypergraphes d'une mani�ere g�en�erale puis nous introduisons les hyper-

graphes associ�es aux posets auxquels notre int�erêt s'est port�e.

1.1 Concept de poset et notation

Un ensemble partiellement ordonn�e (P;�), en abr�eg�e poset, est un ensemble
P o�u la relation \ � " est r�e
exive, antisym�etrique et transitive.

Dans tout ce qui suivra, nous noterons bri�evement P au lieu de (P;�) si
aucun risque d'ambiguit�e ne se pose et nous ne nous int�eresserons qu'au cas
o�u P est �ni.

Un �el�ement y de P couvre x et on note y � x si y > x et si y � z > x, alors
y = z. Cette notion de couverture permet de repr�esenter tout poset P sous

forme d'un diagramme, appel�e: diagramme de Hasse dont la repr�esentation

se fait comme suit:
� A chacun des �el�ements de P est associ�e, de fa�con injective, un point du

plan.
� Si un �el�ement y couvre un �el�ement x, le point x sera reli�e au point y par

un segment de droite ascendant.

6
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On constate ainsi que deux �el�ements sont comparables ssi ils sont reli�es par

une ligne bris�ee ascendante.

Le dual de P , not�e P � est un poset ayant les mêmes sommets que P mais

ordonn�e par la relation \ �P � " d�e�nie par: x �P � y ssi x �P y.

Un poset est appel�e treillis si tout sous-ensemble �a deux �el�ements fx; yg
de P poss�ede une borne inf�erieure et une borne sup�erieure. Par exemple le

poset P de la Figure 1 est un treillis mais le poset Q ne l'est pas.

Q

Figure 1.

P

Un sous-ensemble I de P de la forme fv 2 P : p � v � qg (not�e par [p; q])
est appel�e intervalle. Si en plus p est un �el�ement minimal et q un �el�ement

maximal, alors I est appel�e intervalle maximal.

Deux posets P et Q sont dits isomorphes, et on note P ' Q, s'il existe
une application bijective ' de P dans Q v�eri�ant x �P y si et seulement si

'(x) �Q '(y).

Une fonction rang est une fonction r de P dans IN v�eri�ant r(x) = 0 si x est
un �el�ement minimal et r(y) = r(x)+1 si y � x. S'il existe une telle fonction

rang, on dira que P est rang�e et la valeur r(P )= maxx2P r(x) repr�esente

son rang.
Si P est rang�e, on d�e�nit son niveau i par: Ni(P ) = fx 2 P : r(x) = ig.
Le nombre Wi(P )= jNi(P )j est appel�e: i�eme nombre de Whitney pour tout

i = 0; : : : ; r(P ).
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6
2

r

1

0

N1(P )

N0(P )

N2(P )

Figure 2.

Les nombres de Whitney sont dits unimodaux s'il existe un nombre entier

h tel que: Wi(P ) � Wi+1(P ) pour i < h et Wi(P ) � Wi+1(P ) pour i � h.

Ils sont sym�etriques si Wi(P ) = Wr(P )�i(P ) pour tout i. Dans ce cas P est

dit de rang unimodal et de rang sym�etrique respectivement.
Les nombres de Whitney sont dits logarithmiquement concaves si pour tout
i, W 2

i (P ) � Wi�1(P )Wi+1(P ). Il est facile de v�eri�er que la concavit�e loga-
rithmique implique l'unimodalit�e.

Soit C un sous-ensemble de P . On dit que C est une châ�ne de P , si pour
toute paire d' �el�ements c1, c2 de C on a c1 � c2 ou c2 � c1. Une châ�ne est
not�ee par: C =(c0 < � � � < ck). L'entier k repr�esente sa longueur. Elle est

sym�etrique si r(c0) + r(ck) = r(P ).
Une familleL de châ�nes de P est une partition de P en châ�nes sym�etriques

si toute châ�ne de L est sym�etrique et chaque �el�ement de P est contenu
dans une unique châ�ne de L. Par exemple, dans la Figure 3, les châ�nes
repr�esent�ees en trait gras forment une partition en châ�nes sym�etriques de P .

Figure 3.

.......... ..

....

..

..

..

......P
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Une antichâ�ne est un sous-ensemble d'�el�ements de P incomparables deux �a

deux. Une antichâ�ne est aussi appel�ee famille de Sperner. Plus g�en�eralement,

une k-famille est une famille dans P ne contenant pas une châ�ne de longueure

k. Une 1-famille est une antichâ�ne. La taille maximum d'une antichâ�ne,

not�ee w(P ) est appel�ee largeur de P .

La relation entre châ�nes et antichâ�nes est donn�ee �a travers le Th�eor�eme

de Dilworth suivant.

Th�eor�eme 1.1 [22] Soit P un poset, alors maxfjAj : A est une antichâ�ne

de Pg= minfjCj : C est une partition de P en châ�nesg.

Figure 4.

P a la propri�et�e forte de Sperner si pour tout k la taille maximum d'une k-
famille est �egale �a la somme maximum de k nombres de Whitney. Un poset
est appel�e un poset de Peck si P est de rang unimodal, de rang sym�etrique
et a la propri�et�e forte de Sperner.

Si P poss�ede une d�ecomposition en châ�nes sym�etriques alors P est un poset
de Peck, mais la r�eciproque est fausse. Il su�t de voir le poset de la Figure
4 [27].

P est dit être de LYM si
P

x2A
1

jNr(x)j
� 1 pour toute antichâ�ne A de P .

Un sous-ensemble F de P est appel�e filtre, si y � x et x 2 F alors y 2 F .

P est de rang compress�e, si

P
x2F

r(x)

jF j
�
P

x2P
r(x)

jP j
pour chaque �ltre F de P .
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1.2 Exemples de posets classiques

Nous proposons ici quelques exemples de posets qui ont un int�erêt relative-

ment grand dans la th�eorie de Sperner.

1.2.1. Le treillis Bool�een.

Soit Bn le poset d�e�ni par Bn = (f0; 1gn;�) o�u la relation d'ordre est telle

que

a = (a1; : : : ; an) � b = (b1; : : : ; bn) ssi ai � bi pour tout i:

Bn est appel�e le treillis Bool�een. Par exemple, pour n = 3, nous obtenons

le poset de la Figure 5 et pour n = 4, celui de la Figure 3.

(1; 1; 1)

(1; 1; 0) (1; 0; 1) (0; 1; 1)

(1; 0; 0) (0; 1; 0) (0; 0; 1)

(0; 0; 0)

Figure 5.

Comme Bn = (f0; 1gn;�) et (P(f1; : : : ; ng);�) sont isomorphes (en con-
sid�erant l'application '(a) = fi : ai = 1g), il est possible de d�e�nir le treillis
Bool�een comme �etant le treillis de tous les sous-ensembles de f1; : : : ; ng or-
donn�e par inclusion.

L'application qui �a un �el�ement de Bn associe sa cardinalit�e d�e�nit une fonc-
tion de rang sur Bn. Ainsi, on voit que le nombre de Whitney vaut

�
n

i

�
.

Soient X et Y deux �el�ements de Bn de niveaux respectifs l et u. En sup-

primant tous les �el�ements de X dans chaque sous-ensemble qui se pr�esente
dans l'intervalle [X;Y ], nous obtenons l'isomorphisme entre [X;Y ] et Bu�l.

1.2.2. Le treillis S(k1; : : : ; kn).

Il est d�e�nit comme �etant l'ensemble de tous les n-uples a = (a1; : : : ; an)
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tels que 0 � ai � ki pour tout i = 1; : : : ; n. La relation d'ordre est telle que

a = (a1; : : : ; an) � b = (b1; : : : ; bn) ssi ai � bi pour tout i:

En particulier, le treillis Bn est isomorphe �a S(1; : : : ; 1).

L'isomorphisme entre S(k1; : : : ; kn) et �
n
i=1 (0 � 1 � � � � � ki) lui conf�ere

le nom de produit de châ�nes. Par exemple, pour n = 2, n1 = 3 et n2 = 5,

nous obtenons le poset de la Figure 6.

Figure 6.

S(3; 5)

S(k1; : : : ; kn) est rang�e par la fonction de rang, r(a) = a1 + � � �+ an et son
rang vaut k1 + � � �+ kn.
Les �el�ements du niveau i sont tous les n-uples dont la somme des com-
posantes est �egale �a i. Chacun de ces n-uples est en fait la d�ecomposition
de i en n parts o�u la j�eme part vaut au plus kj. On peut d�eduire de l�a que

Wi est le co�e�cient relatif �a ti dans le produit:

(1+t+t2+ � � �+tk1)(1+t+t2+ � � �+tk2) : : : (1+t+t2+ � � �+tkn) =
sX
i=0

Wi t
i:

Par exemple pour S(2; 4; 5), les nombres de Whitney sont donn�es par:
(1 + t + t2)(1 + t + t2 + t3 + t4)(1 + t + t2 + t3 + t4 + t5) = 1 + 3t + 6t2 +
9t3 + 11t4 + 12t5 + 11t6 + 9t7 + 6t8 + 3t9 + t10.

De plus, il n'est pas di�cile de voir que pour a � b, l'intervalle [a; b] est
isomorphe �a S(b1 � a1; : : : ; bn � an).

1.2.3. Le treillis des faces du n-cube.

Soit le n-cube suivant:
Qn =fx =(x1; : : : ; xn) 2 IRn: 0 � xi � 1g.
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Une face de Qn est un sous-ensemble F de la forme suivante:

F = fx 2 Qn : xi = 0 pour i dans I, xi = 1 pour i dans J et 0 � xi � 1

sinong, o�u I et J sont des sous-ensembles de [n], v�eri�ant I \ J = ;.
Le treillis Cn est l'ensemble des faces de Qn (auquel on rajoute un �el�ement

qui soit inf�erieur �a tous les �el�ements du niveau N0) ordonn�e par inclusion.

La Figure 7 repr�esente C2.

(x1; x2)

(0; x2) (1; x2) (x1; 0) (x1; 1)

(0; 0) (1; 1)(0; 1) (1; 0)

C2

Figure 7.

Cn est rang�e, puisque la fonction qui associe �a une face F de Qn, le nombre
de ses composantes libres d�e�nit une fonction de rang. Le nombre de Whit-
ney Wi vaut 2

n�i
�
n

i

�
. En e�et, le nombre de faces �a i composantes libres

�x�ees est �egal �a 2n�i. Comme le nombre de choix pour les composantes
libres est

�
n

i

�
, le r�esultat en d�ecoule.

Dans le Chapitre 8, nous montrons, entre autre, qu'un intervalle de Cn est
isomorphe �a un treillis Bool�een.

1.2.4. Le treillis lin�eaire. Le treillis lin�eaire Ln(q) est constitu�e de tous

les sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel V de dimension n sur le
corps de Galois GF (q), ordonn�e par inclusion. La Figure 8 illustre L3(2).
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L3(2)

Figure 8.

Notons que si V et W sont deux espaces vectoriels de même dimension
n sur le corps de Galois GF (q) et si Ln(V; q) (resp. Ln(W; q)) repr�esente
l'ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de V (resp de W ) ordonn�e par

inclusion alors Ln(V; q) et Ln(W; q) sont isomorphes. C'est cet isomorphisme
qui permet de simpli�er l'ecriture en notant le treillis lin�eaire seulement par
Ln(q).
La fonction de rang repr�esente la dimension. Le nombre de WhitneyWi est
�egal au nombre de sous-espaces vectoriels de dimension i sur V , c.�a.d. la

valeur du coe�cient de Gauss
�
n

i

�
q
[1] o�u

 
n

i

!
q

=
(qn � 1) � � � (qn�i+1 � 1)

(qi � 1) � � � (q � 1)

Dans le Chapitre 8, nous prouverons que tout intervalle [X;Y ] est isomor-

phe �a LdimY �dimX .

1.2.5. L'ordre d'intervalles. Un poset P est appel�e ordre des intervalles

s'il existe une application ' de P dans l'ensemble des intervalles ferm�es de la

droite r�eelle IR telle que pour tous p, q 2 P on a p < q ssi sup'(p) < inf '(q).
Par exemple le poset P de la Figure 9 est un ordre d'intervalles.
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On voit bien que l'ordre d'intervalles n'est pas rang�e et que tout intervalle

d'un ordre d'intervalles est isomorphe �a un ordre d'intervalles.

1.3 Concepts g�en�eraux sur les hypergraphes

La th�eorie des hypergraphes est vaste (voir par exemple [3]), nous ne nous

limiterons ici qu'aux d�e�nitions qui nous seront utiles. SoitX = fx1; : : : ; xng
un ensemble �ni et E= fEi : i 2 Ig une famille de parties de X v�eri�ant
pour tout i 2 I, Ei 6= ; et [i2IEi = X.
Le coupleH =(X; E) s'appelle hypergraphe de sommets x1; : : : ; xn et d'arêtes
E1; : : : ; Em. Son rang r(H) est la valeur de max jEj j.
Si toute arête de H a au plus deux �el�ements, l'hypergraphe sera appel�e un
graphe. Deux sommets x et y de H sont dits adjacents s'il existe une arête
de E qui les contienne et deux arêtes sont dites adjacentes si leur intersec-
tion est non vide.
La matrice d'incidence (ai;j) de H a n lignes (repr�esentant les sommets) et
m colonnes (repr�esentant les arêtes) et est d�e�nie par:

ai;j =

(
1 si xi 2 Ej

0 sinon

Un hypergraphe est dit unimodulaire si la matrice d'incidence est totale-
ment unimodulaire. Il est �equilibr�e (resp. totalement �equilibr�e) si sa matrice

d'incidence ne contient pas la matrice d'incidence du graphe Ck o�u k est
impair � 3 (resp. k 2 IN , k � 3).
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Le dual H� de H est l'hypergraphe dont la matrice d'incidence est �egale �a

la transpos�ee de la matrice d'incidence de H. Ses sommets sont les points

e1; : : : ; em (repr�esentant respectivement les arêtes E1; : : : ; Em de H) et ses
arêtes sont les sous-ensembles X1; : : : ;Xn (repr�esentant respectivement les

sommets x1; : : : ; xn de H) o�u pour tout j, Xj = fei : Ei 3 xjg.

L'hypergraphe partiel de H= (X; E) engendr�e par une famille F d'arêtes

de E est l'hypergraphe (XF ;F) o�u XF= [Ei2FEi. Le sous-hypergraphe de

H induit par un ensemble A � X, est l'hypergraphe HA= (A; EA) o�u EA
= fEi \A : Ei 2 E et Ei \A6= ;g. Il est facile de v�eri�er que le dual d'un
sous-hypergraphe de H est un hypergraphe partiel de l'hypergraphe dual

H�.

Soit x 2 X. Le degr�e de x, not�e degH(x), est le nombre d'arêtes de H
contenant x et le codegr�e de x et y dans H, not�e codegH(x; y) est le nombre
d'arêtes de H contenant x et y en même temps. Le degr�e maximum de H
est not�e par: �(H) =maxx2XdH(x):

L'indice chromatique de H, not�e �(H), est le nombre minimum de couleurs
n�ecessaires pour colorier les arêtes de H de tel sorte que deux arêtes qui

s'intersectent ont des couleurs di��erentes.

H est un hypergraphe normal si chaque hypergraphe partielH' a la propri�et�e
des arêtes color�ees, c.�a.d.

�(H0) = �(H0):

La normalit�e de H induit la même propri�et�e pour tous ses hypergraphes

partiels.

On dira qu'une famille d'ensembles E v�eri�e la propri�et�e de Helly si pour
E 0 � E, E \ E0 6= ; pour tout E;E0 2 E 0 alors: \E2E 0E 6= ;. Un hy-

pergraphe v�eri�e la propri�et�e de Helly si la famille de ses arêtes poss�ede la
propri�et�e de Helly.

Il est arbor�e s'il v�eri�e la propri�et�e de Helly et tout cycle de longueur � 3

admet 3 arêtes ayant une intersection non vide. Il est conforme si les arêtes
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de H sont les cliques maximales d'un graphe.

Une caract�erisation, due �a Gilmore [3], pour la conformit�e d'un hypergraphe

est: Pour toutes arêtes E1, E2, E3 de H, il existe une arête de H qui

contienne l'ensemble

(E1 \ E2) [ (E2 \ E3) [ (E1 \ E3):

Le lien existant entre la propri�et�e de Helly et la conformit�e d'un hyper-

graphe est donn�e par le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 1.2 [3] Un hypergraphe H est conforme si et seulement si son

dual H� v�eri�e la propri�et�e de Helly.

Le graphe repr�esentatif de l'hypergraphe H est un graphe simple, not�e
L(H), dont les sommets e1; : : : ; em repr�esentent respectivement les ensem-
bles E1; : : : ; Em et deux sommets ei et ej sont reli�es par une arête si et
seulement si Ei \ Ej 6= ; pour i 6= j.

Les graphes parfaits, introduits par Berge [4], sont les graphes G pour
lesquels �(G0) = �(G0) pour tous les sous-graphes induits G0 de G o�u �(G0)
repr�esente la cardinalit�e maximum d'un ensemble stable de G0 (c.�a.d. un
ensemble de sommets qui ne contient pas d'arêtes) et �(G0) la cardinalit�e
minimum d'un recouvrement de G0 par des cliques (c.�a.d. un ensemble de

sommets deux �a deux adjacents).

Plusieurs conditions su�santes existent pour la normalit�e d'un hypergraphe
[3]. Nous ne mentionnerons ici que celle qui nous int�eresse et qui est aussi

une condition n�ecessaire.

Th�eor�eme 1.3 Un hypergraphe H est normal si et seulement si H satisfait

la propri�et�e de Helly et L(H) est un graphe parfait.

H est dit Meng�erien si pour tout c 2 INn on a
maxf< 1; y > =y 2 Q(c) \ INmg= minf< c; t > =t 2 P (l) \ INng,
o�u
Q(c) = fy=y 2 IRm,y � 0; Ay � cg et P (l) = ft=t 2 IRn,t � 0; A�t � lg.
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Admet une k-
coloration �equitable
pour tout k � 2

Sans cycle � 3 Totalement
�equilibr�e
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Dual normal
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Sch�ema de quelques implications pour les principales classes
d'hypergraphes

( � : si rg (H) � 3).

Dans l'hypergraphe H = (X; E), un sous-ensemble A (resp. T ) de X est

appel�e ensemble stable ou ensemble ind�ependant (resp. recouvrement par

sommets ou ensemble transversal) de H si chaque arête de H contient au

plus un sommet de A (resp. au moins un sommet de T ). Un sous-ensemble
M (resp. R) de E est appel�e un couplage (resp. un recouvrement par arêtes

de H) si chaque sommet de X est contenu dans au plus un membre de M
(resp. au moins un membre de R).
Une famille de sous-ensembles C deX est une k-coloration forte des sommets

(que nous abr�egerons par k-coloration) si C est une partition de X en k
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ensembles stables A1,A2; : : : ; Ak, chacun d'eux correspond �a une couleur.

Un hypergraphe pour lequel il existe une k-coloration est dit k-colorable.

Posons,

�(H) := maxfjAj : A est un ensemble stable de Hg;

� (H) := minfjT j : T est un recouvrement par sommets de H g;

�(H) := maxfjMj : M est un couplage de Hg;

�(H) := minfjRj : R est un recouvrement par arêtes de Hg;


(H) := minfjCj : C est une coloration de Hg:

Ces nombres sont appel�es nombre de stabilit�e, nombre de recouvrement par

sommets, nombre de couplage, nombre de recouvrement par arêtes et nombre

chromatique de H respectivement.
Notons que tout hypergrapheH, v�eri�e �(H)� �(H) et �(H)� � (H) puisque
chaque arête d'un recouvrement par arêtes contient au maximumun �el�ement
d'un stable et chaque sommet d'un recouvrement par sommets appartient
�a au plus une arête d'un couplage.

H a la propri�et�e de K�onig si

�(H) = � (H):

Bien sûr �(H)= �(H�) et �(H)=� (H�). En e�et, �(H) repr�esente le nombre
maximum de lignes dans la matrice d'incidence M telles que les �el�ements
qui se situent sur l'intersection de chaque colonne de M avec l'ensemble

de toutes les lignes de la famille choisie sont tous �egaux �a z�eros sauf peut
être un �el�ement qui vaut 1, ce qui est �equivalent �a dire que c'est le nombre
maximum de colonnes dans la transpos�ee de M telles que les �el�ements qui
se situent sur l'intersection de chaque ligne deMT avec l'ensemble de toutes
les colonnes de la famille choisie sont tous �egaux �a z�eros sauf peut être un

�el�ement qui vaut 1 et cela repr�esente le couplage maximumde l'hypergraphe
qui a la transpos�ee de M comme matrice d'incidence, c.�a.d le dual H� de
H. La v�eri�cation de l'autre �egalit�e se fera de fa�con analogue.
Ainsi, on dira que H a la propri�et�e duale de K�onig si

�(H) = �(H):

Th�eor�eme 1.4 [3] Tout hypergraphe normal a la propri�et�e de K�onig.
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1.4 Hypergraphe des intervalles d'un poset

Soit P un poset et I l'ensemble de ses intervalles maximaux. L'hypergraphe

H(P )= (P;I(P )) dont les sommets sont les �el�ements de P et dont les arêtes

sont les intervalles maximaux de P est dit l'hypergraphe des intervalles de

P , nous �ecrirons bri�evement H= (P;I).
Pour un poset de rang r(P ), nous noterons par Pl;u le sous-poset induit par

l'union de niveaux cons�ecutifs [ui=lNi de P o�u l, u sont deux entiers tels

que 0 � l� u � r(P ). L'hypergraphe de ses intervalles maximaux sera not�e

bri�evement par Hl;u.

Nous dirons que H(P ) a la propri�et�e forte de K�onig (resp. propri�et�e forte

duale de K�onig) si Hl;u a la propri�et�e de K�onig (resp. duale de K�onig) pour

tous l, u.

Nous nous int�eresserons plus particuli�erement aux propri�et�es de K�onig et

duale de K�onig pour ces hypergraphes. L'exemple de la Figure 10 montre
qu'en g�en�eral, ces propri�et�es ne sont pas v�eri��ees.

�(H(P))= 3

�(H(P))= 4

�(H(P))= 3

�(H(P))= 4

�(H(P))= 1

Figure 10.

� (H(P))= 2
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Par contre, si on remplace intervalles maximaux par châ�nes maximales dans

nos d�e�nitions, alors l'hypergraphe obtenu a la propri�et�e de K�onig et la pro-

pri�et�e duale de K�onig. Les param�etres � = � (largeur de P ) et � = � (nom-

bre d'articulation de P , qui est la cardinalit�e minimum d'un sous-ensemble

qui intersecte toutes les châ�nes maximales) peuvent être d�etermin�es de

mani�ere polynomiale en utilisant les algorithmes de 
ôt maximum (voir par

ex. dans [26]).

Nous dirons queH(P ) a la propri�et�e du (l; u)-stable (bri�evement la propri�et�e

(l; u)-IS) si �(Hl;u) = maxfjNlj; jNujg. De fa�con analogue, nous dirons

que H(P ) a la propri�et�e du (l; u)-recouvrement par arêtes (bri�evement la

propri�et�e (l; u)-IC) si �(Hl;u) =maxfjNlj; jNujg.
Parceque les niveaux Nl et Nu repr�esentent des ensembles stables dans Hl;u,

les in�egalit�es maxfjNlj; jNujg � �(Hl;u) � �(Hl;u) sont toujours vraies.

Ainsi, la propri�et�e (l; u)-IC implique la propri�et�e (l; u)-IS.
Nous dirons que H(P ) a la propri�et�e forte IS (resp. propri�et�e forte IC) si
H(P ) a la propri�et�e du (l; u)-IS (resp. (l; u)-IC) pour tous l,u. La propri�et�e

forte IC implique aussi la propri�et�e forte IS et en particulier la propri�et�e
forte duale de K�onig.



Chapitre 2

Complexit�e algorithmique

2.1 Introduction

Le d�enombrement de toutes les solutions r�ealisables d'un probl�eme d'opt-
imisation combinatoire conduit certes �a la solution optimale en un temps
�ni mais sans doute rarement raisonnable. C'est pourquoi, le premier souci
du chercheur face �a son probl�eme est de d�evelopper dans la mesure du possi-
ble un algorithme polynomial pour sa r�esolution , c'est �a dire que le nombre

d'op�erations �el�ementaires n�ecessaires pour r�esoudre un exemple de taille n
est born�e par un polynôme en n. Ce type de probl�eme sera dit \facile".
La d�efaillance de la non-connaissance d'un algorithme polynomial et ceci
ne signi�e pas son inexistance a permis de voir nâ�tre et d�evelopper une
riche th�eorie, appel�ee: th�eorie de la complexit�e algorithmique. Elle com-

prendra les probl�emes faciles ainsi que d'autres, en particulier les probl�emes
NP-complets. Nous d�e�nirons bri�evement ces notions un peu plus tard
ainsi que l'utilit�e des r�eductions polynomiales. Le lecteur int�eress�e par une
�etude plus approfondie pourra se r�ef�erer �a l'ouvrage [35]. La th�eorie de
la compl�exit�e algorithmique s'est restreinte �a une classe de probl�emes ap-

pel�es \probl�emes de reconnaissance": Un probl�eme de reconnaissane est un

probl�eme dont les r�esultats ne peuvent prendre que l'une des deux valeurs

VRAI ou FAUX. La solution n'�etant pas donn�ee, on ne peut identi�er les
probl�emes de reconnaissance aux probl�emes d'optimisation combinatoire.

Mais �a tout probl�eme d'optimisation combinatoire, on peut associer un
probl�eme de reconnaissance. Plus pr�ecis�ement, tout probl�eme de minimisa-

tion (resp. maximisation), se ram�ene au probl�eme d'existence d'une solution
r�ealisable ayant une valeur au plus (resp. au moins) �egale �a un seuil donn�e.

21
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Listons-en quelques uns:

STABLE MAXIMUM.

Soit H(P ) l'hypergraphe des intervalles d'un poset rang�e P et soit k un

entier � jP j. Le probl�eme qui consiste �a d�eterminer s'il existe un ensem-

ble stable de cardinalit�e � k est le probl�eme de reconnaissance associ�e au

probl�eme du stable maximum. Bri�evement, il sera dit: Le probl�eme de re-

connaissance �(H(P )) � k (avec P et k donn�es).

RECOUVREMENT PAR ARETES MINIMUM.

Soit H(P ) l'hypergraphe des intervalles d'un poset rang�e P et soit k un en-

tier � jN0j � jNr(P )j. Le probl�eme qui consiste �a d�eterminer s'il existe un re-

couvrement par arêtes de cardinalit�e � k est le probl�eme de reconnaissance

associ�e au probl�eme de recouvrement par arêtes minimum. Bri�evement, il

sera dit: Le probl�eme de reconnaissance �(H(P )) � k (avec P et k donn�es).

COUPLAGE MAXIMUM.

Soit H(P ) l'hypergraphe des intervalles d'un poset rang�e P et soit k un en-
tier � min fjN0j;jNr(P )jg. Le probl�eme qui consiste �a d�eterminer s'il existe

un couplage de cardinalit�e � k est le probl�eme de reconnaissance associ�e au
probl�eme de couplage maximum. Bri�evement, il sera dit: Le probl�eme de
reconnaissance �(H(P )) � k (avec P et k donn�es).
RECOUVREMENT PAR SOMMETS MINIMUM.

Soit H(P ) l'hypergraphe des intervalles d'un poset rang�e P et soit k un

entier � jP j. Le probl�eme qui consiste �a d�eterminer s'il existe un recou-
vrement par sommets de cardinalit�e � k est le probl�eme de reconnaissance
associ�e au probl�eme de recouvrement par sommetsminimum. Bri�evement, il
sera dit: Le probl�eme de reconnaissance � (H(P )) � k (avec P et k donn�es).
COLORATION MINIMUM.

Soit H(P ) l'hypergraphe des intervalles d'un poset rang�e P et soit k un

entier � jP j le probl�eme qui consiste �a d�eterminer s'il existe une coloration
des sommets de P de cardinalit�e � k est le probl�eme de reconnaissance
associ�e au probl�eme de coloration minimum. Bri�evement, il sera dit: Le

probl�eme de reconnaissance 
(H(P )) � k (avec P et k donn�es).

La restriction �a la classe des probl�emes de reconnaissance a �et�e motiv�ee

par le r�esultat qui stipule que si le probl�eme de reconnaissance associ�e

�a un probl�eme d'optimisation combinatoire est di�cile alors le probl�eme
d'optimisation combinatoire auquel il est associ�e est lui même di�cile.

Il n'est pas clair que les probl�emes cit�es ci-dessus soient faciles puisque la
mani�ere la plus �evidente pour leur r�esolution est d'extraire tous les sous-
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ensembles de cardinalit�e au plus (resp. au moins) �egale �a k (qui sont au nom-

bre exponentiel) et de v�eri�er s'ils assurent la propri�et�e trait�ee. N�eanmoins,

on verra qu'ils sont de la classe NP-complet.

Pour d�e�nir la classe NP de mani�ere plus rigoureuse, il est n�ecessaire d'in-

troduire le concept d'algorithmes non d�eterministes. Ceux-ci sont une con-

struction abstrâ�te et ne peuvent être mis sur ordinateur, contrairement aux

algorithmes d�eterministes, �a cause d'une instruction CHOIX. Cette instruc-

tion op�ere sur un ensemble �ni, choisit un �el�ement de cet ensemble sans

sp�eci�er comment ce choix est e�ectu�e. Les algorithmes non d�eterministes

sont caract�eris�es par le fait que s'il existe une mani�ere d'e�ectuer le choix

qui conduise �a la r�eponse VRAI, c'est suivant cette mani�ere que le choix est

fait. Les algorithmes non d�eterministes permettent, sur le plan th�eorique,

de d�e�nir la classe NP. Un probl�eme appartient �a la classe NP s'il peut

être r�esolut en temps polynomial par un algorithme non d�eterministe. En

d'autres termes, si la solution est propos�ee, on peut v�eri�er en temps poly-

nomial que la r�eponse correspondante est VRAI. Par exemple, le probl�eme
de couplage est de la classe NP car si on se donne un entier positif k tel
que k � minfjN0j; jNr(P )jg, et un sous-ensembleM de I, on sait v�eri�er en

temps polynômial si jMj � k et si l'hypergraphe H a ou n'a pas un sommet
appartenant �a plus d'une arête de M. Il su�t de le v�eri�er sur tous les
sommets de H, c.�a.d au maximum jP j.
Les algorithmes d�eterministes constituent un cas particulier des algorithmes
non-d�eterministes mais la r�eciproque est une conjecture di�cile, rest�ee ou-
verte �a ce jour. Cependant, en absence de preuve, des r�eductions poly-

nômiales liant les probl�emes entre eux, restent un outil e�cace dans cette
th�eorie.
On dit qu'un probl�eme de reconnaissance P1 se r�eduit polynômialement �a
un autre probl�eme de reconnaissance P2 s'il existe un algorithme pour P1

qui fait appel (comme un sous-programme) �a un algorithme de r�esolution

de P2 et si cet algorithme de r�esolution de P1 est polynomial lorsque la
r�esolution de P2 est comptabilis�ee comme une op�eration �el�ementaire.

Un probl�eme de reconnaissance P est dit NP-complet si:

1- P appartient �a la classe NP.
2- Tout probl�eme de cette classe peut se r�eduire polynomialement �a lui.

La propri�et�e de NP-compl�etude est tr�es forte puisqu'elle signi�e que si on
a un algorithme polynomial pour un probl�eme NP-complet, alors on aurait

un algorithme polynomial pour tous les probl�emes de la classe NP.

Bas�es sur ces deux faits, beaucoups de chercheurs ont conjectur�e qu'il ne
pouvait exister un algorithme polynomial pour un probl�eme connu être
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NP-complet. La tendante est de croire �a l'hypoth�ese que la solution d'un

probl�eme qui est connu être NP-complet ne peut être donn�ee par le biais

d'un algorithme et que si l'algorithme existe, il serait forc�ement exponentiel

(c.�a.d que le nombre d'op�erations �el�ementaires n�ecessaires pour r�esoudre

son pire cas est exponentiel) et par suite impraticable sauf bien sûr pour

de tr�es petites valeurs de n. Ce n'est qu'en 1971 que S.Cook [21] prouva

l'existence d'un probl�eme NP-complet.

La notion de NP-compl�etude ne peut s'appliquer par d�e�nition qu'aux

probl�emes de reconnaissance. Le th�eor�eme qui suit nous donne le schema

g�en�eral du type de raisonnement utilis�e pratiquement (grâce �a la transitivit�e

de la r�eduction polynomiale), pour montrer qu'un probl�eme est NP-complet:

Th�eor�eme 2.1 Si le probl�eme P est NP-complet et si on peut mettre en

�evidence une r�eduction polynomiale de P �a un probl�eme P 0 de la classe NP,

alors P 0 est NP-complet.

La r�eduction polynômiale utilis�ee est \la transformation polynômiale": Les

donn�ees de P sont transform�ees par un algorithme polynômial en les donn�ees
de P 0 de telle sorte que la r�eponse �a P 0 est VRAI ssi la r�eponse �a P est VRAI.

2.2 NP-compl�etude de quelques probl�eme re-

latifs �a l'hypergraphe des intervalles d'un

poset

Nous utiliserons le formalisme cit�e ci-dessus pour prouver la NP-compl�etude:

2.2.1 Probl�eme de stablilit�e et de recouvrement par

arêtes

Th�eor�eme 2.2 [9] Les probl�emes de reconnaissance �(H(P))� k et �(H(P))
� k o�u P et k sont donn�es sont NP-complets.

Preuve. Il n'est pas di�cile de voir que ce sont des probl�emes de la classe

NP. Pour la NP-compl�etude, nous r�eduisons les probl�emes de reconnaissance
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du stable et du recouvrement par arêtes dans les hypergraphes quelconques

�a nos probl�emes. Rappelons que pour un hypergraphe H = (V;E), on

d�e�nit:

�(H)= maxfjAj : A � V et il n'existe pas d'arête de H contenant deux

points de Ag,
�(H)= minfr : il existe un recouvrement de tous les sommets avec r arêtesg.

Il est bien connu [35], que les probl�emes de reconnaissance �(H)� k et

�(H)� k sont NP-complets.

La construction de la r�eduction polynômiale se fera comme suit:

Soit H = (V;E) un hypergraphe quelconque, nous d�e�nissons un poset P

sur trois niveaux N0, N1 et N2 par

N0 = E;N1 = V [ f1; : : : ;mg et N2 = fm+ 1; : : : ; 2m+ 1g

et l'ordre par

ei < vj si vj 2 ei ; i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n;
ei < i; i = 1; : : : ;m;
vj < m+ 1; j = 1; : : : ; n;

i < m+ 1 + i; i = 1; : : : ;m:

Par exemple, si V = fv1; v2; v3; v4; v5; v6g et E = fe1; e2; e3; e4; e5g o�u
e1 = fv1; v3g, e2 = fv1; v2; v4g, e3 = fv1; v3; v4; v5g, e4 = fv2; v5g et
e5 = fv3; v4; v6g, nous obtenons le poset illustr�e dans la Figure 1:

Figure 1.

v1 v2 v3 v4 v5 v6 1 2 3 4 5

e1 e2 e3 e4 e5

6 7 8 9 10 11
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Montrons que �(H(P )) =�(H)+m. L'in�egalit�e �(H(P )) � � (H) +m

s'ensuit en remarquant que les �el�ements 1; : : : ;m de P rajout�es �a un en-

semble stable de H, produit un ensemble stable de l'hypergraphe H(P ).
Puisque chaque utilisation de ei peut être remplac�ee par i dans un ensemble

stable de H(P ), nous pouvons restreindre notre attention �a de tels ensem-

bles stables (de H(P )) et obtenons alors �(H(P )) �m��(H).
Similairement, nous pouvons v�eri�er que �(H(P )) =�(H)+m puisque si R
est un ensemble d'arêtes de H recouvrant tous les sommets de V , alors nous

pouvons obtenir un recouvrement des sommets de H(P ) par les arêtes de
f[ei;m + 1 + i] : 1 � i � mg[f[ei;m] : ei 2 Rg. Comme chaque recouvre-

ment de H(P ) doit contenir un tel ensemble, l'�egalit�e s'ensuit. �

Notons que dans le cas du treillis Bool�een, Paul [55] prouvait la NP-compl�etude

du probl�eme de recouvrement par arêtes.

2.2.2 Probl�eme de couplage

Th�eor�eme 2.3 [10] Le probl�eme de reconnaissance �(H(P ))� k o�u P et k

sont donn�es est NP-complet.

Preuve. Il n'est pas di�cile de voir que c'est un probl�eme qui appartient
�a la classe NP. Pour prouver la NP-compl�etude, nous r�eduisons le probl�eme
de reconnaissance �(H(P))� k, qui est NP-complet d'apr�es le Th�eor�eme
2.2, �a notre probl�eme. Soit P un poset, nous d�e�nissons un nouveau poset

Q sur l'union disjointe Q = P [ I(P ) [ P 0, o�u P 0 = fp0 : p 2 Pg (copie de
P ) et o�u l'ordre est la fermeture transitive des relations suivantes:

Pour p 2 P; I 2 I(P ) on a p <Q I;

pour I 2 I(P ); p0 2 P on a I <Q p
0 ssi p 2 I.

Ainsi, pour l'hypergraphe H(P ) = (P;I(P )) o�u P est le poset illustr�e dans

la Figure 2,
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p1 p2

p3 p4 p5 p6

p7 p8

Figure 2.

nous obtenons le poset Q suivant:

p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8

I1 I2 I3 I4

p01 p02 p03 p04 p05 p08p07p06

Figure 3.

�(H(P )) = �(H(Q)) puisque pour un ensemble stable A de H(P ) les inter-
valles [p; p0] avec p 2 A forment un couplage de H(Q) et pour un couplage
donn�e, f[p1; q01]; : : : ; [pt; q

0
t]g de H(Q), les �el�ements q1; : : : ; qt forment un

ensemble stable de H(P ). �
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2.2.3 Probl�eme de recouvrement par sommets

Th�eor�eme 2.4 [10] Le probl�eme de reconnaissance � (H(P )) � k o�u P et

k sont donn�es est NP-complet.

Preuve. Il est facile de voir que le probl�eme appartient �a la classe NP. Pour

prouver la NP-compl�etude, nous r�eduisons le probl�eme de reconnaissance

�(H(P))� k, qui est NP-complet d'apr�es le Th�eor�eme 2.2 �a notre probl�eme.

Soit P un poset, nous d�e�nissons un nouveau poset Q sur l'union disjointe

Q = P [ I(P ) [ I 0(P ) [ P 0, o�u I 0(P ) = fI 0 : I 2 I(P )g (copie de I(P )) et
P 0 = fp0 : p 2 Pg (copie de P ) et o�u l'ordre est la fermeture transitive des

relations suivantes:

Pour p 2 P; I 2 I(P ) on a p <Q I ssi p 2 I;
pour I 2 I(P ); I 0 2 I 0(P ) on a I <Q I

0;

pour I 0 2 I(P ); p0 2 P 0 on a I 0 <Q p
0 ssi p 2 I.

Par exemple pour le poset P de la Figure 2, nous obtenons le poset Q
ci-dessous.

p1 p2 p3 p4 p5 p6 p8p7

I1 I2 I3 I4

I 01
I 02 I 03 I 04

p01 p02 p03 p04 p05 p06 p07 p08

Figure 4.
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Nous avons �(H(P )) = � (H(Q)). L'in�egalit�e \ � " s'ensuit en observant

que pour un recouvrement par arêtes R de H(P ), le même ensemble R est

un recouvrement par sommets de H(Q) puisque pour chaque p 2 P il existe

un arête I 2 R contenant p, et chaque intervalle [p; q0] dans Q contient ce

I par construction.

Prouvons l'in�egalit�e dans l'autre sens. Soit T un recouvrement par sommets

de H(P ). Construisons un ensemble R d'arêtes de H(P ) comme suit:

Pour p 2 T \ P , prenons n'importe quel Ip contenant p, pour I 2 T \ I
prenons ce I, pour I 0 2 T \ I 0 prenons aussi ce I et pour p0 2 T \ P 0

prenons n'importe quel Ip contenant ce p. Il est clair que jRj � jT j (il se
pourrait qu'il y ait une r�ep�etition des arêtes). Notre ensemble R est un

recouvrement par arêtes de H(P ) puisque pour p 2 T \ P ou p0 2 T \ P 0

nous avons p 2 Ip 2 R et pour p 62 T \ P , p0 62 T \ P 0, il existe forc�ement

I 2 T \I ou I 0 2 T \I 0 tel que p < I < p0 resp. p < I 0 < p0 qui impliquent

par construction que p 2 I 2 R: �

2.2.4 Probl�eme de coloration

Notons tout d'abord que les hypergraphes des intervalles d'un poset de
nombre chromatique �egal �a 2 peuvent être reconnus en temps polynômial

puisque la relation 
(H(P )) � 2 est �equivalente �a P est un poset biparti.

Th�eor�eme 2.5 [12] Le probl�eme de reconnaissance 
(H(P))� k o�u P et

k sont donn�es est NP-complet.

Proof. Il n'est pas di�cile de voir que ce probl�eme appartient �a la classe
NP. Nous prouverons la NP-compl�etude par une r�eduction polynômiale du
probl�eme de coloration dans les graphes �a notre probl�eme.
Pour un graphe G = (V;E), le nombre chromatique 
(G) est donn�e par


(G) = min f k, il existe une partition des sommets de G en ensembles de

sommets deux �a deux non adjacentsg.
Il est connu (voir [35]) que le probl�eme de reconnaissance 
(G) � k est
NP-complet pour k > 2. A pr�esent, nous pr�esentons une construction qui

conduit �a la relation 2
(G) = 
(H(P )).
Notons les sommets de G par v1; : : : ; vn et les arêtes par e1; : : : ; em. Nous

associons �a G le poset P = Q*�Q o�u Q est le poset d'incidence de G, c.�a.d.
P = E [V [V 0[E0, o�u V 0 = fv0 : v 2 V g (copie de V) et E0 = fe0 : e 2 Eg
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(copie de E) et o�u l'ordre est donn�e de la mani�ere suivante:

Pour e 2 E; v 2 V on a e < v ssi v est une extremit�e de e dans G;

pour v 2 V; v0 2 V 0 on a v < v0;

pour v0 2 V 0; e0 2 E0 on a v0 < e0 ssi v est une extremite de e dans G.

Par exemple si V = fv1; : : : ; v5g et E = fe1; : : : ; e5g avec e1 = fv1; v2g,
e2 = fv2; v3g, e3 = fv3; v4g, e4 = fv4; v5g et e5 = fv5; v3g, nous obtenons le
poset illustr�e dans la Figure 5.

e1 e2 e3 e4 e5

e01 e02 e03 e04 e05

v1 v2 v3 v4 v5

v01 v02 v03 v04 v05

Figure 5.

Montrons que G est t-colorable ssi H(P ) est 2t-colorable pour t > 2.

Pour une coloration fC1; : : : ; Ctg de G dont le couleurs sont choisies parmi

l'ensembleC =f�1; : : : ; �tg, nous attribuerons aux sommets deH les couleurs
suivantes:
Pour e 2 E, e prendra n'importe quelle couleur � 2 C pourvu qu'elle soit

di��erente des couleurs de ses sommets adjacents dans G. Pour v 2 V , v

recevra la même couleur qu'il a dans G. Pour v0 2 V 0, v0 recevra la couleur
�0 2 C0 = f�01; : : : ; �

0
tg (avec �

0
i 6= �0j pour tout i 6= j) si � est la couleur de

v. Pour e0 2 E0, e0 recevra la couleur �0 2 C0 si e a la couleur �.
De cette mani�ere, nous obtenons une 2t-coloration deH(P ). Ainsi 
(H(P )) �
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2
(G).

Inversement, siH(P ) admet une 2t-coloration, alors il existe soit dans le pre-

mier niveau de P soit dans le deuxi�eme au plus t couleurs. D'o�u l'existence

d'une k-coloration des sommets de G avec k � t. Ainsi, nous obtenons

2
(G) � 
(H(P )). �



Chapitre 3

Quelques op�erations sur les

posets

Di��erentes op�erations peuvent être d�e�nies sur deux ou plusieurs posets.
Dans ce chapitre, nous les rappelons et examinons pour quelques unes

d'entre elles la pr�eservation ou la non-pr�eservation des propri�et�es de K�onig et
duale de K�onig ainsi que les propri�et�es fortes IS et IC, c.�a.d. nous r�epondons
�a la question suivante: SiH(P ) etH(Q) ont une des quatre propri�et�es, qu'en
est-il deH(P �Q)? (� est une op�eration quelconque). A la �n de ce chapitre,
nous reprenons le tableau r�ecapitulatif de [6] dans lequel sont repr�esent�ees

les propri�et�es de: Sperner(S), la d�ecomposition en châ�nes sym�etriques (SC),
Peck, LYM, rang compress�e (RC) et sur lequel nous ins�erons nos propri�et�es.
Dans ce qui suivra les posets sont suppos�es �nis et rang�es.

3.1 La somme directe

La somme directe ou union disjointe de deux posets P et Q est le poset
P +Q sur l'union P [Q tel que x � y dans P +Q si x,y 2 P et x �P y ou

x,y 2 Q et x �Q y. La somme directe de P avec lui-même n fois est not�ee

par nP . En particulier une antichâ�ne est isomorphe �a n 1. Par exemple, si
P et Q sont les posets illustr�es dans la Figure 1

32
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P Q

Figure 1.

nous obtenons ci-dessous, le diagramme de Hasse de P +Q

P +Q

Figure 2.

La somme directe ne pr�eserve ni la propri�et�e forte IC, ni la propri�et�e forte
IS. Voir le poset de la Figure 2 o�u l'on a �(H(P +Q)) = �(H(P +Q)) = 6.
A partir des formules � (H(P +Q)) = � (H(P )) + � (H(Q)), �(H(P +Q)) =

�(H(P ))+�(H(Q)), �(H(P +Q)) = �(H(P ))+�(H(Q)) et �(H(P +Q)) =
�(H(P )) + �(H(Q)), nous pouvons a�rmer que la somme directe pr�eserve
la propri�et�e de K�onig et la propri�et�e duale de K�onig.

3.2 La somme lin�eaire

La somme lin�eaire de deux posets P et Q est le poset P � Q sur l'union

P [Q tel que x � y dans P �Q si x,y 2 P et x �P y, ou x,y 2 Q et x �Q y,
ou x 2 P et y 2 Q. Par exemple, une châ�ne de longueur n est isomorphe
�a 1 � � � � � 1 (n fois). Pour tracer le diagramme de Hasse de P � Q, on

trace d'abord celui de P , puis au-dessus de lui celui de Q et on relie tous

les �el�ements maximaux de P �a tous les �el�ements minimaux de Q.
La Figure 3 repr�esente le diagramme de Hasse de P �Q si P et Q sont les
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posets de la Figure 1.

P
L
Q

Figure 3.

Les posets construits seulement �a partir de la somme directe et de la somme
lin�eaire sont appel�es posets s�erie-parall�eles. Nous les �etudierons plus en

d�etail dans le Chapitre 7.

Th�eor�eme 3.1 Si H(P ) et H(Q) ont la propri�et�e forte IC, alors H(P �Q)
a la propri�et�e forte IC.

Preuve. Soient l; u 2 N tels que 0 � l � u � r(P �Q). Si u � r(P ), alors
(P�Q)l;u est isomorphe �a Pl;u et par suite �(H((P�Q)l;u)) = �(H((P )l;u)) =
maxfjNl(P )j; jNu(P )jg = maxfjNl(P�Q)j; jNu(P�Q)jg. Si l > r(P ), alors
(P �Q)l;u est isomorphe �a Ql�r(P )�1;u�r(P )�1 et par suite �(H((P �Q)l;u)) =
�(H((Q)l�r(P )�1;u�r(P )�1)) = maxfjNl�r(P )�1(Q)j; jNu�r(P )�1(Q)jg = maxf
jNl(P �Q)j; jNu(P �Q)jg.
Supposons maintenant que l � r(P ) < u et soitNl((P�Q)l;u) = fa1; : : : ; asg
(resp. Nu((P � Q)l;u) = fb1; : : : ; btg l'ensemble des �el�ements minimaux
(resp. maximaux) de (P � Q)l;u. Consid�erons la famille d'arêtes I(k) de

H((P � Q)l;u) telles que I(k) = f[aj; bj]; j = 1; : : : ; kg. Soit R �egal �a I(s)

si s = t, I(s) [ f[as; bj]; j = s + 1; : : : ; tg si s < t et I(t) [ f[aj; bt]; j =

t+1; : : : ; sg si t < s. Il n'est pas di�cile de voir que R est un recouvrement

par arêtes de H((P �Q)l;u) de taille maxfjNl(P �Q)j; jNu(P �Q)jg, c.�a.d.
H(P �Q) a la propri�et�e forte IC. �
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Remarque 3.1 De la preuve du Th�eor�eme 3.1, nous pouvons dire que si

H(P ) et H(Q) ont la propri�et�e duale de K�onig, alors l'hypergrapheH(P�Q)
a la propri�et�e duale de K�onig.

Th�eor�eme 3.2 Si H(P ) et H(Q) ont la propri�et�e forte IS, alors H(P �Q)
a la propri�et�e forte IS.

Preuve. Soient l; u 2 N tels que 0 � l � u � r(P � Q). Si u � r(P ) ou

l > r(P ), alors la conclusion est analogue �a la preuve du Th�eor�eme 3.1.

Soit l � r(P ) < u et A un ensemble ind�ependant de H((P � Q)l;u).

Parceque chaque �el�ement de la copie de P est reli�e �a chaque �el�ement de

la copie de Q (dans P � Q), nous obtenons A � (P � Q)l;r(P ) ou A �
(P �Q)r(P )+1;u. Supposons sans perte de g�en�eralit�e que A � (P �Q)l;r(P ).

D'o�u �(H((P � Q)l;u)) � �(H(Pl;r(P ))). Si �(H(Pl;r(P ))) = jNl(P )j, alors
�(H((P � Q)l;u)) = jNl(P )j. Si �(H(Pl;r(P ))) = jNr(P )(P )j, alors on a
aussi �(H((P � Q)l;u)) = jNl(P )j. En e�et, supposons le contraire, c.�a.d.
il existe un ensemble ind�ependant de taille sup�erieure �a jNl(P )j. Donc,
il existe fi; fj 2 A \ (P � Q)l;r(P ), p 2 Nl(P � Q) tels que p < fi et

p < fj. Or, pour tout q 2 (P � Q)r(P )+1;u, fi < q et fj < q. Ainsi fi
et fj sont dans la même arête [p; q] de H((P � Q)l;u), absurde et donc
�(H((P �Q)l;u)) = jNl(P )j = jNl(P �Q)j. �

3.3 Le produit direct

Le produit direct (ou cart�esien) de deux posets P et Q est le poset P �Q sur

l'ensemble f(x; y) : x 2 P et y 2 Qg tel que (x; y) � (x0; y0) dans P � Q si
x �P x

0 et y �Q y
0. Le produit direct de P avec lui-même n fois est not�e par

P n. Pour tracer le diagramme de Hasse de P �Q, on trace le diagramme
de P , on remplace chaque �el�ement x de P par une copie Qx de Q, et on

relie les �el�ements correspondant de Qx et Qy si x et y sont reli�es dans P .

Par exemple, si P et Q repr�esentent respectivement les posets (1 + 1) � 1

et 1� (1 + 1) , nous obtenons le diagramme de P �Q ci-dessous:
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P �Q

Figure 4.

Le produit direct ne pr�eserve ni la propri�et�e forte IC ni la propri�et�e forte

IS. En e�et, le poset P �Q illustr�e dans la Figure 4 v�eri�e �(H(P �Q)) =
�(H(P �Q)) = 4.

Soient H1 = (V1; E1) et H2 = (V2; E2) deux hypergraphes. Leur produit est

d�e�nie par H1 � H2 = (V1 � V2; E1 � E2) o�u E1 � E2 = fE1 � E2 : Ei 2
Ei; i = 1; 2g. En remarquant que la transpos�ee du produit de Kronecker de
deux matrices (d'incidences) est �egal au produit de Kronecker des trans-
pos�ees des deux matrices (d'incidences), nous pouvons d�eduire que pour
tous hypergraphes H1 et H2 nous avons

(H1 �H2)
� = H�

1 �H
�
2:

D'autre part (voir [3])

�(H1) �(H2) � �(H1 �H2) � � (H1 �H2) � � (H1) � (H2):

De plus, dans le cas de nos hypergraphes d'intervalles nous avons encore

H(P1 � P2) = H(P1)�H(P2):

Ces relations permettent d'�etablir le th�eor�eme qui suit:

Th�eor�eme 3.3 Si H(P ) et H(Q) ont la propri�et�e de K�onig (resp. duale

de K�onig), alors H(P �Q) a la propri�et�e de K�onig (resp. duale de K�onig).

Preuve.

1. Supposons que H(P ) et H(Q) ont la propri�et�e de K�onig. Des relations
�(H(P )) = � (H(P )) et �(H(Q)) = � (H(Q)), nous d�eduisons

�(H(P ) �H(Q)) = � (H(P )�H(Q));
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c.�a.d.

�(H(P �Q)) = � (H(P �Q)):

2. Supposons que H(P ) et H(Q) ont la propri�et�e duale de K�onig. Comme

�(H�(P )) = � (H�(P )) et �(H�(Q)) = � (H�(Q)), nous d�eduisons

�(H�(P )�H�(Q)) = � (H�(P )�H�(Q));

c.�a.d.

�((H(P ) �H(Q))�) = � ((H(P )�H(Q))�);

ou encore

�(H�(P �Q)) = � (H�(P �Q)):

�

3.4 Le produit lin�eaire

Le produit lin�eaire de deux posets P et Q est le poset P 
Q sur l'ensemble
f(x; y) : x 2 P et y 2 Qg tel que (x; y) � (x0; y0) dans P 
 Q si x = x0 et
y �Q y0, ou x <P x0. Pour tracer le diagramme de Hasse de P 
 Q, on
trace le diagramme de P , on remplace chaque �el�ement x de P par une copie

Qx de Q, et on relie chaque �el�ement maximal de Qx avec chaque �el�ement
minimal de Qy si y couvre x dans P . Par exemple, si P et Q repr�esentent
les posets de la Figure 5

P Q

Figure 5.

nous obtenons le diagramme de P 
Q qui suit
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P 
Q

Figure 6.

Le produit lin�eaire ne pr�eserve pas les propri�et�es fortes IS et IC. Il su�t de
voir la Figure 6 o�u on a �(H((P 
Q)0;4)) = �(H((P 
Q)0;4)) = 7

3.5 Le produit direct par rang�es

Soient P et Q deux posets v�eri�ant r(P ) � r(Q) et r(P ) � r(Q)(mod2) et

soit Q' un poset obtenu �a partir de Q en posant des châ�nes de longueur
1
2(r(P )� r(Q)) au-dessus (resp. au- dessous) de Q. Ainsi construit, Q' est
de même rang que P . Le produit direct par rang�e de P et Q est le poset
P �r Q induit par [mi=0Ni(P ) � Ni(Q

0). Par exemple, si P et Q sont les
posets repr�esent�es ci-dessous
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P Q

Figure 7.

le diagramme de P �r Q sera

P �r Q

Figure 8.

Le produit direct par rang�e ne pr�eserve pas les propri�et�es fortes IS et IC.
Voir la Figure 8 o�u on a �(H(P �r Q)) = �(H(P �r Q)) = 5.

3.6 L'exponentiation

Soient P et Q deux posets. L'exponentiel QP est le poset sur l'ensemble
de toutes les applications f : P 7! Q pr�eservant l'ordre (c.�a.d. x �P y

implique f(x) �Q f(y)) et telles que f � g si f(x) � g(x) pour tout x 2 P .
Consid�erons �a titre d'exemple, les posets P = 1�1 et Q = (1+1)� (1+1).

Le poset exponentiel QP est isomorphe au sous-poset de Q�Q induit par

l'ensemble f(x; y) : x �Q yg (voir Figure 9).
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Figure 9.
QP

De cet exemple, on peut d�eduire que l'exponentiation ne pr�eserve pas les

propri�et�es IS et IC puisque �(H(QP )) = �(H(QP )) = 4.

Tableau r�ecapitulatif.

Posons m = r(P ) et n = r(Q).

P +Q P� Q P �Q P 
Q P �r Q QP

m = n m = n

S non [6] oui non [6] oui [6] non [62] non [6]

SC oui non [6] oui [18][44] non [6] oui [62] non [6]

Peck oui non [6] oui [19] non [6] oui [62] non [6]

LYM non [6] oui non [6] oui [6] oui [62] non [6]

RC non [6] oui [6] oui [24] oui [6] non [6] non [6]

K�onig oui ? oui ? ? ?

D. de K�onig oui oui oui ? ? ?

forte IS non oui non non non non

forte IC non oui non non non non

Notons que dans le cas des quatre derni�eres propri�et�es, il n'est pas n�ecessaire
de supposer que P et Q soient de même rang. De plus, il est sous-entendu

qu'on parle en termes d'hypergraphes, c.�a.d r�epondre �a la question: SiH(P )
et H(Q) ont une de ces (quatre) propri�et�es, qu'en est-il de H(P �Q)?



Chapitre 4

Hypergraphe des intervalles de

sous-posets du treillis Bool�een

Soit Bn le treillis Bool�een et soient l, u deux entiers tels que 0 < l < u < n.
D�esignons par

P = Pn;l;u = fX � [n] : l � jXj � ug

le sous-poset de Bn induit par l'union des niveaux cons�ecutifs Nl; : : : ; Nu.

Dans [78] et dans le Chapitre 6, il est prouv�e que H(P ) a la propri�et�e forte
duale de K�onig. Dans la premi�ere section de ce chapitre, nous �enon�cons
principalement les r�esultats �etablis par ENGEL [25]. La propri�et�e forte
de K�onig n'est pas r�ealis�ee mais l'�etude des param�etres � et � est autant
int�eressante que di�cile du fait qu'elle se ram�ene aux probl�emes extr�emaux

dans les ensembles. Dans la deuxi�eme section, la notion de k-stabilit�e, qui
n'est autre que la g�en�eralisation de la stabilit�e est introduite. Nous pro-
posons dans certains cas des valeurs exactes et d'autres cas des bornes.
Quant �a la troisi�eme section, nous la r�eservons �a l'�etude du nombre chro-
matique dans cette classe d'hypergraphes.

4.1 Couplage et recouvrement par sommets

Soit H = Hn;l;u = (P;I) l'hypergraphe des intervalles de P . Notons
bri�evement �n;l;u (resp. �n;l;u) au lieu de � (Hn;l;u) (resp. �(Hn;l;u)). Au

41
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courant de cette premi�ere section, nous aurons surtout a�aire qu'�a un type

de recouvrement, nous �ecrirons bri�evement recouvrement au lieu de recou-

vrement par sommets. La pr�ecision sera donn�ee d�es qu'il y a un risque de

confusion.

Proposition 4.1 Il existe m0 2 fl; : : : ; ug tel que

�n;l;u � b

�
n

m0

�
�
u�l
m0�l

�c � d

�
n

m0

�
�
u�l
m0�l

�e � �n;l;u:

Preuve. Soit M un couplage de Hn;l;u et soit I une arête de M. Pour

X 2 P de rang m, consid�erons la fonction

f(X; I) :=

(
1 siX 2 I
0 sinon

Parceque I est isomorphe �a Bu�l, nous avons

X
I2M

X
X2P

f(X; I) = jMj

 
u� l

m� l

!

et X
X2P

X
I2M

f(X; I) �

 
n

m

!
;

c.�a.d.

jMj

 
u� l

m� l

!
�

 
n

m

!
pour tout m 2 fl; : : : ; ug.

ou encore,

jMj �

�
n

m

�
�
u�l
n�l

� = f(m) pour tout m 2 fl; : : : ; ug:

Etudions la s�equence ff(m)g.
f(m+1) � f(m) est �equivalente �a m+1�l

m+1 � u�m
n�m

c.�a.d. �a m � ln�n+u
n+l�u . Si on

pose m0 = d ln�n+u
n+l�u

e, alors f(m) � f(m0) pour tout m 2 fl; : : : ; ug. Ainsi,

jMj � b

�
n

m0

�
�
u�l
m0�l

�c:
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D'o�u �n;l;u � b
( n

m0
)

( u�l
m0�l

)
c.

Cette valeur repr�esente aussi une borne pour �n;l;u. Avant de le prouver,

d�eterminons le nombre d'intervalles g(m) de In;l;u contenant un �el�ement X

quelconque de Pn;l;u du niveau m, m 2 fl; : : : ; ug. Nous avons

g(m) = jfY 2 Bn : jY j = l et Y � XgjjfY 2 Bn : jY j = u et X � Y gj:

Parceque fY 2 Bn : Y � Xg (resp. fY 2 Bn : X � Y g) est isomorphe

�a Bm (resp. Bn�m), nous d�eduisons que g(m) =
�
m

l

��
n�m
u�m

�
.

Etudions la s�equence fg(m)g.
L'in�egalit�e g(m + 1) � g(m) est �equivalente �a m+1

m+1�l
� n�m

u�m
et donc �a

m � ln�n+u
n+l�u

. Par suite g(m) � g(m0) pour tout m 2 fl; : : : ; ug, ce qui

signi�e que tout �el�ement d'un recouvrement T couvre au plus
�
m0

l

��
n�m0

u�m0

�
arêtes. Or il y a exactement

�
n

u

��
u

l

�
arêtes, alors

jT j �

�
n

u

��
u

l

�
�
n�m0

u�m0

��
m0

l

� =

�
n

m0

�
�
u�l
m0�l

�

et

�n;l;u � d

�
n

m0

�
�
u�l
m0�l

�e:
En conclusion,

�n;l;u � b

�
n

m0

�
�
u�l
m0�l

�c � d

�
n

m0

�
�
u�l
m0�l

�e � �n;l;u:

�

Remarque 4.1 Soit m0 = d ln�n+u
n+l�u e. Si

( n

m0
)

( u�l
m0�l

)
n'est pas entier, les param�e-

tres �n;l;u et �n;l;u sont distincts et par suite la propri�et�e forte de K�onig n'est

pas v�eri��ee.

Les nombres de couplage sont reli�es par la relation de recurrence suivante:

Proposition 4.2 [72] Pour tous 0 � l < u � n nous avons:

�n;l;u � �n�1;l;u + �n�1;l�1;u�1:
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Ici, les probl�emes relax�es sont r�esolus et les valeurs �a l'optimumsont donn�ees.

Ces derni�eres repr�esentent naturellement des bornes pour les nombres de

couplage et de recouvrement. D�e�nissons ces probl�emes:

4.1.1 Nombres fractionnaires

Un couplage fractionnaire de H est une fonction f : I �! R+ telle que

X
I2I:X2I

f(I) � 1 pour toutX 2 P

et un recouvrement fractionnaire de H est une fonction g : P �! R+ telle

que X
X2P :X2I

g(X) � 1 pour tout I 2 I:

Le nombre de couplage fractionnaire ��n;l;u et le nombre de recouvrement

fractionnaire � �n;l;u sont d�e�nis par

��n;l;u := maxf
P

I2I f(I) : f est un couplage fractionnaire de Hg;

� �n;l;u := minf
P

X2P g(X) : g est un recouvrement fractionnaire de Hg:

Proposition 4.3 [25] Nous avons

��n;l;u = � �n;l;u = min
l�m�u

�
n

m

�
�
u�l
m�l

�

Remarque 4.2 Soit f un recouvrement par arêtes fractionnaire de H
c.�a.d. une fonction f : I �! R+ telle que

X
I2I:X2I

f(I) � 1 pour toutX 2 P

et g un stable fractionnaire de H c.�a.d. une fonction g : P �! R+ telle que

X
X2P :X2I

g(X) � 1 pour tout I 2 I:
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Le nombre de recouvrement par arêtes fractionnaire ��n;l;u et le nombre de

stabilit�e fractionnaire ��n;l;u sont d�e�nis par

��n;l;u := minf
P

I2I f(I) : f est un recouvrement fractionnaire de Hg;

��n;l;u := maxf
P

X2P g(X) : g est un stable de Hg:

Les mêmes fonctions f et g introduites dans la preuve de la Proposition 4.3

f(I) :=
1�

m0

l

��
n�m0

u�m0

�
et

g(X) :=

8<
:

0 si jXj 6= m0
1

( u�l
m0�l

)
si jXj = m0

repr�esentent respectivement un recouvrement par arêtes fractionnaire et un

stable fractionnaire de H. De plus une preuve similaire produit

��n;l;u = ��n;l;u = max

( 
n

l

!
;

 
n

u

!)
:

Les nombres de couplages fractionnaires sont reli�es par la relation de recur-
rence

Proposition 4.4 [25] Nous avons ��n;l;u � ��n+1;l;u+1.

Et entre le nombre de recouvrement et le nombre de recouvrement fraction-
naire, nous avons

Proposition 4.5 [25] Pour � < l et � > u, nous avons

�n;l;u � � �n;�;�����;l��;u��:

4.1.2 D�etermination de quelques bornes pour le nom-

bre de couplage et de recouvrement

Commen�cons par donner la formulation du couplage et du recouvrement

sous forme de probl�emes extrêmaux dans les ensembles.
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Le probl�eme du couplage consiste �a trouver le nombre maximumd'intervalles

disjoints deux �a deux. Deux intervalles [X1; Y1] et [X2; Y2] s'intersectent ssi

il existe C tel queX1 � C � Y1 etX2 � C � Y2, c.�a.d. ssi X1[X2 � Y1\Y2.
Par cons�equent, [X1; Y1] et [X2; Y2] ont une intersection vide ssi X1 6� Y2 ou

X2 6� Y1.

D'autre part, l'intervalle [Xi; Yi] est maximal ssi Xi � Yi, jXij = l, jYij = u,

i = 1; 2. Posons Y = [n]nY le compl�ementaire de Y . Avec ces con-

sid�erations, nous avons:

[X1; Y1] et [X2; Y2] forment une paire d'intervalles disjoints ssi X1 \ Y2 6= ;
ou X2 \ Y1 6= ;, et Xi \ Yi = ;, jXij = l, jYij = u, i = 1; 2. En posant p := l

et q := n � u, la Proposition ci-dessous en d�ecoule:

Proposition 4.6 [25] �n;p;n�q est �egal au nombre maximum v d'�el�ements

dans deux familles ordonn�ees A = (A1; : : : ; Av) et B = (B1; : : : ; Bv) de

sous-ensembles de [n] avec les propri�et�es jAij = p, jBij = q, Ai \ Bi = ;,
i = 1; : : : ; v, et Ai \Bj 6= ; ou Aj \Bi 6= ; pour tous 1 � i < j � v. �

Dans [72], Tuza prouvait que le nombre maximum v ne peut exc�eder le

nombre (a+b)a+b

aabb
. Cette borne a �et�e d�etermin�ee d'une mani�ere tout �a fait

di��erente dans [25]. En rempla�cant \ou" par \et", dans la condition de la
Proposition 4.6, Bollob�as [8] puis plus tard Tarj�an [70] ont prouv�e que ce

maximum vaut
�
p+q
p

�
. Frankl [34] et Kalai [43] prouvaient, en utilisant des

m�ethodes alg�ebriques dûes �a Lov�asz [49], que cette borne reste valable si on
supprime \ou Aj \Bi 6= ;". Pour un survey, voir [73].

Le probl�eme de recouvrement consiste �a trouver le nombre maximum t

d'�el�ements de P tels que chaque intervalle maximal contient au moins un
de ces �el�ements. Nous avons X � C � Y ssi X � C et C \ Y = ;. D'o�u la
proposition:

Proposition 4.7 [25] �n;p;n�q est �egal au nombre minimum t d'�el�ements

dans une famille C = fC1; : : : ; Ctg de sous-ensembles de [n] avec la propri�et�e
que pour tous sous-ensembles A et B de [n] avec jAj = p, jBj = q, A\B = ;,
il existe C 2 C tel que A � C et C \B = ;.

On appelle une famille C satisfaisant les propri�et�es de la Proposition 4.7 une

(n; t; p; q)-corecouvrement et l'hypergraphe HC = ([n]; C) un hypergraphe de
(n; t; p; q)-corecouvrement. De plus, on d�e�nit une famille de (t; n; p; q)-

Sperner par la famille D = fD1; : : : ;Dng de n sous-ensembles de [t] ayant
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la propri�et�e que pour tous sous-ensembles A, B de [n] avec jAj = p, jBj = q,

A \B = ;, alors \j2ADj 6� [j2BDj. L'hypergraphe HD = ([t];D) est alors
appel�e un hypergraphe de (t; n; p; q)-Sperner.

L'hypergraphe dual de H = ([n]; fC1; : : : ; Ctg) est l'hypergraphe H� =

([t]; fD1; : : : ;Dng) o�u Dj = fi 2 [t] : j 2 Cig.

Soit dt;p;q le nombre maximumm pour lequel il existe une famille (t;m; p; q)-

Sperner.

Th�eor�eme 4.1 [25] Nous avons �n;p;n�q = minft : dt;p;q � ng.

En particulier pour p = q = 1, la famille (t;m; 1; 1)-Sperner repr�esente une

famille de Sperner et donc le Th�eor�eme de Sperner produit dt;1;1 =
�

t

b t2 c

�
.

Par quelques e�orts techniques et en s'aidant de l'approximation de Stirling,
le Corollaire 4.1 en d�ecoule

Corollaire 4.1 [25] Nous avons

�n;1;n�1 � log2 n+
1

2
log2log2 n+ c:

o�u c est une constante.

Th�eor�eme 4.2 [25] Soit 0 < p � q < p + q + 1 � n. Alors

 
p + q + 1

p

!
� �n;p;n�q � ��n;p;n�q <

(p + q)p+q

ppqq
:

Si, en plus, n � p + q +maxfp; qg, alors

2

 
p + q

p

!
�

 
p+ q � 2

p � 1

!
� �n;p;n�q:

Th�eor�eme 4.3 [25] Nous avons pour tout � > 0,

(1��) (p+q�2)p+q�2

(p�1)p�1(q�1)q�1 log2 (n�p�q+1) � �n;p;n�q �
(p+q)p+q

ppqq
((p+q)log n+1)

o�u pour la borne inf�erieure, n est suppos�e su�samment grand.
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La borne inf�erieure peut être am�elior�ee si p resp. q est �egal �a 1.

Th�eor�eme 4.4 [25] Nous avons �n;1;n�q � qlog2 n� qlog2 q:

Une �el�egante preuve probabiliste produit le r�esultat

Th�eor�eme 4.5 [25]. Il existe une constante c1 telle que

�n;p;n�q � (p + q � 1)2p+qlog n+ c1:

4.1.3 Quelques valeurs exactes pour les nombres de

couplage et de recouvrement par sommets

Ici quelques valeurs exactes de nos deux param�etre sont donn�es soit �a travers
une d�eduction des pr�ec�edents th�eor�emes ou propositions soit �a travers des

constructions. Nous avons les r�esultats suivants:

Proposition 4.8 [25] Si u � n+l2

l+1 , alors �n;l;u =
�
n

l

�
.

Proposition 4.9 [25] Si l � n�1
2 et u = l + 1, alors �n;l;u =

�
n

l

�
.

Th�eor�eme 4.6 [25]

a) Si l 2 f1; 2g et u � n+l2

l+1 , alors �n;l;u =
�
n

l

�
.

b) Si p 2 f1; 2g et n � p+ q + b q
p
c, alors �n;p;n�q �

�
p+q+b q

p
c

p

�
:

Supposons que l � bn
2c � 1 et soit C = fC1; : : : ; C(n�1

l )
g une d�ecomposition

en châ�nes sym�etriques de (Bn�1)l;l+1. Notons Ci = (pi � qi) pour tout i =

1; : : : ;
�
n�1
l

�
et posons C 0

i = ((pi [ fng) � (qi [ fng)). Parceque l'ensemble

f[pi; qi [ fng]; i = 1; : : : ;
�
n�1
l

�
g forme un couplage de (H(Bn))l;l+2, nous

pouvons d�eduire l'in�egalit�e �n;l;l+2 �
�
n�1
l

�
. D'autre part, chaque intervalle

d'un couplage contient exactement deux �el�ements du niveauNl+1(Bn). D'o�u

�n;l;l+2 � 1
2

�
n

l+1

�
, c.�a.d.

 
n � 1

l

!
� �n;l;l+2 �

1

2

 
n

l + 1

!
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pour tout l � bn
2
c � 1.

En particulier, les deux bornes sont �egales si n est pair et l = n
2
� 1 mais

elles sont asymptôtiquement �egales si n est impair et l = n�1
2
� 1. Ainsi, le

Th�eor�eme 4:7 en d�ecoule:

Th�eor�eme 4.7

a) Si n est pair et l = n
2
� 1, alors �n;l;l+2 =

1
2

�
n
n
2

�
.

b) Si n est impair et l = n�1
2
� 1, alors �n;l;l+2 � 1

2

�
n

n�1
2

�
.

4.2 Nombre de k-stabilit�e

Dans cette partie, nous introduisons la notion de k-stabilit�e, qui g�en�eralise

celle de la stabilit�e (k = 1) et l'�etudions toujours dans notre hypergraphe
H = Hn;l;u des intervalles de P = Pn;l;u. Nous supposons encore ici que
l � n� u.

Un ensemble de points A de P = Pn;l;u est dit k-stable si chaque arête de H
contient au plus k �el�ements de A. D�esignons par

�n;k;l;u := maxfjAj : A est un ensemble k-stable de Hg

le nombre de k-stabilit�e.
Pour k = 1, �n;1;l;u = maxf

�
n

l

�
;
�
n

u

�
g [78].

Th�eor�eme 4.8 Si k � 2u�l, alors

�n;k;l;u � kmaxf

 
n

l

!
;

 
n

u

!
g:

Preuve. Soit R un recouvrement de H par un nombre minimum d'arêtes.
Parceque jRj = maxf

�
n

l

�
;
�
n

u

�
g, nous pouvons d�eduire que

jAj =
X
I2R

jA \ Ij � kjRj = kmaxf

 
n

l

!
;

 
n

u

!
g:

�

Remarque 4.3 L'union des niveaux Nl [ Nu est un ensemble 2-stable de

H. Avec le Th�eor�eme 4.8, nous obtenons la relation

�n;2;l;n�l = 2

 
n

l

!
:
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Th�eor�eme 4.9 Si k � n, alors

�n;k;1;n � b
n(k + 1)

2
c

Preuve. Consid�erons les deux familles

A := ffig : i = 1; : : : ; ng [ ffi; i+ jg : i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; pg si k =

2p + 1; et

A0 := ffig : i = 1; : : : ; ng [ ffi; i+ jg : i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; p� 1g[
ffi; i+ bn2 cg : i = 1; : : : ; bn

2
cg si k = 2p

o�u l'addition est modulo n.

A et A' sont des ensembles k-stables dans Hn;1;n. Nous examinerons seule-

ment le cas impair. Le cas pair se fera d'une mani�ere similaire.

Soit k = 2p + 1 et j 2 f1; : : : ; pg. Ecrivons d'abord l'ensemble ffi; i+ jg;
i = 1; : : : ; ng sous la forme Aj = ff1; j+1g; f2; j+2g,: : : ; fn�j; ng,f1; n�
j + 1g,f2; n � j + 2g; : : : ; fj; ngg et montrons que dans A, les paires sont
sans r�ep�etitions.
Supposons le contraire, alors il existe un �el�ement fi0; i0 + j0g qui se r�ep�ete
au moins deux fois.

Cas 1. fi0; i0 + j0g se r�ep�ete dans un certain Aj.

Alors fi0; i0 + j0g = fi0; n� j0 + i0g et donc j0 =
n
2 . Mais j0 � p implique

n � 2p < k et ainsi une contradiction.

Cas 2. fi0; i0 + j0g 2 Aj1 \Aj2 avec j1 6= j2.
Alors on a ou bien:
fi0; i0 + j0g 2 ff1; j1 + 1g; : : : ; fn� j1; ngg \ ff1; j2 + 1g; : : : ; fn� j2; ngg
(resp.ff1; n� j1 + 1g; : : : ; fj1; ngg \ ff1; n � j2 + 1g; : : : ; fj2; ngg)
ou bien fi0; i0+j0g 2 ff1; j1+1g; : : : ; fn�j1; ngg\ff1; n�j2+1g; : : : ; fj2; ngg
(resp. ff1; j2 + 1g; : : : ; fn� j2; ngg \ ff1; n� j1 + 1g; : : : ; fj1; ngg).
Dans le premier cas, nous obtenons j0 = j1 = j2 qui est en contradiction

avec notre supposition et dans le second cas nous obtenons j0 = j1 = n� j2
(resp. j0 = j2 = n � j1) c.�a.d., j1 + j2 = n. Mais j1 + j2 � p + p = 2p < n

et l�a encore une contradiction.

Par suite,

jAj = n+ pn =
n(k + 1)

2
:

A est un ensemble k-stable puisque chaque �el�ement de f1; : : : ; ng apparait
exactement dans deux sous-ensembles de Aj. Par cons�equent, cet �el�ement
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existe 1 + 2p = k fois dans les sous-ensembles de A. �

Notons que pour k > n, l'in�egalit�e �n;k;1;n � bn(k+1)
2

c peut être fausse

puisque �4;7;1;4 = 14.

Proposition 4.10 �n;k;l;u est la taille maximum d'une famille F de sous-

ensembles de [n] avec la propri�et�e que pour tous X, Y de [n] avec jXj = l,

jY j = n�u et X \ Y = ; alors X \ ([k+1
i=1

�

F i) 6= ; ou Y \ ([k+1
i=1 Fi) 6= ; d�es

que F1; : : : ; Fk+1 2 F .

Preuve. En e�et, A est un ensemble k-stable de Hn;l;u ssi chaque intervalle

[p; q] of In;l;u ne contient pas k+1 �el�ements de A. Ceci est �equivalent �a dire:

Pour tous p; q 2 P , p � q, jpj = l, jqj = u et pour tous Fi1; : : : ; Fik+1 2 A,

il existe j0 2 [k + 1] tel que p 6� Fij0 ou Fij0 6� q c.�a.d., p 6� \k+1
j=1Fij ou

[k+1
j=1Fij 6� q. Il s'ensuit alors que,

A est un ensemble k-stable de Hn;l;u ssi, pour tous p, q dans P avec p\q = ;

on a p \ (\k+1
j=1Fij) 6= ; ou ([k+1

j=1Fij) \ q 6= ; d�es que Fi1; : : : ; Fik+1 2 A.
En posant X = p et Y = q, nous obtenons le r�esultat. �

Th�eor�eme 4.10 Nous avons

�n;k;l;n � b
k + l

l + 1

 
n

l

!
c

Preuve.

Soit A un ensemble k-stable de Hn;l;n. D�e�nissons, pour chaque sous-
ensemble X �a l �el�ements de [n] et chaque �el�ement Y de A, la fonction

f(X;Y ) =

(
1 si X � Y;

0 sinon.

Posons,
A1 := fX 2 A : jXj = lg;
A2 := fX 2 A : jXj � l + 1g:

Comptons la somme
P
X;Y

f(X;Y ) de deux mani�eres di��erentes.

Parceque chaque sous-ensemble �a l �el�ements est contenu dans au plus k
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�el�ements de A, nous avons d'une part

X
X;Y

f(X;Y ) =
X
X

X
Y

(X�Y )

1 �
X
X

k = k

 
n

l

!
:

D'un autre part,

X
Y

X
X

f(X;Y ) =
X
Y 2A1

X
X

f(X;Y ) +
X
Y 2A2

X
X

f(X;Y );

o�u,

X
Y 2A1

X
X

f(X;Y ) =
X
Y 2A1

1 = jA1j

et X
Y 2A2

X
X

f(X;Y ) �
X
Y 2A2

(l+ 1) = (l + 1)jA2j:

Comparant les deux expressions de
P
X;Y

f(X;Y ), nous d�eduisons

(l + 1)jA2j+ jA1j � k

 
n

l

!

c.�a.d.,

(l + 1)jAj = (l + 1)(jA1j+ jA2j) � k
�
n

l

�
+ ljA1j � k

�
n

l

�
+ l
�
n

l

�
;

et donc, jAj �bk+l
l+1

�
n

l

�
c. �

En combinant les Th�eor�emes 4.9 et 4.10, nous obtenons le corollaire ci-

dessous.

Corollaire 4.2 Pour k � n, nous avons

�n;k;1;n = b
n(k + 1)

2
c:
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Remarque 4.4 �n;k;l;u peut être interpr�et�e comme �etant la taille maximum

d'une s�equence F de sous-ensembles distincts de [n] avec la propri�et�e que

j \k+1
i=1 Fij < l ou j [k+1

i=1 Fij > u d�es que F1; : : : ; Fk+1 2 F .

Ainsi, �a partir du Corollaire 4.2, nous pouvons dire que

maxfjFj : F � [n] et il n'existe pas k + 1 �el�ements de F avec une intersec-

tion non vide g = bn(k+1)
2

c:
Cette valeur correspond aussi, d'apr�es la Proposition 4.10 avec u = n, �a la

taille maximum d'une famille F de sous-ensembles de [n] tels que chaque

ensemble �a l �el�ements de [n] est contenu dans au plus k membres de F ,
k � n.

Remarque 4.5 Consid�erons une famille F de sous-ensembles de [n] �a l+1

�el�ements avec la propri�et�e:

j \ki=1 Fij < l ou j [ki=1 Fij > u d�es que F1; : : : ; Fk 2 F . Il est facile de voir

que Nl [ F est un ensemble k-stable de Hn;l;u. Ainsi,

�
n

l

�
+ max jFj � �n;k;l;u:

Pour k = 2 et u = n, il a �et�e vu par Kirkman [45] dans les cas n �
0; 1; 2; 3 mod 6 et par Sch�onheim [63] dans les autres cas que si l = 2,

max jFj = bn3 b
n�1
2 cc � " o�u

" =

(
1 si n � 5 mod 6

0 sinon

et si l = 3 Hanani [41] a prouv�e dans les cas n � 1; 2; 3; 4 mod 6, Mills [52]

et Brouwer [16] dans le cas n � 0 mod 6 et Best [5] pour v 2 f5; 11g que

max jFj = bn
4
bn�1

3
bn�2

2
ccc:

D'un autre côt�e, Roedl [61] a montr�e que lim
n!1

max jFj (l+ 1)
�
n

l

��1
= 1.

Nous d�eduisons �a partir du Th�eor�eme 4:10 que,

�n;2;2;n = b43

�
n

2

�
c si n � 1; 3 mod 6;

�n;2;2;n 2 fb43

�
n

2

�
c; b43

�
n

2

�
c � 1g si n � 5 mod 6;

�n;2;3;n = b54
�
n

3

�
c si n � 2; 4 mod 6;
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et pour n su�samment grand,

 
n

l

!
+ (1� ")

�
n

l

�
l+ 1

� �n;2;l;n �

 
n

l

!
+ b

�
n

l

�
l + 1

c pour tout " > 0:

Th�eor�eme 4.11 Pour k � n nous avons

�n;k;1;n�1 � b
n(k + 2)

2
c et �n;n;1;n�1 � 2n +

 
n

2

!

Preuve. Il n'est pas di�cile de voir que les familles

B := ffig; i = 1; : : : ; ng [ ffi; i+ jg; i = 1; : : : ; n et j = 1; : : : ; p � 1g [
Nn�1 si k = 2p et B0 :=ffig; i = 1; : : : ; ng [ ffi; i+ jg; i = 1; : : : ; n et

j = 1; : : : ; p� 1g [ ffi; i+ bn2 cg; i = 1; : : : ; bn
2
cg [ Nn�1 si k = 2p + 1

sont des ensembles k-stables Hn;1;n�1 de cardinalit�e bn(k+2)
2

c (l'addition se

fait modulo n).

De plus, pour k = n, l'union des niveaux N1, N2 et Nn�1 est un ensemble

n-stable de Hn;1;n�1 de cardinalit�e 2n +
�
n

2

�
. �

Th�eor�eme 4.12 Pour l < bn2 c, nous avons

�n;k;l;n�l � b
k + l + 1

l + 1

 
n

l

!
+

�
n

l

�
l+ 1

(
n(l � 1) + kl � 2l2

n � 2l
)c

Preuve. Soit A un ensemble k-stable de Hn;l;n�l.
Pour un �el�ement X de A et un intervalle I de I =In;l;n�l, consid�erons la
fonction f d�e�nie par

f(X; I) =

(
1 si X 2 I;
0 sinon.

Posons,

A1 := fX 2 A : jXj = lg;

A2 := fX 2 A : jXj = n� lg:

A3 := fX 2 A : l + 1 � jXj � n� l � 1g:
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Commepr�ec�edemment, nous comptons de deux mani�eres di��erentes la quan-

tit�e
P
X;I

f(X; I).

A partir de la d�e�nition d'un ensemble k-stable, nous obtenons

P
I2I

P
X2A

f(X; I) =
P
I2I

P
X2A\I

1 �
P
I2I

k = kjIj = k
�
n

l

��
n�l
n�2l

�
= k

�
n

l

��
n�l
l

�
:

Maintenant, parceque A = A1 [A2 [A3, nous d�eduisonsP
X2A

P
I2I

f(X; I) =
P

X2A1

P
I2I

f(X; I) +
P

X2A2

P
I2I

f(X; I) +
P

X2A3

P
I2I

f(X; I);

avec,

P
X2A1

P
I2I

f(X; I) = jA1j
�
n�l
n�2l

�
= jA1j

�
n�l
l

�
;

P
X2A2

P
I2I

f(X; I) = jA2j
�
n�l
l

�
;

P
X2A3

P
I2I

f(X; I) =
P

X2A3

�
r(X)
l

��
n�r(X)
n�l�r(X)

�
=

P
X2A3

�
r(X)
l

��
n�r(X)

l

�
:

Les deux s�equences f
�
i

l

�
g et f

�
n�i
l

�
g sont logarithmiquement concaves donc

leur produit f
�
i

l

��
n�i
l

�
g est aussi logarithmiquement concave et par cons�equent

il est unimodal c.�a.d.,

minf

 
l + 1

l

! 
n� (l+ 1)

l

!
;

 
n� l � 1

l

! 
n� (n� l � 1)

l

!
g �

 
i

l

! 
n� i

l

!

pour tout i, l + 1 � i � n� l � 1.
Il s'ensuit,

jA1j

 
n� l

l

!
+ jA2j

 
n� l

l

!
+ jA3j

 
n� l� 1

l

!
(l + 1) � k

 
n

l

! 
n � l

l

!
:

Puisque jA3j = jAj � jA1j � jA2j, nous obtenons

jAj

 
n� l � 1

l

!
(l + 1) � k

 
n

l

! 
n� l

l

!
+ (jA1j+ jA2j)(

 
n� l� 1

l

!
(l + 1)

�

 
n� l

l

!
)

qui conduit �a

jAj � b
k + l + 1

l + 1

 
n

l

!
+

�
n

l

�
l + 1

(
n(l � 1) + kl � 2l2

n� 2l
)c
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puisque jA1j �
�
n

l

�
et jA2j �

�
n

n�l

�
=
�
n

l

�
. �

A partir du Th�eor�eme 4.11 et du Th�eor�eme 4.12, nous avons

�n;n;1;n�1 = 2n +
�
n

2

�
;

�n;3;1;n�1 = 5n
2

si n est pair;

�n;3;1;n�1 2 fb5n2 c; b
5n
2
c + 1g si n est impair;

et

b
n(k + 2)

2
c � �n;k;1;n�1 � b

n(k + 2)

2
+
k

2
c si k � n:

Un k-couplage fractionnaire resp. un k-recouvrement par arêtes de H est
une fonction f : I�!R+ telle que

X
I2I:
X2I

f(I) � k pour toutX 2 P resp.
X
I2I:
X2I

f(I) � k pour toutX 2 P:

Un k-stable fractionnaire resp. un k-recouvrement par sommets de H est

une fonction g : P�!R+ telle que

X
X2P :
X2I

g(X) � k pour tout I 2 I resp.
X
X2P :
X2I

g(X) � k pour tout I 2 I:

Posons,

��n;k;l;u(H) :=maxf
P

I2I f(I) : f est un k-couplage fractionnaire de H g,
��n;k;l;u(H) :=minf

P
I2I f(I) : f est un k-recouvrement par arêtes de Hg,

��n;k;l;u(H) :=maxf
P

X2P g(X) : g est un k-stable fractionnaire de Hg,
� �n;k;l;u(H) :=minf

P
X2P g(X) : g est un k-recouvrement par sommets de H

g.

En multipliant par k le couplage, le recouvrement par sommets, le stable et

le recouvrement par arêtes fractionnaires d�e�nis dans la premi�ere partie de
ce chapitre, nous obtenons la proposition suivante
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Proposition 4.11 On a

a. ��n;k;l;u(H)= ��n;k;l;u(H)= kmaxf
�
n

l

�
;
�
n

u

�
g,

b. � �n;k;l;u(H) =�
�
n;k;l;u(H) =k min

l�m�u

(nm)
(u�lm�l)

.

4.3 Sur le nombre chromatique

Dans le Chapitre 2, nous avons v�eri��e la NP-compl�etude du probl�eme de

coloration dans les hypergraphes des intervalles d'un poset. Nous proposons

dans cette partie de donner quelques valeurs exactes ou asymptôtiques du

nombre chromatique 
(H(Pn;l;u)) que nous notons bri�evement par 
n;l;u.

Rappelons qu'une famille de sous-ensembles de Pn;l;u est une k-coloration

de Hn;l;u si elle forme une partition de Pn;l;u en k sous-ensembles sta-

bles C1; : : : ; Ck o�u chacun d'eux correspond �a une couleur. Par exemple
l'hypergraphe H4;1;3 admet une 5-coloration. Elle est donn�ee par la parti-
tion fC1; : : : ; C5g o�u C1 = ff1g; f2g; f3g; f4gg; C2 = ff1; 2g;
f3; 4gg; C3 = ff1; 3g; f2; 4gg; C4 = ff1; 4g; f2; 3gg; C5 = ff1; 2; 3g; f1; 2; 4g;
f1; 3; 4g; f2; 3; 4gg: Plus pr�ecis�ement nous avons dans ce cas 
4;1;3 = 5:

Le probl�eme du nombre chromatique dans le cas du treillis Bool�een se
ram�ene aux probl�emes dans la th�eorie du \design". Rappelons-en quelques
notions.
Un syst�eme stable P (t; k; n) d'ordre n est une paire (Q; q), o�u Q est un en-
semble �a n �el�ements et q est une collection de sous-ensembles �a k �el�ements

de Q appel�es blocs, ayant la propri�et�e que chaque sous-ensemble �a t �el�ement
de Q doit être un sous-ensemble d'au plus un bloc de q. En particulier,
P (2; 3; n) est appel�e syst�eme triple stable PT d'ordre n (bri�evementPT (n)).
Un PT est optimal s'il n'existe pas de PT de même ordre avec plus de blocs.
Spencer [67] prouvait qu'un PT optimal a bn3 b

n�1
2 cc triplets pour n 6� 5

(mod 6) et bn3b
n�1
2 cc � 1 triplets pour n � 5 (mod 6).

Deux PTs, (Q; q1) et (Q; q2), sont dits disjoints si q1 \ q2 = ;. Si nous rem-

pla�cons \au plus" par \exactement" dans la d�e�nition du syst�eme stable,
nous dirons qu'il s'agit d'un syst�eme de Steiner S(t; k; n). En particulier, un
S(2; 3; n) est appel�e syst�eme triple de Steiner STS d'ordre n (bri�evement

STS(n)). De tels syst�emes existent ssi n � 1 ou 3 (mod 6).

Par exemple, deux disjoints STSs d'ordre 7 sont donn�es par:
S1=ff1; 2; 3g; f1; 4; 5g; f1; 6; 7g; f2; 4; 6g; f2; 5; 7g; f3; 4; 7g; f3; 5; 6gg
S2=ff1; 2; 4g; f1; 3; 7g; f1; 5; 6g; f2; 3; 5g; f2; 6; 7g; f3; 4; 6g; f4; 5; 7gg.
Il est facile de voir que le nombre maximum de STS d'ordre n disjoints

deux �a deux est au plus n � 2. Si ce nombre vaut exactement n � 2,
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alors l'ensemble de tous les triplets peut être partitionn�e en n� 2 STS(n).

Cette partition est appel�ee ensemble large d'un syst�eme triple de Steiner,

(bri�evement LTS(n)). Un LTS(n) existe ssi n � 1 ou 3 (mod 6), n 6= 7

(voir [50, 51, 71]).

Proposition 4.12 [12] Nous avons 
n;1;n = 2n�1.

Preuve. L'in�egalit�e \�" s'ensuit en observant que chaque arête de Hn;1;n a

2n�1 �el�ements. Maintenant, si nous appliquons la même couleur i �a l'�el�ement

pi et �a son compl�ementaire [n] n pi (pi 6= [n]), pour tout i = 1; : : : ; 2n�1 � 1

et la couleur 2n�1 �a l'�el�ement [n], nous obtenons l'in�egalit�e 
n;1;n � 2n�1. �

Lemme 4.1 [12] Nous avons

maxfn� l + 1;

�
n

l+1

�
b n
l+1b

n�1
l
b: : : bn�l+1

2 c : : : c
g � 
n;l;l+2;

Proof. Proc�edant par induction sur l, Sch�onheim [63] prouvait que le
syst�eme stable P (l; l+ 1; n) ne contient pas plus que 	(n; l) = b n

l+1b
n�1
l
b

: : : bn�l+1
2
c : : : c sous-ensembles �a (l + 1) �el�ements. Puisque chaque classe

pour une couleur donn�ee du niveau Nl+1 = fX � [n] : jXj = l + 1g est un
syst�eme stable, nous obtenons�

n

l+1

�
	(n; l)

� 
n;l;l+2:

En dehors de cette in�egalit�e, nous avons aussi 
n;l;l+2 � n � l + 1 puisque
les �el�ements f1; : : : ; lg et f1; : : : ; l; ig pour i = l + 1; : : : ; n doivent être de

couleurs di��erentes. �

Lemme 4.2 [12] Supposons qu'il existe une partition des sous-ensembles

�a (l + 1) �el�ements d'un ensemble �a n �el�ements en '(n) syst�emes stables

disjoints P (l; l+ 1; n).

Si '(n) > maxfn� l; (l+1)(l+2)
2 + l + 2g, alors 
n;l;l+2 � '(n).

Si '(n) = n � l et n > 2l + 2, alors 
n;l;l+2 � '(n) + 1.

Preuve. Soit fC1; : : : ; C'(n)g une partition de
�
[n]
l+1

�
en syst�emes stables

disjoints P (l; l + 1; n). Il est facile de voir que '(n) � n � l. Attribuons
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�a chaque �el�ement de Ci la couleur i. Si '(n) > n � l, alors chaque sous-

ensemble �a l �el�ements a au moins '(n)�(n�l) choix pour sa couleur �a travers
les �el�ements de l'ensemble ['(n)]. Apr�es cela, nous observons que chaque

sous-ensemble �a (l+ 2) �el�ements peut recevoir au moins '(n)�
�
l+2
l

�
�
�
l+2
l+1

�
couleurs de ['(n)]. Ainsi, nous obtenons une '(n)-coloration de Hn;l;l+2

pour '(n) >
(l+2)(l+1)

2
+ l+ 2.

Si '(n) = n � l, alors tous les sous-ensembles �a l �el�ements re�coivent une

nouvelle couleur '(n) + 1. Puisque chaque sous-ensemble �a (l + 2) �el�ement

a au moins '(n) �
�
l+2
l+1

�
choix pour sa couleur dans ['(n)], nous obtenons

une ('(n) + 1)-coloration de Hn;l;l+2 pour '(n) > l+ 2. �

Une partition des arêtes d'un graphe en couplages parfaits (ou 1-facteurs)

est appel�ee une 1-factorisation. Si n est pair, une mani�ere d'obtenir une

1-factorisation de Kn est de noter les n� 1 sommets d'un polygône r�egulir

par 1; : : : ; n � 1 et au milieu, on pose le sommet n. On commence par un
couplage parfait puis les n � 2 autres s'obtiennent par une rotation de la
�gure par des multiples de 2�

n
. Par exemple, pour n = 6, on obtient les 5

1-facteurs qui constituent les �el�ements de la 1-factorisation de Kn:
F1 =ff1; 6g,f2; 5g,f3; 4gg,
F2 =ff1; 3g,f2; 6g,f4; 5gg,
F3 =ff1; 5g,f2; 4g,f3; 6gg,
F4 =ff1; 2g,f3; 5g,f4; 6gg,
F5 =ff1; 4g,f2; 3g,f5; 6gg.

1

Figure 1.

1

6
2

3

5 2 2

3 44 44

5 5 55
6 6 6 22

111

3 3 3

6

4

Le th�eor�eme qui suit donne la valeur de 
n;1;3 pour n > 5. N�eanmoins, il
est facile de veri�er que 
3;1;3 = 4, 
4;1;3 = 5 et 
5;1;3 = 6.

Th�eor�eme 4.13 [12] Pour n > 5, nous avons 
n;1;3 = n.
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Preuve. L'in�egalit�e \�" se d�eduit du Lemme 4.1 (l = 1).

Si n est pair, la 1-factorisation F = fF1; : : : ; Fn�1g du graphe complet Kn

est une partition des sous-ensembles �a deux �el�ements de [n] en n�1 syst�emes

stables disjoints P (1; 2; n).

Si n est impair, il su�t de consid�erer une 1-factorisation F 0 = fF 0
1; : : : ; F

0
ng

de Kn+1 et de supprimer tous les sous-ensembles �a 2 �el�ements qui contien-

nent l'�el�ement n+1. Ainsi, nous obtenons �a partir du Lemme 4.2 l'in�egalit�e

\�". �

Il n'est pas di�cile de v�eri�er que 
5;2;4 = 5, 
6;2;4 = 6 et 
7;2;4 = 7. Pour

les autres valeurs de n, nous avons

Th�eor�eme 4.14 [12] Nous avons


n;2;4 =

(
n� 1 si n � 0; 1; 2 ou 3 (mod 6) n 6= 6; 7; 8
n si n � 4 (mod 6) n 6= 10

et,


n;2;4 2 fn� 1; ng si n � 5 (mod 6), n 6= 5.

Preuve. Par le Lemme 4.1 avec l = 2, nous avons


n;2;4 �

(
n� 1 si n � 0; 1; 2; 3; 5 (mod 6)
n si n � 4 (mod 6).

D�eterminons une borne sup�erieure de 
n;2;4. A partir du Lemme 4.2, il su�t
d'obtenir une partition des triplets en syst�emes stables disjoints P (2; 3; n).

Cas 1. n � 1 ou 3 (mod 6) et n 6= 7.
A partir de la partition qui est d�e�nie par l'ensemble large LTS(n) d'un

syst�eme triple de Steiner, nous d�eduisons une (n � 1)-coloration de Hn;2;4

et l'in�egalit�e 
n;2;4 � n� 1 s'en suit.

Cas 2. n � 0 ou 2 (mod 6) et n 6= 6; 8.
Dans ce cas n+1 � 1 ou 3 (mod 6). Tous les triplets d'ordre n+1 peuvent

être partitionn�e en (n + 1) � 2 = n � 1 disjoints STSs d�es que n 6= 6. En

supprimant tous les triplets contenant l'�el�ement n + 1, nous obtenons une
partition en n� 1 syst�emes stables P (2; 3; n) et alors une (n� 1)-coloration

de Hn;2;4 pour n > 11.
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Cas 3. n � 5 (mod 6) et n 6= 5.

La condition n � 5 (mod 6) est �equivalente �a n + 1 � 0 (mod 6). Ainsi,


n+1;2;4 = (n + 1) � 1 = n pour n 6= 5. Si nous supprimons tous les sous-

ensembles contenant l'�el�ement n + 1, nous obtenons une n-coloration de

Hn;2;4, c.�a.d 
n;2;4 � n.

Notons que cette in�egalit�e peut être am�elior�ee si la conjecture faible de Et-

zion [29] est prouv�ee. Elle stipule que pour chaque n � 5 (mod 6), n > 5,

il existe une partition des triplets d'ordre n en n� 1 PTs.

Plus pr�ecis�ement, nous aurons, 
n;2;4 = n � 1 si n � 5 (mod 6), n > 11.

Cas 4. n � 4 (mod 6) et n 6= 10.

Dans les articles de Etzion [30, 29], il est prouv�e que pour n � 4 (mod 6) il

existe une partition des triplets en n� 1 PTs optimaux et un PT de taille

n� 1=3. Ainsi, nous d�eduisons une n-coloration de Hn;2;4 pour n > 10. �

Dans le cas l = 3, il est connu [15] qu'un syst�eme stable optimal P (3; 4; n)

a la taille n(n�1)(n�3)
24 si n � 1 ou 3 (mod 6) et n(n2�3n�6)

24 si n � 0 (mod 6).
Pour n � 5 (mod 6), il a, par la borne de Johnson [42], au plus la valeur
(n�1)(n2�3n�4)

24 +bn�5
12 c. Par cons�equent, le nombreminimum �(n) de syst�emes

stables disjoints P (3; 4; n) qui partitionnent tous les quadrupl�es d'un ensem-
ble �a n �el�ements v�eri�e �(n) � n � 1 si n � 5 (mod 6) et �(n) � n � 2

sinon.
Dans [31], Etzion prouvait que �(n) � n � 2 si n = 2i (i � 3). L'�egalit�e

n;3;5 = n � 2 s'obtient donc �a partir du Lemme 4.1 pour cette valeur de
n. Graham et Sloane [36] prouvait que �(n) � n pour tout n. Ainsi, nous
obtenons 
n;3;5 2 fn � 1; ng si n � 5 (mod 6) et 
n;3;5 2 fn � 2; n � 1; ng
sinon. En particulier, il �etait prouv�e par Van Paul et Etzion [76] que
�(n) � n � 1 si n = 3 � 2i et par Brouwer et al [17] que �(n) � n � 1
si n = 5 �2i ou n = 7 �2i. Par suite, nous avons encore 
n;3;5 2 fn�2; n�1g
si n = 3 � 2i, 
n;3;5 = n� 1 si n = 5 � 2i et 
n;3;5 2 fn� 2; n� 1g si n = 7 � 2i.

Th�eor�eme 4.15 [12] Pour tout l �x�e, nous avons, 
n;l;l+2 = n(1 + o(1))
lorsque n!1.

Dans l'ordre de prouver le th�eor�eme, �enon�cons un r�esultat de Spencer et
Pippenger [56].

Rappelons que pour un hypergraphe H =(V; E), l'indice chromatique �(H),
est le plus petit nombre de couplages qui partitionnent l'ensemble de ses
arêtes. H est dit k-uniforme si pour tout j, jEjj = k.
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Th�eor�eme 4.16 [56]

Soit k, k � 2, un nombre naturel �x�e et soit Hn= ([n]; En) une s�equence

d'hypergraphes k-uniformes tels que pour n!1

min
x2[n]

deg(x) = (max
x2[n]

deg(x))(1 + o(1));

max
x;y2[n];x6=y

codeg(x; y) = (max
x2[n]

deg(x))o(1):

Alors �(Hn) =(maxx2[n]deg(x))(1 + o(1)):

Preuve du Th�eor�eme 4.15

Consid�erons l'hypergraphe uniformeH = (V; E) dont les sommets sont tous

les sous-ensembles �a l �el�ements de [n] et dont les arêtes sont les (l+1) sous-

ensembles �a l �el�ements d'un ensemble �a (l+ 1) �el�ements. H veri�e les deux

hypoth�eses du pr�ec�edant Th�eor�eme 4.16 puisque pour tout x; y 2 V , x 6= y

, deg(x) = n� l et codeg(x; y) = 0 si jx\yj = l�1 et 1 sinon. Il s'ensuit que
�(H), qui n'est autre que le nombre minimum de syst�emes stables disjoints
P (l; l+1; n) qui partitionnent l'ensemble de tous les sous-ensembles �a (l+1)
�elements, est asymptôtiquement �egal �a n. Ainsi, �a partir du Lemme 4.1,

nous obtenons pour n!1,

n� l � 
n;l;l+2 � n(1 + o(1))

c.�a.d, 
n;l;l+2 = n(1 + o(1)). �

Th�eor�eme 4.17 [12]. Nous avons pour n > 7


n;1;4 =

(
2n� 1 si n � 0 ou 2 (mod 6)
2n� 2 si n � 1 ou 3 (mod 6)

et


n;1;4 2

(
f2n� 2; 2n � 1; 2ng si n � 5 (mod 6)

f2n� 1; 2ng si n � 4 (mod 6):

Preuve. Soit A un sous-ensemble de sommets de Hn;1;4 dont les �el�ements

contiennent 1. A n'a pas moins de 2n � 2 couleurs si n est impair et
2n � 1 si n est pair. En e�et, il su�t de remarquer que l'ensemble A1 =

ff1g; f1; ig; i = 2; : : : ; ng utilise exactement n couleurs et l'ensemble A2 =

ff1; i; jg; i; j 2 f2; : : : ; ng; i 6= jg, qui est isomorphe �a
�
[n�1]

2

�
, utilise au

moins n� 2 couleurs si n� 1 est pair (�a partir de la factorisation du graphe

complet sur f2; : : : ; ng) et n � 1 couleurs si n � 1 est impair. De plus,
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une couleur dans A1 ne peut pas apparâ�tre dans A2 car sinon, il exis-

terait une arête contenant ces deux sommets de même couleur. Il s'ensuit,


n;1;4 � 2n � 2 si n est impair et 
n;1;4 � 2n � 1 si n est pair.

Pour d�eterminer les bornes sup�erieures de 
n;1;4, il su�t d'obtenir une col-

oration des sommets de Pn;1;3 puisque dans tous les cas la couleur de chaque

quadruplet peut être choisie parmi celle des triplets.

Cas 1. n � 1 ou 3 (mod 6), n 6= 7.

Consid�erons une \presque" 1-factorisation fF1; : : : ; Fng de Kn (c.�a.d., une

1-factorisation de Kn+1 o�u les paires fi; n+1g sont subtitu�ees par des som-

mets isol�es fig) et un ensemble large d'un syst�emes triple de Steiner LTS(n)

fS1; : : : ; Sn�2g (qui existe puisque n � 1 ou 3 (mod 6), (n 6= 7)). Si nous

choisissons la couleur i (resp. n + j) pour les �el�ements de Fi (resp. Sj),

nous obtenons imm�ediatement 
n;1;4 � 2n� 2.

Cas 2. n � 0 ou 2 (mod 6), n 6= 6.

Utilisant la parit�e de n et le fait que n + 1 � 1 ou 3 (mod 6), n + 1 6= 7,

nous aurons d'une part une factorisation de
�
[n]
2

�
en n�1 facteurs et d'autre

part l'existence d'un ensemble large LTS(n + 1). La suppression des n=2

triplets contenant n+1 dans chaque STS(n+1), et le rajout d'une couleur
suppl�ementaire pour tous les singletons produit 
n;1;4 � (n�1)+(n�1)+1 =
2n � 1.

Cas 3. n � 5 (mod 6), n 6= 5.

A partir des articles de Etzion [29, 30], nous savons que
�
[n]
3

�
peut être

partitionn�e en n PTs, et avec une \presque" 1-factorisation de Kn nous

d�eduisons que Hn;1;4 est 2n-colorable pour n > 5.

Cas 4. n � 4 (mod 6), n 6= 4.

La factorisation de
�
[n]
2

�
et la partition de

�
[n]
3

�
en n PTs [29, 30] produit

2n� 1 couleurs. Si nous additionnons une nouvelle couleur pour l'ensemble
des singletons, nous aurons 
n;1;4 � 2n� 1 d�es que n > 4. �



Chapitre 5

Hypergraphe des intervalles de

la classe des ordres

d'intervalles

Un poset P est appel�e ordre d'intervalles s'il existe une application ' de P
dans l'ensemble des intervalles ferm�es de la droite r�eelle R telle que pour
tout p,q 2 P :

p < q dans P () sup'(p) < inf '(q) dans R:

En particulier, tout sous-poset d'un ordre d'intervalles est un ordre d'inter-
valles. La fonction ' est appel�ee repr�esentation par intervalles du poset P .

Dans ce qui suit, nous notons par l(p) (resp. r(p)) la borne inf�erieure (resp.
sup�erieure) de l'intervalle '(p).
Par exemple dans la Figure 1, P est un ordre d'intervalles mais pas Q.

64
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P
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L'ordre d'intervalles P a suscit�e l'attention d'un bon nombre de chercheurs.
Entre autres, Fishburn [32] l'a caract�eris�e par la non-existence d'un sous-
poset isomorphe �a la somme disjointe de deux châ�nes de longueur 1 et
a propos�e un proc�ed�e pour la d�etermination de sa magnitude (c.�a.d. le
nombre d'antichâ�nes maximales). M�ohring [53] s'est int�eress�ee �a l'aspect

algorithmique et dans [2], [7], [57], [58], on y trouve l'�etude de la dimension
de P (c.�a.d. le plus petit entier positif t pour lequel il existe t extensions
lin�aires de P dont leur intersection vaut exactement P o�u une extension de
P est un poset qui contient P ).

Soit, bri�evement H = (P;I) l'hypergraphe des intervalles maximaux de P .

5.1 Propri�et�e de K�onig

Th�eor�eme 5.1 [10] Si P est un ordre d'intervalles, alors H a la propri�et�e

de K�onig, c.�a.d. �(H) = � (H).

Preuve. Nous �etablirons la preuve par le biais d'un algorithme. Ce dernier
consiste en deux phases. Dans la premi�ere phase, la phase primale, nous
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construirons un couplage. Dans la seconde phase, la phase duale, nous

d�eterminerons un recouvrement par sommets qui sera de même cardinalit�e

que le couplage, ce qui signi�era qu'il s'agit d'un couplage maximumet d'un

recouvrement minimum.

Soient p1; : : : ; ps les �el�ements minimaux de P o�u sans perte de g�en�eralit�e,

r(p1) � � � � � r(ps), et soient q1; : : : ; qt les �el�ements maximaux de P o�u

sans perte de g�en�eralit�e, l(q1) � � � � � l(qt). Nous pouvons supposer aussi

que P n'a pas de points isol�es (des points qui sont �a la fois maximaux et

minimaux), c.�a.d. r(p1) < l(q1) et r(ps) < l(qt) car si de tels sommets

existent, ils peuvent être supprim�es it�erativement et rajout�es �a la �n de

l'algorithme dans le recouvrement par sommets et, comme des arêtes �a un

�el�ement, dans le couplage.

D�e�nissons les fonctions f : I(P ) �! R et F : I(P ) �! P de la mani�ere

suivante:

Pour I = [p; q] 2 I(P ) soient

f(I) :=

(
l(q) si p � q;

minfr(v) : p < v < qg sinon,

F (I) :=

(
q si p � q;

n'importe quel v v�eri�ant p < v < q; r(v) = f(I) sinon.

Phase primale - Algorithme de couplage

Initialisation: Soient j1 := k1 = 1, I1 := [pj1 ; qk1],M := fI1g.
It�eration i: D�eterminer

ki+1 := minfh : ki < h � t et l(qh) � f(Ii)g;
ji+1 := minfg : ji < g � s et r(pg) < l(qki+1)g:

Si un des deux minimums n'existe pas, alors stop. Sinon soit Ii+1 :=
[pji+1 ; qki+1 ],M :=M[ fIi+1g, et retourner.

A la �n de cette phase, nous obtenons un ensemble d'arêtesM = fI1; : : : ; I�g
qui forme �evidemment un couplage. La lettre � est d�ej�a introduite ici comme
nombre d'arêtes du couplage mais sa valeur ne sera �egale �a �(H) qu'apr�es
la v�eri�cation de la deuxi�eme phase. A�n de rendre la description et la
v�eri�cation de l'algorithme plus simple, introduisons un �el�ement minimal

�ctif ps+1 et un �el�ement maximal �ctif qt+1 6= ps+1, et posons j�+1 := s+ 1,

k�+1 := t+ 1.
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Phase duale - Algorithme de recouvrement par sommets

Initialisation: Soit c�+1 := pj�+1 , T := ;.
It�eration i (i = �; � � 1; : : : ; 1): Si ji+1 � ji = 1 et ci+1 6= qki+1 alors poser

ci := pji , sinon poser ci := F (Ii);

Soit T := T [ fcig, et retourner jusqu'�a i = 1.

Soit �a la �n de cet algorithme T = fc� ; c��1; : : : ; c1g. V�eri�ons que T est

bien un recouvrement par sommets.

Tout d'abord, nous ferons deux observations pr�eliminaires qui nous seront

utiles pour le d�eveloppement de la preuve.

Observation 1 Si i < � et ji < g < ji+1, alors r(pg) � l(qki+1).

Preuve. En e�et, si r(pg) < l(qki+1), on aurait une contradiction dans le

choix de ji+1 dans la phase primale. �

Observation 2 Si ci+1 = qki+1 2 T mais qki+1�1 62 T , alors pji 6� qki et

ci < qm pour tout m = 1; : : : ; ki+1 � 1.

Preuve. Par construction, ci = F (Ii). Si ki = ki+1 � 1, la d�e�nition de
F implique pji 6� qki et ci < qki . Puisque l(q1) � � � � � l(qki), il s'ensuit

aussi ci < qm, m = 1; : : : ; ki+1 � 1 = ki. Maintenant si ki < ki+1 � 1,
nous obtenons, d'apr�es le choix de ki+1 dans la phase primale, l(qki) �
l(qki+1�1) > f(Ii) = r(ci) qui implique ci < qki+1�1, c.�a.d. ci < qm, pour
m = 1; : : : ; ki+1 � 1, et en particulier pji 6� qki. �

Revenons �a notre but initial, �a savoir la v�eri�cation que T est un re-
couvrement par sommets. Soient Ii (resp. I i) une famille d'intervalles
de I(P ) dont les �el�ements minimaux (resp. maximaux) appartiennent �a
fpji ; pji+1; : : : ; pji+1�1g (resp. fqki; qki+1; : : : ; qki+1�1g) et dont les �el�ements

maximaux (resp. minimaux) appartiennent �a fq1; : : : ; qki+1�1g (resp. fp1;
: : : ; pji+1�1g). Il nous su�ra seulement de v�eri�er que pour i = �; � �
1; : : : ; 1 tous les intervalles de Ii [ I i sont couverts par les �el�ements de T .

Cas 1. ji+1 � ji = 1 et ci+1 6= qki+1 .

Tous les intervalles de Ii sont couverts par pji = ci.

Consid�erons les intervalles de I i. Soit g le plus petit nombre entier tel que

pg+1,pg+2,: : : ,pji 2 T . Si g = 0, tous les intervalles de I i sont couverts par
p1; : : : ; pji . Si g > 0, alors par construction, il existe i0 2 f0; : : : ; i � 1g
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tel que ji0 < g = ji0+1 � 1. D'apr�es l'Observation 1, r(pg) � l(qki0+1
) �

l(qki). Donc les �el�ements minimaux des intervalles de I i appartiennent �a
fpg+1; pg+2; : : : ; pjig et ces intervalles sont tous couverts par T .

Cas 2. ji+1 � ji > 1 ou ci+1 = qki+1 .

Nous distinguons deux sous-cas suivant que ci et qki sont �egaux ou non.

Cas 2.1. ci = qki.

Alors pki � qki et l'it�eration i de la phase primale implique ki+1 � ki = 1.

Tous les intervalles appartenant �a I i sont couverts par qki. Consid�erons

maintenant les intervalles de Ii. Soit h le plus petit nombre naturel tel que

qh+1; qh+2; : : : ; qki 2 T . Si h = 0, tous les intervalles de I i sont couverts par
q1; : : : ; qki. Si h > 0, alors, par construction, il existe i0 2 f0; : : : ; i� 1g tel
que h = ki0+1 � 1. De l'Observation 2, nous d�eduisons que ci = F (Ii) < qm,

m = 1; : : : ; h. Par cons�equent, les intervalles de Ii sont couverts par

qki; : : : ; qh+1 ou ci0 (notons que pji0 < ci0 et r(pji0 ) � r(pji0+1) � � � � � r(ps)).

Cas 2.2. ci 6= qki.

Alors, par construction de ki+1 dans la phase primale, r(ci) = f(Ii) <
l(qki+1�1). Ainsi tous les intervalles de Ii sont couverts par ci. Il reste �a
�etudier les intervalles de I inIi. Soit g le plus grand nombre naturel inf�erieur
�a ki tel que pg 62 T (si g < ki � 1, alors pg+1; : : : ; pki�1 2 T ). Par construc-
tion, il existe i0 2 f0; : : : ; i � 1g tel que ji0 < g = ji0+1 � 1. Maintenant

l'Observation 1 produit r(pg) � l(qki0+1
) � l(qki). Par suite, si g = ki � 1,

il n'existe pas d'autres intervalles dans I i n Ii et si g < ki � 1, tous ces
intervalles sont couverts par pg+1; : : : ; pki�1. �

Consid�erons �a titre d'application, l'ordre d'intervalles de la Figure 2. Dans
le but de simpli�er la �gure, nous noterons bri�evement sur chaque intervalle,
p au lieu de '(p) et ne d�elimiterons pas leurs extrêmit�es. Nous avons:

f([p1; q1]) = l(q1); f([p2; q1]) = l(q2); f([p2; q2]) = l(q3); f([p2; q3]) = r(v4),
f([p3; q1]) = r(v3); f([p3; q2]) = r(v3); f([p3; q3]) = r(v3); f([p3; q4]) = l(q4),
f([p4; q1]) = r(v3); f([p4; q2]) = r(v3); f([p4; q3]) = r(v3); f([p4; q4]) = l(q4),
f([p5; q1]) = r(v3); f([p5; q2]) = r(v3); f([p5; q3]) = r(v3); f([p5; q4]) = l(q4),

f([p6; q1]) = r(v7); f([p6; q2]) = r(v7); f([p6; q3]) = r(v7); f([p6; q4]) = r(v7),

f([p6; q5]) = l(q4):
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et

F ([p1; q1]) = q1; F ([p2; q1]) = q2; F ([p2; q2]) = q3; F ([p2; q3]) = v4;

F ([p3; q1]) = v3; F ([p3; q2]) = v3; F ([p3; q3]) = v3; F ([p3; q4]) = q4;

F ([p4; q1]) = v3; F ([p4; q2]) = v3; F ([p4; q3]) = v3; F ([p4; q4]) = q4;

F ([p5; q1]) = v3; F ([p5; q2]) = v3; F ([p5; q3]) = v3; F ([p5; q4]) = q4;

F ([p6; q1]) = v7; F ([p6; q2]) = v7; F ([p6; q3]) = v7; F ([p6; q4]) = v7;

F ([p6; q5]) = q4:

p6

p4

p5

p3

p2
p1

q5

q2

q1

q4

q3

v1
v2

v3

v5

v6

v4

v7

Figure 2.

L'algorithme du couplage donne:
1. j1 := k1 := 1; I1 := [p1; q1];M := fI1g.
2. k2 := minfh : 1 < h � 5 et l(qh) � l(q1)g = 2, j2 := minfg : 1 < g �
6 et r(pg) < l(q2)g = 2; I2 := [p2; q2];M := fI1; I2g.
3. k3 := minfh : 2 < h � 5 et l(qh) � r(v4)g = 4, j3 := minfg : 2 < g �
6 et r(pg) < l(q4)g = 3; I3 := [p3; q4];M := fI1; I2; I3g.
4. k4 := minfh : 4 < h � 5 et l(qh) � l(q4)g = 5, j4 := minfg : 3 < g �
6 et r(pg) < l(q5)g = 6; I4 := [p6; q5];M := fI1; I2; I3; I4g.
L'algorithme s'arrête apr�es trois it�erations et le couplage est donn�e par la
familleM = f[p1; q1]; [p2; q2]; [p3; q4]; [p6; q5]g.

Introduisons un �el�ement minimal �ctif p7 et un �el�ement maximal �ctif q6
tels que p7 6= q6. Posons j5 = 7 et k5 = 6. L'algorithme du recouvrement
par sommets produit:
1. c5 := p7, T := ;
2. j5 � j4 = 1 et c5 6= q6 donc c4 := p6; T := fp6g.
3. j4 � j3 = 3 donc c3 := F ([p3; q4]) := q4; T := fp6; q4g.
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4. c3 = q4 donc c2 := F ([p2; q2]) := v4; T := fp6; q4; v4g.
5. j2 � j1 = 1 et c2 := v4 6= q2 donc c1 := p1; T := fp6; q4; v4; p1g.

Remarque 5.1 Si les �el�ements de P (comme intervalles sur la droite r�eelle)

sont donn�es par leur deux extr�emit�es, alors notre algorithme est polynomial,

de complexit�e O(jP j2) puisque apr�es avoir ordonn�e les extr�emit�es gauches

et les extr�emit�es droites, chaque it�eration peut être ex�ecut�ee en un temps de

O(jP j).

Comme cela a �et�e d�ej�a mentionn�e au premier chapitre, la normalit�e d'un

hypergraphe H, c.�a.d. la r�ealisation de la propri�et�e de Helly et la perfection

du graphe L(H), est une condition su�sante pour qu'il satisfasse la propri�et�e

de K�onig. Si P est l'ordre des intervalles, alors H n'est pas n�ecessairement

normal. En e�et, si nous consid�erons l'ordre des intervalles donn�e dans la

Figure 3.

g f e

d

a b c

Figure 3.

et repr�esent�e par les intervalles'(a) = [0; 3],'(b) = [1; 4],'(c) = [2; 6],'(d) =

[5; 8], '(e) = [7; 11],'(f) = [9; 12],'(g) = [10; 13], son graphe repr�esentif des
arêtes L(H) contient le cycle de longueur 5 ([a; e]; [c; e]; [c; g]; [b; g]; [a; f ]).
D'o�u L(H) n'est pas parfait. Concernant le dual de H, nous verrons qu'au
contraire, il est normal.

5.2 Propri�et�e duale de K�onig

Nous �etablirons deux preuves pour la propri�et�e duale de K�onig. La premi�ere

repose sur la normalit�e de l'hypergraphe H� et la seconde se fera �a travers
un algorithme. Un graphe G est parfaitement ordonnable s'il admet une
orientation acyclique de ses arêtes telle qu'il n'existe pas de sous-graphe
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induit isomorphe au graphe de la Figure 4. Chv�atal introduisait les graphes

parfaitement ordonnables et prouvait qu'ils �etaient parfaits [20].

Th�eor�eme 5.2 Si P est un ordre d'intervalles, alors le dual de l'hypergraphe

des intervalles de P est normal, en particulier �(H(P )) = �(H(P )).

�
-
]

a

b c

d

Figure 4.

Preuve. La premi�ere �etape consiste �a prouver la propri�et�e de Helly. Nous

utilisons le r�esultat de Gilmore (voir Chapitre 1) qui se traduit dans nos

hypergraphes par: A chaque trois intervalles maximaux [p1; q1]; [p2; q2];
[p3; q3], il existe un intervalle [p; q] contenant ([p1; q1] \ [p2; q2]) [ ([p1; q1] \
[p3; q3]) [ ([p2; q2] [ [p3; q3]). Choisissons p (resp. q) un �el�ement parmi
fp1; p2; p3g (resp. fq1; q2; q3g) qui apparâ�t au moins deux fois si jfp1; p2; p3gj
� 2 (resp. jfq1; q2; q3gj � 2) et sous la condition r(p) � r(pi), i = 1; 2; 3

(resp. l(q) � l(qi), i = 1; 2; 3), sinon. Ainsi construit, l'intervalle [p; q] sat-
isfait la condition d�esir�ee.
La deuxi�eme �etape consiste �a prouver la perfection du graphe L(H�). Les
sommets de L(H�) sont les points de P et deux sommets v et w sont ad-
jacents s'il existe un intervalle contenant v et w. Puisque P est �ni, nous
pouvons supposer sans perte de g�en�eralit�e que les jP j extr�emit�es droites r(p),

p 2 P , sont deux �a deux distincts (dans le cas o�u deux extr�emit�es se trouvent
confondues, une petite translation est toujours possible). A toute arête vw
de L(H�), nous lui associons l'orientation �!vw si r(v) < r(w). Il s'agit bien
d'une orientation acyclique. Supposons qu'il existe un sous-graphe induit
isomorphe au graphe de la Figure 4. Donc r(a) < r(b) < r(c); r(d) < r(c),

et il existe trois intervalles [p1; q1], [p2; q2],[p3; q3] contenant a et b, b et c, c

et d respectivement.

Cas 1. a 6= p1.

Prenons p 2 fp1; p2g tel que r(p) � r(pi), i = 1; 2. Nous montrons que
[p; q2] contient a et c. Bien sûr, c � q2, et puisque p1 < a, nous avons p < a.
Si c = p2, alors (puisque b; c 2 [p2; q2]), c < b, c.�a.d. r(c) < l(b) � r(b), une

contradiction. Par cons�equent, p2 < c, impliquant p < c. Si c = q2, alors

b < c impliquant a < c = q2. Si c 6= q2, alors c < q2 impliquant a < q2.

Cas 2. a = p1.
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Alors a < b, c.�a.d. r(a) < l(b) et puisque ac et ad ne sont pas des arêtes,

r(a) � l(c); r(a) � l(d). De plus, c < q2, c.�a.d. r(c) < l(q2), puisque

c = q2 > b est impossible du fait que l(c) � r(a) < r(b). Nous ver-

rons maintenant que l'intervalle [p3; q2] contient b et d: Si d 6= p3, alors

r(p3) < l(d) � r(a) < l(b) � r(b) < r(c) < l(q2); r(d) < r(c) < l(q2). Si

d = p3, alors r(d) < l(c) � r(a) < l(b) � r(b) < r(c) < l(q2) et donc bd

serait une arête, contradiction. �

Passons maintenant �a la preuve algorithmique de � = �. Nous allons d�ecrire

un algorithme polynomial qui d�etermine �(H(P )) et �(H(P )) et �a partir

duquel, la propri�et�e duale de K�onig est d�eduite. Supposons sans perte de

g�en�eralit�e que P n'a pas de points isol�es (sinon on d�emarre l'algorithme par

leur suppression puis �a la �n par leur insertion dans l'ensemble stable et

comme intervalles �a un �el�ement dans le recouvrement par arêtes).

Figure 5.
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Soient p1; : : : ; ps les �el�ements minimaux de P o�u r(p1) � : : : � r(ps) et

soient q1; : : : ; qt les �el�ements maximaux de P o�u l(q1) � : : : � l(qt). Con-

sid�erons r (resp. l) comme un vecteur �a s �el�ements (resp. t �el�ements) o�u ses

composantes sont les r(pi), i = 1; : : : ; s (resp. l(qj), j = 1; : : : ; t). Main-

tenant nous utilisons la proc�edure \two-way merging" [64] pour obtenir un

vecteur ordonn�e a �a s+t composantes, c.�a.d. a(1) � � � � � a(s+t) et chaque

nombre r(pi),l(qj) apparâ�t exactement une fois dans (a(1); : : : ; a(s + t)).

Si le cas r(pi) = l(qj) se pr�esente, alors l(qj) apparâ�t avant r(pi), c.�a.d. que

les nombres l(qj) seront prioritaires par rapport aux nombres r(qj).

Sur la droite r�eelle, posons au point k, une parenth�ese gauche \(" si a(k)

est un certain r(pi) et une parenth�ese droite \)" si a(k) est un certain l(qj).

Ainsi pour l'exemple de la Figure 5, nous obtenons la s�equence

( ( ) ) ) ( ) ) ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ( ) ( )

1 K�k0 K1 k1 k�K2 s+ t

Chaque s�equence poss�ede un unique parenth�esage obtenu de la mani�ere
suivante: On ferme une parenth�ese gauche avec une parenth�ese droite si
celles-ci sont soient adjacentes soient s�epar�ees par de telles paires. Nous
r�ep�etons ce processus jusqu'�a ce qu'il n y ait plus de couplage possible.
Le parenth�esage n'est en fait qu'une illustration puisqu'elle rep�esente la

proc�edure "two-way merging" utilis�ee simultan�ement avec la pile LIFO.
A la �n, les parenth�eses restantes, appel�ees parenth�eses libres forment une
s�equence de parenth�eses droites suivies de parenth�eses gauches. Dans l'ex-
emple de la Figure 5, c'est

) ) ) ( (

La premi�ere (resp. derni�ere) parenth�ese est gauche (resp. droite) car sinon

q1 (resp. ps) serait un point isol�e. Soit au point K�, la derni�ere parenth�ese

libre droite (qui provient de l'�el�ement maximal q�) et soit au point k� la

premi�ere parenth�ese libre gauche (qui provient de l'�el�ementminimal p�). S'il
n'existe pas de parenth�eses libres droites, nous posons K� := 0, a(0) := �1,
et s'il n'existe pas de parenth�ese libres gauches, nous poserons k� := s+t+1,

a(s+t+1) := +1. Proc�edons �a un petit changement dans le parenth�esage.

S'il existe des parenth�eses libres droites, nous couplons la parenth�ese gauche
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au point 1 avec la parenth�ese droite au pointK� et s'il existe des parenth�eses

libres gauches, nous couplons la parenth�ese droite au point s + t avec la

parenth�ese gauche au point k�.

Entre les parenth�eses aux points K� et k�, il existe des blocs complets de

parenth�eses ferm�ees: (k0;K1),(k1;K2), : : : ,(kb�1;Kb), o�u k0 = K�+1; k1 =

K1 + 1; : : : ; kb�1 = Kb�1 + 1; k� = Kb + 1, b 2 N. Posons K0 := K� et

kb := k�. Pour c 2 f0; : : : ; bg, consid�erons l'ensemble

Ac := fp 2 fp1; : : : ; psg : r(p) � a(kc)g [ fq 2 fq1; : : : ; qtg : l(q) � a(Kc)g:

Ac est un ensemble stable car si p et q sont dans Ac, nous obtenons l(q) �
a(Kc) < a(kc) � r(p), c.�a.d. p 6< q.

Soit R1 l'ensemble de tous les intervalles maximaux provenant des paires de

parenth�eses ferm�ees. Nous d�e�nissons un autre ensemble R2 d'intervalles

maximaux de la mani�ere suivante: A chaque parenth�ese libre gauche (resp.

droite) correspondant �a un certain pi (resp. qj), nous prenons un intervalle

maximal quelconque ayant pi (resp. qj) comme �el�ement minimal (resp.

maximal). Ces intervalles formeront les �el�ements de R2.

Si nous regardons l'exemple de la Figure 5, R1 repr�esente l'ensemble

f[p1; q7]; [p2; q1]; [p3; q4]; [p4; q6]; [p5; q9]; [p6; q8]; [p7; q11]; [p8; q10]; [p9; q13]; [p11;
q12]g et R2 peut être donn�e par la famille

f[p10; q13]; [p11; q13]; [p1; q2]; [p1; q3]; [p1; q5]g:

Puisque les parenth�eses libres droites (resp. gauche) sont avant k0 (resp.
apr�es Kb), nous avons jR1 [R2j = jAcj pour chaque c = 0; : : : ; b et tous les
�el�ements minimaux et maximaux de P sont couverts par R1 [ R2.

Cas 1. R1 [R2 est un recouvrement par arêtes de H(P ).
Donc nous avons un recouvrement par arêtes R := R1 [ R2 de même
cardinalit�e que l'ensemble stableA := A0. Ils sont par cons�equent optimaux.

Cas 2. R1 [R2 n'est pas un recouvrement par arêtes.
Prouvons alors que R := R1[R2[f[p1; qt]g est un recouvrement par arêtes

optimal. Comme [p1; qt] couvre tous les �el�ements qui ne sont ni maximaux

ni minimaux dans P , R repr�esente un recouvement par arêtes. Pour son
optimalit�e, nous avons �a construire un ensemble stable de taille jAcj + 1

pour un certain c que l'on d�e�nira. Parceque R1 [ R2 couvre les �el�ements
minimaux et maximauxmais pas tous les �el�ements de P , il existe un �el�ement

v de P (v n'est ni un �el�ement minimal ni un �el�ement maximal) non couvert
par R1 [ R2. Nous avons r(v) � a(K0): Ceci est clair si K0 = 0 et si

K0 > 0, c.�a.d. a(K0) = l(q�), l'intervalle [p1; q
�] de R1 couvrirait v si

r(v) < a(K0). Soit c le plus grand entier de l'ensemble f0; : : : ; bg v�eri�ant
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r(v) � a(Kc). Montrons que l(v) � a(kc): Supposons le contraire. Si

c < b, alors a(kc) < l(v) < r(v) < a(kc+1) et par suite l'�el�ement v serait

couvert par l'intervalle de P d�e�nit par la paire ferm�ee (kc;Kc+1). Si c = b,

alors n�ecessairementKb < s+ t (sinon v serait un �el�ement maximal), c.�a.d.

k� = kb � s+ t et il existerait des parenth�eses libres gauches. Ainsi v serait

couvert par [p�; qt].

En d�e�nitif, nous avons bien construit un ensemble stable Ac[fvg car pour
les �el�ementsminimaux p deAc, nous avons l(v) � a(kc) � r(p), c.�a.d. p 6< v,

et pour les �el�ements maximaux q de Ac, nous avons l(q) � a(Kc) � r(v),

c.�a.d. v 6< q.

Remarque 5.2 Si les �el�ements de P (comme intervalles sur la droite r�eelle)

sont donn�es par leurs deux extr�emit�es, l'algorithme d�ecrit ci-dessus est poly-

nomial. Sa compl�exit�e est en O(jP j2) puisque l'ordre, la proc�edure \two-way
merging" et le parenth�esage sont ex�ecut�es en temps O(jP jLogjP j) et pour

tester si R1 [ R2 est un recouvrement par arêtes, nous avons besoin d'un

temps en O(jP j2).

5.3 Sur le nombre chromatique et le nombre

de k-stabilit�e

Soit P un ordre d'intervalles �a n �el�ements. D�esignons parM = fp1; : : : ; psg
l'ensemble des �el�ements minimaux de P o�u r(p1) � : : : � r(ps) et par N =
fq1; : : : ; qtg l'ensemble des �el�ements maximaux de P o�u l(q1) � : : : � l(qt).

Th�eor�eme 5.3 Si P est un ordre d'intervalles, nous avons 
(H(P )) =
n� s� t+ 2.

Preuve. Puisque l'intervalle [p1; qt] dans P doit contenir n � s � t + 2

di��erentes couleurs, nous obtenons n � s � t + 2 � 
(H). D'autre part,
si nous a�ectons aux �el�ements restants p2; : : : ; ps; q1; : : : ; qt�1 la couleur
c(pi) = c(p1) pour tout i � 2 et c(qj) = c(qt) pour tout j � t� 1, l'inegalit�e


(H) � n� s� t+ 2 en d�ecoule. Ainsi, 
(H) = n � s� t+ 2. �

Nous avions introduit dans le Chapitre 4 la notion de k-stabilit�e qui g�en�eralise
celle de stabilit�e. Rappelons qu'un ensembleA est appel�e k-stable si chaque
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intervalle maximumde P contient au plus k �el�ements de A. Le nombre de k-

stabilit�e, not�e �k(H), repr�esente la taille maximum d'un ensemble k-stable.

Th�eor�eme 5.4 Si P est l'ordre des intervalles, nous avons �k(H(P )) =

s+ t+ k � 2 d�es que jP j � s+ t+ k � 2 et k > 1.

Preuve. \�". Soit Q un sous-ensemble de sommets de P � (M[N ) de

taille k� 2. Il est clair que l'ensembleM[N [Q est un ensemble k-stable

de H(P ) de cardinalit�e r + s+ k � 2.

\ � ". Soit A un ensemble k-stable de H(P ).
Parceque l'intervalle [p1; qt] de P ne peut avoir plus de k points de A, nous

avons j((P �M[N ) [ fp; qg)\Aj � k. Ainsi, jAj � k + (jMj+ jN j � 2):

�



Chapitre 6

La propri�et�e duale de K�onig

dans le cas g�en�eral et pour les

classes des ordres SSSC et SSC

Soient P un poset de rang r(P ) et Pl;u le sous-poset induit par l'union des
niveaux cons�ecutifs [ui=lNi de P o�u 0 � l � u � r(P ).
Dans [78], Voigt et Wegener prouvaient la propri�et�e forte IC pour le tre
illis Bool�een. Les intervalles provenant du recouvrement minimum permet-

tent de construire le polynôme minimal repr�esentant une fonction Bool�eene
sym�etrique. Nous d�eterminons cette propri�et�e d'une mani�ere tout �a fait
di��erente. Ce r�esultat conduit Voigt [77] �a poser la question si le treil-
lis lin�eaire Ln(q) a la propri�et�e forte IC. Malheureusement, cette question
reste ouverte �a ce jour. N�eanmoins, nous prouvons dans le Chapitre 8 qu'il
poss�ede la propri�et�e forte IS.

6.1 Propri�et�e duale de K�onig dans le cas g�en�eral

Th�eor�eme 6.1 [9] H(P ) a la propri�et�e duale de K�onig si une des condi-

tions suivantes est r�ealis�ee.

(a) W0 = 1 ou Wr(P ) = 1,

(b) r(P ) = 1,

(c) le diagramme de Hasse de P est un arbre,

(d) W0 =Wr(P ) = 2.

77
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Preuve. L'�egalit�e est �evidente dans le cas de (a) et vaut maxfjW0j; jWr(P )jg.
Dans les cas (b) et (c), l'�egalit�e est aussi v�eri��ee et vaut w(P ) (la largeur

de P ) d'apr�es le Th�eor�eme de Dilworth.

Prouvons (d). H(P) a la propri�et�e duale de K�onig ssiH�(P ) a la propri�et�e de

K�onig. Or l'unimodularit�e [3] de l'hypergraphe H�(P ) en est une condition

su�sante. Il faut donc que la matrice d'incidence de H�(P ) soit totalement

unimodulaire (le d�eterminant de chaque sous-matrice carr�ee est �egal �a -1,0

ou 1). Ce qui est �equivalent �a la v�eri�cation du crit�ere de Ghouila-Houri

(voir [3] page 438). Ceci se traduit dans notre cas par: Pour chaque I'� I,
on peut partitionner I' en I1 et I2 tels que pour chaque x 2 P

�1 � jfI 2 I1: x 2 Igj � jfI 2I2 : x 2 Igj � 1.

Notons que le nombre d'arêtes de H(P ) est au plus 4. Si jI 0j= 1, on

prend I1= I 0 et on aura jfI 2 I1: x 2 Ig�jfI 2I2 : x 2 Igj = 1 ou

0. Si jI 0j= 2, alors en prenant I1 et I2 chacun constitu�e d'une arête, le

crit�ere sera v�eri��e. Supposons maintenant que I 0= 3 (ou 4). I 0 a la forme
I 0= f[a1; b1];[a2; b2];[a1; b2],([a2; b1])g o�u N0 =fa1; a2g et Nr(P )=fb1; b2g.
Consid�erons la partition I1=f[a1; b1];[a2; b2]g, I2=f[a1; b2];([a2; b1])g.
Si le crit�ere n'est pas v�eri��e alors nous pouvons supposer sans perte de
g�en�eralit�e qu'il existe x 2 P tel que

jfI 2 I1: x 2 Igj = 2 et jfI 2I2 : x 2 Igj= 0.

La premi�ere �egalit�e implique que a1 � x � b1 et a2 � x � b2. D'o�u
a1 � x � b2, c'est �a dire x 2 [a1; b2] qui est une contradiction avec la
supposition jfI 2I2 : x 2 Igj= 0. �

Figure 1.
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Notons que si maxfW0,Wr(P )g> 2, l'hypergrapheH(P) n'a pas forc�ement la

propri�et�e duale de K�onig. En e�et pour le poset illustr�e dans la Figure 1, on

a d�ej�a pour r(P ) = 2, W0 = 2 et W2 = 3, �(H)= 3 et �(H)= 4. De plus ce

poset est normal (c.�a.d jAj
Wi
� jR+(A)j

Wi+1
pour tout A � Ni o�u R

+(A)= fy 2 Ni+1

tel que x � y pour un certain x dans Ag). La normalit�e est une condition

forte impliquant entre autres, la propri�et�e forte de Sperner [27].

Un poset est appel�e r�egulier si le nombre d'�el�ements couvrant un �el�ement

�x�e x et le nombre d'�el�ements couverts par x d�ependent seulement du rang

de x. Les posets r�eguliers de rang sym�etrique ont d'int�eressantes pro-

pri�et�es telles que la normalit�e, la propri�et�e forte de Sperner, poss�edent

une d�ecomposition en châ�nes sym�etriques , : : : [27]. Malgr�e cela, si on

examine les posets r�eguliers sym�etriques de la Figure 2, on remarque que

l'hypergrapheH(P1) n'a pas la propri�et�e duale de K�onig puisque �(H(P1))=

3 et �(H(P1))= 4 et l'hypergraphe H(P2) n'a ni la propri�et�e forte IS ni la

propri�et�e forte IC puisque �(H(P2)) = 4.

Figure 2.

P1 P2

Corollaire 6.1 H(P ) a la propri�et�e de K�onig si une des conditions du

Th�eor�eme 6.1 est v�eri��ee.

Preuve. Les trois premi�eres conditions v�eri�ent ais�ement la relation � = �

= minfjW0j; jWr(P )jg. Pour la condition (d), on a prouv�e dans le Th�eor�eme
6.1 que la matrice d'incidence de H� est totalement unimodulaire donc sa
transpos�ee qui est la matrice d'incidence de H reste totalement unimodu-
laire. �
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La remarque fâ�te sur la non-conservation de la propri�et�e duale de K�onig,

lorsque maxfjW0j; jWr(P )jg> 2 reste valable pour la propri�et�e de K�onig. En

e�et, le poset de la Figure 3 en est un exemple o�u l'on a �(H(P ))= 1 et

� (H(P ))= 2.

Figure 3.

Le th�eor�eme suivant prouve la propri�et�e (l; u)-IC dans certains domaines de
l et u d�es que P est un poset de Peck. La d�ecomposition de P en châ�nes
sym�etriques n'est pas une condition su�sante (voir l'exemple du poset P2

de la Figure 2).

Th�eor�eme 6.2 [9] Soit P un poset de Peck.

(a) H(P ) a la propri�et�e (l; u)-IC pour tous l, u avec 0 � l� u� r(P )=2
ou r(P )=2� l� u� r(P ).

(b) Si H(P ) a la propri�et�e (l; r(P )�l)-IC pour tout l avec 0 � l � r(P )=2,
alors H(P ) a la propri�et�e forte IC.

Preuve. (a) Nous consid�erons seulement le cas 0 � l� u� r(P )=2.
L'autre se d�eduit par dualit�e. Le niveau Nu est une antichâ�ne de taille

maximum dans Pl;u. En e�et, supposons le contraire c.�a.d qu'il existe une
antichâ�ne A dans Pl;u de taille plus grande. L'ensemble A[Pu+1;r(P )�u est

une (r(P )� 2u+1)-famille de taille jAj+ jPu+1;r(P )�uj>Wu+ � � �+Wr(P )�u.

Comme
Pr(P )�u

i=u Wi repr�esente la taille maximumde (r(P )�2u+1) nombres

de Whitney, nous obtenons une contradiction avec l'hypoth�ese faite sur P .
Ainsi, par le Th�eor�eme de Dilworth, Pl;u peut être partitionn�e enWu châ�nes

d'extr�emit�es �nales dans Nu. Ces châ�nes d�e�nissent un recouvrement par
arêtes de Hl;u de cardinalit�e Wu = maxfWl;Wug.
(b) Puisque (a) est v�eri��ee, il nous su�ra de montrer la propri�et�e (l; u)-IC
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pour 0 � l � r(P )=2 � u � r(P ). Supposons sans perte de g�en�eralit�e,

l � r(P ) � u (si P ne v�eri�e pas cette propri�et�e, son dual P � la v�eri�era).

Ainsi, maxfWl;Wug = Wu. Par hypoth�ese Hr(P )�u;u peut être couvert par

Wu arêtes et dans P , ces intervalles ont leurs extr�emit�es initiales dans le

niveau Nr(P )�u. D'autre part, d'apr�es (a), Hl;r(P )�u peut être couvert par

Wr(P )�u = Wu arêtes et dans P , ces intervalles ont leurs extr�emit�es termi-

nales dans le niveau Nr(P )�u. En fusionnant ces intervalles en leur points

correspondants du niveau Nr(P )�u, nous obtenons un recouvrement de Hl;u

par Wu arêtes. �

6.2 Propri�et�e duale de K�onig pour les classes

des ordres SSSC et SSC

Dans la th�eorie de Sperner, il existe des posets classiques qui sont en fait
construits �a partir d'un produit de posets. Citons-en par exemple les treillis
Bn, S(k1; : : : ; kn), NC(n), Cn, Wm;n, et les ordres SMk;2, M(k1; :::kn), ...
. Dans cette section, nous prouvons ou mentionons la conservation de la
propri�et�e SSSC (resp. SSC) par les produits � et �r. De plus, tout or-
dre SSSC (resp. SSC) a son hypergraphe des intervalles avec la propri�et�e

(l; u)-IC pour l, u tels que 0 � l � u � n � l (resp. forte IC). Ces r�esultats
permettent de classer entre autres les exemples pr�ec�edemment cit�es.

6.2.1 Propri�et�e duale de K�onig pour la classe des or-

dres SSSC

Soit P un poset rang�e de rang n.
Une châ�ne C = (c1 � � � � � ch) est appel�ee semi-sym�etrique si r(c1) +
r(ch) � n. Une châ�ne sym�etrique est en particulier semi-sym�etrique.

On appelle un poset P un ordre �a châ�nes semi-sym�etriques sp�eciales (ordre

SSSC) s'il existe une d�ecomposition de P en châ�nes semi-sym�etriques avec
la propri�et�e suppl�ementaire (�):

Si C = (c1 � � � � � ch) est une châ�ne de la d�ecomposition o�u
ch n'est pas un �el�ement maximal de P alors il existe une châ�ne
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D de la d�ecomposition telle que D = (d0 � � � � � dh+1) avec

d0 � c1 et ch � dh+1.

Dans la Figure 4, P1 et P2 sont des ordres SSSC mais pas P3.

P1 P2 P3

Figure 4.

Th�eor�eme 6.3 Si P est un ordre SSSC alors H(P ) a la propri�et�e (l; u)-IC
pour tous l, u avec 0 � l � u � n � l.

Preuve. Soit u � n
2 . Nous d�eterminons d'abord un recouvrement de

Hn�u;u par Wu arêtes.
Soit C une d�ecomposition en châ�nes semi-sym�etriques de P satisfaisant la
propri�et�e (�). Nous associons �a chaque �el�ement x 2 Ni, avec 0 � i � n

2 ,
l'�el�ement f(x) 2 Nn�i qui soit dans la même châ�ne de C. Ceci est possible
puisque sinon nous aurions c1 � x � ch < f(x), o�u c1 � � � � � ch est la
châ�ne qui contient x, et alors r(c1)+r(ch) < r(x)+r(f(x)) = i+(n�i) = n.

V�eri�ons que l'ensemble des Wu intervalles f[x; f(x)]; x 2 Nn�ug [ f[x;C \
Nu]; x = minC 2 Pn�u+1;u pour une certaine châ�ne C 2 C et r(maxC) �
ug couvrentHn�u;u. Bri�evement, nous appellons les intervalles de la premi�ere

(resp. seconde) famille, \arêtes de type I1;u (resp. I2;u)".
Nous proc�edons par induction sur n�2u: Les cas n�2u = 0 ou n�2u = 1

sont v�eri��es.
Consid�erons un �el�ement y 2 Pn�u;u. Si y 2 Nn�u ou Nu, alors y est claire-

ment couvert par une arête de type I1;u ou I1;u [I2;u respectivement. Sup-

posons alors que y 2 Pn�(u�1);u�1. Par induction, il existe soit une arête
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[z; f(z)] de type I1;u�1 o�u z 2 Nn�u+1 soit une arête [z;C \ Nu�1] de type

I2;u�1 o�u z = minC 2 Pn�u+2;u�1 et r(maxC) � u� 1 qui couvre y.

Cas 1. y est couvert par une arête de type I1;u�1.

Soit C une châ�ne de C contenant z et f(z). Si f(z) a sur C un successeur

v alors v = f(x) si z a un pr�ed�ecesseur x sur C et par cons�equent y est

couvert par [x; f(x)] de type I1;u. Sinon -c.�a.d. z n'a pas de pr�ed�ecesseur

sur C- y est couvert par l'intervalle [z;C \Nu] de type I2;u.
Si f(z) n'a pas sur C un successeur, f(z) est l'extr�emit�e terminale de C et

donc z est n�ecessairement son extr�emit�e initiale. En vertu de la propri�et�e

(�), il existe une châ�ne D de C de la forme (x � � � � � f(x)), o�u x 2 Nn�u

et x � z < f(z) � f(x). Ainsi, y est couvert par [x; f(x)].

Cas 2. y est couvert par une arête de type I2;u�1.

Soit C une châ�ne de C contenant z. Si C\Nu�1 a un successeur sur C alors

y est couvert par [z;Nu \ C] de type I2;u. Si C \ Nu�1 est une extr�emit�e

terminale de C alors, �a partir de la propri�et�e (�), il existe une châ�ne D de
C de la forme (d0 � � � � � dh+1) o�u d0 � minC = z < maxC � dh+1. Par

suite, y est couvert par l'arête [d0; dh+1] de type I2;u.
Pour l+ u < n, examinons le recouvrement de Hl;u.
P est un ordre SSSC alors, Wl � � � � � Wn�u. Pl;n�u peut être partitionn�e
enWn�u châ�nes fC1; : : : ; Cn�ug o�u chacune se termine au niveau Nn�u. En
fait, il s'agit des châ�nes de C restreinte �a Pl;n�u. Nous joignons maintenant

l'extr�emit�e terminale de chaque châ�ne Ci �a un intervalle [x; f(x)] de type
I1;u si maxCi = x. De cette fa�con et apr�es le rajout de toutes les arêtes de
type I2;u, nous obtenons un recouvrement de Hl;u par Wu arêtes.
Notons que si n�u < l � u � n, la propri�et�e (l; u)-IC n'est pas en g�en�erale
v�eri��ee. En e�et le poset P2 de la Figure 4 v�eri�e �(H1;4) = �(H1;4) = 4 6= 3.

Soient (P;�P ) et (Q;�Q) (bri�evement P et Q) deux posets ayant des
d�ecompositions en châ�nes semi-sym�etriques C et D respectivement. En
utilisant la proc�edure de Bruijn et al [18] qui consiste �a prendre tous les
produits form�es par une châ�ne de C et une châ�ne de D, nous pouvons

construire une d�ecomposition en châ�nes semi-sym�etriques de P � Q. Plus
pr�ecis�ement, pour chaque couple (C;D) de châ�nes semi-sym�etriques o�u

C = (c0 � � � � � ch) 2 C et D = (d0 � � � � � dk) 2 D et pour chaque j,

j = 0; : : : ;min(h; k), nous posons

Ej(C;D) = ((c0; dj) � � � � � (ch�j ; dj) � (ch�j ; dj+1) � � � � � (ch�j ; dk));
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Nous avons

r(c0; dj) + r(ch�j ; dk) = r(c0) + r(dj) + r(ch�j ) + r(dk)

= r(c0) + r(d0) + j + r(ch) � j + r(dk)

� r(P ) + r(Q) = r(P �Q):

donc les châ�nes Ej(C;D) sont semi-sym�etriques et [jEj(C;D) est une par-

tition de C �D (voir Figure 5). Par suite G =[C2C [D2D [jEj(C;D) est

une partition de P �Q en châ�nes semi-sym�etriques.

..

(ch; dk)

(ch�j ; dk)

(c0; dj)

(ch; d0)

(c0; d0)

(c0; dk)

Figure 5.

Th�eor�eme 6.4 Si P et Q sont des ordres SSSC, alors P �Q est aussi un

ordre SSSC.

Preuve. Il su�t de v�eri�er que la partition G v�eri�e la propri�et�e (�).
Soit E une châ�ne de G dont l'extr�emit�e terminale n'est pas un �el�ement
maximal de P � Q. Il existe une châ�ne C de C, une châ�ne D de D,
j0 2 f0; : : : ;min(h; k)g tels que E = Ej0(C;D) = ((c0; dj0) � � � � �
(ch�j0 ; dj0) � (ch�j0 ; dj0+1) � � � � � (ch�j0 ; dk)).
Si j0 > 0, alors la châ�ne n'est pas maximale dans le \rectangle" (en par-

ticulier (ch�j0 ; dk) n'est pas un �el�ement maximal de P � Q ). La châ�ne
E' de C � D, de la forme E'= ((c0; djo�1) � � � � � (ch�j0+1; dj0�1) �
(ch�j0+1; dj0) � � � � � (ch�j0+1; dk)); est la châ�ne cherch�ee qui v�eri�e avec E

la propri�et�e (�).
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Si j0 = 0, cela signi�e d'une part que E est maximale dans son \rectangle"

mais comme d'autre part, son extr�emit�e terminale n'est pas un �el�ement

maximal de P � Q, on d�eduit alors que c'est soit ch qui n'est pas un

�el�ement maximal dans P soit dk qui n'est pas un �el�ement maximal dans

Q. Supposons sans perte de g�en�eralit�e que ch n'est pas un �el�ement max-

imal dans P . Comme P est un ordre SSSC, il existe une châ�ne C' de

C telle que C'= (c'0 � � � � � c'h+2) avec c'0 � c0 < ch � c'h+2. La

châ�ne E"= ((c'0; do) � � � � � (c'h+2; d0)� (c'h+2; d1)� � � � � (c'h+2; dk)); de

C'�D v�eri�e avec E la propri�et�e (�) puisque (c'0; do) � (c0; d0) < (ch; dk) �
(c'h+2; dk). �

Th�eor�eme 6.5 Si P et Q sont des ordres SSSC, alors P �rQ est aussi un

ordre SSSC.

Preuve. Dans [62], Sali prouvait que si deux posets P et Q admettent une
d�ecomposition en châ�nes sym�etriques et P �rQ existe alors P �rQ admet
aussi une d�ecomposition en châ�nes sym�etriques. Ce r�esultat reste valable
pour les châ�nes semi-sym�etriques. Supposons sans perte de g�en�eralit�e que

r(P ) = r(Q). Soient C et D les d�ecompositions en châ�nes semi-sym�etriques
de P et Q respectivement ayant la propri�et�e (�). Pour chaque châ�ne C de C
et D de D, nous construisons une châ�ne de P �r Q de la mani�ere suivante:
Supposons C = fc1; : : : ; ctg, D = fd1; � � � ; dsg et t � s. Soit a = 1

2(t� s).
Posons

((c1+a; d1); (c2+a; d2); : : : ; (ct�a; ds)):

C'est bien une châ�ne de P �rQ et de plus, elle est semi-sym�etrique puisque
r((c1+a; d1))+r((ct�a; ds) =(r(c1) + a)+(r(ct) � a) � r(P ) =r(P �r Q).
Comme C et D sont des partitions de P et Q respectivement, l'ensemble
E des châ�nes construites ci-dessus forment une partition en châ�nes semi-

sym�etriques de P �r Q. Montrons que E v�eri�e la propri�et�e (�).
Soit ((c1+a; d1); (c2+a; d2); : : : ; (ct�a; ds)) une châ�ne telle que (ct�a; ds) n'est

pas un �el�ement maximal de P �r Q. Comme t � s, ds n'est pas un �el�ement

maximal dans Q. Il existe, parceque Q est un ordre SSSC, une châ�ne
D'= (d'0; � � � ; d's+1) de D telle que d'0 � d1 et ds � d's+1.

Si t > s, nous prenons la châ�ne ((ca; d'0); (c1+a; d'1); : : : ; (ct�a+1; d's+1)).
Si t = s, alors ct n'est pas un �el�ement maximal dans P qui est aussi un

ordre SSSC et par cons�equent, il existe une châ�ne C'= (c'0; � � � ; c't+1) de
C telle que c'0 � c1 et ct � c't+1. Dans ce cas nous prenons la châ�ne

((c'0; d'0); (c'1; d'1); : : : ; (c't+1;d's+1)). �
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6.2.2 Propri�et�e duale de K�onig pour la classe des or-

dres SSC

Dans [14] ou dans [9], nous avions prouv�e que si nous imposions �a P

une condition plus forte que la propri�et�e (�), �a savoir l'existence d'une

d�ecomposition de P en châ�nes sym�etriques satisfaisant la nouvelle propri�et�e

(�0) d�e�nie par

Si C = (c1 � � � � � ch) est une châ�ne de la d�ecomposition qui

n'est pas de longueur maximum alors il existe une châ�ne D de

la d�ecomposition telle que D = (d0 � � � � � dh+1) avec d0 � c1
et ch � dh+1,

alors nous obtenions des th�eor�emes plus int�eressants dans le sens o�u c'est la
propri�et�e forte IC qui est r�ealis�ee. Un tel poset est dit un ordre �a châ�nes

sym�etriques sp�eciales (ordre SSC).

Th�eor�eme 6.6 Si P est un ordre SSC alors H(P ) a la propri�et�e forte IC.

Th�eor�eme 6.7 Si P et Q sont des ordres SSC, alors P � Q est aussi un

ordre SSC.

D'autre part les constructions dans la d�emonstration du Th�eor�eme 6.5 pro-
duisent une partition en châ�nes sym�etriques de P �r Q avec la propri�et�e
(�0). Ainsi, le Th�eor�eme 6.8 en d�ecoule ais�ement

Th�eor�eme 6.8 Si P et Q sont des ordres SSC, alors P �r Q est aussi un

ordre SSC.

6.3 Exemples d'ordres SSSC et SSC

6.3.1 Exemples d'ordres SSSC

Comme application des ordres SSSC, consid�erons les exemples suivants:
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6.3.1.1 Le treillis Cn des faces du n-cube.

Soit
V

un poset �a trois sommets f0; 1; 2g tels que 0 < 2 > 1. Cn est

isomorphe au produit cart�esien de n copies de
V
.

Cn '
nY
1

^
:

Le dual de
V
est un ordre SSSC donc d'apr�es le Th�eor�eme 6.4, le dual de

Cn est un ordre SSSC et par suite, d'apr�es le Th�eor�eme 6.3, H(C�
n) a la

propri�et�e (l; u)-IC pour tous l, u avec 0 � l � u � n � l. Finalement,

H(Cn) a la propri�et�e (l; u)-IC pour tous l, u avec n� u � l � u � n.

6.3.1.2 Le treillis M(k1; : : : ; kn).

Les �el�ements de ce poset sont les sous-ensembles de S(k1; : : : ; kn) de la forme

fa 2 S(k1; : : : ; kn) : ai 2 Ai; i = 1; : : : ; ng o�u les Ai sont des sous-ensembles

non vides de [ki], i = 1; : : : ; n. L'ordre est donn�e par l'inclusion.
M(k1; : : : ; kn) est isomorphe �a B0

k1+1 � � � � � B0
kn+1, o�u B

0
ki+1 est le treillis

Bool�een auquel l'�el�ement minimal est supprim�e. Notons que dans le cas
n = 2, ce poset peut être interpr�et�e comme le poset des sous-matrices d'une
matrice avec (k1+1) lignes et (k2+1) colonnes, ordonn�ees par \contenance".
Chaque dual de B0

ki+1 est un ordre SSSC et par cons�equent, �a partir des
Th�eor�emes 6.3 et 6.4, H(M(k1; : : : ; kn)) a la propri�et�e (l; u)-IC pour tous

l, u avec n � u � l � u � n.

L'isomorphisme entre M(k1; k2) et B
0
k1+1 � B0

k2+1, nous permet de voir le
dual de M(k1; k2) comme �etant le poset Bk1+k2+2 auquel les �el�ements fA :

A � f1; : : : ; k2 +1gg [ fA : A � fk2 +2; : : : ; k2 + k1 +2gg sont supprim�es.
Ainsi une id�ee similaire de coloration utilis�ee dans le Chapitre 4 nous conduit
�a la valeur du nombre chromatique 
k1;k2;1;3 de l'hypergraphe des intervalles
du sous-poset induit par les niveaux cons�ecutifs N1, N2 et N3 du dual de
M(k1; k2).
Le produit direct �etant commutatif, nous pouvons supposer sans perte de

g�en�eralit�e que 0 � k1 � k2. Si k1 = 0, alors M�(0; k2) ' (B0
k2+1)

� et donc


0;k2;1;3 est �egal �a k2 + 1 si k2 � 5 et �a k2 + 2 si k2 2 f3; 4g. Si k1 = 1 et
k2 = 2, alors par investigation de tous les cas, nous obtenons 
1;2;1;3 = 5.
Pour les autres valeurs de k1 et k2, nous avons

Proposition 6.1 Si k2 > 2, nous avons


k1;k2;1;3 =

(
k2 + 2 si k1 = 1
k1 + k2 + 2 sinon
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Preuve.

Cas 1. k1 = 1 et k2 > 2.

Puisque les k1 + k2 + 2 �el�ements fk2 + 2g et fk2 + 2; ig, i = 1; : : : ; k2 + 1,

doivent avoir des couleurs deux �a deux distinctes, nous d�eduisons directe-

ment 
1;k2;1;3 � k2 + 2.

Int�eressons nous maintenant �a la borne sup�erieure.

Cas 1.1. k2 est pair.

Consid�erons la factorisation F = fF1; : : : ; Fk2+1g du graphe complet Kk2+2

o�u Fi est le facteur contenant l'�el�ement fi; k2 + 2g. Posons Ci := Fi [
fi; k2 + 3g pour i = 1; : : : ; k2 + 1 et Ck2+2 = ffig; i = 1; : : : ; k2 + 3g.
Avec la partition fC1; : : : ; Ck2+2g, nous obtenons une (k2 + 2)-coloration

de H((M�(1; k2))1;3) puisque chaque triplet a au moins (k2 + 2 � 3) � 1 =

k2 � 2 > 0 choix pour sa couleur.

Cas 1.2. k2 est impair.

Consid�erons la factorisation F = fF1; : : : ; Fk2+2g du graphe complet Kk2+3

o�u Fi est le facteur contenant l'�el�ement pi = fi; k2 + 3g et notons par qi
l'�el�ement de Fi qui contient k2 + 2. Posons

Ci = (Fi n fpig) [ fqi; (qi [ fk2 + 3g) n fk2 + 2gg [ ffigg

pour tout i = 1; : : : ; k2 + 2. Maintenant si nous assignons �a chaque triplet
une couleur de f1; : : : ; k2 +2g, nous obtiendrons une (k2 +2)-coloration de

H((M�(1; k2))1;3).

Cas 2. k1 � 2.
Si k2 � 3, alors le sous-poset (M�(k1; k2))1;3 est isomorphe �a (Bk1+k2+2)1;3
et alors 
k1;k2;1;3 = k1 + k2 + 2.
Si k2 = 2, nous avons 
2;2;1;3 = 6 dont la partition est donn�ee par exemple
par:

C1 = ff1; 5g; f2; 4g; f3; 6g; f1; 2; 3g; f1; 4; 6g; f2; 5; 6g; f4; 5; 6gg,
C2 = ff1; 2g; f3; 5g; f4; 6g; f1; 3; 4g; f1; 3; 6g; f1; 4; 5g; f2; 4; 5gg,
C3 = ff2; 3g; f1; 4g; f4; 5g; f1; 2; 6g; f1; 5; 6g; f2; 4; 6g; f3; 4; 5gg,
C4 = ff3; 4g; f2; 5g; f1; 6g; f1; 2; 4g; f1; 3; 5g; f2; 3; 6g; f3; 5; 6gg,
C5 = ff4; 5g; f1; 3g; f2; 6g; f1; 2; 5g; f2; 3; 4g; f2; 3; 5g; f3; 4; 6gg,
C6 = ffig; i = 1; : : : ; 6g.

6.3.2 Exemples d'ordres SSC

Comme application des ordres SSC, consid�erons les exemples suivants:

6.3.2.1 La châ�ne C = (c0 � � � � � cn)
6.3.2.2 Le treillis Bool�een Bn.
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Le treillis Bool�een est isomorphe �a n châ�nes de longueur 1.

�(H((Bn)l;u)) = �(H((Bn)l;u)) = maxf

 
n

l

!
;

 
n

u

!
g

.

6.3.2.3 Le treillis des produits de châ�nes S(k1; : : : ; kn).

S(k1; : : : ; kn) est isomorphe �a n châ�nes de longueurs respectives k1; : : : ; kn.

�(H((S(k1; : : : ; kn))l;u)) = �(H((S(k1; : : : ; kn))l;u)) = maxfWl;Wug:

La mani�ere d'obtenir Wi est donn�ee dans le Chapitre 1.

6.3.2.4 Le treillis des \shu�es" Wm;n [37].

Il est d�e�nit comme suit: Soient x = x1x2 � � � xm et y = y1y2 � � � yn deux

mots form�es �a partir de m + n lettres distinctes. Wm;n est l'ensemble de
tous les mots w form�es �a partir des lettres de x et des lettres de y tels
que la restriction de w aux lettres de x (resp. de y) est un sous-mot de
x (resp de y) ordonn�e par la relation: w � w' ssi w' s'obtient �a partir
de w en supprimant des lettres de x et en additionnant de lettres de y.

Par exemple si x = ABCDEFG et y = rstu alors BrDFuG � rDsuG

dans W7;4. Une interface de w est l'ensemble de toutes les paires de lettres
(y; x) o�u x 2 x et y 2 y et x suit imm�ediatement y dans w. L'interface
des mots pr�ec�edants est f(r;D); (u;G)g. Soit G l'ensemble de tous les mots
ayant autant de lettres de x que de y. Pour chaque mot de G, notons par
Wm;n(S) l'ensemble form�e de tous les mots de Wm;n d'interface S. Greene
[37] a prouv�e que Wm;n est l'union disjointe Wm;n=

S
2CWm;n(S) et le poset

induit sur chaque Wm;n(S) est isomorphe �a un treillis Bool�een. Montrons
que Wm;n est un ordre SSC. Wm;n(S) est un ordre SSC d'apr�es l'Exemple
6.3.2.2. Soit C(S) sa d�ecomposition en châ�nes sym�etriques satisfaisant la
propri�et�e (�0). L'union disjointe

S
S2GC(S) forme une d�ecomposition en

châ�nes sym�etriques de Wm;n. Il reste �a v�eri�er qu'elle assure la propri�et�e

(�0). Nous avons �a examiner que les châ�nes maximales dans C(S). Soit C
une châ�ne non maximale dans Wm;n mais maximale dans C(S) , (S 6= ;).
Posons S = fyj1; xi1; : : : ; yjk ; xikg. Il est clair que C a la forme suivante:

x1x2 � � � xi1�1yj1xi1xi1+1� � � xi2�1yj2xi2xi2+1 � � � xik�1yjkxikxik+1 � � �xm
� � � � � y1y2 � � � yj1�1yj1xi1yj1+1� � � yj2�1yj2xi2yj2+1 � � � yjk�1yjkxikyjk+1 � � � yn:
Soit S'= fyj1; xi1; : : : ; yjk�1; xik�1g. Dans C(S'), la châ�ne x1x2 � � � xi1�1yj1xi1
xi1+1� � � xi2�1yj2xi2xi2+1 � � �xik�1�1yjk�1xik�1xik�1+1 � � � xm � � � � �y1y2 � � �
yj1�1yj1xi1yj1+1� � � yj2�1yj2xi2yj2+1 � � � yjk�1�1yjk�1xik�1yjk�1+1 � � � yn est max-
imale. C'est la châ�ne d�esir�ee pour la v�eri�cation de la propri�et�e (�0).
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6.3.2.5 Le treillis des partitions non intersectantes NC(n) [66].

Une partition de [n] est non intersectante si �a chaque fois que 1 � a <

b < c < d � n avec a; c dans le même bloc et b; d dans le même bloc

alors les quatre �el�ements sont dans le même bloc. La partition 123=57=46

est intersectante. Le treillis NC(n) est l'ensemble des partitions non inter-

sectantes ordonn�ees par ra�nement. Montrons par induction sur n que

NC(n) est un ordre SSC. Pour n = 1, c'est �evident. Supposons que

NC(n) est un ordre SSC pour tout k < n. Dans [66], il est prouv�e que

NC(n) =[ni=1Ri o�u R1[R2 ' NC(n � 1) � C1 (C1 est une châ�ne de

longueur 1) et Ri ' NC(i � 2) � NC(n� i+ 1) pour tout i � 3. D'apr�es

l'hypoth�ese d'induction et le fait que la châ�ne est aussi un ordre SSC, on

d�eduit d'apr�es le Th�eor�eme 6.7 que les deux produits pr�ec�edents sont des

ordres SSC. L'union des châ�nes de R1 [ R2 et des Ri qui v�eri�ent la pro-

pri�et�e (�0) conserve la propri�et�e (�0). En e�et, il su�t seulement d'examiner

les châ�nes maximales de R1[R2 et de Ri (i � 3), plus pr�ecis�ement celles de

Ri car une châ�ne maximale de R1[R2 n'est autre qu'une châ�ne maximale
de NC(n). Soit C une châ�ne de Ri. C est de la forme:
1i=2= � � � =i� 1=i + 1= � � � =n � � � � � 1i(i+ 1)(i+ 2) � � � n=23 � � � (i� 1):. La

châ�ne recherch�ee est la châ�ne maximale 1=2= � � � =n� � � �� 123 � � � n de
NC(n). D'o�u [23], [46]

�(H((NC(n))l;u)) = �(H((NC(n))l;u)) = maxf

�
n

l

�
:
�

n

l�1

�
n

;

�
n

u

�
:
�

n

u�1

�
n

g

6.3.2.6 Le poset des sous matrices carr�ees d'une matrice carr�ee.

Soit A une matrice carr�ee d'ordre n et SMk;2 la famille de toutes ses sous-
matrices carr�ees ordonn�ees par inclusion. D�e�nissons un ordre sur le produit
de deux treillis Bool�een Bn �r Bn par: (X1; Y1) � (X2; Y2) ssi X1 � X2 et
Y1 � Y2. L'application qui associe �a une sous-matrice M de SMk;2, un

couple (M1;M2) de Bn �r Bn, o�u M1 (resp. M2) repr�esente l'ensemble des
indices des lignes (resp. des colonnes) de M est un isomorphisme. Comme
Bn est un ordre SSC (Exemple 6.3.2.2), on peut d�eduire du Th�eor�eme 6.8,
que SMk;2 est aussi un ordre SSC et par suite

�(H((SMk;2)l;u)) = �(H((SMk;2)l;u)) = maxf

 
n

l

!
:

 
n

l

!
;

 
n

u

!
:

 
n

u

!
g:

Ce poset est un cas particulier de l'ordre SMk;n, appel�e aussi le poset des

sous-matrices carr�ees d'une matrice carr�ee, qui est d�e�ni comme suit:

Ses �el�ements sont des sous-ensembles de S(k; : : : ; k) de la forme fa 2
S(k; : : : ; k) : ai 2 Ai; i = 1; : : : ; ng o�u les Ai sont des sous-ensembles de
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[0; k] de même taille. L'ordre est donn�e par l'inclusion.

SMk;n est isomorphe �a Bk+1 �r � � � �r Bk+1. Par suite,

�(H((SMk;n)l;u)) = �(H((SMk;n)l;u)) = maxf

 
n

l

!
� � �

 
n

l

!
| {z }

n

;

 
n

u

!
� � �

 
n

u

!
| {z }

n

g:

6.4 Le poset L(m;n)

Les �el�ements de L(m;n) sont les n-uples a = (a1; : : : ; an) avec a1 � � � � �
an � m ordonn�es par:

a � b ssi ai � bi pour tout i:

L(m;n) est rang�e et r(P ) = mn. L'application r d�e�nit par r(a) =a1 +

� � � + an est une fonction de rang. Stanley [68] prouvait que L(m;n) est
un poset de Peck et conjecturait que L(m;n) poss�ede une d�ecomposition
en châ�nes sym�etriques. La conjecture a �et�e prouv�ee pour minfm;ng �
4. Les d�ecompositions en châ�nes sym�etriques donn�ees par Lindst�om [47],
West[81] et Riess [59] ne v�eri�ent malheureusement pas la propri�et�e (�0) et
par cons�equent le Th�eor�eme 6.6 ne peut être appliqu�e.

Th�eor�eme 6.9 [9] H(L(m;n)) a la propri�et�e (l;mn� l)-IC pour 0 � l �
m.

Preuve. Posons bri�evement P = L(m;n) et soit 0 � l � m. Pour a =

(a1; : : : ; an) 2 Nl, soit f(a) = (m � an;m � an�1; : : : ;m � a1). L'�el�ement
f(a) est bien dans le niveau Nmn�l puisque la somme de ses composantes
est �egale �a

Pn
i=1(m� ai) =mn�

Pn
i=1 ai =mn� l.

De plus, a � f(a), en e�et,

ai � m� an+1�i ssi ai + an+1�i � m;

et ai + an+1�i� an�1 + an� r(a)= l � m:

Montrons que les intervalles [a; f(a)] constituent un recouvrement par arêtes

de Hl;mn�l.
Soit b 2 Pl;mn�l. Posons c = (c1; : : : ; cn) avec ci = minfbi;m � bn+1�ig. c
est bien un �el�ement de P puisque cn � bn � m, bi � bi+1 et m � bn+1�i �
m � bn�i et par cons�equent ci � ci+1. c est plus particuli�erement dans
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Hl;mn�l(P ). En e�et, il su�t de prouver que l � r(c). Pour le voir, nous

attribuons des couleurs aux composantes de c de la mani�ere suivante: La

couleur de ci est bleue si bi � m � bn+1�i et rouge sinon. Bien sûr, ci et

cn+1�i ont la même couleur.

Si toutes les composantes sont bleues, alors c = b et donc l � r(c) =r(b).

Si toutes les composantes sont rouges alors r(c)= mn�r(b) et donc l � r(c).

Si les composantes n'ont pas la même couleur alors il existe un indice i < n=2

tel que ci et ci+1 ont des couleurs distinctes. Distinguons les cas suivants:

Cas 1. ci est bleue. Donc ci+1 est rouge et cn+1�i est bleue. Par suite,

r(c) �ci+1 + cn+1�i= m� bn�i + bn+1�i � m � l.

Cas 2. ci est rouge. Donc ci+1 est bleue et cn+1�i est rouge. Par suite,

r(c) �ci+1 + cn+1�i= bi+1 +m� bi � m � l.

Ainsi, dans tous les cas nous obtenons l � r(c). D'o�u, il existe un �el�ement

a 2 Nl tel que a � c. Comme ai �ci � bi � m�cn+1�i � m� an+1�i, nous

aurons b 2 [a; f(a)]. �

Th�eor�eme 6.10 [9] H(L(m; 3)) a la propri�et�e forte IC.

Preuve. Posons bri�evement P := L(m; 3). D'apr�es les Th�eor�emes 6.2
et 6.9, il su�ra de prouver que Hl;3m�l peut être couvert par Wl(L(m; 3))

arêtes pour m � l < mn=2. Proc�edons par induction sur m. Les cas m = 0
et m = 1 sont �evidents. Consid�erons l'�etape de m� 2 �a m.
Soient P1 et P2 la partition de P d�e�nie par

P1 :=fa 2 P : 1 � a1� a2 � a3� m� 1g,
P2 :=fa 2 P : a1 = 0 ou a3 = mg:

Notons par Ai := Pi \ Nl(L(m; 3)), i = 1; 2 l'ensemble des �el�ements mini-
maux de Pi. Ce que nous avons �a faire c'est de d�eterminer un recouvrement
de H(Pi) par jAij arêtes, i = 1; 2.
L'application ' qui associe �a un �el�ement a = (a1; a2; a3) de P1 l'image
'(a) = (a1� 1; a2� 1; a3� 1) de (L(m� 2; 3))l�3;3(m�2)�(l�3) est un isomor-

phisme donc par hypoth�ese d'induction H(P1) peut être couvert par jA1j
arêtes.

D'autre part, l'application  qui associe �a l'�el�ement a = (a1; a2; a3) de P2

l'image  (a) = (a2; a1+a3) du poset R = f(b1; b2) : b1; b2 2 N, 0 � b1� b2,

b2 �m � b1 � m, l � b1+b2 � 3m� lg, ordonn�e par l'ordre usuel, est aussi
un isomorphisme donc nous nous int�eresserons au recouvrement de H(R).
Soit B l'ensemble des �el�ements minimaux de R. Les jBj intervalles du re-

couvrement sont donn�es comme suit :
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Cas 1. m est pair.

�
(b1; b2);

�
b1 +

3m

2
� l; b2 +

3m

2
� l

��
; (b1; b2) 2 B

Cas 2. m est impair et l est pair.

�
(b1; b2);

�
b1 +

3m� 1

2
� l; b2 +

3m+ 1

2
� l

��
; (b1; b2) 2 B

Cas 3. m est impair et l est impair.

�
(b1; b2);

�
b1 +

3m+ 1

2
� l; b2 +

3m� 1

2
� l

��
; (b1; b2) 2 B

Soit (c1; c2) un �el�ement non minimal de R. On peut v�eri�er ais�ement, cas

par cas, que (c1; c2) est couvert par au moins un des intervalles ci-dessus. Il

su�t de choisir comme extr�emit�e initiale de l'intervalle les couples d�e�nis
ci-dessous:

Cas a. c1 + c2 � l est pair.

 
c1 �

c1 + c2 � l

2
; c2 �

c1 + c2 � l

2

!

Cas b. c1 + c2 � l est impair et l est pair.

 
c1 �

c1 + c2 � l � 1

2
; c2 �

c1 + c2 � l+ 1

2

!

Cas c. c1 + c2 � l, l et m sont impairs.

 
c1 �

c1 + c2 � l + 1

2
; c2 �

c1 + c2 � l� 1

2

!

Cas d. c1 + c2 � l et l sont impairs et m est pair.

Les extr�emit�es initiales donn�ees par le Cas b ou le Cas c conviennent. �



Chapitre 7

Hypergraphe des intervalles de

la classe des ordres

s�erie-parall�eles

7.1 Introduction

Dans le Chapitre 4, nous avons vu que pour la classe des ordres des inter-
valles c.�a.d. les ordres qui ne contiennent pas de sous-poset isomorphe �a la
somme directe de deux châ�nes de longueur 1, H a la propri�et�e de K�onig
et duale de K�onig. Nous nous int�eressons maintenant �a une autre classe
de posets, appel�es posets s�erie-parall�eles et verrons que ces deux propri�et�es

restent pr�eserv�ees. Un ordre est dit s�erie-parall�ele s'il peut être construit
�a partir des singletons en utilisant seulement la somme disjointe (+) et la
somme lin�eaire (�). Ce qui revient aussi �a dire que P peut être d�ecompos�e
en singletons en utilisant que ces deux op�erations.
Le poset illustr�e dans la Figure 1 est un poset s�erie-parall�ele puisqu'il se

d�ecompose comme:

1� ((((1� 1) + 1)� (1� 1� 1)) + ((1� 1) + (1� 1))� ((1� 1) + (1� 1)))
Les posets s�erie-parall�elles sont caract�eris�es par le fait de ne pas contenir
de sous-poset isomorphe �a N [60]. (N repr�esente un sous-ensemble �a qua-

tre �el�ements fx; y; z; tg tels que les seules relations de comparabilit�e sont:

x < y > z < t). Cette caract�erisation permet de dire que si P est en plus
connexe, alors chaque �el�ement maximal est au-dessus de chaque �el�ement

minimal. En e�et, soit x (resp. y) un �el�ement maximal (resp. min-
imal) dans P . Comme P est connexe, il existe un plus court `zig-zag'

94
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x = p0 > p1 < p2 > � � � < pk�1 > pk = y, k � 1, connectant x �a y.

Or P ne contient pas de sous-poset induit isomorphe �a N, donc k = 1 et

par suite x > y.

Figure 1.

7.2 Propri�et�e duale de K�onig

Soit P un poset s�erie-parall�ele etH = H(P ) son hypergraphe des intervalles.
Rappelons que l'hypergraphe dual H� de H a la propri�et�e duale de K�onig

ssi son graphe repr�esentatif L(H�) est parfait et H� satisfait la propri�et�e de
Helly (c.�a.d. H� est normal) [3].
Les sommets de L(H�) sont les points de P et deux sommets sont adjacents
s'ils appartiennent �a un même intervalle de P .

Si P est quelconque, le graphe L(H�) n'est pas forc�ement parfait. Con-
sid�erons �a titre d'exemple le poset illustr�e dans la Figure 2. Le sous-graphe
induit par A = f2; 3; 4; 5; 6g est un cycle impair sans corde et par cons�equent
L(H�) n'est pas parfait.
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1

2 3 4 5 6

7 8 9 10 11

Figure 2.

Th�eor�eme 7.1 [13] Si P est un poset s�erie-parall�ele, alors L(H�) est un

graphe parfait.

Preuve. Nous prouvons la perfection de L(H�) en utilisant un th�eor�eme

de Seinsche [65] qui stipule que tout graphe qui ne contient pas P4 (châ�ne

�el�ementaire �a 4 sommets et sans corde) comme sous-graphe induit, est par-
fait. Supposons que notre graphe contienne une telle châ�ne que l'on note
par � = [x1; x2; x3; x4]. Dans P , nous avons x1 k x3, x1 k x4 et x2 k x4.
Soient I1 = [p1; q1] l'intervalle contenant x1 et x2, I2 = [p2; q2] l'intervalle
contenant x2 et x3, et I3 = [p3; q3] l'intervalle contenant x3 et x4. Nous

distinguerons trois cas.
Cas 1. x1 < x2.
Puisque la châ�ne � est sans corde et les sommets x2 et x3 appartiennent �a
un même intervalle dans P , nous avons x2 k x3 ou x2 > x3.
Cas 1.1. x2 k x3.
Alors le poset induit par fx1; x2; p2; x3g et N sont isomorphes. Il su�t de
v�eri�er que p2 k x1 qui est vrai car sinon x1x3 serait une corde de �.
Cas 1.2. x2 > x3.
Alors le poset induit par l'ensemble fx1; x2; x3; x4g et N sont isomorphes si
x3 < x4.

Mais si x3 k x4, nous avons aussi l'isomorphisme entre fx1; x2; p3; x4g et N.
En e�et, p3 < x2 puisque p3 � x3 < x2 et x1 k p3 puisque p3 � x1 < x2
implique l'existence de la corde x1x3.

Cas 2. x2 < x1.
Ce cas est similaire au premier cas par dualit�e.
Cas 3. x1 k x2. Nous avons trois possibilit�es:
Cas 3.1. x3 > x2.

Alors le poset induit par fx1; q1; x2; x3g est isomorphe �a N car x1x3 n'est
pas une corde de � et par cons�equent q1 k x3.
Cas 3.2. x3 < x2.
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Alors le poset induit par fx3; x2; p1; x1g est isomorphe �a N puisque p1 � x3
implique p1 � x3 < x2 � q1 c.�a.d. x1x3 est une corde de �.

Cas 3.3. x3 k x2.
Parceque x1 > p2 et x1 < q2 ne peuvent se pr�esenter simultan�ement, nous

obtenons soit fp2; x2; p1; x1g soit fx1; q1; x2; q2g est isomorphe �a N. �

Th�eor�eme 7.2 [13] Si P est un poset s�erie-parall�ele, alors H� satisfait la

propri�et�e de Helly.

Preuve. Par un r�esultat de Gilmore [3], il est �equivalent de montrer qu'�a

chaque trois arêtes I1, I2, I3 de H, il existe une arête (de H) contenant

l'ensemble (I1 \ I2) [(I1 \ I3) [(I2 \ I3). Pour notre hypergraphe, nous

a�rmons que I1 \ I2 � I3 ou I1 \ I3 � I2 ou I2 \ I3 � I1. Pour le voir,

supposons que ce n'est pas vrai. Donc I1\I2 6� I3, I1\I3 6� I2 et I2\I3 6� I1.

Soient a1, a2 et a3 trois sommets de P tels que

a1 2 I2 \ I3 et a1 62 I1

a2 2 I1 \ I3 et a2 62 I2

a3 2 I1 \ I2 et a3 62 I3

c.�a.d.

a2; a3 2 I1 et a1 62 I1

a1; a3 2 I2 et a2 62 I2

a1; a2 2 I3 et a3 62 I3

Supposons sans perte de g�en�eralit�e que I1 = [p1; q1], I2 = [p2; q2] et I3 =
[p3; q3] avec p3 6� a3.

Cas 1. a1 k a3.
Alors le poset induit par fp3; a1; p2; a3g et N sont isomorphes. Il su�t de

v�eri�er que p2 6= p3. Cette derni�ere est r�ealis�ee car a3 6� p3 mais a3 > p2.

Cas 2. a1 < a3.
Nous avons p3 � a1 < a3, une contadiction.

Cas 3. a3 < a1.
Nous distinguons trois sous-cas:

Cas 3.1. a1 < a2.
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Alors a1 2 I1, une contradiction.
Cas 3.2. a2 < a1.

Alors le poset induit par fp3; a2; p1; a3g est isomorphe �a N. En e�et, nous

avons a2 k a3 puisque a2 < a3 implique a3 2 I3 et a3 < a2 implique a2 2 I2;
p1 6= p3 puisque a3 6� p3 et a3 > p1.

Cas 3.3. a1 k a2.
Alors le poset induit par fa1; q3; a2; q1g est isomorphe �a N. En e�et, nous

avons a1 6� q1 parceque p1 � a3 < a1 � q1 implique a1 2 I1; q1 6= q3 puisque

a1 < q3 et a1 6� q1. �

Corollaire 7.1 [13] Si P est un poset s�erie-parall�ele, alors chaque sous-

hypergraphe de H a la propri�et�e duale de K�onig.

Preuve. Le graphe L(H�) est parfait d'apr�es le Th�eor�eme 7.1 et H� a
la propri�et�e de Helly d'apr�es le Th�eor�eme 7.2. Ainsi, H� est normal et
par cons�equent chacun de ses hypergraphes partiels est normal. Puisque
le dual d'un hypergraphe partiel de H� est un sous-hypergraphe de H,
nous d�eduisons que chaque sous-hypergraphe de H a la propri�et�e duale

de K�onig. �

Une autre caract�erisation des hypergraphes de Helly, due �a Berge et Duchet
[3], est donn�ee par la propri�et�e suivante:

Pour chaque trois sommets a1, a2, a3 la famille des arêtes contenant au moins
deux des sommets ai a une intersection non vide. Cette caract�erisation sera
utilis�ee dans le th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 7.3 [13] Si P est un poset s�erie-parall�ele, alors H satisfait la

propri�et�e de Helly.

Preuve. Soit I = fI1; : : : ; Img la famille des intervalles maximaux de P .
Nous supposons qu'il existe trois sommets a1; a2; a3 de P tels que

T
j2J Ij =

;; o�u J = fj : jIj \ fa1; a2; a3gj � 2g.
Alors jJ j � 3 et il existe trois arêtes, disons sans perte de g�en�eralit�e I1 =

[p1; q1], I2 = [p2; q2] et I3 = [p3; q3] tels que

a2; a3 2 I1 et a1 62 I1

a1; a3 2 I2 et a2 62 I2

a1; a2 2 I3 et a3 62 I3
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Mais, nous avons d�ej�a vu dans la d�emonstration du Th�eor�eme 7.2 que ceci

conduit �a une contradiction. �

7.3 Propri�et�e de K�onig

Dans le th�eor�eme suivant, nous �etablissons la propri�et�e de K�onig non pas �a

travers la normalit�e deH mais par la construction des posets s�erie-parall�ele.

Th�eor�eme 7.4 [13] Si P est un poset s�erie-parall�eles, alors H(P ) a la

propri�et�e de K�onig.

Preuve. Nous nous int�eressons qu'au cas o�u P est connexe car s'il ne l'est
pas, il se d�ecomposera en k composantes connexes P1; : : : ; Pk et les relations

�(H(P )) = �(H(P1))+ :::+�(H(Pk)), � (H(P )) = � (H(P1))+ :::+� (H(Pk))
pourront être utilis�ees.
Soit donc P un poset s�erie-parall�ele connexe et non r�eduit �a un singleton.
P se d�ecompose en sous-posets en utilisant seulement la somme lin�eaire,

disons P =
kL
i=1

Pi, avec k � 2.

Le cas k � 3 implique directement �(H) = � (H) = 1 parceque chaque
singleton avec un �el�ement de P2 repr�esente un recouvrement par sommets
de H.
Soit k = 2. Notons par P11; :::; P1k1 et P21; :::; P2k2 les composantes connexes
de P1 et P2, respectivement. Nous supposons sans perte de g�en�erali�e que
k1 � k2:

Soit j0 2 f1; :::; k1g et aij0 (resp. bij0) un �el�ement minimal quelconque (resp.
maximal) de Pij0 . Puisque Pij0 est connexe et s�erie-parall�ele, chaque �el�ement
maximal (de Pij0) est au-dessus de chaque �el�ement minimal (de Pij0). Il
s'ensuit, p < b1j0 pour tout p 2 min(P1j0). Aussi, nous avons par l'op�eration
�, b1j0 < p0 pour tout p0 2 min(P2). Ainsi, chaque arête de H(P1j0 � P2)

contient le point b1j0 et plus g�en�eralement, pour P = (P11+ :::+P1k1)�P2,

l'ensemble T = fb1j; j = 1; :::; k1g repr�esente un recouvrement par sommets
de H(P ). D'un autre côt�e, il n'est pas di�cile de voir que la famille des

arêtes f[a1j; b2j] ; j = 1; :::; k1g forme un couplage de H: Par suite, �(H) =
� (H) = minfk1; k2g: �

Remarque 7.1 Un raisonnement analogue au Th�eor�eme 7:4 produit une

autre preuve de la propri�et�e duale de K�onig. En e�et, soit P = P1+ :::+Pk
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un poset s�erie-parall�ele o�u chaque composante Pi est construite �a partir

d'une op�eration �, disons Pi = Pi1 � Pi2. Nous avons vu dans le Chapitre

3 que �(H(Pi)) = �(H(Pi)) = maxfjmin(Pi)j; jmax(Pi)jg, �(H(Pi+Pj)) =
�(H(Pi)) + �(H(Pj )) et �(H(Pi + Pj)) = �(H(Pi)) + �(H(Pj )). Nous

d�eduisons alors

�(H(P )) =
Pk

i=1 �(H(Pi)) =
Pk

i=1maxfjmin(Pi)j; jmax(Pi)jg et

�(H(P )) =
Pk

i=1 �(H(Pi)) =
Pk

i=1 maxfjmin(Pi)j; jmax(Pi)jg. �



Chapitre 8

Nombre de stabilit�e pour

l'hypergraphe des intervalles

du treillis des faces du n-cube

et du treillis lin�eaire

8.1 Hypergraphe des intervalles du treillis

des faces du n-cube

Le treillis des faces du n-cube a �et�e d�e�ni au Chapitre 1. Rappelons seule-
ment que le rang d'une face est �egal au nombre de ses composantes libres
(c.�a.d celles qui di��erent de 0 et 1) et que le nombre de Whitney Wi vaut

2n�i
�
n

i

�
.

A�n de prouver que l'hypergraphe H(Cn) a la propri�et�e forte IS, intro-
duisons deux Lemmes.

Lemme 8.1 Soient F1 et F2 deux faces de Qn telles que F1 � F2. Si le rang

de F1 (resp. de F2) est l (resp u), alors l'intervalle [F1; F2] est isomorphe

au treillis Bool�een Bu�l.

Preuve.

Parceque Cn est isomorphe au produit cart�esien de n copies de
V
, o�u

V
est un poset �a trois �el�ements f0; 1; 2g ordonn�e par 0 < 2 > 1, nous pou-

101
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vons le consid�erer comme l'ensemble des n-uples f = (f1; f2; : : : ; fn) avec

fi 2 f0; 1; 2g pour tout i, ordonn�e de la mani�ere suivante:

f � g ssi fi = gi ou gi = 2:

Soient F1 = (f1; : : : ; fn) et F2 = (f 01; : : : ; f
0
n) deux faces de Qn.

Posons

I(F1) = fi 2 f1; : : : ; ng : fi = 0g, I(F2) = fi 2 f1; : : : ; ng : f 0i = 0g;
J(F1) = fi 2 f1; : : : ; ng : fi = 1g, J(F2) = fi 2 f1; : : : ; ng : f 0i = 1g ;
K(F1) = fi 2 f1; : : : ; ng : fi = 2g, K(F2) = fi 2 f1; : : : ; ng : f 0i = 2g.
Comme F1 � F2, on d�eduit que I(F1) � I(F2) et J(F1) � J(F2).

D�esignons

I(F1) n I(F2) = fi1; : : : ; isg et J(F1) n J(F2) = fj1; : : : ; jtg

et consid�erons l'application ' d�e�nie par:

' : [F1; F2] 7�! Bu�l

F = (f1; : : : ; fn) �! ("1; : : : ; "s; �1; : : : ; �t)

o�u

"k =

(
0 si fik = 0
1 si fik = 2

et

�k =

(
0 si fik = 1
1 si fik = 2

' repr�esente bien un isomorphisme. �

Lemme 8.2 Les coe�cients du binômes satisfont l'in�egalit�e

 
i

l

! 
n� i

u� i

!
� min

( 
u

l

!
;

 
n� l

u� l

!)
pour tout i = l; : : : ; u:

Preuve. Etudions la s�equence fcig =
�
i

l

��
n�i
u�i

�
(i = l; : : : ; u).

Parceque
(il)
(i�1

l )
= i

i�l
est une fonction d�ecroissante en i donc la s�equence

faig =
n�

i

l

�o
est logarithmiquement concave. La même chose est r�ealis�ee
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pour la suite fbig =
n�

n�i
u�i

�o
. Donc le produit fcig = faibig est logarith-

miquement concave et par suite unimodal c.�a.d, il existe un entier h tel

que

cl � � � � � ch � � � � � cu et minfci; i = l; : : : ; ug = minfcl; cug:

On d�eduit 
i

l

! 
n� i

u� i

!
� min

( 
u

l

!
;

 
n� l

u� l

!)
pour tout i = l; : : : ; u:

�

Dans le Chapitre 6, nous avions prouv�e la propri�et�e (l; u)-IC de H(Cn) pour

tous l; u, n � u � l � u � n. Dans le th�eor�eme qui suit, la propri�et�e forte

IS est donn�ee.

Th�eor�eme 8.1 [14] L'hypergraphe des intervalles du treillis des faces du

n-cube a la propri�et�e forte IS.

Preuve. Nous avons �a montrer seulement que �(H((Cn)l;u)) � maxfjNlj; jNujg.
Soit I l'ensemble des intervalles maximaux de (Cn)l;u et soit x un �el�ement
de Cn de rang i. Le nombre f(x) d'intervalles de I contenant x vaut:

f(x) = jfy 2 Nl : y � xgjjfz 2 Nu : x � zgj:

D'apr�es le Lemme 8:1, fy 2 Cn : y � xg = [0; x] est isomorphe au treillis
Bool�een Bi et fz 2 Cn : x � zg= [x; [n]] est isomorphe au treillis Bool�een
Bn�i. D'o�u

f(x) =

 
i

l

! 
n� i

u� i

!
:

Concernant la taille de I, on a

jIj =
X
x2Nl

f(x) =
X
x2Nu

f(x);

c.�a.d,

jIj = 2n�l
 
n

l

! 
n � l

u� l

!
= 2n�u

 
n

u

! 
u

l

!
:

Soit A un ensemble stable de Hl;u. Comptons, de deux mani�eres di��erentes,

les couples de l'ensemble

f(x; I) : x 2 A; I 2 I et x 2 Ig:
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Nous obtenons X
x2A

f(x) =
X
I2I

jA \ Ij

D'apr�es le Lemme 8:2, nous avons

X
x2A

f(x) =
X
x2A

 
r(x)

l

! 
n� r(x)

u� r(x)

!
� jAjmin

( 
u

l

!
;

 
n� l

u� l

!)
;

et X
I2I

jA \ Ij � jIj = 2n�l
 
n

l

! 
n� l

u� l

!
= 2n�u

 
n

u

! 
u

l

!
:

D'o�u

jAjmin

( 
u

l

!
;

 
n� l

u� l

!)
� 2n�l

 
n

l

! 
n � l

u� l

!
= 2n�u

 
n

u

! 
u

l

!
:

Ce qui donne par division

jAj � 2n�l
 
n

l

!
si

 
n� l

u� l

!
�

 
u

l

!

et

jAj � 2n�u
 
n

u

!
si

 
u

l

!
�

 
n � l

u� l

!
:

Ainsi, nous obtenons bien

jAj � max

(
2n�l

 
n

l

!
; 2n�u

 
n

u

!)
:

�

8.2 Hypergraphe des intervalles du treillis

lin�eaire

Rappelons que Ln(q) est le treillis de tous les sous-espaces d'un espace vec-

toriel de dimension n sur le corps de Galois GF (q), ordonn�e par inclusion.

Th�eor�eme 8.2 [9] L'hypergraphe des intervalles du treillis lin�eaire a la

propri�et�e forte IS.



105

Preuve. Mise �a part quelques calculs techniques, la d�emonstation de ce

r�esultat est analogue �a celle du treillis des faces du n-cube. C'est pourquoi,

il n'est pas n�ecessaire de la faire. Nous nous contenterons seulement de

v�eri�er deux lemmes. �

Lemme 8.3 Soient X et Y deux sous-espaces de Ln(q) tels que dimX = l,

dimY = u et X � Y . Alors

[X;Y ] ' Lu�l(q):

Preuve. L'application ' d�e�nie comme suit:

' : [X;Y ] 7�! LdimY �dimX(Y=X; q)

U �! U=X

est un isomorphisme. �

Lemme 8.4 Les coe�cients de Gauss satisfont l'in�egalit�e suivante:

 
i

l

!
q

 
n� i

u� i

!
q

� min

8<
:
 
u

l

!
q

;

 
n� l

u� l

!
q

9=
; pour tout i = l; : : : ; u:

Preuve. Soit fcig la suite d�e�nie par:

ci =

8<
:
 
i

l

!
q

;

 
n� i

u� i

!
q

9=
; pour i = l; : : : ; u:

Parceque �
i

l

�
q�

i�1
l

�
q

=
qi � 1

qi�l � 1

d�ecrô�t en i, la s�equence faig =
��

i

l

�
q

�
est logarithmiquement concave. De

même pour la s�equence fbig =
��

n�i
u�i

�
q

�
. Donc le produit fcig = faibig est

logarithmiquement concave et par suite unimodal. Il existera un entier h

tel que minfci; i = l; : : : ; ug = minfcl; cug. Ce qui permet d'obtenir 
i

l

!
q

 
n� i

u� i

!
q

� min

8<
:
 
u

l

!
q

;

 
n� l

u� l

!
q

9=
; pour tout i = l; : : : ; u:
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Remarque 8.1 Si H repr�esente l'hypergraphe des intervalles de (Cn)l;u,

alors la fonction

f(I) =
1

min
n�

u

l

�
;
�
n�l
u�l

�o
est un recouvrement par arêtes fractionnaire de H((Cn)l;u)) et le nombre de

recouvrement par arêtes fractionnaire est donn�e parmaxf2n�l
�
n

l

�
; 2n�u

�
n

u

�
g.

En e�et,

X
I2I:x2I

f(I) =

�
r(x)
l

��
n�r(x)
u�r(x)

�
min

n�
u

l

�
;
�
n�l
u�l

�o � 1 pour tout x 2 P:

D'autre part,

X
I2I

f(I) =
1

min
n�

u

l

�
;
�
n�l

u�l

�o2n�l
 
n

l

! 
n� l

u� l

!
=

1

min
n�

u

l

�
;
�
n�l

u�l

�o2n�u
 
n

u

! 
u

l

!

c.�a.d, X
I2I

f(I) =

8<
: 2n�l

�
n

l

�
si
�
u

l

�
�
�
n�l

u�l

�
2n�u

�
n

u

�
si
�
u

l

�
�
�
n�l
u�l

�
Par cons�equent,

X
I2I

f(I) � maxf2n�l
 
n

l

!
; 2n�u

 
n

u

!
g:

Ainsi

��(H(Cn)l;u) = maxf2n�l
 
n

l

!
; 2n�u

 
n

u

!
g

De fa�con analogue, pour le treillis lin�eaire, la fonction

g(I) =
1

min

��
u

l

�
q
;
�
n�l

u�l

�
q

�

est un recouvrement par arêtes fractionnaire de H(Ln(q))l;u et le nombre de

recouvrement fractionnaire vaut

��(H(Ln(q))l;u) = maxf

 
n

l

!
q

;

 
n

u

!
q

g:
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Conclusion g�en�erale

L'essentiel de la th�ese s'articulait principalement autour de deux propri�et�es:

la propri�et�e de K�onig et la propri�et�e duale de K�onig pour une nouvelle classe

d'hypergraphes. Un hypergraphe de cette classe, appel�e hypergraphe des

intervalles d'un poset P et est not�e H(P ), a comme sommets les �el�ements

de P et comme arêtes ses intervalles maximaux.

Les hypergraphes des châ�nes maximales d'un poset v�eri�ent ces deux pro-

pri�et�es. Les �egalit�es entre le nombre de couplage et le nombre de transver-

salit�e (repr�esentant le nombre d'articulation) et entre le nombre de stabilit�e

et le nombre de recouvrement par arêtes (repr�esentant la largeur de P ) sont

d�etermin�es de mani�ere polynomiale en utilisant les algorithmes de 
ôt max-

imum. L'hypergraphe des intervalles d'un poset ne v�eri�e pas en g�en�eral

ces propri�et�es mais son �etude est int�eressante vu le rôle que jouent les inter-

valles dans la th�eorie de Sperner. En '88, Voigt et Wegener prouvaient
que la d�etermination d'un nombre minimum de monômes du polynôme
repr�esentant une fonction bool�eene sym�etrique peut être exprim�e par la

plus petite cardinalit�e d'un recouvrement par intervalles maximaux d'un
ordre induit par des niveaux cons�ecutifs du treillis Bool�een.
Nous avons d'abord examin�e la complexit�e des probl�emes de couplage, de
transversalit�e, de stabilit�e, de recouvrement par arêtes et de la coloration
dans les hypergraphes d'intervalles. Ensuite, et parceque plusieurs posets

peuvent être construits �a partir de la composition d'autres posets, nous
avons examin�e la pr�eservation de di��erentes propri�et�es -propri�et�es fortes IS
et IC, propri�et�es de K�onig et duale de K�onig- par le passage �a la compos�ee.
Dans cette th�ese, nous consid�erions plusieurs posets: Le treillis Bool�een,
les ordres d'intervalles, les ordres �a châ�nes sym�etiques sp�eciales (SSC),
les ordres �a châ�nes semi-sym�etiques sp�eciales (SSSC), les ordres s�eries-

parall�eles, le treillis des faces du n-cube Cn et le treillis lin�eaire Ln(q). Par la
normalit�e, par l'�etablissement d'algorithmes polynomiaux ou encore par la
simple structure de l'ordre donn�e, nous d�eduisions suivant la classe d'ordres

choisie, les quatre propri�et�es pr�ec�edemment mentionn�ees.

Comme perspectives, nous proposons d'�etudier les probl�emes suivants:
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Probl�emes ouverts

1. Etudier le probl�eme de reconnaissance des hypergraphes d'intervalles

d'un poset.

2. Caract�eriser les graphes repr�esentatifs des hypergraphes d'intervalles

d'un poset par des sous-graphes exclus.

3. Prouver que les op�erations 
, �r et l'exponentiation pr�eservent les

propri�et�es de K�onig et duale de K�onig.

4. Si H(P ) a la propri�et�e forte IS (resp. forte IC, de K�onig ou dual de

K�onig) et P = Q �R. Qu'en est-il de H(Q) et H(R)?

5. Prouver que l'hypergraphe d'un ordre s�erie-parall�ele est normal.

6. D�ecider si Ln(q) est un ordre SSC [9].

7. D�ecider si H(Ln(q)) a la propri�et�e forte IC [77].

8. Prouver que L(m;n) a la propri�et�e (l;mn� l)-IC pour m < l < mn=2
[9].

9. D�ecider si H(Cn) a la propri�et�e (l; u)-IC pour tous l, u avec l < n�u.

10. D�eterminer �n;l;u pour u � n+l2

l+1 et l � 3. Est-il vrai que dans ce cas

�n;l;u =
�
n

l

�
[25]?

11. D�eterminer �n;2;n�2. Est il vrai que ce nombre vaut 10 [25]?

12. Trouver de meilleurs bornes pour �n;1;u si u > n+1
2 [25].

13. D�eterminer �n;l;u et �n;l;u pour u� l = 2 [25].

14. Etudier l'ordre des trap�ezes.
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