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SOMMAIRE 4

Introduction.

En 1928, Sperner résolut le probleme: quelle est la taille maximum d’une
famille F de sous-ensembles de {1,... ,n} telle que aucun membre de la
famille ne contienne un autre. Il prouva que max |F| = ([nnZ])' Ce théoreme
a eu des répercussions bien au dela de ses attentes puisqu’il a été généralisé
a un ordre quelconque ayant une fonction de rang et par suite le Théoreme
de Sperner en découlait comme un cas particulier dans le sens ou l'ordre
sera 'inclusion et la fonction de rang la cardinalité.

L’ampleur des résultats découverts a pris de telles proportions qu’une nou-
velle théorie s’est imposée d’elle méme: C’est la théorie de Sperner (voir
par ex. [26] et [27]).

Notre contribution a cette théorie a été motivée par deux faits: D’abord
a partir des travaux de Bernd Voigt et Ingo Wegener [78] qui, en 1988,
avaient montré que la représentation d’'une fonction Booléenne symétrique
par un nombre minimum de monoémes revient a la détermination d’un re-
couvrement minimum par des intervalles de certains niveaux consécutifs
{z = (21,...,20) + ki <375 < [;} du treillis Booléen B,. Ils ont prouvé
que ce nombre vaut max{ (:@),(Z)} A partir de la, nous nous sommes
intéressés a une généralisation de ce résultat, a savoir, la recherche du nom-
bre minimum d’intervalles recouvrant un poset quelconque et bien str le
cas dual. En parlant en termes d’hypergraphes, si nous notons par H(P)
I’hypergraphe des intervalles de P dont les sommets sont les points de P
et dont les arétes sont ses intervalles maximaux, nous étudierons la relation
max{|F| : F est un stable de H(P)}= min{|Z| : Z est un recouvrement
par arétes de H(P)}. Plus tard, ’étude du dual de H s’avere tout aussi
intéressante.

La motivation a cette recherche est d’autant plus forte lorsqu’on voit la
similitude qui existe avec le Théoreme de Dilworth, en remplacant an-
tichaine par stable et chaine par intervalle, c.a.d. ’hypergraphe des chaines
maximales de P:

Théoreme 0.1 [22] Soit P un poset. Alors max{|A|: A est une antichaine
de Py=min{|C|: C est une partition de P en chaines}.

Ce Théoreme est a la base d’'un bon nombre de travaux. Citons-en par

exemple [28], [54], [74], [79], ... .
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Dans le premier Chapitre, nous rappelons les notions de base sur les posets
et les hypergraphes, puis nous introduisons la classe des hypergraphes des
intervalles d’un poset a laquelle notre intérét s’est porté.

Au deuxieme Chapitre, nous étudions la complexité des problemes de re-
couvrement, de couplage, de stabilité et de coloration.

Le troisieme Chapitre est consacré aux opérations définies sur les posets.
Nous examinons pour certaines d’entre elles, la préservation ou la non-
préservation des propriétés de Konig, duale de Konig ainsi que les pro-
priétés fortes IS et 1C.

Quant au quatrieme Chapitre, il a pour objet I’étude de I’hypergraphe des
intervalles du treillis Booléen. Dans la premiere partie, nous énoncons les
résultats établis par Engel [25], puis dans la deuxieme partie, nous donnons
quelques valeurs du nombre de k-stabilité [14] et enfin, nous terminons ce
chapitre par 1’étude du nombre chromatique [12].

Dans le cinquieme Chapitre, nous développons entre autres des algorithmes
polynomiaux pour prouver que les hypergraphes des intervalles de la classe
des ordres d’intervalles ont la propriété de Konig et la propriété duale de
Konig [10].

Dans le sixieme Chapitre, nous étudions essentiellement la propriété duale
de Koénig dans le cas général et pour les classes des ordres SSSC et SSC [9].
Dans le septieme Chapitre, nous prouvons la propriété de Konig par la nor-
malité et la propriété duale de Konig par construction pour les hypergraphes
des intervalles des ordres série-paralleles [13].

Nous cloturons la these par le huitieme Chapitre. La propriété forte IS
est déterminée pour ’hypergraphe des intervalles du treillis linéaire et du
treillis des faces du n-cube.



Chapitre 1

Terminologie et concepts
généraux

Nous présentons dans ce Chapitre quelques notions sur les posets et sur
les hypergraphes d’une maniere générale puis nous introduisons les hyper-
graphes associés aux posets auxquels notre intérét s’est porté.

1.1 Concept de poset et notation

Un ensemble partiellement ordonné (P, <), en abrégé poset, est un ensemble
P ou la relation “ <7 est réflexive, antisymétrique et transitive.

Dans tout ce qui suivra, nous noterons brievement P au lieu de (P, <) si
aucun risque d’ambiguité ne se pose et nous ne nous intéresserons qu’au cas
ou P est fini.

Un élément y de P couvre x et on note y > x siy > x et si y > z > z, alors
y = z. Cette notion de couverture permet de représenter tout poset P sous
forme d’un diagramme, appelé: diagramme de HASSE dont la représentation
se fait comme suit:

— A chacun des éléments de P est associé, de facon injective, un point du
plan.

— Si un élément y couvre un élément z, le point = sera relié au point y par
un segment de droite ascendant.



On constate ainsi que deux éléments sont comparables ssi ils sont reliés par
une ligne brisée ascendante.

Le dual de P, noté P* est un poset ayant les mémes sommets que P mais
ordonné par la relation “ <p« 7 définie par: x <ps y ssix >py.

Un poset est appelé treillis si tout sous-ensemble a deux éléments {z,y}
de P possede une borne inférieure et une borne supérieure. Par exemple le
poset P de la Figure 1 est un treillis mais le poset () ne ’est pas.

Figure 1.

Un sous-ensemble [ de P de laforme{v € P: p <wv < g} (noté par [p,q])
est appelé intervalle. Si en plus p est un élément minimal et ¢ un élément
maximal, alors I est appelé intervalle mazimal.

Deux posets P et () sont dits isomorphes, et on note P ~ (), s’il existe
une application bijective ¢ de P dans () vérifiant * <p y si et seulement si

p(r) <q p(y).

Une fonction rang est une fonction r de P dans IV vérifiant r(x) = 0 si x est
un élément minimal et r(y) = r(x)+1 si y = x. S’il existe une telle fonction
rang, on dira que P est rangé et la valeur r(P)= max,epr(z) représente
son rang.

Si P est rangé, on définit son niveau ¢ par: N;(P)=H{x € P: r(z)=1i}.
Le nombre W;(P)= |N;(P)| est appelé: 1°"¢ nombre de Whitney pour tout
i=0,...,r(P).



N3(P) 2
N1(P) ! 1
NO(P) 0

Figure 2.

Les nombres de Whitney sont dits unimodauz s’il existe un nombre entier
h tel que: Wi (P) < Wi11(P) pour i < h et Wi;(P) > W;1(P) pour ¢ > h.
Ils sont symétriques si Wi(P) = W, (p)—i(P) pour tout i. Dans ce cas P est
dit de rang unimodal et de rang symétrique respectivement.

Les nombres de Whitney sont dits logarithmiquement concaves si pour tout
i, W2(P) > W,_i(P)W;41(P). 1l est facile de vérifier que la concavité loga-

rithmique implique 'unimodalité.

Soit C un sous-ensemble de P. On dit que C est une chaine de P, si pour
toute paire d’ éléments ¢;, ¢; de C on a ¢; < ¢3 ou ¢; < ¢1. Une chaine est
notée par: C =(cop < -+ < ¢;). L'entier k représente sa longueur. Elle est
symétrique si r(co) + r(cx) = r(P).

Une famille £ de chaines de P est une partition de P en chaines symétriques
si toute chaine de £ est symétrique et chaque élément de P est contenu
dans une unique chaine de £. Par exemple, dans la Figure 3, les chaines
représentées en trait gras forment une partition en chaines symétriques de P.

Figure 3.



Une antichaine est un sous-ensemble d’éléments de P incomparables deux a
deux. Une antichaine est aussi appelée famille de Sperner. Plus généralement,
une k-famille est une famille dans P ne contenant pas une chaine de longueure
k. Une 1-famille est une antichaine. La taille maximum d’une antichaine,
notée w(P) est appelée largeur de P.

La relation entre chaines et antichaines est donnée a travers le Théoreme
de Dilworth suivant.

Théoreme 1.1 [22] Soit P un poset, alors max{|A|: A est une antichaine
de Py=min{|C|: C est une partition de P en chaines}.

Figure 4.

P ala propriété forte de Sperner si pour tout k la taille maximum d’une k-
famille est égale a la somme maximum de £ nombres de Whitney. Un poset
est appelé un poset de Peck si P est de rang unimodal, de rang symétrique
et a la propriété forte de Sperner.

Si P possede une décomposition en chaines symétriques alors P est un poset
de Peck, mais la réciproque est fausse. Il suffit de voir le poset de la Figure

4 [27).

P est dit étre de LYM si Y ,.c4 < 1 pour toute antichaine A de P.

D
[N ()]

Un sous-ensemble F' de P est appelé filtre,siy > x et x € F alors y € F.

Dower (@) D epr(®)
2 T

P est de rang compressé, si pour chaque filtre F' de P.
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1.2 Exemples de posets classiques

Nous proposons ici quelques exemples de posets qui ont un intérét relative-
ment grand dans la théorie de Sperner.

1.2.1. Le treillis Booléen.
Soit B,, le poset défini par B, = ({0,1}", <) ou la relation d’ordre est telle
que

a=(ay,...,a,) <b=(by,...,b,) ssi a; <b pour tout i.

B,, est appelé le treillis Booléen. Par exemple, pour n = 3, nous obtenons
le poset de la Figure 5 et pour n = 4, celui de la Figure 3.

(0,0,0)

Figure 5.

Comme B,, = ({0,1}", <) et (P({1,...,n}),C) sont isomorphes (en con-
sidérant I'application ¢(a) = {1 : a; = 1}), il est possible de définir le treillis
Booléen comme étant le treillis de tous les sous-ensembles de {1,... ,n} or-
donné par inclusion.

L’application qui a un élément de B, associe sa cardinalité définit une fonc-
tion de rang sur B,. Ainsi, on voit que le nombre de Whitney vaut (7;)
Soient X et Y deux éléments de B,, de niveaux respectifs [ et u. En sup-
primant tous les éléments de X dans chaque sous-ensemble qui se présente
dans lintervalle [ X, Y], nous obtenons I'isomorphisme entre [ X, Y] et B,_;.

1.2.2. Le treillis S(ky, ..., k,).

Il est définit comme étant I’ensemble de tous les n-uples a = (a1,... ,a,)
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tels que 0 < a; < k; pour tout ¢ = 1,... ,n. La relation d’ordre est telle que
a=(ay,...,a,) <b=(by,...,b,) ssi a; <b pour tout i.

En particulier, le treillis B, est isomorphe a S(1,...,1).

L’isomorphisme entre S(ky,... , k,) et 2, (0 < 1 < --- < k;) lui confere
le nom de produit de chaines. Par exemple, pour n = 2, ny = 3 et ny = 5,
nous obtenons le poset de la Figure 6.

5(3,5)

Figure 6.

S(ki,... ,ky) est rangé par la fonction de rang, r(a) = ay + - -+ + a,, et son
rang vaut ky + -+ + k.

Les éléments du niveau ¢ sont tous les n-uples dont la somme des com-
posantes est égale a 7. Chacun de ces n-uples est en fait la décomposition
de 7 en n parts ol la 7€ part vaut au plus k;. On peut déduire de la que
W; est le coéfficient relatif & ¢* dans le produit:

(Lt 24t (At 24+t (Lt P ) = Wit
=0

Par exemple pour S(2,4,5), les nombres de Whitney sont donnés par:
(I+t+*) I+t 4+ 2+ N0+t + 2+ 2+ P+ ) =143+ 612 +
9% + 11 + 12¢° + 111° 4 9¢7 + 6¢° + 3¢° + ¢1°.

De plus, il n’est pas difficile de voir que pour a < b, l'intervalle [a, b] est
isomorphe a S(by — ay,... ,b, — a,).

1.2.3. Le treillis des faces du n-cube.
Soit le n-cube suivant:

Qn ={z =(21,...,2,) € R": 0<2; <1}
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Une face de ), est un sous-ensemble F' de la forme suivante:
F={z€Q,: z;,=0pour¢dans [, x; = 1 pour ¢ dans J et 0 < z; <1
sinon}, ou I et J sont des sous-ensembles de [n], vérifiant 1N .J = 0.

Le treillis C,, est ’ensemble des faces de @), (auquel on rajoute un élément
qui soit inférieur a tous les éléments du niveau Ny) ordonné par inclusion.
La Figure 7 représente (.

Figure 7.

C,, est rangé, puisque la fonction qui associe a une face F' de (), le nombre
de ses composantes libres définit une fonction de rang. Le nombre de Whit-
ney W; vaut 27 (?) En effet, le nombre de faces a ¢ composantes libres
fixées est égal & 277, Comme le nombre de choix pour les composantes
libres est (7; , le résultat en découle.

Dans le Chapitre 8, nous montrons, entre autre, qu’un intervalle de C), est
isomorphe a un treillis Booléen.

1.2.4. Le treillis linéaire. Le treillis linéaire L, (q) est constitué de tous
les sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel V de dimension n sur le
corps de Galois G'F(gq), ordonné par inclusion. La Figure 8 illustre L3(2).
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Figure 8.

Notons que si V et W sont deux espaces vectoriels de méme dimension
n sur le corps de Galois GF(q) et si L,(V,q) (resp. L,(W,q)) représente
I’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de V' (resp de W) ordonné par
inclusion alors L,,(V, q) et L,(W, ¢) sont isomorphes. C’est cet isomorphisme
qui permet de simplifier ’ecriture en notant le treillis linéaire seulement par
Ln(q).

La fonction de rang représente la dimension. Le nombre de Whitney W; est
égal au nombre de sous-espaces vectoriels de dimension ¢ sur V', c.a.d. la
valeur du coefficient de Gauss (?)q [1] ou

() =

Dans le Chapitre 8, nous prouverons que tout intervalle [ X, Y] est isomor-
phe & Lainy —dimx -

1.2.5. L’ordre d’intervalles. Un poset P est appelé ordre des intervalles
s’il existe une application ¢ de P dans I’ensemble des intervalles fermés de la
droite réelle IR telle que pour tous p, ¢ € P on ap < ¢ssisup p(p) < inf ¢(q).
Par exemple le poset P de la Figure 9 est un ordre d’intervalles.
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_ ol (2) | m@(f) p(h) ;
_elg T #lg)

Figure 9.

On voit bien que 'ordre d’intervalles n’est pas rangé et que tout intervalle
d’un ordre d’intervalles est isomorphe a un ordre d’intervalles.

1.3 Concepts généraux sur les hypergraphes

La théorie des hypergraphes est vaste (voir par exemple [3]), nous ne nous
limiteronsici qu’aux définitions qui nous seront utiles. Soit X = {xy,... ,2,}
un ensemble fini et E= {F; : « € [} une famille de parties de X vérifiant
pour tout i € I, E; £ () et UjerF; = X.

Le couple H =(X, €) s’appelle hypergraphe de sommets xy, ... ,x, et d’arétes
Ey, ..., E,. Son rang r(H) est la valeur de max|E;|.

Si toute aréte de H a au plus deux éléments, I’hypergraphe sera appelé un
graphe. Deux sommets = et y de ‘H sont dits adjacents s’il existe une aréte
de £ qui les contienne et deux arétes sont dites adjacentes si leur intersec-
tion est non vide.

La matrice d’incidence (a; ;) de H a n lignes (représentant les sommets) et
m colonnes (représentant les arétes) et est définie par:

{ 1 siz; €L
aij =

(0 sinon

Un hypergraphe est dit unimodulaire si la matrice d’incidence est totale-
ment unimodulaire. Il est équilibré (resp. totalement équilibré) si sa matrice
d’incidence ne contient pas la matrice d’incidence du graphe C} ou k est
impair > 3 (resp. k € IV, k > 3).
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Le dual H* de ‘H est ’hypergraphe dont la matrice d’incidence est égale a
la transposée de la matrice d’incidence de H. Ses sommets sont les points

€1, ..., €y (représentant respectivement les arétes Ey,..., E, de H) et ses
arétes sont les sous-ensembles X1, ..., X, (représentant respectivement les
sommets x1,...,1, de H) ou pour tout 7, X; ={e;: FE; > x;}.

L hypergraphe partiel de H= (X, E) engendré par une famille F d’arétes
de & est 'hypergraphe (Xz,F) ou Xr= Ug,crF;. Le sous-hypergraphe de
H induit par un ensemble A C X, est 'hypergraphe Ha= (A,E4) ou &4
={ENA: FE, €&et E;nNA#D}. 1l est facile de vérifier que le dual d’un
sous-hypergraphe de H est un hypergraphe partiel de I'hypergraphe dual
H*.

Soit @ € X. Le degré de x, noté degy(x), est le nombre d’arétes de H
contenant x et le codegré de = et y dans H, noté codegy(x,y) est le nombre
d’arétes de ‘H contenant = et y en méme temps. Le degré maximum de H
est noté par:  A(H) =maxzexdy(x).

L’indice chromatique de H, noté y(H), est le nombre minimum de couleurs
nécessaires pour colorier les arétes de H de tel sorte que deux arétes qui
s’intersectent ont des couleurs différentes.

‘H est un hypergraphe normalsi chaque hypergraphe partiel H’ a la propriété
des arétes colorées, c.a.d.

X(H') = A(H).

La normalité de ‘H induit la méme propriété pour tous ses hypergraphes
partiels.

On dira qu’une famille d’ensembles & vérifie la propriété de Helly si pour
E CE ENE #( pour tout E,E' € & alors: NgesrE # 0. Un hy-
pergraphe vérifie la propriété de Helly si la famille de ses arétes possede la
propriété de Helly.

Il est arboreé s’il vérifie la propriété de Helly et tout cycle de longueur > 3
admet 3 arétes ayant une intersection non vide. Il est conforme si les arétes
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de H sont les cliques maximales d’un graphe.

Une caractérisation, due a Gilmore [3], pour la conformité d'un hypergraphe
est: Pour toutes arétes FEy, Fy, F3 de H, il existe une aréte de H qui
contienne ’ensemble

(Ey 0 Es) U (Ey 0 Es) U (Ey N Es).

Le lien existant entre la propriété de Helly et la conformité d’un hyper-
graphe est donné par le théoreme suivant:

Théoreme 1.2 [3] Un hypergraphe H est conforme si et seulement si son
dual H* vérifie la propriété de Helly.

Le graphe représentatif de I'hypergraphe H est un graphe simple, noté
L(H), dont les sommets ey, ... , €, représentent respectivement les ensem-
bles Ey,..., E, et deux sommets ¢; et e; sont reliés par une aréte si et
seulement si F; N E; # () pour 1 # j.

Les graphes parfaits, introduits par Berge [4], sont les graphes G pour
lesquels a(G") = 6(G") pour tous les sous-graphes induits G de GG ot a(G")
représente la cardinalité maximum d’un ensemble stable de G’ (c.a.d. un
ensemble de sommets qui ne contient pas d’arétes) et §(G’) la cardinalité
minimum d’un recouvrement de ' par des cliques (c.a.d. un ensemble de
sommets deux a deux adjacents).

Plusieurs conditions suffisantes existent pour la normalité d’un hypergraphe
[3]. Nous ne mentionnerons ici que celle qui nous intéresse et qui est aussi
une condition nécessaire.

Théoreme 1.3 Un hypergraphe H est normal si et seulement si H satisfait
la propriété de Helly et L(H) est un graphe parfait.

H est dit Mengérien si pour tout ¢ € IN" on a
max{< 1,y > /y € Q(¢c)N IN"}=min{< ¢,t > [/t € P([)N IN"},
ou

Qle)={y/y e R",y>0,Ay <c}let P(l)={t/t € IR";t >0, A"t > [}.
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|

Sans cycle > 3 Totalement -Arboré _ | Sans cycle >3
s équilibré | de degré max 2

Sans cycle T Sans cycle impair
impair Pquilibre de degré max 2

Propriété

‘ Unimodulaire ‘ de Helly

" Propriété des
Mengérien rop )
arétes colorées

Admet une k-
coloration équitable

pour tout k > 2

Propriété de
Konig

Schéma de quelques implications pour les principales classes
d’hypergraphes

(*:sirg (H) <3).

Dans I’hypergraphe H = (X, &), un sous-ensemble A (resp. T) de X est
appelé ensemble stable ou ensemble indépendant (resp. recouvrement par
sommets ou ensemble transversal) de H si chaque aréte de H contient au
plus un sommet de A (resp. au moins un sommet de 7'). Un sous-ensemble
M (resp. R) de & est appelé un couplage (resp. un recouvrement par arétes
de H) si chaque sommet de X est contenu dans au plus un membre de M
(resp. au moins un membre de R).

Une famille de sous-ensembles C de X est une k-coloration forte des sommets
(que nous abregerons par k-coloration) si C est une partition de X en k
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ensembles stables A;,A,, ..., Ay, chacun d’eux correspond a une couleur.
Un hypergraphe pour lequel il existe une k-coloration est dit k-colorable.
Posons,
a(H) = max{|A|: A est un ensemble stable de H},
T(H) = min{|T|: T est un recouvrement par sommets de H },
v(H) = max{|M|: M est un couplage de H},
p(H) := min{|R]: R est un recouvrement par arétes de H},
Y(H) = min{|C]: C est une coloration de H}.

Ces nombres sont appelés nombre de stabilité, nombre de recouvrement par
sommets, nombre de couplage, nombre de recouvrement par arétes et nombre
chromatique de 'H respectivement.

Notons que tout hypergraphe H, vérifie o(H)< p(H) et v(H)< 7(H) puisque
chaque aréte d’un recouvrement par arétes contient au maximum un élément
d’un stable et chaque sommet d’un recouvrement par sommets appartient
a au plus une aréte d’un couplage.

H a la propriété de Konig si
v(H) = 7(H).
Bien stir a(H)= v(H*) et p(H)=7(H*). En effet, a(H) représente le nombre

maximum de lignes dans la matrice d’incidence M telles que les éléments
qui se situent sur l'intersection de chaque colonne de M avec I’ensemble
de toutes les lignes de la famille choisie sont tous égaux a zéros sauf peut
étre un élément qui vaut 1, ce qui est équivalent a dire que c’est le nombre
maximum de colonnes dans la transposée de M telles que les éléments qui
se situent sur 'intersection de chaque ligne de M7 avec ’ensemble de toutes
les colonnes de la famille choisie sont tous égaux a zéros sauf peut étre un
élément qui vaut 1 et cela représente le couplage maximum de I’hypergraphe
qui a la transposée de M comme matrice d’incidence, c.a.d le dual H* de
H. La vérification de 'autre égalité se fera de facon analogue.

Ainsi, on dira que H a la propriété duale de Konig si

a(H) = p(H).

Théoréme 1.4 [3] Tout hypergraphe normal a la propriété de Konig.
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1.4 Hypergraphe des intervalles d’un poset

Soit P un poset et 7 ’ensemble de ses intervalles maximaux. L’hypergraphe
H(P)= (P,Z(P)) dont les sommets sont les éléments de P et dont les arétes
sont les intervalles maximaux de P est dit I"hypergraphe des intervalles de
P, nous écrirons brievement H= (P, T).

Pour un poset de rang r(P), nous noterons par P, le sous-poset induit par
I'union de niveaux consécutifs U, N; de P ou [, u sont deux entiers tels
que 0 < [<wu < r(P). L'hypergraphe de ses intervalles maximaux sera noté
brievement par H;,,.

Nous dirons que H(P) a la propriété forte de Konig (resp. propriété forte
duale de Konig) si H;,, a la propriété de Konig (resp. duale de Kénig) pour
tous [, u.

Nous nous intéresserons plus particulierement aux propriétés de Konig et
duale de Konig pour ces hypergraphes. L’exemple de la Figure 10 montre
qu’en général, ces propriétés ne sont pas vérifiées.

Y,

3 a(H(P))=3
p(H(P))= 4 p(H(P))= 4
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Par contre, si on remplace intervalles maximaux par chaines maximales dans
nos définitions, alors I’hypergraphe obtenu a la propriété de Konig et la pro-
priété duale de Konig. Les parametres a = p (largeur de P) et v = 7 (nom-
bre d’articulation de P, qui est la cardinalité minimum d’un sous-ensemble
qui intersecte toutes les chaines maximales) peuvent étre déterminés de
maniere polynomiale en utilisant les algorithmes de flot maximum (voir par

ex. dans [26]).

Nous dirons que H(P) ala propriété du ([, u)-stable (brievement la propriété
(l,u)-1S) si a(H;n) = max{| Ny, |Nu|}. De fagon analogue, nous dirons
que H(P) a la propriété du (I, u)-recouvrement par arétes (brievement la
propriété (I, u)-1C) si p(H;,) =max{| V|, | N.|}.

Parceque les niveaux N; et N, représentent des ensembles stables dans H,; ,,
les inégalités max{|V|,|Ny|} < o(Hiw) < p(Hiw) sont toujours vrales.
Ainsi, la propriété (I, u)-IC implique la propriété (I, u)-IS.

Nous dirons que H(P) a la propriété forte IS (resp. propriété forte 1C) si
H(P) ala propriété du (I, u)-IS (resp. ({,u)-1C) pour tous [,u. La propriété
forte IC implique aussi la propriété forte IS et en particulier la propriété
forte duale de Konig.



Chapitre 2

Complexité algorithmique

2.1 Introduction

Le dénombrement de toutes les solutions réalisables d’un probleme d’opt-
imisation combinatoire conduit certes a la solution optimale en un temps
fini mais sans doute rarement raisonnable. C’est pourquoi, le premier souci
du chercheur face a son probleme est de développer dans la mesure du possi-
ble un algorithme polynomial pour sa résolution , c’est a dire que le nombre
d’opérations élémentaires nécessaires pour résoudre un exemple de taille n
est borné par un polynéme en n. Ce type de probleme sera dit “facile”.

La défaillance de la non-connaissance d’un algorithme polynomial et ceci
ne signifie pas son inexistance a permis de voir naitre et développer une
riche théorie, appelée: théorie de la complexité algorithmique. Elle com-
prendra les problemes faciles ainsi que d’autres, en particulier les problemes
NP-complets. Nous définirons brievement ces notions un peu plus tard
ainsi que l'utilité des réductions polynomiales. Le lecteur intéressé par une
étude plus approfondie pourra se référer a 'ouvrage [35]. La théorie de
la compléxité algorithmique s’est restreinte a une classe de problemes ap-
pelés “problémes de reconnaissance”. Un probleme de reconnaissane est un
probleme dont les résultats ne peuvent prendre que 'une des deux valeurs
VRAI ou FAUX. La solution n’étant pas donnée, on ne peut identifier les
problemes de reconnaissance aux problemes d’optimisation combinatoire.
Mais a tout probleme d’optimisation combinatoire, on peut associer un
probleme de reconnaissance. Plus précisément, tout probleme de minimisa-
tion (resp. maximisation), se ramene au probleme d’existence d’une solution
réalisable ayant une valeur au plus (resp. au moins) égale & un seuil donné.

21
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Listons-en quelques uns:

STABLE MAXIMUM.

Soit H(P) I'hypergraphe des intervalles d'un poset rangé P et soit k un
entier < |P|. Le probleme qui consiste a déterminer s’il existe un ensem-
ble stable de cardinalité > k est le probleme de reconnaissance associé au
probleme du stable maximum. Brievement, il sera dit: Le probleme de re-
connaissance o(H(P)) > k (avec P et k donnés).

RECOUVREMENT PAR ARETES MINIMUM.

Soit ‘H(P) I'hypergraphe des intervalles d’un poset rangé P et soit k un en-
tier < |No|-|N,(py|. Le probleme qui consiste a déterminer s’il existe un re-
couvrement par arétes de cardinalité < k est le probleme de reconnaissance
associé au probleme de recouvrement par arétes minimum. Brievement, il
sera dit: Le probleme de reconnaissance p(H(P)) < k (avec P et k donnés).
COUPLAGE MAXIMUM.

Soit ‘H(P) I'hypergraphe des intervalles d’un poset rangé P et soit k un en-
tier < min {|No|,|N,(p)|}. Le probleme qui consiste a déterminer s’il existe
un couplage de cardinalité > k est le probleme de reconnaissance associé au
probleme de couplage maximum. Brievement, il sera dit: Le probleme de
reconnaissance v(H(P)) > k (avec P et k donnés).
RECOUVREMENT PAR SOMMETS MINIMUM.

Soit H(P) I'hypergraphe des intervalles d'un poset rangé P et soit k un
entier < |P|. Le probleme qui consiste a déterminer s’il existe un recou-
vrement par sommets de cardinalité < k est le probleme de reconnaissance
associé au probleme de recouvrement par sommets minimum. Brievement, il
sera dit: Le probleme de reconnaissance 7(H(P)) < k (avec P et k donnés).
COLORATION MINIMUM.

Soit H(P) I'hypergraphe des intervalles d'un poset rangé P et soit k un
entier < | P| le probleme qui consiste a déterminer s’il existe une coloration
des sommets de P de cardinalité < k est le probleme de reconnaissance
associé au probleme de coloration minimum. Brievement, il sera dit: Le
probleme de reconnaissance v(H(P)) < k (avec P et k donnés).

La restriction a la classe des problemes de reconnaissance a été motivée
par le résultat qui stipule que si le probleme de reconnaissance associé
a un probleme d’optimisation combinatoire est difficile alors le probleme
d’optimisation combinatoire auquel il est associé est lui méme difficile.

Il n’est pas clair que les problemes cités ci-dessus soient faciles puisque la
maniere la plus évidente pour leur résolution est d’extraire tous les sous-
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ensembles de cardinalité au plus (resp. au moins) égale a k (qui sont au nom-
bre exponentiel) et de vérifier s’ils assurent la propriété traitée. Néanmoins,
on verra qu’ils sont de la classe NP-complet.

Pour définir la classe NP de maniere plus rigoureuse, il est nécessaire d’in-
troduire le concept d’algorithmes non déterministes. Ceux-ci sont une con-
struction abstraite et ne peuvent étre mis sur ordinateur, contrairement aux
algorithmes déterministes, a cause d’une instruction CHOIX. Cette instruc-
tion opere sur un ensemble fini, choisit un élément de cet ensemble sans
spécifier comment ce choix est effectué. Les algorithmes non déterministes
sont caractérisés par le fait que s’il existe une maniere d’effectuer le choix
qui conduise a la réponse VRALI c’est suivant cette maniere que le choix est
fait. Les algorithmes non déterministes permettent, sur le plan théorique,
de définir la classe NP. Un probleme appartient a la classe NP s’il peut
étre résolut en temps polynomial par un algorithme non déterministe. En
d’autres termes, si la solution est proposée, on peut vérifier en temps poly-
nomial que la réponse correspondante est VRAIL Par exemple, le probleme
de couplage est de la classe NP car si on se donne un entier positif & tel
que k < min{|Nol|, |N,(py|}, et un sous-ensemble M de T, on sait vérifier en
temps polynémial si |[M]| > k et si Uhypergraphe H a ou n’a pas un sommet
appartenant a plus d'une aréte de M. 1l suffit de le vérifier sur tous les
sommets de H, c.a.d au maximum |P|.

Les algorithmes déterministes constituent un cas particulier des algorithmes
non-déterministes mais la réciproque est une conjecture difficile, restée ou-
verte a ce jour. Cependant, en absence de preuve, des réductions poly-
nomiales liant les problemes entre eux, restent un outil efficace dans cette
théorie.

On dit qu’un probleme de reconnaissance P; se réduit polyndémialement a
un autre probleme de reconnaissance Py s’il existe un algorithme pour P4
qui fait appel (comme un sous-programme) a un algorithme de résolution
de P, et si cet algorithme de résolution de P; est polynomial lorsque la
résolution de P, est comptabilisée comme une opération élémentaire.

Un probleme de reconnaissance P est dit NP-complet si:

1- P appartient a la classe NP.

2- Tout probleme de cette classe peut se réduire polynomialement a lui.
La propriété de NP-complétude est trés forte puisqu’elle signifie que si on
a un algorithme polynomial pour un probleme NP-complet, alors on aurait
un algorithme polynomial pour tous les problemes de la classe NP.

Basés sur ces deux faits, beaucoups de chercheurs ont conjecturé qu’il ne
pouvait exister un algorithme polynomial pour un probleme connu étre
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NP-complet. La tendante est de croire a I’hypothese que la solution d’un
probleme qui est connu étre NP-complet ne peut étre donnée par le biais
d’un algorithme et que si ’algorithme existe, il serait forcément exponentiel
(c.a.d que le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour résoudre
son pire cas est exponentiel) et par suite impraticable sauf bien sir pour
de trés petites valeurs de n. Ce n’est qu’en 1971 que S.Cook [21] prouva
I’existence d’un probleme NP-complet.

La notion de NP-complétude ne peut s’appliquer par définition qu’aux
problemes de reconnaissance. Le théoreme qui suit nous donne le schema
général du type de raisonnement utilisé pratiquement (grace a la transitivité
de la réduction polynomiale), pour montrer qu’'un probleme est NP-complet:

Théoreme 2.1 Si le probleme P est NP-complet et si on peut mettre en
¢vidence une réduction polynomiale de P a un probleme P’ de la classe NP,
alors P est NP-complet.

La réduction polynomiale utilisée est “la transformation polynémiale”: Les
données de P sont transformées par un algorithme polynomial en les données
de P’ de telle sorte que la réponse a P’ est VRAT ssi la réponse a P est VRAL

2.2 NP-complétude de quelques probléeme re-
latifs a ’hypergraphe des intervalles d’un
poset

Nous utiliserons le formalisme cité ci-dessus pour prouver la NP-complétude:

2.2.1 Probleme de stablilité et de recouvrement par
arétes

Théoreme 2.2 [9] Les problémes de reconnaissance a(H(P))> k et p(H(P))
<k ou P et k sont donnés sont NP-complets.

Preuve. Il n’est pas difficile de voir que ce sont des problemes de la classe
NP. Pour la NP-complétude, nous réduisons les problemes de reconnaissance
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du stable et du recouvrement par arétes dans les hypergraphes quelconques
a nos problemes. Rappelons que pour un hypergraphe H = (V, FE), on
définit:

a(H)= max{|A| : A C V et il n'existe pas d’aréte de H contenant deux
points de A},

p(H)= min{r : il existe un recouvrement de tous les sommets avec r arétes}.

Il est bien connu [35], que les problemes de reconnaissance a(H)> k et
p(H)< k sont NP-complets.

La construction de la réduction polynémiale se fera comme suit:

Soit H = (V, F) un hypergraphe quelconque, nous définissons un poset P
sur trois niveaux Ny, Ny et Ny par

No=E N =VU{l,... . m}et Ny={m+1,...,2m+ 1}

et 'ordre par

e <v; stv;€e , 1=1,....m, 3=1,...,n,

e; <1, r=1,...,m,

v; <m+1, 7=1...,n,

r<m+1+zq, 1=1,...,m.
Par exemple, si V. = {v1,vy,v3,04,05,06} et B = {e,ea,€3,€4,65} oU
er = {vi,vs}, €2 = {v1,v2,04f, €3 = {v1,03,04,05}, €4 = {va,vs} et

es = {v3, v4, 6}, nous obtenons le poset illustré dans la Figure 1:

6

G

DA

€1 €9 €3 €4 €5

01

Figure 1.
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Montrons que a(H(P)) =a(H)+m. L'inégalité o(H(P)) > a (H) +m
s’ensuit en remarquant que les éléments 1,... ,m de P rajoutés a un en-
semble stable de H, produit un ensemble stable de I’hypergraphe H(P).
Puisque chaque utilisation de e; peut étre remplacée par ¢ dans un ensemble
stable de H(P), nous pouvons restreindre notre attention a de tels ensem-
bles stables (de H(P)) et obtenons alors a(H(P)) — m<a(H).
Similairement, nous pouvons vérifier que p(H(P)) =p(H)+m puisque si R
est un ensemble d’arétes de H recouvrant tous les sommets de V', alors nous
pouvons obtenir un recouvrement des sommets de H(P) par les arétes de
{leism+1+1]:1 <7< m}U{le;,m]: e € R} Comme chaque recouvre-
ment de H(P) doit contenir un tel ensemble, I’égalité s’ensuit. |

Notons que dans le cas du treillis Booléen, Paul [55] prouvait la NP-complétude
du probleme de recouvrement par arétes.

2.2.2 Probleme de couplage

Théoreme 2.3 [10] Le probléme de reconnaissance v(H(P))> k ou P et k
sont donnés est NP-complet.

Preuve. Il n’est pas difficile de voir que c’est un probleme qui appartient
a la classe NP. Pour prouver la NP-complétude, nous réduisons le probleme
de reconnaissance a(H(P))> k, qui est NP-complet d’aprés le Théoreme
2.2, a notre probleme. Soit P un poset, nous définissons un nouveau poset
() sur I'union disjointe Q@ = PUZ(P)U P, ou P' = {p' : p € P} (copie de
P) et ou l'ordre est la fermeture transitive des relations suivantes:

Pour pe P,I € Z(P) onap<gl,
pour I € Z(P),p' e P onal<gp ssipel.

Ainsi, pour ’hypergraphe H(P) = (P,Z(P)) ou P est le poset illustré dans
la Figure 2,
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P3 Ps

>

P D2
Figure 2.

nous obtenons le poset () suivant:

Figure 3.

a(H(P)) = v(H(Q)) puisque pour un ensemble stable A de H(P) les inter-
valles [p, p'] avec p € A forment un couplage de H(Q)) et pour un couplage

donné, {[p1,q1],....[pe.q}]} de H(Q), les éléments ¢1,...,q forment un
ensemble stable de H(P). [
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2.2.3 Probleme de recouvrement par sommets

Théoreme 2.4 [10] Le probléme de reconnaissance T(H(P)) < k ou P et
k sont donnés est NP-complet.

Preuve. Il est facile de voir que le probleme appartient a la classe NP. Pour
prouver la NP-complétude, nous réduisons le probleme de reconnaissance
p(H(P))< k, qui est NP-complet d’aprés le Théoreme 2.2 a notre probleme.
Soit P un poset, nous définissons un nouveau poset () sur I'union disjointe
Q=PUIZ(PYUTZ(P)UP,ouT'(P)={l'":1 € Z(P)} (copie de Z(P)) et
P ={p' :p € P} (copie de P) et ou 'ordre est la fermeture transitive des
relations suivantes:

Pour p € P, 1 € Z(P) ona p<glssipel,
pour I €e Z(P),I' e T'(P) ona [<qgl,
pour I" € Z(P),p' € P’ ona [I'<gp' ssipel.

Par exemple pour le poset P de la Figure 2, nous obtenons le poset @)
ci-dessous.

Figure 4.
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Nous avons p(H(P)) = 7(H(Q)). L’inégalité “ > 7 s’ensuit en observant
que pour un recouvrement par arétes R de H(P), le méme ensemble R est
un recouvrement par sommets de H(()) puisque pour chaque p € P il existe
un aréte [ € R contenant p, et chaque intervalle [p, ¢'| dans @) contient ce
I par construction.

Prouvons I'inégalité dans ’autre sens. Soit T un recouvrement par sommets
de H(P). Construisons un ensemble R d’arétes de H(P) comme suit:
Pour p € T'N P, prenons n’importe quel I, contenant p, pour I € NI
prenons ce [, pour I’ € T'NZ' prenons aussi ce [ et pour p' € T'N P’
prenons n’importe quel I, contenant ce p. Il est clair que |R| < |T'] (il se
pourrait qu’il y ait une répétition des arétes). Notre ensemble R est un
recouvrement par arétes de H(P) puisque pour p € TN Pouyp € TN F
nous avons p € [, € Ret pour p€ T NP, p' & TN F', il existe forcément
ITeTNZoul" e T'NT tel quep <1 <yp resp. p< I’ <p' quiimpliquent
par construction que p € I € R. [ |

2.2.4 Probléme de coloration

Notons tout d’abord que les hypergraphes des intervalles d’'un poset de
nombre chromatique égal a 2 peuvent étre reconnus en temps polynomial
puisque la relation y(H(P)) < 2 est équivalente a P est un poset biparti.

Théoréeme 2.5 [12] Le probléme de reconnaissance y(H(P))< k ou P et
k sont donnés est NP-complet.

Proof. Il n’est pas difficile de voir que ce probleme appartient a la classe
NP. Nous prouverons la NP-complétude par une réduction polynémiale du
probleme de coloration dans les graphes a notre probleme.

Pour un graphe GG = (V, E'), le nombre chromatique () est donné par
v(G) = min { k, il existe une partition des sommets de (G en ensembles de
sommets deux a deux non adjacents}.

Il est connu (voir [35]) que le probleme de reconnaissance y(G) < k est
NP-complet pour £ > 2. A présent, nous présentons une construction qui
conduit a la relation 2v(G) = y(H(P)).

Notons les sommets de GG par vy, ... ,v, et les arétes par e;,... ,€e,. Nous
associons a G le poset P = Q*@®Q) ou () est le poset d’incidence de G, c.a.d.
P=FEUVUV'UFE ouV' ={v':v eV} (copiedeV)et B'={e':e € E}



30

(copie de F) et ou l'ordre est donné de la maniere suivante:

Poureec v eV on a e < v ssivest une extremité de e dans G,
pourve Vo' eV’ ona v <,
pour v € V' ¢/ € ' ona v < ¢ ssiwvest une extremite de e dans G.

Par exemple si V' = {vy,... 05} et E = {eq,...,e5} avec ¢ = {v1,v,},
ey = {vg, 03}, €3 = {vs, 04}, €4 = {vy,v5} et e5 = {vs, v3}, nous obtenons le
poset illustré dans la Figure 5.

Figure 5.

Montrons que G est t-colorable ssi H(P) est 2t-colorable pour ¢ > 2.

Pour une coloration {Cy,... ,C;} de G dont le couleurs sont choisies parmi
IensembleC ={ay, ... ,a:}, nous attribuerons aux sommets de H les couleurs
suivantes:

Pour ¢ € E, e prendra n’importe quelle couleur o« € C pourvu qu’elle soit
différente des couleurs de ses sommets adjacents dans G. Pour v € V, v
recevra la méme couleur qu’il a dans . Pour v’ € V’, v’ recevra la couleur
o €C'={al,...,ai} (avec o) # o) pour tout 1 # j) si a est la couleur de
v. Pour €’ € E', € recevra la couleur o’/ € C’ si e a la couleur a.

De cette maniere, nous obtenons une 2¢-coloration de H(P). Ainsi y(H(P)) <
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29(G).
Inversement, si H(P) admet une 2¢-coloration, alors il existe soit dans le pre-

mier niveau de P soit dans le deuxieme au plus ¢ couleurs. D’ou I'existence
d’une k-coloration des sommets de G avec k < t. Ainsi, nous obtenons

29(G) < A(H(P)). u



Chapitre 3

Quelques opérations sur les
posets

Différentes opérations peuvent étre définies sur deux ou plusieurs posets.
Dans ce chapitre, nous les rappelons et examinons pour quelques unes
d’entre elles la préservation ou la non-préservation des propriétés de Konig et
duale de Konig ainsi que les propriétés fortes IS et IC, c.a.d. nous répondons
a la question suivante: Si H(P) et H(Q)) ont une des quatre propriétés, qu’en
est-il de H(Po@))? (o est une opération quelconque). A la fin de ce chapitre,
nous reprenons le tableau récapitulatif de [6] dans lequel sont représentées
les propriétés de: Sperner(S), la décomposition en chaines symétriques (SC),
Peck, LYM, rang compressé (RC) et sur lequel nous insérons nos propriétés.
Dans ce qui suivra les posets sont supposés finis et rangés.

3.1 La somme directe

La somme directe ou union disjointe de deux posets P et () est le poset
P+ @ sur 'union PUQ tel que x <y dans P4+ @ siz,y € Pet x <pyou
r,y € Q et @ <g y. La somme directe de P avec lui-méme n fois est notée
par nP. En particulier une antichaine est isomorphe a n 1. Par exemple, si
P et () sont les posets illustrés dans la Figure 1
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VAVAN A

P Q

Figure 1.

nous obtenons ci-dessous, le diagramme de HASSE de P + ()

AVANRY 4

P+Q

Figure 2.

La somme directe ne préserve ni la propriété forte IC, ni la propriété forte
IS. Voir le poset de la Figure 2 ou 'on a o H(P + Q)) = p(H(P + Q)) = 6.
A partir des formules 7(H(P + Q)) = 7(H(P)) + 7(H(Q)), v(H(P + Q)) =
v(H(P))+v(H(Q)), a(H(P+Q)) = a(H(P))+a(H(Q)) et p(H(P+Q)) =
p(H(P)) 4+ p(H(Q)), nous pouvons affirmer que la somme directe préserve
la propriété de Konig et la propriété duale de Konig.

3.2 La somme linéaire

La somme lincaire de deux posets P et () est le poset P @ () sur I'union
PUQ telque x <ydans PO siz,ye Petae <py,ouz,y€ Qeta <guy,
ouz € Petye (. Par exemple, une chaine de longueur n est isomorphe
al@---@1 (n fois). Pour tracer le diagramme de HASSE de P & @, on
trace d’abord celui de P, puis au-dessus de lui celui de ) et on relie tous
les éléments maximaux de P a tous les éléments minimaux de ().

La Figure 3 représente le diagramme de HASSE de P& () si P et () sont les
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posets de la Figure 1.

red
Figure 3.

Les posets construits seulement a partir de la somme directe et de la somme
linéaire sont appelés posets série-paralléles. Nous les étudierons plus en
détail dans le Chapitre 7.

Théoreme 3.1 Si H(P) et H(Q) ont la propriété forte IC, alors H(P & Q)
a la propriété forte IC.

Preuve. Soient [,u € N tels que 0 <! < u <r(P & Q). Siu<r(P),alors
(PBQ)1,u est isomorphe a P, et par suite p(H((PHQ)iw)) = p(H((P)iw)) =
{020 )]~ s[5 SO NP EQ) 5 7). o
(P @ Q)1 est isomorphe a Q;_,(p)—1,u- ,,(p) | et par suite ,0( (PBQ)w)) =
D)1 1r (1)) = N (i A(Q) [Ny 1 (@]} = 1
N(P 5 Q)L INL(P % Q)]

Supposons maintenant que [ < r(P) < wet soit Nj((PBQ)i.) = {a1,... ,as}
(resp. N ((P & Q)1) = {b1,...,b:} 'ensemble des éléments minimaux
(resp. maximaux) de (P @ Q)lu Considérons la famille d’arétes () de
H((P & Q)lu) telles que T = {[a;,b;], j=1,... ,k}. Soit R égal a T
sis =1, I0) U {[a,, b ]]—S—I—l t}815<tetI U {la;, b, j =
t4+1,...,8}sit < s. lln’est pas diﬂicﬂe de voir que R est un recouvrement
par arétes de H((P & Q);.,) de taille max{|N;(P & Q)|, | Nu(P & Q)| }, c.a.d.
H(P & Q) ala propriété forte IC. [

)7
)
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Remarque 3.1 De la preuve du Théoréme 3.1, nous pouvons dire que si
H(P) et H(Q) ont la propriété duale de Konig, alors Uhypergraphe H(P&HQ)
a la propriété duale de Konig.

Théoreme 3.2 Si H(P) et H(Q) ont la propriété forte IS, alors H(P & Q)
a la propriété forte IS.

Preuve. Soient [,u € N tels que 0 <[ <u <r(P& Q). Siu < r(P) ou
[ > r(P), alors la conclusion est analogue & la preuve du Théoreme 3.1.

Soit | < r(P) < u et A un ensemble indépendant de H((P & Q) .)-
Parceque chaque élément de la copie de P est relié a chaque élément de
la copie de @ (dans P & (), nous obtenons A C (P @& Q)i p) ou A C
(P @ Q)r(Py41,u- Supposons sans perte de généralité que A C (P @ Q) (p).
Dol a(H(P' Qra)) < a(H(Prvir))). i a(H(Pryiy) = [N(P)], alors
o H(P @ Q)iw) = [N(P)|. Si o(H(Prrpy)) = |Nypy(P)], alors on a
aussi o(H((P & @Q)in)) = |[Ni(P)|. En effet, supposons le contraire, c.a.d.
il existe un ensemble indépendant de taille supérieure a |N;(P)|. Donc,
il existe fi, f; € AN(P @ Q)ippy, p € Ni(P D Q) tels que p < f; et
p < f;. Or, pour tout ¢ € (P @ Q)r(py1us fi < qet f; < q. Ainsi f;
et f; sont dans la méme aréte [p,q] de H((P & Q).), absurde et donc
S(H((P © Qi) = IN(P)| = [Ni(P & Q)] .

3.3 Le produit direct

Le produit direct (ou cartésien) de deux posets P et ) est le poset P x Q) sur
Iensemble {(z,y): x € P ety € Q} tel que (x,y) < (2',y’) dans P x @ si
r <pa'ety <gy'. Leproduit direct de P avec lui-méme n fois est noté par
P". Pour tracer le diagramme de HASSE de P x (), on trace le diagramme
de P, on remplace chaque élément = de P par une copie @), de (), et on
relie les éléments correspondant de (), et @), si @ et y sont reliés dans P.
Par exemple, si P et () représentent respectivement les posets (1 + 1) & 1
et 1 & (1 + 1), nous obtenons le diagramme de P x ) ci-dessous:
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P x@Q
Figure 4.

Le produit direct ne préserve ni la propriété forte IC ni la propriété forte

IS. En effet, le poset P x @ illustré dans la Figure 4 vérifie o(H(P x Q)) =
p(H(P x Q)) =

Soient Hy = (V1,&1) et Hy = (V3,&) deux hypergraphes. Leur produit est
définie par Hy x Hy = (Vi x V5,&E x &) ou & x & = {Fy x By 1 E; €
E,1=1,2}. En remarquant que la transposée du produit de Kronecker de
deux matrices (d’incidences) est égal au produit de Kronecker des trans-
posées des deux matrices (d’incidences), nous pouvons déduire que pour
tous hypergraphes H; et Hs nous avons

(Hi x Hq)" = H7 x Hj.
D’autre part (voir [3])
v(H1) v(Hz) <v(Hy x Ha) < 7(Hi X Ha) < 7(Hy) 7(Hz).
De plus, dans le cas de nos hypergraphes d’intervalles nous avons encore
H(P, x Py) =H(P) x H(P,).
Ces relations permettent d’établir le théoréme qui suit:

Théoreme 3.3 Si H(P) et H(Q) ont la propriété de Konig (resp. duale
de Konig), alors H(P x Q) a la propriété de Konig (resp. duale de Konig).

Preuve.
1. Supposons que H(P) et H(Q) ont la propriété de Konig. Des relations
v(H(P)) = 1(H(P)) et v(H(Q)) = 7(H(Q)), nous déduisons

v(H(P) x H(Q)) = 7(H(P) x H(Q)),
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c.a.d.
V(H(P x Q) = 7(H(P x Q)).

2. Supposons que H(P) et H(Q) ont la propriété duale de Koénig. Comme
v(H*(P)) = 17(H*(P)) et v(H*(Q)) = 7(H*(Q)), nous déduisons

v(H(P) x H'(Q)) = 7(H*(P) x H'(Q)),

c.a.d.
V((H(P) x H(Q))") = 7((H(P) x H(Q))"),

ou encore

v(HY(P x Q) = 7(H™(P x Q).

3.4 Le produit linéaire

Le produit linéaire de deux posets P et () est le poset P ® () sur I’ensemble
{(z,y): 2 € Pety € Q} tel que (z,y) < (2,y') dans P @ Q si @ = 2’ et
y <g y', ou x <p 2'. Pour tracer le diagramme de HASSE de P @ (), on
trace le diagramme de P, on remplace chaque élément x de P par une copie
Q), de @), et on relie chaque élément maximal de (), avec chaque élément
minimal de ), si y couvre & dans P. Par exemple, si P et () représentent
les posets de la Figure 5

Figure 5.

nous obtenons le diagramme de P @ () qui suit
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roQ
Figure 6.

Le produit linéaire ne préserve pas les propriétés fortes IS et 1C. Il suffit de

voir la Figure 6 ou on a a(H((P @ Q)o4)) = p(H((P @ Q)oa)) =7

3.5 Le produit direct par rangés

Soient P et () deux posets vérifiant r(P) > r(Q) et r(P) = r(Q)(mod2) et
soit ()’ un poset obtenu a partir de () en posant des chaines de longueur
1(r(P) — r(Q)) au-dessus (resp. au- dessous) de (). Ainsi construit, Q" est
de méme rang que P. Le produit direct par rangé de P et () est le poset
P X, @ induit par U2 N;(P) x N;(Q'). Par exemple, si P et () sont les

posets représentés ci-dessous
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P
Figure 7.

le diagramme de P X, () sera

KA

P x,.Q
Figure 8.

Le produit direct par rangé ne préserve pas les propriétés fortes IS et 1C.

Voir la Figure 8 ot on a a(H(P %, Q)) = p(H(P %, Q)) = 5.

3.6 L’exponentiation

Soient P et ) deux posets. L’exponentiel QF est le poset sur ’ensemble
de toutes les applications f : P +— ) préservant 'ordre (c.a.d. = <p y
implique f(x) <g f(y)) et telles que f < ¢gsi f(x) < g(x) pour tout = € P.
Considérons a titre d’exemple, les posets P=1G1et Q = (1+1)H (14 1).
Le poset exponentiel QF est isomorphe au sous-poset de @ x @Q induit par
I’ensemble {(z,y) : @ <g y} (voir Figure 9).
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Figure 9.
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De cet exemple, on peut déduire que I'exponentiation ne préserve pas les

propriétés IS et IC puisque a(H(QT)) = p(H(QT)) = 4.

Tableau récapitulatif.

Posons m = r(P) et n = r(Q).

P+Q | PpQ| PxQ |PRQ|PxQ]| QF

m=n m=n
S non [6] | oui non [6] oui [6] | non [62] | non [6]
SC oui | non [6] | oui [18][44] | non [6] | oui [62] | non [6]
Peck oui | non [6] | oui [19] | non [6] | oui [62] | non [6]
LYM non [6] | oui non [6] oui [6] | oui [62] | non [6]
RC non [6] | oui [6] oui [24] oui [6] | non [6] | non [6]
Konig ouli ? ouli ? ? ?
D. de Konig ouli ouli ouli ? ? ?
forte IS non oul non non non non
forte 1C non oul non non non non

Notons que dans le cas des quatre dernieres propriétés, il n’est pas nécessaire

de supposer que P et () soient de méme rang. De plus, il est sous-entendu

qu’on parle en termes d’hypergraphes, c.a.d répondre a la question: Si H(P)
et H(Q) ont une de ces (quatre) propriétés, qu’en est-il de H(P o Q)7




Chapitre 4

Hypergraphe des intervalles de
sous-posets du treillis Booléen

Soit B, le treillis Booléen et soient [, u deux entiers tels que 0 < | < u < n.
Désignons par

P=P,={XCnl: [<|X|<u}

le sous-poset de B, induit par 'union des niveaux consécutifs Ny, ..., N,.

Dans [78] et dans le Chapitre 6, il est prouvé que H(P) a la propriété forte
duale de Konig. Dans la premiere section de ce chapitre, nous énoncons
principalement les résultats établis par ENGEL [25]. La propriété forte
de Konig n’est pas réalisée mais 1’étude des parametres 7 et v est autant
intéressante que difficile du fait qu’elle se ramene aux problemes extrémaux
dans les ensembles. Dans la deuxieme section, la notion de k-stabilité, qui
n’est autre que la généralisation de la stabilité est introduite. Nous pro-
posons dans certains cas des valeurs exactes et d’autres cas des bornes.
Quant a la troisieme section, nous la réservons a 1’étude du nombre chro-
matique dans cette classe d’hypergraphes.

4.1 Couplage et recouvrement par sommets

Soit H = Huuw = (P,I) 'hypergraphe des intervalles de P. Notons

brievement 7,.., (resp. Vni.) au lieu de 7(Hpu.) (vesp. v(Hapiw)). Au

41
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courant de cette premiere section, nous aurons surtout affaire qu’a un type
de recouvrement, nous écrirons brievement recouvrement au lieu de recou-
vrement par sommets. La précision sera donnée des qu’il y a un risque de
confusion.

Proposition 4.1 [l existe mg € {l,... ,u} tel que

Upil < L((;nol))J < [((;nol))w < Tolu-

T)’Lo—l

T)’Lo—l

Preuve. Soit M un couplage de H, ., et soit [ une aréte de M. Pour
X € P de rang m, considérons la fonction

f(X,I)::{(l) siXel

sinon

Parceque I est isomorphe a B,_;, nous avons

s 3 e - ()

IeM XeP
et
> 3 < (1),
XeP IeM m
c.a.d
—1
|M|(:1 B l) < (;) pour tout m € {l,...  u}.
ou encore,

u—I
(:7)
Etudions la séquence { f(m)}.
f(m+1) > f(m) est équivalente & ZH=L > 2=m ¢ 3 (. & m > B=0te Gj o

m+1l — n—-m n+l—u

pose mgy = VZ_T_?_‘"““L alors f(m) > f(mg) pour tout m € {{,... ,u}. Ainsi,

M| <

= f(m) pour tout m € {l,... ,u}.

M| < LMJ-

(1)
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Dot vy, < L%J

Cette valeur représente aussi une borne pour 7,4,. Avant de le prouver,
déterminons le nombre d’intervalles g(m) de Z,;, contenant un élément X
quelconque de P, du niveau m, m € {l,... ,u}. Nous avons

gm)=HY e B,: [Y|=letY <X}{Y €B,: [|Y|=uet X <Y}

Parceque {Y € B,: Y < X} (resp. {Y € B,: X <Y}) est isomorphe
a By, (resp. Bj,_,), nous déduisons que g(m) = (m) (n—m)

{ u—m

Etudions la séquence {g(m)}.

L’inégalité g(m + 1) > g(m) est équivalente a Tg”_l_—"l'l_l > 2= et donc a
m < IZ_T_%‘:‘ Par suite g(m) < g(mo) pour tout m € {l,...,u}, ce qui
signifie que tout élément d’un recouvrement T couvre au plus (w;o) (Z:ZE)
arétes. Or il y a exactement (Z) (1;) arétes, alors
P ) )
S ()
et ( )
wta 2 [ 755 T
- (Tso—ll)
En conclusion,
o) | )
e < 7o) ST S Tata
o (T:;o—ll) (Tso—ll) -
|

Remarque 4.1 Soit mg = VZ_T_?_‘"J‘W Si ((;"_Ol)) n’est pas entier, les parame-

mqg—1

tres Uy €t Toga sont distincts et par suite la propriélé forte de Konig n’est
pas vérifice.

Les nombres de couplage sont reliés par la relation de recurrence suivante:

Proposition 4.2 [72] Pour tous 0 <[ < u < n nous avons:

Vsl > Vn—1lu + Vp—1;1-1,u—1-
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Ici, les problemes relaxés sont résolus et les valeurs a ’optimum sont données.
Ces dernieres représentent naturellement des bornes pour les nombres de
couplage et de recouvrement. Définissons ces problemes:

4.1.1 Nombres fractionnaires

Un couplage fractionnaire de H est une fonction f:7Z — R, telle que

Z f(I) <1 pour tout X € P
IeT-Xel

et un recouvrement fractionnaire de H est une fonction g : P — R telle
que
> g(X)>1 pour tout I € T.
XeP:Xel

Le nombre de couplage fractionnaire v, et le nombre de recouvrement
tAR]

u
fractionnaire 777, sont définis par
tAR]

Vigw = max{d ez f(I) : [ estun couplage fractionnaire de H},
Trgw = Mmin{Yxepg(X) : g est un recouvrement fractionnaire de H}.

Proposition 4.3 [25] Nous avons

Remarque 4.2 Soit [ un recouvrement par arétes fractionnaire de H
c.a.d. une fonction f: T — Ry telle que

Y f(I)>1 pourtoutX € P
IeT:X€el

et g un stable fractionnaire de H c.a.d. une fonction g : P — R telle que

Z 9(X) <1 pourtoutl €T.
XeP:Xel
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Le nombre de recouvrement par arétes fractionnaire p., ., et le nombre de
"y
stabilité fractionnaire o}, sont définis par

Praw = min{Xrer f(I) [ est un recouvrement fractionnaire de H},
g, = max{lyepg(X) : g est un stable de H}.

Les mémes fonctions f et g introduites dans la preuve de la Proposition 4.3

1
f([) = mo n—mo
() (ize)
: 0 X] 4
g(X):{ ﬁ Z’|X|:ZZ

représentent respectivement un recouvrement par arétes fractionnaire et un
stable fractionnaire de H. De plus une preuve similaire produit

% % n n
an'lu:pn'lu:max{( )7()}
tAR] tAR] l u

Les nombres de couplages fractionnaires sont reliés par la relation de recur-
rence

Proposition 4.4 [25] Nous avons v}, < Vi1

n

Et entre le nombre de recouvrement et le nombre de recouvrement fraction-
naire, nous avons

Proposition 4.5 [25] Pour A <[ et yt > u, nous avons

*
Tnslu 2 T Tu—=Nl=Xu—X\-
? 7/‘1'

4.1.2 Détermination de quelques bornes pour le nom-
bre de couplage et de recouvrement

Commencons par donner la formulation du couplage et du recouvrement
sous forme de problemes extrémaux dans les ensembles.
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Le probleme du couplage consiste a trouver le nombre maximum d’intervalles
disjoints deux a deux. Deux intervalles [ X7, Y]] et [ X3, Y3] s’intersectent ssi
il existe C' tel que X; CC CYiet Xy CC CY5, cad. ssi XjUXy; CYiNYs.
Par conséquent, [ X1, 7] et [ X3, Y5] ont une intersection vide ssi X7 Z Y3 ou

X, Z Vi,
D’autre part, I'intervalle [ X}, ;] est maximal ssi X; C Y, | X;| =1, |V;| = v,
i = 1,2. Posons Y = [n]\Y le complémentaire de Y. Avec ces con-

sidérations, nous avons:
[X1,Y1] et [X,,Y3] forment une paire d’intervalles disjoints ssi X; NY, # ()
ou XoNY, #0, et X;NY; =0, |X;| =1,|Y;] =u,1=1,2. En posant p := 1

et ¢ :=n — u, la Proposition ci-dessous en découle:

Proposition 4.6 [25] v, ., est €gal au nombre maximum v d’éléments
dans deux familles ordonnées A = (Ay,... ,A,) et B = (B1,...,B,) de
sous-ensembles de [n] avec les proprietés |A;| = p, |Bi| = ¢, A, B; = 0,
i=1,...,v, et AN B; £ 0 ou Aj N B; £ 0 pour tous 1 < i< j<w. [ |

Dans [72], Tuza prouvait que le nombre maximum v ne peut excéder le
nombre % Cette borne a été déterminée d’'une maniere tout a fait
différente dans [25]. En remplagant “ou” par “et”, dans la condition de la
Proposition 4.6, Bollobas [8] puis plus tard Tarjan [70] ont prouvé que ce
maximum vaut (p;q). Frankl [34] et Kalai [43] prouvaient, en utilisant des
méthodes algébriques diies a Lovész [49], que cette borne reste valable si on

supprime “ou A; N B; # (). Pour un survey, voir [73].

Le probleme de recouvrement consiste a trouver le nombre maximum ¢
d’éléments de P tels que chaque intervalle maximal contient au moins un

de ces éléments. Nous avons X CC C VY ssi X CCet CNY =(. Dou la
proposition:

Proposition 4.7 [25] 7,.,.,—, est €gal au nombre minimum t d’éléments
dans une famille C = {C1, ... ,C:} de sous-ensembles de [n] avec la propriété
que pour tous sous-ensembles A et B de [n] avec |A| = p, |B| = q, ANB = {),
il existe C € C tel que ACC et CNB=10.

On appelle une famille C satisfaisant les propriétés de la Proposition 4.7 une
(n,t; p, q)-corecouvrement et ’hypergraphe He = ([n],C) un hypergraphe de
(n,t; p, q)-corecouvrement. De plus, on définit une famille de (t,n;p,q)-
Sperner par la famille D = {Dy,... ,D,} de n sous-ensembles de [t] ayant
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la propriété que pour tous sous-ensembles A, B de [n] avec |A| = p, |B| = ¢,
AN B =10, alors NjeaD; € UjepD;. L'hypergraphe Hp = ([t], D) est alors
appelé un hypergraphe de (t,n; p, q)-Sperner.

L’hypergraphe dual de H = ([n],{C4,...,C:}) est I'hypergraphe H* =
(t],AD1,... . Dp})ou Dy ={i € [t]: j € Ci}.

Soit d., , le nombre maximum m pour lequel il existe une famille (¢, m; p, ¢)-
Sperner.

Théoreme 4.1 [25] Nous avons Tn.pn—q = min{t : dipq > n}.

En particulier pour p = ¢ = 1, la famille (¢, m; 1, 1)-Sperner représente une
famille de Sperner et donc le Théoreme de Sperner produit d; 1 = (LEJ)'
2

Par quelques efforts techniques et en s’aidant de I’approximation de Stirling,
le Corollaire 4.1 en découle

Corollaire 4.1 [25] Nous avons

1
Tnil,n—1 2 5092 n + §l092l092 n+ c.

ou ¢ est une constante.

Théoréeme 4.2 [25] Soit 0 < p<qg<p+q+1<n. Alors

(p+ q)rte

ptqg+l
prqe

s
S Vnipn—g S Vn;p,n—q <
p

Si, en plus, n > p+ g+ max{p, ¢}, alors

—2
o(P T4\ _ (PT4 < Uy
p p _ 1 bR

Théoreme 4.3 [25] Nous avons pour tout € > 0,
—2)pta—2 ptq
(1— &) gt logy (n—p—q+1) < Ty < LHEZ((p+g)logn+1)

pPqd

ou pour la borne inférieure, n est supposé suffisamment grand.
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La borne inférieure peut étre améliorée si p resp. ¢q est égal a 1.

Théoreme 4.4 [25] Nous avons T, 1.,—q > qlogan — qlogs q.
Une élégante preuve probabiliste produit le résultat
Théoreme 4.5 [25]. Il existe une constante ¢; telle que
Tnipm—g < (P +q— 1)2p+ql09 n+cr.
4.1.3 Quelques valeurs exactes pour les nombres de

couplage et de recouvrement par sommets

Ici quelques valeurs exactes de nos deux parametre sont donnés soit a travers
une déduction des précédents théoremes ou propositions soit a travers des
constructions. Nous avons les résultats suivants:

Proposition 4.8 [25] Si u < ”lilf} alors Tpy., = (7;)

Proposition 4.9 [25] Si | <2t et u =141, alors v, = (7;)

Théoreme 4.6 [25]

a) Sile{l,2} et u < ”l:'l'_lf, alors vy, = (7;)

b) Sipe{l,2} etn>p+q+ L%J, alors Vi n—q > (p""q;'L%J).

Supposons que [ < [5] —1 et soit C = {C1,... ,C(n_l)} une décomposition
!
en chaines symétriques de (B,—1);+1. Notons C; = (p; < ¢;) pour tout ¢ =

..., (njl) et posons C] = ((p; U {n}) < (¢ U{n})). Parceque I'ensemble

{lpiyq: U {n}],e = 1,... ,(njl)} forme un couplage de (H(By))i 42, nous

n—1
!
d’un couplage contient exactement deux éléments du niveau Ni41(B,,). D’ou

1{ n 2
Vnil, 142 S §(l+1)7 c.a.d.

n—1 < <1 n
Vn: —
;) =T =0 4

pouvons déduire I'inégalité v, 140 > ( ) D’autre part, chaque intervalle
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pour tout [ < [F] — 1.
En particulier, les deux bornes sont égales si n est pair et [ = £ — 1 mais

elles sont asymptotiquement égales si n est impair et [ = ”2;1 — 1. Ainsi, le

Théoreme 4.7 en découle:

Théoreme 4.7
a) Sin est pair et | =% —1, alors vy 119 = %(Z)
2

b) Sin est impair et | = ”2;1 — 1, alors v 142 ~ %(é)
2

4.2 Nombre de k-stabilité

Dans cette partie, nous introduisons la notion de k-stabilité, qui généralise
celle de la stabilité (k = 1) et I’étudions toujours dans notre hypergraphe
H = Hpy. des intervalles de P = P,;,. Nous supposons encore ici que
[>n—u.

Un ensemble de points A de P = P, ,, est dit k-stable si chaque aréte de H
contient au plus k£ éléments de A. Désignons par

Op kit = max{|A| : A est un ensemble k-stable de H}

le nombre de k-stabilité.

Pour k=1, a1, = max{ (7), (Z)} [78].

Théoreme 4.8 Si k < 2“! alors

Y

O it w < kmaxq (7;) \ (Z) }.

Preuve. Soit R un recouvrement de ‘H par un nombre minimum d’arétes.
Parceque |R| = max{ (7), (Z)}, nous pouvons déduire que

A= 3 JAN 1] < HR| = kmax{ (l) (Z)}.

IER
|

Remarque 4.3 L union des niveaux Ny U N, est un ensemble 2-stable de
H. Avec le Théoréme 4.8, nous obtenons la relation

n
Qn2:0n—1 = 2 1]
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Théoreme 4.9 St k < n, alors

n(k4+1
Ap kil 2 L%J

Preuve. Considérons les deux familles

A={{i}:e=1,... . n}U{{i,i+3}:i=1,... .netj=1,... ,ptsik =

2p+ 1, et

A={{e}:i=1,... . npU{{i,i+5}:i=1,... ,netyj=1,... ,p—1}U
He i+ 5] i=1..,[5]sik=2p

ou ’addition est modulo n.

A et A’ sont des ensembles k-stables dans H,.1,,. Nous examinerons seule-
ment le cas impair. Le cas pair se fera d’une maniere similaire.

Soit k =2p+1etje{l,...,p}. Ecrivons d’abord I’ensemble {{7,7 4+ j},
i=1,...,n}sous laforme A, = {{1,;+1},{2,j+2},... ,{n—g,n}.{l,n—
JH+1{2,n—j74+2},....{j,n}} et montrons que dans A, les paires sont
sans répétitions.

Supposons le contraire, alors il existe un élément {ig, 79 + jo} qui se répéte
au moins deux fois.

Cas 1. {io, 70 + Jo} se répéte dans un certain A;.

Alors {i0,%0 + jo} = {i0,n — jo + 20} et donc jo = 5. Mais jo < p implique
n < 2p < k et ainsi une contradiction.

Cas 2. {ig 0+ J0} € Aj, N A, avec j1 # Ja.

Alors on a ou bien:

fiosio+jot € {{Ln + 1} o An—Jundt n{{L, 2+ 1},... . {n —j2,n}}
(resp.{{l, n-— jl + 1}7 tet 7{j17 n}} N {{17 n— j2 + 1}7 tet 7{j27 n}})

ou bien {ig,i0+Jjo} € {{1,71+1}, ... ;{n—gi,n}}n{{l,n—g24+1},... ;{j2,n}}
(resp. {{1,ja+1},... . {An—go,n}r0n{{lin—ji +1},... . {y1,n}}).

Dans le premier cas, nous obtenons jo = j; = Jj2 qui est en contradiction
avec notre supposition et dans le second cas nous obtenons jo = j; = n — j,
(resp. jo=Ja=n—j1)cad,ji+je=n Mais s+ <p+p=2p<n
et la encore une contradiction.

Par suite,
nlk+1
|A|:n—|—pn:7( 5 )
A est un ensemble k-stable puisque chaque élément de {1,... ,n} apparait

exactement dans deux sous-ensembles de A;. Par conséquent, cet élément
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existe 1 + 2p = k fois dans les sous-ensembles de A. [ |

L@J peut étre fausse

AV

Notons que pour k > n, l'inégalité o, 4.1,
puisque ay 714 = 14.

Proposition 4.10 «,, ., est la taille mazimum d’une famille F de sous-
ensembles de [n] avee la propriété que pour tous X, Y de [n] avee | X| =1,

Y|=n—ue XNY =0 alors XN (UL F) £ 0 ou Y N (USHLE) £ 0 dés
que Fy, ... Fri € F.

Preuve. En effet, A est un ensemble k-stable de H,,;, ssi chaque intervalle
[p, q] of Z,,;, ne contient pas k+1 éléments de A. Ceci est équivalent & dire:
Pour tous p,q € P, p C q, |p| =1, |[¢| = u et pour tous F;,... [, € A,
il existe jo € [k + 1] tel que p € I, ou Iy, & q cad., p & NMELE, ou
Ufi'll Fi; € q. 11 s’ensuit alors que,

A est un ensemble k-stable de H,,., ssi, pour tous p, g dans P avec pNg =
onapN (NEF ) #0ou (U F,)Ng+# 0 des que Fiy,...  F,,, €A

En posant X = p et Y = ¢, nous obtenons le résultat. [ |

Théoréme 4.10 Nous avons

kE+1l(n
g < | —
Oén,k,l,n =~ Ll —I— 1 (Z)J

Preuve.
Soit A un ensemble k-stable de H,.;,. Définissons, pour chaque sous-
ensemble X a [ éléments de [n] et chaque élément Y de A, la fonction

1 st XCY,
HXY) = { 0 sinon.
Posons,
A = {XeA: | X|=1},
Ay = {XeA: [ X|>1+1}.

Comptons la somme Y. f(X,Y") de deux manieres différentes.

Parceque chaque sous-ensemble a [ éléments est contenu dans au plus k
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éléments de A, nous avons d’une part

Xzyﬂx,m:; 3 1g;k:k(’;).

Y
(XEY)

D’un autre part,

;;f(va): YD FXY)+ Y0 Y XY,

Yea, X YeA, X

ol

> 2 f(XY)= 3 1=]4

Yed, X Yea
et

> 2 M Y) = D (1) = (414

YeA, X YeA;

Comparant les deux expressions de Y. f(X,Y), nous déduisons
Xy

@+ 0kl < 1()

c.a.d.,

C+ DA = G+ +14) < k() +dal < k() +1(7),

et donc, |A] §L%(?)J |

En combinant les Théoremes 4.9 et 4.10, nous obtenons le corollaire ci-
dessous.

Corollaire 4.2 Pour k < n, nous avons

n(k+1)
il

Ap klon = L
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Remarque 4.4 o, 1, peut étre interprété comme étant la taille maximum
d’une séquence F de sous-ensembles distincts de [n] avec la propriété que
| ML F < 1 ou | UM Fy| > w deés que Fy, ... Fpyy € F.

Ainsi, a partir du Corollaire 4.2, nous pouvons dire que

max{|F|: F C [n] et il n’existe pas k 4+ 1 éléments de F avec une intersec-
tion non vide } = Lﬂ%lj

Cette valeur correspond aussi, d’aprés la Proposition 4.10 avec u = n, a la
taille maximum d’une famille F de sous-ensembles de [n] tels que chaque

ensemble a [ éléments de [n] est contenu dans au plus & membres de F,
k<n.

Remarque 4.5 Considérons une famille F de sous-ensembles de [n] a [+1
éléments avec la propriété:

|NE, | <l ou| UL, Fi| > wu dés que Fy,... F, € F. Il est facile de voir
que N U F est un ensemble k-stable de H,.,. Ainsi,

(7) + max|f| S O ksl ue

Pour k = 2 et w = n, il a été€ vu par Kirkman [/5] dans les cas n =
0,1,2,3 mod 6 et par Schonheim [63] dans les autres cas que sil =2,

max |F| = [2[%1]] —¢ ou

{1 stn=5mod6
£ =

0 sinon

et sil =3 Hanani [{1] a prouvé dans les cas n = 1,2,3,4 mod 6, Mills [52]
et Brouwer [16] dans le cas n = 0 mod 6 et Best [5] pour v € {5,11} que
max |F| = [§["5[*5*]]]-

al 3 L2
D’un autre coté, Roedl [61] a montré que lim max |Fl({+1) (7;)_1 =1.

Nous déduisons a partir du Théoreme 4.10 que,

p,2:2.n L%(g ] sin =1,3 mod 6,
Qp292n € {L% Q)J, L%(;)J —1} sin=5mod6,
ap 230 — L% (g)J stn = 2, 4 mod 6,
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et pour n suffisamment grand,

(?) H- 5)5(91 = Cnin (7) +1

Théoréeme 4.11 Pour k < n nous avons

| pour tout £ > 0.

_|_
—

n(k +2)
2

Qn kiln—1 2 L

J et an,n;l,n—l 2 2n ‘I’ (g)

Preuve. Il n’est pas difficile de voir que les familles

B:={{i},i=1,... nfU{{s,i4+4},i=1,....netj=1,... ,p—1} U

Noo1 sik=2p et B :={{s},1=1,... ,n} U{{s,i+75},1=1,... ,net

Jg=L...,p=1JU{{i,i+ 5]} i=1,..., 5]} U Noey sik=2p+1
n(k+2)

sont des ensembles k-stables H, 1,1 de cardinalité | === | (I’addition se

fait modulo n).

De plus, pour £ = n, 'union des niveaux Ny, Ny et N,_; est un ensemble

n-stable de H,, 1,1 de cardinalité 2n + (g) [ |

Théoréme 4.12 Pour [ < 5|, nous avons

Ap kslon—1 > L

keit1(ny  (7) NIRRT
+1 \t) Tir1 n— 2l

Preuve. Soit A un ensemble k-stable de H,, 1 ,,—;.
Pour un élément X de A et un intervalle I de T =Z,,_;, considérons la
fonction f définie par

1 s1Xel,
f(X’[)_{O sinon.
Posons,
A = {XeA: | X|=1},
Ay = {XeA: |X|=n-1}.

Ay = {XeAd: [+1<|X|<n—-1-1}.
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Comme précédemment, nous comptons de deux manieres différentes la quan-
tité > f(X,1).
X1

A partir de la définition d’un ensemble k-stable, nous obtenons

S Y A D=y 1<y k=R = k(D) (") = k() ()

IeT XeA IeT XeAnT Ieq

Maintenant, parceque A = A; U Ay U A3, nous déduisons
S SN = S SO S SN TS )

XeATeT XeA, IeT XeAy Ie X€eA; IeT
avec,
X%jAl I%:If(X7 ) = |A1|(:—_2ll) - |A1|(nl_l)’
Y on XD = A(7),
XeAp Ied
Z B0 = 2 (O = g ()0

Les deux séquences {(;)} et {(nl_l)} sont logarithmiquement concaves donc

leur produit {(;) (nl_l)} est aussi logarithmiquement concave et par conséquent
il est unimodal c.a.d.,

() ) D=

pour tout o, [+ 1 <i<n—1[—1.
Il s’ensuit,

B R RN G e o)

Puisque |A3| = |A| — |A;| — | Az, nous obtenons

al(" T e < (5) (") # g (", e

qui conduit a

keit1(ny  (0) n(l—1)+ki—20
|A|§Lz+71(z) z+1( n— 2l )
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puisque [43| < (7) et |42 < (,2) = (7). u

A partir du Théoreme 4.11 et du Théoreme 4.12, nous avons

e
Aponiln—1 = 2n + (2)7
5n . .
Op 3:1,n—1 5 s1 n est pair,
5n 5n . . -
anzin-1 € {15%], 5] +1} sin est impair,

et

n(k+2)
2

J S O ks1,n—1 S LM + EJ sik S n.

L 2 2

Un k-couplage fractionnaire resp. un k-recouvrement par arétes de H est
une fonction f: Z—R, telle que

> f(I)<k pourtoutX € P resp. > f(I)>k pourtoutX € P.

I€l: IeT:
Xel Xel

Un k-stable fractionnaire resp. un k-recouvrement par sommets de H est
une fonction g : P— R, telle que

> g(X)<k pourtout! €T resp. > ¢g(X)>k pourtout! €T

XeP: XeP:
Xel Xel

Posons,

Uy (M) i=max{3 er f(I) @ f est un k-couplage fractionnaire de H },
,on ptu(H) =min{3 7 f(I) 1 f est un k-recouvrement par arétes de H},
) pa (M) i=max{Pyep g(X): g est un k-stable fractionnaire de H},

T hw(H) s=min{Yxep g(X) : g est un k-recouvrement par sommets de H

En multipliant par k le couplage, le recouvrement par sommets, le stable et
le recouvrement par arétes fractionnaires définis dans la premiere partie de
ce chapitre, nous obtenons la proposition suivante
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Proposition 4.11 On «
a. Oé:;,k;l,u(H): p:;,k;l,u(H): kmax{ (?)7 (Z)}}
b. T;,k;l,u(H) = ;;,k;l,u(H) =k min iuﬂ—ll

1<m<u (1)

4.3 Sur le nombre chromatique

Dans le Chapitre 2, nous avons vérifié la NP-complétude du probleme de
coloration dans les hypergraphes des intervalles d’'un poset. Nous proposons
dans cette partie de donner quelques valeurs exactes ou asymptotiques du
nombre chromatique y(H(FP,,.)) que nous notons brievement par v, ..
Rappelons qu'une famille de sous-ensembles de P, , est une k-coloration
de H,. si elle forme une partition de P,;, en k sous-ensembles sta-
bles C'1,... ,C} ou chacun d’eux correspond a une couleur. Par exemple
I’hypergraphe H4,q 3 admet une 5-coloration. Elle est donnée par la parti-
tion {Cq,...,Cs} ou Cy = {{1},{2}, {3}, {4}}, Oy = {{1,2},

{343} Cs = {1,331, {2, 43}, O = {{1,4}.{2,3}}, Cs = {{1, 2,3}, {1, 2,4},
{1,3,4},4{2,3,4}}. Plus précisément nous avons dans ce cas y4,13 = 5.

Le probleme du nombre chromatique dans le cas du treillis Booléen se
ramene aux problemes dans la théorie du “design”. Rappelons-en quelques
notions.

Un systéme stable P(t,k,n) d’ordre n est une paire (@, ¢), ou () est un en-
semble a n éléments et ¢ est une collection de sous-ensembles a & éléments
de () appelés blocs, ayant la propriété que chaque sous-ensemble a ¢ élément
de @) doit étre un sous-ensemble d’au plus un bloc de ¢. En particulier,
P(2,3,n) est appelé systéme triple stable PT d’ordre n (brievement PT'(n)).
Un PT est optimal s’ n’existe pas de PT' de méme ordre avec plus de blocs.
Spencer [67] prouvait qu'un PT' optimal a |2]|25*]] triplets pour n # 5
(mod 6) et [2|25+]] — 1 triplets pour n =5 (mod 6).

Deux PT's, (Q,q1) et (Q, q2), sont dits disjoints si g1 N g2 = @. Si nous rem-
plagons “au plus” par “exactement” dans la définition du systeme stable,
nous dirons qu’il s’agit d’un systéme de Steiner S(t,k,n). En particulier, un
S(2,3,n) est appelé systéme triple de Steiner STS d’ordre n (brievement
STS(n)). De tels systemes existent ssi n =1 ou 3 (mod 6).

Par exemple, deux disjoints ST'Ss d’ordre 7 sont donnés par:
Sy={{1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{2,4,6},{2,5,7},{3,4,7},{3,5,6}}
Se={{1,2,4},{1,3,7},{1,5,6},{2,3,5},{2,6,7},{3,4,6},{4,5,7}}.

Il est facile de voir que le nombre maximum de ST'S d’ordre n disjoints
deux a deux est au plus n — 2. Si ce nombre vaut exactement n — 2,
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alors ’ensemble de tous les triplets peut étre partitionné en n — 2 ST'S(n).
Cette partition est appelée ensemble large d’un systéeme triple de Steiner,
(brievement LT'S(n)). Un LT S(n) existe ssi n = 1 ou 3 (mod 6), n # 7
(voir [50, 51, 71]).

Proposition 4.12 [12] Nous avons ¥,.1, = 2" ".

Preuve. L’'inégalité “>” s’ensuit en observant que chaque aréte de H,,.1 ,, a
271 éléments. Maintenant, si nous appliquons la méme couleur i & I’élément
p; et & son complémentaire [n]\ p; (p; # [n]), pour tout i =1,...,2"71 —1
et la couleur 27! a 1’élément [n], nous obtenons I'inégalité v,,.;,, < 2"~ W

Lemme 4.1 [12] Nous avons

09

n | n— n— } S Vil i425
il P

max{n — { + 1,

Proof. Procédant par induction sur [, Schonheim [63] prouvait que le
systeme stable P([,] 4+ 1,n) ne contient pas plus que ¥(n,l) = LH_LIL%L

. L”_Zﬁj ... | sous-ensembles a (I + 1) éléments. Puisque chaque classe
pour une couleur donnée du niveau Nipp = {X C[n]: |X| =141} est un

systeme stable, nous obtenons

09

< Aias

\Il(n,l) > Tnsll42
En dehors de cette inégalité, nous avons aussi v, 12 > n — [ 4+ 1 puisque
les éléments {1,... {} et {1,...,[,i} pouri=1{+1,... n doivent étre de
couleurs différentes. [ |

Lemme 4.2 [12] Supposons qu’il existe une partition des sous-ensembles
a (I 4+ 1) éléments d’un ensemble a n éléments en @(n) systémes stables
disjoints P(L,l+ 1,n).

Si p(n) > max{n — [, U"’—%H—zl + 142}, alors ypi42 < @(n).
Sipn)=n—1etn>2042, alors ypu112 < @(n) + 1.

Preuve. Soit {Cy,...,Cy(m)} une partition de (l[_f]l) en systemes stables

disjoints P({,1 + 1,n). 1l est facile de voir que ¢(n) > n —[. Attribuons
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a chaque élément de C; la couleur i. Si ¢(n) > n — [, alors chaque sous-
ensemble a [ éléments a au moins ¢(n)—(n—1[) choix pour sa couleur a travers
les éléments de I'ensemble [p(n)]. Aprés cela, nous observons que chaque

sous-ensemble a ([ 4 2) éléments peut recevoir au moins p(n)— (HEQ) — Gﬁ)

couleurs de [p(n)]. Ainsi, nous obtenons une ¢(n)-coloration de H,. 42
pour ¢(n) > ngw + 14+ 2.

Si p(n) = n — 1, alors tous les sous-ensembles a [ éléments recoivent une
nouvelle couleur ¢(n) 4 1. Puisque chaque sous-ensemble a (I + 2) élément

a au moins p(n) — Gﬁ) choix pour sa couleur dans [¢(n)], nous obtenons
une (¢(n) + 1)-coloration de H,.j 142 pour p(n) > [+ 2. [

Une partition des arétes d’un graphe en couplages parfaits (ou 1-facteurs)
est appelée une 1-factorisation. Si n est pair, une maniere d’obtenir une
1-factorisation de K, est de noter les n — 1 sommets d’un polygéne régulir
par 1,...,n — 1 et au milieu, on pose le sommet n. On commence par un
couplage parfait puis les n — 2 autres s’obtiennent par une rotation de la

is

figure par des multiples de 27 Par exemple, pour n = 6, on obtient les 5

1-facteurs qui constituent les éléments de la 1-factorisation de K,:
£y :{{17 6}7{27 5}7{37 4}}7
£y :{{17 3}7{27 6}7{47 5}}7
by :{{17 5}7{27 4}7{37 6}}7
Fy :{{17 2}7{37 5}7{47 6}}7
Fs ={{1,4}{2,3}.,{5,6} }.

1 1
e 1 D b
4o 3 3 4 3 4 3 4 3

Figure 1.

Le théoreme qui suit donne la valeur de 7,45 pour n > 5. Néanmoins, il
est facile de verifier que v3.13 =4, Y413 =5 et 5,13 = 6.

Théoreme 4.13 [12] Pour n > 5, nous avons y,1,3 = n.
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Preuve. L’inégalité “>” se déduit du Lemme 4.1 (I = 1).

Si n est pair, la 1-factorisation ' = {Fy,... F,_1} du graphe complet K,
est une partition des sous-ensembles a deux éléments de [n] en n—1 systemes
stables disjoints P(1,2,n).

Si n est impair, il suffit de considérer une 1-factorisation £’ = {Fy,... | F'}
de K,11 et de supprimer tous les sous-ensembles a 2 éléments qui contien-

nent ’élément n + 1. Ainsi, nous obtenons a partir du Lemme 4.2 I'inégalité
“S?? . .

Il n’est pas difficile de vérifier que v5.24 = 5, Y6,24 = 6 et y7.24 = 7. Pour
les autres valeurs de n, nous avons

Théoréeme 4.14 [12] Nous avons

) n—1 sin=0,1,2 0u3 (mod6) n#6,7.8
Tnizd = g sin=4 (mod 6) n # 10

et

Yoza € {n—1,n} sin=>5 (mod 6), n # 5.

Preuve. Par le Lemme 4.1 avec [ = 2, nous avons

n—1 sin=0,1,2,3,5 (mod 6)
Tni24 2N, sin=4 (mod 6).

Déterminons une borne supérieure de 7,,.2 4. A partir du Lemme 4.2, il suffit
d’obtenir une partition des triplets en systemes stables disjoints P(2,3,n).

Cas 1. n=1o0u3 (mod 6) et n £ 7.
A partir de la partition qui est définie par 'ensemble large LT'S(n) d’un
systeme triple de Steiner, nous déduisons une (n — 1)-coloration de H,.2.4
et I'inégalité 4,24 < n — 1 s’en suit.

Cas 2. n=0o0u 2 (mod 6) et n # 6,8.

Dans cecas n+1 =1 ou 3 (mod 6). Tous les triplets d’ordre n + 1 peuvent
étre partitionné en (n 4+ 1) —2 = n — 1 disjoints STSs des que n # 6. En
supprimant tous les triplets contenant 1’élément n + 1, nous obtenons une
partition en n — 1 systemes stables P(2,3,n) et alors une (n — 1)-coloration
de H,.24 pour n > 11.
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Cas 3. n =5 (mod 6) et n # 5.

La condition n = 5 (mod 6) est équivalente a n + 1 = 0 (mod 6). Ainsi,
Yot124 = (n+ 1) — 1 = n pour n # 5. Si nous supprimons tous les sous-
ensembles contenant 1’élément n + 1, nous obtenons une n-coloration de
Hiza, cad yp04 < n.

Notons que cette inégalité peut étre améliorée si la conjecture faible de Et-
zion [29] est prouvée. Elle stipule que pour chaque n =5 (mod 6), n > 5,
il existe une partition des triplets d’ordre n en n — 1 PT's.

Plus précisément, nous aurons, Yn,24 =n — 1 sin =5 (mod 6), n > 11.

Cas 4. n =4 (mod 6) et n # 10.

Dans les articles de Etzion [30, 29], il est prouvé que pour n =4 (mod 6) il
existe une partition des triplets en n — 1 PT's optimaux et un PT' de taille
n — 1/3. Ainsi, nous déduisons une n-coloration de H,.3 4 pour n > 10. W

Dans le cas [ = 3, il est connu [15] qu'un systeme stable optimal P(3,4,n)

a la taille W sin=1ou3 (mod 6) et W sin =0 (mod 6).

Pour n = 5 (mod 6), il a, par la borne de Johnson [42], au plus la valeur
ﬁn—_ln%l—l— | 2=2|. Par conséquent, le nombre minimum 6(n) de systemes
stables disjoints P(3,4,n) qui partitionnent tous les quadruplés d’un ensem-
ble a n éléments vérifie f(n) > n—1sin =5 (mod 6) et f(n) > n — 2
sinon.

Dans [31], Etzion prouvait que 0(n) < n —2sin = 2' (+ > 3). Légalité
Yn35 = n — 2 s’obtient donc a partir du Lemme 4.1 pour cette valeur de
n. Graham et Sloane [36] prouvait que #(n) < n pour tout n. Ainsi, nous
obtenons y,55 € {n — 1,n} si n =5 (mod 6) et v,35 € {n —2,n — 1,n}
sinon. En particulier, il était prouvé par Van Paul et Etzion [76] que
On) < n—1sin =32 et par Brouwer et al [17] que O(n) < n — 1
sin=>5-2"oun = 7-2°. Par suite, nous avons encore Ynas € {n—2,n—1}
sin=32 vuas=n—1sin=52¢etymsc{n—2n—1}sin=7-2

Théoreme 4.15 [12] Pour tout | fixé, nous avons, vpi142 = n(l 4+ o(1))
lorsque n — oo.

Dans l'ordre de prouver le théoreme, énoncons un résultat de Spencer et
Pippenger [56].

Rappelons que pour un hypergraphe H =(V, &), I'indice chromatique x(H),
est le plus petit nombre de couplages qui partitionnent I’ensemble de ses
arétes. H est dit k-uniforme si pour tout j, |F;| = k.
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Théoreme 4.16 [56]
Soit k, k > 2, un nombre naturel fixé et soit H,= ([n], ) une séquence
d’hypergraphes k-uniformes tels que pour n — oo

min deg(x) = (maxdeg(x))(1 4 o(1)),

z€[n] z€[n]

max codeg(z,y) = (maxdeg(z))o(1).
s ax  codeg(w,y) = (max deg(z))o(1)

Alors x($n) =(max,ep)deg(x))(1 + o(1)).

Preuve du Théoréme 4.15

Considérons 1’hypergraphe uniforme H = (V, €) dont les sommets sont tous
les sous-ensembles a [ éléments de [n] et dont les arétes sont les (I + 1) sous-
ensembles a [ éléments d’un ensemble a (I + 1) éléments. H verifie les deux
hypotheses du précédant Théoreme 4.16 puisque pour tout z,y € V, £ y
,deg(x) = n—1et codeg(x,y) =0si|xNy| =1—1 et 1 sinon. Il s’ensuit que
X(H), qui n’est autre que le nombre minimum de systemes stables disjoints
P(l,l+1,n) qui partitionnent I’ensemble de tous les sous-ensembles a ({+1)
élements, est asymptotiquement égal a n. Ainsi, a partir du Lemme 4.1,
nous obtenons pour n — oo,

n =1 < yngarz <n(l+o(1))

c.a.d, Yngip2 = n(1 + o(1)). [ ]

Théoréeme 4.17 [12]. Nous avons pour n > 7

f2n—-1 sin=0o0u2 (mod6)
TATY 2 —2 sin=1 ou3 (mod 6)

c {2n —2,2n —1,2n} sin=5 (mod 6)
il 4 {2n —1,2n} sin =4 (mod 6).

Preuve. Soit A un sous-ensemble de sommets de H,.; 4 dont les éléments
contiennent 1. A n’a pas moins de 2n — 2 couleurs si n est impair et
2n — 1 si n est pair. En effet, il suffit de remarquer que ’ensemble A; =
{{1},{1,¢},7 = 2,... ,n} utilise exactement n couleurs et ’ensemble A, =

{{1,4,75},4,7 € {2,...,n},1 # j}, qui est isomorphe a ([ngl]), utilise au

moins n — 2 couleurs si n — 1 est pair (a partir de la factorisation du graphe
complet sur {2,... ,n}) et n — 1 couleurs si n — 1 est impair. De plus,
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une couleur dans A; ne peut pas apparaitre dans Ay car sinon, il exis-
terait une aréte contenant ces deux sommets de méme couleur. Il s’ensuit,
Vo4 > 2n — 2 sin est impair et v,.44 > 2n — 1 si n est pair.

Pour déterminer les bornes supérieures de v, 4, il suffit d’obtenir une col-
oration des sommets de P, 3 puisque dans tous les cas la couleur de chaque
quadruplet peut étre choisie parmi celle des triplets.

Cas 1. n=1o0u3 (mod 6),n # 7.

Considérons une “presque” 1-factorisation {Fi,..., F,} de K, (c.a.d., une
I-factorisation de K, 11 ou les paires {i,n + 1} sont subtituées par des som-
mets isolés {i}) et un ensemble large d’un systemes triple de Steiner LTS(n)
{S1,..., 52} (qui existe puisque n = 1 ou 3 (mod 6), (n # 7)). Si nous
choisissons la couleur ¢ (resp. n + j) pour les éléments de F; (resp. S5;),
nous obtenons immédiatement 7,4 4 < 2n — 2.

Cas 2. n =0 ou 2 (mod 6), n # 6.
Utilisant la parité de n et le fait que n +1 = 1 ou 3 (mod 6), n + 1 # 7,

]
2
part I'existence d’un ensemble large LT'S(n + 1). La suppression des n/2

nous aurons d’une part une factorisation de ([ ) en n— 1 facteurs et d’autre
triplets contenant n 4+ 1 dans chaque STS(n + 1), et le rajout d’une couleur
supplémentaire pour tous les singletons produit v,,1.4 < (n—1)+(n—1)+1 =
2n — 1.

Cas 3. n =5 (mod 6), n # 5.

A partir des articles de Etzion [29, 30], nous savons que ([g]) peut étre
partitionné en n PT's, et avec une “presque” l-factorisation de K, nous
déduisons que H,,.1 4 est 2n-colorable pour n > 5.

Cas 4. n =4 (mod 6), n # 4.
La factorisation de ([g]) et la partition de ([g]) en n PTs [29, 30] produit
2n — 1 couleurs. Si nous additionnons une nouvelle couleur pour I’ensemble

des singletons, nous aurons 7,14 < 2n — 1 des que n > 4. [ |



Chapitre 5

Hypergraphe des intervalles de
la classe des ordres
d’intervalles

Un poset P est appelé ordre dintervalles s’ existe une application ¢ de P
dans I’ensemble des intervalles fermés de la droite réelle R telle que pour
tout p,q € P:

p < qdans P <= supp(p) < inf p(q) dans R.

En particulier, tout sous-poset d’un ordre d’intervalles est un ordre d’inter-
valles. La fonction ¢ est appelée représentation par intervalles du poset P.
Dans ce qui suit, nous notons par [(p) (resp. r(p)) la borne inférieure (resp.
supérieure) de I'intervalle ¢(p).

Par exemple dans la Figure 1, P est un ordre d’intervalles mais pas ().

64
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1P 2
LRl el )
3 4 } 99(4) | 99(6) |
©(2)?
1 0 2

Figure 1.

L’ordre d’intervalles P a suscité ’attention d’un bon nombre de chercheurs.
Entre autres, Fishburn [32] I’a caractérisé par la non-existence d’un sous-
poset isomorphe a la somme disjointe de deux chaines de longueur 1 et
a proposé un procédé pour la détermination de sa magnitude (c.a.d. le
nombre d’antichaines maximales). Mohring [53] s’est intéressée a 'aspect
algorithmique et dans [2], [7], [57], [58], on y trouve I’étude de la dimension
de P (c.a.d. le plus petit entier positif ¢ pour lequel il existe ¢ extensions
lindires de P dont leur intersection vaut exactement P ou une extension de
P est un poset qui contient P).

Soit, brievement H = (P, Z) I’hypergraphe des intervalles maximaux de P.

5.1 Propriété de Konig

Théoréme 5.1 [10] Si P est un ordre d’intervalles, alors H a la propriété
de Kénig, c.a.d. v(H) = 1(H).

Preuve. Nous établirons la preuve par le biais d’un algorithme. Ce dernier
consiste en deux phases. Dans la premiere phase, la phase primale, nous
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construirons un couplage. Dans la seconde phase, la phase duale, nous
déterminerons un recouvrement par sommets qui sera de méme cardinalité
que le couplage, ce qui signifiera qu’il s’agit d’un couplage maximum et d’un
recouvrement minimum.

Soient py,...,ps les éléments minimaux de P ou sans perte de généralité,
r(p1) > -+ > r(ps), et soient ¢q,...,q les éléments maximaux de P ou
sans perte de généralité, I(¢1) > --- > [(¢:). Nous pouvons supposer aussi

que P n’a pas de points isolés (des points qui sont a la fois maximaux et
minimaux), c.a.d. r(p1) < l(q1) et r(ps) < {(q:) car si de tels sommets
existent, ils peuvent étre supprimés itérativement et rajoutés a la fin de
I’algorithme dans le recouvrement par sommets et, comme des arétes a un
élément, dans le couplage.

Définissons les fonctions f : Z(P) — R et F' : Z(P) — P de la maniere
suivante:

Pour I = [p, q] € Z(P) soient

f(]) — { Z(Q) sip < ¢,

min{r(v) : p < v < g} sinon,

F(I) = {1 sip < g,
' n’importe quel v vérifiant p < v < ¢,r(v) = f(I) sinon.

Phase primale - Algorithme de couplage
Initialisation: Soient j; :=ky =1, Iy := [p;,, qr,], M := {11 }.
[tération - Déterminer

kipr = min{h: k< h <tetl(q) < f(,)},

Jigr = min{g:j; < g <setr(py) <Uqr,,)}-
Si un des deux minimums n’existe pas, alors stop. Sinon soit [y :=
[Pjisis Qrigr)s M= MU{L11}, et retourner.

Ala fin de cette phase, nous obtenons un ensemble d’arétes M = {[y,... ,[,}
qui forme évidemment un couplage. La lettre v est déja introduite ici comme
nombre d’arétes du couplage mais sa valeur ne sera égale a v(H) qu’aprés
la vérification de la deuxieme phase. Afin de rendre la description et la
vérification de 'algorithme plus simple, introduisons un élément minimal
fictif psy1 et un élément maximal fictif ¢.y1 # pst1, et posons j,41 := s+ 1,
kyy1 =1+ 1.
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Phase duale - Algorithme de recouvrement par sommets
Initialisation: Soit ¢,11 :==p;,,,, T :=10.

Itération i (1 = v,v —1,...,1): Si jig1 — Ji = 1 et ¢iy1 # quy,, alors poser
¢; = pj,, sinon poser ¢; := F(I,);

Soit T := T U {¢;}, et retourner jusqu’a i = 1.

Soit a la fin de cet algorithme T' = {¢,,¢,_1,... ,¢1}. Vérifions que T est
bien un recouvrement par sommets.

Tout d’abord, nous ferons deux observations préliminaires qui nous seront
utiles pour le développement de la preuve.

Observation 1 Sii < v et j; < g < jiy1, alors r(py) > gk, ).

Preuve. En effet, si r(p,) < l(qx;,,), on aurait une contradiction dans le
choix de 7,41 dans la phase primale. [ |

Observation 2 Si ¢iyy = gy, € T mais g, -1 & T, alors p;; £ qx, et
¢i < @p pour tout m=1,... ki — 1.

Preuve. Par construction, ¢; = F(I;). Si k; = k41 — 1, la définition de
F implique p;, £ qx, et ¢ < qx,. Puisque l(q1) > --- > l(qx,), il s’ensuit
aussi ¢; < G¢pm, m = 1,...  kyy — 1 = k. Maintenant si k; < kjpqg — 1,
nous obtenons, d’aprés le choix de k;y; dans la phase primale, [(qx,) >
UGriyy-1) > f(Li) = r(e;) qui implique ¢; < gk, -1, c.2.d. ¢ < gy, pour
m=1,..., k41 — 1, et en particulier p;, £ q,. [ |

Revenons a notre but initial, a savoir la vérification que T' est un re-
couvrement par sommets. Soient Z; (resp. Z') une famille d’intervalles
de Z(P) dont les éléments minimaux (resp. maximaux) appartiennent a
Piis Piittr - s Pjipi—1} (resp. {@his Q15+ -+ > Qriyr—1 1) et dont les éléments
maximaux (resp. minimaux) appartiennent a {q1,... , g, -1} (vesp. {p1,

<3 Pjis—11)- 1l nous suffira seulement de vérifier que pour ¢ = v,v —
1,...,1 tous les intervalles de Z; UZ* sont couverts par les éléments de T'.

Cas 1. jip1 — i =1 et cip1 # gy -

Tous les intervalles de Z; sont couverts par p;, = ¢;.

Considérons les intervalles de Z°. Soit ¢ le plus petit nombre entier tel que
Pyr1,Pgazse - --Pi € T. Si g = 0, tous les intervalles de Z¢ sont couverts par
Pye- s Pji- S1 g > 0, alors par construction, il existe ¢ € {0,...,¢ — 1}
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tel que jiu < g = jyp1 — 1. D’aprés I'Observation 1, r(py) > lq,,,) >
[(gr,). Donc les éléments minimaux des intervalles de Z* appartiennent a
{Pg+1+Pg+2,--- ,pj; } et ces intervalles sont tous couverts par 7.

Cas 2. jgiy1 — Ji > L ou ciy1 = qryy, -

Nous distinguons deux sous-cas suivant que ¢; et g, sont égaux ou non.
Cas 2.1. ¢ = q,.

Alors pr, < qg, et 'itération 1 de la phase primale implique k;4; — k; = 1.
Tous les intervalles appartenant a Z' sont couverts par q,. Considérons
maintenant les intervalles de Z;. Soit h le plus petit nombre naturel tel que
Qhi1s Qhazs - - > qr, € T. Si h = 0, tous les intervalles de Z* sont couverts par
Giy--- 5 qr;- S1 h > 0, alors, par construction, il existe ¢ € {0,... i — 1} tel
que h = kyyq1 — 1. De I’Observation 2, nous déduisons que ¢; = F/(I;) < ¢,
m = 1,...,h. Par conséquent, les intervalles de Z; sont couverts par
Qkis - - - > Grt1 OU ¢y (notons que p;, < cpet r(p;,) > r(pj,+1) > -+ > r(ps)).
Cas 2.2. ¢ # qu,.

Alors, par construction de k;y1 dans la phase primale, r(¢;) = f(I;) <
Z(Qk,q.l—l)- Ainsi tous les intervalles de Z; sont couverts par ¢;. Il reste a
étudier les intervalles de Z*\ Z;. Soit g le plus grand nombre naturel inférieur
a k; tel que p, € T (si g <k;— 1, alors py1,... ,pr,—1 € T). Par construc-
tion, il existe ¢/ € {0,...,¢ — 1} tel que jy < g = jyp1 — 1. Maintenant
I’Observation 1 produit r(p,) > l(qx,,,) > [(qx,). Par suite, si g = k; — 1,
il n’existe pas d’autres intervalles dans Z' \ Z; et si ¢ < k; — 1, tous ces
intervalles sont couverts par pyy1,... , pr—1- [ |

Considérons a titre d’application, 'ordre d’intervalles de la Figure 2. Dans
le but de simplifier la figure, nous noterons brievement sur chaque intervalle,
p au lieu de ¢(p) et ne délimiterons pas leurs extrémités. Nous avons:

fpr,a1]) = Uar), f([p2, a1]) = Uaz), [([p2,a2]) = Uas), f[p2, qs]) = r(va),
[ps: aa]) = r(vs), f([ps. a2]) = r(vs), f([ps, as]) = r(vs), f([ps, qa]) = l(qa),
fpas aa]) = r(vs), f([pa, @2]) = r(vs), f([pa, as]) = r(vs), f([ps, qa]) = l(qa),
[ps: aa]) = r(vs), f[ps. a2]) = r(vs), f(lps,as]) = r(vs), f([ps,qa]) = l(qa),
fps. q1]) = r(vr), f[ps. @2]) = r(vr), f[pss gs]) = r(vr), f[pe; qa]) = r(vr),
f([ps; gs]) = 1(qa)-
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et
F(lp,al) = a, F(lpz,al) = @20 Flp2, ) = a3, F([pa, as]) = v,
F([ps,q1]) = va, F([ps, @2]) = va, Flps,s]) = va, F([p3,q4]) = qu,
F([ps, 1)) = va, F([ps, @2]) = va, F[pa, @s]) = v3, F([ps,q4]) = qu,
F(lps,q1]) = va, F([ps, @2]) = va, F[ps,qs]) = va, F([ps,q4]) = qu,
F([p&ch]) = v7, F([]%M]z]) = v7, F([pesyq:a]) = 7, F([pG,q4]) = U7,
F([ps, gs]) = da-
Ps qs
. vr qa
Ps
Pa Uy q3
P3 U3
Vg 92
P2 U1
7 G
Figure 2.

L’algorithme du couplage donne:

1. jy:=k =1 L :=[p1,qu]; M := {1 }.

2. kg i=min{h: 1 < h<5etllq) <llg)} =2, 732:=min{g:1 < g <
6 et r(py) < lq2)} =2 o == [p2, s M := {I1, 1o}

3. ks :i=min{h : 2 < h <bHetlg) <r(w)} =4, j3:=min{g:2< g <
6 et r(py) <l(qa)} =3; Is:= [ps, qu]s M :={I1, I, Is}.

4. ky:=min{h:4 < h <5etlq) <llq)} =5, ja:=minfg :3 < g <
6 et r(py) <Ugs)} =6; Lo :=[ps, gs]s M := {11, I3, I5, Is}.

L’algorithme s’arréte aprés trois itérations et le couplage est donné par la
famille M = {[p1, ¢:], [p2, @2, [Ps, 4], [ps, 5]}

Introduisons un élément minimal fictif p; et un élément maximal fictif gg
tels que pr # ¢s. Posons j5 = 7 et ks = 6. L’algorithme du recouvrement
par sommets produit:

1. c5s = pr, T := 1)

2. js —ja=1let ¢5 # gs donc ¢y := pg; T := {ps}.

3. js—js =3 donc ¢3:= F([ps,q4]) := q1; T :={ps, qu}.
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4. ¢5 = qq donc ¢y := F([p2, q2]) := va; T := {pe, qa, 04 }.
5. jo—n=1letcyi=wy4 7A g2 donc ¢; :=py; T := {P67(]47U47P1}-

Remarque 5.1 5iles éléments de P (comme intervalles sur la droite réelle)
sont donnés par leur deux extrémités, alors notre algorithme est polynomial,
de complexité O(|P|?*) puisque aprés avoir ordonné les extrémités gauches
et les extrémités droites, chaque itération peut étre exécutée en un temps de

O([P]).

Comme cela a été déja mentionné au premier chapitre, la normalité d’un
hypergraphe H, c.a.d. la réalisation de la propriété de Helly et la perfection
du graphe L(H), est une condition suffisante pour qu’il satisfasse la propriété
de Konig. Si P est l'ordre des intervalles, alors H n’est pas nécessairement
normal. En effet, si nous considérons 'ordre des intervalles donné dans la

Figure 3.
g f €

a b c

Figure 3.

et représenté par les intervalles p(a) = [0, 3],0(b) = [1,4],¢(c) = [2,6],0(d) =
[5,8], ¢(e) = [7,11],0(f) =19, 12],(g) = [10, 13], son graphe représentif des
arétes L(H) contient le cycle de longueur 5 ([a, €], [c, €], ¢, g], 10, 9], [a, f]).
D’ou L(H) n’est pas parfait. Concernant le dual de H, nous verrons qu’au
contraire, il est normal.

5.2 Propriété duale de Konig

Nous établirons deux preuves pour la propriété duale de Konig. La premiere
repose sur la normalité de ’hypergraphe H* et la seconde se fera a travers
un algorithme. Un graphe G est parfaitement ordonnable s’il admet une
orientation acyclique de ses arétes telle qu’il n’existe pas de sous-graphe
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induit isomorphe au graphe de la Figure 4. Chvatal introduisait les graphes
parfaitement ordonnables et prouvait qu’ils étaient parfaits [20].

Théoreme 5.2 Si P est un ordre d’intervalles, alors le dual de Uhypergraphe
des intervalles de P est normal, en particulier a(H(P)) = p(H(P)).

b c

—_—

Figure 4.

Preuve. La premiere étape consiste a prouver la propriété de Helly. Nous
utilisons le résultat de Gilmore (voir Chapitre 1) qui se traduit dans nos
hypergraphes par: A chaque trois intervalles maximaux [p, ¢1], [p2, ¢2],

[ps, 3], il existe un intervalle [p, g] contenant ([p1,q1] N [p2, g2)) U ([p1, ¢1] N
[p3, q3]) U ([p2, q2) U [p3,qs]). Choisissons p (resp. ¢) un élément parmi
{p1,p2,ps} (resp. {q1, g2, ¢s}) qui apparait au moins deux fois si |[{p1, pa, p3 }|
< 2 (resp. {q1,92,95} < 2) et sous la condition r(p) < r(p:), ¢ = 1,2,3
(resp. {(q) > l(qi), © = 1,2,3), sinon. Ainsi construit, l'intervalle [p, q] sat-
isfait la condition désirée.

La deuxieme étape consiste a prouver la perfection du graphe L(H*). Les
sommets de L(H*) sont les points de P et deux sommets v et w sont ad-
jacents s’il existe un intervalle contenant v et w. Puisque P est fini, nous
pouvons supposer sans perte de généralité que les | P| extrémités droites r(p),
p € P, sont deux a deux distincts (dans le cas ou deux extrémités se trouvent
confondues, une petite translation est toujours possible). A toute aréte vw
de L(H*), nous lui associons I'orientation ot si r(v) < r(w). Il s’agit bien
d’une orientation acyclique. Supposons qu’il existe un sous-graphe induit
isomorphe au graphe de la Figure 4. Donc r(a) < r(b) < r(c),r(d) < r(e),
et il existe trois intervalles [p1, ¢1], [p2, ¢2],[ps3, g3] contenant a et b, b et ¢, ¢
et d respectivement.

Cas 1. a # py.

Prenons p € {p1,p2} tel que r(p) < r(p;), ¢+ = 1,2. Nous montrons que
[p, g2] contient @ et ¢. Bien sur, ¢ < ¢y, et puisque p; < a, nous avons p < a.
Si ¢ = py, alors (puisque b, ¢ € [pa, ¢2]), ¢ < b, c.a.d. r(c) < I(b) <r(b), une
contradiction. Par conséquent, p; < ¢, impliquant p < ¢. Si ¢ = ¢, alors
b < ¢ impliquant @ < ¢ = ¢o. Si ¢ # ¢q, alors ¢ < ¢z impliquant a < gs.

Cas 2. a=p;.



72

Alors a < b, c.a.d. r(a) < I(b) et puisque ac et ad ne sont pas des arétes,
r(a) > l(c),r(a) > l(d). De plus, ¢ < ¢, ca.d. r(c) < l(g2), puisque
¢ = ¢a > b est impossible du fait que I(¢) < r(a) < r(b). Nous ver-
rons maintenant que 'intervalle [ps, ¢2] contient b et d: Si d # ps, alors
r(ps) < l(d) < r(a) < 1(b) < r(b) < r(c) < lg),r(d) < r(c) < l(g). Si
d = ps, alors r(d) < l(c) < r(a) < I(b) < r(b) < r(c) < l(q2) et donc bd

seralt une aréte, contradiction. [ |

Passons maintenant a la preuve algorithmique de o = p. Nous allons décrire
un algorithme polynomial qui détermine o(H(P)) et p(H(P)) et a partir
duquel, la propriété duale de Konig est déduite. Supposons sans perte de
généralité que P n’a pas de points isolés (sinon on démarre I'algorithme par
leur suppression puis a la fin par leur insertion dans I’ensemble stable et
comme intervalles a un élément dans le recouvrement par arétes).

P1
P2
1
gz
3
P3
4
5
Pa
6
7
]/35
6
qqs
9
P
Ps 10
11
9
10
11 q
12
P12
q13

Figure 5.
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Soient p1,...,ps les éléments minimaux de P ou r(p1) < ... < r(ps) et
soient qq,... ,q les éléments maximaux de P ou I(¢1) < ... < (q:). Con-
sidérons r (resp. [) comme un vecteur a s éléments (resp. t éléments) ou ses
composantes sont les r(p;), ¢t = 1,...,s (resp. l(g;), 7 = 1,...,t). Main-
tenant nous utilisons la procédure “two-way merging” [64] pour obtenir un
vecteur ordonné a a s+t composantes, c.a.d. a(1) <--- < a(s+1) et chaque
nombre r(p;),l(q;) apparait exactement une fois dans (a(1),...,a(s +t)).
Sile cas r(p;) = l(q;) se présente, alors [(g;) apparait avant r(p;), c.a.d. que
les nombres [(g;) seront prioritaires par rapport aux nombres r(g;).

Sur la droite réelle, posons au point k, une parenthese gauche “(” si a(k)
est un certain r(p;) et une parenthese droite “)” si a(k) est un certain I(qg;).
Ainsi pour 'exemple de la Figure 5, nous obtenons la séquence

CC))(
L= ||

) CCC) )
| L=

()
L

(()))())()i

L I L L

1 K* ko [(1 kl [(2 k* s+t

Chaque séquence possede un unique parenthésage obtenu de la maniere
suivante: On ferme une parenthese gauche avec une parenthese droite si
celles-ci sont soient adjacentes soient séparées par de telles paires. Nous
répétons ce processus jusqu’a ce qu’il n y ait plus de couplage possible.
Le parenthésage n’est en fait qu’une illustration puisqu’elle repésente la
procédure "two-way merging” utilisée simultanément avec la pile LIFO.

A la fin, les parentheses restantes, appelées parenthéses libres forment une
séquence de parentheses droites suivies de parentheses gauches. Dans 'ex-
emple de la Figure 5, c’est

) ) )

La premiere (resp. derniere) parenthese est gauche (resp. droite) car sinon
¢ (resp. ps) serait un point isolé. Soit au point K™, la derniere parenthese
libre droite (qui provient de 1’élément maximal ¢*) et soit au point k* la
premiere parenthese libre gauche (qui provient de I’élément minimal p*). S’il
n’existe pas de parentheses libres droites, nous posons K* := 0, a(0) := —oo0,
et s’il n’existe pas de parenthese libres gauches, nous poserons k* := s+t+1,
a(s+1t+1) := +oo. Procédons a un petit changement dans le parenthésage.
S’il existe des parentheses libres droites, nous couplons la parenthese gauche
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au point 1 avec la parenthese droite au point K™ et s’il existe des parentheses
libres gauches, nous couplons la parenthese droite au point s 4+ ¢t avec la
parenthese gauche au point k*.

Entre les parentheses aux points K™* et k*, il existe des blocs complets de
parentheses fermées: (ko, K1),(k1, K3), ... J(kp—1, K3), ot ko = K*+ 1,k =
Ki+1,... k1 = K1 +1,k* = Ky +1, b € N. Posons Ky := K* et

ky := k*. Pour ¢ € {0,... ,b}, considérons I’ensemble

Ac:=Apedp,-..pstor(p) Z alk)} U{q e {qr, .. i} l(q) < a(Ke)}-

A, est un ensemble stable car si p et ¢ sont dans A, nous obtenons [(¢) <
a(K.) < a(k.) <r(p), cad. p<£q.

Soit Ry ’ensemble de tous les intervalles maximaux provenant des paires de
parentheses fermées. Nous définissons un autre ensemble Ry d’intervalles
maximaux de la maniere suivante: A chaque parenthese libre gauche (resp.
droite) correspondant a un certain p; (resp. ¢;), nous prenons un intervalle
maximal quelconque ayant p; (resp. ¢;) comme élément minimal (resp.
maximal). Ces intervalles formeront les éléments de R.

Si nous regardons ’exemple de la Figure 5, Ry représente I’ensemble

{[p1, 7] [p2> a1l [p3s quls (P4, g6l [pss qol, [pes as)s [p7, qual, [pss quols [pes qua], [p1a,
¢12]} et Ry peut étre donné par la famille

{p1o, qu3; [p11, qusls [p1s q2)s [p1s gs), [prs g5}

Puisque les parentheses libres droites (resp. gauche) sont avant ko (resp.
aprés K3), nous avons |Ry URa| = |A.| pour chaque ¢ = 0,... b et tous les
éléments minimaux et maximaux de P sont couverts par Ry U R,.

Cas 1. Ry UR; est un recouvrement par arétes de H(P).
Donc nous avons un recouvrement par arétes R := R; U Ry de méme
cardinalité que ’ensemble stable A := Aq. Ils sont par conséquent optimaux.

Cas 2. Ry U R, n’est pas un recouvrement par arétes.

Prouvons alors que R := Ry UR2U{[p1, ¢:]} est un recouvrement par arétes
optimal. Comme [p;, ¢;] couvre tous les éléments qui ne sont ni maximaux
ni minimaux dans P, R représente un recouvement par arétes. Pour son
optimalité, nous avons a construire un ensemble stable de taille |A.| + 1
pour un certain ¢ que 'on définira. Parceque Ry U Ry couvre les éléments
minimaux et maximaux mais pas tous les éléments de P, il existe un élément
v de P (v n’est ni un élément minimal ni un élément maximal) non couvert
par Ry U Ry. Nous avons r(v) > a(Kp): Ceci est clair si Ko = 0 et si
Ko > 0, cad. a(Ky) = l(q*), Uintervalle [p1,q*] de Ry couvrirait v si
r(v) < a(Kp). Soit ¢ le plus grand entier de 'ensemble {0, ... ,b} vérifiant
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r(v) > a(K.). Montrons que {(v) < a(k.): Supposons le contraire. Si
¢ < b, alors a(k.) < l(v) < r(v) < a(ke41) et par suite I’élément v serait
couvert par I'intervalle de P définit par la paire fermée (k., K.41). Sic=1b,
alors nécessairement K, < s+t (sinon v serait un élément maximal), c.a.d.
k* = ky < s+t etil existerait des parentheses libres gauches. Ainsi v serait
couvert par [p*, ¢].

En définitif, nous avons bien construit un ensemble stable A.U{v} car pour
les éléments minimaux p de A., nous avons [(v) < a(k.) < r(p), ca.d. p £ v,
et pour les éléments maximaux ¢ de A., nous avons [(q) < a(K.) < r(v),

ca.d. v £ q.

Remarque 5.2 5iles éléments de P (comme intervalles sur la droite réelle)
sont donnés par leurs deux extrémités, 'algorithme décrit ci-dessus est poly-
nomial. Sa compléxité est en O(|P|*) puisque Uordre, la procédure “two-way
merging” et le parenthésage sont exécutés en temps O(|P|Log|P|) et pour
tester st Ry U Ry est un recouvrement par arétes, nous avons besoin d’un
temps en O(|P]?).

5.3 Sur le nombre chromatique et le nombre
de k-stabilité

Soit P un ordre d’intervalles a n éléments. Désignons par M = {py,... ,ps}
I’ensemble des éléments minimaux de P ot r(p;) < ... < r(ps) et par N =
{q1,...,q} 'ensemble des éléments maximaux de P ou l(q1) < ... <I(q).

Théoreme 5.3 Si P est un ordre d’intervalles, nous avons v(H(P)) =
n—s—1=t+2.

Preuve. Puisque lintervalle [p;, ¢;] dans P doit contenir n — s — ¢ 4+ 2
différentes couleurs, nous obtenons n — s — ¢ + 2 < y(H). D’autre part,

si nous affectons aux éléments restants py,... ,ps,q1,...,q_1 la couleur
c(p;) = ¢(p1) pour tout ¢ > 2 et ¢(q;) = ¢(q:) pour tout j <¢—1, I'inegalité
Y(H) <n—s—t+2en découle. Ainsi, y(H) =n—s—1t+2. [ |

Nous avions introduit dans le Chapitre 4 la notion de k-stabilité qui généralise
celle de stabilité. Rappelons qu'un ensemble A est appelé k-stable si chaque
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intervalle maximum de P contient au plus & éléments de A. Le nombre de k-
stabilité, noté ay(H), représente la taille maximum d’un ensemble k-stable.

Théoreme 5.4 Si P est lordre des intervalles, nous avons oi(H(P)) =
s+t+k—2dés que |[P|>s+t+k—2c¢etk>1.

Preuve. “>". Soit () un sous-ensemble de sommets de P — (M U N) de

taille & — 2. Il est clair que ’ensemble M U N U @ est un ensemble k-stable

de H(P) de cardinalité r + s + k — 2.

“ < 7. Soit A un ensemble k-stable de H(P).

Parceque l'intervalle [p;, ¢;] de P ne peut avoir plus de k£ points de A, nous

avons |[((P — MUN)U{p,q}) N A| < k. Ainsi, |A| < k+ (JM| + |N]| —2).
[



Chapitre 6

La propriété duale de Konig
dans le cas général et pour les

classes des ordres SSSC et SSC

Soient P un poset de rang r(P) et P, le sous-poset induit par 'union des
niveaux consécutifs U¥ N, de P ou 0 <[ <u <r(P).

Dans [78], Voigt et Wegener prouvaient la propriété forte IC pour le tre
illis Booléen. Les intervalles provenant du recouvrement minimum permet-
tent de construire le polynome minimal représentant une fonction Booléene
symétrique. Nous déterminons cette propriété d’une maniere tout a fait
différente. Ce résultat conduit Voigt [77] a poser la question si le treil-
lis linéaire L,(q) a la propriété forte IC. Malheureusement, cette question
reste ouverte a ce jour. Néanmoins, nous prouvons dans le Chapitre 8 qu’il
possede la propriété forte IS.

6.1 Propriété duale de Konig dans le cas général

Théoreme 6.1 [9] H(P) a la propriété duale de Konig si une des condi-
tions sutvantes est réalisée.
(a) Wo=1o0uW.(P)=1,
B r(P)=1,
(¢) le diagramme de HASSE de P est un arbre,
(d)  Wo=W,(P)=2.

77
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Preuve. L’égalitéest évidente dans le cas de (a) et vaut max{|Ws|, |W,p)|}.
Dans les cas (b) et (¢), ’égalité est aussi vérifiée et vaut w(P) (la largeur
de P) d’aprés le Théoreme de Dilworth.

Prouvons (d). H(P) ala propriété duale de Konig ssi H*(P) a la propriété de
Ko6nig. Or I'unimodularité [3] de I'hypergraphe H*(P) en est une condition
suffisante. Il faut donc que la matrice d’incidence de H*(P) soit totalement
unimodulaire (le déterminant de chaque sous-matrice carrée est égal a -1,0
ou 1). Ce qui est équivalent a la vérification du critere de Ghouila-Houri
(voir [3] page 438). Ceci se traduit dans notre cas par: Pour chaque Z'C 7,
on peut partitionner Z’ en Z; et I, tels que pour chaque x € P

—1<H{{leli: xel}|—{Iely:xel}| <.

Notons que le nombre d’arétes de H(P) est au plus 4. Si |Z'|= 1, on
prend Zy= 7' et on aura [{I € Z;: « € I}—|{l €I, : 2 € [}| =1 ou
0. Si |Z’|= 2, alors en prenant Z; et Z, chacun constitué d'une aréte, le
critere sera vérifié. Supposons maintenant que Z'= 3 (ou 4). 7’ a la forme
T'= {lay, bi].[as, byl [ay, ba]([az, b1]) } ot No ={a1, as} et No(py={b1,b2}.
Considérons la partition Zy={[a1, b1],[as, ba]}, To={[a1, b2],([az, b1])}.

Si le critere n’est pas vérifié alors nous pouvons supposer sans perte de
généralité qu’il existe z € P tel que

HleZ;: zel}=2et |[{l€l,: € l}=0.

La premiere égalité implique que a; < = < by et ay < & < by. D'ou
a; < a < by, clest a dire @ € [ay, by] qui est une contradiction avec la
supposition [{/ €Z,: z € I}|=0. |

Figure 1.
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Notons que si max{Wo,W, (p)}> 2, 'hypergraphe H(P) n’a pas forcément la
propriété duale de Konig. En effet pour le poset illustré dans la Figure 1, on
a déja pour r(P) =2, Wy =2 et Wy =3, a(H)= 3 et p(H)= 4. De plus ce
poset est normal (c.a.d %g%ﬁﬂ pour tout A C N; ou RT(A)={y € Niy1
tel que @ < y pour un certain « dans A}). La normalité est une condition
forte impliquant entre autres, la propriété forte de Sperner [27].

Un poset est appelé régulier si le nombre d’éléments couvrant un élément
fixé = et le nombre d’éléments couverts par = dépendent seulement du rang
de z. Les posets réguliers de rang symétrique ont d’intéressantes pro-
priétés telles que la normalité, la propriété forte de Sperner, possedent
une décomposition en chaines symétriques , ... [27]. Malgré cela, si on
examine les posets réguliers symétriques de la Figure 2, on remarque que
I’hypergraphe H(P;) n’a pas la propriété duale de Konig puisque a(H( Py ))=
3 et p(H(Py))= 4 et 'hypergraphe H(Fz) n’a ni la propriété forte IS ni la
propriété forte IC puisque a(H(F)) = 4.

P1 P2

Figure 2.

Corollaire 6.1 H(P) a la propriété de Kénig si une des conditions du
Théoreme 6.1 est vérifiée.

Preuve. Les trois premieres conditions vérifient aisément la relation v = 7
= min{ |Wol, [W,(py|}. Pour la condition (d), on a prouvé dans le Théoreme
6.1 que la matrice d’incidence de H* est totalement unimodulaire donc sa
transposée qui est la matrice d'incidence de H reste totalement unimodu-
laire. |
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La remarque faite sur la non-conservation de la propriété duale de Konig,
lorsque max{|Wyl, [W,(py|} > 2 reste valable pour la propriété de Konig. En
effet, le poset de la Figure 3 en est un exemple ou 'on a v(H(P))= 1 et
T(H(P))= 2.

Figure 3.

Le théoreme suivant prouve la propriété (I, u)-IC dans certains domaines de
[ et u des que P est un poset de Peck. La décomposition de P en chaines
symétriques n’est pas une condition suffisante (voir ’exemple du poset P,

de la Figure 2).

Théoreme 6.2 [9] Soit P un poset de Peck.

(a) H(P) a la propriété (I,u)-1C pour tous I, u avec 0 < [< u< r(P)/2
our(P)2< < u<l r(P).

(b)  SiH(P) ala propriété (I,r(P)—1)-1C pour tout | avec 0 <1 < r(P)/2,
alors H(P) a la propriété forte IC.

Preuve. (a) Nous considérons seulement le cas 0 < I< u< r(P)/2.
L’autre se déduit par dualité. Le niveau N, est une antichaine de taille
maximum dans F,. En effet, supposons le contraire c.a.d qu’il existe une
antichaine A dans P, de taille plus grande. L’ensemble AU P, 4y ,(p)—. est
une (r(P) —2u 4 1)-famille de taille [A[ + [ Pyp1 ,(py—u| >Wu + - - + Wop)—u
Comme Z:LIZ)_u W; représente la taille maximum de (r(P)—2u+1) nombres
de Whitney, nous obtenons une contradiction avec I’hypothese faite sur P.
Ainsi, par le Théoreme de Dilworth, P, peut étre partitionné en W, chaines
d’extrémités finales dans N,. Ces chaines définissent un recouvrement par
arétes de Hy,, de cardinalité W, = max{W;, W,}.

b) Puisque (a) est vérifiée, il nous suffira de montrer la propriété ([, u)-1C
q ) prop )
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pour 0 < [ < r(P)/2 < u < r(P). Supposons sans perte de généralité,
[ <r(P)—u (si P ne vérifie pas cette propriété, son dual P* la vérifiera).
Ainsi, max{W;, W,} = W,. Par hypothese H,(p)_,,, peut étre couvert par
W, arétes et dans P, ces intervalles ont leurs extrémités initiales dans le
niveau N,(p)_,. D’autre part, d’aprés (a), Hir(py—u peut étre couvert par
W, (py—u = W, arétes et dans P, ces intervalles ont leurs extrémités termi-
nales dans le niveau N,.(py_,. En fusionnant ces intervalles en leur points
correspondants du niveau N, (py_,, nous obtenons un recouvrement de H, ,
par W, arétes. [ |

6.2 Propriété duale de Konig pour les classes
des ordres SSSC et SSC

Dans la théorie de Sperner, il existe des posets classiques qui sont en fait
construits a partir d’un produit de posets. Citons-en par exemple les treillis
B, S(ki,... k), NC(n), Cp, Wi, et les ordres SMy 2, M(ky,...k,), ...
Dans cette section, nous prouvons ou mentionons la conservation de la
propriété SSSC (resp. SSC) par les produits x et x,. De plus, tout or-
dre SSSC (resp. SSC) a son hypergraphe des intervalles avec la propriété
(l,u)-1C pour I, u tels que 0 <[ <wu <n —1 (resp. forte IC). Ces résultats
permettent de classer entre autres les exemples précédemment cités.

6.2.1 Propriété duale de Konig pour la classe des or-
dres SSSC

Soit P un poset rangé de rang n.

Une chaine C' = (¢; < -+ < ¢,) est appelée semi-symétrique si r(cy) +
r(cp) > n. Une chaine symétrique est en particulier semi-symétrique.

On appelle un poset P un ordre a chaines semi-symétriques spéciales (ordre
SSSC) s'il existe une décomposition de P en chaines semi-symétriques avec
la propriété supplémentaire (*):

Si C = (¢; < -+ < ¢) est une chaine de la décomposition ou
¢, n'est pas un élément maximal de P alors il existe une chaine
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D de la décomposition telle que D = (dy < -+ < dpy1) avec
do =< ¢ et cp < dh-l—l-

Dans la Figure 4, P, et P, sont des ordres SSSC mais pas Ps.

\ |

Pl P2 P3

}

Figure 4.

Théoréeme 6.3 Si P est un ordre SSSC' alors H(P) a la propriété (I,u)-1C

pour tous [, u avee 0 <[ <wu <n—/I[.

Preuve. Soit u > Z. Nous déterminons d’abord un recouvrement de
Hy—uu par W, arétes.

Soit C une décomposition en chaines semi-symétriques de P satisfaisant la
propriété (*). Nous associons a chaque élément 2 € Ny, avec 0 <1 < %,
I’élément f(x) € N,—; qui soit dans la méme chaine de C. Ceci est possible
puisque sinon nous aurions ¢; < @ < ¢, < f(x), o0 ¢ < -+ < ¢p, est la
chaine qui contient x, et alors r(¢1)+r(cy) < r(z)+r(f(x)) =i+(n—1) = n.
Vérifions que I’ensemble des W, intervalles {[x, f(x)], * € N,—,} U{[z,CN
N.], © = minC € P,_,41,, pour une certaine chaine C' € C et r(max (') >
u} couvrent H,_, . Brievement, nous appellons les intervalles de la premiere
(resp. seconde) famille, “arétes de type 7, (resp. Zs,.)".

Nous procédons par induction sur n —2u: Les casn—2u =0oun—2u =1
sont vérifiés.

Considérons un élément y € P,_, ,. Siy € N,,_, ou N, alors y est claire-
ment couvert par une aréte de type I, ,, ou I, ,, UZ; , respectivement. Sup-
posons alors que y € P,_(yu—1)u—1. Par induction, il existe soit une aréte
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[z, f(2)] de type Ty y—1 ot z € N,_,41 soit une aréte [z,C' N N,_1] de type
Toy—rou z=minC € P,_yi2,-1 et r(maxC) > u — 1 qui couvre y.

Cas 1.y est couvert par une aréte de type Z; ,_;.

Soit ' une chaine de C contenant z et f(z). Si f(z) a sur C' un successeur
v alors v = f(x) si z a un prédécesseur x sur C et par conséquent y est
couvert par [z, f(x)] de type Zy,. Sinon -c.a.d. z n’a pas de prédécesseur
sur C- y est couvert par l'intervalle [z, C' N N, ] de type Z,,.

Si f(z) n’a pas sur C' un successeur, f(z) est 'extrémité terminale de C' et
donc z est nécessairement son extrémité initiale. En vertu de la propriété
(%), il existe une chaine D de C de la forme (x < --- < f(x)), ou @ € N, _,
et # < z < f(2) < f(x). Ainsi, y est couvert par [z, f(x)].

Cas 2.y est couvert par une aréte de type Z; 1.

Soit €' une chaine de C contenant z. S1 C N N,_; a un successeur sur (' alors
y est couvert par [z, N, N C] de type Z,,. Si C N N, est une extrémité
terminale de C' alors, a partir de la propriété (), il existe une chaine D de
C de la forme (dy < -+ < dp41) ot dg < minC' = z < maxC < djpq1. Par
suite, y est couvert par 'aréte [do, dp41] de type Iy .

Pour [ 4+ u < n, examinons le recouvrement de H;,.

P est un ordre 5SSC alors, W; <--- < W,_,. F,_, peut étre partitionné
en W, _, chaines {C1,... ,C,_,} ou chacune se termine au niveau N,,_,. En
fait, il s’agit des chaines de C restreinte a P, ,,_,. Nous joignons maintenant
Iextrémité terminale de chaque chaine C; & un intervalle [z, f(x)] de type
7, st max (C; = x. De cette facon et aprés le rajout de toutes les arétes de
type Iy, nous obtenons un recouvrement de H;, par W, arétes.

Notons que sin—u <[ < u < n, la propriété (I, u)-IC n’est pas en générale

vérifiée. En effet le poset P, de la Figure 4 vérifie a(Hi4) = p(Hi4) = 4 # 3.

Soient (P, <p) et (Q,<g) (brievement P et ()) deux posets ayant des
décompositions en chaines semi-symétriques C et D respectivement. En
utilisant la procédure de Bruijn et al [18] qui consiste a prendre tous les
produits formés par une chaine de C et une chaine de D, nous pouvons
construire une décomposition en chaines semi-symétriques de P x (). Plus
précisément, pour chaque couple (C, D) de chaines semi-symétriques ou
C=(cg<-<¢c)€CetD=(dy < <d) €D et pour chaque j,
J=0,...,min(h, k), nous posons

Ei(C,D) = ((co,d;) <+ < (cnj,dj) < (cnj,djy1) <+ < (eny, di)),



84

Nous avons
r(co, dj) +r(ch-j,di) = r(co) +r(d;)+r(cn-;) +r(di)
r(co) +r(do) +j 4 r(en) —J + r(dy)
r(P)+r(@) =r(P xQ).
donc les chaines £;(C, D) sont semi-symétriques et U; E;(C, D) est une par-

tition de C' x D (voir Figure 5). Par suite G =Ucec Upep U; E;(C, D) est
une partition de P x () en chaines semi-symétriques.

(cnydi)

AV

(cn—j, d)
(007 dk)

(Chvdo)

(co, do)

Figure 5.

Théoreme 6.4 Si P et () sont des ordres SSSC, alors P x () est aussi un
ordre SSSC.

Preuve. Il suffit de vérifier que la partition G vérifie la propriété ().

Soit F une chaine de G dont l'extrémité terminale n’est pas un élément
maximal de P x (). 1l existe une chaine C' de C, une chaine D de D,
Jo € {0,...,mun(h,k)} tels que £ = E;(C,D) = ((co,dj,) < -+ <
(Ch—jor djo) < (Chjos djp1) < -+ < (Chmjo- di)).

Si jo > 0, alors la chaine n’est pas maximale dans le “rectangle” (en par-
ticulier (¢p—j,,dg) n'est pas un élément maximal de P x () ). La chaine
E’ de C x D, de la forme E'= ((co,dj,—1) < -+ < (Chojot1,djo—1) <
(Chejot1s djg) < -+ < (€h—jo+1,dk)), est la chaine cherchée qui vérifie avec £
la propriété (x).
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Si jo = 0, cela signifie d’une part que E est maximale dans son “rectangle”
mais comme d’autre part, son extrémité terminale n’est pas un élément
maximal de P x ), on déduit alors que c’est soit ¢; qui n’est pas un
élément maximal dans P soit dp qui n’est pas un élément maximal dans
(). Supposons sans perte de généralité que ¢, n’est pas un élément max-
imal dans P. Comme P est un ordre SSSC, il existe une chaine ¢’ de
C telle que ("= (/g < -++ < py2) avec g < ¢g < ¢, < pya. La
chaine £"= ((¢’o,d,) < -+ < (¢'hg2,do)< (pg2,d1)=< -+ < (hg2,dy)), de
C’x D vérifie avec F la propriété (x) puisque (¢o,d,) < (co,do) < (cp,di) <
(C7h+2,dk). [ |

Théoreme 6.5 Si P et () sont des ordres SSSC, alors P x,. () est ausst un
ordre SSSC.

Preuve. Dans [62], Sali prouvait que si deux posets P et () admettent une
décomposition en chaines symétriques et P x,. () existe alors P x, () admet
aussi une décomposition en chaines symétriques. Ce résultat reste valable
pour les chaines semi-symétriques. Supposons sans perte de généralité que
r(P) =r(Q). Soient C et D les décompositions en chaines semi-symétriques
de P et ) respectivement ayant la propriété (x). Pour chaque chaine C' de C
et D de D, nous construisons une chaine de P x, () de la maniere suivante:
Supposons C' = {c1,... ¢}, D ={dy,--- ,d,;} et t > s. Soit a = (¢ — s).
Posons

((Cl-l-av dl)v (CQ-I-av d2)7 cre (Ct—av dS))'
C’est bien une chaine de P x,. () et de plus, elle est semi-symétrique puisque
F((€rpar ) Er{(crmards) =(r(er) + a)+(r(c) — @) > r(P) =r(P x, Q).
Comme C et D sont des partitions de P et () respectivement, |’ensemble
& des chaines construites ci-dessus forment une partition en chaines semi-
symétriques de P x, ). Montrons que & vérifie la propriété ().
Soit ((¢14a,d1), (Cata,d2), ..., (ci—q,ds)) une chaine telle que (¢;—q, ds) n’est
pas un élément maximal de P x, (). Comme t > s, d; n’est pas un élément
maximal dans ). Il existe, parceque ) est un ordre SSSC, une chaine
D’=(dg, -+ ,d’s41) de D telle que d’'g < dy et ds < d541.
Sit > s, nous prenons la chaine ((¢q, d’0), (¢14a,d’1)s- -, (Cteag1, d s41))-
Sit = s, alors ¢; n’est pas un élément maximal dans P qui est aussi un
ordre SSSC et par conséquent, il existe une chaine C'= (g, -+ ,¢’141) de
C telle que ¢’y < ¢ et ¢; < ¢’4y1. Dans ce cas nous prenons la chaine

((0707 d70)7 (0717 d71)7 SIS (C7t+17d75+1))‘ .
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6.2.2 Propriété duale de Konig pour la classe des or-
dres SSC

Dans [14] ou dans [9], nous avions prouvé que si nous imposions a P
une condition plus forte que la propriété (*), a savoir l'existence d’une
décomposition de P en chalnes symétriques satisfaisant la nouvelle propriété
(+") définie par

SiC = (e; < -+ < ¢p) est une chaine de la décomposition qui
n’est pas de longueur maximum alors il existe une chaine D de
la décomposition telle que D = (dy < -+ < dp41) avec dy < ¢
et ¢, < dpaq,

alors nous obtenions des théoremes plus intéressants dans le sens ou c’est la
propriété forte IC qui est réalisée. Un tel poset est dit un ordre a chaines
symétriques spéciales (ordre SSC).

Théoréme 6.6 Si P est un ordre SSC alors H(P) a la propriété forte IC.

Théoreme 6.7 Si P et () sont des ordres SSC, alors P x () est aussi un
ordre SSC.

D’autre part les constructions dans la démonstration du Théoreme 6.5 pro-
duisent une partition en chaines symétriques de P x, () avec la propriété
(+"). Ainsi, le Théoreme 6.8 en découle aisément

Théoreme 6.8 Si P et () sont des ordres SSC, alors P x, () est aussi un
ordre SSC.

6.3 Exemples d’ordres SSSC et SSC

6.3.1 Exemples d’ordres SSSC
Comme application des ordres SSSC, considérons les exemples suivants:
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6.3.1.1 Le treillis C,, des faces du n-cube.
Soit A un poset a trois sommets {0,1,2} tels que 0 < 2 > 1. C, est
isomorphe au produit cartésien de n copies de A.

anf[A.

Le dual de A est un ordre SSS5C donc d’aprés le Théoreme 6.4, le dual de
C, est un ordre SSSC et par suite, d’aprés le Théoreme 6.3, H(C}) a la
propriété ({,u)-1C pour tous I, u avec 0 < [ < v < n — [. Finalement,
H(C,) ala propriété (I, u)-1C pour tous I, u avec n —u < < wu <n.

6.3.1.2 Le treillis M(ky,... k).

Les éléments de ce poset sont les sous-ensembles de S(kq, ... , k,) de la forme
{a € S(ki,... ,ky) ra; € Ayt =1,...,n}oules A; sont des sous-ensembles
non vides de [k;], ¢ =1,... ,n. L’ordre est donné par I'inclusion.

M(Fky, ... k,) est isomorphe & B) ; x - x By ., ot By, est le treillis
Booléen auquel I’élément minimal est supprimé. Notons que dans le cas
n = 2, ce poset peut étre interprété comme le poset des sous-matrices d’une
matrice avec (k;+1) lignes et (k2+1) colonnes, ordonnées par “contenance”.
Chaque dual de By, est un ordre SSSC et par conséquent, a partir des
Théoremes 6.3 et 6.4, H(M(k1,... ,k,)) a la propriété (I, u)-IC pour tous
[,uavecn —u <[ <u<n.

L’isomorphisme entre M(ki,ky) et By ., x Bj_ ., nous permet de voir le
dual de M(ky,ky) comme étant le poset By, +k,+2 auquel les éléments {A :
ADA{lL, ... ke + 1 JU{A: AD{ka+2,... ko + k1 +2}} sont supprimés.
Ainsi une idée similaire de coloration utilisée dans le Chapitre 4 nous conduit
a la valeur du nombre chromatique 7y, x,.1,3 de 'hypergraphe des intervalles
du sous-poset induit par les niveaux consécutifs Ny, Ny et N3 du dual de
M (ky,k2).

Le produit direct étant commutatif, nous pouvons supposer sans perte de
généralité que 0 < ky < ky. Si ky = 0, alors M*(0,ky) ~ (Bj, ;)" et donc
Yokei13 €St égal & ko + 1 si ko > Det a ky+ 2 si ke € {3,4}. Si kg =1 et
ks = 2, alors par investigation de tous les cas, nous obtenons 7y 2.3 = 5.
Pour les autres valeurs de &y et k3, nous avons

Proposition 6.1 Si ky > 2, nous avons

. kg + 2 st kl =1
Tk k251,3 = ki +kys +2 sinon
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Preuve.

Cas1l. Kk =1etky>2.

Puisque les ky + kg + 2 éléments {ky + 2} et {ko + 2,4}, 0= 1,... Jko + 1,
doivent avoir des couleurs deux a deux distinctes, nous déduisons directe-
ment ¥y p,.1,3 > ko + 2.

Intéressons nous maintenant a la borne supérieure.

Cas 1.1.  kq est pair.

Considérons la factorisation F' = {Fy, ..., F}, 11} du graphe complet Ky, 1o
ou F; est le facteur contenant I’élément {i,ky + 2}. Posons C; := F; U
{t,k2 + 3} pour 1 = 1,... kg + 1 et Crypo = {{i}, ¢ = 1,... k2 + 3},
Avec la partition {Cy,...,Cj,12}, nous obtenons une (ks + 2)-coloration
de H((M*(1,ks))1,3) puisque chaque triplet a au moins (ks +2 —3) — 1 =
ko — 2 > 0 choix pour sa couleur.

Cas 1.2. ko est impair.

Considérons la factorisation F' = {Fy,... , F}, 42} du graphe complet K, 3
ou F; est le facteur contenant I’élément p; = {i, ks + 3} et notons par ¢
I’élément de F; qui contient ko + 2. Posons

Ci= (Fi\ {pi}) Udai, (@ U{k2 +3}) \ {ka + 2} U {{i}}

pour tout ¢ = 1,...,ky + 2. Maintenant si nous assignons a chaque triplet
une couleur de {1,... ks + 2}, nous obtiendrons une (ky + 2)-coloration de

H(M™ (1, k2))13)-

Cas 2. k4 > 2.

Si ky > 3, alors le sous-poset (M*(kq, k2))1,3 est isomorphe & (B, +k,42)1.3
et alors v, k13 = k1 + ko + 2.

Si kg = 2, nous avons ;2.3 = 6 dont la partition est donnée par exemple
par:

Cr = {{1,5},{2,4},{3,6},{1,2,3},{1,4,6},{2,5,6},{4,5,6}},

Cy = {{1,2},{3,5},{4,6},{1,3,4},{1,3,6},{1,4,5},{2,4,5}},

Cs ={{2,3},{1,4},{4,5},{1,2,6},{1,5,6},{2,4,6},{3,4,5}},
Cy={{3,4},{2,5},{1,6},{1,2,4},{1,3,5},{2,3,6},{3,5,6}},

Cs = {{4,5},{1,3},{2,6},{1,2,5},{2,3,4},{2,3,5},{3,4,6}},
Ce={{i},i=1,...,6}.

Y

Y )

6.3.2 Exemples d’ordres SSC

Comme application des ordres SSC, considérons les exemples suivants:
6.3.2.1 La chaine C = (¢p < - -+ < ¢,)

6.3.2.2 Le treillis Booléen B,,.
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Le treillis Booléen est isomorphe a n chaines de longueur 1.

alH((B. 1) = o8, ) = e (). (1))

6.3.2.3 Le treillis des produits de chaines S(kq,... ,k,).
S(ki,... ,ky) est isomorphe a n chaines de longueurs respectives ky, ..., k,.

a(H(S(k1y v s kn))iw)) = p(H(S (k1 oo E))iw)) = max{W;, W, }.

La maniere d’obtenir W; est donnée dans le Chapitre 1.

6.3.2.4 Le treillis des “shuffles” W, , [37].

Il est définit comme suit: Soient x = xyxy--- 2, ety = y1y2-- -y, deux
mots formés a partir de m + n lettres distinctes. W, ,, est 'ensemble de
tous les mots w formés a partir des lettres de x et des lettres de y tels
que la restriction de w aux lettres de x (resp. de y) est un sous-mot de
X (resp de y) ordonné par la relation: w < w’ ssi w’ s’obtient a partir
de w en supprimant des lettres de x et en additionnant de lettres de y.
Par exemple si x = ABCDEFG et y = rstu alors BrDFuG < rDsuG
dans W7 4. Une interface de w est 'ensemble de toutes les paires de lettres
(y,x) ou € X et y € y et x suit immédiatement y dans w. L’interface
des mots précédants est {(r, D), (u,G)}. Soit G ’ensemble de tous les mots
ayant autant de lettres de x que de y. Pour chaque mot de G, notons par
Wi,n(S) 'ensemble formé de tous les mots de W, ,, d’interface S. Greene
[37] a prouvé que W, ,, est 'union disjointe Wy, ,= Uce W .n(9) et le poset
induit sur chaque W, ,(5) est isomorphe a un treillis Booléen. Montrons
que W, , est un ordre SSC. W, ,(5) est un ordre SSC d’aprés I’Exemple
6.3.2.2. Soit C(5) sa décomposition en chaines symétriques satisfaisant la
propriété (+'). L’union disjointe JgegC(S) forme une décomposition en
chaines symétriques de W, ,,. Il reste a vérifier qu’elle assure la propriété
(+#'). Nous avons a examiner que les chaines maximales dans C(.5). Soit
une chaine non maximale dans W,, , mais maximale dans C(S) , (S # 0).
Posons S = {yj,, @iy Yj., i, b+ 1l est clair que C a la forme suivante:
1&g s Ty —1Y5 L0y Tig41° 7" Lig—1Yjo LigTig4+1 """ Lip—1Y5, Lip Lip+1 " T

< =Y Yn—1Yh Ta Vi Yp-1Yn T Y41 Vi =1Y5 Tig Ykt Yne
Soit = {yj,, iy Yo,y Tip_, b- Dans C(S7), la chaine zyag - - - @, —1y), T4
Tip 1 Loy 1Y TigTin 1 * " Loy 1Y Vi Tigy 41 T = 00 <Y1lY2 -
Yin—1YnTiaYj 41 Yip1Yi TisYia+1 " Yoy 1Yk Tiry Yoy +1 *** Y €51 max-
imale. C’est la chaine désirée pour la vérification de la propriété (+).
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6.3.2.5 Le treillis des partitions non intersectantes NC'(n) [66].
Une partition de [n] est non intersectante si a chaque fois que 1 < a <
b < ¢ < d < n avec a,c dans le méme bloc et b,d dans le méme bloc
alors les quatre éléments sont dans le méme bloc. La partition 123/57/46
est intersectante. Le treillis NC'(n) est 'ensemble des partitions non inter-
sectantes ordonnées par rafinement. Montrons par induction sur n que
NC(n) est un ordre SSC. Pour n = 1, c’est évident. Supposons que
NC(n) est un ordre SSC pour tout k < n. Dans [66], il est prouvé que
NC(n) =U R, ou RiURy ~ NC(n — 1) x 1 (Cy est une chaine de
longueur 1) et R; ~ NC(i —2) x NC(n — 1+ 1) pour tout 1 > 3. D’aprés
I’hypothese d’induction et le fait que la chaine est aussi un ordre SSC, on
déduit d’aprés le Théoreme 6.7 que les deux produits précédents sont des
ordres SSC. L’union des chaines de R; U Ry et des R; qui vérifient la pro-
priété (x') conserve la propriété (+'). En effet, il suffit seulement d’examiner
les chaines maximales de Ry U Ry et de R; (i > 3), plus précisément celles de
R; car une chaine maximale de R{UR; n’est autre qu'une chaine maximale
de NC(n). Soit C' une chaine de R;. C est de la forme:

L2/ ji—=1/i+1/---/n<--- <L+ 1)(i+2)---n/23--- (i —1).. La
chaine recherchée est la chalne maximale 1/2/--+ /n< ---< 123---n de

NC(n). Dot [23], [46]

A(H((NC(n))a)) = p(HINC(m))in)) = max] (z).r(L,_I) | ()-(,") }

6.3.2.6 Le poset des sous matrices carrées d’une matrice carrée.
Soit A une matrice carrée d’ordre n et S My, la famille de toutes ses sous-
matrices carrées ordonnées par inclusion. Définissons un ordre sur le produit
de deux treillis Booléen B, x, B, par: (Xi,Y]) < (X3,Y5) ssi X; C X, et
Yy C Y, L’application qui associe a une sous-matrice M de SMj,, un
couple (My, My) de B,, X, B,, ou My (resp. M;) représente I’ensemble des
indices des lignes (resp. des colonnes) de M est un isomorphisme. Comme
B,, est un ordre SSC (Exemple 6.3.2.2), on peut déduire du Théoreme 6.8,
que S My, 5 est aussi un ordre SSC et par suite

aH(($M200) = oS Meana)) = mat (). () (7). (1)

Ce poset est un cas particulier de l'ordre SMy ,,, appelé aussi le poset des
sous-matrices carrées d’une matrice carrée, qui est défini comme suit:

Ses éléments sont des sous-ensembles de S(k,... k) de la forme {a €
S(ky... k) ra; € Aj;i = 1,...,n} ou les A; sont des sous-ensembles de
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[0, k] de méme taille. L’ordre est donné par Iinclusion.
S My, est isomorphe a Byyq X, - -+ X, Bryy. Par suite,

(M) = oM ) = () (). (1) (1))

n n

6.4 Le poset L(m,n)

Les éléments de L(m,n) sont les n-uples a = (ay,...,a,) avec a3 < --- <

a, < m ordonnés par:

a <

|~

ssi a; < b; pour tout 1.

L(m,n) est rangé et r(P) = mn. L’application r définit par r(a) =a; +
-+ 4 a, est une fonction de rang. Stanley [68] prouvait que L(m,n) est
un poset de Peck et conjecturait que L(m,n) possede une décomposition
en chaines symétriques. La conjecture a été prouvée pour min{m,n} <
4. Les décompositions en chaines symétriques données par Lindstom [47],
West[81] et Riess [59] ne vérifient malheureusement pas la propriété (') et
par conséquent le Théoreme 6.6 ne peut étre appliqué.

Théoreme 6.9 [9] H(L(m,n)) a la propriété (I,mn —1)-IC pour 0 <1 <
m.

Preuve. Posons brievement P = L(m,n) et soit 0 < [ < m. Pour ¢ =
(a1,...,a,) € Np, soit f(a) = (m —ap,m — ay_1,...,m — ay). L’élément
f(a) est bien dans le niveau N,,,—; puisque la somme de ses composantes
est égale a 3.7 (m —a;) =mn — Y1, a; =mn — [.

De plus, a < f(a), en effet,

a; <M — py1—;  SS1 A5+ Gpg1—; <M,

et a; + app1—i< apy + @, < r(a)=1 < m.

Montrons que les intervalles [a, f(a)] constituent un recouvrement par arétes
de Hl,mn—l-

Soit b € Pimpn—. Posons ¢ = (e1,...,¢,) avec ¢; = min{b;,m — b1, }. ¢
est bien un élément de P puisque ¢, < b, < m, b; < b1 et m—b,11_; <
m — b,_; et par conséquent ¢; < ¢;11. ¢ est plus particulierement dans
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Himn-1(P). En effet, il suffit de prouver que [ < r(¢). Pour le voir, nous
attribuons des couleurs aux composantes de ¢ de la maniere suivante: La
couleur de ¢; est bleue si b; < m — b,y1_; et rouge sinon. Bien sur, ¢; et
Cnt1—; ont la méme couleur.

Si toutes les composantes sont bleues, alors ¢ = b et donc [ < r(¢) =r(b).
Si toutes les composantes sont rouges alors r(¢)= mn—r(b) et donc [ < r(¢).
Si les composantes n’ont pas la méme couleur alors il existe un indice 7 < n/2
tel que ¢; et ¢;11 ont des couleurs distinctes. Distinguons les cas suivants:

Cas 1. ¢; est bleue. Donc ¢;41 est rouge et ¢,y11_; est bleue. Par suite,
r(c) >cip1 + Copr—i=m — by + b1y > m > L.

Cas 2. ¢ est rouge. Donc ¢;11 est bleue et ¢,11_; est rouge. Par suite,
r(c) >cip1 + Cop1—i=bigr +m —b; > m > L.

Ainsi, dans tous les cas nous obtenons [ < r(¢). D’ou, il existe un élément
a € N tel que a < ¢. Comme a; <¢; < b; < m—cp11-; <m— a,41_;, NOUS
aurons b € [a, f(a)]. [ |

Théoreme 6.10 [9] H(L(m,3)) a la propriété forte IC.

Preuve. Posons brievement P := L(m,3). D’aprés les Théoremes 6.2
et 6.9, il suffira de prouver que H;s,—; peut étre couvert par Wi(L(m,3))
arétes pour m <! < mn/2. Procédons par induction sur m. Les cas m =0
et m = 1 sont évidents. Considérons I’étape de m — 2 a m.
Soient P; et P la partition de P définie par

Pri={aeP: 1<a1<a; <az<m—1},

Py:={a€eP: a;=0o0ua3=m}.
Notons par A; := P, N N;(L(m,3)), : = 1,2 'ensemble des éléments mini-
maux de P;. Ce que nous avons a faire c’est de déterminer un recouvrement
de H(P;) par |A;| arétes, ¢ = 1,2.
[application ¢ qui associe a un élément a = (ay,aq,a3) de P; I'image
¢la) = (a1 —1,ay —1,a5— 1) de (L(m —2,3))1-3 3(m—-2)—(1—3) est un isomor-
phisme donc par hypothese d’induction H(Py) peut étre couvert par |A|
arétes.
D’autre part, 'application ¢ qui associe a I’élément a = (a1, aq,a3) de Py
I'image ¢ (a) = (a2, a1+as) duposet R = {(b1,b2) : b1,b2 € N, 0 <5< by,
by —m < by <m,l <b+by < 3m — I}, ordonné par ordre usuel, est aussi
un isomorphisme donc nous nous intéresserons au recouvrement de H(R).
Soit B I’ensemble des éléments minimaux de R. Les |B| intervalles du re-
couvrement sont donnés comme suit :
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Cas 1. m est pair.

3m 3m

[(61,62), <61 F Ly z)] . (bi,b)) € B

Cas 2. m est impair et [ est pair.

Im —1 3m +1
[ R A

z)] (by,by) € B

Cas 3. m est impair et [ est impair.

3 1 3m —1
[(bl,bz>,(bl+ m; by 2

_z)], (b1,bs) € B

Soit (¢1,¢z) un élément non minimal de R. On peut vérifier aisément, cas
par cas, que (cg, ¢z) est couvert par au moins un des intervalles ci-dessus. Il
suffit de choisir comme extrémité initiale de I'intervalle les couples définis
ci-dessous:

Cas a. ¢1 + ¢ — [ est pair.

Cl—|—02—l Cl—|—02—l
1 — , C2 —
2 2

Cas b. ¢ 4+ ¢g — [ est impair et [ est pair.

( Cl—|—02—l—1 Cl—|—02—l—|—1)
1 — 2 ,C2 — 2

Cas c. ¢4 ¢y — 1, [ et m sont impairs.

( Cl—|—02—l—|—1 Cl—|—02—l—1)
1 — 2 , C2 — 2

Cas d. ¢ 4+ ¢o — [ et [ sont impairs et m est pair.
Les extrémités initiales données par le Cas b ou le Cas ¢ conviennent. W



Chapitre 7

Hypergraphe des intervalles de
la classe des ordres
série-paralleles

7.1 Introduction

Dans le Chapitre 4, nous avons vu que pour la classe des ordres des inter-
valles c.a.d. les ordres qui ne contiennent pas de sous-poset isomorphe a la
somme directe de deux chaines de longueur 1, H a la propriété de Konig
et duale de Konig. Nous nous intéressons maintenant a une autre classe
de posets, appelés posets série-paralléles et verrons que ces deux propriétés
restent préservées. Un ordre est dit série-parallele s’il peut étre construit
a partir des singletons en utilisant seulement la somme disjointe (4) et la
somme linéaire (6). Ce qui revient aussi a dire que P peut étre décomposé
en singletons en utilisant que ces deux opérations.

Le poset illustré dans la Figure 1 est un poset série-parallele puisqu’il se
décompose comme:
lo(((eh)+ha(dolal))+((@ol)+0al)a((@ol)+(1a1))
Les posets série-parallelles sont caractérisés par le fait de ne pas contenir
de sous-poset isomorphe a N [60]. (N représente un sous-ensemble a qua-
tre éléments {z,y, 2,1} tels que les seules relations de comparabilité sont:
r <y >z <t). Cette caractérisation permet de dire que si P est en plus
connexe, alors chaque élément maximal est au-dessus de chaque élément
minimal. En effet, soit = (resp. y) un élément maximal (resp. min-
imal) dans P. Comme P est connexe, il existe un plus court ‘zig-zag’

94
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T =po>p < py > -0 < Py > pr =y, k> 1, connectant x a y.
Or P ne contient pas de sous-poset induit isomorphe & N, donc k = 1 et
par suite x > y.

Figure 1.

7.2 Propriété duale de Konig

Soit P un poset série-parallele et H = H(P) son hypergraphe des intervalles.
Rappelons que I'hypergraphe dual ‘H* de ‘H a la propriété duale de Konig
ssi son graphe représentatif L(7H*) est parfait et H* satisfait la propriété de
Helly (c.a.d. ‘H* est normal) [3].

Les sommets de L(H*) sont les points de P et deux sommets sont adjacents
s’ils appartiennent a un méme intervalle de P.

Si P est quelconque, le graphe L(H*) n’est pas forcément parfait. Con-
sidérons a titre d’exemple le poset illustré dans la Figure 2. Le sous-graphe
induit par A = {2,3,4,5,6} est un cycle impair sans corde et par conséquent
L(H*) n’est pas parfait.
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T8 9 10 11

Figure 2.

Théoréme 7.1 [13] Si P est un poset série-paralléle, alors L(H*) est un
graphe parfait.

Preuve. Nous prouvons la perfection de L(H*) en utilisant un théoreme
de Seinsche [65] qui stipule que tout graphe qui ne contient pas Py (chaine
élémentaire a 4 sommets et sans corde) comme sous-graphe induit, est par-
fait. Supposons que notre graphe contienne une telle chaine que 1’on note
par = [x1, 9, 3, 24]. Dans P, nous avons xy || @3, @1 || 74 et 22 || 24
Soient [y = [p1,q1] V'intervalle contenant zy et xy, Iy = [p2, ¢2] Uintervalle
contenant x5 et x3, et I3 = [ps,¢s] Uintervalle contenant a3 et z4. Nous
distinguerons trois cas.

Cas 1. z1 < xg.

Puisque la chaine p est sans corde et les sommets x5 et x5 appartiennent a
un méme intervalle dans P, nous avons w3 || x3 ou x3 > 3.

Cas 1.1. a3 || @s.

Alors le poset induit par {1, 9, ps, 3} et N sont isomorphes. Il suffit de
vérifier que py || @1 qui est vrai car sinon xjx3 serait une corde de p.

Cas 1.2. x4 > xa.

Alors le poset induit par ’ensemble {x1, x4, z3, 24} et N sont isomorphes si
T3 < T4.

Mais si 3 || ¥4, nous avons aussi l'isomorphisme entre {1, vq, p3, 24} et N,
En effet, ps < a2 puisque ps < x5 < a3 et 21 || ps puisque ps < a1 < @9
implique 'existence de la corde xjxs.

Cas 2.  x9 < 2.

Ce cas est similaire au premier cas par dualité.

Cas 3. 21 || 2. Nous avons trois possibilités:

Cas 3.1. a3 > 2.

Alors le poset induit par {1, ¢, 22, z3} est isomorphe a N car 2,23 n’est
pas une corde de u et par conséquent ¢; || s.

Cas 3.2. a3 < 29.
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Alors le poset induit par {3, 2, p1, 7} est isomorphe & N puisque p; < 3
implique p; < 3 < x5 < ¢ c.a.d. zyx3 est une corde de p.

Cas 3.3. a3 || 22.

Parceque x; > py et 1 < gy ne peuvent se présenter simultanément, nous
obtenons soit {pa, z2, p1, 1} soit {1, q1, 22, ¢} est isomorphe a N. [ |

Théoréme 7.2 [13] Si P est un poset série-paralléle, alors H* satisfait la
propriété de Helly.

Preuve. Par un résultat de Gilmore [3], il est équivalent de montrer qu’a
chaque trois arétes [, [, I3 de H, il existe une aréte (de H) contenant
Pensemble (I; N Iy) U(1; N I3) U(I; N I3). Pour notre hypergraphe, nous
affirmons que Iy NIy C Iz ou [y N I3 C Iy ou I, N I3 C I;. Pour le voir,
supposons que ce n’est pas vrai. Donc [{1 N[, Is, 1N IsZ [ et [,NI3E 1.
Soient ay, ay et as trois sommets de P tels que

Cllelzmlg et Cl1€[1
Cle[lmlg et a2€[2
a3€[1m[2 et Cl3€[3

ag, a3 - [1 et aq € [1
ap,as - [2 et a9 € [2
ay,aa - [3 et a3 € [3

Supposons sans perte de généralité que Iy = [p1,q1], Ia = [p2,q2] et I3 =
[p3, g3 avec p3 £ as.

Cas 1. a1 || as.

Alors le poset induit par {ps,ai, p2,as} et N sont isomorphes. Il suffit de
vérifier que py # ps. Cette derniere est réalisée car as # ps mais az > ps.
Cas 2. a1 < as.

Nous avons ps3 < a; < az, une contadiction.

Cas 3. a3 <a;.

Nous distinguons trois sous-cas:

Cas 3.1. a1 < as.
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Alors a; € I;, une contradiction.

Cas 3.2. a9 < aq.

Alors le poset induit par {ps, as, p1,as} est isomorphe & N. En effet, nous
avons as || as puisque ag < as implique as € I3 et as < az implique az € Iy;
p1 # ps puisque az 2 ps et az > pi.

Cas 3.3.  ay || az.

Alors le poset induit par {ai,¢s,as, ¢} est isomorphe a N. En effet, nous
avons a; £ ¢ parceque p; < as < a1 < ¢ implique a1 € I1; g1 # g3 puisque
a; < gz et ay £ ¢1. [ |

Corollaire 7.1 [13] Si P est un poset série-paralléle, alors chaque sous-
hypergraphe de 'H a la propriété duale de Konig.

Preuve. Le graphe L(H*) est parfait d’aprés le Théoreme 7.1 et H* a
la propriété de Helly d’aprés le Théoreme 7.2. Ainsi, ‘H* est normal et
par conséquent chacun de ses hypergraphes partiels est normal. Puisque
le dual d’un hypergraphe partiel de H* est un sous-hypergraphe de H,
nous déduisons que chaque sous-hypergraphe de H a la propriété duale

de Konig. |

Une autre caractérisation des hypergraphes de Helly, due a Berge et Duchet
[3], est donnée par la propriété suivante:

Pour chaque trois sommets ay, as, as la famille des arétes contenant au moins
deux des sommets q; a une intersection non vide. Cette caractérisation sera
utilisée dans le théoreme suivant:

Théoréme 7.3 [13] Si P est un poset série-paralléle, alors H satisfait la
propriété de Helly.

Preuve. Soit Z = {[,...,[,} la famille des intervalles maximaux de P.
Nous supposons qu'il existe trois sommets a1, az, az de P tels que (;c; [; =

0,ouJ={j: |I;Nn{ar,az,as}| > 2}.
Alors |J]| > 3 et il existe trois arétes, disons sans perte de généralité [, =
(s 1] o = [p2, go] et I3 = [ps, gs] tels que

asg,az € I et a; € I

ay,az € I et ay € I

ay,ay € Is et as & I3
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Mais, nous avons déja vu dans la démonstration du Théoreme 7.2 que ceci
conduit a une contradiction. |

7.3 Propriété de Konig

Dans le théoreme suivant, nous établissons la propriété de Konig non pas a
travers la normalité de H mais par la construction des posets série-parallele.

Théoréme 7.4 [13] Si P est un poset série-paralléles, alors H(P) a la
propriété de Konig.

Preuve. Nous nous intéressons qu’au cas ou P est connexe car s’il ne est
pas, il se décomposera en k composantes connexes Py, ... , Py et les relations
VH(P)) = v(H(Py) + o+ v(H(PL)), 7(H(P)) = m(H(P) + ..+ T(H(PL)
pourront étre utilisées.

Soit donc P un poset série-parallele connexe et non réduit a un singleton.
P se décompose en sous-posets en utilisant seulement la somme linéaire,

k
disons P = @ P;, avec k > 2.
i=1

Le cas k > 3 implique directement v(H) = 7(H) = 1 parceque chaque
singleton avec un élément de P, représente un recouvrement par sommets
de H.

Soit k = 2. Notons par Piy, ..., Pig, et P, ..., Pag, les composantes connexes
de P; et P;, respectivement. Nous supposons sans perte de généralié que
ky < ks.

Soit jo € {1, ..., k1} et a;j, (resp. b;;,) un élément minimal quelconque (resp.
maximal)de P,;j,. Puisque P;;, est connexe et série-parallele, chaque élément
maximal (de P, ) est au-dessus de chaque élément minimal (de P;;,). 1l
s’ensuit, p < by, pour tout p € min(Pyj,). Aussi, nous avons par 'opération
@&, bij, < p' pour tout p’ € min(P,). Ainsi, chaque aréte de H(Pyj, & P)
contient le point by, et plus généralement, pour P = (P + ...+ Pig, ) & P,
Iensemble T' = {by;,7 = 1, ..., k1 } représente un recouvrement par sommets
de H(P). D’un autre coté, il n’est pas difficile de voir que la famille des
arétes {[aj,b2;],7 = 1,...,k1} forme un couplage de H. Par suite, v(H) =
T7(H) = min{ky, ko }. |

Remarque 7.1 Un raisonnement analogue au Théoréme 7.4 produit une
autre prevve de la propriété duale de Konig. En effet, soit P = P+ ...+ Py,
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un poset série-paralléle ou chaque composante P; est construite a partir
d’une opération @, disons P; = Py @ P, Nous avons vu dans le Chapitre
3 que a(H(F:)) = p(H(F)) = max{| min(F;)], |max(F)|}, o(H(Fi + F;)) =
a(H(P)) + a(H(F;)) et p(H(Pi + Pj)) = p(H(P)) + p(H(F;)). Nous

déduisons alors

o(H(P)) = T, o(H(F) = i, max{|min(F)], | max(F)|} et
p(H(P)) = Tizy p(H(P;)) = Ty max{|min(P;)], | max(F)|}. =



Chapitre 8

Nombre de stabilité pour
I’hypergraphe des intervalles
du treillis des faces du n-cube
et du treillis linéaire

8.1 Hypergraphe des intervalles du treillis
des faces du n-cube

Le treillis des faces du n-cube a été défini au Chapitre 1. Rappelons seule-
ment que le rang d’une face est égal au nombre de ses composantes libres
(c.a.d celles qui different de 0 et 1) et que le nombre de Whitney W; vaut

2n=t (7,
Afin de prouver que I'hypergraphe H(C,) a la propriété forte IS, intro-
duisons deux Lemmes.

Lemme 8.1 Soient Fy et Fy deux faces de ), telles que Fy < Fy. Sile rang
de Iy (resp. de Fy) est | (resp u), alors Uintervalle [Fy, F3| est isomorphe
au treillis Booleen B, _;.

Preuve.

Parceque C), est isomorphe au produit cartésien de n copies de A, ou A
est un poset a trois éléments {0, 1,2} ordonné par 0 < 2 > 1, nous pou-

101
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vons le considérer comme 'ensemble des n-uples f = (fi, f2,..., fn) avec
i €{0,1,2} pour tout i, ordonné de la maniere suivante:

f<g ssi fi=gioug =2
Soient Fy = (f1,...,fn) et Fo=(f],...,f) deux faces de @,.

Posons

IF) = (i€ (L} fi= 0}, I(F) = (i€ {L.... .n}: f/=0}:
JF) = (e (L m}efim1) J(E)={ie (L. )i fi=1):
K(Fy)={ie{l,....n}: fi=2}, K(Fy)={ee{l,....,n}: fl=2}
Comme Fy < Fy, on déduit que [(Fy) O [(Fy) et J(F1) D J(F3).

Désignons
TCF)NT(Fy) ={i0, .o i) et J(F)\J(F) =451, ,Je}

et considérons ’application ¢ définie par:

- [F17F2] — B,
F:(fh"'vfn) — (51,---755,51,...,575)
ol
FTLL sifip=2
et
FTL L sifi =2
@ représente bien un isomorphisme. m

Lemme 8.2 Les cocefficients du binomes satisfont ['inégalité

i\ (n—1 ) u n—I .
-] > min , pour tout 1 =1,... u.

Preuve. Etudions la séquence {¢;} = (;) (Z:z) (t=1,...,u).

l‘ .
(,(_l)l) = - est une fonction décroissante en ¢ donc la séquence
l

Parceque

{a;} = {(;)} est logarithmiquement concave. La méme chose est réalisée
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pour la suite {b;} = {(Z:z)} Donc le produit {¢;} = {a;b;} est logarith-
miquement concave et par suite unimodal c.a.d, il existe un entier A tel
que

< <¢p > >e, et min{e,i=1,...  ,u} =min{e,c,}.

On déduit

1\ [n—1 ) u n—I .
.| > min , pour tout ¢ =1[,... u.

Dans le Chapitre 6, nous avions prouvé la propriété ({,u)-1C de H(C,,) pour
tous L,u, n —u <! < wu < n. Dans le théoreme qui suit, la propriété forte
IS est donnée.

Théoreme 8.1 [14] L’hypergraphe des intervalles du treillis des faces du
n-cube a la propriété forte IS.

Preuve. Nous avons a montrer seulement que a(H((C,), ) < max{|N;|, |Ny|}.
Soit Z I'ensemble des intervalles maximaux de (C);, et soit x un élément
de C), de rang i. Le nombre f(x) d’intervalles de Z contenant x vaut:

fle)=HyeNi: y<a}{ze Nu: a <z}

D’aprés le Lemme 8.1, {y € C,, :  y < a} = [0, 2] est isomorphe au treillis
Booléen B; et {z € C,,: a < z}= [z, [n]] est isomorphe au treillis Booléen

B,_;. D'ol | |
o= ()62)

Concernant la taille de Z, on a

Izl = > fle)= > fla).

l’eNl l’GNu

= () ()

Soit A un ensemble stable de H;,. Comptons, de deux manieres différentes,
les couples de I’ensemble

{(z,1): xzeAlecTetaxel}
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Nous obtenons

> fla)=>_lAnI]

r€A IeT

D’aprés le Lemme 8.2, nous avons

yo= 3 (V) 02) 2 e d ()50
pinn=m=()(2) = C)0)
i (1) = 0) 02 = () 0)

Ce qui donne par division

wse ) « (2)<()
v 5 (<)

Ainsi, nous obtenons bien

s () ()

et

D’ou

et

8.2 Hypergraphe des intervalles du treillis
linéaire

Rappelons que L, (q) est le treillis de tous les sous-espaces d’un espace vec-
toriel de dimension n sur le corps de Galois GF(q), ordonné par inclusion.

Théoreme 8.2 [9] L’hypergraphe des intervalles du treillis linéaire a la
proprieté forte IS.
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Preuve. Mise a part quelques calculs techniques, la démonstation de ce
résultat est analogue a celle du treillis des faces du n-cube. C’est pourquoi,
il n’est pas nécessaire de la faire. Nous nous contenterons seulement de
vérifier deux lemmes. |

Lemme 8.3 Soient X et Y deux sous-espaces de L,(q) tels que dimX =1,
dimY =u et X CY. Alors

(X,Y] ~ L..(q).

Preuve. L’application ¢ définie comme suit:

e [X,Y] —= Laimy-daimx(Y/X,q)
U — U/X

est un isomorphisme. |

Lemme 8.4 Les coefficients de Gauss satisfont ['inégalité suivante:

1\ [n—1 ) u n—I .
.| > min , pour tout 1=1,...,u.
q q q q

Preuve. Soit {¢;} la suite définie par:

? n—1 .
ciz{(),( )} pour ¢t =[,... u.
) u—1
q q

(2—11) qz’—l -1

q
décroit en i, la séquence {a;} = {(;) } est logarithmiquement concave. De
q

Parceque

méme pour la séquence {b;} = {(z:z) } Donc le produit {¢;} = {a;b;} est
g

logarithmiquement concave et par suite unimodal. Il existera un entier h
tel que min{¢;, 7 =1,... ,u} = min{¢;, ¢, }. Ce qui permet d’obtenir

1\ [n—1 ) u n—I .
.| > min , pour tout =1[,... u.
q q q q
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Remarque 8.1 Si H représente Uhypergraphe des intervalles de (C);.,
alors la fonction

1

M= ).

est un recouvrement par arétes fractionnaire de H((Cp)i.)) et le nombre de

recouvrement par arétes fractionnaire est donné par max{2"=! ("), 277% ("]},
)’ U

En effet,

()0
J) = l
Ie%el ) min{(?),(z:l)}

D’autre part,

S0 ey W) e 0

u—1

>1 pour tout x € P.

c.a.d,

Par conséquent,

Ainsi

i Con) = ()2 (1))

De facon analogue, pour le treillis linéaire, la fonction

min{ ()., (7). }

est un recouvrement par arétes fractionnaire de H(L,(¢)); . et le nombre de

g(l) =

recouvrement fractionnaire vaut

et =mest () (1) 1
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Conclusion générale

[’essentiel de la these s’articulait principalement autour de deux propriétés:
la propriété de Konig et la propriété duale de Konig pour une nouvelle classe
d’hypergraphes. Un hypergraphe de cette classe, appelé hypergraphe des
intervalles d’un poset P et est noté H(P), a comme sommets les éléments
de P et comme arétes ses intervalles maximaux.

Les hypergraphes des chaines maximales d’un poset vérifient ces deux pro-
priétés. Les égalités entre le nombre de couplage et le nombre de transver-
salité (représentant le nombre d’articulation) et entre le nombre de stabilité
et le nombre de recouvrement par arétes (représentant la largeur de P) sont
déterminés de maniere polynomiale en utilisant les algorithmes de flot max-
imum. [’hypergraphe des intervalles d’un poset ne vérifie pas en général
ces propriétés mais son étude est intéressante vu le role que jouent les inter-
valles dans la théorie de Sperner. En 88, Voigt et Wegener prouvaient
que la détermination d’un nombre minimum de monémes du polynome
représentant une fonction booléene symétrique peut étre exprimé par la
plus petite cardinalité d’un recouvrement par intervalles maximaux d’un
ordre induit par des niveaux consécutifs du treillis Booléen.

Nous avons d’abord examiné la complexité des problemes de couplage, de
transversalité, de stabilité, de recouvrement par arétes et de la coloration
dans les hypergraphes d’intervalles. Ensuite, et parceque plusieurs posets
peuvent étre construits a partir de la composition d’autres posets, nous
avons examiné la préservation de différentes propriétés -propriétés fortes IS
et 1C, propriétés de Konig et duale de Konig- par le passage a la composée.
Dans cette these, nous considérions plusieurs posets: Le treillis Booléen,
les ordres d’intervalles, les ordres a chaines symétiques spéciales (SSC),
les ordres & chaines semi-symétiques spéciales (SSSC), les ordres séries-
paralleles, le treillis des faces du n-cube C,, et le treillis linéaire L, (¢). Par la
normalité, par I’établissement d’algorithmes polynomiaux ou encore par la
simple structure de ’ordre donné, nous déduisions suivant la classe d’ordres
choisie, les quatre propriétés précédemment mentionnées.

Comme perspectives, nous proposons d’étudier les problemes suivants:
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Problemes ouverts

10.

11.
12.
13.

14.

. Etudier le probleme de reconnaissance des hypergraphes d’intervalles

d’un poset.

Caractériser les graphes représentatifs des hypergraphes d’intervalles
d’un poset par des sous-graphes exclus.

Prouver que les opérations ©@, X, et 'exponentiation préservent les
propriétés de Konig et duale de Konig.

Si H(P) a la propriété forte IS (resp. forte IC, de Konig ou dual de
Konig) et P =@ o R. Qu’en est-il de H(Q) et H(R)?

Prouver que I’hypergraphe d’un ordre série-parallele est normal.

Décider si L,(q) est un ordre SSC [9].

. Décider si H(L,(q)) a la propriété forte 1C [77].

Prouver que L(m,n) a la propriété (I, mn —1)-1C pour m < [ < mn/2
[9].
Décider si H(C,,) a la propriété (I, u)-1C pour tous [, u avec | < n—u.

n41?
I+1

Déterminer vy, pour u < et [ > 3. Est-il vrai que dans ce cas

vatw = (7) [25]7

Déterminer v, ,—2. Est il vrai que ce nombre vaut 10 [25]7
Trouver de meilleurs bornes pour 7,1, si u > % [25].
Déterminer v, et 7,4, pour u —1[ =2 [25].

Etudier 'ordre des trapezes.
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