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Résumé de la theése

Ce travail s’articule autour de deux concepts importants de la théorie du controle :
la stabilisation et la controlabilité exacte. Il est composé de deux parties indépen-
dantes. Dans la premiére partie on traite la stabilisation frontiere et la controlabilité
exacte d'un systeme couplé entre le systeme de Maxwell et I’équation des ondes avec
des conditions aux limites de type Ventcel par des feedbacks frontiéres non linéaires.
On établit d’abord une “estimation de stabilité ” qui est équivalente a la stabilité
exponentielle du systéme linéaire associé dans un domaine strictement étoilé par
rapport a l'origine. Ensuite, nous utilisons le principe de Russell pour établir des
résultats de controlabilité exacte a partir des résultats de stabilisation précédem-
ment démontrés. Le principe de Liu basé sur la stabilité exponentielle du probleme
inverse par des feedbacks linéaires, permet de donner une estimation du taux de
décroissance de 1’énergie par des feedbacks non linéaires.

Le second axe d’étude est la stabilisation frontiere et la controlabilité exacte d’un
systeme de l'elasto-magnétisme avec conditions au bord de Ventcel stationnaires
soumis a deux fonctions feedbacks non linéaires.

En suivant la méme approche que celle adoptée dans la premiere partie, on
montre que la stabilité exponentielle du systeme linéaire est suffisante pour assurer
une décroissance de I'énergie du systeme non linéaire.

Mots-clés : Systeme de 'élasticité, systéeme de Maxwell, équation des ondes, conditions de
Ventcel, stabilité, controlabilité exacte, feedbacks non linéaires.



Summary of the thesis

This work is based on two important concepts of control theory : the stabilization
and exact controllability. It consists of two independent parts.

In the first part, it treats the boundary stabilization and exact controllability of
a coupled system between the Maxwell system and the wave equation with Ventcel’s
conditions by nonlinear boundary feedbacks. We first establish a “stability estimate”
which is equivalent to the exponential stability for linear feedbacks in a strictly star-
shaped domain with respect to the origin. Afterwards, we use the Russell’s principle
to establish exact controllability results from the previous stabilization results. Using
Liu’s principle, based on the exponential stability of the inverse problem with linear
feedbacks, to deduce decay rate of the energy by nonlinear feedbacks.

The second part is devoted to study the stability and exact controllability of
the electromagneto-elastic system with Ventcel’s conditions and damped by two
nonlinear boundary feedbacks.

We proceed exactly as in the first part, we prove that the exponential stability of
the linear system is sufficient to ensure the decay rate of the energy of the nonlinear
system.

Key-words : Elasticity system, Maxwell’s system, wave equations, Ventcel’s conditions, sta-
bility, exact controllability, nonlinear feedbacks.
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Notations

Certaines notations seront utilisées tout au long de cette these que nous listons

ci-dessous :

sl eReN--l-~

Tr = (xla T, .T3)

~

V= (V1,V2,V3)

Q)
D()

L7(Q)

L®(Q)=
wmr(Q)

Lr(T)

oif
Vf
divf
o, f
Vo f
Arf
divyf

ensemble des nombres réels
espace vectoriel de dimension 3 construit sur le corps des réels
ouvert de R3

I’adhérence de €2

bord de I’ensemble €2

variable de I'espace

variable du temps

la normale unitaire sortante a I'

mesure superficielle sur I'

I’espace des fonctions réelles k fois contintiment differentiable
I’espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact
dans 2

I'espace de Lebesgue défini par {f : @ — R, mesurable telle que
JolfIPdz < oo}

{f:Q — R, mesurable telle que sup ess|f| < oo}

'espace de Sobolev défini par {f € LP(Q2), D*f € LP(Q2), pour tout
a € N™ tel que |a| < m}

ensemble des fonctions de puissance p

ieme intégrable sur I' pour
la mesure de do

la dérivée partielle de f par rapport & la "¢ composante z;

le gradient de f

la divergence de f

la dérivée de f dans la direction de v

le gradient tangentiel de f a I’

le Laplacien tangentiel de f a I’

la divergence tangentielle de f a I'.



Introduction générale

L’évolution au cours du temps de nombreux phénomenes physiques, biologiques,
économiques ou mécaniques est modélisé par des équations aux dérivées partielles

(EDP).

Dans le cas du controle des EDP les modeles étudiés prennent en compte les
variations et spatiales des variables qui traduisent I’état du systeme et ces problemes
se posent alors dans le cadre des systémes dynamiques en dimension infinie.

En pratique, du laboratoire de recherche jusqu’a la chaine de production, pour
étudier par exemple les moyens de limiter par auto-régulation les déformations de
matériaux élastiques, ou d’agir extérieurement sur ces matériaux pour les rame-
ner vers des états cibles souhaités, la question de la réponse d’un systeme dyna-
mique & une action extérieure, ou une action auto-régulation (appelée communément
feedback) est essentielle.

L’objectif de cette these est d’étudier les questions de la contrélabilité exacte et
de la stabilisation de problemes avec des conditions au bord de type Ventcel (ou
“Wentzell”) soumis & deux fonctions feedbacks frontieres non linéaires.

Les conditions de Ventcel sont obtenues par passage a la limite (quand € — 0),
dans un probleme de transmission posé dans 'ouvert formé de la jonction de Q et
d’une coque mince €2¢ posée sur son bord, infiniment rigide, lorsque 1’épaisseur de
la coque tend vers 0 ; ces condition modélisent I'effet asymptotique de raidisseur Q¢
(cf.[10,31]). La condition : J,u—Aru = g sur I' = 09, pour I'équation des ondes —
Au+u = f dans 2, dite condition de Ventcel, ot Ar désigne le Laplacien tangen-
tiel sur I' = 0€), a été introduite par A.D. Ventcel pour des processus de diffusion,
pour cela il a été convenu d’appeler probleme de Ventcel toute équation ou systeme
d’équations faisant intervenir des opérateurs (au bord) différentiels tangentiels de
méme ordre que l'opérateur principal. Ces problemes interviennent dans la modéli-
sation de nombreux phénomeénes, en mécaniques comme ’élasticité (cf. [10,31]) en
physiques comme les processus de diffusion (cf. [32,44]) ou la propagation d’ondes

(cf. [11]).

Le probleme de stabilisation auquel on s’intéresse revient a déterminer le com-



Introduction générale

portement asymptotique de I’énergie, a étudier sa limite afin de déterminer si cette
limite tend vers zero de maniére exponentielle ou pas, et a donner le taux de dé-
croissance de I'énergie, c¢’est a dire :

E(t) < Ce ™ VWt >0,

ou C et § (“0” est le taux de décroissance de 1’énergie) sont des constantes positives
avec C' qui dépend des données initiales. Rappelons le résultat technique suivant ;
qui nous sera utile par la suite

Lemme 0.1. Si f est une fonction de R, — R, décroissante et vérifiant la condi-
tion

Jw >0, /toof(s)dsgwf(t), Vi >0,

alors on a

F(t) < £(0) el (1)

Plusieurs techniques différentes ont été élaborées pour établir I'estimation (1)
comme la méthode de multiplicateurs [8,23,36], 'analyse microlocale [41] ou l'ana-
lyse non harmoniques (cf. [25]). Dans certains cas la méthode des multiplicateurs
permet de prouver qu’il y a stabilisation exponentielle du systeme, et donne méme
une estimation explicite sur le taux de décroissance de 1’énergie.

De nombreux auteurs se sont intéressés aux problemes de contréle et de stabilisa-
tion de certaines classes des équations aux dérivées partielles comme : Le systeéme de
I’élasticité, élasto-magnétisme, les équations de Maxwell, I’équation des ondes,...etc,
avec des conditions aux limites classiques comme : Dirichlet, Neumann, Robin, ...etc,
par des feedbacks internes ou frontieres. Cependant, la controlabilité exacte et la sta-
bilisation de ces problemes avec des conditions aux limites de Ventcel ont tres peu
étudiées. De tels problémes ont été premieérement étudié par K. Lemrabet [31], en-
suite par K. Lemrabet et D. Teniou [33]. Dans [33] les auteurs montrent 'existence
et la régularité des solutions d’un probleme d’évolution de type Ventcel avec un
feedback linéaire.

Plus tard, A. Hemmina [10, 13] étudie la stabilisation frontiere de probleme de
Ventcel pour le systeme linéaire isotrope de 'élasticité et pour I’équation des ondes.
D’une part, il montre la décroissance vers zero de I'énergie pour le systeme de 1'élas-
ticité avec conditions au bord de Ventcel par un feedback non linéaire. D’autre part,
pour I'équation des ondes, il donne un contre-exemple qui montre que le feedback
“naturel” est insuffisant pour assurer la décroissance exponentielle de 1’énergie.

Récemment, dans [7] les auteurs ont montré la stabilisation uniforme de 1’équa-
tion des ondes a coefficient variable avec des conditions aux limites de type Ventcel
dynamique. Leurs méthode de démonstration est basé sur la géométrie Rieman-
nienne.
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Dans ce contexte, le travail de cette these est divisée en deux parties princi-
pales. Dans la premiére partie on étudie la stabilisation frontiere et la contrélabilité
exacte d'un systeme couplé entre le systeme de Maxwell et 1’équation des ondes
avec des conditions aux limites de type Ventcel par des feedbacks non linéaires. La
deuxieme partie est consacrée a 1’étude de problemes concernant la stabilité et la
contrélabilité d'un systeme de 1'élasto-magnétisme avec conditions au bord de Vent-
cel stationnaires.

On termine notre these par une conclusion générale et problémes ouverts liés au
contenu de cette these.

Il est important de mentionner que la méthode des multiplicateurs développée
par exemple dans [24,34], utilisée systématiquement dans cette thése est élémentaire
et tres efficace. En multipliant les équations par des multiplicateurs convenables, on
obtient de différentes identités tres importantes pour avoir de différentes estimations
de la stabilisation exponentielle de 1’énergie.

Dans la suite de cette introduction, nous présentons plus précisément le contenu
de chaque chapitre.

Partie 1. Stabilité et controlabilité d’un systeme couplé
entre le systeme de Maxwell et I’équation des ondes avec
conditions au bord de Ventcel

Soit £ un ouvert borné non vide dans R? ayant une frontiere I' = 9 de classe
C?. On considere le systéme couplé “Maxwell /ondes” suivant

O?u — Au+ Ecurl E = 0 dans Q := Qx]0, oo, (2)

e — curl H — {curl O,u = 0 dans Q, (3)

1oy H + curl £ = 0 dans Q, (4)

div(e F) = div(p H) = 0 dans Q, (5)
Dans le systeme ci-dessus, on note par :

u = (uq, ug, ug) le champ de déplacement,

E = (E1, Es, E3) le champ électrique,

H = (Hy, Hs, H3) le champ magnétique,
au point x = (z1, xq, x3) et a l'instant ¢ ; € et p désignent, respectivement, la permit-
tivité électrique et la perméabilité magnétique; elles sont supposées des fonctions
réels positifs dans L*(£2) et £ est le parametre de couplage.

Nous complétons ce systeme par les conditions au bord
Hxv+&wuxv+g(Exv)xv=0sur X :=1x]0,00], (6)
Oyu — Aru + Au + go(Opu) = 0 sur X, (7)
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et les conditions initiales
(uvatua Ea H)t:O - (u()aulaEOvHO)v (8)

ou A est une constante positive, v la normale unitaire sortante et Ap désigne le
Laplacien tangentiel sur I'.

On suppose que les applications g; : R* — R3, i = 1,2 sont continues et satisfont
les propriétés suivantes

9:(B)| < M (1+|B|), VE € B,
(.%(E)_gz(F))(E_F)ZOv VEaFER?’v (9)
9:(0) =0,

g:(E)-E >m|E]?, VE € R, |E| > 1

L’énergie de (2) — (8) a l'instant ¢ est définie par
1
E(t) = 5 [ (0, t) + |Vu(z, 1) *)da
A 2 1 2
—1—5/ lu(z, t)] d0'+§/ \Vru(x, t)|“do

45 [ @B OF + p@) e, 0)P)

C’est un systeme dissipatif, qui vérifie :

g(t) =— /F{gl(E(t) xv) - E(t) X v+ g2(0pu(t)) - dyu(t) }do < 0.

Chapitre 2. Dans ce chapitre, on montre I'existence et 1'unicité des solutions du
systeme (2) — (8). Pour cela, on écrit (2) — (8) comme un systéme du premier ordre

{&U+AU:Qt>O

10
U(0) = Uy = (uo, vo, Eo, Hp), (10)

ou A: D(A) C H — H est un opérateur non linéaire et H un espace de Hilbert.
L’outil principal est alors la théorie des semi-groupes non linéaires. On montre que
l'opérateur A est maximal-monotone et en appliquant le Théoreme de Hille-Yosida,
on obtient alors le résultat suivant :

Théoréme 0.1. Pour toute donnée initiale (uo, u1, Ey, Hy) € H le probléme (2)—(8)
admet une solution (faible) unique qui vérifie :

(u, 8tu, E, H) S C<R+, H)

Pour tout donnée initiale (ug,uy, Ey, Hy) € D(A), le probléeme (2) — (8) admet une
solution (forte) unique qui vérifie :

(w, Opu, B, H) € W-2(R,, H) N L®(R., D(A))
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Chapitre 3. Dans ce chapitre, on a étudie la stabilisation frontiere du systeme
(2)—(8). On suppose que Q2 est un ouvert borné de R? strictement étoilé par rapport a
I'origine de frontiére I' de classe C?, c’est a dire, on suppose qu'il existe une constante
v > 0 telle que

m-v>~"' Veerl,

o m(r) = z et v désigne le vecteur unitaire normal sortant en I'. On pose R =
sup{m(x)], = € 0},

Dans [8] M. Eller et al. étudient la stabilisation frontiere du systeme de Max-
well avec condition aux limites de Silver-Miiller soumis a un feedback non linéaire.
Ils montrent que la stabilité exponentielle du systéme linéaire associé est suffisante
pour assurer une décroissance de 1'énergie (£(t)) du systeme non linéaire. Plus pré-
cisément, il établissent, par la méthode de multiplicateurs, I’estimation de stabilité
suivante :

T T
37 >0, / E(t)dt < C1E(0) + 02/ /F]H(t) x v|2dodt,
0 0

ou (4 et Cy sont des constantes positives telle que C7 < T, et par le principe de
Russell, ils prouvent que le systéme est exactement contrélable. Enfin, en utilisant le
principe de Liu (basé sur le principe de Russell et une inégalité intégrale (cf. [24]));
les auteurs donnent une estimation explicite de I’énergie du systeme non linéaire.

Cette approche a été adoptée également pour d’autre modeles : Dans [36] pour
le systeme de l'elasto-magnétisme avec des conditions de Neumann-Dirichlet sur
le bord. Dans [37] pour I’équation d’évolution abstraite de type hyperbolique et
dans [15] pour le systeme de la thermoélasticité anisotrope.

Le but de ce chapitre est d’établir une estimation de stabilité, en utilisant la
méthode des multiplicateurs introduite par V. Komornik [24] et J.L. Lions [34] et
en montrant que I'approche introduites dans [8] s’adapte dans notre systéme. On
obtient ainsi l'estimation de stabilité suivante :

37T >0, /OTS(t)dt < C1E(0) + Cy /OT/F(\atu(t)Qy VB x v[)dodt, (11

pour toute solution (u, F, H) de (2) — (8) avec gi(z) = g2(x) = x, ou C; et Cy sont
des constantes positives telle que C < T

Cette estimation est 1'outil principale pour démontrer la contrdlabilité exacte et
la stabilité non linéaire du systeéme (2) — (8). En effet, a partir de 'estimation (11) et
a 'aide de la méthode de Russell, on déduit que le systeme (2) — (8) est exactement
controlable. Plus précisément, dans [39], D.L. Russell montre que la décroissance
exponentielle de ’énergie d'un systéme linéaire réversible entraine sa controélabilité
exacte. Nous utilisons ce principe pour démontrer le résultat suivant.
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Théoréme 0.2. Si Q satisfait 'estimation de stabilité, alors pour tout T > 0 suf-

fisamment grand, et pour tout (ug,u, E, H) € H, il existe deux contriles Jy, Jo €
L*(T'x]0,T[)? avec :

Ji-v=0 surXr,, (12)
tels que si (u,Owu, E,H) € C(]0,T[,H) est la solution du systéme
O?u — Au+ Ecurl E =0, dans Q7 = Qx]0, T,
ey — curl H — &curl O,u = 0, dans Qr,
woH + curl £ =0, dans Qr,
div(e F) =div(p H) =0, dans Qr, (13)
Hxv—E£huxv=J, sur Yp = T'x]0, T,
0y (u) — Aru + Au = Js, sur Y,
u(0) = ug, Oyu(0) = uy, E(0) = Ey, H(0) = Hy, dans (Q,

alors on a : u(T) = owu(T) = E(T) = H(T) = 0.

ou H est 'espace de 'énergie (c’est un espace de Hilbert).

Il nous reste alors a examiner la stabilisation non linéaire de notre systeme.
Cette étude est basée sur I'obtention de Iestimation (11), c’est-a-dire pour obtenir
des taux de décroissance explicites pour le systéeme non linéaire a partir de la stabilité
exponentielle nous appliquons le principe de Russell et une inégalité integral [9]. Pour
cela, nous utilisons les résultats théoriques établis dans [37]. Les résultats de [37]
garantissent en fait que, si le systéme linéaire a une décroissance exponentielle, alors
le systeme non linéaire est automatiquement stable, le taux de décroissance pouvant
étre exprimé en fonction des propriétés de la non linéarité. Plus précisément, le
principe de Liu consiste a estimer ’énergie du systéme direct (non linéaire) par des
termes relatifs aux feedbacks en utilisant le systeme linéaire rétrograde avec donnée
finale égale a la donnée finale du systeme direct. Ces termes sont alors estimés en
utilisant la stabilité exponentielle du systeme linéaire rétrograde et une inégalité
intégrale appropriée. On a alors le

Théoréme 0.3. On suppose que g, et gy satisfont les hypothéses (9), ainsi lesti-
mation :
EP +|gi(E) < G(g(E) - E), VIE| <1, i= 1,2, (14)

ot G : Ry — R, est une fonction concave strictement croissante telle que G(0) = 0.
Si Q) vérifie Uestimation de stabilité, alors il exviste des constantes co, c3 > 0 et
Ty > 0 (dependant de T', £(0) et |I'|) telles que :

P! (cat)

<
g(t) ~ CgG < CQTQt

) V> T, (15)

6
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pour toute solution (u(t), E(t), H(t)) de (2) — (8), ot ¢ est donnée par :

W(t) = /tl ¢>(1t)dt’ vt > 0, (16)

et ¢ définie par :
5

o(s) = TIT|IG™ (). (17)

C3

La preuve de ce théoreme est basée sur I'inégalité intégrale établie dans [9] (voir
aussi [24], [8]).

Partie II. Stabilisation frontiére d’un systeme de
I’elasto-magnétisme avec conditions au bord de Ventcel

Cette partie a été motivé par les travaux de S. Nicaise [36], de M. Eller et al [8] et de
H. Kasri et A. Heminna [21]. Dans [36] 'auteur étudie la controlabilité exacte et la
stabilisation frontiere d’un systeéme de I’elasto-magnétisme avec des conditions aux
limites de type Dirichlet-Neumann avec des feedbacks frontieres non linéaires. Sa
démonstration est basée sur la technique des multiplicateurs pour établir la stabilité
exponentielle. Nous étudions le méme probléeme que dans [36] mais avec plutdt des
conditions au bord de Ventcel stationnaires, c’est-a-dire, en remplacant la condition
de Neumann “o(u) - v+ au+ g2 (Gyu) = 0 sur ¥ = 9Q2x]0, +00[” pour le systeme de
I’élasticité par les conditions de Ventcel suivantes :

os(u) — divrod(u) + aur + gar(Gyu) = 0, sur ¥ = 902x]0, 400,
Ou(u) + Og“(u) : 8m7/ + au, + g2u(atu) = 07 sur 27

ou o(u) est le tenseur des contraintes défini par :

o(u) = 2ce(u) + Atr(e(u))1;
_ ( or(u) os(u) )

as(u) ou(u)

«, A sont les coefficients de Lamé, I3 est la matrice identité de R? et e(u) =
(e(u))? est le tenseur des déformations défini par :

i=j=1
1 aul 8uj

Vo(u) est le champ de vecteurs défini par :

Vo(u) = (904 (u))i;-

7



Introduction générale

divpad(u) est la divergence tangentielle du champ d’endomorphisme du plan tangent

o (u) et oX(u) : Oppv = tr(o(u) - Opv), ol :

o (u) = 2ae(u) + tr(eh(u)) 1y, (18)

A+ 2a

et
er(u) = er(u),

Alors le systeme de 1’elasto-magnétisme avec des conditions au bord de Ventcel est :

O?u — Vo(u) + Ecurl E = 0, dans Q = Qx]0, oo,

€O, — curl H — &curl 9,u = 0, dans Q,

woyH + curl £ = 0, dans Q,

div(e F) = div(p H) =0, dans Q,
Hxv+&uxv+g(Exv)xv=0, sur X = I'x]0, oo, (19)
os(u) — divpof(u) + aur + gor(Opu) = 0, sur X,

o, (u) + 0% (u) : O + auy, + go,(Opu) = 0, sur X,

u(0) = ug, Ou(0) = uy, E(0) = Ey, H(0) = Hy, dans Q,

ol Q est un ouvert borné de R? de frontiere I' = 9Q de classe C*, E(x,t), H(z,t)
désignent respectivement le champ électrique et le champ magnétique au point = a
I'instant ¢, u(x,t) est le champ de déplacement, a est une constante positive et e,

/////

sont supposées des fonctions réelles positives dans L>®(2), c’est a dire, on suppose
qu’il existe €y, €1 > 0 tels que :

0<e <e€(x) <e, Yoel (20)
On suppose, de plus, qu’il existe pg, p1 > 0 tels que
0 < < p(x) < pg, Yo €l (21)

On pose : g(z) = gr(z) + g,(x)v(z) et pour i = 1,2 Papplication g; : R® — R3 est
continue et satisfait :

(9:(E) — g:i(F)) - (E~F) 20, VE, F € R, (22)
gi(E)-E>m|E)?, VE € R |E| > 1, (24)
l9:(E)l < M(1+ |E|), VE € R®. (25)
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Ces différentes hypotheses garantissent la décroissance de ’énergie du systeme (19),
définie par

E(t) = ;/(\atu(m)\? +o(u)(z,t) : e(u)(x,t))dx
b5 @I OP + p)l H e, HP)
+5 /F(JT(u)(:B,t) 9 (u) (2, 8) + alu(z, )2 do

Nous effectuons également dans cette partie la méme approche a celle adoptée dans
la premiere partie pour étudier ce systeme.

Chapitre 4. Comme pour la partie précédente, nous nous intéressons tout d’abord
a I’existence et 1'unicité des solutions de ce systéme et pour cela nous réécrivons notre
systeme en un systeme du premier ordre, en utilisant la théorie des semi-groupes
non linéaires [42] et en appliquant le Théoreme de Hille-Yosida nous prouvons que
ce systeme est bien posé, on obtient le :

Théoréme 0.4. Supposons que les fonctions g, et g vérifient (22), (24) et (25).

1. Si (ug,u1, Eo, Hy) € H alors le probléme (19) admet une solution (faible)
unique vérifiant :

(u,0u, B, H) € C(R,,H)

2. Si (ug,u1, Eo, Hy) € D(A), alors le probléme (19) admet une solution (forte)
unique vérifiant :

(u, 0, B, H) € WH(R,, H) N L™(R,, D(A))

Une fois P'existence et l'unicité des solutions de notre systéme (19) prouvées
ainsi que la décroissance de 1’énergie, nous étudions la stabilité uniforme du probleme
linéaire associe au probleme (19). Plus précisément, nous montrons que les feedbacks
naturels “E x V" et “Opu” sont suffisantes pour assurer la décroissance exponentielle
de I'énergie, cette décroissance est équivalente a l'estimation de stabilité. Pour cela,
nous supposons que {2 est un ouvert borné non vide de R3, de frontiére I" de classe
C3 (pour donner un sens au tenseur de courbure) strictement étoilé par rapport
a 0, ie., m(x) - v(z) > 0 pour tout = € I'. Dans un premier temps, on établit
Iidentité fondamentale sur laquelle est basée la technique de multiplicateurs, en
utilisant les multiplicateurs : 2(q : Vu), 2u(q X H) et 2€<E X q> — 2£<q ; Vu)
pour le systeme d’équations dans €2 et les multiplicateurs frontieres non standards
2(mOrurm 4+ u,0rv)qr, 2(0ru, —urdrv)qr, (cf. [10]), pour les conditions de Ventcel
sur I', ou mOrur désigne la dérivée covariante du champ ur, Orv est I'opérateur de
courbure et ¢ = (q1, g2, q3) € WH*(Q)3; cela a conduit & des calculs longs et parfois
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ardus pour établir I'identité fondamentale. On utilise ensuite cette identité obtenue
et Uexpression de Iénergie, en posant g(x) = m(x) = x. Aprés cela, on estime les
différents termes, en procédant comme dans [10,24], on en déduit I'estimation de
stabilité suivante :

T T
37T >0, / E(t)dt < CLE(0) + 02/ /(\8tu(t)2] VB x v[?)dodt,  (26)
0 o Jr
ou (' et (5 sont des constantes positives telle que C; < T.

Chapitre 5. Dans ce chapitre on s’intéresse a 1’étude de la controlabilité exacte
et de la stabilité non linéaire du probleme (19); la controlabilité exacte est une
conséquence de principe de Russell. En effet, on adopte la méme technique a celle
utilisée dans [36], on montre que notre systeme est exactement contrdlable sous
I’action de deux controles frontieres. On obtient le théoreme suivant :

Théoreme 0.5. Si Q) satisfait ’estimation de EFE-stabilité, alors pour tout T >
0 suffisamment grand, et pour tout (ug,ui, E,H) € H, il existe deux contriles
Ji, Jo € LA(S7)? ot Jo = Jop + Jov sur X, et Jy v = 0 sur Xp tels que la
solution (u, Oy, E, H) € C(]0, T[,H) de

0?u — Vo (u) + &curl E = 0, dans Qr = Qx]0, T,

€0 F — curl H — &curl O,u = 0, dans Qr,

o H + curl £ = 0, dans Qr,

div(e F) = div(u H) =0, dans Qr, (27)
Hxv—E&huxv=J, sur Xp = I'x]0, T,

os(u) — m + aur = Jor, sur 2,

o,(u) + o3 (u) : Opv + au, = Jy, sur X,

u(0) = ug, Ou(0) = uy, E(0) = Ey, H(0) = Hy, dans €,

vérifie w(T) = Ou(T) = E(T) = H(T) = 0 au temps T.

Hormis les résultats de controlabilité exacte établis dans ce chapitre, nous y éta-
blissons également la décroissance explicite de 1’énergie pour le systéme non linéaire
(19) en suivant la méthodologie développée dans [37].

Notons que les chapitres 3 et 4 de cette these correspondent a des articles qui
ont été publiés ( [21]) ou soumis (version révisée d’article soumise) ( [22]).
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Chapitre 1

Rappels

Nous présentons dans ce chapitre les principaux outils utilisés dans cette these.
La premiere section est dévolue aux rappels d’analyse fonctionnelle dans les espaces
de Hilbert, notamment des résultats sur la théorie des semi-groupes non linéaires
et quelques inégalités élémentaires. La seconde section a pour objet de présenter
quelques résultats sur la géométrie différentielle intrinséque pour les surfaces de R3,
qui joueront un role essentiel dans les chapitres ultérieurs.

1.1 Rappels et notations générales

1.1.1 Rappels sur les opérateurs non linéaires

Nous présentons ici certains concepts et outils classiques dans la théorie des opé-
rateurs non linéaires qui nous seront utiles. Nous n’en donnons pas les démonstra-
tions, elles pourront étre lues dans 'ouvrage de R.-E. Showalter [42]. Nous n’avons
pas 'intention de présenter ici la théorie des espaces de Sobolev. Pour plus de amples
détails, nous renvoyons a l’abondante littérature consacrée a I'analyse fonctionnelle
(cf. e.g. [1], [6]). On suppose que X est un espace de Hilbert réel muni de produit
scalaire noté (.,.).

Définition 1. Soit A : D(A) C X — X un opérateur non linéaire de domaine
D(A), on dit que A est monotone si :

(A(u —v),u —v) >0, Yu,v € D(A). (1.1)

On dit que A est maximal-monotone si A vérifie (1.1) et satisfait a R(I +A) = X.

11
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Définition 2. On dit que A: X — X est hémi-continue si [’application
t—= (Alu+tv),w)x
est continue sur R, pour tous u, v, w € X.
Définition 3. On dit que A: X — X est coercif si
(Au, u)

[l x

— +o0 lorsque ||u||x — +o0.

Théoréme 1.1. Soit A : X — X un opérateur non linéaire. Si A est monotone,
hémi-continue, borné et coercif, alors A est surjectif.

Théoréme 1.2 (Hille-Yosida). Soit A : X — X un opérateur mazimal monotone
dans un espace de Hilbert X . Alors, pour tout ug € D(A) il existe une fonction

ue C'(Ry; X)NCORy; D(A))

unique telle que

(1.2)

2 4 Au =0 dans [0, 400
u(0) = ug, donnée initiale.

De plus, on a
[u(®)]lx < [lu(0)]x
et
du
1= Ollx = [ Au®)llx < [l Au(0)]x.

1.1.2 Quelques inégalités
Inégalité de Young

Soit a, b deux éléments de R, alors on a
2

b
b<0a*+—, V6>0.
a_a—|—49,v>0

12
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Inégalité de Korn

Il existe une constante positive C' dépendant seulement de €2 telle que

3 2

>

,j=1

Ouy

3
2l <O ey,

L2(Q) i,j=1

pour tout u € H'(Q)3, on e(u) = (£,;(u))i<ij<3 est le tenseur des déformations

défini par
ZJ n 2 8LEZ 8.77]' '

Inégalité de Jensen

Définition 4. Une fonction ¢ d valeurs réelles définie sur un intervalle |a,b| ou
—00 < a <b< 400 est dite convexe si ['inégalité

p((1—w)s +wt) < (1 —w)p(s) +we(t), (1.3)

est vérifiée pour tous nombres s, t, w tels quea <t <b,a<s<bet0<w<1. La
relation (1.3) est aussi équivalente d [’inégalité

p(t) —¢ls) _ o(7) = ¢(t)
t—s - T—1

Y

pour tous a < s <t <1 <b.

On a l'inégalité de Jensen suivante

Lemme 1.1. Soit f € L'(X) (ou X = I'x]0,00[C R est une partie mesurable et
mes(X) < 00), telle que a < f(x) < b pour tout x € ¥ et ¢ une fonction continue
conveze de |a,b] dans R. Alors

© (mei(E) /Ef(:v) d:v) < mei(z)/zgp(f(x))d:c.

Remaque 1.1. ¢ est concave si et seulement si (—p) est convexe, alors on a l’in-
égalité de Jensen pour les fonctions concaves :

mesl@)/zw(f(x))dx < (mei@) /Zf(x) dx).

13
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1.2 Quelques éléments de géométrie différentielle
intrinseque pour les surfaces

Dans ce paragraphe on donne quelques notations et quelques résultats prélimi-
naires sur la géométrie différentielle intrinséque pour les surfaces de R3, qui seront
utilisées de facon constante dans les chapitres suivants lors de 1’étude de la stabi-
lisation exponentielle de problemes avec conditions au bord de Ventcel. Pour une
présentation plus complete sur la formalisme intrinseque de la théorie des surfaces,
nous renvoyons le lecteur a [43], [31].

1.2.1 La normale et le plan tangent

Soit T une surface plongée dans l'espace R? lui-méme rapporté & une base or-
thonormée, on transforme un ouvert [ du plan (O, &Y €%) en la surface I' par une
carte régulicre ¢ (par exemple de classe C?). Les vecteurs a; = g—éﬁ(gp_l(m)) et
as = g—g‘@(go_l(m)) sont indépendants et engendrent en chaque point m de I' un

espace vectoriel appelé plan tangent en m a I" et noté T,,,(T").

On définit également le vecteur unitaire v(m) = 249 orthogonal en m a T’

~ larnazll
appelé normale unitaire en m a I'. On a alors la décomposition suivante de R?

R? = T,,(T) ® Rv(m),

que 'on peut encore écrire

I3 = m(m) + v(m)v(m), (1.4)

olt (m) représente la projection orthogonale sur T,,(T'), I3 'identité de R3 et v(m)
est 'opérateur de transposition.

Tout champ ¢(m) défini sur I', peut étre décomposé en une composante tangen-
tielle gr(m) = m(m)g(m) et une composante normale ¢,(m) = v(m) - g(m), on a
alors

q(m) = qr(m) + q¢,(m)v(m).
1.2.2 Dérivée d’'un champ tangentiel

Soit ¢r un champ régulier de vecteur tangent a I'

m €' — gr(m) = ¢*(m)an(m) € T,,(T).

14
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On définit la dérivée de g sur I" par :

2 dqr

2
amQT = o at = Z QQaa)
a=1 (%a a=1

c’est un endomorphisme qui applique le plan tangent dans R® et non pas dans le
plan tangent lui méme.

On introduit les symboles de Christoffel T'3; par :

2
T aap = Lagar, a,f=1,2, (1.5)
A=1
ou
0%
Qq,p = W = 48,a;,
d’ou

A A
Faﬁ - F/@a

1.2.3 Dérivée d’un champ de vecteur sur I'
Soit w un champ de vecteurs défini sur I'; on a (cf. [10], [31], [43]) :

Omtt = Oy + O (u )
= Opur + VOnu, + u,(Onv).

D’apres (1.4), il vient :
Omtt = TOpurT + VOO ur + VO, + (O V),
ol m0,ur désigne la dérivée covariante du champ wup. De Tur = 0 on obtient par

dérivation
v(Opur) + up(0pv) =0,

ce qui permet d’écrire la dérivée de u sous la forme :
Ot = TOpurT — VUT (O V) + VO, + Uy (O ).

ou Opv est Popérateur de courbure 0,,v = (9,v)a®, ¢’est un endomorphisme symé-
trique du plan tangent.

15
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1.2.4 Divergence tangentielle d’un champ d’endomorphisme
sur ['

Soit 7 un champ régulier d’endomorphismes du plan tangent a I"; la divergence

tangentielle de 77 est le champ de formes linéaires sur le plan tangent noté divprr
défini par (cf. [10]) :

/ divprrurdo = —/(TT : TOpurm)do, Yur € DI, T(T)), (1.6)
r r

ou (1tr : mOpurm) = tr(mp - mOpurm) et D(I,T(')) désigne 'espace des champs
tangents a [ dont les composantes dans une bases {a;,as} de T,,,(I') sont dans
D(D).

Maintenant, on rappelle I’énoncé de divers résultats dont on va faire usage dans
les chapitre 3 et 4. Nous commencons par rappeler les deux lemmes suivants. Pour
plus de détails, le lecteur intéressé peut se référer aux travaux [10,11,31] (et les
références citées).

Lemme 1.2. Soient f une fonction de classe C? et qr un champ tangent de classe
O défini sur T ; alors

- 1
VrfVr (VTf : QT) = VTf(W(aTCIT>>VTf + 58T<‘va|2)QT7
ou Vr est le gradient tangentiel.
Lemme 1.3. Soit zyp € R?, on pose ¢ = — x9 = qr + qv, on a

wOrqr + q.0rv = i,
8Tq,, = ﬁaTV,
divrgr =2 — g tr(0rv),

ol iy est lidentité du plan tangent et “tr” désigne la trace d’une matrice.

1.2.5 Tenseurs des déformations et de contraintes

Soit u :  — R? un champ assez régulier ; on désigne par V son gradient ; on
écrit la différentielle de u (c¢f. [12,13,31])

Vu = 7(Opur)T + t,(Omv) + (Oyur)V + v ((Omuy,) — Ur(0pv) + (Ou,)v), (1.7)
Dans le repére local la matrice représentant Vu s’écrit :

Vur — ( TOmur™ + Uy, (O ) O ur ) '

OmUy, — U OV d,u,

16



Rappels

Le tenseur des déformations est donné par :
2¢(u) = Vu+ Vu
B ( TOnurT + TORurT + 2u, (O v)  Oyur — (OpV)ur + Oy )

Dtz — (D) T + Oty 201,
-2 20,

o e(u) = er(u) + veg(u) + es(u)v + &, (u)vo, (1.8)

o er(u) = ;(Wamuwr T + ty (B, (1.9)

co(u) = & (Boir — (Dp)ur + B, (1.10)

: e, (1) = dyu,. (1.11)

Le tenseur des contraintes est donné par la loi de Hooke :

o(u) = 2ae(u) + Atr(e(u))ls
() o)
as(u) ou(u) )’

oll o, A sont les coefficients de Lamé et I3 est la matrice identité de R3. On a alors :

o(u) = op(u) + vog(u) + os(w)v + o, (u)vp, (1.12)
| or(u) = 2a(er(u)) + A[tra(er(u)) + €, (u,)] L2, (1.13)
os(u) = 2a0eg(u), (1.14)

et
o, (u) = (A4 2a)e, (uy,) + Atra(ep(u)), (1.15)

ou "tr” symbolise la trace d’une matrice et I est la matrice identité du plan tangent.
D’apres (1.12), il vient alors :

o(u)-v=og(u)+o,(u)r. (1.16)
Remaque 1.2. Soit u € H'(Q)?; de (1.8) — (1.15), on a
(

e(u) : e(u) = ep(u) : ep(u) + 2les(w)|* + |e, (w)|? sur T; (1.17)
o(u) : e(u) = op(u) : ep(u) + 205(u)es(u) + o, (u)e, (u) sur T (1.18)
= 2a(er(u) : ex(u) + |e, (u)]?) + dales(u)* surT. (1.19)
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1.2.6 Quelques espaces fonctionnels

Soit ur(m) = u®*(m)a,(m) un champ régulier de vecteur tangent a I'. On munit
L*(T,T(T)) de la norme

1
2
Jurl oy = ( [ furldo)

qui est équivalente a la norme :

1
2

ur — <||u1||i2(r) + ||U2H%2(r))

On munit H'(T, T(T")) de la norme

Bl
—~
—
]
(=}
~—

ey = (e ey + 1l w)

Un champ g7 : I' — Lg(T(T)) appartient a LA, Ls(T(I))) si (qr : gr)2 : T — R,
appartient & L*(T'). On pose

larll 2 csayy = (ar = ar)? {2,
ou Lg(T(T")) est 'espace des opérateurs symétriques de T'(T").
Remaque 1.3. Siupr € HY(T',T(T)) alors er(ur) € L*(T, Ls(T(T))).

Proposition 1.1. L’expression |||y pry, définie par :

1
3
e ey = ([, (jurl? + 4 (ur)s b ur)) do )
est une norme sur H'(T', T(T")) équivalente d la norme définie en (1.20).

Pour la démonstration, le lecteur pourra se référer a [10], [12].
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Introduction

Dans cette partie on se propose d’étudier la controlabilité exacte et la stabi-
lisation frontiere d’un probleme couplé “Maxwell/ondes” avec des conditions au
bord de type Ventcel. Cela consiste a exhiber des feedbacks frontieres linéaires de
sorte que 1’énergie du systeme décroisse de maniere exponentielle par rapport au
temps. Ensuite, par le principe de Russell, cette décroissance exponentielle permet
de controler exactement le probleme (1.21) avec des controles dans L?(T,]0,T)?
(cf. Section 4.2). Apres cela, on utilise les résultats publiés dans [37] on établit une
estimation de I’énergie du systéme non linéaire, en appliquant le principe de Liu.

On considere alors le probleme de Ventcel suivant :

02u — Au+ Ecurl E =0 dans Q := Qx]0, oo,

€0y — curl H — £curl O;u = 0 dans Q,

o H +curl E =0 dans Q,

div(e E) =div(u H) =0 dans Q, (1.21)
Hxv+&uxv+g(Exv)xv=0 sur ¥ := I'x]0, oo,

Oy — Aru + Au + go(Opu) =0 sur Y,

u(0) = ug, Ou(0) = uy, E(0) = Ey, H(0) = Hy dans ,

ol  est un ouvert borné de R? de frontiere I de classe C?. Ce systéme modélise
le couplage entre le systeme de Maxwell et 1’équation des ondes, i.e., pour £ =0, le
systeme (1.21) donne deux systémes indépendants qui sont le systéeme de Maxwell :

eyl — curl H = 0, dans @ := 2x]0, oo,

woH + curl £ = 0, dans @),

div(e E) = div(p H) = 0, dans @, (1.22)
Hxv+q(Exv)xv=0, surX:=1Ix]0,00],

E(0) = Ey, H(0) = H,, dans €,
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et I’équation des ondes avec conditions au bord de Ventcel :

O?u — Au = 0, dans @ := Qx]0, oo,
Oyu — Apu+ Au+ go(Gu) =0, sur 3 := I'x]0, oof, (1.23)
u(0) = up, u(0) = uy, dans Q.

Nous citons a présent quelques travaux sur la stabilisation des systemes hyperbo-
liques par l'insertion directe des termes feedbacks frontieres : La stabilisation fron-
tiere du systéme (1.23) a été considérée dans [11] (ici A € CY(T") est une fonction
non négative), auteur a montré que I’énergie tend vers zéro quand ¢ — +o00 en uti-
lisant le principe d’invariance de LaSalle [30] et le théoréeme d’unicité de Holmgren
( [16], p.129, th. 5.3.3). En revanche, lorsque A = 0, A. Heminna [13,14] a prouvé,
par une étude spectrale, que le systéme linéaire associe au systeme (1.23) n’est pas
exponentiellement stable. Plus tard, K. Laoubi et S. Nicaise [29] ont étudié le méme
probléme dans un domaine Q = (0, 1)2, ils ont établi un taux de décroissance polyno-
mial de I'énergie. Pour les systemes de Maxwell avec des conditions au bord de type
Silver-Miiller et € = p = 1, V. Komornik [23] a prouvé, sous certaines conditions géo-
métriques, que 'énergie associée a la solution du systéme (1.22) dans un domaine
strictement étoilé, décroit de maniere exponentielle quand ¢ — +o0; il a établi
I'optimalité du taux obtenu. Récemment, M. Eller et al. [8] ont obtenu la stabilité
uniforme du systeéme (1.22) dans le cas ou € et p sont des fonctions positives (vérifiant
certaines hypotheses relativement fortes). Par la technique des multiplicateur, il ont
établi 'estimation de stabilité qui est équivalente a la stabilité exponentielle. Par
la suite, ce résultat a été généralisé par S. Nicaise [36] pour le systeme de 'elasto-
magnétisme avec des conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann soumis a
deux feedbacks non linéaires. D’abord, il montre que ’énergie décroit de maniere
exponentielle avec des feedbacks linéaires si {2 est strictement étoilé par rapport a
I'origine, en supposant que les coefficients € et p sont des constantes positives dans
tout le domaine 2. Ensuite, par le principe de Liu [35], il établit une estimation du
taux de décroissance de 1’énergie par des feedbacks non linéaires.

Comme mentionné précédemment, A. Heminna a montré dans ses travaux [13,14]
que le feedback naturel 0;u est insuffisant pour assurer une décroissance exponentielle
de I’énergie méme s’il permet une stabilisation forte du systéme (1.23). L’objectif de
ce travail est de montrer que le couplage ente ’équation des ondes avec des condi-
tions de Ventcel et le systeme de Maxwell permet au feedback naturel d’assurer
la décroissance exponentielle de 1’énergie associée a la solution du systeme linéaire
(1.21). Plus précisément, on montre, sous certaines conditions géométriques, que
la décroissance exponentielle de I’énergie du systéme (1.21) est équivalente a 'esti-
mation de stabilité (¢f. Chapitre 3, Section 3.1). Pour cela, on établit dans le cas
linéaire des inégalités intégrales comme dans [4, 11,24, 35], ce qui permet d’obtenir
une décroissance exponentielle et d’utiliser les résultats théoriques établis dans [37].
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Introduction

A T’issue de cette introduction, cette partie est articulée comme suit : Le chapitre
2 est consacré a ’étude de l'existence et 'unicité des solutions dans un espace de
I’énergie convenable. Dans le chapitre 3, on commence d’abord par rappeler quelques
résultats théoriques établit dans [8,36,37], ensuite on passe a 1'étude de la stabi-
lisation exponentielle. La section qui suit fait usage du principe de Russell pour
la déduction de la contrélabilité exacte a partir de la stabilisation obtenue, et on
termine ce chapitre en prouvant la stabilisation non linéaire de notre systeme en
utilisant le principe de Liu.

Notons que l'identité fondamentale (c¢f. Chapitre 3, Section 3.1) devient une
inégalité intégrale qui permet d’établir une décroissance exponentielle de 1’énergie.

22



Chapitre 2

Solution du probléme non linéaire

2.1 Formulation du probleme

Dans cette section on donne une formulation du probleme (1.21) dans un espace
de Hilbert. Pour cela, on introduit les espaces de Hilbert suivants, similaires a ceux
introduit dans (cf. [38], [28], [10]). Ici et dans tout ce qui suit nous allons utiliser
la notation Vu; : Vuy = %“71]?%“72; et Vyouy @ Voyuy = %TT?%TT? (la convention de

sommation pour les indices répétés est adoptée).

J(Q,e) ={FE € L*(Q)*/ div(eE) = 0 dans Q}, (2.1)
U ={ue H(Q)*, u, € HY()*}, (2.2)
H=U)> x L*(Q)* x J(Q,¢) x J(Q, ), (2.3)

munis des produits scalaires suivants :
(B1, Bs). = /Qe(x) Ev(z) - Bs(x)dz, ¥ Ei, By € J(Qe),
(w1, v1, By, Hy), (ug, v, By, Ha))y = (U, u2)uys + (v1,v2) 120 + (E1, Ba)e + (Hy, Ha),,
v(ula U1, E17 H1)7 (u27 Vg, EQ; HQ) S Ha
avec
(ul,UQ)u(Q)S = / Vu1 . VUQ dx + A/ U - U do + / VT uy - VT (75) dO',
Q r r

et
(UlaUQ)LQ(Q) = /QU1 - vy d,
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Solution du probléme non linéaire

ou v = Oyu. Définissons maintenant I'opérateur non linéaire A : ‘H — H comme
suit : Pour tout (u,v, E, H) € D(A)

A(u,v, E,H) = (—v, —Au+ Ecurl E, —¢ *(curl H + £curl v), p ' curl E) . (24)
de domaine :

D(A) = {(u,v,E,H) € H | Au, curl E,curl H € L*(Q)*; v € U(Q)?,

Exv, Hxve L*T)? satisfont : (2.5)
Hxv+&uxv+g(Exv)xv=0surl .
Oyu — Apu + Au + go(v) = 0 sur T'}. (2.7)

Le systeme (1.21) est équivalent a :

@U + AU - O,
{ U(0) = U, (28)
avec U = (u,v, E, H) et Uy = (uo, vo, Fo, Ho).
De plus, on suppose que g;, i = 1,2 vérifient :
|G(E) < M(L+|E), VE € R, (2.9)

ou M est une constante positive.

Remaque 2.1. Rappelons que si v € H(A,Q) ou
H(A,Q) = {u e H'(Q)*/Au € LX(Q)*},

alors O,u appartient a H 3 ()3 et la formule de Green swivante est valable (voir par
exemple section 1.5 de [18]) :

(0, u,w) = /Q(w~Au+Vu : V) dz.
ot (.,.) désigne le crochet de dualité entre H=2(I')3, H2(I)3. De plus, pour tout
(u,v, E,H) € D(A) et d’aprés la propriété (2.9) on a d,u — Aru = Au+ g2(v) €
L2(1)3, donc : Apu € H™2(T)3 ; la condition au bord (2.7) a un sens dans H~2(I)3,
De méme, en utilisant le fait que u, v € H'(Q)? et la propriété (2.9) on peut définir
la condition au bord (2.6) comme un élément de L*(T')3.
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Solution du probléme non linéaire

2.2 Existence et unicité des solutions

Dans ce paragraphe on montre un résultat d’existence et d’unicité des solutions
de (1.21) en utilisant I"approche des semi-groupes non linéaires. Puis par un calcul
classique on montre que ’énergie du systéme (1.21) est décroissante.

Commencons d’abord par présenter les résultats de densités suivants :
Lemme 2.1. Soit J}(Q,€) l'espace défini par :
JHQ,e)={E € J(Q )| curl E€ L*(Q)® et Exv =0 sur I'}. (2.10)

JY(Q, €) est dense dans J(Q,¢€).

Pour la preuve, on peut se référer a ’article de Nicaise [38].

Lemme 2.2. Soit U(Q)? Uespace défini par :

U = {ueU(Q)® | Aue L), 8,(u) — Aru+ Au=0 surT},

muni de la norme suivante :

[N

el s = (leliZiays + 1AullF2(qps)
L’espace U(Q)? est dense dans U(Q)?.

La démonstration de ce lemme peut étre trouvée dans la Proposition 2.4 de [11].

Lemme 2.3. Si ¢1(0) = g2(0) = 0, alors D(A) est dense dans H.

Démonstration. Pour montrer que D(A) est dense dans H il suffit d’établir 'inclu-
sion suivante :

Do =U(Q)* x D(Q)* x P.D(N) x P,D(Q)* C D(A)

car Dy est dense dans H. Soit (u,v, £, H) € Dy; d’apres le lemme 2.1 on a :
P.D(Q2)? x P,D(2)? est dense dans J(§2, €) X J(, ), ot P, est la projection ortho-
gonale sur J(£, ¢) dans L*(Q) muni de produit scalaire (.,.),, alors £, H € D(A).
De plus, pour tout u € U(Q)?, v € D(Q)? et le fait que g1(0) = g2(0) = 0 on a :
Oyu—Aru+Au+go(v) =0 et Hxv+E{uxv+gi(Exv) =0sur I"alors u,v € D(A);
on conclut que (u,v, E,H) € D(A) donc Dy C D(A), d'ot D(A) est dense dans
H. n
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Solution du probléme non linéaire

Lemme 2.4. Si pour i = 1,2, Uapplication g; : R> — R? est continue et satisfait la
propriété (2.9) ainsi que les conditions suivantes :

(9:(E) —gi(F)) - (E—F) >0, VE,FeR®, (2.11)
9i(0) =0, (2.12)
g(E)-E>m|E]*, YVE€R? |E|>1, (2.13)

ou m est une constante positive, alors A est un opérateur maximal monotone.

Démonstration. .. A monotone :

L’opérateur A est monotone si et seulement si :
(AU, — AU,, Uy — Uy),, 20, YU, U, € D(A).
En utilisant la définition de A et le produit scalaire dans H, on trouve :
(A(ug, v, Ev, Hy) — A(ug, v2, By, Ha), (uy,v1, By, Hy) — (ug,v2, B2, Ha)),,
(=014 oy — w2y — [ A (= wa) - (01— vy) d
+§/F(v1—v2) xu-(El—EQ)da—i—/F(Hl—Hz) x v (B — By) do
V(uy,v1, By, Hy), (ug, vg, Ea, Hy) € D(A).

Une intégration par parties dans € et la définition de produit scalaire dans ()3,
donnent :

(A(ulavla ElaHl) - A(u27v27 E27H2)7 (ulavla ElaHl) - <u27v27 EQa HQ))’H
=< —8,, (Ul — UQ) + AT (Ul — UQ) — A(U1 — U,Q), (1)1 — ?}2) >_%7% +

5/(1}1—1]2) XV'(EI—EQ)CZU+/(H1—H2) XI/'(El—EQ)dO',
I I
\V/(U1,U1,E1,H1), (UQ,’UQ,EQ,HQ) S D(.A)

Utilisant les conditions au bord (2.6), (2.7) et la propriété (2.11) sur g; et go, on
obtient

(A(Ulavla ElaHl) - A(UQ,UQ, EQ,HQ), (Ul,l}l, ElaHl) — (UQ,UQ’ EQ’ HQ))H
:/F{(gl(El XV)—gl(ngu))-(El XI/—EQXIJ)

+ (g2(v1) — ga(v2)) - (vy — v2>} do > 0,

d’ou la monotonie de A.
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Solution du probléme non linéaire

. A maximal :

Soit (f, g, F,G) quelconque dans H. Cherchons un élément (u,v,E,H) € D(A)
vérifiant :

(Z+A)(u,v, E,H) = (f,9,F,G). (2.14)
On a :

(Z+ A)(u,v,E,H) = (u —v, v —Au+fcurl B, E — ¢ (curl H + Ecurl v),
H + p'curl E),

c’est a dire :

u—v=Ff (2.15)
v—Au+Ecurl F = g, (2.16)
E — ¢ (curl H + £curlw) = F, (2.17)
H+pyteurl E = G. (2.18)
L’équation (2.15) (resp. (2.18)) donne :
w=uv+f. (2.19)
H=G—p'curl E. (2.20)

En substituant u (resp. H) par sa valeur dans (2.16) et (2.7) (resp. dans (2.17),
(2.6)), on obtient formellement

v—Av+&curl E = Af + g, dans €2
P) ¢E + curl (p~'curl E) — £curl v = €F + curl G, dans Q2

—(pteurl B) x v+ &oxv+g(Exv)xv=—-Gxv. surl

0 —Arv+ Av+ go(v) = =0, f v+ Arf — Af, sur T

En multipliant la premicére et la seconde équation de (P) par v; € U(Q)3 et By € W,
respectivement, en intégrant par parties dans €2 et en tenant compte des conditions
aux limites dans (P), on déduit formellement que

/Q{U~U1+Vv:Vvl}dx+/Q{GE-E1+,LL_Icur1E- curlEl}dx
+£/Q{curlv1-E—curlv-E1}+/F{Av~U1+VTU:VTvldx
—|—g2(v)~v1—|—gl(E><u)-E1xu}da—f/F{EXI/-vl—l—vxV~E1}da
:/Q{gml—Vf:VU1+6F~E1+G-cur1E1}d:C

—/FVTf:VTvlda—A/Ff-vlda, ¥ (v, By) € UQ)® x W,

27



Solution du probléme non linéaire

ou

We={E € L*(Q) curl E € L*(Q)*, div(eE) € L*(Q)° et E x v € L*(I)*},

(2.21)
muni de la norme :
B3, :/(|E|2—|— curl B? + |div(eE)[) da:+/ B x v|? do, (2.22)
Q r
Alors, la formulation variationnelle du probleme (P) est :
Trouver (v, E) € U(Q2)? x W, tel que :
a((v, E), (vi, By)) = L(vy, Ey), ¥V (v1,E1) €V, (2.23)

avec V = U(Q)3 x W, ot la forme bilinéaire a est définie sur V x V par :

a((v, E), (v1, Ey)) = /Q {v-v; +Vov:Vu }dx
+ /Q {eB-By+p'curl B+ curl By + s div(eE)div(eE) } do
+§/Q{curlvl-E—curlv-E1}d:B
+/F{Av-v1+VTv  Vr o1+ ga(v) o1+ g1 (E X v) - By x v} do

—{/{Exu-vl+vxu-E1}da,
r

et s est un parametre qui sera choisi plus loin.
La forme L est définie sur V par :

L(vl,El):/Q{g-vl—Vf:Vvl—l—eF-El—l—G-curlEl}dw
—/FVTf:VTvlda—A/Ff-Ulda.

Maintenant on introduit I’application suivante :

B:V—=YV
(v, E) = B(v, E)

ou B(v, E)((v1, E1)) = a((v, E), (v1, E1)). Comme L € V', alors résoudre le probleme
(2.23) est équivalent a la surjectivité de B. D’apres le corollaire (2.2) de [42] il suffit
de montrer que B est monotone, hémicontinue, borné et coercif.
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Solution du probléme non linéaire

. B monotone :
Soient (v, E), (v, F1) € V; on a

< B(’U, E) — B(Ul,El), (U — Ul,E — El) >yry
=a((v,E),(v—u,E — Ey)) —a((v1, E1), (v —v1, E — Ey))

_/Q{|“ — o+ V(v —vl)]2} do

+f {6|E _EP 4+ pVeurl (E — By + s |div(e(E — EI))|2} do

+/FA\U — > do + /F Vi (v—1)|? do

+/F(gl(E><1/)—g1(E1 x 1)) (E X v—Ey xv)do

+ [(9200) = go(00)) - (0 = v1) dor (2.24)
La condition (2.11) nous permet de conclure que :

< B(v,E) — B(vi, E1), (v—v1,E — Ey) > 1> 0,

d’ou la monotonie de l'opérateur B.

. B hémicontinu :

Soient (v, E), (v1, E1), (va, Ep) € V.
Montrer que B est hémicontinu revient a montrer que I'application :

t —< B(U + tvq, E+ tEl), (UQ, EQ) >yry
est continue sur R ce qui revient a dire que :

lim < B(U+tU1, E+tE1>, (UQ, EQ) >yry=< B(U—f—tg’l]l, E+t0E1), (Ug, Eg) >yry surlR.

t—to
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Solution du probléme non linéaire

On a :
< B('U + t'Ul, E+ tEl)a (U27 EQ) >yry=a ((’U + t’Ul, E+ ZfE1>7 (U27 EQ))
= /Q {(U +tuy, ) - va + V(v 4 tog) va} dx

+ /Q {E(E +tEy) - By + p teurl (B +tE)) - curl B,
+ s div(e(E + tEl))div(eEg)} dz
+ 5/9 {curl vy (E 4+ tEy) — curl (v + tvy) - Eg} dx
+ /F {A(v +tvy) - v + V(v + tvy) : vg + ga(v + tvy) - vg
+g1((E+tE)) xv) - Fy x 1/} do
—g/r{(E+tE1) X vy + (0 tug) X y-EQ} do.
I1 suffit alors de montrer que :

lim g {gg(v +tvy) vy + g1I((E+tE)) X v)-Ey X 1/} do = /F {gg(v + tovy) - vot+

t—to

g1((E+toEy) x v) - By % V} do.

Puisque g; et g sont continues, alors pour tous (v, E), (v1, E1), (v, E3) € V on a :
g((E+1tE)) X v)-Ey xv— g1((E+1toE)) Xv)-Ey xv. pp sur I' quand t — t

g2(v+tvy) - vg = go(v +tovy) - ve. pp sur T’ quand t — to.

En outre, comme g; et g, vérifiant (2.9), alors en appliquant le théoréeme de la
convergence monotone nous obtenons :

lim {gg(v +tv))-ve+ g1((E+tE)) X v) - Ey X 1/} do
r

t—to

= [ lim {QQ(U +tvy) vy + g1 ((E+tE)) X v) - Ey X 1/} do

T t—to

= /1" {gQ(U +t0?}1) * Vo —|—gl((E+t0E1) X V) . EQ X V} dO’,

ce qui donne :

lim < B(v—i—tvh E+tE1), (UQ, EQ) >yrpy=< B(U+t0U17 E—Hngl), (Ug, EQ) >yry sur R,

t—to

donc B est hémicontinu.
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B est coercif si on a :

B(U7E)((U>E)) _ a((va)7 (U’E)) o0 quan v o0
By~ ToB, T auand [0 B)ly = +eo.  (2:25)

On fixe £ € L*(Q)3, et on pose :

Ip=A{z €T} [(E xv)(x)] > 1},
Fp={zeTl; |[(Exv)(z)| <1}

En utilisant la propriété (2.13) sur g; et go, en on déduit que
(v, B)v.B)) > [ {Jvf + [Vol?} do+ [ Al +|Vr of*} do
+ /Q{E|E|2 + o Yeurl B2 + s |div(eE)|?} do + m/F+ E x v? do.
:
D’autre part, on a :
(v, )1 = llvllZ + 1 Bl
< [P+ v

+/{\E|2+ lcurl B|? + |div(eE)]2}dx+/ 1B x v|? do.
Q r

2} dr + /F{A|v]2 4 Ve o2} do

La définition de I'; donne :
I B} < [ {lof? + [Vol*} o+ [ {ARI?+[Vr v} do
+ /Q{|E|2 + curl E? + |div(eE)[?} do + /F IE x v2 do + |T.
:
Puisque on a :
O<e <el@)<e, 0<pg' <p'(z)<prl
il vient :
a((v, E)(v, E)) > /Q{|v|2+yvv\2}dx+/F{Ayv|2+vav|2}da
+ min(er, g5, 5,m) UQ{|E|2 + |curl B + |div(eE)|?} da+

/ |E x v|? da}
Ih

> min(1,7) (| (v, E)|5 — [T)),
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Solution du probléme non linéaire

avec v = min(ey, g ', s,m) ; on obtient alors :
a((v, E), (v, E)) > a([|(v, E)|3; — L)

ol @ = min(1,7), d’ou (2.25).

Soient (v, E), (v, E1) € V. On a :
a((v, E), (v1, E1))| §/Q|VU:V”Ul|d:v+/ﬂ{|e(a:)E-E1|+|,u_1(x)curlE-curlE1|+
f/ﬂ{|curl vy - E| + |curlv - curl Ey|}dx + |s div(eE)div(eEl)\}dx
+ /r {A|v cv1| + | Vv : Vour| + g2 (v) - 1]+

|gl(E><V)-E1><V|}d0+§/{|E><V-v1|—|—|v><u~E1| do
r
<

En utilisant 'inégalité de Cauchy Schwarz, la propriété (2.9) et le fait que 0 < ¢
e(r) <eet 0<py' <p '(z) < py', on obtient :

la((v, E), (v1, E))| < B[ (v, E)l[vll(v1, E)llv + 2M |[|(01, E1)|lv,
v(”a E)7 (Ula El) € Va
ot B = max(y,2M) et v = max(3, eg, 7 ', 5, 4€).
D’autre part, soit X une partie bornée pour la norme de V.

X ={(v,E) €V; |(v,E)|ly < C}, ot C une constante positive; on a :

la((v, ), (v1, E1))| < BC|(v1, E)|lv + 2M |[(v1, E1)l|y
< KH(U17E1)”V7 v(vlaEl) € V? (UaE) € X,

ou K = max(pC,2M), donc :
1B(v, E)| < K, ¥(v, E) € X,

ce qui preuve que B est borné.
Il reste & montrer que la solution (v, E) € V de (2.23) et u, H données par (2.19),
(2.20) vérifient (u,v, B, H) € D(A) et satisfont (2.14).
Pour commencer on montre que div(eF) = 0. Pour cela on prend v; = 0 et E; = V¢
avec ¢ € D(A.) ou A, est 'opérateur défini par :
D(A) = {6 € H(Q) | Acgp = div(eV ¢) € L2(Q)}
AP = div(eV ¢), Vo € D(A,).
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(2.23) s’écrit alors :
/Q (eB- By + p teurl E - curl By + s div(eE)div(eE,)} dz
—§/chrlE1-vdx+§/Fv>< V-EldO'—l—/Fgl(EXl/)-El X vdo
—§/v><V~E1d0:/eF-E1dm+/ G - curl E; du.
r 0 0
Ou encore :
/Q (eE -V + s div(eE)div(eVe)} d = /Q eF -V da.
La formule de Green donne :
/Q (—div(eE)p + s div(eE) A} dz = — /Q div(eF)¢ dz.
Comme F' € J(,¢), alors div(eE) = 0, d’ou :
/Qdiv(eE){—gb FsAG)de =0, Yoe DA,

Puisque 'opérateur A, est négatif, auto-adjoint avec un spectre discret, alors en
choisissant s > 0 de telle sorte que s~! ne soit pas une valeur propre de A, on en
déduit que

div(eE) =0 sur Q.

En utilisant div(eF) = 0 et (2.19), (2.20) alors (2.23) sera équivalente a :
/Qv-vl dx—i—/g{eE-El —H-curlEl}d.r—i—f/Q{curlvl-E—curlv-El}d;v
—l—/F{gg(v)-vl—i—gl(EXV)-El ><u}da—fA{Exu-v1+vxu-E1}da
—I—/QVU:Vvldx%—A/Fu-vlda%—/FVTu:VTvldaz/Sz{g-v1+eF-El}dx,
V(vi, E1) € V.
On prend v; € D(Q)? et E; = 0, on obtient :
v—Au+écurl E =g dans D'(Q)3,

d’ou la relation (2.16).

Comme v, curl E et g sont des éléments de L*(Q)? alors Au € L?(Q)3.
Maintenant, on prend la fonction teste v; = 0, By = P.x avec x € D(Q)? (voir
Lemme 2.3 de [38]) et tenu compte de (2.20), on trouve

eE —curl H — {curlv = eF  dans D'(R)
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ce qui donne (2.17).

Comme €F, curl F et eF' € L?(Q)? alors curl H € L*(Q)3.

Les relations (2.19), (2.20), (2.16), (2.17) et la remarque 2.1, montrent que (2.23)
est équivalente a :

< Oyu,v1 > 11 —/(Hxy)~E1da+£/(E><1/)-'Ulda
’ r r

+A{Au-v1+VTu:VTv1+gg(v)-vl+gl(E><y)-Elxz/}do
_5/{E><V'U1—|—U><I/-E1}d020.
r

En prenant v € U(Q)3 et By = P.x avec y € C*°(Q)? (¢f. Remarque 2.4 de [8]), on
aura :

< dyu, vy >,;;—/(qu)-xda—f/vxy-xda
22 Jr r

—|—/F{Au-v1—|—VTu:VTvl+gQ(v)-vl+g1(E><y)-xxy}da:O.

Finalement, pour v; = 0 et x arbitraire dans C*(Q) (resp. x = 0 et v; arbitraire
dans U(2)3), on obtient la condition au bord (2.6) (resp. (2.7)). De plus, d’apres la
condition (2.20) et le fait que div(uG) = 0 (car G € J(Q, ) onadiv(uH) = 0, d’ou
(u,v, E, H) € D(A) et par conséquent A est maximal, ce qui termine la preuve. [

La théorie des semi groupes non linéaires nous permet de déduire le théoreme
d’unicité et de régularité des solutions.

Théoréme 2.1. On suppose que g, et go vérifient (2.9) ainsi que (2.11) et (2.13).
Pour toute donnée initiale (ug, u1, Ey, Hy) € H le probléme (1.21) admet une solution
(faible) unique qui vérifie :

(U7 8tu, E, H) S C<R+, H)
c’est a dire :
u € CI(R-H L2(Q)3) A C(R+7M(Q)3)a
Ee C(R-H J(Q7 6))7
H e C(R+7 ‘](Qa ,u))

Pour tout donnée initiale (ug,u1, Eo, Hy) € D(A), le probléme (1.21) admet une
solution (forte) unique qui vérifie :

(u, Opu, E, H) € WH°(R,, H) N LR, D(A))
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c’est a dire :
w € WAE(Ry, L(Q)") N WHS(Ry, U(Q)Y) 1 L¥(Ry, H(A, ),

E e Whe(R,, J(Q,6)) N L®(R,, W,),
H e WLOO(R-H J(Qu M)) n LOO(R-H WH)7

et satisfont (2.6), (2.7) ou U(Q)? est défini par (2.2) et H(A,Q) est défini dans la
remarque 2.1.

Remaque 2.2. D’aprés la remarque 2.1 on a Apu € H2(I')? donc U, € Hz ()3
d’ow u € H*(Q)?® alors la solution (u,dyu, E, H) du probléme (1.21) posséde la pro-
priété de réqularité plus forte suivante :

u € LOO(RJr? HQ(Q)g)a

E e WY(R,, J(Q,¢) N LRy, W,),
H € Wl’OO(RJm ‘](Qa ,LL)) N LOO(RJM W,u)

Nous terminons cette section en montrant que 1’énergie du systéme (1.21) est
décroissante et on a

Lemme 2.5 (décroissance de 1'énergie). Si g1 et go sont continues et satisfont les
propriétés (2.9), (2.11) et (2.13), Iénergie du systéme (1.21) donnée par :

1
E(t) = 5 | (Ol OF + [Vula, ))de
A 1
+ 7/ lu(z,t)]2do + f/ \Vru(x,t)|*do (2.26)
2 2
3 (@B 0P + p)| H e HP)
est décroissante et pour tout 0 < S <T < o0, on a :
T
£(S) — &(T) = /S /F (g (E(t) x v) - B(t) x v + go(du(t)) - dpu(t)Ydodt.  (2.27)
De plus pour (ug, ui, Eg, Hy) € D(A) et pour tout t > 0

=~ [0 (B(0) x ) B@) x v+ g:(0u(0)) - Ou(®)}do (2.25)
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Démonstration. Comme D(A) est dense dans H, il suffit de montrer (2.27).
Pour (ug, u1, Ey, Hy) € D(A), d’apres la régularité de u, E, H on a :

E't) = /Q{(()fu <O+ Vu : 0y(Vu) }dx
+ A/ owu-udo + / 0y(Vru) : Vyudo
r r
+ / (B0, + pH - 9,H}da.
0
D’apres (1.21), on a :
E't) = /Q {0 - (Au — Ecurl E) + 0,(Vu) : Vu}de
+A/ ou-udo + / 0(Vru) : Vyudo
r r
+/ {E - (curl H 4 écurl Ou) — H - curl E} dx
0
La formule de Green et les conditions au bord (2.6) et (2.7), donnent
E(t) = — /F{gl(E X V) E x v+ go(Oyu) - dyu} do,
ce qui donne l'identité (2.28). On en déduit que :
T
E(T) — E(S) = — /S /F {1 (E(t) x v) - E(t) x v + g2(0pu(t)) - Deu(t) }dodt

pour tout S et T vérifiant 0 < S < T < oo. Les hypotheses (2.11) et (2.12)
conduisent a une décroissance de I’énergie pour les solutions faibles. O]
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Chapitre 3

Stabilisation frontiere du
probléme “Maxwell /onde”

3.1 Stabilité exponentielle dans le cas linéaire

Dans cette section, on expose une méthode, direct et élémentaire, de stabilisation
frontiere du probleme de Ventcel (1.21). Par la méthode de multiplicateurs [24] et
sous certaines conditions géométriques, on montre que le feedback naturel assure
la décroissance exponentielle de ’énergie du probleme linéaire correspondant. Ce
systeme a la forme :

02u — Au+ Ecurl E =0 dans @Q := Qx]0, 00|,

€Oy FE — curl H — {curl Qu =0 dans Q,

woH +curl E =0 dans Q,

div(e £) =div(u H) =0 dans Q, (3.1)
Hxv+&uxv+(Exv)xv=0 sur X := I'x]0, oo,

O,u — Apu+ Au+ Ou = 0 sur X,

u(0) = up, u(0) = uy, E(0) = Ey, H(0) = Hy dans (2,

otl Q est un ouvert borné de R? strictement étoilé par rapport a l'origine de frontiére
I de classe C? :
3
m(z) - v(z) =Y xv; > 0 pour tout x € T,
1
On supposera aussi que les coefficients € et p sont constants dans tout le domaine.
On rappelle que ce systeme est dissipatif; son énergie définie par (2.26) vérifie

E(t) <0, Vt>0.
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Stabilisation frontiére du probleme “Maxwell /onde”

Afin de présenter le théoreme fondamental de ce travail, on rappelle brievement les
résultats établis dans [8,36,37]. Commengons par la définition (inégalité intégrale)
suivante :

Définition 5 (Estimation de stabilité). On dit que  satisfait U'estimation de sta-
bilité s’il existe T > 0 et deuzx constante positives Cy, Cy (qui dépendent de T') avec
Ch < T telle que

T T
/ E()dt < CLE(0) + Cs / / (10yu(t)?] + | E(t) x v|?)dodt, (3.2)
0 o Jr
pour toute solution (u, E, H) de (3.1) avec g1(x) = ga(x) = x.

Cette définition est équivalente au lemme suivant :

Lemme 3.1 ('estimation d’observabilité). Q satisfait I’estimation de stabilité si et
seulement s’il existe T > 0 et une constante positive C' (qui dépend de T') telle que

T
E(T)<C / / (18:u(t)?] + |E(t) x v|?)dodt (3.3)
o Jr
pour toute solution (u, E, H) de (3.1).

La preuve est similaire a celle du Lemme 3.2 de [8] (voir aussi Lemme 3.2 de [37]).
Enongons maintenant le théoreme qui nous donne une équivalence entre la stabilité
exponentielle du systeme (3.1) et I'estimation de stabilité.

Théoreme 3.1.  satisfait ’estimation de stabilité si et seulement si il existe deux
constantes positives M et w telle que

E(t) < Me&(0), (3.4)

pour toute solution (u, £, H) de (3.1) avec gi(x) = go2(x) =

La preuve de ce théoreme est analogue a celle du Théoreme 3.3 de [8] (voir aussi
Théoreme 3.3 de [37]).

Pour établir la stabilisation exponentielle du systeme (3.1), nous allons mon-
trer que 2 vérifie 'estimation de stabilité (Voir Théoreme 3.1). Commengons par
démontrer le lemme suivant

Lemme 3.2. Pour toutn € (0,1), il existe une une constante C' strictement positive
(dépend de «, Q, le coefficient p et du paramétre &) telle que pour tout T > 0

T C T
2 2 <Y
/0 /F(A]u\ Vol )dadt_ 775(0)+n/0 £(t)dt.
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L’idée de la preuve est inspirée de [24].

Démonstration. On définit (pour chaque t € Ry) z = z2(t) par

Az=0 dans €,
{ z=u sur I (3.5)
ou u(t) est la solution du probleme (3.1)
Cette solution est caractérisée par z = w +u ot w € HJ(2)? est I'unique solution
de

. - _ . 1(())3
/QVw.Vvda:— /QVu.Vvda:, Yo € Hy(Q2)°.

On en déduit
/ Vz:Vudr =0, Yo € Hy(Q)>.
Q

Prenant v = z — u dans cette identité, on obtient

/QVz :Vudr = /Q |Vz|*dx > 0. (3.6)
De (2.27), il existe deux constantes ¢y, co > 0 telles que
/Q 2[2de < ¢ /F ul2do < esE (1), (3.7)
/Q 10y2]2dz < 1 /F OpulPdo < —c, (), (3.8)
ol ¢y = L.

On pose Qr :=Q x [0,T] and X :=T x [0, 7], pour tout 0 < T < oc.
Cela étant, multiplions (3.1) par z, intégrons par parties sur Q7, et en tenant compte
des conditions aux limites (3.1) et (3.5), on obtient

/ (|vTu|2 + A|uy2) dodt
Xr

=— u~3tudadt—/

(z c0Pu+Vz:Vu+ €z - curl E> dxdt.
Y7 QT

De (3.6), il vient
/ <|vTu|2 + A|u|2> dodt < — [ w-Oudodt— [ 2. (afu + ecurl E)dxdt.
7l S Qr

En utilisant la troisieme identité du systéme (3.1) et on integre par partie par rapport
a la variable ¢, on en déduit

/ <|VTu|2 + A|u|2) dodt < —/ u - Ou dadt+/62 Oz - (@u - f,uH)dxdt
X7 X T

—[/Qz-(ﬁtu—f,uﬂ)

T
0
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En appliquant plusieurs fois (2.27), (3.7), (3.8) et I'inégalité de Young, on estime
ces termes un par un comme suit

1
/ u- 8tudadt’ < a/ |lu|*dodt + —/ |Oyu|?*dodt
Sr >r dac Iy

200 (T 1 (T
< — - !
<= | Ewar 4@/0 &(t)dt
200 (T 1
< — N .
<= | €W+ €0

1
‘ B,z - (B — g,uH)dadt‘ < - / 10, 2|2dadt + a / Opu — EpH Pdrdt
Qr 4o J@r Qr

< 404/0T8/<t)dt+ (1 +§2u)a/0T8(t)dt

< Le(0) + (14 Ep)a [ £y

'/Q [z (Qyu — f,uH)dx]OT

pour tout a > 0; ou c3 est une constante positive (dépend de Q, p et &). En
combinant ces majorations, on acheve la preuve du Lemme 3.2 en posant a =

1 2
U etC’:( +cl+2c3a) <+1—|—§2u). OJ
(%+1+£2u) 4 A

Maintenant on établit le résultat fondamental de cette section qui est le

< e3(€(0) + E(T)) < 2¢3€(0),

Théoréme 3.2. On suppose que 2 est un ouvert borné de R? strictement étoilé

par rapport a lorigine de frontiére I' de classe C?. Alors Q0 satisfait l'estimation de
stabilité.

Démonstration. 1l suffit de montrer I'estimation (3.2) pour tout solution forte (u, F, H)
de (3.1). Pour cela, on applique la méthode de multiplicateurs [24,34]. En effet, on
peut le montrer en deux étapes.

e 1°¢ étape : On commence par 'identité suivante

Lemme 3.3. Soit Q un ouvert de R® de frontiére T' de classe C* et ¢ = (q1,q2,q3) €
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Whee(Q)3. Alors, pour tout solution forte (u, E, H) de (3.1) on a l'identité suivante

T

0=— [/92@ : Vu) -atude+ [/ngu(q  Vu) - Hda

0
+ {/Q 26,u(E X H) -quE + /QT (divq)(|Vu|2 — \atu]2)dxdt

Ou; Ou; Oqy { }
— dxdt — E-FE H - H }dxdt
Qr (9!Ej 6$k a{L‘j . /QT EQ + MQ .

+ 25/@ pH - Vq - Owdzdt +/ q- V<|8tu]2 + [, ul* — ]VTu|2>dadt
T Xr

_9 aTU/i (71’ aTQkT) 0Tui dodt + / (diVTqT) |VTU|2dO'dt
Ox; /) Oxy Sr

X7 8m]~

-2 (Au + E)tu) : (qT : VTu)dadt +/2 {q : I/<€|E|2 + u|H|2)—

S

~2¢(q-E)(E-v) —2u(q- H)(H-v) — 26u(H - v)(q- @u)}dadt, (3.9)

ou Q = divgl — 2V q et I est la matrice identité dans R3.
Ici, nous avons utilisé la notation ¢ : Vu = (q -Vuy, ¢-Vus, q- Vu;;) et gr : Vyu =

(qT - Vrui, qr - Vous, qr - VTu3>, ou qr est la composante tangentielle de g et

divrqr la divergence tangentielle de qr.

Démonstration. D une part, on multiple (3.1); par 2(q : Vu) puis on integre sur
@), on obtient

T

/QTQ(q:Vu)-8t2udxdt:2[/ﬂ(q:Vu>-8tudx

—/ q - v|Owu|*dodt —i—/ (divq)|8tu|2 dxdt,  (3.10)
X Qr

0

et

2 o, Au-(q : Vu) dxdt

:2/2T8,,u-(q:Vu) dodt — 2

_ o Oulwudn . / divg|Vu|? dadt
Qr Oxj Oxy, Ox; Qr

+2/ 0Vu.(q:vu)do—dt—/ ¢ - v|Vul? dodt. (3.11)
ZT ET

k

dzdt
1 8xk> v

Qr 8xj al'j
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Sur I', on a
q:Vu=qr: VTU—I—q,,(E)Vu),

et
|Vul? = |Vrul? + |0,ul.

Dans ce cas (3.11) devient

2 Au~(q : Vu) dxdt

Qr
=—2 Ou; Ou; Ogi dxdt + / divq|Vu|® dxdt
Qr Oz Oxy, 8%

+ 2/ oy - (qT : VTu> dodt +/ q-v |8,,u| — ]VTu|2> dodt.
X7 Xr

En utilisant la deuxiéme condition au bord de (3.1), plus une intégration par parties
sur X, on tire

2 Au-(q : Vu) dxdt

Qr
Ou; Ou; Oqy
— 9 ddt / divg|Vul? dedt
Qr 0x; Oy, Ox; * ivg|Vuf* dr
8Tul 0T ( 8Tu2

X7 aftj 81‘]‘ Ter 8xk

-2 - (qT : VTU) . (au + atu) dodt.

-2

) dodt +/ q- V |8Vu|2 - |VTu|2> dodt
S

D’apres le Lemme 1.2, il vient

2 Au-(q : Vu) dxdt

Qr
ou,; Ou; 8qk
_ 9 ddt / d ddt
Qr Oz; Oz, Ox; * ivg|Vulds
8TUZ' 2

Oru; aTQkT) Oru; Or (
_9 _ T
sr 0x; (W Ox; ) Oxy, dodt /ET Oz \| Ox;

—i—/Z q- 1/(|(9l,u|2 — |VTu|2) dodt — 2/2 (qT : VTu) . (Au + 8tu) dodt.

) gr, dodt

On remarque que

/ aT(|vTuy2)-quadt:—/ divrgr|Voul? dodt.
ZT ZT
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Alors

/ 2<q : Vu) . <Au — &curl E) dxdt

T
_ o Ow OO / divg|Vu|2dzdt

Qr 0x; Oxy, Ox;
aTuz aT(]k ) aTuz
B dodt
X7 8xj ( 61’3 (%k g

+/ divrqr|Voul® dodt —I—/ q- 1/(|8Vu|2 — |Vrul ) dodt
ET ZT

—25/ q:Vu)-curldedt—2
Qr

-2 (qr - Vou) - (Au+ dpu) dodt. (3.12)
Combinant (3.10) et (3.12) on obtient I'identité suivant

0= / 2(q : Vu) . <8t2u — Au + £curl E) dxdt

T Ou; Ou; Oqy,
= -2 : . d -2 dxdt
UQ (¢: V) - O x]o or Ox; Oxy, Oz;

+ [ diva()Vul* — 0ul?) dudt —2¢ [ (q: V) - curl E dudt
Qr Qr

[ q.y<yatu|2+ 1B, uf? — |VTu]2> dodt + [ divrar|Vyuf? dodt
ET Z:T

Orui [ Orqe;\ Oru; .
“2 sy on, ( oz, )3xk dodt =2 | (ar : Vou) - (Au+ Opu) dodt. (3.13)

D’autre part, en multipliant I’équation (3.1)s et (3.1)3 par 2,u<q X H) et Qe(E X

q) —2¢ (q ; Vu), respectivement, et on integre par partie sur Qr (comme dans [8]),
on trouve

0= / {zu(q < H). (e@tE _ curl H — ¢curl 8tu>} dudt
+/ {<2e B xq) —2¢(q: Vu)) - (u@tH—i—curlE)}da:dt
_ [/nglu}[. (¢: Va) d:p]OT+ [/QQEM(EX H)-qde
—/QT{eQE~E—|—MQH-H}dmdt—i—%/QTuH-Vq-atudxdt
+2§/QT (¢: Vu) -curldedt—l—/ET {q-y<e|E|2+u|H|2)—

~2¢(q- B)(E-v) ~2u(q- H)(H -v) = 26u(H -v) (q-0) | dodt,  (3.14)
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ou @ = divgl —2Vq. Enfin, en regroupant judicieusement les termes (3.13) et (3.14),
on déduit (3.9). Ce qui acheve la preuve du Lemme 3.3. O

On est en mesure a présent d’établir la majoration (3.2). Pour cela on prend
q(z) = m(z) = = dans (3.9) ; on trouve

OT+ [/925;11{‘ (m : Vu) d:p]T
|, 2en(m = ) -mdx}}/% (I7uf? = 3100 ) dd

—/ {€|E|2+M|H|2} dxdt+2§/ wH - Opu dzdt
Qr Qr

0= [/9—2(m:Vu)-8tudx

0

+ /ET m- V<|atu|2 + |0 ul* — |VTU|2> dodt — 2 . %T;jl (WaTaTZCT> %T;: dodt
—1—/2 diveme|Voul|? dodt — 2/2 (Au + @u) . (mT : VTU) dodt
+ [ mev(dER + ulHP) — 26(m - B)(E-v) ~ 20(m - 1) (1 -v)

—2¢u(H - v) (m- atu)} dodt. (3.15)

De plus, multiplions I’équation (3.1); et (3.1)3 par 2u et 2&u et intégrons par parties
sur Qr et X, on obtient

T T
0= U —2u - Oy dzv} +2¢ U pH - u dx] + 2/ (|8tu]2 - |Vu|2) dxdt
Q 0 Q 0 Qr
2
2 [ pH - O drdt — Z/ET IV rul? dodt — 2/ET (Au+ Opu) - wdodt.  (3.16)

La somme de (3.15) et (3.16) donne le résultat suivant

T

o:—[/QQ(m:w+u)~3tudx j+[/gzguH-(m:w+u)dx

0
T
+ [/ Qeu(E X H) -m dz —/ (]Vu]2 + |8tu]2> dxdt
Q 0 Qr

— [ {elBP + pHP} dude + [ m-u(\@tu|2+|&,u|2— |VTu|2) dodt
Qr Er

[ Orw (WaquT> Ot 4ot + / (divrmy — 2)[Vrul? dodt
895]- 8xk X7

s 0z

—2 (Au+atu).(mT:vTquu)dadH/E {m.y(e|E|2+u|H|2)—

X

~2¢(m- B)(B-v) —2(m- 1) (H -v) = 26u(H -v) (m - O0) | dordt. (3.17)
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(3.17) se réécrit alors sous la forme

T
2/ EWVdt =1, + I + Iy + I, (3.18)
0

on pose alors

I =— /Qz(m  Vu+ ) -8tud: 0T+ [/ngu(mzwm) -deLT+
2 /Qeu(ExH)-mdx .
I — /ZT {m V|l + |Vrul? + AW} dodt,
b= [ {m-v(dBE+ uHE) = 2(m - B)(E-v) = 20(m - ) (H -v)
—26u(H - v) (m- dyu)  dod,
h=-2f %T;i <7r agjf) %7;: dodt+ [ (divrmp —2—m,)|Vrul* dodi

+/ m - v|0,ul? dodt — 2/ (mT :Vru + u) . (au + 8tu) dodt.
S S

e 2°7¢ étape : Dans cette partie, on cherchera des estimations adéquates pour

chaque terme I; (i = 1,..,4) dans le bute de parvenir I'estimation (3.2).

On majore les termes intégrés de la relation (3.18) par la méthode de V. Komornik
(cf. [24]).
D’aprés le Lemme 3.2 de [24] (voir aussi [4]) et Uidentité (2.27), il existe deuz
constantes positives ki et ko telles que

T

< k1£(0),

0

[/92(m:Vu+u)-8tudx

et UQ 2,Lt(m :Vu —i—u) .deK < k2£(0).

Comme dans [8,24], on a Uexistence d’une constante positive ks > 0 tel que

[/Q 2eu(E x H) -m da j < ks&/(0).

Dot
Iy < k4&(0), (3.19)
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ol k4 est une constante positive indépendante de T .
On applique a ce niveau le résultat du Lemme 3.2, on en déduit

C

T
L<Z&0)+R / B2 dodt + 1 / E(t)dt. (3.20)
n X 0

ot R = sup |m(z)|.
zeQ

Si on remarque que

2¢(m - E)(E -v) = 2e(my - Ep)E, + 2em - v|E, %,
et

2u(m - H)(H -v) = 2u(my - Hp)H, + 2pm - v|H, |*.
Alors le terme I3 devient

I3 = / {m : y(e|E’T|2 + u|HT|2) —em-v|E,* = pm-v|H,|?
S

— % (mr - Br)Ey — 20 (my - Hy)H, + 26u(H - v)(m 8tu)} dodt.

Par 'inégalité de Young on observe qu’il existe une constante ks > 0 telle que, pour
tout 6 >0

I3 < ET{ <m~u+ k;) (e\E x v|* + pu|H x y\2> + (Q—m-y) e|E,|?

k
+ (29 —m- V) plH,|* + ;[@tu|2} dodt.

(3.21)
Le Lemme 1.3 permet d’obtenir
Oru; (Orvy\ Oru,
Li=—[ (24m+mt 2dodt+2 [ m, ( ) dodt
4 ZT( +my, + mytr(0rv) ) Vol dodt + ™0, \Br, ) B ©
—I—/ m, |0,ul* dodt — 2/ (mT : Voru + u) . (Au + 8tu> dodt. (3.22)
ET ZT

Nous allons maintenant estimer chaque terme de lidentité ci-dessus. A partir de

maintenant et dans toute la suite la lettre C' désignera une constante positive assez
grand et indépendante de u.

Puisque m,, et Orv sont bornés (cf. [4]), on déduit que

/ (2 +m, + m,,tr((?Tl/)) |VTu|2d0dt' < C’/ IV rul? dodt, (3.23)
ET ET
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‘ / 8T’LLZ 8TV,€>8TUZ» dodt
Se 0

Z; 8xj oxy,

Puisque on a : w- (mp : Vyu) = %VT(\UP) -mrp, le dernier terme de I, se réécrit
alors sous la forme

< C/z |V rul? dodt. (3.24)

2 (mT :Voru + u) . (Au + 8tu) dodt
S
:A/ mr - Vr (Jul?) do—dt+2/ (my : Vou) - Spu dodt
ET ET

+2A [ |u*dodt + 2/ u - Opu dodt.
ET ZT

Par commodité, on commencera par numéroter les termes de cette identité, on pose
alors

Il = A/ mr - VT(|U|2) dO'dt,
Xr
Zy=2 [ (mg:Vru)- Owudodt,
Er
I3 = 2A/ lu|?dodt,
X7
Ty=2 u - Oyu dodt.
X
Appliquant la formule de Green, on obtient
7, = —A/ divpmyp|u|®dodt,
X
d’ou 'on déduit pour I; [’estimation
7, < c/ lu|2dodt.
S
Par ["inégalité de Young, on a
2 c 2
| < 9/ Oyul?dodt + f/ IV rul?dodt,
ET 9 2:T
C
7] < 9/ B2 dodt + f/ lu|?dodt,
ET H ZT

pour tout 8 > 0. On peut vérifier facilement que

T, < C / lu|?dodt.
X7
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En combinant les estimations précédentes, on tire
’ (mT -Vru+ u) (Au + 8tu) dadt|
37

< ¢ |Vrul? dodt + <20+C)/ |u|2dadt—|—29/ |O,u|* dodt.  (3.25)
9 Y 0 X7 X

Le seul terme qu’il nous reste a estimer est / m - v|0,u*dodt. On a
S

’/ m.y|8,,u|2dadt‘§0/ 10, ul*dodt.
ZT ET

Comme T est de classe C?, alors il existe un champ de vecteurs h € (Wh*°(Q)3) qui
vérifie :
h=v surl.

(Voir Remarque 3.2 Chap I de [34]). On prend q(x) = h(x) dans la relation (3.9),

on en déduit

/ET |0, u|?dodt = [/QQ(q : Vu) <Oy dx OT —

- UQ%M(EXH)-qu

Ou,; Ou; (9qk
Qr Oz Oxy, 8%

—2§/Q WH -V - O dxdt+/ (1Vrul — |0pul) dodt
T Xr

{/Q 26puH - (q : Vu) de

T
+/ divg(|0ul® — |Vul?) dedt

dz dt+/ {eQE E+ uQH - H} dudt

+ /E {t%lEyl2 + ulH, 2 + 26u(H - v) (O - v) — (el Brl* + u|HT\2)}d0dt,
T
On procéde comme ci-dessus; on montre qu’il existe C' > 0 tel que
/ 10, ul?dodt < CE(0 +0/ dt—2§/ uH -Vq - Bu dadt
+/ |VTu|2dadt+/ {6|EV|2+;L|H,,|2+2§M(H-y)(@tu-u)}dadt.
ZT ET
Les termes restants sont estimés a l’aide de ['inégalité de Young, on a
T C
[ 10vuldodt < CE©)+C(3) [ e@yde+ [ ouldodt
S 0 0 Jsr

+/ |VTu|2dodt+/ {€|EV‘2+(1+9)M|HV|2} dodt, (3.26)
X7 X

48



Stabilisation frontiére du probleme “Maxwell /onde”

pour tout 3, 0 > 0 ou C(B) = C' + max(f, %)

Finalement, avec les estimations (3.23),(3.24), (3.25) et (3.26), I, devient
T
I <CE(0) + 0(5)/ £(t) dt + k6/ (IVrul* + Aluf?) dodt
0 Sr

+ (20+ g)/ |8tu|2dadt+/ {€|EV|2+ (1 +0),u|]—]l,|2} dodt,
ET 2T

oi kg =max {1 (2C + §), (20 + § +1)}.

D’apres le Lemme 3.2, on conclut que

I glj;é’(o) + (ken +C(8)) /0 Té’(t) dt + (29 + g) /E ) |0u|? dodt

+ {eyE,,E +(1406) u|Hl,]2} dodt. (3.27)

X

En insérant les estimations (3.19), (3.20), (3.21) et (3.27) dans (3.18), on obtient
dans un premier temps l’estimation globale

2= (ntho + 1)+ 03))] [ 001 e < (kz L : C) £(0)

0

(m v+ k:5> / <€|E x v|* + pu|H x V|2>d0'dt
0 ) Jer

+ {(9 flom V)E|EV|2 + (39 tl—m- y>u|H,,|2}dadt
S

ks + C

+ (20 + + R) / |0,ul? dodt,
X

ot ky, ks, ke et ky sont des constantes positive (dépend de plusieurs caractéristiques
géométriques de QL “0, n, u, £7).

Maintenant, si on suppose que le domaine (Q, T') vérifie la condition
km =min{m-v, meT'} > 1, (3.28)

ky — 1
dans ce cas la, en choisissant 0 < § < -

, on arrive a l’estimation

2 (nw+ 1 +09)] [ i < (k Pt C) £(0)

0

(m v+ %) / <6]E x v|? + pu|H x 1/|2>dcrdt
X

k
ks +R>/ Ou? dodt.
X

+ (29+
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Enfin, en utilisant la premiére condition au bord du systéme (3.1), on obtient le résul-

tat recherché (3.2), en posant Cy = kat (b + C)/n ,Cy = ko

2— [n(1+ks) + C(8)] 2= [n(1+ k) + C(B)]
et en choisissant 0 < n < (1_4'6;4(35)) et C(B) < 2 (c’est a dire, on choisit B assez

6

grand tel que B < 2 — C avec C < 2). Ceci termine la preuve du Théoréme 3.2. [

Remaque 3.1. Remarquons que la relation (3.28) est vérifiée par exemple pour une
sphere de centre 0 et de rayon k,,

Remaque 3.2. Les résultats de ce travail restent vrais dans le cas ou, €, u et A
sont des fonctions positives satisfont certaines conditions de régqularité, en s’inspirant
de [8, 10, 20, 38].

3.2 Controlabilité exacte

Dans ce paragraphe on applique le principe de Russell (¢f. [39]) au probléme de
Ventcel (1.21); du résultat de stabilité exponentielle (Théoreme 3.1), on déduit la
controlabilité exacte.

La controlabilité exacte peut étre formulée de la maniére suivante : pour tout
(wo, u1, Eo, Hy) € H, on cherche un temps T' > 0 et un vecteur controle (Jy, J) €
L3(T,]0,T[)® x L*(T,]0,T|)? tel que la solution (u, E, H) du probléme :

D2u — Au+ Ecurl E =0, dans Qr = Qx]0,T7,
e0y /. — curl H — £curl Oyu = 0, dans Qr,
o H + curl £ = 0, dans Qr,
div(e E) =div(p H) =0, dans Qr,
H xv—¢&huxv=J, sur X = I'x]0, T,
0y (u) — Apu + Au = Js, sur X7,
u(0) = ug, Ou(0) = uy, E(0) = Ey, H(0) = Hy, dans
(3.29)
vérifie :
w(T) =0u(T)=FE(T)=H(T)=0.. (3.30)

On a le théoreme suivant :

Théoreme 3.3. §i () satisfait [’estimation de stabilité, alors pour tout T > 0 suffi-
samment grand, et pour tout (ug,uy, Eo, Hy) € H, il existe deux controles Jy, Jo €
L2(37)? avec :

Jy-v=0 sur Xr,, (3.31)
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tels que la solution (u,Owu, E, H) € C(]0, T[,H) de (3.29) vérifie (3.30) au temps T.

Démonstration. On applique le principe de Russell (c¢f. [39]) en résolvant le probleme
retrograde. Pour (yo,y1, Po, Qo) € H, on cherche K, Ky, € L*(X7)3, ot K, vérifie

(3.31) tels que la solution (y, dyy, P,Q) € C(|0,T[,H) de :

02y — Ay + Ecurl P = 0, dans Qr,
€0y P — curl Q — £curl 0,y = 0, dans Qr,
10;Q) + curl P =0, dans Qr
div(e P) = div(p Q) =0, dans Qr,
Qxv+Ehy xv=Ki, sur X,

0, (y) — Ary + Ay = Ko, sur X,

y(T) = yo, 0y(T) =, P(T) = Po, Q(T) = Qo, dans 2,

vérifie :
y(0) = 9y (0) = P(0) = Q(0) = 0.
Si le probleme (3.32), (3.33) admet une solution, il suffit de poser :

u(t) = —y(T —t), E(t)=—P(T—1t), H(t)=Q(T —1).

(3.32)

(3.33)

On prend (vg, vy, Fo, Iy) dans H et on considere (v, v, F,I) € C(]0,T[,H) I'unique

solution du probleme :

02v — Av + Ecurl F =0, dans Qr,
€0 F' — curl I — &curl 9,0 = 0, dans Qr,
wo I + curl F' = 0, dans Qr,
div(e F') =div(u I) =0, dans Qr,
Ixv+E&wxv—(Fxv)xv=0, sur Xr,

0, (v) — Apv + Av — 0w = 0, sur X,

u(T) = vy, Ov(T) =vy, F(T) = Fy, I(T) = Qo, dansQ,,

avec le changement de fonctions :
i=—v(T—t), E=—F(T —t) et H=1I(T —1t).
En appliquant le Théoreme 3.1, on obtient

E(v(t), dp(t), F(t),I(t)) < Me *T=VE(vy, vy, , Fy, I).
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Ensuite on considere le systeme :

02w — Aw + Ecurl G = 0, dans Qr,

€0;G — curl J — £curl 0w = 0, dans Qr,

1oy J + curl G = 0, dans Qr,

div(e G) =div(u J) =0, dans Qr,  (3.36)
JXv+E&wxv—(Gxv)xv=0, sur X,

Oy (w) — Arw + Aw — Qyw = 0, sur Y,

w(0) = v(0), dyw(0) = Jw(0), G(0) = F(0), J(0) = I1(0), dans ,,

qui admet une solution unique (w, dyw, G, J) € C(]0,T[, H).
On pose maintenant y = w —v, P =G — F et Q = J — I. De (3.36) et (3.34), on
déduit que (y, P, Q) vérifie (3.32) avec :
Ki=—(Gxv)xv—(Fxv)xuv, (3.37)
KQ = — 8tw - 8tv. (338)

Soit A l'opérateur de H vers ‘H défini par :
A((vo, v1, Fo, Ip)) = (w(T), 0yw(T),G(T), J(T)).

Pour T > 0 assez grand, on pose d = Me T

Vid < 1.
On a :

< 1 et on montre que [|A| gz <

1A (vo, v1, Fo, To) I3, = | (w(T), 0pw(T), G(T), J(T)) 3,
< 28 (w(0), ,w(0), G(0), J(0)).

En utilisant les conditions initiales du probleme (3.36) et l'estimation (3.35) on
obtient :

[A(vo, 01, Fo, To) |17, < 2E(v(0), dp0(0), F(0), 1(0)),
< 2Me “TE(v(0), 0w (0), F(0), 1(0))
= d||(vo, v, Fo, Io) I3,
d’ou
Al g < Vd <1,

donc 'application A — I est inversible. Dés lors, pour tout (yo,y1, Fo, Qo) € H, il
existe un unique (vg, vy, Fo, Iy) € H tel que :

(Y0, y1, Fo, Qo) = (A - ])(UO, vy, Fo, ]0),
= (w(T),0w(T),G(T), J(T)) — (vo, v1, Fo, Ip),

= (W(T), 0wy(T), P(T),Q(T)). (3.39)
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On termine la preuve en montrant que K, K, € L*(¥7)®. Pour cela, on remarque
qu’avec 'identité (2.27) (appliquée a (@, E, H) et (w,G,J) ) on a

E((T), d(T), F(T), [(T)) = E(v(0), dv(0), F(0), 1(0)) =
L A{1F@® % v+ oo dodt,

&(w(0), 9yw(0), G(0), J(0)) = E(w(T), dw(T), G(T), J(T)) =
[ {160 % v+ o) pdoa.

En sommant ces deux identités et en considérant les données initiales du probleme
(3.36) et les conditions finales de (3.34), on tire donc :

[ AR < o+ 16 x v+ 0(0) + D (1) Y dods

= E(u(T), 0(T), F(T), [(T)) = E(w(T), 8w (T), G(T), J(T))

< Sl (w0, Fo, o) e (3.40)
En utilisant (3.39) et le fait que (I — A)~! soit borné, on arrive a I'estimation

/ET{|F(t) x V| + |G(t) x v[* + [00(t) 2 + |0aw(t)|* }dodt

1 _
< 5H(I—A) (Yo, y1. Po, Qo) 13,
e
~ 21 —Vd)?

Ce qui prouve que K (resp. K3) donné par (3.37) (resp. (3.38)) est dans L*(Xr)3. O

||(y07ylaPOaQ0)||'?-L‘ (341)

3.3 Stabilité non linéaire

Le principe de Liu (c¢f. [35]) consiste & estimer ’énergie du systeme non linéaire
direct en utilisant le systéme retrograde linéaire avec donnée finale égale a la donnée
finale du systéme non linéaire direct avec donnée initiale nulle. Cette estimation se
déduit en utilisant la stabilité exponentielle du probleme rétrograde linéaire. Pour
notre systéme, l'application de ce principe est essentiellement basée sur la validité
de l'estimation de stabilité. On a le théoreme suivant

Théoreme 3.4. On suppose que g, et gs satisfont les hypothéses de lemme 2.4, ainsi
que :
EP +1g(E) <G(g(E)-E), YI|BI<1, i=1,2, (3.42)
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ot G : [0, 00) — [0, 00) est une fonction concave strictement croissante telle que
G(0) = 0. SiQ vérifie l’estimation de stabilité, alors il existe des constantes cy, c5 > 0
et Ty > 0 (dependant de T, £(0) et |I'|) telles que :

pour toute solution (u(t), E(t), H(t)) de (1.21), ot v est donnée par :
W(t) = /tl (b(lt)dt, vt > 0, (3.44)
pour ¢ définie par :
¢@)::Tuwa—1Qi). (3.45)

La preuve de ce théoreme est basée sur I'inégalité intégrale suivante, (cf. [24]).
Théoréme 3.5. Soit £ : [0,+00) — [0,+00) une fonction décroissante vérifiant
l'inégalité

(Lm¢@@Wﬁ§T&$,v52Q (3.46)
pour un T > 0 est une fonction ¢ convexe et strictement croissante de [0, 4+00) d

[0, 4+00) telle que ¢(0) = 0. Alors, il existe un temps t1 > 0 et un réel ¢; dependant
de T et £(0) tels que

(Y (at)
E) <ot |—=— ), Vt<t 3.47
o (VD) s, (3.47
ot ¢ est définie par (3.44)
Démonstration. Voir par exemple M. Eller et al [8]. O

Démonstration du Théoréme 3.4

Comme le domaine D(.A) est dense dans H, il suffit d’établir (3.43) pour des données
dans D(A). Dans ce cas, (u, E, H) est la solution (forte) de (1.21). On considere
(y, P, Q) la solution du probleme (3.32) et (3.33) avec y(T') = u(T), 0wy (T) = Owu(T),
P(T)=E(T) et Q(T) = H(T), T > 0, assez grand, (l'existence est assurée par le
Théoreme 3.3). A partir de (1.21) et (3.32) on peut écrire :

Oz/Q {(&y-@fu—katu-ﬁfy)—|—6(P-8tE+E-8tP)

€ (0w -curl E— E - curl 0yy) + £ (Opu - curl P — P - curl du)

+(H-curlP—P-curl H) + (Q -curl E — E - curl Q) }dxdt.
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En intégrant cette identité par partie par rapport a = (¢f. Lemme 2.2 de [8]) et en
utilisant les conditions au bord de (1.21) et (3.32), on obtient :

O:/Q {0y -Ou+eP-E+pQ-H+Vu:Vy}dedt
+ /E 0, {(Vrw : Vry) + A(u - y)} dodt
+/z {0y - g2(O4u) — Oyu - Ko — P - (g1(F x v) X v) + E - K1} dodt.

En intégrant cette identité par partie pour ¢ € [0, 7] et en tenant compte des condi-
tions initiales et finales de (1.21) et (3.32), on arrive a :

0= [ {19, ) + €| B, T) + ulH(z, T + |Vu(r, T)}do
+ /F{|VTu(:c,T)\2 + Alu(z, T)?}do
+ /ET {0 - 92(O4u) — Oyu - Ko — P - (g1(E x v) X v) + E - K1} dodt.
D’apres la définition de I’énergie (2.26), il vient alors :
£(T) = ; [ {0 Ko = 0y a(0) — (P v) - (B x v) + B i} dot

Comme K est un vecteur tangent, alors on peut écrire F - K1 = Ep - K;. Puisque
|Er| = |E x v|, une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R* donne :

1
&(T) < 5/2 {10vul 2| + [0yl|g2(0ru)[| P x vl|gi (B x v)| + |E X v|[Ki[} dodt.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(Xr) donne :

£(T) < (/ET |8tu|2dcrdt)2 </ET |K2|2dadt) :
+(/E ]c%deadt)Q(/z |gg(8tu)|2dadt)2 (3.48)

1 1
4 (/ P x yy2dodt)2 (/ 91(E x 1/)|2dodt)2
ET Z:T

+ (/ IE x u|2dadt>2 </ |K1|2dadt>2.
ET ET

Remarquons que 'estimation (3.41) et les conditions finales sur (y, 0y, P, Q) en-
trainent :

/ [IF % v]? +|G x vf? + 0] + |0w]*} dodt < £(T).
X

_
(1—Vdy?
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Cette estimation, la définition de y, (y = w —v), de P, (P = G — F), la définition
(3.37) (resp. (3.38)) de K (resp. de K») et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donnent :

/ K, 2 dodt < i—=1,2,
Er

2
mg(ﬂ»

2
P 2dodt < ———— &(T

) 2
/ZT 1Oy |2 dodt < v (7).

Si on insere ces estimations dans (3.48), on obtient :

E(T)F < 1 :/5\/3{ (/2T @W); + </2T ‘QZ(atU)‘Q); -+ </2T g1 (E x ,/)|2>5 +

(f, 12=07)"}

d’ou :
E(T) < c4/2 (10l + 1g2(0r)[* + g1 (E x v)|* + | E x v|?) dodt, (3.49)

ol ¢4 une constante positive, (dépendant de d et T').
Avec les propriétés des g;, © = 1,2, on estime le membre de droite de 'inégalité
(3.49). On pose :

Y5 ={(z,t) € Xp/|E(x,t) x v(z) > 1|},

57 ={(z,t) € Sp/|E(x,t) x v(z) < 1]}.
D’apreés les propriétés (2.9), (2.13) sur g; et la définition de ¥F, on a :

4M?
9 (E)]* <
m

231 (E) - E,
ce qui donne :

/ (19:(E x 0)]? + | E x v]?) dodt < 05/ (E x v) - g1(E x v)dodt,
E} st

T

4M>+1
m

avec cs = une constante positive. L’identité (2.27) et la propriété ¢;(£)-& > 0,

donnent :
/E+ (19:(E x v)> +|E x vf?) dodt < c5(€(0) — E(T)). (3.50)
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De méme, d’apres I'inégalité (3.42) satisfaite par g; dans X7, on a :

/Z (191(E x )2 + B x v]?) dodt < /E G((E x v) - gu(E x v)) dodt.

T

Par 'inégalité de Jensen, on tire

1
/ZT (19:(E x v)? + |E x v[?) dodt < /ET Pt (M /ET(E x v) - g1 (E % u)dadt) .

En utilisant 'identité (3.42), la propriété g;(£) - £ > 0 et la monotonie de G, nous
obtenons :

2 2 £(0) - &(T)
/ET (19:(E x v)* +|E x v?) dodt < [S7]G <‘ET|> , (3.51)

En sommant les deux estimations (3.50) et (3.51), on obtient :

[, (B <) 15 % o) doat < o (£00) — £(7) + 5216 (EO 2T )

Py

(3.52)
avec cg = max{l,cs} : constante positive.
De la méme fagon, en utilisant les propriétés de go, la propriété go(§) - & > 0 et
l'identité (2.27), on peut montrer que

2 ) £(0) — E(T)
/ET (lg2(E x v)[* + |0pu|?) dodt < cq (5(0) —&(T) + |X7]G <2T)(2 753)

ou ¢g = max{1,cs}, constante positive.
En insérant les estimations (3.52) et (3.53) dans (3.49), on obtient :

E(T) < s (5(0) _ET)+C (‘W)) ,

avec ¢; une constante positive qui dépend de T et de |T|.
De plus, on a :

£(0) = £(0) — £(T) + E(T) < max{1,¢;} <5<0) &)+ @ (5(0)_5@)» |

D’autre part :
£(0)—&(T) _£(0)—&(T) £(0)

= O =
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Comme G est concave et G(0) = 0, alors on a :

5«?;;?() <‘£ T G;<é$3>>_14;(5“ﬂgngj>, (3.55)

On dlstlngue deux cas :
Sl < 1, d’apres la concavité de G et G(0) =0, on a

En insérant cette estimation dans (3.55), on obtient :

£(0) — &(T)
P ) (3.56)

£(0) = &(T)

R |

Sl > 1, comme G est strictement croissante, on a alors

G <|52(2)|> > G(1).

Si on injecte cette inégalité dans 'estimation (3.55), on obtient :

E0) - ET) _E0) .y . (£0)— ET)
DARENF NG G( B ) (3:57)

De (3.56) et (3.57), on déduit I'estimation :

£(0) < E(T) + cslSa] - @ (‘W} |

ol cg est une constante positive qui dépend de £(0), T" et |I'|. En injectant cette
estimation dans (3.54), on arrive a :

£(0) < e5G (‘9(0)—5@)> |

27|

pour une constante positive cs (dépendant de £(0), T" et |I']).
En appliquant cet argument sut [¢,t 4+ T (au lieu de [0,7T]), nous obtenons

E(t) < &G (at) _|§T(f * T>> — 6N EW) — L+ T)), V>0,
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ou ¢ est défini par (3.45). Comme ¢ est décroissante, cette estimation implique que,
pour tout 0 < .5 < N avec N assez grand,

/N P(E(t))dt < /SN(S(t) —E(t+T))dt

S

< /st E(t)dt — /NN+T5(t 4 T)dt < TE(S) — TE(N +T).

En faisant tendre N vers linfini on arrive a lestimation (3.46) (voir Lemme 5.1
de [9]) et on conclut par le Théoreme 3.5, ce qui termine la démonstration. [
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Chapitre 4

Stabilisation exponentielle

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons a 1’étudie de la stabilité exponentielle
d'un systeme de l’élasto-magnétisme avec conditions aux limites de type Ventcel
stationnaires.

Soit £ un ouvert borné non vide de R?, de fronti¢re I' de classe C* (pour donner
un sens au tenseur de courbure). On considere le probléeme suivant :

0?u — Vo(u) + ERot E = 0, dans @ = Qx]0, oo,

€0y — Rot H — £Rot Oyu = 0, dans Q,

woH + Rot E = 0, dans Q,

div(e E) = div(n H) = 0, dans Q,
Hxv+&uxv+g(Exv)xv=0, sur ¥ = I'x]0, oo, (1)
as(u) — divra(u) + aur + gar(du) =0, sur X,

o, (u) + oN(u) : O + au, + g2, (Opu) = 0, sur 3,

u(0) = ug, Oyu(0) = uy, E(0) = Ey, H(0) = Hy, dans €,

Ce systeme modélise le couplage entre le systeme de Maxwell [8], [9], [19], [23], [28],
[38], [40] et le systeme de 'élasticité [5], [17]. Pour £ = 0 le systeme (4.1) donne deux
systemes indépendants qui sont le systeme de Maxwell et le systeme de 1'élasticité
avec conditions au bord de Ventcel.

Dans [10,13,14] A. Heminna a démontré la stabilisation forte pour le systéme iso-
trope de I'élasticité avec des conditions de Ventcel stationnaires. L’auteur a prouvé
également, sous des hypotheses géométrique convenables, que ce systeme avec des
conditions aux limites de type Ventcel évolutives est exponentiellement stable; il
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a établi un taux de décroissance arbitrairement grand.

La stabilisation frontiere d’'un systéme couplé “I’élasto-magnétisme” avec conditions
au bord de Dirichlet-Neumann a été analysée dans [36]. L’auteur a établi une estima-
tion de stabilité qui est équivalente a la stabilité exponentielle du systéme linéaire
associe ; la stabilisation du systéme non linéaire s’en déduit grace au principe de
Russell et de Liu en utilisant la technique introduite dans [8].

L’objective de ce travail est d’obtenir des résultats similaires pour le systeme
(4.1) en remplacant la condition de Neumann pour le systeme de ’élasticité (cf. [36])
par les conditions de Ventcel (cf. [10]). En effet, nous prouvons que la décroissance
exponentielle du systéme linéaire associé au systéme (4.1) provient de l'estimation
de stabilité. Ce travail est donc une généralisation des résultats publiés dans [8, 10,
21,36].

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la premiere section, nous abordons
quelques applications de la théorie des semi groupes non linéaires pour établir ’exis-
tence, 'unicité et la régularité des solutions du systeme (4.1). On montre dans la
section qui suit la stabilisation exponentielle du probléme (4.1) avec des feedbacks li-
néaires. L’argument principal consiste a établir une estimation de stabilité qui repose
sur la technique de multiplicateurs.

4.2 Formulation en terme de probleme

On va formuler le probleme (4.1) dans un espace de Hilbert. Pour cela, on définit
les espaces suivants :

J(Q,¢) = {E € L’(Q)* / div(eE) = 0 dans Q}, (4.2)
V = {ue H'(Q)? ug, € H'(I,T(I))*}. (4.3)
L’espace de I'énergie est défini par :
H =V x L*(Q)* x J(Q,¢€) x J(Q, ), (4.4)
muni de produit scalaire suivant :

((u1,v1, By, Hy), (ug, v, By, Hy))gy = (w1, ug)v+(vi, v2) 12y + (£, E2)e + (Hi, Hy),,
v(“laUhEla Hl)a (U'Q?UQ)EZa HQ) S H)

avec

(Ev, Ey). = /Qe(x) Ei(z) - Bo(z) dz, ¥ Ei, By € J(Q,6),
(ug,us)y = /Qa(ul)(x) s e(ug) () do + /Fo%(ul) : e (up) do + a/rul - Uy do,
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tel que :
o(ur) : (uz) = 0ij(ur)ei;(uz),
et
(1)1, UQ)Lz(Q) = /Qvl * Vg diL‘
Pour donner un sens convenable au systéme (4.1), on définit 'opérateur non linéaire
A par :

A(u,v, E,H) = (—v, —Vo(u) + écurl B, —¢(curl H + £curlv), p ' eurl E) ,

(4.5)
de domaine :
D(A) = {(u,v,E,H) € H | Va(u), curl Eet curl H € L*(Q)% v € V;
E xv, Hxve L*T)? satisfont :
Hxv+&uxv+g(Exv)xv=0surl (4.6)
os(u) — divpod(u) + aup + gor(v) = 0 sur T (4.7)
o, (u) + 0(u) : Opv + au, + go(v) = 0 sur T'} (4.8)

Maintenant, on va formuler le systéme (4.1) sous la forme d’une équation abstraite
du premier ordre :

U(0) = Uy,
avec U = (u,v, E, H) et Uy = (ug, vo, Fo, Ho).

Remaque 4.1. Soit (u,v, E, H) € D(A) ; d’aprés [2] on a o(u)-v € H2(T) et par
(1.16) on peut définir og(u) (resp. 0, (u)) comme un élément de H=3 (T, T(I))? (resp.
de H’%(F):ﬂ). Comme u,v € V et gy satisfait la propriété (4.14) alors : aur+gar(v) €
L2(D)3 et au, + go,(v) € L2(D)3, ceci implique que divpod(u) € H2 (D, T(T))® et
o0 (u) : Opr € H™2(T)3, par conséquence les conditions (4.7), (4.8) sont respective-
ment dans H2 (T, T(T'))3, H2(T)3.

D’autre part, pour (u,v,E,H) € D(A) on a Exv € L*(I')?, Hxv € L*T)? et
par la propriété (4.14), on conclut que g,(E x v) x v € L*(T')3. Ceci implique que la
condition au bord (4.6) est une égalité dans L*(T')3.

Dans la suite, nous allons prouver 'existence et 1'unicité des solutions du pro-
bleme (4.9), en utilisant la théorie des semi groupes non linéaires [42]. Nous com-
mencons d’abord par énoncer quelques résultats de densité suivants :

Lemme 4.1 ( [8] Lemme 2.2, p. 4). Soit (E,H) € D(A) on a :

/(curlE-H—curlH-E)dm:/ny-Eda. (4.10)
Q r
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On montre comme dans [38], le lemme suivant :
Lemme 4.2. Soit J}(Q,€) lespace défini par :
JHQ,e) ={E € J(Q,€)|curl E € L*(Q)*et Exv=0 surT'}.
JH(, €) est dense dans J(Q,¢€).
Lemme 4.3. Soit V I’espace défini par :
V={ueV|Vo(u) € L}(Q)? o5(u) — divpod(u) + aur = 0 sur T
o, (u) + o (u) : Opv + au, =0 sur T},
muni de la norme suivante :
p 2 3
lullg = (lulld + IVo(@)l[F2qyp)* -
L’espace V est dense dans V.

La preuve de ce lemme est similaire & celle du Proposition 3.2 de [14].

Lemme 4.4. Si g1(0) = g2(0) = 0, alors D(A) est dense dans H.

Démonstration. On pose : Dy = V x D(Q)? x P.D(Q)? x P,D(Q)?. Puisque Dy est
dense dans H, il nous suffit de montrer que Dy C D(A).

D’apres le Lemme 4.2, on a : P.D(Q)* C JX(Q,¢€) et P,D(Q)* C J*(Q, ) ot P. est la
projection orthogonale sur J(£,€) dans L*(€2) muni de produit scalaire (., .),, alors
E e JY O, ¢) et H € J*(Q, ), ce qui implique que E € J(Q,¢) et H € J(Q, i) donc
E et H sont des éléments dans D(A). D’autre part, pour tout u € V, v e D(Q)3
et le fait que ¢1(0) = ¢2(0) = 0 on a o5(u) — divpo¥(u) + aur + gor(v) = 0 sur T,
o, (u)+o%(w) : (Opv)+au,+go(v) =0sur et Hxv+&uxv+g(Exv)=0sur T,
il s’ensuit que u,v € D(A) d’ou (u,v, E, H) € D(A) et par conséquent Dy C D(A),
ce qui termine la preuve. 0

L’opérateur A a les propriétés suivantes :
Lemme 4.5. Supposons que les fonctions g1 et go vérifient les conditions suivants
9:(0) =0, (4.12)

g(E)-E>m|E|?, VE € R* |E| > 1, (4.13)

9:(E)| < M(1+|E]), VE € R, (4.14)

ou m, M constantes positives. Alors A est un opérateur maximal monotone.
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Démonstration. L’opérateur A est monotone. En effet, on a :
(A(Ul; (%0 E17 Hl) - A(u27 (%D E27 H2)7 (ula (%0 E17 Hl) - (’UQ, (%D E27 HQ))’H =
(—v1 4+ v, ug — ug)y — /QVO‘ (up —ug) - (v1 — vg) do —|—§/chrl (Ey — Es) - (v1 — o) dux

— /QCI.II'] (H1 — HQ) . (El — Eg) dr — 5‘/90111'1 (Ul — Ug) . (El — EQ) dz

+‘/chrl (E1 — EQ) . (Hl — HQ) dl’, V(ul,vl,El, Hl), (UQ,UQ,EQ, HQ) c D(A)

En utilisant I'identité (4.10), la définition de produit scalaire de (.,.)y et la formule
de Green, on obtient

(A(ulavla E17 Hl) - A(“Qana E27H2)7 (ulavla E17 Hl) - (uQaUZa EQa HQ))’H
=— /Fa%(ul —uy) e (v) — vy) do — a/F(ul —uy) - (v1 — vg)do

—(o(ur —ug) - v, (01 —v2)) 11+ /F(Hl — Hy) x v - (Ey — Ey) do;

+€/I‘<Ul — Ug) X V- (E1 — Eg)dO‘, V(ul,vl,El,Hl), (UQ,UQ,EQ,HQ) S D(.A)

Les relations (1.9) et (1.6), donnent :

(A(Ul,Ul,El, Hl) - A(UQaUQa E27H2)7 (ulaUhElv Hl) - <u2av27E2a HQ))H

<—05(u1 — ug) + divrod(ug — uz) — aluyr — uar), (17 — U2T>>_

N
[N

- <Uu(ul — ) + o3 (uy — up) : O + aluy, — us,), (vi, — Uzu)> .

+5/F(v1—vg) Xy-(El—EQ)dU+/F(H1—H2) x v (B — Ey) do,
v(”l?”l?-ElJHl); (’LLQ,UQ,EQ,HQ) S D(A)

En utilisant les conditions au bord (4.6), (4.7), (4.8), et en tenant compte de la
propriété (4.11), on arrive a :

(A(Ul,Ul,El, Hl) - A(UQaUQa E27 HQ)a (ulaU17E1a Hl) - (U'Q?UQ)EZa HQ))’H =
/F (g1(Ey xv) — q1(Es x v)) - (Ey X v — Ey X v)+

(QQ(Ul) - 92(U2)) ' (Ul - UQ)} do > 0, v(ulv vy, B, H1)7 (u2a Vg, B, HQ) € D(A)a
d’out A est monotone.

e [l reste a montrer que A est maximal.
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Pour montrer que A est maximal il suffit de montrer que Z + A est surjectif de D(.A)
sur H, c’est a dire que le systeme :

U—U:f,
v—Vo(u)+Ecurl £ =g,

E — e (curl H + écurlv) = F, (4.15)
H+ ptcurl E =G,
a une solution (u,v, E, H) € D(A) pour tout (f,g,F,G) € H.
La premiere et la quatrieme équation de (4.15) donnent :
u=v+ f, (4.16)
H=G-p 'curl E. (4.17)

En substituant ces expressions dans la deuxieme et la troisieme équations de (4.15),
on obtient formellement :

v—Vo(v)+&curl E =Vo(f)+ g, dans Q (4.18)
¢E + curl (u 'curl E) — écurl v = €F + curl G dans Q. (4.19)

Le systeme en (v, E) sera bien défini en ajoutant des conditions au bord sur v et E.
En remplagant (4.16), (4.17) dans (4.6), (4.7) et (4.8), on obtient formellement :

os(v) — divpad(v) + avy + gor(v) = —os(f) + divrod(f) — afr, sur T'  (4.20)
0, (V) + 0% (V) 1 Ot + av, + 9o, (v) = —0,(f) — 03(f) : Omr — af, (4.21)
—(pleurl E) x v+ v xv+ g (Exv)xv=—-Gxvsur[. (4.22)

En multipliant 1’équation (4.18) par v; € V et (4.19) par E; € W, avec
W, ={E € L*(Q)| curl E,div(eE) € L*(Q)* et E x v € L*(T)*},  (4.23)
muni de la norme :
IEly, = [ (1BF+ leurl EF + |div(eB)?) dz + [ |E x v do, (4.24)
et en intégrant par parties, on obtient formellement :
/Q{U cvp +0o(v) :e(vy) }de + /Q {GE By +ptcurl E - curl El} dx
%—f/Exy-vlda

—<(/flcurlE)><y FE; >7%%:—/ e(n d:c—l—/g vldﬂc+/eF FEi dx

—i—f/ {curlv, - E —curlv - B} de— < o(v) - v, v1 >_
Q

+<o(f) v, v >_

11
2'2

NG
N

+/G curl By de— < G x v, E;
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En tenant compte de (1.16), en utilisant les conditions aux limites (4.20), (4.22) et
les relations (1.6), (1.9), on trouve, pour tout (vi, F1) € V x W, :

/Q{v-vl—i-a(v) :5(1}1)}dx+/9{6E-E1+,u_1curlE- curlEl}dx
+§/ﬂ{curlvl~E—curlv~E1}dx

—|—/F{av~v1 +09.(v) 1 e (v1) + g2 (v) - v1 + g1 (E X v) - By X v} do
—f/{Exu~vl—|—v><V~E1}da:/{g~v1—a(f):8(1}1)+6F~E1+G-cur1E1}d:c

—/O’T : el (v1) J—a/f vido; Y (v, Ep) €V W

La formulation variationnelle du probleme (4.18) —(4.19) avec les conditions au bord
(4.20) — (4.22) est :
Trouver (v, E) € V x W, tel que :

a((v,E), (v1, E1)) = L(v, Ey), ¥V (v, Ey) €V, (4.25)
avec V =V x W, ou la forme a est définie sur V x V par :
a((v,E),(vl,El)):/Q{v-vl—i—a(v) L e(v))} do

+ /Q [B-Ey+pcurl E- curl By + s div(eB)div(eE) } do

—i-/f/Q{curlvl-E—curlv-El}d:v

+ /F{av vy o (v) 1 en(v1) + g2 (v) v + gi(E X V) - By x v} do

—§A{Exu-v1+vxu-El}da,

ou s est un parametre qui sera choisi plus loin. Enfin la forme L est définie sur V
par :

L(vy, Ey) = /{g cvy —o(f)e(vy) +eF - Ey+G -curl By} dx
—/UT : e (v da—a/f vy do.
Maintenant on va montrer que le probleme (4.25) admet une solution unique, ceci
équivaux a la surjectvité de I'application A : V — V', (v, E) — A(v, E), (puisque
L € V'), tel que (A(v, E), (v1, E1))yy, = a((v, E), (v1, E1)). il nous suffit donc de

montrer que A est monotone, hémicontinue, borné et coercif (voir [42]).
D’apres 'hypothese (4.11) sur g; et g2, nous pouvons facilement vérifier que A est
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monotonie. De plus, la continuité de g, et go nous conduit a ’hemicontinuité de
A, et sa bornitude découle de la propriété (4.14) sur g; et go. Il ne reste plus qu’a
démontrer la coercivité de A pour pouvoir appliquer le corollaire 2.2 de [42]. C’est
a dire nous montrons que :

Alw, E)((v, E)) _ a(v, E)((v, E))

= — +00 quand ||(v, E)|ly — 400,  (4.26)
(v, E)[lv (v, E)[|v

On fixe £ € L*(Q)?, et on pose :

Io={zel; |(Exv)(z)>1}, Tp={zel;|(Exv)(x) <1}
En utilisant les propriétés (4.11), (4.13), on en déduit :
a((v, E)(v, E)) > /{O’(?}) ce(v) + €| E* + pcurl E|? + s |div(eE)|*} dx
Q

+ /{a|v|2 + 03 (v) 1 €5 (v)} do + m/+ |E x v|? do.
r rt
D’autre part, d’apres la définition de I'z, on a :

I B)I < [ o) :e()dr+ [ {alvf +oh(v) : h(0)} do
+ / {(|B2 + |curl E? + |div(eE)[?} da + /+ |E % v|? do + L.
Q rt
Ces deux inégalités montrent qu’il existe une constante positive o = min(1,7) ou
v = min(e;, u~t, s,m) tel que
a((v, B)(v, E)) = a(|| (v, B) |, — L),

en utilisant le fait que 0 < e; < e(z) < e et 0 < py' < pH(z) < pyt. Ceci implique
(4.26), donc A est coercif.

Montrons maintenant que la solution (v, E) € V de (4.25) et u, H donnés respec-
tivement par (4.16), (4.17) vérifient (u,v, E, H) € D(A) et satisfont (4.15). Tout
d’abord nous allons prouver que div(e£) = 0. On prend v; = 0 et £} = V¢ avec
¢ € D(A) ou A est I'opérateur défini par :

A.p =div(eV ¢), Yo € D(A,),
de domaine :

D) = {6 € HY(Q) | Acb = div(eV ¢) € 17(2) ]
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(4.25) s’écrit alors :

/ (eB -V + plcurl B - curl Vo + s div(eE)div(eVe)} do
Q
—f/chrlv'ngder/Fgl(Ex v)-Vo x vdo

—f/rv><V-V(ﬁddz/QEF~V¢dJ:—|—/QG‘cuI‘lV¢dx, Vo € D(A,).

En appliquant l'identité (4.10) la formule de Green et en tenant compte du propriété
curl (V¢) = 0, nous obtenons :

/ (—div(eE)p + s div(eE) Ao} dz = — / div(eF)¢ dz, Yo € D(A,).
Q Q
Comme F € J(€,¢€), on déduit que div(eF') = 0, et par conséquent :

/Q Aiv(eE){—¢ + sA.b) de =0, Yo € D(A),

Puisque l'opérateur A, est négatif, auto-adjoint avec un spectre discret, alors en
choisissant s > 0 de telle sorte que s~! ne soit pas une valeur propre de A, on en
déduit que

div(eF) = 0 sur €. (4.27)

En utilisant div(eE) = 0 et (4.16), (4.17) alors (4.25) devient :
/v vldx+/{eE E,—H- curlEl}dm+§/{curlv1 E —curlv- E }dx
+/{92 o+ g (Exv)-E xu}da—g/{Exu-v1+vxy-E1}da
+/ e(v1) d:L‘—I—/UT ET(vl)da+a/u-vlda

r
z/ﬂ{gwl—l—eF-El}dI, V(vi, E1) € V.

D’une part, on prend v; € D(2)? et E; = 0, on obtient :
v—Vo(u)+écurl E =g dans D'(Q)?,

Ceci implique la deuxi¢me identité de (4.15) et on a Vo(u) € L*(Q)3 car v, curl £
et g sont des éléments de L*(Q)3.

D’autre part, on prend v; = 0, et B} = P.y avec x € D(2)? et on applique le Lemme
2.3 de [38], on trouve la troisieme identité de (4.15) :

¢E —curl H — (curlv = eF dans D'(Q).
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De plus, comme €¢F, curl E et ¢F € L*(Q)? alors curl H € L*(Q)3.
Les relations (4.16), (4.17), (4.27), la formule de Green et I'identité (4.10), montrent
que (4.25) est équivalente a :

(U(u)-v,vﬁ_%’% —/F(HX v)- F da+§/F(E>< v)- v do

—l—/F{au-vl—i-a%(u) 2l (v1) + go(v) v+ g1 (E xv) - By x vy do
—5/{EXV'U1+UXV'E1}dO':O, V(Ul,El)EV.
r

Ensuite, on prend v € Vet E; = P.x avec x € C*(Q)? (voir remarque 2.4 de [8]),
on obtient :

(a(u)-l/,vﬁ_%é—/F(qu)-xda—gfr(vxu)-xda
+/F{au-vl+0%(u) €% (v1) + g2(v) -y + g1 (E xv) - x x vydo = 0.

En particulier, si v; = 0 et x arbitraire dans C°°(2)3, on obtient la condition au
bord (4.6). Puis, si x = 0 et v; arbitraire dans V, on trouve :

(o(u)-v,v) 11+ /F{au v+ op(u) s X (vy) + g2(v) - vy }do =0, Vv, € V.

En utilisant les relations (1.16), (1.9) et (1.6), on déduit que

(o5(u) — divro(u) + aur + gor(v), v17)
+ (ou(u) + 0 () : O + au, + G20 (v), V1) _
Ceci conduit aux conditions au bord (4.7) et (4.8) en prenant vy, = 0 et vy arbitraire
dans V (resp. vir = 0 et vy, arbitraire dans V).
Enfin, d’apres l'identité (4.17) et le fait que div(uG) = 0 (car G € J(Q2, 1)) on a
div(uH) = 0, on conclut que (u,v, E, H) € D(A), d’ou I'opérateur A est maximal.
Ceci acheve la démonstration. m

Par la théorie des semi groupes non linéaires (cf. [42]), on a le théoréme suivant :

Théoréme 4.1 (Existence et unicité). supposons que les fonctions gy et go vérifient
(4.14) ainsi que (4.11) et (4.13).
1. Si (ug,u1, Ey, Hy) € H alors le probléme (4.1) admet une solution (faible)
unique vérifiant :

u € C' Ry, L2(Q)*) NC(RL,V),
E € C(R,, J(Q,¢)),
HeCR,,J(Q,p).
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2. 8i (ug, u1, Eo, Hy) € D(A), alors le probléme (4.1) admet une solution (forte)
unique vérifiant :

u € W (R, L}(Q)*) N\ WH(Ry, V) N L¥(Ry, H'(Vo,Q)),
E - WI’OO(R+, J(Q,G)) ﬂ LOO(R+7 We)a

H e W'=(R,, J(Q, 1) N I=(R,, V),
et satisfont (4.11), (4.12) et (4.13), ou V est défini par (4.3) et H' (Vo,Q)
est défini par H'(Vo,Q)% = {u € HY(Q)3 / Vo(u) € L*(Q)3}. Et son énergie,
définie par :
E(t) = ;/Q(\Gtu(x,t)\z +o(u)(z,t) : e(u)(x,t))dx
1/ o (u)(z,t) : e(u)(x,t) + alu(z,t))?)do (4.28)
b5 @B + (o) HHP)

est décroissante et pour tout 0 < S <T < 00, on a :

£(S)— E(T) = /ﬂ ' /F {G(E(t) x 1) B(t) x v+ go(8u(t)) - Byu(t) Ydodt. (4.29)

Remaque 4.2. D’aprés la remarque 4.1, on a divrod(u) € H'*%(F,T(F))3 ; de
o (u) = o%(ur) + ¥ (u,v) = o (ur) + 2u(u,0pv) + N uytr(Omv)Is, il vient alors
divyod(ur) € H 2(0,T(I))? et dlvTaT(uV ) € H ()3 donc up € H2 ([, T(T"))?
et u, € H2(D)3 implique que upr € H2(T)® et donc u € H*(Q)* alors la solution
(u, Opu, B, H) du probleme (4.1) posséde la propriété de régularité plus forte suivante :

u € LOO(R-H HQ(Q)B)a

EeWh2(R,, J(Q,¢)) N LR, W,),
H e Wl,OO(R-H ‘](Qa ,u)) N LOO(R-H WM)

4.3 Identité fondamentale

Dans cette section nous allons donner une équivalence entre 1’estimation de stabi-
lité et la stabilité exponentielle du systéme (4.1) par des feedbacks frontiéres linéaires
(91(x) = gor(x) = gou(x) = x). Plus précisément, on suppose que ) est un ouvert
borné non vide de R? strictement étoilé par rapport a l'origine, de frontiere I' de
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classe C® (pour donner un sens au tenseur de courbure sur I'). On considére le sys-
teme linéaire associe au systeme (4.1) avec des conditions de Ventcel stationnaires.
La méthode de multiplicateurs permet de montrer que l'on peut trouver un feed-
backs (F x v, 0yu) qui assure la décroissance exponentielle de 1'énergie; le taux de
décroissance ne dépend que des caractéristiques géométriques de 2. Les conditions
de Ventcel sur le bord ont donné lieu a I'utilisation de multiplicateurs frontiéres non
standard (cf. [13]); cela a conduit a des calculs lourds et crucial pour I'obtention
d’une identité fondamentale.

Rappelons tout d’abord la définition de I'estimation de stabilité :

Définition 6. On dit que  satisfait l’estimation de stabilité s’il existe T > 0 et
deuz constante positives Cy, Cy (qui dépendent de T') avec Cy < T telle que

T T
/ E(t)dt < CLE(0) + Cy / / (10wu(t)?] + | E(t) x v]?)dodt, (4.30)
0 o Jr
pour toute solution (u, E,H) de (4.1) avec g1(§) = g2(§) = €.

Cette définition est équivalente a I’estimation d’observabilité suivante :

Lemme 4.6. () satisfait l’estimation de stabilité si et seulement s’il existe T' > 0 et
une constante positive C' (qui dépend de T') telle que

T
) <C [ [(0u®)?|+ ) x v dodt (4.31)
o Jr
pour toute solution (u, E, H) de (4.1).
La preuve est identique a celle du Lemme 3.2 de [8,37].

On montre comme dans [8] le théoréme suivant :

Théoreme 4.2. () satisfait [’estimation de stabilité si et seulement si il existe deux
constantes positives M et w telle que

E(t) < Me '&(0), (4.32)

pour toute solution (u, E, H) de (4.1) avec g1(§) = g2(§) = &.

On a le résultat principale de stabilisation suivant :

Théoréme 4.3. On suppose que €2 est un ouvert borné de R3 strictement étoilé
par rapport a lorigine de frontiére I' de classe C3. On suppose de plus que les
coefficients € et p sont des constantes positives dans tout le domaine ). Alors )
satisfait ’estimation (4.30).
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Afin de démontrer le Théoreme 4.3, nous établissons tout d’abord les résultats
suivants :

Lemme 4.7. Soit (u, E, H) une solution forte de (4.1). Alors, pour tout t > 0, il
existe une constante positive vy telle que

||2(m : V)u + uuiz(g)s < ’Yg(t).

La démonstration de ce résultat est donnée dans [24].

Lemme 4.8. Soit (u, E, H) une solution forte de (4.1). Alors il existe une constante
strictement positive C' (dépend de (3, le domaine €0, le coefficient u, et du paramétre
€), telle que pour tout n € (0,1) et tout T > 0, on ait

/oT/r (a’u|2 + o (u) : 5%(u)>d0dt < ig(O) + 77/0T5(t) dt.

Pour la preuve, nous renvoyons a [4], [21].
Démonstration du Théoréme 4.3 : Il suffit d’établir estimation (4.30) pour

toute solution forte (u, E, H) de (4.1). Nous allons a présent mettre en oeuvre la
méthode de multiplicateurs [24,34]. La preuve se fera en deux étapes.
e Etape 1 : On commence par 'identité suivante

Lemme 4.9. Soit Q@ un ouvert de R® de frontiére T de classe C* et ¢ = (qu1, g2, q3) €
Whee(Q)3. Alors, pour toute solution (u, E, H) de (4.1) on a l'identité suivante

0:—[/92((]:Vu)‘8tud:c /Q%u(q:Vu)-Hd:L‘ j—i—[/ﬂQe,u(ExH)qd:L’

+ o, (divq) (U(u) ce(u) — |8tu|2>d1:dt - 2/62T o(u)-Vq-Vudzdt

—/Q {EQE-EJruQH-H}dxdtJer/Q WH Vg - Opu dudt

T
+
0

T

0

+ / q- V(]@tu|2 + aldur|? + (2a + A)\@,,u,f)dodt (4.33)
X

— /ET q - v[2ae%(u) + Mr(ef(u)iq)] : e (u)dodt — /Z q - v(alOru, — (Orv)ur|?)dodt

T

-2 o (u) : (TOrurm + w,0rv)(TOrqrm)dodt — 2 Oru, (03 (u)(Opv)qr)dodt
ET ET

+ /ET(diVTqT)(U%(u) e (u))dodt + 2 ET(U%(U) : Opv)ur(Orv)qrdodt
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—2 [ (R-0%(u)): (ur ®@ gr)dodt — 2 | (aur + Oyu)(rOrurn)qrdodt
ZT z:T

-2 Oyu(u, Orv)qrdodt — 2 | (au, + Ou)(Oru, )qrdodt
ZT ET

+2 | Ow(updrv)qrdodt + /2 {q : 1/(6|E|2 + ,u|H|2> — 2e<q : E) (E : y)

St
- 2u<q . H) (H . y) — 2£u<H . l/)(q . 0tu)}dodt,
ot Q = divqis — 2Vq, i3 est la matrice identité dans R® et R est le tenseur de
courbure de I', une fois contravariante et trois fois covariante de composantes :
TR ! I T R v
Ropy = hap = Doy + U150 — 15,150,

avec 1 < a, B, v, 1 < 2 et les Fﬁn sont les symboles de Christoffel (cf. [10,12, 31]).
Ici, nous avons wutilisé la notation q : Vu = (q -Vuy, q - Vug, q - Vu3> et qr :
Vru = (qT - Vorui, gr - Vorus, qr - VTug), ot qr est la composante tangentielle de

q et divrqr la divergence tangentielle de qr.

Démonstration. On multiple la premiére équation de (4.1) par 2(q ; Vu) et on
intégre par partie sur ()7, on obtient

/ Q(Q:Vu)~8t2udxdt—2[/ﬂ(q:Vu>-3tudx

T

T

0
— / q - v|Ow|*dodt +/ (divq) |Oyu|? dzdt,  (4.34)
X7 QT

et

2 o, Vo(u) - (q : Vu) dxdt =2 - (o(u)-v) - (q : Vu) dodt
-2 o, o(u) : Vq - Vudzdt + o, divg(o(u) : e(u)) dxdt
. /E (g-v)(o(w) < (u) dod. (4.35)

En combinant (4.34) et (4.35) on déduit
T

0= / Q(q ; Vu) : <8t2u — Vo(u) + &curl E> dxdt = —2 [/Q (q : Vu) - Oyu dx

+/ divq(a(u) ce(u) — \8tu|2> dxdt — Q/CQT o(u) : Vg - Vudzdt (4.36)

Qr

— 2§/Q (q ; Vu) -curl E dxdt +/2 q- V(]@tu|2 —o(u): 5(u)> dodt

+ 2/ET o(u) - v(qg: Vu) dodt
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En multipliant I’équation (4.1)y et (4.1)3 par 2,u<q X H) et 26(E X q) — 2§(q : Vu),
respectivement, et on intégre par partie sur ()7 (comme dans [8]), on trouve

0= / {2,u<q X H) (e@tE —curl H — £curl @u)} dxdt

+/ {(26 (E x q) - 26(q: Vu)) - (,u@tHvLcurlE)}dxdt:

T

JEZRD d:vLT+ [ 2en(E x ) - g da]

—/ {eQE-E+MQH-H}dxdt+2§/ wH - Vq - B dadt
Qr Qr

(4.37)

+ 2g/QT (¢:Vu) - curl E drdt + /ET {q V(e B + ulH?) - 2¢(q- E) (E - v)
~2p(q- 1)(H -v) — 26(H - v)(q- 0u) | dort,

Multipliant la seconde et la troisieme condition au bord de (4.1) par 2(mdrurm +
u, Orv)qr et 2(0ru, — urpOrv)qr, respectivement, et on procede a des intégrations
par parties sur . Il vient

0=2{ (os(u)—divrod(u) + aur + Ou) - (TO7urm + u,drv)qr dodt
X7

=2 os(u) : (mOrurm + u,0rv)qr dodt+
S

2 | o(u): wOr((mOpurm + u,0rv)qr)T dodt+
X7

2 | (aur + Q) - (mOrurm + u,Orv)qr) dodt, (4.38)
X

et
0=2/ (0,(u)+o%(u): v+ au, + Owu) - (Opu, — UpOrv)qr dodt

Xr

=2 o, (u) - (Opu, — UpOrv)qr dodt +2 | (o9 (u) : Orv) - (Oru, — Urdrv)qr dodt
ET ET

+2 [ (au, + o) - (Oru, — urdrv)qr dodt. (4.39)

X
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La somme des égalité (4.36), (4.37), (4.38) et (4.39) donne

02—2{/{2(q:Vu)-6tudx]oT+{/ﬂ%uH-(q:Vu)dx /QQE,M(EXH)-qdiL‘

+ o ddi(U(u) e(u) — |8tu|2) dxdt — 2/QT o(u) : Vq - Vudzdt

—/ {eQE-E+uQH-H}dmdt+2§/ uH -Vq - O dedt
Qr Qr

T T
+
0

0

+ [ a-v(10af — o) ) dodt+2 [ otw)-vig: Vu) dodt (4.40)

— 2/ os(u) : (mOrurm + w,0rv)qr dodt + 2/ Oyu(urOrv)qrdodt
b)) X

T

—2 [ o) : 7Op((mOpurm + w,0pv)qr)m dodt — 2 | Ou(u,Opv)gpdodt
ET ZT

-2 o, (u)(Oru, — Updpv)qr dodt —2 | (05(u) : Orv) - (Opu, — UrOrv)qr dodt
X7 X

—2 | (aur + Ow)(mOrurm)qrdo — 2/ (au, + Oyu)(Oru, )qrdodtdt
ET ET

+ [ {a-v(ABE + uHP) = 2¢(q- B)(B-v) = 20(q- H) (H -v)-

2§,LL(H : u) (q- 8tu)}dadt.
De (1.7), on a

(o(u)-v)(q: Vu) =og(u) - (mOpurm + u,0rv)qr
+ o, (u)(Oru, — urdrv)qr + q,(o(u) - v)0,u. (4.41)
Maintenant, on procéde comme dans [10,12], en explicitant le terme o9 (u) : 7O ((rOrurm+
u, Orv)qr)m, on obtient

o (u) : 7Or ((TOrurT + u,0rv)qr)m =

oy (u) : (TOpurm + u,0rv)mOrqrm + Oru, (03 (u) (Orv)qr)+

1

0r(er(u) : ex(w)ar — (op(u) : Orv)(Orw)ar + (R : op(u)) : (ur @ gr).  (4.42)

En utilisant les relations (1.8) — (1.15) et la remarque (1.2), on tire I’égalité
/2 {2(o(u) -v)o,u —o(u) : e(u)} dodt =
T
LA (e @) - agh@)) : hiw) + aldyurl?
T
— a|Fruy, — (Orv)url? + (20 + A)\&,uVIZ} dodt. (4.43)
En remplacant les termes (4.41), (4.42) et (4.43) dans (4.40), on obtient (4.33). [

76



Stabilisation exponentielle

Maintenant, en utilisant (4.33) avec ¢(x) = m(z) = x, on trouve

T

0=— [/g}?(m:Vu) - Oyudzx OT—f— /Q%u(m:Vu) -Hda:]:+ {/QQEM(EXI-O -mdx ,
+/Q (a(u) ce(u) — 3|8tu|2>d$dt—/Q {6]E|2 +/L\H|2}dxdt+2§/Q pH - Oyu dxdt

+ / m - y<|8tu\2 + al0,ur|® + (2a + A)\@Vul,|2)dadt
X

— | m-v[2ag%(u) + Mr(ef(u)iz)] : ep(u)dodt — | m - v(a|Oru, — (Orv)ur|?)dodt
YT X7

-2 o (u) : (TOrurT + w,Opv)(TOrmym)dodt — 2 Oru, (0% (u)(Opv)my)dodt
ET ET

+ /ET(diVTmT)(U%(u) ce(u))dodt +2 | (o9 (u) : Orv)ur(Orv)mydodt

X7

—2 [ (R-0%(w)): (ur @ my)dodt —2 | (aup + Opu)(wOrurm)medodt
ET ZJT

-2 Oyu(u, Opv)mydodt — 2 | (au, + Oyu)(Oru, )mypdodt
X7 X7

+2 | Ow(urdrv)mypdodt + /2 {m : l/<€|E|2 + u|H|2) - 26<m . E) (E : I/)

X7
- 2,u(m : H) (H . V) — QSM(H : V)(m . atu)}dadt, (4.44)
Lemme 4.10. On a lidentité suivante
T T )
+2[/ H-ude +2/ dul? — o(u) : e(u)} dadt
oo [t udd] w2 [l - ot s <()

- 25/ pH - Ouudrdt —2 | o (u) : ey (u) dodt — 2 | (aur + Ou) - u dodt
T

ET ET

0:—2{/8tu-uda:
Q

-2/ (au, + Owu) - udodt. (4.45)
X

Démonstration. On multiple 'equation (4.1); et (4.1)3 par 2u et 2&u, respective-
ment, on intégre par parties sur Q7 et Y, on obtient (4.45). O

En combinant (4.44) et (4.45), en utilisant I'expression de ’énergie (4.28), on
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tire
T T
2/ [/ m: Vu—l—u) Oyu dx +[/2§uH~(m:Vu+u)dx
0 Q 0
+ [/ QEIM E X H) -m dx} + [ (divpmy — 2)(05(u) : €%)dodt
Q 0 Xr

[ (mew) l|8tu|2 + aldyur]? + (2a + A)[uy|? <2a5£}(u) + Atr(s%(u))@) 2 (u)
3

T

— a|Oru, — (Orv)ur

2
]dadt - 2/ o (u) : (W@Tuwr + u,,@TV) (mOrmym)dodt
X
-2 (a%(u)(@Tu)mT> (Oru,)dodt + 2 (ag(u) : 8TV)W(8TV)mT dodt
ET 2T

-2 (72 : J%(u)) : (ur @ my)dodt — 2 (auT + atu) ((ﬁ&TuTﬁ)mT + u) dodt

S X
) - (auy + &u) ((8Tu,,)mT + u) dodt — 2

+2 8tu(uT8TV)mT dodt + /ZT(m V) [(6|E|2 + M|H|2) —2¢(m - E)(E-v)

S

Oyu (u,,@T 1/) my dodt

X7

—2u(m-H)(H -v) — 2u(H -v)(m - 8,@)] dodt + - (U%(u) ed(u) + a|u|2> dodt.

Cette identité sera réécrite

T 7
2/ Eydt =3I, (4.46)
0 i=1
T T
[ m: Vu—l—u @udm] +{/2§u(m:Vu+u>-de +
0 Q 0
T
[ E X H -mdx
0
{ V|0ul? + 0%(w) : €2(u) + aw} dodt,
S

= ET{ (\E|2+/L|H\)—2e(m-E)(E-u)—2u(m.H)(H-y)
—2¢u(H -v) (m- 8tu)} dodt,

(divymy — 2)(o%3(u) : €%)dodt — 2/ o (u) : (W@TUTW + uyﬁTl/)(W@TmTﬂ)dadt
S

=
[
g
H

-2 (O'T( )(8TV)mT) (Oruy,)dodt + 2 (U%(u) : 3TV)W(8TV)mT dodt

X

—9 - ('R : aior(u)> : (ur @ my)dodt — /ET (m-v) (20[5(%(10 + Atr(s%(u))ig) e (u),
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15:—/ET(m-V)(04

Ig = —2 - (auT + (9tu) ((ﬁ@TuTW)mT + u) dodt — 2

2
6Tu,, — (8Tu)uT )dadt,

O (uyﬁT 1/) mr dodt

X

-9 /ET (aul, + 8tu> ((8Tu,,)mT + u) dodt + 2 /ET 8tu<uT8Tz/)mT dodt,

I = /2 (m-v) (OflauUT|2 + (2a+ )\)|8,,ul,|2>dadt_

e Etape 2 : Nous allons maintenant estimer les différents termes I; (i = 1,...,7).
e Estimation de /; :
Pour tout ¢ > 0 et p > 0 fixés, on a

1
/02(771 : Vu + u) <O dr < ;HatuHQLz(Q)s + p||(m : Vu+ u)H%Q(Q)s,

&

/Q%u(m : Vu + u) -Hdx < THMHH%Q(QP + pH(m : Vu + u)H%z(Q)s.

Par le Lemme 4.7 et Iidentité (4.29), il existe deux constantes positives ki et ks

telles que
T

< k1£(0),
0

[/{22<m:Vu+u>-8tudx

et
T

{/ 25,u<m : Vu—{—u) -Hd$} < k2£(0).

Q 0

Comme dans [8,24], on a l'existence d’une constante positive k3 > 0 tel que
T

Uﬂ 2e(E x H) -mdg;} < ks€(0),

0
d’ou
I < ks&(0), (4.47)

ou k4 est une constante positive indépendante de T
e Estimation de I5 :
Par le Lemme 4.8, on a

C T
<= 2 . .
b < E0)+ Ry /ET |Opul2dodt + ’7/0 E(t)dt (4.48)

o Estimation de I5 :
On peut vérifier que

2¢(m - E)(E -v) = 2e(myp - Ep)E, + 2em - v|E, %,
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et
2u(m - H)(H -v) = 2u(myp - Hp)H, +2um - v|H,|?,

et par conséquent le terme I3 devient
I3 = / {m : V(6|ET|2 + u|HT]2) —em-v|E,* —pm-v|H,|?
S

—2¢(mp - Ep)E, —2p (mp - Hp)H, + 2§u(H - v)(m - atu)} dodt,

On applique la formule de Young; il existe alors une constante positive ks > 0 tel
que pour tout € > 0

Iy < ET{ <m-u+ %) (el x v + plH x v|*) + (0 = m - v) €| B,

k
+ (29 —m- V) wlH,|* + 05|c9tu|2} dodt. (4.49)

e Estimation de I, :
En utilisant les relations du Lemme 1.3 et en tenant compte de (1.9), on peut réécrire
I, comme suit

Iy =— /ET (2 —2m,, (8T1/) + mytr ((9TV)) (a%(u) : 6%(u))dadt
—2 . (U%(u)(ﬁTy)mT> (E)Tuy)dadt + - (ag(u) : 8TV>UT<8TV) my dodt

-2 - <R : J%(u)) : (uT ® mT)dadt

— [ my <20¢6,_0r(u) + Atr (5%(u)>zz> : e%(u) dodt.

X

On pose

n=-| (2 — 2m, (gv) +m,tr (aTy)> (ag(u) : gg(u))dadt
L=-2 (ag(u)(aTu)mT) (07w, )dodt

T, = /Z ) <ag(u) : aTu)uT(aTu)mT dodt

Ti=— /ET (R : o%(u))  (ur @ my ) dodt

Is=—| m, (2a€0T(u) + Atr (50T(u))i > : €9 (u) dodt.

X7
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Nous allons maintenant estimer les termes précédents. Dans toute la suite la lettre
C désignera une constante générique positive assez grand et indépendante de w.
Comme m,, et Orv sont bornées, il vient alors

| < C / o0 (u) : €%(u) dodt.
X

On procede comme dans [10,12], en utilisant I'inégalité de Young, la proposition 1.1
et en tenant compte de (1.9) et (18), on obtient

T < C [ (1900 + huaf? +urf+ & ur) : Sh(ur) ) dodt
< C/z (\VTuy!2 + Jul® + o3 (u) : 5%(u))dadt,
T
et
1Zs + 74| < C(H“V”%Q(O,T;L?(F)) + HUT||%2(0,T;H1(F,T(F)))>
< 0/E <|u\2 + o0 (u) : soT(u)>dodt.
De 0%(u) : eh(u) = 2ae%(u) : e%(u) + A*tr(e%(u))ig s ed(u), ot A = (2Xa)(\ +

2a)71, on déduit que

Iz, < C / o0 (u) : €%(u) dodt.
S
Les estimations précédentes conduisent a

I, <4C | of(u) : €9 (u) dodt + C’/ IV ru,|? dodt + 20/ lu|® dodt.  (4.50)
ET 2T

X7

e Estimation de I5 :
Le terme I5 est équivalent a

I5 = —/ (m-l/)a|VTu,,|2dadt—/ (m-v)|Orvur|*dodt+ | (m-v)aVru, (Orv)urdodt.
ET ET

S

Par I'inégalité de Young, on a pour tout g > 0
‘—/ (m - v)|Opvur|*dodt + / (m - v)aVou, (Orv)ur dadt‘
ET ZJT
< 5/ |V ru,|*dodt + C/ lu|?dodt.
ET /8 2T

Donc o
Is < (B— (m-l/)a)/ \Vru,|*dodt + —/ lu*dodt. (4.51)
S B Er
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e Estimation de I; :
Comme u = ur + u,v sur I', le terme I devient

Is = —Qa/ lu|*dodt — 2a/ up - (mOrurm) - my dodt
ET ET
-2 Owu - (mOpurm) - mp dodt — 4 o - udodt — 2a/ u, (Oruy,) - myp dodt
Er

Er X7

— 2a/E Oyu(Oruy,) — 2/2 Oyu(u, (Orv))my dodt + 2/2 Oyu(ur(Orv))my dodt.

L’inégalité de Young et la proposition 1.1 donnent, pour tout 5 > 0
‘—2@/ up - (mOpurm) - My dadt’ < C/ lup|*dodt + ﬂ/ er(ur) : €% (ur) dodt
ET ﬁ ET Z:T
C
g—/ ul?dodt + / ol (u :50udadt,
o ot [ b ehw)
et
’—2 Owu - (mOpurm) - mr dadt’ < C/ |Oyu|*dodt + ﬁ/ ex(ur) : eF(ur) dodt
ET /6 Z:T ET
< C/ |Oyu|*dodt + ﬁ/ oy (u) : % (u) dodt.
/6 X7 X

Les termes restants sont aussi estimés a 1’aide de I'inégalité de Young et on a

4
‘—4 8tu-udadt’ <= [ lowldodt+ 5 [l dodt
/B ZT ET

X
’—2@/ u, (Vruy,) - my dadt‘ < C/ lu|?dodt + B/ |V ru, |? dodt,
X7 /8 S Xr
’—2@/ Ou(Vruy,) - myp dodt’ < C/ |Oyul*dodt + 6/ |V ru, |? dodt,
X7 B X X

‘—2 8tu(u,,(8TV)) “mr dadt’ < C/ |8tu|2dadt+6/ lu|? dodt,
B ZT ET

X
‘2/ET 8tu(uT(8Tl/)) “mp dadt‘ < g/ET |Oyu*dodt + 5/ET lu|? dodt,

pour tout 5 > 0. Il est claire que

’—2@/ |u|2dadt’ < C’/ lu|*dodt.
X7 X
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En regroupant les estimations précédentes, il vient

2C 4C + 4
Is < (6 + 35+ C) /ET lu|*dodt + ( 3 ) /ET |Ou|>dodt

268 | o (u) : ) (u) dodt + 2ﬁ/ |V ru,|? dodt. (4.52)
X St

e Estimation de I; :
Il reste a estimer le terme I, on a alors

/Z (m-v) (ozlayuﬂ2 + (2a + A) |3l,u,,|>dadt <
C/z (Oé|3uUT|2 + (2& + )\)\d,uyodadt.

On consideére un champ de vecteur h € W1*°(Q)3 tel que h = q = v sur T, (cf. [34)).
L’identité (4.33) s’écrit alors

/ET (04|81,uT|2 + (2a + )\)|(9l,u,,|>dadt =
{/92(q : Vu) - Oyudx [/Q 2£u(q . Vu) - Hdx OT— {/Q QEM(E X H) -qdw}
- /QT (divq) (J(u) ce(u) — |8tu|2)dxdt + 2/QT o(u) - Vq - Vu drdt

+/ {EQE-EJruQH-H}dxdt—Qf/ pH-Vq-@tudxdt—/ Oyul?dodt
Qr Qr B

T T
0

0

+ {QQSOT(U) + )\tr(e?p(u)ig)] : e (u)dodt —I—/ <oz|8TuV - (0TV)uT|2) dodt
ET ET
+ / {(6|Eyy2 + ulH, [2) + 26pu(H - v) (O - v) — (e| Ex[* + p| Hr?) }dodt.
X
Comme précédemment, on déduit [’existence d’une constante positive C' telle que
T
/ <a|a,,uT|2 + (20 + )\)|8,,uy|)dadt < CE(0) + c/ E(t) dt + c/ \u|?dodt
ET 0 ET
Y / pH - Vq - du dedt + C / o0(w) : €%(u) dodt + a / IV, [2dodt
QT ET ET

— [ aVru, - 0rw) - up dodt+ [ {(6|EV|2+M|HV|2) +2§M(H-y)(8tu.y)}dadt.

X7

Les autres termes sont estimés par l'inégalité de Young, on obtient pour tout 3,60 > 0

I < CE(0) + C(B) /T

¢ 2 0, . -0
; E(t) dt + <C’+ ) /ET |u|“dodt + C/ET op(u) : eq(u) dodt

B

C
—i—(oz—l—ﬁ)/z |VTu,,\2dadt+§/2 latu|2dadt+/2 {e\E,,|2+(1+9)M\H,,\2}dadt,
(4.53)
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oi C(B) = C +max (53, 5).

En insérant les estimations (4.47), (4.48), (4.49), (4.50), (4.51), (4.52) et (4.53)
dans (4.46), on arrive d

(2 - 0(5)> /OTg(t) dt < <k4 4 f; + 0)5(0)

+ (m v+ k;) /2 <€|E x V| + p|H x u]g)dodt

+ [ {(9 Flem- y)eyE,,Pdt 4 (39 Fl—m- y>u|Hl,|2}dadt

+ (50 + 2ﬁ> /ZT o (u) : e (u) dodt + <4C’ + 450 + 35) /ZT lu|*dodt

ks 4C +4
+(Ro+ =+ i / |OyuPdodt + (C’ +48+a — a(m . 1/)) / |V ru,|*dodt.
0 /B YT X

En choisissant 0 < 0 < 7 et 0 < B < W tel que 7y, = min{m -
v, meTl} > — — >1leten appliquant le Lemme 4.8, nous obtenons
T C + kgC
(2 (kg + 1) — 0(5)) | ewar< (k:4 T L O)g(())

+ <m v+ k5> / <€|E x v|* + pu|H x 1/|2>d0dt
0 ) Jer

k 4C' +4
+ Ro + = + i / |8tu|2dadt,
0 15} r

ot ky, ks, et kg sont des constantes positives (dépend de 6, B, n, p, les coefficient u,
a, A et du paramétre €).

Finalement, en utilisant la premiére condition au bord du systéme (4.1), on dé-

ky + GC 4 O
duit ’estimation recherchée (4.30), en posant C = 1
k (30}, en posant v = 5 T4 k) = €(B)
8

3=+ ko) = C) ot kg = ((m-l/) +’§’>max{<1+u+u9>,(u§2+%2> +

9 _
(RO + %5 + %)}; en choisissant 0 < n < (1—1-01566)) et C(B) < 2 (i.e., on choisit

B assez grand tel que § < 2 — C avec C < 2). Ceci achéve la démonstration du
Théoréeme 4.3. O

ethz
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Chapitre 5

Quelques résultats théoriques

5.1 Application a la controlabilité exacte

Dans cette section on s’intéresse a la controlabilité exacte du systeme (4.1) en
adaptant la méthode de Russell (cf. [39]), c’est & dire qu’en exploitant le résultat de
stabilisation exponentielle du systéme linéaire associé au systéme (4.1), on déduit la
controlabilité exacte, résultat qui a été établi directement par S. Nicaise (cf. [36]),
(voir aussi [8,37]). Plus précisément : pour tout (ug,u1, Eo, Hy) € H, on cherche un
temps T > 0 et un vecteur controle (Ji,Jo) € L*(T,]0,T[)* x L*(T,]0,T[)? tel que
la solution (u, E, H) de :

02u — Vo (u) + curl E = 0, dans Qr = Qx]0,T7,
€O, — curl H — &curl 9,u = 0, dans Qr,
woyH + curl £ = 0, dans Qr,
div(e £) = div(p H) =0, dans Qr, (5.1)
Hxv—E&uxv=J, sur Xp = T'x]0, T, '
os(u) — w + aur = Jor, sur Y,
o,(u) + o3 (u) : Opv + au, = J, sur Y,
u(0) = ug, Ou(0) = uy, E(0) = Ey, H(0) = Hy, dans $,
vérifie :
w(T)=0u(T)=E(T)=H(T)=0. (5.2)

On a le théoréme suivant :

Théoreme 5.1. Si Q) satisfait ['estimation de stabilité, alors pour tout T > 0 suffi-
samment grand, et pour tout (ug,uy, Eo, Hy) € H, il existe deux controles Jy, Jo €
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L3(X7)? avec :
Jiov=0 sur Xr,, (5.3)

tels que la solution (u, 0w, E, H) € C(]0,T[,H) de (5.1) vérifie (5.2) au temps T.
Démonstration. Nous procédons comme dans [36]. Pour (yo,v1, Py, Qo) € H, on

cherche vy, ¥y € L?(X7)3, ol 4 vérifie (5.3) tels que la solution (y, 0wy, P,Q) €
C(]0,T[,H) de :

0%y — Vo(y) + Ecurl P = 0, dans Qr,
€0y P — curl ) — &curl 0,y = 0, dans Qr,
10 4+ curl P = 0, dans Qr
div(e P) = div(p Q) =0, dans Qr, (5.4)
Q X v+ Dy X v =1, sur Y, '
os(y) — divyod(y) + ayr = or, sur Y,
0, (y) + 07 (y) : Onv + ay, = oy, sur Y,
y(T') = yo, Oy(T) =y, P(T) = Ky, Q(T) = Qo, dans €2,
vérifie :
y(0) = 9y(0) = P(0) = Q(0) = 0. (5.5)
Ceci fait, on pose alors
u(t)=—y(T' —t), E(t)=—-P(T—1t), H(t)=Q(T —1).
On prend (vg, v1, Fy, Iy) dans H, on considére le systéme suivant
0?v — Vo (v) + Ecurl F =0, dans Qr,
e0yF — curl I — £curl O = 0, dans Qr,
wo I + curl ' =0, dans Qr,
div(e F') = div(u 1) =0, dans Qr, (5.6)
I xv+E&wxv—(Fxv)xv=0, sur X, '
os(v) — divrod(v) + avy — Qur = 0, sur Yr,
o,(v) + o2 (v) : Opv + av, — Oy, = 0, sur Y,
v(T) = vy, Ow(T) =vy, F(T) = Fo, I(T) = Qo, dans,,

qui admet une solution unique (v, v, F, I) € C(]0,T[,H) (Il suffit de faire le chan-
gement de variable ¢ = —v(T' —t), E=—F(T —1t) et H=1I1(T —1)).
D’apres le Théoreme 4.2, on a 'existence d’une constante positive w telle que :

E(v(t),0w(t), F(t),I(t)) < Me *T=YE vy, vy, , Fy, I). (5.7)
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On utilise la solution (v, dv, F, I) du systéme (5.6) et on considere le systéeme :

02w — Vo(w) + Ecurl G = 0, dans Qr,

€0,G — curl J — £curl Oyw = 0, dans Qr,

1oy J + curl G = 0, dans Qr,

div(e G) = div(p J) =0, dans Qr,
JXxv+E&owxv—(Gxv)xv=D0, sur X, (58)
os(w) — divpod(w) + awr + dywyp = 0, sur X,

o, (w) + o%(w) : Opv + aw, + yw, = 0, sur X,

w(0) = v(0), dw(0) = dw(0), G(0) = F(0), J(0) =1(0), dans €,

qui admet une solution unique (w, dw, G, J) € C(]0,T[,H) car (v(0),v'(0), F(0), 1(0)) €
H.

On pose maintenant y = w —v, P=G — F et Q = J — I. D’apres (5.8) et (5.6),

on a (y, P, Q) vérifie (5.4) avec :
P =— (G xv)xv—(Fxv)xu, (5.9)
1#2 :77Z)2T + 77@21,V = —8tw — 6tv. (510)

On fixe T' > 0 et on pose d = MeT; donc d €]0, 1[. On définit Popérateur linéaire
A:H — H par:

A((vo, v, Fo, Ip)) = (w(T), 8w (T), G(T), J(T)).

1A (vo, 1, Fo, To) 15, = | (w(T), 0pw(T), G(T), J(T)) 3,
(w(

< 28(w(0), dw(0), G(0), J(0)).

En utilisant les conditions initiales du probleme (5.8) et 'estimation (5.7), on ob-
tient :

HA<U07 U1, F07 ]O)Hal < 25<U(O>7 8tv(0), F<O>7 [(0))7
< 2Me “T&(v(0), 0,v(0), F(0), 1(0))
= dH(UO? U1, FO» IO) ”?—[

Et par conséquent :
1M 2y < Vd < 1.
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Donc A — I est un isomorphisme de H dans H. Alors, pour tout (yo, y1, Po, Qo) € H,
il existe un unique (vg, vy, Fo, ly) € H tel que :

(Y0, Y1, Po, Qo) = (A — I)(wo,v1, Fo, 1p),
= (w(T),@tw(T), G(T), J(T)) — (’U(),’Ul,Fo,Io),

= (y(T),0iy(T), P(T),Q(T)). (5.11)
De plus, les identités (4.29), (5.11) et la définition de A montrent que ©; et 1y
appartiennent & L*(37)? et la preuve du Théoréme 5.1 est terminée. O

5.2 Stabilisation non linéaire

On procede comme dans [37], on applique le principe de Liu (¢f. [35]) pour
estimer I’énergie du systéeme non linéaire par des termes relatifs aux feedbacks, en
utilisant le systeme linéaire rétrograde avec donnée finale égale a la donnée finale du
systeme direct. Ces termes sont alors estimés en utilisant 1’estimation de stabilité
qui est équivalente a la stabilité exponentielle du systéme linéaire rétrograde et une
inégalité intégrale appropriée.

On a le théoreme suivant :

Théoréme 5.2. On suppose que gy et go satisfaisant les conditions (4.11), (4.12) et
(4.13) ainsi que :

|EP” +|g:(E)]? < G(g:(E)- E), VIE|<1, i=1,2, (5.12)

ot G : [0, 00) — [0, 00) est une fonction concave strictement croissante telle que
G(0) = 0. S Q vérifie l’estimation de stabilité, alors il existe des constantes ¢y, c3 > 0
et Ty > 0 (dependant de T', £(0) et |I'|) telles que :

U (eat)
< B —— > .
g(t) ~ CgG (CQTQ‘F’t s Vi = Tl, (5 13)
pour toute solution (u(t), E(t), H(t)) de (4.1), ot 1) est donnée par :
L1
= [ ——ds, ¥t>0 5.14
w0 = [ o5 (5.14)
pour ¢ définie par :
8(s) =TINGT( ) (5.15)

La preuve de ce théoreme est basée sur 'inégalité intégrale suivante, établie dans
([24]) (voir aussi [9]).
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Théoréme 5.3. Soit £ : [0,+00) — [0,+00) une fonction décroissante vérifiant
l'inégalité

/ " S(E()dt < TE(S), S >0, (5.16)

pour un T > 0 est une fonction ¢ converxe et strictement croissante de [0, +00) d
[0, 4+00) telle que ¢(0) = 0. Alors, il existe un temps t; > 0 et un réel ¢, dependant
de T et £(0) tels que

Et) <o (W) , Vi<t (5.17)

ot P est définie par (5.14)
Démonstration du théoreme 5.2
Grace au Lemme 4.4, il suffit d’établir (5.13) pour des données dans D(A). Dans
ce cas, (u, B, H) est la solution (forte) de (4.1). On considere (y, P, @) la solution
du probleme (5.4) et (5.5) avec y(T') = u(T), Ow(T) = owu(T), P(T) = E(T) et
Q(T)=H(T), T > 0, assez grand, (Iexistence est assurée par le Théoreme 5.1). A
partir de (4.1) et (5.4) on peut écrire :
0 :/ {0y - (8fu — Vo(u) + éRotE)

Qr

+ O - (ny — Vo(y) + &curl P)

+eP- (@E — ¢ '(curl H + &curl Gtu)) +uQ - (,H + p 'curl E)

+eE - (ﬁtP — ¢ Y(curl Q + £curl 3ty)> + pH - (0,Q + p'curl P)}dudt.
Par suite :

OZ/Q {(By - Opu+ Oy - Oy) + ¢ (P-0,E + E-0,P)

T

+p(Q-0,H+ H-0,Q)— (0y-Vo(u)+ du-Vo(y))
(0w -curl E— E - curl 0yy) + £ (Oyu - curl P — P - curl dyu)
+(H-curlP—P-curl H) 4+ (Q - curl E — E - curl Q) }dxdt.

En intégrant cette identité par partie par rapport a x, on obtient :
0=/ {(8ty~8fu+8tu~afy) +e(P-0,E+E-0,P)
Qr

+u(Q-0H + H-0,Q) + (o(u) : (9y) + o(y) : £(Opu)) pdzdt
—<o(u) v,oy >_ <

1= o(y) v, 0u>_11
+/Z ((Hxv) P+ (Qxv) E+&((Oyxv)E+ (Quxv)- P)dodt.

1 11
27 272
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L’identité (1.16) donne :

O:/Q O {0y -Ou+€eP-E+uQ-H+o(u):e(y)} dedt
— < US(“);&&ZJ >_
— < 05<y>7atu >_

— < o,(u),0y >_
— < o,(y),Ou >_

(5.18)

)

NI (NI
NI (NI
N|= [SIE
N [SIE

- . {(Hxv)-P+(Qxv)-E4+&((Oy xv)-E+ (Qu xv)-P)}dodt.
En utilisant les conditions au bord de (4.1) et (5.4) dans (5.18), on en déduit :

O:/ {0y -Ou+eP-E+pQ-H+o(u):e(y)}dedt

— < divpod(u), Oyr >_1.1 + < 09(u) : O, Oy >_

M\
1\3\
=

1
29

— < divpod(y), dpur >_11 + < 09.(y) : Opr, Suy, >

—l—a/ u-atyda—l—a/ y - Oy do
ET Z:T

w\
w\
L=
[

+ /ZT {0y - 92(0u) — Byu - Koy — P - (u(E x 1) x v) + E - Ky} dodt.
En utilisant la relation (1.9), ensuite l'identité (1.6), on trouve :
0:/ 0 {0y - Ou+€eP-E+pQ-H+o(u):e(y)}dudt
/ (02.(1) : €2(Oy) + 0%(y) - £2%(Ou) + alu - By +y - D) Ydordt
+ /ET {0y - g2(Ou) — Oyu - Ko — P - (g1(F x v) X v) + E - K1} dodt.
Cette identité est équivalente a :
0:/Q 0 {0y - Ou+eP-E+puQ - -H+o(u):e(y)}dedt
T
/z O{o9(u) : e%(y) + au - y}dodt
T

+/E {0y - 92(0u) — By - Ky — P - (gu(E x 1) x v) + E - K1} dodt.
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En intégrant cette identité par partie pour ¢ € [0, 7], on obtient :
0— / {@y(:c,T)-@tu(x,T) +eP(2,T) - E(x,T)
0@, T) - Hiw, T) + o(u) (. T) : e(y) (. T) jdo
- / B,y (x,0) - ru(z, 0) + eP(x,0) - E(x,0)
4 uQ(x,0) - H(z,0) + o(u)(x, (z,0) }dm
+/F{ag<u)(x,T)  9(y)(@,T) + aule, T) - y(a,T)} do

— {a%(u)(x, 0) : e%(y)(x,0) + au(z,0) - y(x, O)} do
—i—/z {0y - g2(O4u) — Oyu - Ko — P - (g1(F x v) X v) + E - K1} dodt.

En utilisant les conditions initiales et finales de (4.1) et (5.4), on arrive & :
0 :/Q{|8tu(ac, T) + €| E(x, T)]* + p|H(x, T)|* + o(u)(z,T) : e(u)(z, T)}dx
+ /F{U%(u)(as,T) e (u)(x, T) + alu(x, T)|*}do
+ /ET {0y - 92(0u) — By - Ky — P - (gu(E x 1) x v) + E - K1} dodt.
Maintenant, en utilisant I’expression de I'énergie, on obtient
26(T) = /E (O - Ky — 04y - go(0u) — (P x 1) - 1 (E x v) — E - K, } dodt.
T

Ensuite, on procéde comme dans [37] (le reste de la preuve est treés similaire a celle
du Théoréme 3.4 du premiere partie, voir aussi Théoreme 5.2 de [36], nous avons
omis les détails de la preuve) et nous arrivons a

E(t) < 3G (g(t) _é(f i T)> = ¢ NEW) — EE+T)), V>0,

ou ¢ est défini par (5.15). Comme ¢ est décroissante, cette estimation implique que,
pour tout 0 < .S < N avec N assez grand,

[ oewnar < [ () - et + 1))t

< /SM E(t)dt - /NN+T8(t +T)dt < TE(S) — TE(N +T).

En faisant tendre N vers linfini on arrive a lestimation (5.16) (voir Lemme 5.1
de [9]) et on conclut par le Théoréme 5.3, la démonstration est donc achevée. [
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Exemples

Dans ce Chapitre, Nous donnons quelques exemples pour illustrer nos résultats.
Nous nous tenons a distinguer plusieurs degrés de stabilité, notamment la décrois-
sance exponentielle, polynomiale, logarithmique, double logarithmique.

Exemple 1. On suppose que g;, i = 1,2 vérifient (4.11), (4.12), (4.13) et (4.14)
ainst que :

£-9(8) > ol VIE| <1,
l9:(§)] < Colg]™, VI <1,

ot ¢, Coy sont des constantes positives, o € (0,1] et p > «. Alors g; vérifie (5.12)
avec

_p+l

G(s) = Y7 et g 1.

~t on obtient donc une

e Sip=a =1 alors G(s) = s, dans ce cas v~ (t) = e
décroissance exponentielle.

2 2a
o Sip+1 > a, alors ¢~ (t) = tT4 et on obtient une décroissance de l'ordre t~ »Hi-2a .
Exemple 2. Supposons que g;(§) = exp(—m%p)# pour i = 1,2, [£| assez pelit et
p>0; alors :

€-0:(€) = f(I€]?), pouri=1,2 et || assez petit,

avec f(x) = exp(—=5) vérifie les conditions suivantes :

& 9:(&) = FUER), 19:(O)] < eal€], pouri=1,2 et €] <1, (5.19)

ot ¢1 est une constante positive et f est une fonction de [0,1] — R continue, stric-
tement croissante et conveze telle que :

im £ (5.20)

z—0t &
De (5.19) et (5.12), on en déduit :
€7 +lg:(OF < (1 +DIgP,
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et comme f est une fonction croissante et convezxe sur [0, 1], alors f~1 est concave
et on choisit la fonction G telle que :

G(f(x)) = (1 + ).

Ceci implique que : G(t) = (1+ &) f~(¢), ou :

1
f71<t) = I
| log [
Ce qui entraine que :
c
|log t|»

ot c3 = (14 ¢2) est une constante positive. En appliquant le Théoréme 5.2 et 5.3,
on obtient une décroissance de la forme :

C3

< —.
| log ¢[»

Exemple 3. Supposons que g;(§) = exp(— exp(mﬂp))ﬁ, pour i = 1,2, |£| assez
petit et p > 0. Alors :

& gi(&) = F(E1?) pour || assez petit,

avec f(z) = exp(—exp(z)) vérifie les condition (5.19) et (5.20). Comme dans
l’ezemple précédent on choisit la fonction G de sorte que :

G(f(x)) = (1+ )z,
d’ou :
(1+¢2)

~ (log|logt])7
Par le Théoréme 5.2 et 5.3, on obtient une décroissance de la forme :

C3

< —2
(log |logt|)®

o1 c3 est une constante positive.
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Conclusion et perspectives

Conclusion

La problématique de cette these était d’étudier la stabilisation frontiere de cer-
taines classes de systemes gouvernés par des équations aux dérivées partielles avec
des conditions aux limites de type Ventcel stationnaires soumis a deux fonctions
feedbacks frontieres non linéaires.

Dans la partie I, nous avons considéré la stabilisation d’un systéme hyperbolique,
en dimension 3 d’espace, constitué d’'une équation de type équation des ondes avec
conditions au bord de Ventcel couplée avec un systeme de Maxwell. On a d’abord
démontré, dans le chapitre 2, I'existence, 'unicité et la régularité des solutions en
utilisant la théorie des semi-groupes non linéaires.

Dans le troisieme chapitre, nous avons réussi a établir ’estimation de stabilité
qui est équivalente a la stabilité exponentielle du systeme linéaire associé en mettant
en oeuvre la méthode de multiplicateurs; le taux de décroissance ne dépend que des
caractéristiques géométriques de 2. Ensuite, nous avons prouvé qu’on peut appliquer
le principe de Russell pour déduire la contrdlabilité exacte. Apres cela, nous avons
exploité les résultats de stabilisation exponentielle du systeme linéaire associé et le
principe de Russell, pour obtenir une décroissance explicite de I’énergie du systeme
non linéaire, en donnant des conditions suffisantes sur les fonctions g; et go

Dans la deuxieéme partie de cette these nous avons étendu des résultats de stabi-
lisation du systeme couplé Maxwell /ondes au systéme de 1’élasto-magnétisme avec
des conditions au bord de Ventcel.

Dans le chapitre 4, nous avons abordé, dans un premier lieu, ’existence, 'unicité
et la régularité des solutions, ensuite nous avons prouvé que l'approche introduite
dans [8], s’adapte également pour le systeme de 'elasto-magnétisme, en montrant
que les feedbacks naturels assure une décroissance en exponentielle de 1’énergie.

Enfin, a partir du principe de Russell et de Liu, nous avons montré, dans le cha-
pitre 5, que la stabilité exponentielle du systeme linéaire est une condition suffisante
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pour obtenir la stabilité du systeme non linéaire.

Perspectives

Pour aller plus loin, les quelques pistes suivantes sont a prendre en compte :

1. II serait intéressant de généraliser les résultats de ce travail au systeme de la
thérmoélasticité anisotrope :

O?u —divo(u) + aVO + f(Qu) =0 dans Q := Qx]0, 00|,
0,0 — Af + pdivou =0 dans Q,
=0 sur X := I'x]0, o],
(5.21)
u=20 dans ¥; = T'; x]0, 0o,
o(u) -v+au+ g(Ou) =0 sur Yo 1= I'9x]0, 0o,
u(0) = ug, Ou(0) = uy, 6(0) = Oy dans €,

en remplacant la condition de Neumann dans le systeme (5.21) par les condi-
tions de Ventcel suivantes :

os(u) — divro(u) + aur + gor(Opu) = 0, sur Ly = 'y x]0, +00],
o, (w) + o9(u) : Opv + au, + go, (Gpu) = 0, sur Ss.

On note que la stabilisation du probleme (5.21) a été considéré dans [15].

2. De méme, nous envisageons d’étendre les résultats de stabilité et de contro-
labilité aux problemes de Maxwell/ondes et de 'elasto-magnétisme mais avec
plutot des conditions au bord de Ventcel évolutives.

3. Plus généralement, nous pourrons également effectuer 1’étude de la stabilisa-
tion frontiere d’autre problémes, en utilisant la méme approche, comme :
— Le bilaplacien
— I’équation de la chaleur
— ou d’opérateurs plus généraux comme : coefficients variables, ordre élevé,
etc....
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