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0.1 Introduction Générale

L’analyse des séries temporelles occupe, tant dans le domaine théorique que dans les ap-
plications pratiques une place importante. Sa structure essentielle réside en une dépendance
des phénomeénes étudiés vis-a-vis du temps. Il est peu de disciplines qui ne soient confron-
tées a l’étude des phénomeénes évoluant dans le temps et qu’on désire décrire, analyser,
interpréter ou prévoir.

De nombreux travaux existent dans le domaine temporel depuis, en particulier, les
travaux de Yule (1927). Box et Jenkins (1970) dans leur fameux ouvrage, ont popularisé la
méthode qui conduit a la construction de modéles représentant le processus générateur de
données. Pour ces techniques, les données sont enregistrées en temps discret, et le proces-
sus sous-jacent est généralement solution d’une équation aux différences stochastique. Les
modeles classiques & coefficients constants ont été étendus & des modeéles plus généraux
a coefficients dépendant du temps ou plus particulierement & coefficients périodiques du
temps.

D’autre part, de nombreuses séries de données sont disponibles en temps continu et se
présentent sous la forme d’une courbe continue (électrocardiogramme, enregistrement de
sons, sismographe, etc...). Souvent ces types de processus a temps continu, sont solution
stationnaire d’'une equation différentielle stochastique.

En pratique nous utilisons un nombre fini d’observations de la série, en particulier,
pour la construction d’estimateurs pour un probléme donné. L’idée premiére qui pour-
rait s’imposer est de choisir des données équi-espacées pour I’étude de certaines grandeurs
d’intérét ; Shannon a montré que ce choix conduit & ce qui appelé un repliement de spectre
ou effet aliasing sous le non respect de la condition dite de Nyquist.

Donc, comment choisir les observations les plus appropriées afin de préserver 'information
contenue dans la série inialement observée et ainsi pouvoir la reconstituer 7

Ce probléme général inclut a la fois la discrétisation du temps pour un processus a
temps continu et le cas d’un processus & temps discret observé de maniére soit irréguliére,

soit réguliére; souvent lorsque nous pouvons choisir un échantillon , le choix du critére



d’optimalité est tres important (cf. Deniau (1989)).

Physiquement , un échantillonnage n’est jamais exactement périodique. On peut ad-
mettre par exemple que deux sortes d’accidents principaux peuvent se produire : la gigue
(jitter ), ou les instants d’échantillonnage sont décalés de maniére aléatoire et, 1’effacement
(skipping), o certains instants sont supprimeés.

Pour parer & cela, de nombreux travaux et résultats existant sont en faveur d’autres
schémas d’échantillonnage tel que I’échantillonnage poissonien qui permet la suppression de
Deffet aliasing (Shapiro et Silverman (1960), Masry (1971, 1978a, 1978b, 1978¢). Oppenheim
(1983) donne, en particulier une condition sur la loi d’échantillonnage dans le cadre d’une
marche aléatoire, pour que 'application qui, & la fonction de covariance du processus initial
associe celle du processus échantillonné soit injective.

Les schémas d’échantillonnage aléatoires proposés jusqu’a présent n’étaient pas souvent
utilisés. La raison est probablement due aux difficultés de simuler le hasard, d’apprécier le
cotit relatif de I’échantillonnage aléatoire dans le cott global de I’étude statistique , d’évaluer
le gain par rapport aux procédés habituels d’échantillonnage (Oppenheim (1983)). Mais,
néanmoins, 'intérét pour ce type de schémas s’est accru durant cette derniére décennie
avec les développements des moyens numériques et techniques. Les processus ponctuels
stationnaires au second ordre, sont a la base des différentes procédures d’échantillonnage
aléatoire des processus stochastiques. La théorie de ces processus ponctuels fut graduelle-
ment développée, en particulier, par Parzen (1965), Beutler et Leneman (1966), Delay et
Vere-Jones (1972), Brillinger (1975).Les schémas d’échantillonnage, les plus communément
utilisés, et qui s’appuient sur ces processus ponctuels, sont le schéma d’échantillonnage péri-
odique, le schéma d’échantillonnage dit avec jitter et le schéma d’échantillonnage aléatoire
et plus précisément poissonnien (Shapiro et Silverman (1960), Beutler et Leneman(1966),
Beutler (1970), Masry (1971, 1978a, 1978b), Masry et al (1978).

Les processus aléatoires stationnaires au second ordre jouent un réle important dans la
modélisation mathématique des phénomeénes concrets.

Il est bien connu que l'utilité des représentations des séries dans les deux domaines

fréquentiel et temporel réside essentiellement dans la recherche des périodicités cachées pour



une série d’observations (Schuster in Chattfield (1975)); mais, 'analyse spectrale telle que
presentée actuellement considére I’estimation du spectre sur ’ensemble de toute la gamme
de fréquences (Chattfield (1975). Fondées sur les transformées de Fourier, des techniques,
utilisant des outils mathématiques, sont largement utilisées par des chercheurs, en particulier
par les ingénieurs en traitement de signal, les physiciens, météorologues, et autres.

Le concept traditionnel d’échantillonnage alias free fut introduit en premier par Shapiro
et Silverman ol une certaine classe de schémas d’échantillonnage aléatoires des instants
posséde la propriété d’étre alias free; Beutler(1970) donne une formulation générale du
probléme d’échantillonnage aléatoire alias free et présente des critéres pour un échantillon-
nage d’étre alias free et, ceci, relativement & des familles de distributions spectrales. Par la
suite, Masry (1971) construit des classes spécifiques de schémas d’échantillonage et établit
des propriétés pour ces schémas détre alias free.

Au début, pour certains travaux, fut posé la question : la propriété d’étre alias free,
pour un schéma donné, implique- elle que la densité spectrale puisse étre estimée de fagon
consistante a partir des observations (X (t(k)))x ?

Le pionnier en ce domaine est Masry (1978) dont I’objectif fut double. D’abord, il montra
que I’ancien concept d’échantillonnage alias free, fondé sur une classe de densités spectrales
vérifiant la propriété statistique de complétion restait néanmoins déficient dans le sens ot
I'estimateur de la densité spectrale n’est pas nécessairement consistent. Il proposa donc une

autre définition de I’échantillonnage alias free, qui se résume dans la condition suivante :

Cn(u)

aZron@ € L' o a I'intensité moyenne du processus ponctuel- par exemple, dans

v(u) =
le cas d’un processus de Poisson, a est le taux de la loi de probabilité de ce processus-, et
Cy .est la fonction densité de covariance du processus ponctuel d’échantillonnage.

Sous certaines hypothéses de régularité du schéma d’échantillonnage, cette nouvelle
définition a permis la construction d’un estimateur consistent de la densité spectrale. Ce
nouveau concept d’échantillonnage Alias free fut motivé par les travaux de Brillinger sur
lanalyse spectrale des fonctions stationnaires d’intervalles (1972 ) et les travaux de Beutler

(1966).

L’inférence statistique, & partir d’une unique réalisation, est en général raisonnablement



possible dans le cas stationnaire.C’est ainsi que ’analyse spectrale des séries temporelles
est souvent basée sur I’hypothése de stationnarité de ces séries, c’est a dire celles dont les
propriétés statistiques sont indépendantes de I'instant d’observation. Mais, pour de nom-
breuses séries d’observation, la stationnarité est physiquement inacceptable. Donc, quelle
démarche faut-il adopter dans le cas de processus non stationnaires? On pourrait considérer

" ou quasi stationnaires de facon & conserver

ceux-ci comme ”stationnaires par morceaux’
la méthodologie classique du cas stationnaire, en travaillant sur des fenétres étroites. Ce
procédé présente un intérét dans le domaine temporel, mais en limite la résolution dans
le domaine fréquentiel. La seconde alternative consisterait a développer une méthodologie
propre au cas de non stationnarité en substituant & la transformée de Fourier une autre
représentation temps -fréquence décrivant a la fois ’évolution temporelle et le contenu
fréquentiel de la série non stationnaire. Ainsi, la considération d’une classe plus grande que
celle des processus du second ordre, s’est avérée nécessaire .

D’autres travaux existent (Kponsou (1997)) en ce qui concerne l’estimation spectrale
pour des processus & accroissementss stationnaires lorsque le schéma est poissonnien.

Il s’avére que, quelque fois, cette hypothése de stationnarité ne soit plus portée sur les
séries elles mémes, mais sur les coefficients de Fourier, lorsque le développement en série de
Fourier est possible. C’est par exemple le cas des processus périodiquement corrélés qui,
manifestement, ne sont pas des processus stationnaires et dont la fonction d’autocovariance
est une fonction périodique du temps.

Hurd (1989) s’est intéressé a ’analyse non paramétrique dans des processus périodique-
ment corrélés.et a la représentation des fonctions de covariance de processus & temps continu,
périodiquement corrélés & 'aide de séries de Fourier. Il montre que ’estimateur classique
des covariances stationnaires, fondé sur une portion de trajectoire, peut étre modifié pour
fournir un estimateur, consistent en moyenne quadratique, des coefficients de la représen-
tation en série de Fourier. Seulement, les calculs numériques des estimateurs nécessitent
la discrétisation du processus considéré. La question est posée : comment effectuer cette
discrétisation de fagon & conserver les propriétés de l'estimateur de la densité.? Ainsi, il

est préférable d’estimer les caractéristiques du processus a partir d’échantillons discrets



(périodique ou aléatoire). Monsan (1994 ) s’est inspiré des travaux de Hurd (1989) et de
Masry (1978) pour appliquer 1’échantillonnage aléatoire et I’échantillonnage périodique au
cas des processus non gaussiens périodiquement corrélés. Il montre que, pour ces processus
périodiquement corrélés, 1’échantillonnage périodique conduit également & un effet alias-
ing. Pour I’échantillonnage aléatoire, il compare les qualités des deux estimateurs proposés
des fonctions de densités spectrales qui sont les transformées de Fourier des coefficients de
Fourier de la fonction de covariance du processus. Makagon et Steinhaus (2000a, 2000b)
ont établi une caractérisation du spectre des processus périodiquement corrélés et obtenu
une correspondance bi-univoque entre les processus périodiquement corrélés localement de
carré intégrable et une certaine classe de processus stationnaires de dimension infinie.

Ces travaux ont été étendus au cas de processus presque périodiques (Dehay (1994),
Dehay et Hurd (1994), Swift (1991), Dehay et Monsan (2002).

Dans ’analyse spectrale classique des processus stationnaires, la densité spectrale est la
transformée de Fourier de la fonction de covariance .1l est donc naturel de vouloir I'estimer
par la transformée de Fourier de la covariance empirique, nous nous intéressons princi-
palement aux schémas d’échantillonnage poissonniens dans le cadre de ’estimation de la
fonction densité spectrale, d’'une part, pour les processus stationnaires et d’autre part, pour
les processus périodiquement corrélés Dans ce travail nous nous intéressons a ’estimation
des ces fonctions densités spectrales et aux propriétés de consistence des estimateurs.

Il semble que les travaux de Kadi, Oppenheim et Viano (1994), Kadi et Mokaddem
(1994) n’aient pas été étendus au cas de processus non linéaires et, en particulier, des
processus GARC H. Par conséquent, nous nous sommes intéressées a en faire I’extension.
Ceci fera I'objet du chapitre 4 ou les cas particuliers de processus ARCH(1) et ARCH (2)

seront donnés et démontrés dans le détail.
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0.2 Apport et présentation de la thése

Chapitrel /Généralités sur les Processus Aléatoires

Dans le premier chapitre nous présentons les outils mathématiques fondamentaux sur
les processus aléatoires aussi bien dans le domaine temporel que dans le domaine fréquen-
tiel. Nous avons présenté certains concepts relatifs aux processus ARM A, aux processus
périodiquement corrélés et aux processus GARCH. Dans la derniére section de ce chapitre
et, en se basant sur 'algorithme de Higham (2001), nous faisons une simulation d’un mou-
vement Brownien, le programme informatique étant écrit en langage Matlab.

Chapitre2 /Echantillonnage aléatoire des processus du second ordre.

Dans ce chapitre, nous avons élaboré une synthése des travaux de Shapiro et Silverman
(1960), Beutler (1966), Masry (1972,1978), Oppenheim (1983), Niemi (1984), Kadi (1994)
concernant ’échantillonnage dans des processus stationnaires au second ordre a temps dis-
crets et continus.

Une étude de simulation a été menée pour étudier les propriétés des estimateurs obtenus.
Nous avons établi et précisé, en particulier, que I'estimateur obtenu a 1’aide de ’échantillonnage
aléatoire converge en moyenne quadratique.

Chapitre3 / Estimation spectrale sur les processus aléatoires périodiquement corrélés.

Ce chapitre s’articule autour du concept d’estimation spectrale pour les processus péri-
odiquement corrélés. L’estimation & partir d’échantillons & temps continu , I’estimation
basée sur un échantillonnage périodique, I’estimation basée sur un échantillonnage aléatoire
poissonnien sont présentées. Des estimateurs des fonctions de densités spectrales associées
au processus péridodiquement corrélés sont définis et leurs propriétés statistiques sont don-
nées.

Une simulation intensive a été menée pour diverses tailles d’échantillons et diverses
valeurs des parameétres. Le critére d’optimalité retenu est le MISE (Mean Integrated Square
Error) .

Chapitre4 / Echantillonnage aléatoire des processus ARCH

Dans ce chapitre nous avons fait ’extension des travaux de Oppenheim (1984), Kadi

(1994), Oppenheim, Kadi et Viano (1994) dont le cadre de recherche est le modele ARM A
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classique en temps discret au cas des modeles ARC H .nous avons établi et montré que
pour un processus ARC H (1) initial, le processus échantillonné est également un proces-
sus ARCH(1).
Pour un processus ARC H (2) initial, le processus échantillonné est un processus GARCH (1, 2).
Pour un processus GARCH (p,q) initial, le processus échantillonné est un processus
GARCH (m,mazx(m — 1,0))
ol m est le nombre d’images distinctes des poles distincts par la loi d’échantillonnage

de l'opérateur autorégressif.
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CHAPTER I

GENERALITES SUR LES PROCESSUS ALEATOIRES
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Chapitre 1

Généralités sur les processus aléatoires

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de définir quelques notions essentielles sur les processus aléa-
toires afin d’étre en mesure de les utiliser dans les chapitres suivants. Nous mettons ’accent
sur quelques classes de processus particuliérement intéressantes, car basées sur des hy-
potheses simplificatrices relativement réalistes dans de nombreux cas pratiques (processus a
accroissements indépendants, processus a accroissements stationnaires, processus gaussiens
, processus de Wiener, processus ARMA, processus périodiquement corrélés,et les processus
ARCH ).

Dans les trois premiéres sections , nous mettons ’accent surtout les processus & temps
continu , ce qui n’empéche en rien aux méme techniques d’etre appliquées pour les processus

A temps discret .

1.2 Notations et Définitions

Un processus aléatoire est un phénoméne dépendant du hasard et d’un autre parametre
qui est souvent le temps (discret ou continu) ou une coordonnée spatiale ou une autre
variable. Pour représenter 1’état d’un systéme dépendant du temps et du hasard , le modéle
mathématique se présente naturellement sous la forme d’un espace probabilisé (2, F, P) et

d’une fonction de X : RT x Q — E (F est 'ensemble des états)
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(t,w) — X(t,w),
- Pour ¢ fix¢, 'é¢tat du systéme est une variable aléatoire X (t,w).
- En revanche, pour w fixé, c’est a dire pour une évolution particuliere du systéme, les

états successifs sont représentés par la fonction ¢ — X (t,2) qu'on appelle trajectoire .

Nous sommes conduits a la définition suivante
Définition 1

Soit I un ensemble d’indices.On appelle processus stochastique défini sur I & valeurs
dans D’espace des états mesurable (F,¢),le quatre-uplet (€, F, P, (X})ter) constitué d’un
espace probabilisé (€2, F, P) dit espace de base et d'une famille (X;);er de variables aléatoires

définies sur (€2, F, P) a valeurs dans (E,¢).

Remarque 2

Nous noterons par la suite le processus par { X (t),tel}.
Dans ce qui suit, I/ C RT ou I = Z, selon que le processus est & temps continu ou &

temps discret.

Remarque 3

Une fagon de décrire un processus aléatoire { X (¢),tel} est de spécifier la loi de proba-
bilité conjointe des variables aléatoires X (t1), ..., X (t,), ¥V t1,ta, ...ty € I,Vn € N*.

Pour spécifier la loi de probabilité conjointe des n variables aléatoires X (¢1), ..., X (tn)
nous déterminons

(a) la loi de probabilité conjointe, définie par

Vi1, etn €I ,V21,...2, € R

FX(tl),...,X(tn) (1‘1, xn) = P[X(t1> < x1, X(tn) < xn]

15



ou bien
(b) la fonction caractéristique conjointe, définie par
YV up,...unp € Ry, .oty €1

Pin) X(tn)(ul, wtty) = Elexpi(u1 X (t1) + ... + upnX(tn))]

,,,,,

[e.e] o0

= f f eXpi(U1$1+ ...... +unxn)dFX(tl),...,X(tn)(‘7317-'-‘xn)

—00 —00

Définition 4

Un processus aléatoire {X (t),¢ € I'} est dit processus du second ordre si E [X?(t)] < oo

Définition 5

Soit {X(t),t € I} un processus du second ordre .

La fonction moyenne mx (t) du processus est définie par :
Viel mx(t) =E(X(t)) . (1.2.1)

La fonction de covariance Cx(s,t) est définie par : Vs, t € I

Cx(s,t) = cov(X(s), X(t)) =E(X(s)X(t)) — E(X(s)).E(X(t)) (1.2.2)

Lemme 6

1/ Vt,s € I nous avons Cx(t,s) < /|Cx(t,)]\/|Cx (s, s)]

2/ La fonction de covariance Cx(.) est symétrique, définie positive.

16



Dans tout ce qui suit, nous supposerons que l’ensemble des indices I est invariant par

translation.

Définition 7

Un processus aléatoire {X (t),t € I} est dit strictement stationnaire si:
Vi, oteel, Yhel, Vo, ..o € R,VE € N,

P(X(tl + h) S 1, ...,X(tk + h) S :L’k) = P(X(tl) § X1, ...,X(tk) S :L’k)

Définition 8

Un processus aléatoire {X (t),t € I} est dit stationnaire au second ordre si :
. Vtel E[X (t)?] < o,

Viel E[X(t)] =m indépendante de t,
Vi,h eI Cou[X(t), X(t+ h)] =E[(X(t+h) —m)(X(t) —m)] = Cx(h).

Cx (h) ne dépend que de I’écart entre les instants ¢ et ¢ + h.

Définition 9

Un processus {X (t),t € I}est appelé un bruit blanc si:
Nt e I, E[X(t)] =0,
o? si h=0
Vt,hel Coul X(t),X(t+h)] =
0 si h#0
La premiére condition signifie tout simplement que ’espérance du processus est indépen-

dante du temps, et de plus qu’elle est nulle .La seconde condition implique I'indépendance
de la fonction d’autocovariance par rapport au temps (stationnarité au second ordre). Mais
elle implique en outre que les termes d’autocovariance (pour h # 0) sont tous nuls, seule la

variance est non nulle.
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En outre, nous parlerons de bruit gaussien lorsque la loi de probabilité du processus est
elle méme gaussienne .
Nous préciserons par la suite la construction de ce type de processus, bruits blancs, qui

dérivent des processus de Wiener .

Définition 10

Un processus aléatoire {X (t), t € I} est dit a accroissements indépendants si
Vig, .ty €1 ,tg <t1 < ... < tp,

les variables aléatoires X (t1) — X(to), ..., X (tn) — X (tn—1) sont indépendantes.

Définition 11

Un processus aléatoire {X (¢), t € I} est dit a accroissements stationnaires si
Vti,to € I,Yh €1,
les variables aléatoires X (to + h) — X(t1 + h) et X(t2) — X (¢1) ont la méme loi de

probabilité.

(la loi de probabilité des accroissements X (t+ h) — X (¢) est indépendante de ¢,Vh € I).

Dans la théorie des probabilités un des plus importants processus & accroissements
indépendants et stationnaires, est le processus de Wiener, appelé également mouvement

Brownien .

Définition 12

Un processus aléatoire {X (t),t > 0} est dit processus de Wiener si

. {X(t),t > 0} est accroissements indépendants et stationnaires ,
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V't >0, X(t) est de loi de probabilité gaussienne ,

Yt >0, EX(t)] = 0.

Définition 13

Un processus aléatoire {X (t),t € I} est un processus gaussien si
toute combinaison linéaire de variables aléatoires X (t), t € I, est une variable aléatoire

gaussienne.

Définition 14

Un processus aléatoire {N(t),t > 0} a valeurs entiéres est dit étre un processus de
Poisson de parameétre \ si

. {N(t),t > 0} est a accroissements indépendants stationnaires,

. pour 0 < s < t, la variable aléatoire N (t) — N(s) suit une loi de Poisson de paramétre

At — s).

Propriétés
Si {N(t),t > 0} est un processus de Poisson de parameétre A alors nous avons :

(s) = k] = e~ AMt—s) At=9))*

1 k!

PIN(t) - N
E[N(t) - N

[\

(s)] = E[N(t —s)] = At — 5).

w

)
)
) Var[N(t) — N(s)] = Var[N(t — s)] = A(t — s).
4) Un processus { N (t),t > 0} est un processus de Poisson de parameétre A si et seulement

si les temps d’inter-occurences suivent une loi exponentielle de parameétre .

1.3 Processus de Poisson associé a une mesure de comptage

Comme nous serons souvent amenés a utiliser des processus ponctuels dans les chapitres
suivants, nous avons jugé nécessaire de rappeler les notions fondamentales s’y attachant.

Notations
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Les instants d’occurrence d’un processus aléatoire forment une suite de variables aléa-
toires positives (7},),>1. Par définition , la trace sur Rt de la suite (T}, ),>1est un processus
ponctuel .

Nous notons N sa fonction de comptage définie pour tout ¢ > 0 par :

N@t)= > lin.<y-

n>1

Remarque 15

La connaissance de la loi du processus (7}, ),>1entraine celle du processus N = (N (t))¢>0.
P(T1 < tl,TQ < tQ, Tn < tn) = P(N(tl) > 1,N(t2) > 2, 5 N(tn) > TL))
Il est donc équivalent de se donner la loi du processus ponctuel par la loi des instants

(Th)n>1 ou celle de N.

Remarque 16

Dans ce qui suit, nous désignerons par processus de Poisson, indifféremment, le processus

de comptage {N(t),t > 0} ou le processus des instants d’occurence (T3,)p>1.

Proposition 17

Soit (T3,)n>1 un processus de Poisson homogeéne de parameétre A, et de fonction de
comptage N alors:
1 /Pour tout t > 0, la variable aléatoire N(t) est de loi de Poisson de paramétre A.t,
2/pour tout n > 0, la loi conditionnelle de (77, ...73,) sachant 1’événement {N(t) = n}
a pour densité
?7!1{0<t1<...<tn§t} par rapport a la mesure de Lebesque .
c’est la loi de la statistique d’ordre de n variables indépendantes de loi uniforme sur

[0, ¢].
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1.4 Continuité , intégration et différentiation des processus
du second ordre

Dans cette section nous donnons les principes fondamentaux de l'intégration et de la dif-
férentiation des processus aléatoires continus du second ordre (I C R™).

Dans divers traitements des processus continus du second ordre, il est bien connu que
I’on suppose que leur moyenne et leur fonction de covariance sont continues et lorsque
c’est nécessaire, des hypothéses concernant la continuité de ces processus eux mémes sont

ajoutées.

1.4.1 Hypothéses de continuité

1.4.1.1 Continuité de la fonctions moyenne et de la fonction de covariance

Soit {X(¢),t € I} un processus continu, ot I est un intervalle.
Nous supposons dans cette section que
(1) m(t), est une fonction continue en t, V¢t € I
et

(17) Cx(s,t),est continue en s et t  Vs,t €l

1.4.1.2 Continuité des fonctions réalisations

Pour chaque w fixé dans Q, X (¢,w) est une fonction réalisation.

Nous faisons, de plus, les hypothéses suivantes afin de pouvoir définir les notions qui
vont suivre.

(13i) X(t,w), te€ I, fonction continue en ¢

(iv) X(s,w)  a une limite finie quand s — ¢ & gauche.

(v) X(s,w) — X(t,w) quand s — t a droite, i.e., X(s,w) est une fonction continue &
droite en s..

(vi) X(t,w),t € I, admet un nombre fini de points de discontinuité dans tout sous

intervalle borné de I.
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Remarque 18
Sous les deux hypotheses () et (ii), le processus {X(t),t € I} est continu en moyenne

quadratique

ie limE(X(s)—X@)* =0, tel .

s—t

1.4.2 Intégration d’un processus aléatoire

Une illustration simple ol 'intégation d’un processus aléatoire parait naturelle est lorsque
nous considérons { X (¢),t € R}un processus stationnaire au second ordre, ayant une moyenne
myx constante mais inconnue ;

Si on observe le processus sur une portion a < ¢ < b, un estimateur naturel de cette

moyenne sera donné par

1 b
[ X (t)dt. (1.4.1)

b—a;

m =

Soit {X(t),t € I} un processus du second ordre, continu, vérifiant les hypotheses (), (i7), (iv)
et (vi) définies dans la section précédente. Soit f(¢) une fonction continue par morceaux
sur 'intervalle [a, b]. En utilisant le théorie de la mesure, 'intégrale suivante définie comme
fonction de w

fb f(t)X (t,w)dt est bien une variable aléatoire .

a

Dans la proposition suivante nous donnons quelques propriétés de cette intégrale aléa-

toire, qui nous seront utiles dans les chapitres suivants .
Proposition 19

Soit {X(¢),t € R} un processus du second ordre , de moyenne mx et de fonction de
covariance Cx

1/ Si f est une fonction continue par morceaux sur l'intervalle [a,b] , alors
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b

E ff(t)X(t,w)dt] = ff(t)mxdt (1.4.2)

a

2/ Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur l'intervalle [a,b] et [c,d]

respectivement, alors

fbf(t)X(t,w)dt,fg(t)X(t,w)dt] = fbf(s) (fg(t)C’X(s,t)dt> ds (1.4.3)

En application de cette derniére relation aux processus de Wiener, nous obtenons le

résultat résumé dans le lemme suivant

Lemme 20

Soit W (t),t € R un processus de Wiener de paramétre o>

Soient f et g deux fonctions continuement différentiables sur I'intervalle borné [a, b]

b b b
E | [F @) (W) = W(a))dt[g (£)(W () = W(a)dt| = o [(f(t) = f(b))(9(t) — g(b))dt

(cf. Hoel et al (1972)).

1.4.3 Différentiation du processus du second ordre

Soit {X (¢),t € I} un processus du second ordre, continu, vérifiant les hypotheses (7), (47);
Il est dit processus différentiable s’il existe un processus {Y'(t),t € I}, vérifiant les hy-

potheses (i), (i1), (v) et (vi) de la section (1.4.1) et tel que pour typ € I on a :

X(t) - X(to) = f”Y(s)ds tel. (1.4.5)

Le processus {Y (t),t € I}est dit derivé du processus {X (t),t € I'} et noté par X' (t),t €

I.D’ou
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X(t) — X(to) = fX’(s)ds tel. (1.4.6)

A partir de cette derniére relation, le processus X (t) est continu et, nous pouvons
écrire
d ,

=X =X (1.4.7)

. N . . . o, L., /
relation vraie & I'exception des points de discontinuité du processus dérive X (t).
Nous avons également :

t

mx (t) —mx(to) :tme/(s)ds (1.4.8)
d
my(t) = %mx(t), tel (1.4.9)

La proposition suivante donne la relation importante entre la fonction de covariance du

processus dérivé X' (t) et la fonction de covariance du processus X (t).
Proposition 21
Soit X (t),t € I, un processus du second ordre, différentiable alors

2

0s0t

Cyi(s,t) = Cx(s,t),s,tel (1.4.10)

Dans le cas stationnaire nous avons
Proposition 22

Soit X (t),t € R, un processus stationnaire au second ordre, et différentiable alors

1/
my(t)=0 ,VteR (1.4.11)
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et

2

8 1
Cyi(s,t) = @Cx(t —s5) =—Cx(t—s). (1.4.12)

Ce qui veut dire que le processus dérivé est aussi stationnaire au second ordre et
d2
Cy(t) = —@Cx(t) pour ¢t € R.

( la fonction de covariance Cx (t),t € R,est deux fois différentiable)

2/ le processus { X (t),t € I}et le processus dérivée {X'(t),t € I} ne sont pas corrélés .

Proposition 23

Soit {X(t),t € I} un processus du second ordre , différentiable alors

lim & <X(t+h]1_x(t) )((t))2 =0,vtel (1.4.13)

X(t+h) — X(t)
h

i.e : les variables aléatoires convergent en moyenne quadratique vers

X'(1).

Remarque 24

Nous faisons remarquer que les processus de Wiener ne sont pas différentiables du fait

que :
2
Si lim E (W(t ) = W) _ W’(t)) —0
h—0 h
2
alors }fr% E (W(t + h]z W(t)> =E(W' (t))?
_ 2 2
or lim E Wit+h) - W) — lim 2 = 0o
=0 h h—0|h|
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Soit {W(t),t € R} un processus de Wiener de paramétre o2, et f une fonction contin-
uement différentiable sur un intervalle borné [a,b], a,b € R. Puisque le processus de Wiener
n’est pas différentiable, l’intégrale

ff t)dt qui s’écrit encore [ f(t)dW (t) n’existe pas au sens
usuel.

Cependant, il est possible de donner un sens & cette intégrale de la facon suivante :

;13% ff (W(t * 2 — W(t)> dt quand elle existe , ou
b e) — t+e t+e
fra (L= o |y Fiwisya ] i (2 weas) a
qui converge vers | f(t)W(t)]Z - fbf/ (t)W (t)dt et donc
[HOAW(@®) = FEWE) - FaW() - [£ OW (14.14)

ainsi la dérivée du processus de Wiener est appelée bruit blanc.

La notion de bruit blanc est utilisée afin de définir certaines équations différentielles
stochastiques, qui sont souvent utilisées dans les sciences physiques et certaines branches

d’engineering.

Proposition 25

Soit {W(t),t € R} un processus de Wiener de paramétre o2.

Soient f et g deux fonctions continuement différentiables sur le méme intervalle borné
[a, b] alors :

1/

E ff(t)dW(t) fg(t)dW(t)] o fbf(t)g(t)dt. (1.4.15)
2/
b
Var | [f(t)dW(t ]—aﬂ72 (1.4.16)
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Proposition 26

Soit {W(t),t € R} un processus de Wiener de paramétre o2.

1/Si f et g sont deux fonctions continuement différentiables sur [a, b] et [c, d] respec-

tivement ou a < b < ¢ < d alors

E

a C

fbf(t)dW(t) fg(t)dW(t)] =0 (1.4.17)

1/ Si f et g sont deux fonctions continuement différentiables sur [a, b] et [a, ¢] repective-

ment ot a < b < ¢ alors

fbf(t)dW(t) fcg(t)dW(t)] = Gbef(t)g(t)dt. (1.4.18)

1.5 Equations différentielles stochastiques

Les processus de Wiener ont été introduits comme modéle pour les mouvements de particules
sujets & un bombardement de molécules. Cependant, 'utilisation des équations différen-
tielles stochastiques peut aussi nous donner d’autres modéles pour des processus physiques
tels que, par exemple :

-X(t) représentant la position a l'instant ¢ d’une particule qui se déplace le long d’une
ligne, X' (t) la vélocité et X (t) Paccélération de la particule a 'instant t..Soit m la masse
de la particule, F(t) la force d’action sur cette particule.

La loi de Newton nous donne  F(t) = mX " (t),

et en considérant trois types de forces

-) une force de frottement —fX'(t) due a la viscosité, proportionnelle a la vélocité et de
direction opposée.

-)une force de repos —K X (t) (tel le ressort ou balancier ) proportionnelle & la distance
et dirigée vers 'origine.

-) une force extérieure ((t) indépendante du mouvement de la particule
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ainsi

F(t)=—fX'(t) = KX(t) + ((t) et donc mX"(t) + fX'(t) + KX (t) = ¢(t)
si ((t) est un processus aléatoire ,

I’équation représente donc une équation differentielle stochastique du second ordre .

Equation différentielle du premier ordre

L’équation différentielle du premier ordre est donnée par

!

ao X (t) + a1 X (t) = W' (1) (1.5.1)

ol ap € R*,a; € R et W' (t) est un bruit blanc de paramétre o2,

— ai
En posant a = —ao

I'équation (1.5.1) admet comme solution le processus{X (¢),t € R} tel que :

X(t) = X(to) + - [ exp(alt — ))dW (s) (1.5.2)

(Ioto

Proposition 27

Le processus{ X (t),t € R}donné par
t

X(t) = X(tg) + %f exp(a(t — s))dW (s) solution de ’équation différentielle (1.5.1) est
to

1/ Un processus gaussien

2/ Sa moyenne est mx(t) = X (to) exp(at).

3/ Sa fonction d’autocovariance Cx (s,t) = 2;;1 (exp(a|t — s|) — exp(a(s +1))).
en particulier sa variance VarX(t) = 2(;702(11 (1 —exp(2at)).

Equations différentielles d’ordre n
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L’équation différentielle d’ordre n est de type

a0 XM (t) + a1 X V(@) 4 4 an X (£) = W (1). (1.5.3)
ou ag € R* aq,....ap € R et W' (t) est un bruit blanc de parameétre o2,
Theoréme 28
Le processus {X(t),t > to} défini par :
t
X (t) = [h(t — s)dW(s) pour t > t, (1.5.4)
to

est solution de I’équation différentielle (1.5.3) satisfaisant les conditions initiales

X(to) = X' (t0) = ..... = XD (¢g).

ou h(t) est la fonction de réponse impulsionnelle, solution de ’équation différentielle

homogéne associée.

1.6 Caractéristiques d’un processus stationnaire au second
ordre
Le premier résultat de cette section est essentiel en ce sens qu’il fournit une nouvelle carac-

térisation des fonctions hermitiennes de type positif.

Lemme 29

Soit b: Z— C une fonction telle que ), [b(n)| < co .Alors
. 1
» b(n)= lim — > bn-—m). (1.6.1)
nez 1<m,n<N

Preuve.
Partons de l'identité

>, bln—m)= 3 bE)(N -k

1<m,n<N [k|<N-1
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D’ou 'on déduit que

dy=+ > bn—m) secit ®y = [Un(z)0(dx),
1<m,n<N Z
on Uy(z)=1-— %, x < N —1, et ou 0 est la mesure complexe bornée sur Zdéfinie

par 0(x) = b(x).Sachant que A}im Uy (z) = 1,le théoreme de convergence dominée entraine
—00

que

]\}POOQN = Zf@(dw) = xgz b(z).

Proposition 30 (Herglotz )

Soit g une application de Z dans C. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’elle
soit hermitienne de type positif est qu’il existe sur U = [—7, 4+, une mesure positive bornée

w telle que :

g(n) = / ™ u(d)\) pour tout n € Z. (1.6.2)
U

la fonction g détermine p de maniére unique.

Preuve. [}

i) Si p est une mesure positive bornée sur U, sa transformée de Fourier g définie en

(1.6.2) vérifie g(n) = g(—n)
et pour (x1,...x;) € CF

%xlmg(l —m) = /U lexl exp(il\)

ainsi g est hermitienne définie positive .

2
p(dA) >0

Démontrons la Réciproque lorsque ) |g(n)| < co. Considérons h : Z — C
n

h(N) = 5 ZZg(n) exp(—in),
ne
h est bien définie et continue (comme limite uniforme d’une suite de fonctions continues).
Appliquons le lemme 29 & la fonction b(n) = g(n)exp(—inl),
2rh(A) = 3 b(n) = lim £ > b(n—m),

neZ N—oo™" 1<mn<N
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sachant que g est hermitienne de type positif, si 'on pose z,, = exp(—in\),
> bn-m)= > g(n—m)z,Tm =0,
1<m,n<N 1<m,n<N
donc h(\) est réelle positive sur U.

Notons g la mesure positive bornée sur U définie par pu(d\) = h(X\)dA

[ exp(ikA)pu(dX) = [ exp(ikA)h(N)dX = [ exp(ikN) (A}lm [;ﬂ S () exp(—ilA)]) d,
U U U > [l|<N

le théoréme de convergence dominée montre alors que

gexp(ik)\)u(d)\) hm [ exp(ikX) (;ﬂ > g(l) exp(—ilA)) an,

N—oopy 1| <N
ce qui donne

J exp(ikA)u(d) = g(k),
car Uf exp(i(k — 1)A\)d\ = 276t .
ii)Pour l’znicité, si py et p19 sont deux mesures bornées sur U telle que
fexp (inX)pq (dN) fexp inA)pg(d)\) pour tout n € Z,

en utilisant le fait que les polynome trigonométriques (P(A) = > cpexp(ikA)) permet-
tent d’approcher uniformément les fonctions f : U — R continues et t](:lles que f(m) = f(—n)
et par passage & la limite dans L' :

L];f( i1 (dX) ff Ja(dA),  Vf € Cr(U),

alors p1; = puy,

ou Cr(U) désignant ’espace des fonctions réelles continue définies sur U .

1.6.1 Analyse spectrale des processus stationnaires au second ordre

En exploitant la transformation de Fourier, Wiener et Khintchine ont developpé les bases
théoriques pour le traitement des processus alétoires.Ils ont démontré que la densité spec-
trale d’un processus aléatoire stationnaire au second ordre est égale a la transformée de
Fourier de la fonction d’autocorrelation, ce qui est resumé souvent dans une proriété d’injectivité
ou il sera dit équivalent de connaitre la fonction d’autocovariance ou la densité spectrale.

Les procédures d’estimation fondées sur I’examen de la fonction d’autocovariance em-
pirique seront associées & un travail dans le domaine temps ,elles peuvent étre fondées sur

I’examen de la densité spectrale dans ce cas la on dira que ’on travaille dans le domaine
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frequentiel .

Les processus aléatoires sont aussi des dits des signaux & puissance moyenne non nulle
et par conséquent ils ne sont pas intégrables.lls ne possédent donc pas de transformées de
Fourier plusieurs approches ont été établis pour construire la densité spectrale.

La densité spectrale d’un processus stationnaire peut étre obtenue par ’approche suiv-
ante , considérons une réalisation X (¢) d’un processus réel {X(t),t € R}.Pour obtenir la
densité spectrale de puissance , en passant par la transformée de Fourier , nous utiliserons

une version tronquée de cette réalisation X 4(t),définie par :

) - X(t) si t| < A

0 sinon
ainsi,  X(t) = lim X4(t).
A—o0

cette version tronquée est définie et satisfait la condition :
o0
[ 1Xa(t)|dt < .
—0o0

La transformée de Fourier de X 4(t) existe et est donnée par

Ga(\) = ﬁj X a(t) exp(iXt)dt
A
Ga()) = 127T / X (t) exp(iMt)dt. (1.6.3)

hS

et sa densité spectrale est obtenue en utilisant le théoréme de parseval

/|XA(t)|2dt: / 1GA(N)|* dA (1.6.4)

REMARQUES
1/ Pour une réalisation tronquée du processus aléatoire { X (t),t € R}, la quantité suiv-

ante

0o A
Py = [ Xa(t)%dt = [ X(t)?dt n’est pas en général une constante et constitue une
-0 —A
variable aléatoire.
2/ L’energie du processus aléatoire tronquée X 4(t) est égale a la moyenne effectuée sur

I’ensemble des réalisations tronquées, cette moyenne est donc donnée par :
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E(Py) = / E[X(t)?] dt (1.6.5)

qui est un terme constant .
3/ La puissance du processus aléatoire est :
<1
B(P) = lim 53 E(Pa)
A
R P | 2
= Alglgoﬂ:& E[X(t)%] dt
L 2
=Jim o5 | B 1GANP] ax.
Ainsi la fonction Alim ﬁE [|G A()\)ﬂ est appelée la densité spectrale de puissance du
—00

processus aléatoire et sera

o) = Jim B [|Ga )] (1.6.6)

1.6.2 Relation entre la densité spectrale et la fonctions d’autocovariance

La relation entre la densité spectrale et les fonctions d’autocovariance et de d’aucorrélation

d’un processus stationnaire est donnée par le théoréeme de Wiener -Khintchine.
Lemme 31

Soient f(t) et g(t) deux fonctions réelles ,de transformées de Fourier respectivement

F(X\) etG(A) -

F)) = _}o exp(—it\) f(t)dt et G(\) = _}o exp(—it\)g(£)dt,
alors
FONG (M) = / exp(—it\)k(t)dt (1.6.7)

ot k(t) :7}0 F()g(u — t)du.

Preuve. (Priestly). m
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Theoréme 32 (Wiener -Khintchine)

Soit X = {X(t),t € R} un processus stationnaire, centré, réel , de fonction
d’autocovariance R et ¢(\) sa densité spectrale qui existe pour tout A.Alors ¢(\) est la

transformée de Fourier de R(7),

ie.,
1 o0
T / exp(—iAT)R(r)dr. (16.8)
T
Preuve. []
Nous avons
G(A f X(t) exp(iAt)dt.

le lemme 31 appliqué a la fonction G(\), nous obtenons :

G2 = /exp( i) { X(“>X(“7)du}d¢ (1.6.9)

V2r Vor

—00

nous pouvons écrire
00

L%)P =+ f eXp(—iTA)ﬁA(T)dT, ol
Ra(7) =4 / X (u) X (u — 7)du. (1.6.10)

donc

A—oo

2 ©© ~
$(A) = lim [E{%}] = lgréo{;7r | exp(—iTA)E [RA<T)] dT}.
a partir de la définition de X 4(¢) nous avons :

. 5 f X(u) X (u— [7])du 7| <24
Ra(r) = (A=) (1.6.11)
0 7] > 2A

Pour |7] < 2A nous obtenons:
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et pour |7| > 24

ainsi:

A
¢(A) = lim {;ﬁ Zf (1—'21).exp(—i7')\)R(T)dT} existe

—2A
d(N) = 5= [ exp(—iTA\)R(r)dr
Remarque 33
#(N) existe VA si [ |R(7)|dr < .
‘ 1- U si |7] <24
si on pose ga(T) =
0 si |7]>2A

alors 0 < ga(7) < 1,Vr,VA, et pour 7 fixé Alim ga(t) =1
—00

et donc
2A
J 1- %) exp(—iTA\)R(T)dT

< T ga()|R()| dr
—2A —00

< f |R(T)| dT < o0,

ainsi la limite existe pour A — oo et par le théoréme de la convergence dominée , nous

Ah_rgo _ZZ gA(T)R(T) exp(—iTA)dT = _Z) <Al£réogA(T)> R(7)exp(—iT\)dr

= j? R(7) exp(—iTA)dr.

1.7 Les processus ARMA
1.7.1 Hypothéses et Définitions

Parmi les représentations les plus utilisées pour les processus temporels figurent les représen-
tations ARM A (Autoregressive Moving Average).Cette représentation consiste en une com-

posante autoregressive d’ordre fini (AR) et une composante moyenne mobile d’ordre fini

(MA).
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Définition 34

Le processus {X;,t € Z} est dit processus ARM A(p, q) si

Le processus {X;,t € Z}est solution d’une équation aux différences stochastique

Xe+ 0 Xe1 + .o+ gprt_p =g+ 01601+ ...+ qu’ft_q,t eZ (1.7.1)

ot le processus € = {e;,t € Z} est un bruit blanc de moyenne nulle et variance o2.

(Bo=¢9=1, 6;=0 pourj>gq et ¢, =0pouri>p)
Remarque 35

L’équation (1.7.1) peut étre écrite sous forme plus compacte :

&(B)X; = O(B)e; (1.7.2)

ol ¢ et © sont deux polyndémes de degré p et g respectivement ,

P ) q .

D(z) = > 2P , O(z)=> 02777, et Op=1,¢,=1
i=0 i=0

B est 'opérateur retard défini par B/ X; = Xi—j ,VjeN.

Notons que les racines du poélynome ® sont dites les poles du modele ARM A, et les

racines de © sont dites les zéros du modéle ARMA.
Définition 36
Soit un processus {Xy,t € Z} ARM A(p, q) défini par 1’équation (1.7.1)

On dit que {X;,t € Z} est causal si les racines de ®(z) sont toutes strictement a

I'interieur du disque unité

Définition 37
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Soit un processus {Xy,t € Z} ARM A(p, q) défini par 1’équation (1.7.1)
On dit que {X;,t € Z}est inversible si les racines de O(z) sont toutes strictement a

I'interieur du disque unité.

Définition 38

1/ Le processus {X;,t € Z}est dit processus moyenne mobile pur d’ordre ¢, noté M A(q)
si ®(z) =1 alors

2/ Le processus {X;,t € Z}est dit processus autorégressif pur d’ordre p, noté AR(q)
si ©(z)=1 alors

1.7.2 Propriétés des processus ARMA

Proposition 39

1/La densité spectrale du procesus ARM A(p,q) est donnée par :

_ o® |O(exp(in)*
27 | (exp(iX) |

2/Pour un bruit blanc € = {g;,t € Z} processus centré tel que BE(e,&,,) = 0207, sa

P(A) (1.7.5)

densité spectrale est

2

"~ or

$(N) (1.7.6)

(la densié spectrale d’un bruit blanc une constante par rapport a \).

Preuve. (cf. Gourieroux et Monfort). m

Proposition 40
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La densité spectrale d’un processus autorégressif d’ordre p est donnée par :

02

" 2 [0 (exp(in)) P

d(A) (1.7.9)

ol o2 est la variance du processus bruit blanc €, et le polynome ® ne peut donc posséder
de zéros de module 1.

Réciproquement, si un processus centré stationnaire au second ordre X posséde une
densité spectrale de la forme (1.7.9) pour un nombre réel o > 0 et un polynoéme unitaire ®

de degré p (nécessairement sans zéros de module 1) ce processus est autorégressif d’ordre p

Preuve. (Gourieroux et Monfort). m

1.8 Processus périodiquement corrélés
1.8.1 Hypotheéses et Définitions

Les processus périodiquement corrélés sont non stationnaires; cependant, ils exhibent plusieurs
propriétés des processus stationnaires. La nature périodique de la non stationnarité a
conduit & d’autres appellations : processus cyclostationnaires, processus périodiquement
corrélés, processus périodiquement stationnaires et processus stationnairement périodiques
(Bennet (1958), Gardner (1975)) et processus a structure périodique (Brelsford et Jones

(1967)).

Définition 41

Un processus réel du second ordre {X (t),t € R} est dit périodiquement corrélé de péri-
ode T' (T € R%) si

1)
E(X(t+T)) = E(X(t) =m(t),VteR (1.8.1)
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EX(s4+T)X(t+T)) =E(X(s)X(t)) = R(s,t) Vt,seR (1.8.2)

Définition 42

Un processus {X(t),t € R} ayant des moments d’ordre p finis, est dit périodiquement

corrélé & 'ordre p de période T si :

E[X(t1 + T)P ... X (tn + T)P"] = E[X (t1)P*........ X (tn)P]. (1.8.3)
Vity,etn € RV p1,.ce,pn €N tel que Y p; < p.

=1

Remarque 43

Nous remarquons que si {X(¢),t € R} est périodiquement corrélé a l'ordre p alors le

processus est également périodiquement corrélé & 'ordre g < p.

Lemme 44

Si le processus { X (t), ¢t € R} est périodiquement corrélé alors, la fonction d’autocovariance

B(t,u) = R(t + u, t) (1.8.4)

du processus est également périodique en ¢t de période T’
Preuve. ]
B(t,u) = E[(X(t) —m@)(X (¢ +u) —m(t + u))]
= E[X)X(t+u)] —m(t).m(t+ u)
= R(t +u,t) —m(t).m(t + u)
d’autre part

Bt+T,u)=Rt+T+u,t+T)—mt+T)mt+u+T)
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= R(t +u,t) —m(t).m(t + u)
= B(t,u).

1.8.2 Propriétés des processus périodiquement corrélés

P1) Pour u fixé , nous supposons que la fonction B(.,u) est telle que

T T
B(,u) € L' [0, T] /0 \B(t,u)],u(dt):/o IB[X(6)X (t+w)]| o (d) < 400 (1.8.5)

Comme c’est une fonction périodique du temps, elle admet la représentation en série de

Fourier suivante :
B(t,u) = i Bi(u) expli—m kt) (1.8.6)
’ T

k=—o0

et les coefficients de Fourier sont donnés par :

T
1
/B (t,u)exp fz—kt)d (kez) (1.8.7)
0

P2) Si nous supposons que les coefficients By(.) € L'(R) pour k € Z, alors :

gr(w) = % / By (u) exp(—iwu)du (1.8.8)

existent pour tout k € 7Z et les fonctions gx(w) sont appelées les fonctions densités

spectrales du processus {X (t),t € R}.

Le processus {X(t),t € R} n’est pas stationnaire, puisqu’il est périodiquement corrélé.
Nous le voyons, en particulier, dans la fonction d’autocovariance B(t,u) qui n’est pas in-
dépendante du temps, puisqu’elle est périodique. Mais, nous récupérons cette stationnarité

dans les coefficients de Fourier By(u). Ainsi, analyse classique qui est impossible dans le
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cas d’un processus non stationnaire puisque les fonctions d’autovariance ne sont pas con-
stantes par rapport au temps, se trouve possible si I'intérét est orienté sur les coefficients
de Fourier eux-mémes.

Dans la proposition qui suit, nous établissons les propriétés de symétrie des fonctions

By(.) et gi(.) qui nous seront utiles dans les démonstrations suivantes.

Proposition 45

Les fonctions By, et gi, k € Z, vérifient les propriétés suivantes :

Pour tout k € Z et u,w € R,

1)
Bi(—u) = eXp(—iQ%ku)Bk(u), (1.8.9)

2)
;ﬂ/ [eXp —iwu) + exp(i(w — 2%/Ic)u) By, (u)du, (1.8.10)

0

3)
gr(w) :9k<2%k—w)- (1.8.11)

4)
gr(W) = g-p(—w) (1.8.12)

Preuve. [

1) Nous avons B(t,—u) = R(t — u,t) = E[X(t — u) X ()]
= E[X(y)X(y +u)]
= B(y,u) ol y=t—u

Bp(—u) =% [ B(t,—u)exp(—iZEkt)dt

B(y, u) exp(—i% (y + u)k)dy

= exp (—z%) (% TfuB(y, u) exp(—i2F T ky)dt )

= exp (—i %) . By(u)
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0

2) gp(w) = 5= _f By (u) exp(—iwu)du + ;f.oBk(u) exp(—iwu)du

o0

= % { | Bi(—u) exp(+iwu)du + hofoBk(u) exp(—iwu)))du}
0 0

= [ ({Bk(u) [exp (—12Z5%) exp(+iwu) + exp(—iwu)] du]

= 5= Zoexp(—iwu) +exp (i (w — ZE) u) By(u)du
) (5 ) = & [ Toxo(c (3 ) ut o (1 (28— ) o) Byt
=4 Zfo[exp(—iwu) + exp(i(w — ZXk)u)] By(u)du

= gr(w)

Do) =2 [ Balw)exp(—i(~wu))du

—00

o0 T
— %_f B_k(u) exp(—i(—wu))du car :Bx(u) = %be(t,u) exp(—i%”(—k)t)dt

= B_p(u)

= g_i(—w)

En supposant que le processus {X(t),t € R} est périodiquement corrélé a 'ordre 4 de

période T, les fonctions v et K sont également périodiques de période 1" ou:

v(t,ur,ug,uz) = B[X ()X (¢ 4 1) X (¢t + ug) X (t + us)] (1.8.13)

et

K(t,ui,u2,u3) = v(t,ui,uz,uz) — B(t,u1)B(t + ug,us — u2) — (1.8.14)

B(t, UQ)B(t + ug,u1 — U3) — B(t, U3)B(t + Uy, u2 — ul) (1)

La fonction K est dite fonction cumulant d’ordre 4.
Si le processus { X (t),t € R}est un processus gaussien, alors la fonction K est identique-
ment nulle.

Preuve. (Parzen(1962)) m
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1.9 Processus ARCH
1.9.1 Introduction

Le modeéle ARCH a été introduit par Engle(1982). L’intérét de I’approche réside dans le
fait qu’il est souvent difficile d’identifier les variables explicatives entrant dans la variance
du processus d’innovations.Le modéle considéré par Engle (1982) est en fait un modele ou
la variance dépend d’une certaine fonction des valeurs passées du processus.

L’intérét pour le modéle ARCH en économétrie et dans le domaine de la finance ne
cesse de grandir.Du point de vue statistique, ce modeéle constitue une classe spécifique de
modele non linéaire dont I’étude est maintenant bien connue.Au niveau de I'application
et en particulier de la théorie financiére, la mise en oeuvre de modeles, ou la dépendance
temporelle de la volatilité mesurée a partir de la variance joue un role fondamental.

Dans cette section nous donnons les définitions principales des processus ARCH (p).

Nous préciserons des propriétés fondamentales des processus ARC H (p) dans le chapitre 4.

1.9.2 Hypothéses et Définitions

Définition 46 (Engle 1982)

Le processus {X;,t € Z} est dit un processus ARCH (p) s’il est de la forme

Xt = oy (1.9.1)

ot (7;),est un bruit blanc gaussien, centré, de variance 1. 17, ~ i.i.d
N(0,1).
et

p
o2 = ag + Z i X2, (1.9.2)
i=1

ag >0, a; >0 pouri=1,..,p.

Notation 47
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Nous notons :

I;_1, V'information contenue dans {X,,u <t — 1} et représentée par la oc—algebre

It,1 = O'(Xu,u S t— 1) = O'(Xt,LXt,g, ) (193)

1.9.3 Propriétés des processus ARCH

Proposition 48

1/ E[X;|Li—1] =0 car o;est [,_jmesurable.
E[X{] = E[E[X; | I;1]] = 0.
p p
2/ VAR[X; | L] =E [X?/Li-1] =0+ > aE[X? ;/Ii-1] = a0+ Y i XP ;= 0f

i=1 i=1
or pour E[X?] constante alors

a0

VAR|[X;] = .
1-— Z (67
i=1

(1.9.4)

p
3/ La condition de stationnarité du processus {X;,t € Z} est donnée par : > «; < 1.
i=1

4/ COV (Xyip, Xy) = E[E[Xy4n Xy | Li—1]] = 0.

mais {X;} n’est pas i.i.d.

Souvent la strcture ARCH se révéle insuffisante, comme 'a été la structure autorégre-
sive. Tout comme la modélisation ARM A a été une extension de la modélisation AR, la
modélisation GARC H se veut une amélioration de la modélisation ARC H du fait, en parti-
culier, qu’elle prend en compte la mémoire longue succeptible d’étre observée dans certains

travaux empiriques a travers une structure de retards dans la variance conditionnelle.

1.10 Processus GARCH
1.10.1 Hypothéses et Définitions

Définition 49 (Bollerslev 1986)
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Le processus {X;,t € Z} est un processus GARCH (q,p) s'il est de la forme

Xt = oy (1.10.1)

ot (1;),est un bruit blanc gaussien, centré, de variance 1. 7, ~ i.i.d N (0, 1).

et

q p
0 = ag + Z Bio? i + Z X2, (1.10.2)
i=1 i=1

ag>0, a; >0pourt=1,..,p,5;, >0,i=1,..,q.
Remarque 50

si ¢ = 0, on retrouve un ARCH (p).
1.10.2 Propriétés des processus GARCH

Proposition 51

1/ E[X;|Li—1] =0 car oy est I;_jmesurable.

E[X,) = BIE[X; | I_1]] = 0. (1.10.3)

p q
2/ VAR[Xi| L] = E [XP/Ii1] = a0 + X awB[XP /T a] + 3 Bio7;

=1 i=1
S 2 I 2 2
= a0+ 2 aiXi + ) Bioy =0
i=1 i=1
or pour E[X?] constante alors
Q0

VAR[X] =

. - (1.10.4)
1- 21047; - ;62‘

3/La condition de stationnarité du processus {Xy,t € Z} est donnée par :

P q
doait+ ) Bi<1
i=1 i=1

4/ COV(Xyyn, Xt) = E[E[Xe 10Xy | Ii-1]] = 0.

mais {X;} n’est pas i.i.d.
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1.11 Application Numérique

Afin d’illustrer un exemple de processus aléatoire,nous présentons une simulation de proces-
sus de Wiener W = {W (¢t),t € [0, A] } basé sur l'algorithme suivant

1/ Algorithme

N est nombre entier positif

ot = % et les t; sont tels que : t; = j 0t

Wo=0

dW; ~ \/3tN(0,1)

W, = W,_1 +dW;.

2/ programme pour le mouvement brownien

% bpathl brownian path simulation

clear all

%set the state of randn

randn(’state’,100)

N=500

A=1;

dt=A/N;

dw=zeros(1,N);

w=zeros(1,N);

dw(1)=sqrt(dt)*randn;

w(1)=dw(1);

for j=2:N

dw(j)=sqrt(dt)*randn;

w(j)=w(j-1)+dw(j);

end

plot([0:dt:A],[0,w],’r-")

xlabel(’t’,’FontSize’,16)

ylabel("w(t)’,’FontSize’,16, rotation’,0).
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1.12 Conclusion

Les caractéristiques des processus stationnaires ou des processus non stationnaires sont
souvent des paramétres inconnus que 1’on cherche & estimer sur la base d’une trajectoire du

processus.

N

Nous nous sommes intéressés, dans le chapitre suivant, a l’estimation de la densité
spectrale dans le cadre des processus stationnaires au second ordre. Le calcul numérique
des estimateurs nécessite une discrétisation du processus; le probléme se pose donc sur le

choix du modeéle des instants d’échantillonnage.
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CHAPTER 11

ECHANTILLONNAGE ALEATOIRE DES PROCESSUS
DU SECOND ORDRE
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Chapitre 2

Echantillonnage Aléatoire des Processus du Sec-
ond Ordre

2.1 Schémas d’échantillonnage aléatoire

Les processus ponctuels stationnaires au second ordre modélisant un grand nombre de
phénomeénes aléatoires sont a la base des différentes procédures d’échantillonnage aléatoire
des processus stochastiques.

La théorie de ces processus ponctuels fut graduellement developpée par Beutler et Lene-
man(1966), Shapiro et Silverman(1970) Delay et Veres Jones(1972), Brillinger(1978).

Parmi les processus ponctuels, certains sont construits afin d’éliminer le repliement de
spectre des séries d’observation; D’autres sont utilisés dans des problémes d’estimation et
d’optimalité.

Nous distinguons parmi les plus fréquents, les processus ponctuels avec jitter, processus
ponctuels liés & une mesure de comptage, processus ponctuels liés & une marche aléatoire.

C’est ainsi que le schéma d’échantillonnage constitue un processus ponctuel ordonné sta-
tionnaire au second ordre, et indépendant en probabilité du processus initial d’observation
X ={X (t),t € R} .Dans cette premiére section nous donnons une description succinte de

quelques schémas des instants d’échantillonnage.

2.1.1 Echantillonnage périodique avec jitter

Nous citons
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1/ un premier modéle (Shapiro et Silverman(1960)) des instants d’échantillonnage pour
lequel
nous supposons que l'ensemble R est subdivisé en intervalles équiespacés (nl),n €
Z,centrés aux points c,,les points d’échantillonnage sont tels que :
tn, = cp+6e, oUeg, sont des variables aléatoires i.i.d N (0, 02)
2/ Puis un second schéma introduit par Leneman et Balakrishman
Pour ce type d’échantillonnage les instants ¢, sont affectés de variation aléatoire (ou

encore sauts ) tels que :

th, =n.T + 6y ounT>0,neZ
et (0n),>pest une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de probabil-

ité.

A partir du processus initial X que I'on échantillonne on obtient le processus échantil-
lonné noté par : X (n) = X(tn)
Cependant ce type d’échantillonnage n’a pas permis ’élimination de l'effet aliasing ou

repliement du spectre de la serie X (t) et les perturbations (d,),>o induisent des biais

significatifs et des erreurs appréciables.

2.1.2 Echantillonnage aléatoire associé & une mesure de comptage

Pour ce type d’échantillonnage la suite des instants {t,} est indépendante du processus
d’obervation initial X. Cette suite {t,} constitue un processus ponctuel,ordonné, station-
naire au seond ordre sur la droite réelle. Si N(.) est la mesure de comptage associée a {t,}
définie sur B(R) ’ensemble des boreliens de R, nous supposons les hypothéses suivantes :

i) Pour tout n > 0, et toute suite {Bj, ..., B, }de boréliens dans B(R)

la loi de probabilité conjointe des variables aléatoires {N(By + 7),..., N(B, + 7)} est
indépendante de 7.

ii) P[N([0,h[) > 2] = o(h) quand h — 0.

i) E[N?(B)] < oo pour tout B € B(R).

51



Si B =FEI[N(0,1])] alors

E[N(Jt,t +dt])] = pdt

COV [N(Jt,t + dt]), N (Jt + u,t +u + du])] = c(du)dt.
ou ¢ représente la mesure de covariance réduite de N(t).

¢ est une mesure finie sur I’ensemble des boréliens de R.

Le processus échantillonné de X = {X(t), ¢t € R} sera défini par
X(B)= ¥ X(t), BeBR)
t,€B
ou encore par ’écriture différentielle

X (dt) = X (t).N(dt).

Le processus échantillonné X dépend en premier de toutes les caractéristiques des proces-

sus ponctuels N (t) associés.
2.1.3 Echantillonnage aléatoire associé & une marche aléatoire

Pour ce schéma d’échantillonnage, les instants sont tels que M = {t,} correspond a une
marche aléatoire & valeurs dans Z caracterisée par:

hi/ to=0.

h2/ {t,} et le processus X sont indépendants en probabilité(i.e les instants d’échantillonnage
sont indépendants des observations).

h3/ (th+1—tn)n>1 = (0n)n>1 représente une famille de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi de probabilité L, i.e.,que le processus {t,,n € N} est & accroissements
indépendants.

L sera aussi dite la loi des écarts entre les instants successifs d’observations.

Nous convenons de préciser les notations suivantes
Pour le cas discret

L est & support dans N*

Lj = P(tpt1 —tn =) pour jeN*.

L;j=0 pour j ¢ N*.
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~ 0 .
L(Z) = Y L;Z? représente la fonction génératrice lorsqu’elle existe ou encore la

Jj=l
transformée en Z de L.

Pour le cas continu

L est a support dans R

L(R.)=0

L(Z)= [°° €2 L(dt) représente la transformée deLaplace de L lorsqu’elle existe.
0

L** = la convolution de L avec elle méme k fois ou encore la loi de probabilité de

(tk+n - tn) .

Le processus échantillonné noté par
X ={X(t,),ne N} ie X(n)= X (tn).
Soit &1, P'operateur linéaire de transition qui au processus X on associe le processus
échantillonné X
Avec le schéma d’échantillonnage {t¢,},nous donnons des caractéristiques du processus
échantillonné X a partir du processus initial X, en précisant les relations entre les fonctions

de covariances associées.

Et sous certaines hypothéses sur la loi d’échantillonnage L, le processus échantillonné
X posséde des propriétés particuliéres, entre autre ’échantillonnage méne & des processus

échantillonnés qui seront eux également stationnaires au second ordre.

2.2 Caractéristiques des processus stationnaires au second
ordre échantillonnés aléatoirement

Dans cette section nous donnons les caractéristiques des processus aléatoires stationnaires
au second ordre échantillonnés selon les schémas d’échantillonnage décrits précédemment
nous résumons les propriétés des processus échantillonnés,et nous donnons I’expression de
la densité spectrale du processus échantillonné X en fonction de celle du processus initial

{X(t),t € R} et réciproquement.
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2.2.1 Caractéristiques des processus stationnaires échantillonnés aléatoirement

Dans cette section nous donnons les theorémes fondamentaux donnant les caractéristiques

du second ordre du processus échantillonné.

Theoréme 52  (Masry(1978))

Soit X = {X(t),t € R} un processus réel, centré, stationnaire au second ordre, tel que

Cx (t) est sa fonction de covariance et ¢y () la densité spectrale associée.

Soit N (t) processus ponctuel stationnaire assoccié au instants d’échantillonnage{t,} tel
que E[N(t)] = Bt

Alors

Le processus échantillonné X selon ce schéma, est également stationnaire au second

ordre avec:

E(X(dt)) =0 (2.2.1)

et

Cy (dt) = Cx(t) {#*dt + C (dt)} (2.2.2)

Si de plus Cx (t) € Ly alors la densité spectrale du processus échantillonné est :

o5 (A) = % /R e MOz (dt) (2.2.3)

Preuve. (Masry 1978) m
Theoréme 53 (Oppenheim et Deniau(1983))

Soit X = {X(¢),t € Z} un processus stationnaire au second ordre, de moyenne m et de
fonction d’autocovariance Cx.

Soit M une marche aléatoire vérifiant les hypothéses h1/,h2/ et h3/ de (2.1.3) .

Soit I’ensemble C, = {Z € C; |Z| € |a,2[et 0 < a < 1}(i.e. la couronne de centre 0 )

Alors
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a/ Le processus échantillonné X = {X (t,),n € N}de X selon la marche aléatoire

M est également stationnaire au second ordre avec

E ()Zn) — E(X,) =m (2.2.4)
et

e i ~ 7 \1h

Cg (h) =" Ox () L™ (j) = / [L (e”\ﬂ by () dA (2.2.5)
J=h o
(pour le cas discret).
Cx (h) = / Cx (t) L*(dt) (2.2.6)
0

(pour le cas continu).

b) Si Cx (Z), la transformée en Z de Cx existe dans C, alors la transformée en Z de

C=

< est telle que :

~ 1 Cx(x) x(z) | dz
Ci(Z) = — - W oy (0 2.2.7
(2) 27”6/ R Rl (2.2.7)

ol r € a, min <1,\Z\,ﬁ>

Preuve. (voir annexel) [

2.2.2 Caractéristiques des processus ARMA échantillonnés aléatoirement

Nous présentons dans ce qui suit les principaux résultats donnant ’effet de I’échantillonnage
aléatoire basé sur une marche aléatoire des processus ARM A.

Ces résultats furent établis en premier pour le cas continu par Robbinson puis pour
le cas discret par Oppenheim(1983) et repris par Kadi(1994) donnant des caractéristiques
spectrales plus améliorées permettant d’identifier aisément le processus échantillonné X.

Nous convenons d’introduire les notations et définitions suivantes:
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2.2.2.1 Notations et définitions.

2

Soit € = {&¢,t € Z} un bruit blanc centré, réel et de variance o;.

Notons par X = {X;,t € Z} un processus univarié centré stationnaire au second ordre

de spectre rationnel.

2

o2) =% |97 vZeCtelaue|z]=1.
P .

Les racines du polynéme ¢ (Z) = ¢;ZP~7 sont a l'intérieur du cercle unité

7=0

q .
et celle du polynoéme © (Z) = ) ;7977 sont a l'intérieur ou sur le cercle unité, avec
j=0

Ainsi le processus X = {X;,t € Z} satisfait I’équation d’un modele ARM A(p, q) .

p

q
Y oXij=> e  teZ (2.2.8)
j=0

Jj=0

p .
®(Z) = > ¢;ZP77 est le polynome caractéristique de la partie AR

j=0
q .
©(Z) = Y 0;Z9 Test le polynome caractéristique de la partieM A
§=0
¢p =060 =1;

¢’ le vecteur transposé des ceeffcients i.e., gbl = (1, D1y Doy eees ng) .
0’ le vecteur transposé des coefficients i.e., § = (1,61,02,...,0,) .
® et © n’ont pas de racines communes.

rj = j iéme racine de ® (Z) ou pole du processus X, j =1, ..., p.
d; = j iéme racine de © (Z) ou zéro du processus X, j =1,...,q.

Cx (h) = E(Xi—pXy)

N o7 |2
Cx (2) =294 -
Cx (2) = Cx (h) Z7" transformée en Z de Cx (h).
heZ
2
o(Z
-

On définit J la matrice de Jordan par
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10
J = 1 0 I’ordre de la matrice J sera précisé dans chaque cas.
10
10
et la matrice J7 est définie par :
0j 0
1 0
. 0 1 0
JI =
0 1
1
0. 1 0

ou 0; est le vecteur 7 x 1 nul.
Les matrices J7 sont des matrices carrées d’ordre (¢ + 1) et nilpotente

Notons également pour les séries échantillonnées X

/

0 = <1,51, ...,5q> =coeflicients de la partie M A du processus échantillonné X.

¢ = (1, g~b1, e g~bp) =coefficients de la partie AR du processus échantillonné X.

~ P~ ,
®(Z) = > ¢;ZP~" =polynome caractéristique de la partie AR du processus échantil-

_ i=0
lonné X.
. —~ p—1__(; .
30 (2)= 11 (7-L0w) = ¥ & 701
h#j i=0

et g?)éj) =1, pourje{l,2 .,p}
J ~(J)(rj)$(ﬁ)(7,j—1)

¢
et R = (Rl,RQ,...,Rp)/

~(1)  ~(2)
oo~ P

~1)  ~(2)
o1 9

A= |
~(1)  ~(2)
¢p71 ¢p72
0 0 0 0

~(p)
Py

~(p)
o1

~(p)
1

bp—
0

A de dimension (p+ 1) x p
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Proposition 54

Soit X = {Xy,t € Z} un processus M A(q) tel que
q
Xe= Oje—j ol (&¢);c, est un bruit blanc
j=0
et M une marche aléatoire vérifiant les hypothéses h1/, h2/ et h3/ de (2.1.3)

a) En échantillonnant une moyenne mobile d’ordre ¢ selon L, nous obtenons une moyenne

mobile d’ordre au plus égal a [%] ol [ désigne le plus petit entier chargé par la loi L.

( [.] représente la partie entiére)
b)Si la matrice J de Jordan est d’ordre (¢ + 1) x (¢ + 1) alors
Cx(j) = o20'J70.

et Cz(Z)=02 3 0;(0,0,L) 7.

j=-n
ou n est le plus grand entier tel que n x | < q.

0;(0,0,L) =0'A6  Vje{0,1,..,n}
. q i
Al =S i,
=l

J
Proposition 55

Soit X = {X;,t € Z}un processus AR(p) vérifiant

P
>0 Xij=¢ ot (&¢), un bruit blanc.
=0

p

Nous supposons que les poles associés sont simples i.e., ®(z)= [[ (x —1;) .
j=1

Soit M une marche aléatoire vérifiant les hypothéses hl/, h2/ et h3/ de (2.1.3)

a) En échantillonnant le processus AR(p) suivant une loi L asssociée a M

On obtient un processus ARMA (p, q') ol g <m-— [é] .

(m désigne le nombre des L (rj)distincts non nuls.)

(Oppenheim (1983))

b)  Si D(Z)=

Tj = E(’r’j), le pol

hS]

YA alors nous avons :

&;
1 ~
e de I’échantillonnée X

est égal a la transformée en Z de la loi L au point 7; pole du processus initial

58



b= (-1 S L(rj)L(rj,)..L(r;,) Vie{1,2,..,p}
1<j1<...<j;<p

(150 =1
p—1 )
R ) Z ¢J(¢707L)Z]
c) C(Z2) = g2 == vj € {0,1,...,p}

1 (1—2L(ry)) (1E(;j)

j=1

N———

avec:

~ A o\ ~ p
0; (6,0, L) = R A" (9 +.7"7) 6 (

~t <
R])Qb J]¢, v.] € {07 17"'7p_ 1)

7=1
(Kadi (1994)).

2.2.3 Effet aliasing et reconstitution du spectre

2.2.8.1 FEstimation classique de la densité spectrale

Définition 56

Soit X = {X(t),t € I} stationnaire au second ordre, X(t),t € Iy une réalisation du

ce processus oul 'ensemble Iy = {tx,k = 1,..., N} . on appelle périodogramme la statistique

définie par :
2

SNV = gy | T X (1) exp(i)
telp

Pour les processus & temps continue, le périodogramme est défini par:
2

Stap)(A) = zn(;fa)

étudié.

b
J X (t) exp(iXt)dt| ou X(t),t € [a,b] est la trajectoire du processus
a

Proposition 57

1) Le périodogramme est un estimateur asymptotiquement sans biais de la densité spec-
trale du processus:
lim E(Sx(\) = 6(\).
N—oo

2) Cependant ce n’est pas un estimateur convergent en probabilité pour la densité spec-

trale :
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2¢4°(0), Al=X2=0
J\}EDOOCOV(SN()\l),SN(AQ)) = ¢2<)\), Al=X= A
0 AL # A2

Remarque 58

Pour un estimateur ponctuel de la densité spectrale ¢(\) du processus stationnaire
{X(t),t € I}sur la base des observations {X (¢),k = 1, ..., N }on choisit la statistique :
N = | Wy~ m)Sy(N)dw,
ou  Sy(M) est le périodogramme, !
et les fonctions Wiy (M), dites fenétres spectrales , sont choisies telles que :
a) Wx(A) admette un maximum strict en 0;

b) [ Wy(\dA = 1.

—T

c) VAR( gAbN(/\)) — 0 quand N — oc.

Remarque 59

Dans l’ensemble des fonctions poids Wi (A) il existe une classe qui est le plus souvent
utilisée dans les applications pratiques, c’est a dire la classe des fonctions admettant la
representation

N-1 _
WnA) =2 > Kn()exp(—iAl),
I=—N+1
) — K(-1_
ot Kn(l) = K(577)
ou My est une suite croissante d’entiers positifs telle que % — 0 quand N — oo et,
K(x)est une fonction paire bornée telle que K(0) = 1, |[K(z)] < 1 pour x= #
(e.]
0, [ K*(z)dz < oc.
—0o0

Définition 60

Un générateur de fenétres est une fonction réelle continue h, vérifiant:

i)h(x)=0siz<—-loux>1
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it) h(0) = 1

i17) h est paire , et décroissante sur U'intervalle [0, 1]

Remarque 61

Des fois pour améliorer ’estimateur de la densité spectrale , on peut ne conserver que les
covariances estimées dont l'indice n est assez petit (|n| < My) et les pondérer en utilisant
le générateru de fénetre h.

On obtient un estimateur de la forme :

~

My ~
d(w; My, h) = 5= ZM h(7;)C(n) exp(—iwn).
~ /\_ " My ~
9(w: My, h) = £C(0) + 1 3 h(3)C(n) cos(wn).
n=1
Remarque 62

Pexpression ¢(w; My, h) peut étre considérée comme une moyenne pondérée des valeurs

de ¢ calculée pour plusieurs fréquences.

Définition 63

on appelle fenétre associée au générateur de fenétre h
My

Wl My,h) = g3, bl expl(—iwn),
=—MVN

(transformée de Fourier de h) .

Proposition 64

o~

Bwi My, h) = [ Bl — )W (8; My, h)db,

Preuve. []

™

j a(w — )W (0; My, h)dd = [ (;ﬁ ]—V(Z_Nl—n a(n) exp(—i(w — G)n)) X

—Tr

L k ,
5 D h(—MN ) exp(—i0k) | db
k=—My
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L N My i . ” '
= 2 Y. C(n)h(5fs) exp(—iwn) [ exp(—if(k —n))do
n:f(Nfl) szMN —TT
n 0 si k#n
or [ exp(—if(k —n))dd =
o 2w si k=n

donc _f d(w — O)W (8; My, h)dd = - Aﬁv C(n)h(4) exp(—iwn)

n=—Kr

— B(w; My, h).
(car My < N —1))
Remarque 65

Le nouvel estimateur g(w; My, h) est donc obtenu & partir du premier a(w) par convo-
lution au moyen de

W(w; My, h).

Remarque 66

2

Dans le cas particulier d’un bruit blanc de variance ¢“ on obtient :

[ W6, My, h)df =1.

—T

Exemples de fenétres spectrales utilisées

1) Fenétre de Tukey-Hanning

Le générateur de fenétre est défini par :

L1 + cos(mz si |zl <1
ey — | HOHcostro) i el <

0 sinon

et donc la fenétre qui lui est associée est:

W(w: Kp, h) = L [10CErsDy 1 SRErH)(§ —57) | g sim@Er+)(§+577)
o 2 AT gy 4T (T )

27

si K7 est trés grand cette fenétre est équivalente a

W (w; K, h) = ey 228,

m2—(Krw)? w
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2)Fenétre de Parzen

Le générateur de fenétre est défini par

1—622+6]z)? si |z < 3
h(z) =4 2(1 - |z’ sid<l|z| <1
0 si 1< |z

la fenétre associée est donnée par

Krw

. 4
Wi Kr,h) = s <Slsfn(é) )> (1-2sin*($)) .
2

2

2.2.8.2 Phénomeéne aliasing

th=mp mnezZ etp>0.

Pour estimer la densité spectrale d’un processus stationnaire continu, du second ordre, de
fonction de covariance C'y et de densité spectrale ¢y (\) de carré intégable, nous pensons a

utiliser un échantillonnage qui semble naturel et qui est ’échantillonnage périodique donné

Le processus stationnaire discret {X (¢,),n € N} qui en résulte a pour fonction de

pp(n) = C(np)

o0

= [ exp(iAnp)p(A)dA
7020 (2k+1)7r

our =

= > | exp(iAnp)p(N)dA
k=—o00(2k—1)7r

| exp(iAnp)

—T7Tr

}r exp(iAn)r i G(Ar + 2kmr)dA

k=—o00

S (A + 2kmr)dA

k=—o00

—T

= [ exp(ixn)s, (A

ol ¢p(N) =71 i d(Ar + 2kmr)

k=—o00

covariance p,, et pour densité spectrale ¢,,.Nous déduisons simultanément

D=

Shapiro et Silverman (1960) ont montré que I'application qui a ¢ — ¢, n’est pas injec-

tive.

Plusieurs fonctions ¢ peuvent conduire & la méme densité spectrale obervée gbp.( i.e de
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I’échantillonnée on ne peut reconstituer l'initial ) .Ce qui constitue le phénoméme aliasing .

2.2.3.83 Reconsttitution du spectre avec échantillonnage aléatoire

Pour pallier & ces inconvenients Shapiro et Silverman(1960)ont introduit un nouveau concept
d’échantillonnage aléatoire sans repliement de spectre et qui est associé & une certaine classe
de schémas des instants {t,}.

Par la suite Beutler(1970) donne une formulation un plus générale du probléme d’échantillonnage
sans repliement de spectre en présentant les critéres relatifs & un ensemble de famille de

distributions spectrales.

Theoréme 67  (Beutler(1970))

Soit S I’ensemble des distributions spectrales ¢ ot ¢ € L' (R)NL? (R), ¢ est absolument
continue.

L** (t) représente la densité de probabilité de Uintervalle (t, 41 — tn) .

alors

Le shéma d’échantillonnage {t,}est dit alias free ou sans repliement par rapport a la
famille S

si et seulement si la suite de fonctions (L*¥ (t)) . est compléte dans L? (Ry)

keN
Theoréme 68 (Masry(1978))

Une condition nécesssaire et suffisante pour que le schéma d’échantillonnage {¢,} soit
alias free par rapport a la famille des densités spectrales est que la mesure de Lebesgue est
absolument continue par rapport a la mesure pp (du processus ponctuel N(t) associé au
shéma d’échantillonnage) définie par

py(B) = [(Bdz + c(dz)) on B € B(R)

B

B = E[N(]0,1])] intensité moyenne du processus ponctuel {t,} .

Preuve. (Masry(1978)) =
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2.2.3.4 Suppression de Ueffet aliasing

Dans le cas d’échantillonnage poissonnien , ’effet aliasing est supprimé:
-Les instants d’échantillonnage {tx,k € N}sont obtenus grace a un processus ponctuel
de Poisson sur [0, co[,et sont indépendants du processus d’obervation X.Ces instants sont

définis par

ty =tp_1+ag, keN
ou les (ay)ren+ sont des variables aléatoires indépendantes,de méme distribution Fy
donnée par
Fy(z) =1—exp(—pz), avec >0, z>0.

-Si le processus observé discret {X (¢x), k € N}est de moyenne m et de covariance p,, on

pn = E{(X (thyn) —m)(X (k) —m)}
:{hwcwﬁ ol

fn(t) = la fonction densité des écarts ¢, — tr (indépendante de k)

n(t) = ﬁ(gf)fl_),l exp(—Bt) 1o 00((t) ( loi gamma d’ordre n de parameétre 3).
- S’il y avait "aliasing” dans ce cas , cela se traduirait par I’existence de deux fonctions
de covariances C] et Co de carré intégrable et non égales avec
P, = Zofn(t)Cl(t)dt — T fu(0)Calt)dt Ve N (1)
donc en supposant qu’il existe deux fonc(iaions Ciet Co de carré intégrable v2rifiant les
agalités (1), nous obtenons
T 1)) - oty =0 2)
et ceci pour tout e(iltier n non nul, avec C; — Cs fonction de carré intégrable,
comme {f,(t),n > 1} forment un systéme complet sur espace L%(]0, 00]),il existe un

systéme de fonctions {g,(t),n > 1} complet, orthonormé associé a {f,(t),n > 1}, donc

(€1~ o)1) = 2 engult) 3)
ol en— :fo(cl — Cy)(t)gn(t)dt
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gn ¢tant une combinaison linéaire de f,,nous obtenons par (2) que :
pour tout entier n entier non nul, e, = 0.

Nous concluons par (3) que : Cy; = Cs et donc il n’ya pas d’effet aliasing.

2.3 Application numérique

En s’appuyant sur des travaux d’estimation de la densité spectrale pour les processus
stationnaire au second ordre, dans cette section, nous avons élaboré des programmes de
simulations pour le calcul d’estimateurs de la densité spectrale basées sur des schémas
d’échantillonnage.

1/ Pour un processus {X (t),t € R} particulier , de densité spectrale théorique donnée

par
dx (N) = m ou A € [—mp,+mp] p étant un paramétre.

2/ En choisissant une fenétre spectrale de Parzen h(t) définie par
1—6t2 46|t si lt| < 0.5
h(t) =4 2(1—|t))? si 0.5 <t| <1
0 si 1< |t

3/ Nous obtenons les estimateurs de la densité spectrale ¢y (A) selon les différents
schémas.
Schémal :
Pour un schéma périodique les instants ¢; sont tels que:
t, = % k=1,...N ol p est le taux
d’échantillonnage.
les observations sont générées par:
X(0)=0

-1 —2
X (i) = X (B1) =e7 X () + [1- €7 |y

D=

ol (7)) suite de variables aléatoires gaussiennes centrées reduites..

et l'expression de Iestimateur ¢ N (A) de ¢ (N) est telle que
N N-1 N-n
” _ 1 2 (k n nA k4+n k
0= sy | £32(5) 2 50 i) o2 (3 (5) % (1)

Nous avons fait varier les paramétres
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A € [—mp, +mp] ,p:%,%,..; My =5,7,....

Schéma?2
Schéma d’échantillonnage aléatoire cas poissonnien les instants sont tels que
to=0
th = tp_1 + o

ol g = _71 log 6} et (0y)x suite de v.a de loi uniforme sur|0, 1]

Les observations X (t;) simulées sont données par
X (tg) =0
1
X (tge1) = e~ (ter1—tk) X (tr) + [1 _ 6_2~(tk+1—tk)] 2 Vpt1

ol (7)) suite de variables aléatoires guassiennes centées réduites.

L’estimateur a n (A) de ¢ (X) sera donné par I'expression suivante

R 1 N—1N-—n T
Oy ) = gl | 5 X (than) X (8) (TN) cos A (trst — t)

Nous avons fait varier les valeurs des paramétres N, 3, M.
Schéma3
Un autre schéma d’échantillonnage aléatoire cas alternatif poissonnien,
ol les instants d’observations sont tels que
to=0
te = te—1 + &5,

ot (&), sont des variables aléatoires de densité a(t) = (2.8)%.t.e~251

Nous supposons que les observatios X (¢;) sont également données par la méme expres-

sion que précédemment

X (tp) =0
1
X (tpyr) = e Ber1=te) X (8,) + [1 — e*2~(tk+1*tk)] 2 Yr1

ol (7})g suite de v.a guassiennes centées réduites

De méme pour l'estimateur ¢ ~ (A)de la densité spectraleg (A) sera
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N—1N-n
- tpy1—t
on (N) = gxgw 21 kzl X (ten) X (tk) -2 (%Nk) o8 A (L1 — tk)}
n= —
4/ Nous donnons les graphes des moyennes des estimateurs 5 y (M) pour plusieurs simu-
lations comparés au graphe de la densité spectrale théorique ¢y (\),ces graphes sont tracés

pour les différentes valeurs de (8, N, p, 0, My, ...)

pour A; = 0 a 7 par pas de 0.001
¢ (Ai)
)

¢ (i) —densité spectrale estimée.

—densité spectrale théorique.

~ 2
+> (o) — 9o ()\1)] = FR(k) pour kK =1,...,nbs (nombre de simulations).
i=1
3% pr)
Calcul de la moyenne des écarts donnée par ER(k) = =———.

-Les calculs de ces deux estimateurs sont calculés et les résultats figurent dans les graphes
2.1.a,2.2.a,2.3.2,2.1.b,2.2.b,.2.3.b

-la performance des estimateurs est mesurée par le faible écart

nous avons utilisé un critére de comparaison des performances des 2 estimateurs Mise
tel que:

Pour

Pour k=1:nombre de simulation =nbs

Nous calculons

1< ~ ) _ ;flISE(k) ;fj(ISE(k)_LTE)
ISE(k) = 7 32 (6(A) — ¢(Mi)) ISE=2_—— MISE="="

i=1
Pour les deux types d’échantillonnage et nous avons obtenu le tableau 2.4

5/ les programmes avec matlab

(nous donnons le cas de schéma poissonien)

-% calcul de la fenetre spectrale de parzen h(t):

function [calcul]=h(t)

if (abs(t)<=0.5) ,calcul= 1.-6.%t.”2+6.*abs(t)."3;

,elseif ((abs(t)>0.5), & (abs(t)<1.)) calcul=2.*(1.-abs(t))."3;
,else calcul=0. ;end;

-function t=obst(beta,N)..
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u=rand(N,1);

for k=2:N;
alpha(k)=-1..-/(beta)*log(u(k));

end

for k=2:N;

t(k)=t(k-1).4-alpha(k);

end

-function X=obsX(t,N)
gamma=randn(N,1);

X(1)=0;

for k=2:N;
X(k)=exp(-(t(k)-t(k-1)))*X(k-1)+(1.-exp(-2..*(t(k)-t(k-1)))) ~.5*gamma(k);
end

-function resest = estimat(lambda,X)
global N beta MN t

s2=0;

for n=1:N-1;

%calcul de la somme interne

s1=0.;

for k=1:N-n;
s1=s1+X(k+n)*X(k)*h((t(k+n)-t(k))/MN)*cos(lambda*(t(k+n)-t(k)));
end

s2=s2+s1;

end

resest=s2./(1.*pi.*beta*N);

end;
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PERSPECTIVES POUR LE CHAPITRE 2

Nous tenterons dans 'avenir proche un autre type de schéma aléatoire généré par le

processus de renouvellement retardé décrit par :

tg = 0 tk+1 = tk + ng ou ng = @ log(Gk) - Qﬂ\/ 20k log(29k)

Ou Osuite de v.a.i uniforme sur [0,1].
(Ce schéma vérifie la condition de alias free de Masry )

pour lequel nous 'appliquerons sur un autre type de processus d’observation X.
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CHAPTER III

ESTIMATION SPECTRALE DANS LES PROCESSUS
PERIODIQUEMENT CORRELES
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Chapitre 3

Estimation Spectrale dans les Processus Périodique-
ment Corrélés

3.1 Introduction

Monsan (1994) étudie les problémes d’estimation pour les processus non gaussien péri-
odiquement corrélés. Il s’intéresse a ’estimation des fonctions de corrélation et des fonctions
de densités spectrales a partir d’échantillons a temps continu puis, & partir d’échantillons a
temps aléatoire. Il propose deux types d’estimateurs pour les densités spectrales et étudie
leur consistence. Les processus que nous rencontrons dans les applications sont souvent
supposés étre stationnaires au sens large. Divers problémes relatifs a ces processus ont été
etudiés. Cependant, en pratique , 'hypothése de la stationnarité n’est pas toujours vérifiée
car ces processus répondent & des structures de corrélation plus complexes. Ils sont dits
non stationnaires.

Dans tout ce qui suit nous allons nous intéresser a un type particulier de processus non
stationnaires : les processus périodiquement corrélés.

Hurd (1989) a proposé des estimateurs pour les caractéristiques des processus péri-
odiquement corrélés échantillonnés en temps continu, en particulier les coefficients de Fourier
des fonctions d’autocovariance qui sont des fonctions périodiques, et montré la consistence
de ces estimateurs sous I’hypothése que le processus {X(t),t € R} est gaussien.

Dans les travaux de Monsan (1994) auxquels nous nous sommes intéressés, la consistence
de tels estimateurs a été établie sous certaines conditions sur la fonction cumulant d’ordre

4, le processus n’étant pas supposé gaussien. L’objectif de ce chapitre est d’approfondir
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les démonstrations des résultats donnés par Monsan (1994). Une étude de simulation in-
tensive nous permet d’étudier les propriétés des estimateurs obtenus et de comparer leur
performance.

Cependant, le calcul numérique de ces estimateurs nécessite une discrétisation du proces-
sus; ainsi il est préférable d’estimer les caractéristiques & partir d’échantillons en temps

discret (périodique ou aléatoire).
Nous rappelons briévement :

Définition 69

Un processus réel du second ordre {X (¢),t € R} est dit périodiquement corrélé de péri-
ode T' (T € R%) si

E(X({t+T))=FE(X(t)=m(t),vteR

et

E(X(s+T)X(t+T)) = E(X(s)X()) = R(s,t) Vt,seR

1/ B(t,u) = R(t + u,t)
2/ La fonction d’autocovariance B(t,u) est une fonction périodique du temps,

elle admet la représentation en série de Fourier suivante

B(t,u)= 3 Bu(u)exp(iTkt)

k=—o00

et lescoefficients de Fourier associés sont

By(u) = %(fB(t, u)exp(—iZEkt)dt (k€ Z).

4/Si nous supposons que les coefficients By(.) € L*(R) pour k € Z, alors leur transfor-
mées de Fourier
1 o0
gr(w) = 5= [ Bi(u)exp(—iwu)du
— 0o
existent pour tout k € Z et les fonctions gx(w) sont dites les fonctions densités spectrales

du processus {X(t),t € R}.
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3.2 FEstimation avec échantillonnage continu

Hurd (1989) a proposé, dans le cadre d’un échantillonnage a temps continu, un estima-
teur des coefficients de Fourier de la fonction d’autocovariance périodique et des fonctions
densités spectrales correspondantes, & partir d’une portion de trajectoire du processus ini-
tial {X(¢),t € R}. Si, de plus, le processus est gaussien, l'auteur détermine le taux de
convergence des estimateurs des fonctions densités spectrales g (w).

Monsan (1994), occultant ’hypothése que le processus est gaussien et introduisant une
condition sur les moments d’ordre 4 détermine le taux de convergence des estimateurs

proposés par Hurd (1989).
Sous les hypothéses suivantes :

Hy) {X(t),t € R} est un processus périodiquement corrélé a 'ordre 4.
Hy) BE(X(t)*) < M, V¥t € R, c’est & dire que X (t) admet un moment d’ordre 4 unifor-
mément borné.

Hs) m(t) =0, c’est & dire que le processus est supposé centré.

et, fondés sur une portion de trajectoire du processus {X(¢),t € R}, pour 0 <t < A, les

estimateurs de By(u) et gip(w) peuvent étre respectivement définis par :

R 1 Aof_uX(t)X(t+u) exp(—i 2T kt)dt. si u>0
BrAu) = "0 (3.2.1)
L[ X)X (t+u) exp(—iZE kt)dt si u<0

—u

pour ce qui est des coefficients de Fourier de la fonction d’autocovariance et,

A
(A, N) = % / h(Bav) By(A, v) exp(—ivA)dv, (3.2.2)
A
1 2w
ge(A ) = 5 La(u)la(u = k), (3.2.3)
ou )
Ia(u) = / X (1) exp(—iut)dt (3.2.4)
0

pour ce qui est des fonctions densités spectrales gi(w).
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L’expression (3.2.4) définissant le périodogramme.On montrera ci-dessous qu’il s’agit
de la transformée de Fourier des Ek (A, v), que c’est un estimateur asymptotiquement sans
biais mais non consistent.Et afin d’obtenir un estimateur consistent nous procédons & un
lissage classique.

Dans lexpression (3.2.2), B4 est une fonction de A, positive et AILH;OBA =0,

h est une fonction paire, intégrable, telle que

h() < MVEER, h(0) = 1, et H(w) = [ h(t)exp(—iwt)dt.
—o0

Nous donnons dans le lemme suivant, pour 'estimateur g , une autre expression

équivalente que nous utilisons par la suite dans les propositions.
Lemme 70

Sous les hypotheéses Hi, Ho, H3 et les expressions (3.2.1) et (3.2.2), les estimateurs des

fonctions densités spectrales fondés sur une portion de trajectoire sont donnés par :

1T u—A
(AN = — / (=2 g0 (A, u)du, Vi € Z. (3.2.5)
Ba Ba

Preuve. ]

Bi(A, v) exp(—ivA)dv

A | 4oo
Ge(AN) = &= [f H (w) exp (iwBav) dw
—A |-

+oo A R
= 217r f J H (w)exp (—i (A —wBa)v) Bi(A,v)dwdv
—A
+oo A

= ﬁ f > [ H (BA ) exp(—zuv)Bk(A v)dudv

A .
= % f H(’\B—) [;ﬂ | Bi(A,v)exp (—iuv) dv] du
~A
= | HCE A w)

A
ot gr(A,u) = 5 {‘Bk (A, v)exp (—iuv) dv
en effet d’apres (3.4.3) et (3.4.4),

ge(A,N) = S Ta(N)Ia(X — 2Zk).
A A
=51 L/"X(t) exp(—i)\t)dt] [f X(s)exp (+i (A — ZE) s) ds

0
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_ 1

2T A

o
%(L —

A
&X(t)X(t +7) exp (—iZZE) exp (+i (A — ZE) 7) dr] dt

_1
- 27A

A
OfX(t)X(t + 1) exp (—i2ZEL) dt] exp (+i (A — 2ZE) r) dr

hS

hS

- b B (50 )

en effectuant le changement de variable r = ¢ — s.

A
gk(AN) = —27}14 | Bi(A, —r)exp (+iXr) dr
~a

A
=5 [ Bi(A,r)exp (—iAr)dr.
—-A

La proposition suivante donne les propriétés de ’estimateur Ek (A, u).
Proposition 71 (Hurd (1989))

Sous les hypothéses Hi, Ho, H3 et les expressions 3.4.1 & 3.4.3, 'estimateur B\k(A, u) est

asymptotiquement sans biais, i.e.,

1)
— |u e(Au) | ,
E (Bk(A,u)) = Bi(u) |1 — 71 + o Ou e(A,u) bornéeVA,Vu (3.2.6)
+o0o
2) si B(.,u) € L1([0, T)xR), alors il existe une constante C telle que [ |e(A, u)|du < C.
3)
lim A7 |E (@(A,u)) - Bk(u)‘ = 0,Vk € Z,Yu € R. (3.2.7)
A—s00

Preuve. (Voir Hurd (1989)). m
La proposition suivante (Hurd (1989)) établit la propriété de convergence en moyenne
quadratique des estimateurs E;(A, u).

Proposition 72

Si le processus {X(t),t € R}est périodiquement corrélé de période T

en posant Z(t,u) = X(t +u)X(t) — R(t + u,t)
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R, u(t1,t2) = E(Z(t1,u)Z(t2,u))

et si 'une des 4 conditions suivantes est vérifiée :

400400
) f f |Rz,u(t1,t2)‘ dtldtz < 0

b)uh—1>nooRZ’“(t + u,t) = 0 uniformément en t.

oo T
c) le processus {X(t),t € R}est gaussien et [ [B?(t,u)dtdu < co.

—o00
d) le processus {X (t),t € R}est gaussien et lim B(t+ u,t) = 0 uniformément en ¢.
U——00
alors :
Alim By(A,u) = By, (u) en moyenne quadratique. (3.2.8)
—00

La preuve est donnée dans Hurd (1989); néanmoins nous la présentons en détaillant
certaines étapes.

Preuve. ]

La démonstration est donnée pour v > 0.

Posons

u

A—
1 / (t+u)X(t)— B(t,u)] exp <—z’27;kt> dt = B\;Q(A,u) - F <B\;€(A,u)>
0

(3.2.9)

En utilisant I'inégalité triangulaire nous obtenons : )
E{‘E(A, u) - Bk(u)‘Q}Q < E{‘@(A, w) ~ B (Bu(A,u)) ‘2}2+‘E (Br(4,w) = Bic(w)
D’autre part ’E (1/3; (A,u)) — By (u)’ — 0 lorsque A — +o00
il nous & montrer que E {|J;c (A)|2} — 0 quand A — +o0

® cas ol la condition a ) est verifiée :

A—uA—u
Nous avons E <\Jk (A)]2) > f f |R..u(t, s)| dtds.

donc E {\Jk (A)]Q} — 0 quand A — 400
® cas ou la condition b) est verifiée :

soit € > 0 donné, et un Ay tel que: |R.,(t + s,t)| < § pour [s| > Ag
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et soient les ensembles :E = [0, A] x [0, A] et ' = EN{(t,s);|t —s| < Ao}
A—uA—u

E (|7 (MP) < [ [ |Reult,s)|dids,
0 0

A2
<t [ [ [Reu(t,s)|dtds. + 4z [ [|R.u(t,s)| dtds
E—F
< g+ 2Mded oy 4 > BAM
<e

ot M est une borne pour les moments d’ordre 4 du processus {X(t),t € R}

® cas ou la condition c) est verifiée :

nous utilisons la propriété des moments d’ordre 4 du processus gaussien

A
J|Rzu(t, s)| dids.
0

"

E (M (a0F) <

1A
<z
0

o

A A
R(t+ u,s + u)R(t, s)| dtds. Aiff (t 4+ u, s)R(t, s + u)| dtds.
00
1
2

2

R2 t,s)dtds.| +

f

AA
< 4 ffRQ(t+u,s+u)dtds.]
00

2

N[

1
Az

Ct—n oy

A
[ R*(t,s +u) dtds]
0

SEENN

A
fR2 t+ u,s) dtds]
0

et pour chacune des 4 intégrales nous effectuons un changement de variable
r=1t—set p=s nous obtenons donc: r € Ret p € [0, 4] C [0,24]

AA 00 2A
[ [ R*(t+u,s +u)dtds < [ dr [ B*(p+u,r)dp
00 o0 0

< U+ () T ar[ 520+ uriy

en subdivisant [0, 24] en sous intervalles de longueur 7" ou T est la période du processus

{X(t),t € R}et sous la condition c¢), on obtient :

E (17 (A)P) = 0(%)
®cas ou la condition d) est vérifiée :

nous utilisons le fait que V e > 0,3 Ag tel que [s| > Ay [R(t +u,t)| < |/5VL.

Ainsi pour V¢ si |s| > Ag + |u| nous obtenons

R, (t+s,t) <|R(t+s+ut+u)R(t+s,t)+|RE+s+ut)R(t+s,t+u)| <e
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La proposition suivante (Monsan (1994)) établit la propriété de convergence en moyenne
quadratique des estimateurs E;(A, u) sous la condition c¢) donnée dans la proposition précé-
dente, lorsque I’hypothése de normalité du processus {X(t),t € R} est occultée et est rem-
placée par la condition que le moment d’ordre 4 du processus est uniformément borné; ceci
fait intervenir la fonction cumulant d’ordre 4 définie dans le premier chapitre en (1.8.13).

dans toutes les manipulations mathématiques.

Proposition 73

Si le processus { X (t),t € R}est un processus périodiquement corrélé a ordre 4  avec

co T
/ /32(t,u)dtdu < o0 (3.2.10)
—oo 0
et
co T
VveR / /\K(t,u,v,v+u)|dtdu<+oo (3.2.11)
—oo 0
alors
—~ 2
Jim B {‘Bk(A,u) - Bk(u)( } ~0. Yu € R (3.2.12)
Preuve. ]

Nous donnons la démonstration pour u positif, fixé. En utilisant I'inégalité triangulaire,
nous obtenons : . )
E { Bi(4,u) - Bk(u)r}Q <E { Bi(A,u) — B (Bu(A,u) (2}2
+| B (Br(A,w) - By (w)]

Dans la proposition (61), E (Ef (4, u)) — By, (u) tend vers 0 quand A — +00
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en posant Jy (A) = B\k(A, u)—FE <l/3\k(A, u)) il nous suffit de voir que
2
E{|Jk (A) } — 0 quand A — +o00

Or,
) =% f (t+u) X(t) — B(t,u)] exp (—i2ZE) dt

en passant a 1 espérance du module au carré nous obtenons

B (|7 (4)F) = ‘420/ O/E{[(X(t—{—u)X(t)—B(t,u))exp(—i27;kt)]

(X (s +u)X(s) — B(s,u)) exp(+i 27;’“)} } dtds

A—uA—u

=ﬁ0f [ E[X(+ )X (1) (X (s + w)X ()] exp(— 2k (¢ — s) dids
A—uA—u

[ B (X)X () B (s, w) exp(—i%E (¢~ ) dads
A—uA—u

— 2z [ ] B (X (s )X () B (6 w) expl(— 25 (4 o) dtds
A—u A—u

+ﬁ hof bf B(t,u)B (s,u) exp(—1i 2”’“ (t — s) dtds
9 A—uA—u

E(Uk(A)|>=ﬁ bf OfE[(X(t+U)X(t))(X(s+u)X(s))]exp( i2E (1 — ) dtds

A—uA—u
— iz f f B(t,u)B (s,u) exp(—i22E (t — s) dtds

De plus, nous avons :

E[(X(t+u)X(@) (X (s +u)X(s))] = B(t,u)B(s,u) =

K(s,u,t —s,t —s+u)+ B(s,t —s)B(t+u,s —t) + B(s,t — s+ u, B(t,u —t + s)
nous obtenons donc

E (|Jk (A)|2> <h+L+I; on

A—u A—u
L=k [ [ |B(s,t—s)B(t+u,s—t)|dsdt < +c

A
0 0
A—u A—u
L=+ [ [ |B(s,;t—s+u)B(t,u—t+s)|dsdt < +oo
0 0
A—uA—u
pour Is = o4y [ [ |K(s,u,t—s,t—s+u)|dsdt
0 0
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posons t =t — s ; sachant que t et s € [0, A — u], u étant positif, t € [-A +u, A — u]
+o002A ., ,
alors Iggﬁ i f‘K(s,u,t,t —l—u)‘dsdt
—o0 0
En subdivisant [0,2A] en sous intervalles de longueur 7" qui est la période du processus
et utilisant I’hypothése Hs, nous obtenons :
[QA] +00 ’ T 1o
Is < & (T +1> [ at f‘K(s,u,t Jt —i—u)’ds
—00 0
conclusion

)
_ 2) 3
donc E { ’Bk(A, u) — Bk(u)‘ } — 0 quand A — +o0.

I; = O(

=

Ainsi By (A, u) est un estimateur de By (u) convergent en moyenne quadratique et, par

conséquent, convergent en probabilité.

Si le processus { X (t), ¢t € R}est gaussien, Hurd (1989) a déterminé le taux de convergence
de la covariance COV | By(A, ), Ej(A, ug)] , ce qui lui a permis de déterminer le taux de
convergence des estimateurs g (A, u) des densités spectrales gi(\). Nous donnons donc, la

consistence des estimateurs By(A,u). Mais, auparavant, nous énongons le lemme suivant :

Lemme 74 (hurd(1989))

Si le processus {X (¢),t € R} est périodiquement corrélé,

de fonction de covariance R(t + u,t), et

oo T
[ [R*(t +u,t)dtdu = K < oo, (3.2.13)

—o0 0

alors:  Vitg >t

—12mnt S

to
Jn(v,t1,ta) = [ B(t+av+b,v+c)B(t+dvte, v+ f) exp(
t1 T p=—00

ou

Op = Bp(v + C)anp(v +f) exp(iQﬂ'p(;erb) ) exp(i2ﬂ(n*1’7”)(d”+e) )

[e.e]
le(v,t1,62)] < K1 et [ |e(v,t1,t2)|dv < Ko
— 0o
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posons I(t) = B(t +av +b,v+ ¢)B(t + dv + e,v + f) exp(—2E2)
Nous subdivisons 'intervalle [t1,t2] en sous intervalles de longueur 7.
Soit t; =11 +mT ou m est la partie entiere de @ et désigne donc un nombre

entier d’intervalles de longueur T

to [ee) to
Jn(v,t1,t2) = fI YAt + [I(t)dt =mT % o, + [I(t)dt

£ P

0o , oo to
=(ta—t1) >, op— (tg —t2) > op+ [I(t)dt

p=—00 p=—00 /2

ou
’ oo
(v,t1,t2) fI dt—(tz—tQ) > ooy
p=—00

2
® pour établir la borne Kjde e(v,t1,t2), nous remarquons que

I\ T
(v, ty, ) = fI (tQTtQ) [I(t)dt
0

— { Flt,th, o) I(t)dt — 0fg(t, ty, t2)I(t)dt

ou th, to sont fixés. les fonctions f et g sont positives bornées par 1 pour ¢ € [0,7].

ainsi:
" r 12 o 1/2
le(v, t1,t2)| < [2I(t)dt <2 | [B*(t + av + b,v + c)dt [B2(t+dv +e,v+ f)dt
£ 10 0
(3.2.14)

12 1 1/2
[ M dt] = 2MT ot M est une borne pour le moment
0

T
2 | [Mdt
0

d’ordre 4 du processus.

® pour montrer que (v, t1,t2) € L1(—00,00).
A partir de (3.2.14)

(v, t1,80)| < S(+)Sw+f) ot S(v) = [i B2(v)
Ls[0,T],Yv € R

1/2
existe car B(.,v) €

et en vertu de I’hypothese (3.2.13) nous obtenons :
1/2

[ le(v,t1,te)| dv < [f S%(v + c)dv [f 52(v+f)dv] =K <o

—00

ainsi

(v, t1,t2) € L1(—00,00).
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Proposition 75 ( Hurd(1989) )

Si le processus {X(t),t € R} est gaussien périodiquement corrélé, tel que

oo T
J [1B(t,u)| dtdu < oo (3.2.15)
—o00
alors  Vui,ug € [0, A]
~ ~ A 1
Acov(Bj(A,u1), B(A,u2)) = [ Ua(u,ur,uz). [F(u,u1,u2) + G(u, u1,u2)] du + O(Z)
—-A
(3.2.16)

ou

) —127(Ju + pu
Flu,up,ug) = S Bp(u+uy + ug)Bj_g_p(u) exp [W] (3.2.17)
p=—00
N (i e
Cluurus) = 5 Bp<u+u1>Bj_k_p<u—uz>exp[ ezt “2“”“2)} (3.2.18)
p=—00

la fonction Uy vérifiant
Ua(u,u1,u2) <1 pour u € [—A, A
et lim Ug(u,ug,ug) =1
A—o0
la démonstration est donnée pour uj us > 0.

cov(B;(A,u1), Bp(A, u)) = E [(Ej(A,ul)Ekm, uz)] _E [(E(A, ul)] E [(Ek(A, m)}

s 1 A—urA—uz . Js—kt)
. +h=+ [ [ Bt+wug,s—t+us —ug)B(t,s —t)exp |—i2n (7| dsdt+
0 0

A—u1 A—us ok
ﬁ [ [ B(t,s—t+u1)B(t+u,s—t—uz)exp {7i2w(¥] dsdt.
0 0

En effectuant une partition des domaines d’intégration pour Iiet Is
E=10,A—u] x[0,A—ug] en

A1 ={(s,t) € E;t > s}
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Ao ={(s,t) e E;s>tet s<t+wuz—ui}

As ={(s,t) € E;s >t +us —u1}.

nous notons par J; ,J2 ,J3 les 3 intégrales correspondantes a Iy

et nous effectuons le changement de variable :r =s—t,p=-s

0 A—ug+r

Jp = i [ B(p—r+ug,m+u —u2)B(p—r,r)exp —7i27r(jprkp+kr) drdp

= a2
r=—A+us p=0

nous obtenons

Ji=(A—-ug+7r)F(r,uu) +€(r,0,A —ug +1)

donc
0

0
Ali= [ (1=2)F(runu)dr+ % [ €(r,0,A—uy+r)dr

—A+us —A+us

(1 — “277) peut étre identifier & Ua(r, u1, up) sur I'intervalle [—A + uy, 0] .

A

Des transformations similaires nous donnent pour Js et J3
uo—ul A—us+r

J2:$ f f B(s_,r._'_,uQ’rr_i_ul—UQ)B(p—T',T)eXp[w}dpdr

r=0 p=r
A—u1 A—uq

Js=+ [ [ Bls—r+ugr+ur—u2)B(p—r,7)exp [—42”(”7?@%’")} dpdr

r=ug—uj p=r

on obtient :
U2l uz—u1
Aly= [ (1—=%)F(r,ui,ug)dr+ % [ e(r,r,A—us+r)dr
0 0
A—uy A—uq
AJs = f (1 - uleH) F(r,u1,uz)dr + % f e(ry,ry A —uqp)dr

U2 —U1 u2—u1

(1 — %) est identifiée & U4 (r, u1,ug) sur Uintervalle [0, ug — u1]

(1 — ulTj”) est identifiée & U4 (r, ui,ug) sur Uintervalle [ug — u1, A — uq].

Nous posons Ua(r,u1,u2) = 0 pour 7 € [—A+ug, A —wui] ot [—A+ ug, A —uy| est le

complémentaire de l'intervalle [—A + ug, A — uy].

Ainsi nous écrivons :

A
A(Jl + Jo + Jg) = f UA(T, U1, ’UQ)F(T, U1, 'LLQ)dT' + %
A
ou
0 u2—ul

—A+us
est bornée et est indépendante de A.

nous obtenons
A

A—uq
Ko= [ |e(r,0,A—wui+r)ldr+ [ |e(r,r,A—ug+r)dr+ [
0

uU2—u1

le(r,r, A —uq)|dr

Acov(Bj(A,u1), Be(Auz)) = [ Ualu,ur,ug) [Fu,ur,ug) + Gu, u, uz)] du + O(%).

—A
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La proposition suivante établit la consistence des estimateurs gi(A,u) en occultant
I’hypothése que le processus est gaussien .Ce résultat fut donné par Monsan , néanmoins

nous avons détaillé et éclairci les différentes étapes de la démonstration.

Proposition 76

Si le processus {X(t),t € R} est périodiquement corrélé a l'ordre 4 et si

1) K € L* ([0,T] x R?)

0o 2

) S (fB (t,u thdu) < 400
3) S(u)? = % fB(t, w)?dt = 3 |Bp(u)|*  (égalité de Parseval)

0 —0o0
alors Vi,k€Z etV wi,wa >0
2 [e.e]
hm ABACOV{gJ(A wi), gk(A,w2)} < 2/ 2)? dz / dulx/ S(utup)S(u)du < +o00
0 —00
(3.1.19)

Preuve. ]

ABACOV{@(A w1), gr(A,w2)} =
BAUQ)COV(Ej(A,vl),Bk(A,vg))exp(—iwlvl—l—iwgvg)]dvldvg

COV (Bj(A,v1), By(A, va)) =
B [Ej(A,vl) B (Ej(A,vl))] [Ek(A,Uz) - E (Ek(A,UQ)ﬂ _

A—v1 A—vg
% of of E[(X(s+v1)X(s) — B(s,v1)) (X (t +v2) X (t) — B(t,v2)] .exp(—z’z%(js—kt)dsdt

d’autre part
E[(X(s+v1)X(s) — B(s,v1)) (X(t +v2)X(t) — B(t,v2)] =
K(t,ve,s—t, s—t+uv1)+B(t, s—t+v1)B(t+va, s—t+ve)+B(t, s—t) B(s+v1, va—s+t—v1)

en remplacant nous obtenons la forme I + Is + I3 ou
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L+ 1=

A A A A—v1 A—v2
QB)AQ ‘{4‘& (Bavi)h(Bavs)[ 4 f f B(t,s—t+v1)B(t+va, s—t—v2) exp —i 2 (js—
kt)dtds
A—v1 A—vo

+a2 [ [ Blt,s—t)B(s+uvi,va — s+t —vi)exp—iZr(js — kt)dtds]x
0 0
exp(—iwivy + iwevg)dvidug

donc
—+o00 —+o0

lim (I + ) < 5% [ |h(2)]* dz f duy f S(u+u1)S(u)du

— 00

cgﬁg

et pour I3 nous avons
4B +A+A 2A 24
’13‘ A f f ’h BA’Ul)h(BAvg)’ X f f \K(t,vg,s—t,s—t—i—vl)]dvldvg
— 00
en posant t — s = usg

et en subdivisant [0, 24] en [%] intervalles de longueur 7" ou [z] désigne la partie entiére

du nombre z, nous pouvons majorer I3 par

|I | < M (1—|— [ ]) ffff|K t ul,uQ,U3)|dtdu1dU2dU3 = O(BA)

on choisit B4 tel que lim AB4 = oo pour obtenir la consistence de 'estimateur g (A, w).
A—so00

Dans la section suivante, nous effectuons un échantillonnage périodique sur les processus

périodiquement corrélés , et nous présentons 'effet aliasing qui en découle.

3.3 Estimation avec échantillonnage périodique

Soit { X (t),t € R} un processus périodiquement corrélé de période T',de fonction d’autocovariance

B(t,u) = > Br(u)exp(i 27rl<:t)

keZz
Dans ce contexte, les instants d’échantillonnage sont tels que

th=nh  h>0 (3.3.1)

Considérons le processus échantillonné Y,, défini, a partir du processus X, par :

Y,, = X(nh) pour n € Z. (3.3.2)
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Par analogie avec les processus stationnaires au second ordre, nous donnons les carac-
téristiques de {X(t),t € R} périodiquement corrélé a partir de celles du processus échan-

tillonné (Y,),cz et réciproquement.Notons

B"(m,n) = E[YpnYm] (3.3.3)

la fonction d’autocovariance du processus échantillonné (Y7,),, .7 -

Nous montrons que ce type d’échantillonnage fait apparaitre un effet aliasing .

3.3.1 Premier cas I = N est un entier positif

Lemme 77

Sous les hypothéses précédentes nous avons
1)

B"(m + N,n) = B"(m,n). (3.3.4)

i.e., Y, est aussi un processus périodiquement corrélé, a temps discret, de période .

2) B"(m,n) admet une représentation en série de Fourier

N-1 - o
Bj'(n) exp(i—ml) (3.3.5)
L 1 ( p N
N—
= % Z n).exp(— z’%ﬂml). (3.3.6)
Preuve. ]
1)Bh(m +N,n)=F [Ym+n+NYm]
E[X((m+n+ N)h)X(mh)]
EX((m+n)h+T)X(mh)]
E[X((m+n)h)X(mh)]

= FE[YinYnm]
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= B"(m,n)

Y, est périodique en m de période N .

2) Cette fonction B" admet une représentation en série de Fourier telle que :
N-1
B"(m,n) = lzo Bl'(n) exp(i3Fml)
oi Bl'(n) est le coefficient de Fourier de la fonction B" associée au processus (Yy),,cz
et

N-1
Bl(n) = + Z—o B"(m,n). exp(—iZFml).

Le lemme suivant donne les relations entre les fonctions d’autocovariance et celles des
coefficients de Fourier qui lui sont associés.
Lemme 78

Sous les mémes hypotheéses nous avons

1)

B"(m,n) = B(mh, nh). = i Bi(nh) exp(iQ%kmh) (3.3.7)
2) o
Bl(n) = i Bjn+i(nh) (3.3.8)
Preuve. . S

1)Bh(m7 TL) =F [X(m+n)thh] =FE [thJr(nh)th] = B(mh7 nh)
+oo
B(mh,nh) = Y. Bg(nh) exp(i%mh)
k=—o00

en posant k = jN 4+ [;81 —00 < k< 400,0<I<N—-1,—0<j < +00

nous obtenons

N-1 +o0
B(mh,nh) = = > Bjnyi(nh)| exp(iFFm(jN +1)
= J=—00
N-1 +o0o 9
= > Bjnyi(nh)| exp(i5mi)
=0 |j=—o0

96



par application du lemme précédent, le coefficient de Fourier de la fonction de covariance
+00
du processus (Yy,),,cz est donc Bl'(n)= Y Bjni(nh).
j=—00
L’échantillonnage périodique tel que décrit sur les processus périodiquement corrélés,
entraine un effet aliasing. Par suite, a partir du processus échantillonné, on ne peut recon-

stituer le processus d’origine de fagon unique; ce qui se résume dans la proposition suivante

Proposition 79

Soit {X(t),t € R} un processus périodiquement corrélé; Alors, il existe deux fonctions
d’autocovariance différentes Bi(t,u) et Ba(t,u),t € [0,7],u € R, pour le processus initial
{X(t),t € R} auxquelles correspond une méme fonction d’autocovariance B"(m,n), m,n €
Z, pour le processus échantillonné (Y3,),,c7 -
Preuve. ]

A u fixé , nous supposons que B(t,u) € L2([0,7))

et admet la représentation en série de Fourier suivante

B(t,u) = 3 By(u) exp(i2Zkt)
keZ
Donc les coefficients de Fourier By (u) existent
et on construit d’autres coefficients de Fourier
By, k(u) = cos(Zpu)Bi(u) ot p est un entier non nul.
Pour p fixé , les By, x(u) et les By(u) sont deux fonctions de u différentes € L2([0, 7)),
et By(t,u) = > Bpy(u) exp(i22kt) est différente de B(t,u).
keZz

Il reste a vérifier que B, (t, u) est une autre fonction d’autocovariance pour X (t) en effet

1) c’est une forme hermitienne définie positive, i.e.,

n
> TiTj Bp,kik; (ui —u;) > 0.
ij=1
ou
By ki ks (w) = By, (1) exp(i2Ek;(u)) est le k;, kj—eme élément des matrices-coefficients

de la représentation en série de Fourier de la matrice d’autocovariance B (¢, u).

Et, 'on a :
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By kik; (1) = 3 [exp(i%pu) + exp(—i3pu)] By, (u) exp(i5 kiu)

ot By, _, (u) exp(— 2%kzu) = B, k; (u) et By, k, (u) est le k;, kj—eéme élément des
matrices-coeflicients de la représentation en série de Fourier de la matrice d’autocovariance
B(t,u).Ainsi,

n n
2A = Z TiT; exp(i%r(ui—uj))Bkikj (Ui—u]‘)-i- Z TiTj exp(—i%’r(ui—uj))Bkikj(ui—uj)
i,j=1 4,j=1

n -
= > mexp(i3Fu;)x; exp(i2ug) By, (ui — uj)+
ij=1
n
lel exp(—i%’rui)xj exp(—i%’ruj')Bkikj (ug —u;) >0
Z?]:

car B est définie positive
2) Il reste a voir que B,g(m, n) = B(m,n)

N-1
B"(m,n) = Y B(n)exp(i3Zml)
=0

o0
ot BMMn) = Y Bjnii(nh) d’aprés le lemme précédent.
j=—o00
h N on 2
By(m,n) = l;) B, (n) exp(iFrml)
h _OO
ol Bp,l(n) = j:Z:oo By jnti(nh)
o0
= X Bjni(nh)cos(3 pnh) ou p est fixé égal & N et % =N
=—00
! [e.e]
= Y. Bjnu(nh)
j=—00

donc on a bien Bg(m, n) = B(m,n).

Remarque 80

Ce qui exprime la non injectivité de application qui & B(t,u) du processus périodique-
ment corrélé, associe B(m,n) fonction d’autocovariance du processus échantillonné dans le

cas d’un échantillonnage périodique.

3.3.2 Second cas % n’est pas un entier

Dans cette partie, nous introdruisons une fonction r(t) telle que r(¢) est une fonction paire,
réelle, appartenant a L'N L2 et de fonction derivée seconde continue qui s’annulle aux points

tn =n.h et (0)=7r"(0)=0
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W} ’ U € Jtn, tnsa

nous construisons les ai(u) comme suit :

Si nous choisissons r(u) = exp [

ap(u) = ag(—u) = r(u) pour k=0et u>0

ag(u) = k%r(u) et

ap(—u) = exp(—iZFku)ay(u) pourk > 1 et u >0

a_p(u) = ag(u) pour k> 1et u € R.

les fonctions ay(u) ainsi construites sont & dérivées continues et ax(u) € L' N L2

Nous construisons les fonctions aji(u) et leurs transformées de Fourier A (w) associées

comme suit :

pour j,k € Z, soit
aji(u) = ag—;(u) exp(i%F ju),
o0
Ajp(w) = 5= [ aji(u) exp(—iwu)du.
—0o0

Avec les notations précédentes on a

ajr(—u) =aje(u) 3 apjq—i(w) exp(iFFju) = apg(u);

Ajp(w) = Apj(w) ; Ap—jq—j(w — QTWJ) = Apg(w).

et Aj,eL'nL%

1) pourw € [0, 2%], il existe deux matrices hermitiennes positives [Ayk) (w)]j i 1=1,2

sup {|AQ@)[} <A@ et Au(w) = AR(w) - AR ()
2) pour w € [%ﬂj,%ﬂ(j + 1)] ,]EZL

et pour i =1,2 qu)(w) = Az(,izm_j(w - 2%]');]7711 € Z.

Lemme 81

Soit { X (¢),t € R}un processus périodiquement corrélé de période T ; sous les hypothéses

précédentes, il existe deux fonctions d’autocovariance B (¢, u) et B®)(t,u) distinctes pour

t € [0,7],u € R pour le processus initial {X(¢),t € R} auxquelles correspond une méme

(1)

fonction d’autocovariance B, (t,) = B,(Cz)(tn) pour le processus échantillonné.

Ainsi BD(t,u) et B@(t,u) sont dits aliases .

Preuve. [}
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Avec les notations précédentes nous posons :
B](Q (w)= [ Agzk) (w) exp(iwu)dw = B(()?C_j(u) exp(i%F ju).
B (u) = B{) (u)
HOUS avons :
B](Q (u) = B,(Jlj(u) exp(i%ﬂju).
‘B,(j)(u)‘ < k%.pour k#0
Ainsi, nous pouvons définir les fonctions B (£, u) telles que :
BO(t,u) = kZZ B,Ef)(u) exp(iZFju).pour i = 1,2 qui sont fonctions de covariance du
€

processus périodiquement corrélé, nous obtenons aux points t,:
(o.9]

B (tn) = B (ta) = [ (A} () = AR (w)) exp(iwt, )duw

= ajk(tn)

donc B,(fl)(tn) = B](f) (tn).

L’égalité des coeflicients de Fourier des fonctions d’autocovariance respectives du proces-
sus échantillonné entraine 1’égalité des fonctions d’autocovariance de ce méme processus.

et Vm,n € Z, BW(t,t,)= BO(tt,),

BW (ty,tp) = B (ty,t,) .

Remarque 82

Nous pouvons généraliser ce résultat & une combinaison linéaire convexe de fonctions
B, (t,u) telles que :
Bo(t,u) = aBWD(t,u) + (1 —a)B@(t,u) ou 0 < a < 1 soit une famille de fonctions

d’autocovariance aliases.

3.4 Estimation avec échantillonnage aléatoire

3.4.1 Hypothéses et notations

Soit{ X (t),t € R} un processus périodiquement corrélé de période T tel que :
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B(tu) = Y By(w) exp<—i2%kt).
keZ

B(t,u) € L' ([0,T] x R).
e Nous supposons que les fonctions densités spectrales g, € L' N L%, k € Z.

e Les instants d’échantillonnage t,, sont tels que :

t1=0 ett,=1%t,_14+ an, (3.4.1)

(tn)n>0 une suite de variables aléatoires croissantes ;
(an)n>1 est une suite de variables aléatoires positives indépendantes et de méme loi de
probabilité telle que

E(ay) < 4+00,Vn € N* (3.4.2)

oy, a pour densité de probabilité f(u) et f(u) =0 pour u <0 .

Faisons les hypothéses suivantes :

) f € L*(R)

Hj) Les instants (t,),>0 forment une suite de variables aléatoires indépendantes du
processus d’observation {X (t),t € R}.

¢(w) est la fonction caractéristique de la variable aléatoire a, ;

+o0o
p(w) = /f(u) exp(iwu)du (3.4.3)
et o
flu) = % / o(w) exp(—iwu)dw (3.4.4)

fr(u) désigne la densité de probabilité de la somme de k variables aléatoires v, ..., ag, k €
Z*.

[6(w)]" est la fonction caractéristique associée a fi(u), k € Z*.
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+oo
w)]* = /fk(u) exp(iwu)du (3.4.5)

et
+oo

/ [d(w)]F exp(—iwu)dw (3.4.6)

—0oQ

1

fre(u) = Py

Proposition 83

Soit ¥, = X (tn) le processus échantillonné du processus initial {X (¢),t € R}
+o0
f fR(u)du = f (W) dw < [ |¢(w)]? dw < f FA(u)du < +o0
—00
Par conséquent, fk et oF € L2k e 7.

Preuve. [}

T fpwdu= ]| ldu= ] fel) Felu)du

[e o]

:_f fr(u) [f o (w) exp(—{—iwu)dw] du

}o () [ [ falu exp(—l—iwu)du] dw

=zww¢wm

= J o) do= T o) o

= +fool¢(w)|2 dw car nous pouvons déduire que |¢(w)| < 1.

+o00
< [ f(u)*du < oo.

Proposition 84

supposons que :

> fr(u) = K < 400 (3.4.7)
k>1
et en posant
o 1 27
Ci(n) = BT ;E YiinYexp —sz:tl Ly <1y (3.4.8)
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nous obtenons alors :

1/ Ci(n) est une série convergente

2/
Ci(n) = 70 Bi(u) fr(u)du = ?gk(w)w(w))"dw- (3.4.9)
3 0 N
%@:m@:/%ww. (3.4.10)
Preuve. . h

1/ E [YisnYiexp (=i kt1) Liyery] - = B [E [X (ti0n) X (t) exp (=i ktr) 1 <my] / {tn}]

=F [B(tl, tl+n — tl) exp (—iz%k‘tl) 1{tl<T}]

+oo T
:_f ({B(t,u) exp (—i%”k:t) f1(t) fr(w)dtdu
400

l;E [YinY exp (i35 kt)) Lig<ry] - < ; i g“ (t,u) exp (—i%5kt) fi(t) fn(w)| dtdu
> r”

< _f 0f| (t,u)] ‘exp( z2”kt)| (l; [1() fr(u)dtdu

<Kk [ [IBtw)|dtde  B(tu)e L' (0,7 x R)

—oo 0
< 400

2/ Cpn) = g X B [VignYiexp (~i3 ki) L]

of (t,u) exp (=i5Fkt) fi(t) fn(u)didu

=%Z
>1
+

L
e

(t,u) exp (—i%Fkt) dt] fn(u)du

= [ Bi(u)fn(u)du

= _f 94()¢" ()
3/ C?(O) = ﬁ l;E [X(tl)X(tl) exp (—7;2%]%1) l{tl<T}]

T
= 2= > [ B(t,0)exp (—i%Ekt) fi(t)dt

>10
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= By (0)
et d’autre part :
+oo
Cp(0) = [ gr(w)dw = By(0)

Proposition 85

L’échantillonnage aléatoire est alias -free  si et seulement si

la fonction caractéristique ¢(w) ne prend pas plus d’une seule valeur sur 'axe réel

L’échantillonnage est alias free — [w1 # wa = ¢(w1) # d(w2)]

Preuve. ]

Nous montrons que si pour wi # ws et ¢(w1) = ¢(w2) alors il y a apparition de 'effet
aliasing.

1/ Pour k > 0 il suffit de construire une suite de fonctions A;, € L' N L? telle que :

Arw)=Ap(FE -w), w#Z —w, et Ofo Ap(w)o™(w)dw =0, n >0

2/ Si A désigne la classe des transformé(gsoode Fourier des fonctions L1 —intégrables, nous
avons montré qu’il existe une suite a; € AN L?, non identiquement nulle telle que

a)  ax(—u) = exp(—iZFku)ag(u)

[ee]

b) Ufak(u)fn(u)du =0(n=>1)

&) ax(0) = [ Axu)do =0

donc il existe Ay tel que :
o0

ag(u) :jfo Ap(u) exp(iwu)dw, ar(0) = [ Ag(u)dw =0, Ap(—w) = A_j(w), k € ZT.

—00

3.4.2 Cas d’échantillonnage poissonnien

Dans cette partie, nous supposons que les variables («;); sont des variables aléatoires in-

dépendantes de méme loi de probabilité (i.i.d) exponentielle de parameétre 3 telle que :

f(u) = Bexp(—Bu)Lp+ () (3.4.11)
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laloide Y " ;a; est donc

n—1
fn(u) = Bexp(—ﬁu)%lﬂy(u) (3.4.12)
> fulw) =B < +oo (3.4.13)

Remarque 86

Les fonctions {f,(u) : n > 1} forment un systéme complet dans L? [0, oc].
Il existe donc une suite de fonctions compléte et orthogonale

{gn(u) : n > 1} dans L2 [0, 00] telle que g, (u) = > 1 bnfi(u) ol
by =1/ = (=2) o (3.4.14)
Dans ce qui suit, nous donnons les propriétes du processus échantillonné fondé sur

I’échantillonnage poissonien tel que décrit précédement. Nous donnons ’expression de la

fonction d’autocovariance de Y,, en fonction de la suite de fonctions ¢, orthogonale a f,.

Proposition 87

Soit
Vi (n) = 7Bk(u)Qn(u)du (3.4.15)
et ’
Bi(u) =Y 7 (n)gn(u) ¥n > 1,Vk € Z. (3.4.16)
alors : -
1/
Vi (n) = Zn: by, 1 Ci (1) (3.4.17)
2/ -
ge@)=>Y_ %(n) <¢n(w) + w# - w)) est dans L2 (R), Vk € Z  (3.4.18)

ou
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Y (w) = ;T/exp(—iwu)qn(u)du. (3.4.19)

Preuve. ]

1/ ygn ka qn(u)du

Bk(u) [bn,lfl (u) + bn72f2(u) + .+ bn,nfn(u)] du

Bk(u)bn,lfl( du+fbn2f2 u)du+ -+ fbnnfn )

3 0%80\8

= > b CR() car C¢(1) = [ By(u) fi(u)du
=1 0
2/ gr(w) = 5= [ Bi(u)exp(—iwu)du

= % - TBk(—U) exp(+iwu)du + ?Bk(u) eXp(—iwu)du]

L 0
=5 | [ exp(- 22 By (u) exp(+iwu)du + [ By(u) exp(—iwu)du]
0

L 0
oo

= | [ Bi(u) exp(—iu(ZE — w)du + [ By(u) exp(—iwu)du]
L0 0

= % ;lfyg(n fexp zu(m — w)gn(u)du +% Z>:1 Y (n) [ exp(—iuw)gy, (u)du
n n> 0

=2 kn) (%( )+ (3 —w))

3.4.3 Estimation spectrale pour les processus periodiquement corrélés

8.4.3.1 Hypothéses et notations

A partir de ces relations, Monsan a proposé 3 estimateurs des fonctions densités spectrales
gk, k € Z. Dans cette section, nous nous sommes intéressés de maniére plus approfondie au
premier estimateur noté ﬁ,i, cependant, nous donnons aussi les caractéristiques principales
du second estimateur noté @f Le troisiéme estimateur /g\,%,nécessite d’autres approches et
notations.

Soit H(w) une fonction paire absolument intégrable telle que:

j? H(w)dw =

—oo

soit My une suite de nombres > 0 telle que NhglmM N = 00

Wy (w) = My.H(Myw)

f H(w) exp(iwt)dw, wy(t) = h(MLN)
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supposons que l'on obtienne un échantillon X (¢1), X (t2),...X (tn5), nous estimons gy par

N—1N-n

A(N,w) = — )X X ] 4.2
g, (N,w) 27T5Nn§:1l§;wN tren — 1) X (tgn) X (1) exp(— ZTktz) (3.4.20)

X {exp [z (w - Q;k> (tign — tl)} + exp [—iw(ti4n — tl)]}

My N—n
1
P(N,w) = 27N nzl lz; X (t1en) X (1)) exp(— sztl) (3.4.21)

X {exp [z (w - 2;?{) (tin — tz)} + exp [—iw(tjyn — tl)]}

Propriétés asymptotiques de I’ estimateur /g\,i
Avant de donner les propriétés asymptotiques de 1’ estimateur g,i, nous donnons une

autre expression équivalente a (3.3.20).

Lemme 88

1/
1 N-1N—
A = o [ Wl 2Dy Z (t100) X (1) exp(—i o ktr) (3.4:22)
X {eXp [ <)\ - T) (ti4n — tl)} + exp [—iA(trn — tl)]}
2/ et
N
D pw)"] < |2f| siw#0 (3.4.23)
n=1
Preuve. =
1/ Nous avons wy(t) = = [% H(u exp(iuMLN)du = jfo W (u) exp(iut)du

WN (ti4n — 1) f W (u) exp(iu(titn — t1))du.

En divisant par 2 et, en utilisant le fait que H et, donc, Wy est une fonction paire

/g\]i(va) = II + 12
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=y ) S S X)X ) expl-3n)

n=1 [=1
{exp [i (WJFU—M) (tl+n—tl)] + exp [—i(w + w) (tign — t)] } du
—1N—n
+ ﬁ f Wi (u) 21 ZZ X(tign)X (tz)eXp(—i%ktl)x

{exp [ (w —u— 2L]‘j) (tion — tl)] + exp [—i(w — w)(tpn — tl)]} du

or I; = I, en posant A = w + u on obtient
N—1N-n y
GHN,w) = 27rBN f Wy (w—X) Z l; X (t14n) X (t7) exp(—i5F kt;) x

{exp [ (A=) <tz+n —?o] +exp [—i(A\) (tien — )]} dX

2/ n;qu(w)” = ¢ (w) (%) suite géométrique ou |¢ (w)| <1
<25ty
-of

Dans ce qui suit nous allons montrer que 'estimateur gi(N,w) est asymptotiquement

sans biais.

Theoréme 89

Soit {X (¢),t € R} un processus périodiquement corrélé de période T' tel que

/ Z |B + |Br(w)| | du < 400 (3.4.24)
o J?ék
alors:
1/
E{GL(N,w)} = / Wir(w — \)gr(A)dA + o(1) (3.4.25)
2/
E{GL(N,w)} = / H(u)gp(w — MLN)du +0(1) (3.4.26)
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i.€., §,£ est un estimateur asymptotiquement sans biais pour les fonctions densités
spectrales gi(w),k € Z.
Preuve. ]

A partir de 'expression de
—1N—n

G (N, w) = 55y f Wy (w—2A) Z Z X (trrn) X (1) exp(—i % kty) ¥
{exp [i ()\ ) (brn — )] + exp [—i(A) (tryn — 1))} dX
par passage au espérances, on obtient :
E(GHN,w)) = [ Wy(w—A\) x I(X\)d ot
]?/O—l N—n
I = 5B | % X)X 1) exp(-iFF bt
{exp [i (A — 23%) (tl+n —t1)] +exp [<i(A\) (tin — 1)) }]

puis, en passant aux espérances conditionnelles sur les lois des écarts entre les instants

—1 N—n o0 0

I(\) = 2775]\, Z ; [ [ 1Y Bj(u)exp(i%5jt) x exp(—iZEkt) x

0 jEZ

X {exp( ()\ — 2Zk) u) + exp(—iA(u)) }] fu(uw) fi(t)dudt

puis, en séparant les variables
N—-1 o0

I\ = ﬁ { > [ > Bj(u) (exp (z ()\ — 27”143) u) exp(—z’)\u)) fn(u)} X

n=1 0 jeZ
N—n o0
(5 ToroiFG - ms) au
=10

en considérant le cas j = k et le cas j # k nous obtenons :

I(\) = ﬁ {]:Z:_:E(N —n) :foBk(u) (eXp (z ()\ — z%k) u) + exp (—i)\u)) fn(u)du} +
ﬁ {NZ_I }o Z Bj(u) (exp (z ()\ — 27’%) u) + exp (—z’)\u)) fn(u)} X <Nin¢ (2%(] — k))l> du
n=10 j#k =

car nous avons fexp W(ZG— k) AG)dt = (3(j — k))let

en posant

LX) = 27r6 Ng (N —n) ;f.oBk(u) (exp (z ()\ — Z%k) u) + exp (—i)\u)) fn(u)du

et

Ir(\) = ﬁ Nil 70 (Z Bj(u) (exp (i (A — ZFk) u) + exp (—idu)) x Ninqb (2 - k))l) frn(u)du

n=10 \j#k =1
nous remarquons que :
N—1 oo

[I2(N)] < QWBN > f

n=1 0

ZB

J#

X 2 X %an(u)du =0(%) -

et,
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n(x >:¢Bi( ) k(M)

ot ek f Bi(u) (exp (i (A — 2Fk) u) + exp (—idu)) fo(u)du

et en remarquant que :

1/ 54 ni; eb(N) = 5L ZOBm) (exp (i (A — 25k) ) + exp (—idu)) (21 fn(u)) du
— L :foBk(u) (exp (i (A — 2Tk) w) + exp (—iru)) du
= gk(\)

2/ B = V) — 545 3 V) — 5 2 k()

Il vient alors :

> k(M) converge uniformément

> ef(A) et & > nef(N) convergent uniformément vers 0
n>N n=1

donc

B{GHN.@)} = [ Wil =) [g(3) +o(1) + O(%)] dA

_ _T Wi (w — \)gs(A)dA + o(1)

= [ MyH(My(w—\))gr(A)dA 4 o(1)

—00

= T MyHMy(w — N)ge(N)dA + o(1)

—0o0
o0
= T g — 1)+ of1)
—0o0
donc Nlim E{:q%(N,w)} = gr(w) et, par conséquent, gi(NN,w) est un estimateur as-
—00

ymptotiquement sans biais.

Dans le lemme suivant, nous donnons une autre expression de E {gi(N,w)} .
Lemme 90

Soit {X (¢),t € R} un processus périodiquement corrélé de période T' tel que

T (5 ) ot Flumoan< oo
oo \ j#k 0
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alors

B G (N.w)} = jfo Wir(w — Ngr(A)dA + O(L).

Le corollaire suivant nous donne I'expression du biais de cet estimateur g;.

Corollaire 91

En plus des hypothéses du théoréme précédent , nous supposons que :
udBy,(u) € LY(]0,00]) ou ¢ € N*
et que la fonction h(t) est ¢ fois différentiable a derivées bornées, alors

E {Gh(N.w)} = gi(w >+Zz”3}° g (w) + O(5ir) + O()-

Monsan ne donne pas la démonstration de ce corrollaire. Nous la présentons dans ce
qui suit pour un processus périodiquement corrélé

Preuve. [

D’une part,

E{GhN.w)} = | Wilw— N +0(h).

= [ My H(My(w — \)ge(N)dA + O(L).

—00

_ _70 H(u)gi(w — 12 )du + O(%).

}O <fh exp( iut)dt) gk(w_MLN)dU-FO(%)

R

j? <ﬁ£h ) exp(—it(w — A)dt) ge(N)dX + O(F).

D’autre part

La formule de Mac Laurin au voisinage de 0 pour h(MLN) a l'ordre ¢ nous donne :

q—1 ) )
Mrte) = 5 i (0) + i hi(a) ona € [0, v
]:
00 q—1 S
done B{GLV.@)} = [ 5 Jsizb0) esplittw — )au(3) + Ol

E{givw)}= ] ] ng— 3(0) exp(—it(w — A))g(A)dtdX
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f | h(0) exp(—it(w — A)gi(N)dtdA

—0o0

= gr(w).

pourj;éO'j;éq, posons :

-1 o .
R= ]Z; Jii M] f gr(A lotj exp(—it(w — A\)dt| dA
q—1
= . 1% f g(\) 19 (w = N\)] dA
]:
ot | [ ¢/ exp(—it(w — )\)dt] est la derivée j—ieme d’une fonction [ de (w — \)

que 'on note par l(j)(w — A).et En dérivant par partie I'expression R, (¢ — 1) fois,

nous obtenons

=l .
R= Zﬁﬁhﬂ(@ [%(A)l“ Dw = N)]%% fﬂg (A) 167D (w = A)] dA
]:
q—1 .
= ZI%M—%hJ(O) (- [ aggP ) 16D (w — M)] d)\>
= —00
q—1 ;
= Zﬁm’“(o)“?' 1 90 1O (w — )] dA
Jj= —00
L0 it
=2 P (0)7 g (w).
J=1 N

Zi qu!;; hq(a:)l}o L[exp(—it('w — A)gr(N)dtdA

" Mn,

_ %Milq [ ‘tqh(Q)(;,;)}l]O . [exp —itw)dt < J grx(N) exp Zt)\)d)‘>
. N N

<2 ,Mq f [t9] (Bg(t)) dt < 400 et méme c’est un O(MLK[)
et la condltlon d’existence de la dérivée ¢ iéme de gi découle du fait de I’hypothése émise
ulBy(u) € L'[0,+00[ en effet

oo (@)
‘gz(f)(k)‘ = (_f By (u) eXp(—iuA)du)

= i [ u?By(u)exp(—iul)du

—00

< [ u?By(u) < oo.

—00

Avant d’énoncer le théoréme de consitence de l'estimateur gi(N,w),nous donnons les
trois prinicipales hypothéses suivantes:

(h1)
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—00

a) f (Z 15 k“ + | B (u )|> du < +oo et :fo|uBk(u)]du<+oo

b) > |B;(0 |f|B ) du < o0, 3 [B;(0)]* < o0
JEZL JEZ
(h2) Vj>0 ,EI hj(u) telle que :
a)  h;(u) est une fonction continue, positive, paire, intégrable, croissante, sur [0, ool

b)  |Bj(u)| < hj(u)

c) ff . Z |J1+J2‘h31 (ul)hm (ug) + > |j1ij2|hj1 (ul)h]’2 (UQ)> dujdus < 00
00 \Jjitj2#0 Jitje=

d) [ [ < > et (un)hyy (u2) + 30 Jlimhm(ul)hm(@)) (u1 + ug)durduy <
00 \Jj1t+j2#0 J1+j2=0

(h3) {X(t),t € R} un processus périodiquement corrélé a l'ordre 4

et Vj € Z il existe trois fonctions positives q}, q]2-, q;-’ telles que :

:w

|Kj(U1,U2,U3)| < Q;( )

1

II[ ( 2 % + q}(m)qf(ug)q?(ug)) duydugdus < oo.
000 \J

.
I

(h4) la suite My est telle que ]\l[zm % =0.
—00

Nous posons également:

p(l,n,k,A) = (exp(‘( — 22k) (tipn — 1)) + exp(—iA(tien — 1)) exp(—i 25 kt;)
—1N-—n

Jk<N )‘) 27rﬁN E E X(tl+n) (tl)p(l7n7ka)‘)

UN,l(k;’ )‘a /‘L) -
N-1

(27r/;N)2 Z Z b (p(h, n1, k, A)p(le, n2, k, 1). E {X(tll-i-nl)X(th)X(tzl-O—nz)X(tlz)/(tn)}) :

n1,n2:1 l1,l2€R
Una2(k, A, 1) =
N-—1

(27r,61’N)2 Z Z E(p(lbnl’ka)‘)p(ZQan27kaM)'B(tlhtl2_tl1)B(tll+n1’tl2+n2_tl1+n1))'
nine=111,l2€R

UN,3(k7)\7 :U“) =
1 N—-1
W Z Z E(p(ll,nl, k, A)p(lz, na, k:ﬂ)'B(tlutlQ+n2 - tll)B(tl27tll+n1 - tl2))'

ni,n2=111,lc€R

Una(k, A\, p) =
N—-1

(271,/61]\])2 Z Z E(p(lhnlakaA)p(127n27k7u)'K(tl17tl1+n1_tllvtl2+n2_tllatlz_tll))
nin2=1101,l2€R
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oi  le domaine R={(l1l2) eN?*:1<1; <N —ny,1<lp <N —ny}.
(voir annexe 2 pour quelques résultats algébriques concernants ce type de domaines de
N2).

Lemme suivant nous donne une expression de la variance de 'estimateur gj.(N,w).

Lemme 92

Avec les notations précédentes nous avons :

var(Gy(N,w)) = [ [ Wx(w = X\)Wy(w = p)eov(Jg(N, A), Jp(N, p))dAdp
Preuve. ]
A partir des expressions de U'estimateur et celles de Ji(N, ) et p(l,n, k, \),nous avons :

GL(N,w) = ﬁ_f Wi(w — A) Ng ]jglnX(tHn)X(tl) exp(—iZEkt;)
{exp [i (A = Z7E) (tr4n — t1)] + exp [=iA(tirn — 1))}
cov(g/;i(N,w),gA]i(N,w))

= T T Wiw = NWir(w — m)cov(cov(J(N, ), Je(N, i) dAdia (N, ) dAdys

—00 —00

En se basant fondamentalement sur les démonstrations des différents résultats de I’annexe,

nous donnons dans la proposition suivante les écarts entres les

(Uni(k, A 1))i=13 et les E(Jg(N, A)E(J5(N, 1)),

qui vont nous permettre de donner ,en conséquence,dans le théoréme qui suivra le taux
de la variance de

I’estimateur et par suite la conclusion de la consistence de cet estimateur des fonctions

de densites spectrales.

Proposition 93

(1) Sous les hypothéses (hl) et (h2),
Un1(k, A, p)— E(J(N,A)E(Jg(N, 1)) = O(%)  uniformément en X et p

Uns(k, A\, p) =O(%)  uniformément en A et p
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(2)  Sous I'hypothése (h3),
Un,a(k, A 1) = O(%) uniformément en A et
(3)  Sous les hypothéses (hl) et (h2) , et si la fonction H est a dérivée bornée alors
Una(k, A\, 1) = O(%) uniformément en A et p

Preuve. (voir annexe2) m

Ainsi nous énoncons le théoréme de la consistence de I'estimateur .
Theoréme 94

Sous les hypothéses (h1),(h2) ,(h3) et si la fonction H est a dérivée bornée ,

nous avons var {gp(N,w)} = O(%) Vi peR .

Preuve. ]

A partir de 'expression du lemme 81

Nous évaluons le covariance de  Ji(N, \).

cov(Jy(N, A), (N, 1)) = E(Jp(N, N (Jr(N, 1)) = E(Jx(N, X)).E(Jx(N, 1))

en passant a l'espérance conditionnelle par rapport a la loi des instants (t,) nous

obtenons :

E(Ji(N, A)J/~c(1\7 1)

—1 N—ny
=B (271-,8N 21 121 X (tyy 4y ) X (1 )p(l1, 1, by A) X
ni
llN ng -
ON 21 ZZ (X (tiyns ) X (t1y)P(l2, 2, K, A) [ (t0) )
no 9=1

2 N—1 N—1 N—ni N—n2
= (v ) X X (X X Bk N)pla,na,k, V)
s ni=1 no=1 [1=1 Ix=1
E(X(tll+n1)X(tll)X(t12+n2)X(tl2) /(t’ﬂ)) .

en parcourant les domaines de l1, lo dans R = {(11’12) eEN2:1<;<N-m,1<lp<N-— TL2}

BN TRV 0) = 3 Uil A, )

i=1

Con( (N A e, ) = 3 Uil ) = BN ) B (N )

= O0(x) + O(°g") + O(5) + O(3)
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d’ou
var(g; f f Wiy (w — MWy (w — p)eov(Je(N, ), Je(N, 1)) dAdp

= [ W= N W — m) (0% dpax
= 0(%)

puisque H est a dérivée bornée et Wiy (w) = MyH(Mpyw).

Propriétés asymptotiques de ’estimateur estimateur §,%

Le théoreme suivant nous donne le bias de I'estimateur @3
Theoréme 95

Soit{ X (t),t € R} un processus périodiquement corrélé de période T tel que

f (2 50 1 | By (u )y>du<+oo
alors
E(g2(N,w)) = gi(w) + o(1)

Corollaire 96

Soit{ X (t),t € R} un processus périodiquement corrélé de période T' tel que

| (z 5.0 4 |3y >r> du < +o0 et [ JuBi(u)|du < +o0
0

alors
E(G7(N,w)) = gr(w) + O(372)-
Preuve. ]

Dans ce cas ¢i les séries nef (w) convergent uniformement , et donc

[e.°] [e.°]
£ )< 3 nld) = geott)
n=N+1 n=N+1
My
et |+ Zl nek (w)| = O(%), ce qui implique le résultat .
n=

Pour la consistence de ’estimateur ’g\,%(N ,w), nous introduisons les hypothéses suivantes

ff( ﬂW) du1dU2+f<Z|Bj(u)|2> du < oo,
Jitj2

0 \Jjez
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Bj, (u1)Bj, (u o0
ff ( W) (u1 + ug)durdug + [ (Z |Bj(u)|2> udu, < oo.
J1+7j27#0 0 \J€EZ
(h’'2)  {X(t),t € R} un processus périodiquement corrélé a 'ordre 4 et
v] € 7, ‘Kj(u17u27u3)| < hj(ubu%u?))

ou h; est une fonction croissante [0, 0o[ et paire par rapport a chaque composante

Zf 9 du < o, > h;(0,0,0) < o0
JEZ O JEZ

MR _
lim ~ =0

Nous posons :
N—n
Tr(n,N,w) = 5 3 [exp(i(w — Fk) (i — 1)) + exp(—iw(tiyn — )] X
n=1
exp(—i%’rktl) X(tlJrn)X(tl)

Theoréme 97

Sous les hypotheses (h’1) , (h’2) et (h3’) on a

1) var{Tx(n,N,w)} = O(N)
2) var {G2(N,w)} = O(%).
Preuve. [ |
Nous avons
E{Tk(n,N,w)} = Y"ek (w) 4+ +o(1) (voir annexe)
|EA{Tk(n, N, w)}? = (%52)* |eb(w)]” + Fo(1)
oar {v,e )] < 225 32 foar (Tt N2
< %O(%V)-

3.5 Application numérique

Dans ce qui suit , nous considérons un processus périodiquement corrélé , & temps continu, a

partir duquel seront donnés les estimateurs des fonctions densités spectrales {gi(w), k € Z}.

1/partie théorique
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oY (t) est un processus stationnaire de fonction d’autocovariance continue Cy

Cy(t) = E[Y(t +u)Y (¢)]
e P(t) est une fonction périodique , bornée de periode T,
et en posant X (t,w) = P(t)X(¢,w),nous obtenons
oB(t,u) = E[X(t + u)X(t)]

= P(t+u)P(t).E[Y(t +u)Y(t)].

= 2.Cy (u) zj P(t 4+ u)P(t) exp(—iZE kt)dt

T

eEn posant G(u) = [ P(t+u)P(t) exp(—iZZkt)dt
0

G(u) est développable en série de Fourier

G(u) = Z cn exp(inEu)

n=—oo

T
et ¢, = 7 [G(u) exp(—inZFu)du

o
v
=
+
£
=
@
<
Z‘i
@
S
x>
=
=y
ILI
@
»
Z
N
3
S
U
S

TT
= %fof P(t')P(t) exp(—iZkt) exp(—inZE(t' — t)dtdt

f P(t) exp(— nt/ )dt/]

By (u) = 0y (u)G(u) = £Cy (u) Z ¢ exp(inZru)

n=—0oo

= 7.Cy (u) Z Py, T.P, exp(inZFu)

n=—oo
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n=—oo

T
= Cy(u) Z P, .P, exp(m Tu). f t) exp —zTnt)dt .
0

eSoit le processus Y (t) gaussien de Markov tel que la fonction d’autocovariance est

Cy (u) = exp(— |ul).

e P(t) une fonction periodique de période 27 telle que : > |p,| < oco.
n
Soit P(t) = |t| si—mT<t<m

si n est impair

t) exp(— nt)dt = % [7(:08(2?)71} = ™
0 si n est pair

T
k= %bfP(t) exp(+i 28 (n — k)t)dt = L [%]

si (n — k) est impair donc k pair

0 si (n — k) est pair

o0
oBy(u) = exp(—|ul) Y Pog-Poexp(inu).

n=—o00
=exp(—|u]) > ﬂn;fk)? exp(inu) pour k pair
n impair
= 7;% exp(—lul) Y % (n—lk)2 exp(inu) pour k pair
n impair

eB(u) € L'(R) , les densités spectrales du processus X(t) sont données par

gk(w) = 5= [ By(u) exp(—iwu)du existe pour k € Z (pair)

o0
= %7‘0 ) [exp(—iwu) + exp(i(w — Zk)u)] du
¢ Remarque ' (vois graphes illustrant cegi)
les gr(w) sont symétriques par rapport a % en effet :
ge(w +5) = grlk — (W + %))
=g(5+5-w-15)

:Qk(§ —w) .

eNous avons choisit la fenétre spectrale de Parzen

1— 66246t si |t <4
h(t) =14 21— [t|*) sid <] <1
0 sinon

sa tansformée de Fourier H(w) vérifie [H(w)dw = 1 en effet :
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éH(w)dw = _70 [jfo h(t) exp(—itw)dt] dw = jfo [—}O h(t) cos(tw)dt | dw
= j? 4%4 [w?sin(¥) — 6w? cos(%) — 336 cos(%) — 24w sin(¥) + 96 cos? (%) + 240] dw =

eDans le cas d’échantillonnage poissonien les instants (¢j) sont tels que :
to=0
le = tg—1 + ag
onl ap = %1 log(0x) et 0} uniforme sur [0, 1].
eLes observations du processus X ({) sont générées par : X (tx) = P(tx).Y (tx) ou
les Y (t;) sont générées par
Y(to) =0
Y (ty) = exp(—(trsr — t))Y (tr) + /1 = exp(=2(trr1 — th). Vir1-

et les 7, sont des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites .

eun estimateur de la densité spectrale

N—1N-—-n
1 2
~1 B .
gr(N,w) = 2m BN ; ; WN (ti4n — 6) X (ti4n) X (47) eXP(—Z7ktz)

e [i (1= 28t — 0]+ exp i - 0]

2/ Programmation

Suite a I’étude théorique présentée, nous donnons les différents programmes réalisés sous
logiciel Matlab, pour I'estimation de ’estimateur de la densité spectrale sous des schémas
d’échantillonnage.

2.1 Fonction gkwfiltrltab

La spécification de la fonction MatLab décrivant le calcul des fonctions gk

transformées de Fourier des bk(u), étude théorique présentée dans le chapitre 3 est la
suivante :

function gkwfiltrltab(vi_w, pas_w, vf w)

- parameétres d’entrée w

. valeur initiale de w (vi_w)
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° valeur finale de w (vf_w)

. pas de w (pas_w

function gkwfiltrltab(vi_w,pas_w,vf w)
format long

w=vi_w:pas_w:vf w;

fii=1;

k=0;

global N

MN=T;

lamb=-8:0.1:8;

u=0:0.1:5;

p=-7:2:7;

for 1=1:length(k)

for m=1:length(w)

for r=1:length(lamb)

for j=1:length(u)

som(1,j)=0.;

for s=1:length(p)

n(s)=-2/(pi*(p(s)"2));
keonj(s,1)=-2/(pi*((p(s)-k(1)) ~2));
g(J,s,)=exp(i*p(s) *u(j)) *n(s) *keonj(s,1);
som(L,j)=som(L,j)+g(js1);

end

exps(L)=(exp(-u(i)) Fsom(lL);
integra(j,Lr) =exps(1j)(exp(-*lamb(x) *u(j))+ exp(i* lamb(r)-k(1)) *uj) ;
end
resultal=(trapz(u,real(integra)))/(2*pi);
resultaal(l,r)=resultal(:,l,r);

if (w(m)-lamb(r)~=0),
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prodl(r,l,m)=resultaal(l,r)*MN*hh(MN*(w(m)-lamb(r)));
else

prod1(1l,r,m)=0;

end

end

prd1l1=trapz(lamb,prodl);

perll(l,m)=prd11(:,l,m);

TTABI1(iii)=perl1(l,m);

fi=iiit1;

end

end

end

end

fii=ifi-1;

save FTTAB1.mat TTABI1

2.2 Fonction estimgkwfiltr12000 GK

Cette fonction a pour objectif de calculer ’estimateur des fonctions densité spectrales .
function estimgkwfiltr12000 GK(N, vi_w, vf w, pas_w)
global TTAB2

global ii

global N

format long

rand(’state’ sum(100*clock))

MN=7;

beta=1/pi;

% les instants

uu=rand(N,1);

tpe(1)=0;

for k=2:N;
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alpha(k)=-1./(beta)*log(uu(k));
tpe(k)=tpc(k-1)+alpha(k);

end

% les x(tk)
gamma=randn(N,1);
ml=tpc(N);

m2=m1/(2*pi);

m=round(m2);

xpc(1)=0;

for k=2:N;

()= (exp(-(tpe(k)-tpe(ic-1)))) (k- 1)+ ((L-exp(-2.*(tpe(ic)-tpe(k-1)))) *.5) *gamma(k) ;
end

for k=2:N

for a=0:m;

if (tpe(k)<(2*a+1)*pi & tpe(k)>(2*a*pi))
xpe(k)=(tpe(K)-2*pi*a) y (K);

selseif (tpe(k)<(2*a+2)*pi & tpe(k)>(2*a+1)*pi )
xpe(k)=((2*a+2)*pi-tpe(k))*y(k);

end

end

end

k=0;

i=1;

for w=vi_w:pas w:vf w;

s2=0;

for n=1:N-1;

s1=0.;

for 1=1:N-n;
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expression=exp(-i*k*tpc(l))* (exp(i* (w-k)* (tpc(l4+n)-tpc(l)) ) +exp(-i*w*(tpc(l4+n)-tpe(l))));
sl=s1+4(xpc(l4+n)*xpc(l)*h((tpc(l4n)-tpc(l)) /MN)). *expression;
end

s2=s2+sl;

end

s2=s2/(2.*pi.*beta*N);

TTAB2(ii)=real(s2) ;

ii=ii +1;

end

ii=ii-1;

1.3 Fonction test2000

Cette fonction calcule I'estimateur des moindres carrés MSE pour les parties réelles
function test2000(N, nbsimul, vi_w, vf w, pas_w)

format long

global TTAB2

global ii

global N

nn=1

for i=1:nbsimul

estimgkwfiltr12000  GK(N,vi_w,vf w,pas_w)

for 1=1:ii

M2000(i,1)=TTAB2(1);

end

end

save FM2000.mat M2000

% calcul de vecteur ttab2 contenant les moyennes des

for 1=1:ii

M2000R=0;

for i1=1:1
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M2000R=M2000R+ M2000(i1,1);

end

TTAB2(1)=M2000R /i;

end

save FTTAB2.mat TTAB2

load FTTAB1

% calcul de ’ecart entre theorique et la moyenne de 'estimé au carré
for j=1:ii

REEL(j)=(TTAB2(j)-TTABI1(j)) " 2;

end;

% calcul du mse qui est I'integrale de vecteur precedent sur toutes les
% valeur de w

w=vi_w:pas_ w:vf w;

MMMSSEE1 (nn)=trapz(w,REEL);

nn=nn+1;

end

save FMMMSSEE1.mat MMMSSEE1

1.4 Programme principal

Y%programme principal2000 : qui permet d’appeler les fonctions gkwfiltrtées, estmagkwtab,test2000,
format long

global N

Y%les données

N=200

vi w=-8§;

pas_w=0.1;

v w=8§;

w=vi_w:pas_ w:vf w;

% PARTIE THEORIQUE: calcul du vecteur TTABI1 représentant la partie réelle

% des fonctions gk(w) theoriques fitrées par la fenetre H
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gkwfiltrltab(vi_w,pas w,vf w)

load FTTAB1

% PARTIE ESTIMATION : calcul du vecteur TTAB2 representant la partie
% réelle des fonctions gk(w) estimées par échantillonnage poissonien,et
% puis calcul du mse dans la fonction test2000

nbsimul=30

test2000(N, nbsimul, vi_w, vf w, pas_w);

% PARTIE graphes

load FTTAB2;

subplot(2,1,1);

plot(w,real(TTAB1));grid;

title(’Graphe de la partie réelle de la GK théorique pour ’);
subplot(2,1,2);

plot(w,real(TTAB2));grid;

title(’Graphe de la partie réelle de la GK estimée ’);

load FMMMSSEET];

3/résultats et graphes obtenus comparatifs selon les différents supports ou encore les
parameétres d’entrée ,pour un nombre de simulation nombres fixé a 30, et lorsque La taille
N de Péchantillon augmente, on constate que le MISE (mean integrated square error )
diminue.Ce qui confirme le résultat du chapitre 3, pour un K donné,l’estimateur Gk1 (w)

obtenu & l'aide de I’échantillonnage aléatoire poissonien est un bon estimateur.
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CHAPTER IV

ECHANTILLONNAGE ALEATOIRE POUR DES
PROCESSUS ARCH
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Chapitre 4

Echantillonnage aléatoire sur les processus ARCH

Ce chapitre constitue une extension des travaux de Oppenheim et Kadi (1994) sur
I’échantillonnage aléatoire des processus ARM A & une sous classe des processus non linéaires;
les processus ARCH.

Il se compose de quatre sections. Dans la premiére nous donnons quelques définitions et
notations concernant les processus conditionnellement hétéroscédastiques. La seconde sec-
tion regroupe quelques propriétés d'un modele GARCH (p, q). L’échantillonnage aléatoire
sur les processus ARC H (p) fait 'objet de la section 3. Dans la section 4 les résultats sont

généralisés aux processus GARCH (p, q).

4.1 Définitions et notations

Définition 98 (Engle 1982)

Le processus {X;,t € Z} est un processus ARCH (p), s'il est de la forme

Xt = Oty (411)

ou (7;),est un bruit blanc gaussien, centré, de variance 1, i.e., n; ~ i.3.d N(0,1).

et
P

o} =ao+ Y oXP, (4.1.2)

=1

ag >0, oy >0pouri=1,.,p.
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Notation 99

Nous notons
I;_1 Pinformation contenue dans {X,,u <t —1}. C’est la c—algebre engendrée par le

passé du processus jusqu’a l'instant ¢ — 1.
It—l = O'(Xu,’u S t— 1) = U(Xt—l,Xt—Qa ) (413)

4.2  Propriétés d’'un modéle GARCH(p,q)

Proposition 100

Soit {X¢,t € Z} est un processus ARCH (p)

Le carré de ce processus est un processus autorégressif d’ordre p, i.e

P
X2 =ap+ Y Xt ter.
i=1
ou € = {e,t € Z} est un processus bruit blanc faible.
Preuve. =

posons

et = X} —oF (4.1.4)

il vient

p
X1:2 = O + Z aZXtQ—Z + Et
=1

donc {Xf, te Z} a une représentation AR(p) si le processus {e¢,t € Z} est un processus
d’innovation.

c’est a dire que :

E(et) =0 et El(eier—r) = 0-(t)yg, Vt € Z.

En effet,

E(er) = B(X} - o)

= E(E(X} - of) | Ii-1)
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or o2 est I; j-mesurable et E(X?|ILi_1)=o0?
donc
E(g) =0 V teZ.
2/ E(etet—r) = BE(E(eter—r | 1)) V7 > 1.
-pour 7 >1
E(eie1—r) = E(E(eiet—r | It—1))
= B(E(X? — o)(X}, —0?,) | I1))
= B(X2, — o} ,) x B(X? — 07 | I1))
= E(X}?, -0} ;) x0)
=0
(car X2 . — 0?__est I, ,mesurable, donc I;_jmesurable et E(X? —o? | [;_1) =0)
-pour 7 =0
E(e?) = E(X} — 202 X2 + o)
= B(E(X} —203X2 + o} | I1))
= B(X}) - E(o})
=1, qui est la variance du processus €, quantité constante par rapport a t car

le processus est stationnaire au second ordre.

Dans le lemme suivant nous donnons ’expression du moment d’ordre 4 du processus

ARCH(1).
Lemme 101 (Engle (1982 ))

Soit X = {X;,t € Z} un processus ARCH(1)

Le moment d’ordre 4 de ce processus est donné par

B(X%) = (13‘;31 . {11_—3";?2} , elle existe si 3a2 < 1.
1
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Proposition 102

Soit {X,t € Z} est un processus GARCH (p, q)

Le carré de ce processus est un processus ARM A(m,q) ou m = max(p,q) i.e:

2 - 2 -
X; =ao+ > (o +6)X;, — Zﬁjst_j + &t
i=1 :
7=1
ou € = {g,t € Z} est un processus bruit blanc faible.

Preuve. []
Soit &y = X2 — 0?2 il vient
» q
2 2 2 2
Xi=o0i+ea=a0+ ) o X/, + g Bjat_j + &
i=1 ;
Jj=1

soit m = maz(p,q), a; = 0 pour ¢ > p let, 5, =0. pouri > q
q

m
XE=ao+ Y (i+B;—B)XP i+ B0t + e
=1

j=1
m q
=ao+ Y (ai+ ) X2 — Zﬁj(th—j - U?—j)"_ €t
i=1 :
7j=1
m q
=ao+ Y, (i +8;) X2, — Zﬂj €—j + &t
i=1 .
7=1

donc {X?,t € Z} a une représentation ARMA(m,q) ou le processus {e,t € Z} est

un bruit blanc faible ,de moyenne nulle et non corrélé .

Dans ce qui suit, nous abordons dans une premiére étape le probléme de ’échantillonnage

aléatoire sur les processus ARCH (p).

4.3 Echantillonnage aléatoire sur les processus ARCH(p)

Nous avons précisé dans la section précédente de ce chapitre que si un processus { X;,t € Z}
répond a un modéle ARC H (p) alors, le processus carré {Xf,t € Z} admet une représenta-
tion AR(p).

D’autre part, effectuer un échantillonnage aléatoire sur le processus {X;,t € Z} ,revient
par conséquent a effectuer un échantillonnage sur le processus au carré.

A partir de cela, nous avons utilisé les résultats du chapitre 2 , résultats de Oppenheim
et Kadi (1994) sur les processus ARM A et fait extension & des modeéles non linéaires, les

modeéles ARCH .
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C’est ainsi que, dans les travaux précédents de Oppenheim et Kadi (1994), un échantil-
lonnage aléatoire dans les processus AR méne & des processus ARM A et, par conséquent,
nous montrerons qu'un échantillonnage dans les processus ARCH définit un processus
GARC H moyennant certaines conditions qui seront données ci-dessous.

Pour la premiére partie de cette section, en ce qui concerne l’échantilllonnage d’un
processus ARCH (1) , nous avons utilisé comme loi d’échantillonnage des instants, une loi
de probabilité de Bernouilli sur N* puis, en second lieu pour ’échantillonnage d’un processus
ARCH 2), nous avons choisi une loi d’échantillonnage des instants, une loi de probabilité
de Poisson sur N*.

Auparavant, nous énongons un résultat algébrique sur les polynémes a coefficients
réels; Ce résultat nous a permis, pour les propositions qui suivent, de considérer les podles
racines du polynéme caractéristique de la partie autorégressive du processus d’étre réelles

et simples.

Proposition 103 (Kurtz (1992))

n
Soit P(X)= " a;X* un polynome & coefficients réels de degré inferieur ou égal a

k=0
n,n > 2.
Sil) VE=0,..,n a; >0 et
2) VE=1,...,n—1 a2 — dap_1a541 > 0
Alors

toutes les racines du polynéme P sont simples et réelles.

Preuve. (voir Kurtz (1992)). =

Avec les notations précisées du chapitre 2, nous établissons la proposition suivante pour
un processus ARCH (1) échantillonné aléatoirement; nous déterminons de fagon précise les
coefficients @, et 53- du processus X obtenu par échantillonnage aléatoire en fonction des

parameétres du processus initial .
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Proposition 104 (Guerbyenne et Madani)

Soit X = {X;,t € Z} un processus ARCH (1) tel que

1)X¢ = oym; ou (n;), est un bruit blanc gaussien centré,de variance 1
i.en, ~i.i.d N(0,1)

2) U%ZOéoJrOéle,l, et aqp>0et0<a; <1

En échantillonnant le processus X selon une loi de probabilité L de Bernouilli sur N*
telle que:
Li=p~'(1-p)*7, je{l,2} et pel0,]]
Nous obtenons le processus échantillonné X = {)th, t € Z} tel que
X, = &4,
et
&7 =ao+ X7,
c’est a dire un processus ARCH (1) de parametres :

~

g = l’j‘—(’al(l —Kj) et ag =K1 ou Kj=L(—a).
ag>0 et0< a3 <1.

(L designe la transformée en Z de la loi d’échantillonnage L).
Preuve. ]

Soit X = {X;,t € Z} un processus ARCH(1),

Xy =oum; , ouor=ag+a X, E(n) =0 et E(n?) =1,

E(X}) = E(E(oin} | 1) = E(07)

=ap+aE(X2,) (le processus X est stationnaire au second )
@
T 1l-on
BE(X}?) = te->0 ssioap>0 et0<a <1
d’autre part si e, = X2 — 07 on obtient
Xt2 — 122“1 = o + Olet2_1 —lf‘gq + &t
= al(XtZ_l — 13‘31) + Et.
et en posant V; = X2 | — 722~ nous obtenons
Yi=a1Yi1 +e (*)
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Y; ~ AR(1), stationnaire car 0 < a; < 1.

E(Y;) =0, Vt.

Autre écriture de (x) o ¢y =1et ¢; = —ay

GoYi + p1Yio1 =& (¥%)

le polynéme caracteristique associé au processus Y est telque
(2) = Zi%qﬁizli =0l + ¢ =2+ ¢

les pélezsisont racines de donc ®(Z) =0

donc Z = —-¢; =

i.e r1 = a1 est un pole simple

ainsi il existe un pole simple réel positif & I'intérieur du cercle unité .
d’autre part

éﬂ@:g%xmp%
Cy(h) = E(YtYi—p) = E(a1Yi-1Yi-n) + E(etYi—n)

=a1E(Y;1Yi_p)

= aiE(Y; oY p)

=d"E(Yi_1Yip) = a?a%.

02 = var(Y;) = var(a1Yi—1 + &) = dvar(Yi—1) + var(et) + 2cov(Yi_1, &)
o} = iy

1—aq

var(Xf) =F [(th - E(XtZ))Z] = E(Xt4) - (E(XE)) = E(X;L) - ( e )2'

_ 203
T (1-a1)2(1-3a?)"

ol oy € }O, % { (positivité de la variance).
La loi d’echantillonnge L choisit est telle que

Lj= Pt —tr =) =p/(1 - p)*7 je {12} etpe0,1].

E(Z ) =transformée en Zde L la loi d’echantillonnage des instants
2
= L;Z =(1-p)Z+pZ>
j=1
Le processus Y; échantillonné de Y;,sera un processus AR(1)

GoYs + $1Yio1 = &
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Ou La transformée en Z de sa fonction de covariance est telle que:

~ o2 T2 —a . .
Cy(z) = s (1—zi(—i1)L)((1—zlf)1E(—a1)) (cf. Kadi et Oppenheim (1994))

ou

~

L(—a1) = (1 = p)ag + pa? = K; (notation)

A~ 2 1-K2
Cy(z) = =2 1 )
v(2) 1—aF (1—2K1)(1- L K1)
2 1—-K2 ’ .
= ey 1 que nous écrivons sous la forme :
1*041 (7—K1)(Z—K1)
2
_ 2 1 N 2 O¢ 2
—g2——= o0 o?= 1 - K?).
€(L-K1)(z—K1) ¢ 1—0@( i)

donc Cy(z) est rationnelle en Z c’est la transformée en Z d’un processus AR(1).
Y, vérifie donc I’équation aux différences stochastique suivante :

Y, = K1Y 1 +¢.

X2 - 20— K (X2, — 9 )47¢,.

1—ay 1—oan

)Z?: 40 (1—K1)+K15(:t2_1 +&

1—ay

=ap+ Xt +&

donc le processus échantillonné X est de modéle suivant :
X, = &),
et
2 =ap+a X2,
c’est a dire un ARCH (1) ou les parametres sont tels que :
Qg = 1f‘—gﬂ(l — K1) et ag =K,

etonal0<a;<1.

g >0 car:

&(1—K1) >0 Ki <1 en effet

1—aq

K1 = (1—p)ag +pa? <1 ceciest vrai Vp € [0,1] puisque 0 < o < 1 par hypothése

Pour un processus ARCH (2), nous avons établi un résultat donné dans la proposition

suivante.

Proposition 105 (Guerbyenne et Madani)
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Soit X = {X;,t € Z} un processus ARCH (2) tel que

1) Xy =o4m; , ou (1), est un bruit blanc gaussien,centré,de variancel,
i.e. n, ~i.0.d N(0,1)

2) o =ap+ a1 X? | +aaXt, et a>0,0<ayt+a;<l

En échantillonnant le processus{X;,t € Z} selon L une loi de poisson sur N* telle que:

Lj = exp(—2A) (;‘3__11), j>1,A€(0,00]
Nous obtenons le processus échantillonné X = {X;,t € Z}
X, = &é,
et i.e un processus GARCH (2,1)

~2 _ ~ ~ 32 ~oX 2 B ~2
0 = O + OélXt_l + OéQXt_Q + ﬁlat_l

ol les paramétres sont :

o~

G = =2 (1+ ¢y + ) = =2 (1 — L(r1) — L(r2) + L(r1)L(r2))

l—a1—as l1—a1—ao
&y = —¢y = —(L(r1)L(r2))
B, = _ 0 __ RiL(ra) (=14 LA(r))+RoL(r1)(=1+L?(r2))
1 0o Rl(17L2(Tl)(1+L2(Tz))+R2(17L2(T2)(1+L2(Tl))

= (%; —¢1) =B+ (L(r1) + L(ra)).
r; = téme pole du processus X

L est la transformmée en Z de la loi d’échantillonnage considérée.

R = mnyamnmye=) @ 12 = aogasrm e
Preuve. ]

Soit X = {X;,t € Z} un processus ARCH (2)

Xi=oumy

a% = ag + Oélth_1 +a2Xt2_2 ol ag>0,a;1 > 0,a9 > 0.
E(X?) = E(E(oin} | I-1) = E(07)

=g+ B(X? 1) +E(a2X] ,)

_ _ ag

T l-a1—as
E(th) = 170?;07&2 >0 pour ap>0 et0<a;<1,0<as<1
soit g = X7 — o2
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XtQ a0 = oy + a1X15271 s + &t

T I-ai—an P —s
— 2 _ (&)
= al(Xt—l l—al—ag) + Et.
en posant Y; = Xf_l — 170?;07&2

nous avons F(Y;) = 0,V et nous obtenons

Y: = a1Yi—1 + aYi_9 + & donc Y; admet donc une structure d’un processus AR(2)

stationnaire
onl0<a; <1, 0<ag<1. et O<ar+as <1
en posant ¢y = 1,¢; = —a1, Py = —a.les paramétres du processus Yz,

nous réécrivons le modéle en fonctions des ¢;
Yi+d1Yio1 + oY o =&
d’autre part  Cy(z) = 3 Cy(h)z ™"

heZ
r1 =podle associé au processus Y;

B = Gy imnm) i)

Ry = 2

(1—7“%)(1—7‘17“2)(7‘2—7“1)

-Nous effectuons un échantillonnage aléatoire du processus Yz, selon une loi Lde proba-

bilités telle que :

L
L;= exp(—)\)ﬁ j>1.

L(z) = zexp(A(z — 1)) (transformée en Z de la loi de probabilité L)

‘Le processus Y; échantillonné de Y; selon la loi L ,sera donc un processus ARM A(2,1)

tel que
~ o2 ,;193' (%,O,L) ) )
Cy(z) =% (1725(*”))(172_%(”)) ( Kadi et Oppenheim)
j=1
ou
bo=1., &1 =— (Lin)+L(rs)) et dy=L(r).L(ra).
et

~ ~ 2 ~ ~

0p = RLAN(JO + 5990 — (32 R;)(®)1J0..
j=1

ou
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o = {231 + 2Ry, —2Ry.L(rs) — 2Ra.L(ry), 0} | =L(rs) = L(r)
| —L(r1).L(ry)
~( 1) (1 (Bl + Z00) + E 00 E0)?)

= Ry [1+L2(r2) = I3(ry) = L2(r) L3 (ry) |+ Rz [1 4 T2(ry) = L3(r2) = L2(r2) 2(m0)]

= Ry [L2(r2)(1 = I2(r0)) + 1 = I2(ry) | + Ry [T2(r1)(1 = L2(r2)) + 1 = L%(r)
0o = Ri(1— E2(r1)(1 + EZ('I’Q)) + Ro(1 — 22(7“2)(1 + E2(T1))-

de méme pour

01 = RLAL(J + 7103 — (3 R;)(D)1JL.D.

j=1
1 1 000 1
~ ~ Ry ~ -
A= |-L(ry) —-L(r)| ;R= Jh=11 0 0| ;2= |¢
Ry -
0 0 010 s

nous obtenons

01 = RiL(r2)(—1+ L(r1)) + ReL(r1) (=1 + L*(r2)).

Ainsi le processus échantillonné Y, centré, est de type un ARM A(2,1) de paramétres
o> b1, o, et O

Ut + G10t-1 + dolt—2 = Ooer + O1641

et en posant &, = fpe; processus bruit d’innovation

~ 7~ 7~ 0

Yo+ OrYi-1 + dali2 = &+ 7 (*)
par le méme operateur linéaire £, : X; — )?t
nous posons Yy = )?,52 — 175207&2

le modéle (x) s’écrit donc

v Ty ¥ 0
(R2- )+ (B2 - =22 ) + 6 (R - =22 ) =6+ 2ey.

l—a1—as2

)}f =120 —(14+ ¢+ @) — ¢1)th2—1 - ¢2)~(t2—2 + %gt—l + &
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si en posant £, = X? — 52  a partir de
2

XP= =20 (14 ¢y +61) — 91 X7 — 9 X[ o + %(Xf—l —Gr1) + (X, — 7).
il vient que
5; = mara, L+ 91+ ¢1) — %;52—1 + (%; — 1) X7 — 02 X7y

Ainsi le processus échantillonné du processus initial ARC H (2) suit un d’un modéle de
processus GARCH (2,1)  tel que :
X; =5,
et
57 =dp+ X2+ X2, + 81611

ol les paramétres sont :

G = =22 (14 ¢, + 1),
a1 = (& —ay),

Qg = _52

B=-&

Montrons que ces paramétres du processus X; sont positfs :

) = Ty (L 61+ ¢1)

1+ ¢y + ¢y =1 — L(r1) — L(r2) + L(r1)L(r2)

= (L(r1) = 1)(L(ry) =1) > 0. (car L(r;) = riexp(A\(ri —1) < 1,i=1,2)

@
l—a1—a2

ARCH(2)

>0 car ag > 0,01 + a9 < 1 condition de stationnarité du processus X; initial

donc ag > 0.

~

(@ =~y = —(L(r)L(r))
= —riroexp(A(r1 + 72 — 2)) ou r; = iéme pole du modele AR(2) du processus Y;.

— (bt 01Vl ) b (A(ry + 1 — 2))

= —(—222) exp(A\(r1 + 72 — 2)) > 0.

donc ay > 0.
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ou

00 = R1(1 — L2(r1)(1 + L2(rs)) + Ra(1 — L2(r2)(1 + L2(r1)).

01 = R1L(r2)(=1 + L2(r1)) + RoL(r1)(—1 + L2(r2)).

Rl g 1 , R2 — r2

(1-r?)(1—r1ir2)(r1—72) (1-r2)(1—rir2)(r2—71)

a1+ a%+4a2_ . 041—\/01%-‘1-4012.

M=t Te=——Y5——; Tr2—T <0 rire=—a2 <0< <} —-1<
re <0

donc Ry et Ry sont postifs et |

(1= L2(ry))(1 4 L%(r;)) >0 pouri=1,2.

donc 50 > 0.

51 < 0 en effet

RiL(r2)(=1+ L2(r1)) + RaL(r1)(—=1 + L%(r3)) < 0 car

ot [ SR (1 4 2 exp(2(r — 1)) — ZRACEDN (1 4 exp(2A(rz — 1)))]

(=1 + 12 exp(2A(r1 — 1)) — %(—1 + r3 exp(2A(ry — 1)) > 0.

03,0
6o ’

01 — ¢100 = R1L(r2)(—1 + L2(r1)) + RaL(r1)(—1 + L2(r2))+
(L(r1) + L(r2))(Ry(1 = L2(r1) (1 4+ L%(r3)) + R (1 — L2(r2) (1 + L(r1))

~

= RiL(ro) (=1 + L2(r1)) (=1 + 1 + L2(r3)) + RaL(r1) (=1 + L2(ry)) (=1 +

or 50 > 0 déja vu , reste a voir 51 — &150 >0

1+ L2(r))+
RiL(r1)(1 — L*(r1)) (1 + L*(r2)) + RaL(r2)(1 — L2(r2))(1 + L%(r1))
= Ri(1 = L2(r)) (B3(ra) + L) (1 + T2(r2) ) +
Ra(1 = L3(r2) (L%(r) + L(r2) 1 + L2(r) )
L3(re) + L(r)(1 + L2%(r2)) > 0 car L2(ry).L(ra) < L(r1)(1 + L%(r3)).

de méme pour
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L3(r1) 4+ L(ra)(1 + L2(r1)) > 0 car L2(r1).L(r1) < L(r1)(1 + L%(r3)).

donc aq > 0.
Lemme 106

Sous les mémes conditions de la proposition précédentes nous avons :
a1+ da+ 6 <1
Preuve. ]
a1+ as+ 0 —1=—01+0; — ¢y —p—1
=~ —y— 1
= L(r1) + L(ra) — L(r2)L(r1) — 1
= (1= L(r2)) (L(r1) — 1)

>0 <0

donc
0<aitas+ El < 1 condition de stationnarité preservée également pour le processus

échantillonné X GARCH (2,1) obtenu.

Dans le théoreme suivant ,nous donnons un résultat plus général, cependant nous présen-
tons que les lignes principales de la démosntration et néanmoins les details feront 1’objet

d’un travail que nous présenterons ulterieurement .

Theoréme 107 (Guerbyenne et Madani)

Soit {X,t € Z} un processus ARCH (p).

1) Xy =0y ou (n;),est un bruit blanc gaussien,centré,de variancel,
i.e. mp ~i.4.d N(0,1)

2) 0 =ap + alXt{l + agXt272 + ...apXtQ,p, et ap>0,et 0< > ;<1

Nous supposons que les pdles du processus {Xf ,t € Z}sont réels et simples.
Soit M une marche aléatoire vérifiant les hypotheéses hl/,h2/et h3/ du chapitre 2

section2.1.3
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alors

Le processus )Z't échantillonné du processus X; sera un processus GARCH (m, q),

dont on determinera ses paramétres (ot m désigne le nombre des L (r;) distincts non
nul )

Preuve. ]

idée de la démonstration {X;,t € Z} un processus ARCH (p).

X2 étant un AR(p) : Zp:OquXtQj = &, ou(gg),un bruit blanc,

nous savons qu’en écha;;illonnant un AR(p)suivant une loi L asssociée & M

On obtient un ARM A(p, q/) ol ¢ <m-— [1} )

q

ou m désigne le nombre des L (r;) distincts non nul

Le processus Y = X2 — E(X2) sera un processus un ARM A(m, maz(m —1,0)) centré.

" m _ maz(m—1,0) _
Y2 = Z:l G;Y2, +er+ Zl 01—

i= j=
puis on explicite les paramétres du processus GARCH.
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Quelques perspectives

1/ 1l serait intéressant de voir comment les travaux de Masry pourraient étre
étendus aux cas des processus localement stationnaires et de faire I'extension des
travaux de Kadi aux cas des processus périodiques a temps discret. et d’ étendre les

résultats de Monsan aux processus localement périodiques.

2/ Nous avons pensé a d’autres schémas d’échantillonnage qui pourraient faire

I’objet d’autres travaux
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Annexe 1

Nous donnons les demonstrations et les différentes techniques de calcul des différents

résultats du chapitre 2

1/ Démonstrations du théoreme (oppenheim)
a) B(X,) = B(Xy,) = B(E(Xs, | tn)) = X E(Xq, | tn = §)P(tn = 5)

j
=Y E(X;)P(t, =j) carle processus X et T sont indépendants .

— S mP(t, = §) =
J
=Y Pt = j)
J

donc le processus échantillonné X,et le processus initial stationnaire X, ont méme
moyenne .

b) CX(h) = E(Xp4nXn) = BE(Xy,,, Xt,) (sim=0)

n+h

= E(E(th+hXt7z | tn+h - tn))
= ZE(th+hth ‘ tpen —th = ]) X P(thrh —tp = ])

J
= ZE(Xtthj | tn—l—h — iy :]) X P(tn-‘,-h —tp = ])
J
n-+h ]
= ZE(Xt-HXt) x P[> (ti—ti-1) = j)]
l=n+1

= Z Cx (5) x L™ (5).
c)Cx(h) = Zcx( ) x L*(j)

x L*()  relation entre Cx (5) et la sa transformée

=Y |5 § 2/ 1Cx(2)dz
j=h Cq

en Z , Cx(2)

. U 0 . . ~~ . . .
== [ Zh(e“g)J_lCX(ew)ewdH x L*"(§)  en posant Z = ¥
e

1f[2LW>ka%wmw

—7 |j

. ~ . h S .
or L(e’):ZLj.(ew)] et donc (L(ew)) — 3 () () don
j=h

Cx(h) = = f (L ) ) Cx (e)do. en posant x = € |z € Crsi 6 € -7, [,
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dh = 4z

~ h ~
=54 [ (L@) Cx(a)
Cr
d) la transformée en Z de C'x(h) notée par C'x(Z) est telle que:
=~ y 0 ~ . y & ~ . y /\~
Cx(2)= X Cx()z7= 3 Cx(Z77+ 3 Cx(j)Z™7 - Cx(0)
JEZ j=—o0 §=0

ZT4+ 3 Z79 —
j=0

2 | (E@) Gy

Cr

L@)| 4

la premiére série entiére converge si 0 < )

et la seconde série entiére converge si 0 < ‘L (x)Z ’ <1

0%(7) = 1,[{0’)%5;)_1_ Cx () }d;_éx(o) ou T € |a, min(|Z],
T Z

2mi 1— 1-L(x).Z ) [

(Pexpression de la transformée en Zde 1’échantillonné en fonction de celle du processus

initial)

2/ démonstration du théoreme 2 (stabilité et caractéristique des arma échantillon-

nés)(Oppenheim et Kadi)
P q
-X est un processus ARM A(p, q) est tel que : > 6 X¢ Z i€t—j teZ.
=0 =0

P . q .
les polynomes ®(Z) = > ¢, 2" ,©(Z) = Y 0;Z"7 sont tes que :
j=0 j=0

det(®(Z)) admet ses racines dans le cercle unitéC
det(d(2)) = 7> ﬁl(z — o)
i=
ou laracine nulle est d’ordre A, o; racine non nulle d’ordre \; (i Ai+A =p),sup{|\i|} =
a<l -
Cx(Z) existe dans la couronne {12.12| € ]a, L[}

C+(Z) celle de I'échantillonné existe aussi et est agale a :

~ ~ . J . ~
Ox(2)= 2 [ Ox(@) | & (12 + z(<>ﬂi—@@
Cr j=0

(expression rationnelle en z , pour avoir la structure d'un ARMA (Rosanov))

Cx(2) =07 (2).0(2).C.0 (). [0 (})]
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_ 1 ! 0,(Z) 5—-1/1
P ey DO CTET ()
i=1

ou ®(4) = %P1(2), O(%) = %01(2),

et d1(2Z) = %a/(Z) et a(Z) =matrice des cofacteurs

-1
-~ m m
Ckﬂﬁziﬁﬂpfﬂz—%VﬂIﬂ—Z%Vﬁ x M(Z)
i=1 i=1

).Cc01(Z)®1(Z) =matrice a coefficients polyndémiaux en Z

_ 1 M(z) M) 1 A
— 2m f { _@ lz(x)Z} T CX(O) .

m m
e a=p [ (z—a;)™i [ (1—za;)™i
i=1 i=1

I’'utilisation des residus pour le calcul de cette {ntégrale :

les seuls poles de CA}’)}(Z) sont les zéros de ZM 9P [[(Z — a;)N [ (1 — Zay)™i.
i=1 i=1
résidus :

en o; m poles d’ordre A; , et en 0 poles dordre A\+q—p+1
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Annexe 2

les démonstrations detaillées du chapitre 3 sont données dans cet annexe 2 .

1/ Nous construisons les ensembles suivants (R;)i—1,11qui recouvrent le domaine

R.
R={(ll) eN*:1<1l; <N-ny,1<ly <N —ny}
définit pour le lemme 81 et la proposition 82 du chapitre3..
Ry ={(ll2) € R:ly <ly+my <l <ly+na},
Rr={(lils) e R:la<lp+ny <l <ly+ni},
Ry ={(l1,l2) € R: 11 <l <l1 +ny <l +na},
Ry ={(lil2) € R:lg <ly <lg+ma <l +m},
Ry={(lile) € R:l1 =12 <li+m <lag+mna},
Ry={(lilza) eR:la=1l <la+ny <li+n},
Riy={(lila) e R:1l1 <lp <li +n1 =12+ na},
Rio={(l,l2) e R:la <ly <lp+mng =11 +n1},
Rs ={(lila) e R:lh <lpg <lag+mng <li+n1},
Riu={(lhb)eR:la <l <li+n <lpg+na}.
Rs={(lil2) € R:ly =1la <li+m1 =la+na},
ainsi
R=UL R, et R;NR; =2 pouri#j
2/ posons Un;i(k,\, p) = i U](\,T;(k,/\,u),i =1,2,3,4 ou U](\z)i(k, A, 1) est de méme
forme que Upn;(k,\, p) avec in:;emplacé par Y . et par symetrie des couples (l1,n7)
et (I3, n2),n0us avons pouri = 11,%2, 3, "
UGk A ) = UG (kA ), r=1,..5.

E(g2(N,w)) = gi(w) + O(51).

Résultatl
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Soit (by),c7 une suite de nombres complexes , alors :

N—ni N—ny N
o> by, = Y. bsV(s,n1,m2).0n
L=1 Ip=1 s=—N
( 0 si — (N —nq1) > s,
N—ny—s si — (N —n1) <s <min(0,n; — na),
V(s,n1,m2) = N —max(n; — ng) si min(0,n; — na) < s < max(0,n; — na),
N —n9—s si max(0,n1 —ng) < s < N — ng,
0 si N —ng <s.

Résultat2

Soit (as )sen, (bs )sen,(Cs )sen 3 suites de nombres poisitfs telque:

(0.) o.) o
as <00 , Y. bs<ooet ) cs <oo alors

s=0 s=0 s=0
1 N—-1 1 00
pour i = 2,3,4,6, @Q; = el > Yo anby g Clotiny—ny = O(W) > as
ni,n2=1(l1,l2)ER; s=0
1 N-1 L 00
et Qs = N2 > > b Gl —lytng—ny = O(NO) > as
n1,n2=1(l1,l2)ERs s=0

Soit (an, )nen, (bn )nen deux suites de nombres complexes telles que :

o0 o0
dolan| < oo, D |bp] < oo et d e Ctel que |d| <1,
n=0 n=0

N-1
P = ﬁ > all_lenl_(12_ll)bl2_ll+n2_m pour ¢ = 2,3,4,6,et
ni,ne=1 (l1,l2)ER;
N-1
P = ﬁ > apy—1,d"by —1y+ny—ny-  alors : nous obtenons quand N — oo
ni,ne=1 (ll,l2)€R5
Py = Dy(d)(3 ar)(3 bs) + O(),
Py = DN(d)ao(zl bs) + O(%),
Py = Dy(d)bo( 3 ar) + O(5),
r=1
Ps = Dy (d)(3 ar)(2 br) +O(x);
N
Ps = Dn(d)agho + O(3), ot Dy(d)=x X (1-F)d"
n=1
Résultat3
N
Soit Py(A) =+ > (1—2&) ()" alors
n=2

(1)  |PN(AN)| <1 VAeER,

.. 2
(i) PNV < Lz + a2 VAAD,
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2
(131) |Pn(A )]S%—i—%—i—% VA # 0.

Sila fonction H  est bornée et & drivée bornée et soit
N

Sn(u,a) f Wi (u — v) Py (v) exp(—iva)dv — 2ZZWy(u) Y- (1 — %) fa(a), alors

n=2
Sy (u,a) = O(AJQV).

Résultat4

Soit h et | deux fonctions € L' [0, oo| et uh(u) , ul(u) € L [0, 00 . Alors

(i) n;l( 2<B<ffh dudv) , |
(ii)ngln(cn % < <ff BQu—i—,@ (BQU—FB) (u)l(v )dudv> ’ ol
cn—fh (u)du et dn:flu

0

Avec ces 3 résultats et notations nous pouvons donner la démonstration détaillée de la
proposition de la section de la variance de ’estimateur g]i (N,w).

Démonstration du lemme 81

Il s’agit de montrer que

Una(k, A\ )= E(J(N,N)E(J,(N, 1)) = O(%) uniformément en A et

uniformément en A et y

= 2U}é’1<k M) +2 z U}J ) (e X )+ U (kA o) = E(J (N, 2)E(TR (N, 1))

E(Je(N.N) = 35w Z( —n)ey(N) + O()-

comme |ef(A)] < 2 f |Br(w)| fn(u)du = 2d* avec nz>:1 dk < oo et n;l ndk < co,nous

avons

BN BRIV ) = (5)” 55 (O = m)(N = ma)el, (e, (3) + O(3).

n=2

pour (I1,l2) € Ri,tiy, tiy4ny — tiys tiy — tiy4nys tia+ny — i, sont indépendants
et donc:
pour © = 0, co[ x ]0, oo[ x ]0, 0o[ % ]0, 0]
) N—1

@rBN UG (kA = Y Y [B(tiw)B(ts +u +t1,us)
ni,n2=1 (l112)ER1 Q
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X {exp (z ()\ — 27“143) ul) + exp(—i)\ul)}x {exp (—i (u — 2%/%) u2) + exp(i,uuz)} X
exp {2 k(ty +ury} X fi, (t1) fy (W1) fia—ty—ny (t2) fro (u2) dty dbaduy dug

N-1

= 3 > > Tmfo{exp (z ()\ — 2%1{:) ul) + exp(—iAul)} X

ni,n2= 1 (lllg)ERl _]1+_]2 000
{exp( i(n— %k)uz) + eXp(WW)} O3 (jot+k)) 2717 Bj, (u1) By, (u2) fry (u1) f (u2) dug dus
2) ex

N—
+ Z > X ffle(ul Bij (u
ni,n2=1 (l1l2)ERy J1+72#00 0
{exp (i (A — ZEk) u1) + exp(—idug) } x {exp (— 2k) ug) + exp(ipuz)

X(l Z;R (3 (1 + J2)) ¢ (3F (2 + k)27 fy (ua) fp (u2) dus duy
1l2)€E

(12%(j2 + k)ug x
i(p—

N-1 0000 o ) I
Vsl < Gy 2 2 [ [ IBi(u)Bj(u2)l 3 [SCF (1 +52))| " fay (w1) fng (uz)durdus
n1,n2=1j14+427#0 0 0 (l1l2)eRy
N—n1 N—no—lq

<edm XY TTIBuw)Baw) PO ol e ) A

ni1,n2=1j1+527#00 0 s=n1
en posant s = lo — I3 et quely — l; > njdansRion obtient

Vi< odwl Xy Bl ) (un)dundus = O().
ni,n2=1j1+j27#0 0 0

V2| < g (5 +1) Z 1 ;fofof | Bjy (u1) Bjy (u2)| fy (u1) fa (u2)durduz = O(),
ni,n2=1y

si on pose

Wy (k. A = 2U ), (k, A, 1) — E(Ji(N, X)) E(Jx(N, 1))

N-1
= 5pN Z (N —n)en, (N gzpy I(N—nz)ei’ig(ﬂ) +0(y)
’I’Ll— no=
N—-1
=@ > 16521()\)6’“ (1) 5z {QRZ 1—(N—ng)(N— nz)} +0(y)
ni,n2 1
donc
N—n2
2%: 1=2 Z (N —n2 — 8)1{N—n2—n1—120}
1 s=nq

= (N —nNo — nl)(N —Ng —ni+ 1)1{N—n2—n1—120}-
e {221 (V= )V = ) § = {(1 = 252)(1 — ) (1= )= 3} L0y

(1— %)(1 — )L = LNy ny120})

= A(nl,ng) + B(nl,ng).
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|A(n1,n2)| < 2(3n1+np + 1) ot |B(ny,ng)| < MHL,

W],V,l(k> )\,/J,)‘ S (ﬂ.lgl)an ;

< PN zozomk(ul)Bk(W)l x{(B*u1 + B)B + (B%uz + B)B + B2} duidus

= O(%) en utilisant U'hypothese (h2)

Evaluation de W&l(k, A, 1)
pour r = 2,..,6, thet  tigng — by, t;, et ti4n, —ti,, et t, —t,sont
des couples de variables aléatoires indépendantes donc
UL (kA 1) < oty Nil S X oG+ )" Bk (i, — )R (b
n1,n2=1 (l1l2)ER j1+j2€Z>
sOit v = ti4n, —ty €t 0= tiyun, — 1
et on chosit v <~ et § <4 et § indépendants pour r =2,...,6

¢

li, =y, r=2,4
V2 (tr, — t1y) + (tiy 4y — tigtno) r =25, et
Uy +ny — Liys r=23,6
tgtns = t4nas r=3
029 tiggny —t, r=2,4,5,
0 r=2~6

puisque hj(u)est croissante dans[0, co|

B {hs, (Dhsp( )} < B L (7)hin(6)} < B{hiy (1)} B {s5)}
remarquons que la densité de probabilité de (1, —t1,) + (1, 4n; — tiytny) €St fry—n, ,donc
pour r =2,...,6
U(T) 1k, A )| < Gg\?,)l

N-1
NN
=y X 2 2 |eCGEGL+5)]" ¢l l2 s ma),

n1,n2=1 (I1l2)ERy j1+j2€Z2
ou
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ajy (l2 — l1)aj, (n2), r=2,

aj, (n1)aj,(n2 —ny +l2 — 1), r=3,

g(r)(lh la,m1, n2) = ajy (lg — ll)a]’2 (ng), r =4,
aj, (n2 — n1)ag, (n2), r =5,
a’jl <n1)7 r= 67
ou aj(n fh

Rs5 est caracterlse par Iy — 11 > 0 et ly — 1 < ny — ng,posons s = ls — [1,nous avons
1 N-1 N—nini—ns—I o/ - ) I
V= 2 2 2 2 aj(nemna)ag,(ne) |0(3E (1 + 72))| " Ly —na—250}
n1,n2=1j1+j27#0 l1=1 s=1
1 N-1 ni—nas—I
+W > ‘ Z >, (N-— nl)ajl (n1 — ”2)%2 (nQ)l{ru—nz—?ZO}
ni,n2=171+j2=0 s=1

Gy

< L 5% > a5y (P)ajy (n2)
27r(7rB)2Nn2:l = j1+j27£0 [71+72]

—1 N—1—ng
7r6 (7B)2N Z Z Z (p — 1)Gj1 (p)% (ng)
p=2 j1+j2=0
<A 3 Mduldw
N J1 47270 gof l+72]
+(7T,3)2N 2 ff *uy + 2B)hy, ((u1)hj, (ug)duiduy
J1+j2=00 0

= 0(3)

(r)

‘méme procédé pour les G/; pour r = 2,3,4,6, ainsi
Wy (k) = O(%) uniformement en A et p.
et méme principe de raisonnement pour montrer que

UN,3(I€7)\MU’) = O(%) et UN,4(k>)‘7/-L) = O(%)

comme pour Wy, (k, A, ), nous avons U](Vl)Q(k, A, 1) = O(+) uniformement en A et .
pour r = 2,3,4,6 nous écrivons
b, = (tl2 - tll) ity tygn — = (tll+n1 - tl2) + (tlz - tll) et

Uytng — i, = (tl1+n2 - tl1+n1) + (tlﬁ-nl - tl?)

nous avons
U( DA 1) = QO 1) + QO =+ Zk) + QA+ ok, 1) + QA + Lk, —p+ 2k)

ou

160



Q()‘7 :U’> =

X €xp (iz%j2(tll+n2 - tlz)) X €Xp (

x exp (i(A —

x exp (

N-1

2

(j1 + J2)ti, ) x exp (i3 (2 + k) (ti, — t1,))
Q%k)(tb - tl1)) exp(i()\ - M)(tl1+n1 - tl2))

ni,ng=1 (lllg)ERl (_117

W Z Z Z) E(le (tl2 -ty )Bj2 (tlz+n2 - tll+n1>
€7
P
T

—i(p — 2k (tiy4ny — by 4ny)) exp(i3F (1 + j2)t, )

pour r = 2,3,4,6,%1,4n, — ti;4n, €6 tiy4n, — L1y, L, — 1,500t indépendants

QA p) =

ou zj(n, A) =

QA p) =

ou

N-1

W > > > o (FG +j2))ll

n1,n2=1 (l1l2)ER (j1j2)€Z2
T - n1—(la—I
%z, (2 — b, A = 22)6 (A — o+ B jp))™ B
XZj2<n2 —ni+ 1y — l1, — U+ Q%k)
| Bj(u) fn(u) exp(idu)du ¥n > 1et z;(0,A) = B;(0).
0

N-1

(27rB1N)2 > > > Z(le =l A= 2?”,7'1)

n1,m2=1 (l1l3)€R; j1+j2=0
. —(l2—1
x¢ (A —p— )" (t2=h) zj,(n2 —m1 + 1o — i, —p + Zk) + Q(\, )

N-1

QAW < Grawe X X 2 anby(le —l)bjy(n2 —na + 1l + 1) avec

a; = ’¢

ainsi

QA w)] <

pour

n1,n2=1 j;+j2#0 (lllz) cR1

Gi+42)' [, b f\B )| filw)du VI > 1 et b;(0) = |B;(0)]

TN DY Z arbjy (5)bj, (p)

J1t+ge#01l= 11’ ls=

2)
<oy T B gy guy — O( )

J1+j2#00 0

U](\f)Z (k, A\, 1) nous écrivons

tl2+ﬂ2 -

+(tl2 =y )

Uy4ny = 7(tl1+n1 - tlz—i-nz) et ty4n, — 1l = (tl1+n1 - tl2+n2) + (tl2+n2 - tlz)

et en utilisant la relation  Bj(—u) = exp(—iZEju)B;(u)

et méme raisonnement nous donne

USH (A 1) = @' O ) + Q' O, =+ k) + Q' (— A+ Bk, ) + Q' (~X+ Bk, —u+ Zk)

ou

Q/()‘au) =

N-1

(gwéz\/)z’ > > >z (la =l A= %)

ni,ne=1 (lllz)GRl Jj1+72=0
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><(;5 (/\ — U — 2%!]'1)”2 sz(nl — N9 + ll - l2, ¥ + Z%k) + O(%)
pose

Dn()\) = Dn(¢()N)) et le lemme 82 donne

5
Unalhs Ao e) = 2 32 Uy (Ao o) + UR3 (A, )

=S W) +SON, —p+ZEk)+S(—A+ 2k, 1)+ S(— A+ Zk, —u+2Zk)+0(+)
S\ 1) = Gap Z DN\ == 33)(2Z;(N = F3) Zi(n — Fk) + 2B;(0)Z; (1 — 57 k)

+27;(A - TJ)B (0) + Bj(0)B;(0) + 2Z;(A — Z25) Z;(—\ + Zk))

Z,0\) = i 25 A) = ZOBJ'(U) exp(iru)du.

nous avons

770770 W (u— NWn(u— p)S\, p)d\dp = 25:11“, )

par exemple si nous écrivons Dy (A) = YZLa(N) + PN()\) onaly =111+ T2 ou

N2
Tial < 4 ] Wtu= WWtu— | addpx 3 [T 1B, (5,0 st = O()
d’aprés le (c) de
hypothése(h2)
et
T = g | ] Wivlu = W= ) Pu(3 = = 33)
(f I Bj(s (t) exp(i(X — Zj)s) x exp(—i(u — Q;Ik:)t)dsdt> d\dp
= e J ] W=y J;ZB (8) B (£) exp(i(A—22)5) x expl(—i(— Zk)t)dNdsdt
<_f Wx(u—XA+ 255 +v)Py(v) exp(z'vt)dv) ol
vV=A—pu—
= 271-6)2 7? ??WN (u—2A) JZG:ZB i (s)B_j(t) exp(i(A 2%j)s) x exp(—i(A — QT"]' — 2T”k)t)
X (%{;WN(u =) Z]i( ) fu(— )) d\dsdt + O(MN)
=0+ O(Mu).

pour les autres T; méme principe.

Démonstration de la proposition 86
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4
var {T'y(n, N,w)} = > Up n,i(k,w) — |E{Tk(n, N,w)}]2 ol
i=1

Un,N,l(kaw) = ﬁ Z E(B(tllatl1+n*tl1)B(tl2atlg—‘rn*tlg)xp(llvnakaw)p(127n7 kvw)v
Unno(k,w) =55 > E(B(ty,ti,—ty,) Bty 10, tistn—ti+n) xp(l1, 0, k,w)p(lz, n, k,w),
Un,N,3(k7w) = ﬁ Z E(B(tllatlz-i—n_th)B(tlgatl1+n_t12)xp(llvnvkaw)p(l27n7 k7w)7

Unnalk,w) =55 > E(K(ty, tyrn—ty, tisan—tn, ti,—ty) xp(l, n, k,w)p(lz, n, k,w)

hb)eR :Lh<lh4+n<lh<lh+n

)

lhb)ER :Lhi<lbb<li+n<l+n

Y

o <lb4+n<li<li+n

Y

lil) eR o <li<lb+4+n<li+n

I

SR wm\ ICR TR
I
=
—~ o~ o~ o~
o~~~
=
o
SN— SN— SN—r SN— N—
m
=k
N~~~ "~

W) €ER :lhi=lb<lh+n=l+ng.
R =U>_ R et R;N R;- =@ pouri#j ainsi
5
Upni(k,w) = > UT(LT])Vl(k,w) o UT(ZT])Vl(k:,w) méme type que U, y(k,w) avec)
=1 w ” I
remplacée par)

R,
par symetrie entre [1et [o on a :

comme dans la proposition précédente , nous avons

2U7SJ)\7,1(I€7W) — |E {Ty(n, N,w)}\Q = O(%) uniformement en w et k

soit

[wa = 202, (k,w)

Z . . l
= % E{’le (tl1+n B tll)sz(tlern - tlQ)‘} |¢ (2%(.71 + .72))‘ '
(I1,l2)€R, (J152)€Z2
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8
o
(11712)€R/ J1+5270

ou f |Bj(u

et on a:

n—1

=

Z (071(671)522' )2 + Z C]( ))
)W foulw)du

N—n—1

E 1= Z (N -n- 3)1{N—n>n—1} + Z (N -n- 8)1{N—n§n—1}

(th)ERI2 s=1

<[(n=1DEN =3n)[+ (N =n)(N = N = Dl{n_n<n-1}

< 20nN,

donc

wy = O(%;) uniforment en w et k

avec le lemme et méme raisonnement implique :

UP, L (k,w) = 0(F) .

pourlU, na(k,w) et Up n3(k,w) on a

Un,na(k,w)| < 572

> X E{IBj(t, — tn)Bjy(tyn — tun)} ¢ (F
(I1,l2)E Ry J1:72€Z

1
cii (la—l11|)ei, (|l2—1 2
<4 ¥ ( . Lallazhe, (fa-ab 2+Zc](|zz—zll)>
i1+j27#0

JEL

g V& (cjy (s ey (sD)
Sqaz X (N—n—s)| X W+Z%(|SD

J1+j2#0

<38 § > (e, (shes, (s 2 + 3 eis])
fpe? <j1+j2750 il jen
=0(%)

Un, v 3(k,w)| < 572

(
+ ok Y Y (el — i +n)ei(lla — b — nl))

Nj=

> 3 (Cj1(\l2—ll+7!)0jg(||l2—ll—”|))
J1t+7J2
l1,l2)€Ry J1 7270

N

(I1,12)€Ry JEL

=

JEZL

i( > “ﬂﬁ@|+z«4»ﬁ)

J1+j2#0

(j1+ ]2))|

n—1
ciy (|s+mn))ej, (Js—nl)) 2 1
» (,zﬂ<“jkﬁ L -+z«uw+mwxw—m»ﬂ
Ji+J2

Z ) E(hj(‘tll—i-n - tl1| ) ’tlz - tll‘ ) |tlz+n - tll‘)t X ‘Qs(] - k)ll}
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s (|la—1

<n X (Z T+ skl - l1|)>
(l]_,lg)GR/ J#k

= O(%) uniformement en w et k

ou

Sj(n)zzohj(o,u,O)fn(u)du et 5;(0) = h;(0,0,0).
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