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Introduction

Développée au début du XXe siècle, la mécanique quantique est une théorie
qui permet de décrire les systèmes physiques à l’échelle atomique et sub-
atomique. Les concepts sur lesquels est fondée cette théorie tels que : la dualité
onde-corpuscule, l’indéterminisme, le principe d’incertitude, la non-localité, le
principe de superposition ..., sont sans équivalents classiques et permettent
d’expliquer de nombreux phénomènes physiques contrairement à la mécanique
classique.
L’interprétation de ces concepts et postulats a donné lieu à un débat qui s’est
enrichi avec l’établissement du principe de complémentarité de Bohr et du
principe d’incertitude de Heisenberg. En effet, pour tester la validité de ce
dernier principe Einstein , Podolsky et Rosen [1] ont imaginé une expérience
qui consiste à observer les paramètres (position et impulsion) d’un couple de
particules éloignées l’une de l’autre après avoir interagi entre elles.
La mécanique quantique considère le système composé (le couple de
particules dans l’exemple précédent) comme un système unique décrit par un
état quantique dit inséparable ou intriqué. Cette intrication donne lieu à des
corrélations quantiques qui se manifestent quelle que soit la distance qui sépare
les deux sous systèmes : mesurer l’observable sur l’une des deux particules rend
instantanément certain, le résultat de la mesure de la même observable sur
l’autre particule.
Einstein, Podolsky et Rosen (EPR) montrent que ce résultat implique que
l’information s’est propagée avec une vitesse infinie, conséquence incompatible
avec la théorie de la relativité restreinte. La mesure des observables position et
impulsion sur la première particule ne peut alors pas changer l’état de la deux-
ième particule (hypothèse de localité). En revanche, il est possible de prédire
la position et l’impulsion de la deuxième particule sans que celle-ci ne soit
perturbée ; ce qui permet d’associer simultannément deux éléments de réalité
physique à ces deux observables (hypothèse de réalité). Ainsi, EPRmontrent, à
partir d’une expérience de pensée, que la description de la réalité physique don-
née par la mécanique quantique est incomplète puisqu’il est impossible d’écrire
un état quantique avec des valeurs bien définies pour les deux observales po-
sition et impulsion à la fois (principe d’incertitude d’Heisenberg). En effet,
selon EPR, la nature est déterministe et la nature aléatoire des phénomènes
observés n’est dûe qu’à un manque d’informations sur les systèmes [1]. Des
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8 Introduction

théories à variables cachées ont été alors introduites comme alternatives à la
mécanique quantique [2]. En particulier, J. Bell [3] a démontré que l’existence
de telles entités est incompatible avec les prévisions de la mécanique quantique
en établissant dans le cadre d’une théorie réaliste locale des inégalités que l’on
peut vérifier expérimentalement.
Les progrés technologiques considérables des années 1980 ont permis par la
suite de réaliser l’essentiel de l’expérience EPR [4, 5, 6] et de conclure que les
inégalités de Bell ne sont pas satisfaites lorsque les systèmes composés sont
décrits par des états inséparables (intriqués) : l’état de tout l’ensemble, décrit
par la superposition des états relatifs à chaque sous système, est alors une
fonction d’onde non séparable et l’information que peut contenir celle-ci n’est
pas localisée en un endroit précis de l’espace.
Ces résultats qui renforcent les prévisions de la mécanique quantique ont per-
mis d’imaginer des applications surtout dans le domaine de la transmission de
l’information [7, 8, 9, 10]. La téléportation est sans doute l’une des applications
la plus connue et la plus prometteuse. Cette technique consiste à transmettre
de l’information quantique inconnue sans que celle-ci ne soit interceptée (voir
annexe F) en utilisant les états intriqués (corrélations quantiques).
La génération de ces états a déjà fait l’objet de plusieurs travaux théoriques ;
parmi lesquels ceux de Jaynes et Cummings [11, 12] qui ont abouti à des
résultats pouvant être confrontés à l’expérience. Ainsi, le couplage d’un atome
à deux niveaux avec un champ électromagnétique permet de générer des états
inséparables. L’échange cohérent et réversible d’énergie entre atome et champ
avec seulement un quantum donne lieu à des oscillations de Rabi. La durée
de ces oscillations permet de déterminer directement le temps de cohérence
(ou d’intrication) mis par les deux sous systèmes avant de retrouver leur état
d’équilibre.
Par ailleurs, un système composé décrit par un état séparable est un état
factorisable en plusieurs états indépendants décrivant chacun un seul sous sys-
tème [13]. Or, comme on ne peut pas affirmer que la non décomposition en un
produit d’états implique la non séparabilité, plusieurs critères de séparabilité
des états ont été proposés [14, 15, 16, 17, 18].
En effet, le critère de l’entropie conditionnelle a déjà permis d’analyser l’évo-
lution des propriétés statistiques des champs cohérent et thermique (champs
pouvant être décrits dans le cadre de la physique classique), selon le modèle de
Jaynes-Cummings [19]. Ce critère montre que pour des valeurs du nombre de
photons élevées nÀ 1 (n . 100) des corrélations quantiques ne sont observées
que pour des champs pourvus de propriétés de cohérence et durant un intervalle
de temps très court (juste après la séparation des deux sous systèmes).
Or, un temps de cohérence (durée des corrélations quantiques) plus grand per-
met une exploitation avantageuse dans le domaine du traitement de l’informa-
tion quantique. Dans ce but, nous nous sommes proposés d’étudier l’évolution
dynamique des propriétés statistiques d’un champ comprimé (système décrit



Introduction 9

par un état purement quantique), après son interaction avec un atome excité
( si l’atome est dans l’état fondamental, des phénomènes analogues seront ob-
servés avec des valeurs différentes pour les grandeurs mesurées). Cette étude
réalisée en utilisant des critères déjà établis nous permettra de déterminer le
temps que mettent les deux sous systèmes (atome et champ) pour retrouver
leur état d’équlibre.
Cependant, ces critères représentent des conditions nécessaires mais non suff-
isantes car ils ne nous permettent pas de caractériser la dilution de l’intrication
(présence simultanée d’états séparables et inséparables). À cet effet, nous avons
développé un nouveau critère qui pourrait représenter une condition nécessaire
et suffisante dans tous les cas possibles. Notre critère fondé sur la différence
de variations des distances [20], sera présenté en détails et comparé aux autres
critères.
D’autre part, nous nous sommes intéressés à l’étude d’un autre état quantique,
décrit par la superposition de deux états cohérents déphasés et d’amplitudes
opposées. Cette classe d’états dont les propriétés sont purement quantiques
(i.e. sans équivalents classiques) et aussi importantes que celles d’un état com-
primé, suscite un grand intérêt tant du point de vue théorique que du point de
vue expérimental [21, 22]. Dans notre cas, nous avons exploité les propriétés
statistiques de cet état qui présente une intrication entre les deux états co-
hérents, en vue d’améliorer les performances de détection et de transmission
d’états.
Nous nous sommes attachés dans ce travail à définir en premier lieu un état
sans équivalent classique et étudier ses propriétés (intrication et statistiques) à
l’aide des critères de séparabilité en vue de déterminer le temps de cohérence.
En second lieu, nous calculons les performances d’un système de détection
lorsque le signal est décrit par un état superposé.
Pour une telle étude, nous avons eu recours aux postulats de la mécanique
quantique et quelques résultats physiques déjà établis. Nous donnons dans le
premier chapitre quelques éléments de cette théorie qui sont nécessaires à notre
étude et analyse théorique.
Dans le chapitre 2, nous donnons les lois de probabilités des états representant
les champs : cohérent, comprimé, superposé et thermique. La détermination des
différentes densités de probabilité et de leurs moments factoriels nous perme-
ttra de distinguer les caractères classique/quantique ou purement quantique
des états. Cette étude s’avère nécessaire car elle nous offre la possibilité de
connaître tous les paramètres caractérisant une radiation avant son intrication
avec un autre sous système.
Dans le modèle de Jaynes-Cummings (JC), cette intrication peut être générée
par l’interaction du champ avec un atome à deux niveaux. Nous décrivons
brièvement cette interaction dans le chapitre 3 où nous explicitons les pro-
priétés statistiques du champ et de l’atome en termes d’opérateurs densités.
L’étude du moment factoriel réduit pour les champs comprimé, cohérent et
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thermique en fonction du temps ainsi que l’entropie des deux sous systèmes
feront l’objet de notre première analyse dans ce chapitre.
Les critères de séparabilité (inséparabilité) de tels états sont étudiés dans le
chapitre 4 où nous analysons le critère de l’entropie conditionnelle [16], le
critère de la norme du rayon de la sphère de Bloch [23] et le critère de réduction
[18] pour les champs comprimé, cohérent et thermique. Enfin, nous présentons
le critère que nous avons établi et que nous appelons ”critère de différence de
variations des distances” [24].
Par ailleurs, nous décrivons dans le dernier paragraphe du chapitre 4 la possibil-
ité de réalisation pratique à partir du modèle de Jaynes-Cummings de champs
superposés à l’état pur. Leurs propriétés statistiques analysées dans le chapitre
2, sont exploitées pour une application à l’amélioration des performances d’un
système de détection [25].
Pour cela, nous donnerons d’abord quelques résultats essentiels de la théorie
de détections classique et quantique dans le chapitre 5 afin de calculer la
probabilité d’erreur respectivement pour une détection quantique (détection
idéale), une détection discrète (comptage de photons) et une détection con-
tinue (mesure de la composante d’un champ électromagnétique). Ensuite, nous
calculerons dans le cadre de la théorie de l’information, la capacité des canaux
des signaux transmis par la source. Cette grandeur s’exprimant en fonction
de la probabilité d’erreur de détection, dépend de la phase présente entre
les deux champs cohérents qui constituent le champ superposé. Nous nous
sommes intéressés particulièrement à ce paramètre (la phase) en vue de déduire
les performances d’un système lorsque le récepteur est fixé. Les performances
optimales qui seront déduites de la détection quantique (détection optimale)
constitueront une référence pour tout système de détection.
Nous présentons à la fin de ce mémoire plusieurs annexes où nous exposons les
différentes étapes des calculs que nous avons entrepris au cours de cette étude
ainsi qu’une proposition d’une liaison semi quantique.



Chapitre 1

Éléments de mécanique
quantique

Lamécanique quantique utilise le formalismemathématique de l’algèbre linéaire
pour décrire un système physique à l’échelle microscopique. Ce formalisme
requiert les définitions et propriétés des vecteurs d’états, d’opérateurs et de
matrices dans un espace de Hilbert de dimension finie ou infinie.
Dans ce chapitre, nous rappelons ces principaux outils mathématiques suivant
les notations de Dirac afin de résumer les résultats essentiels qui sont utilisés
dans ce travail. Ces résultats seront parfois seulement énoncés ; les démonstra-
tions étant disponibles dans de nombreux ouvrages spécialisés [26, 27, 28].

1.1 États et opérateurs

1.1.1 États

Dans un espace de Hilbert H pouvant admettre des bases orthonormées de
dimension finie ou infinie, l’état quantique d’un système physique est décrit par
un vecteur noté |ψi, considéré comme une superposition linéaire de vecteurs
indépendants. On définit de même le vecteur conjugué à |ψi , soit hψ| que l’on
considère, comme un état appartenant à un espace dual H∗.
L’expression de |ψi dans H est donnée par

|ψi =
X
i

|uiihui|ψi =
X
i

ci|uii, ci = hui|ψi (1.1)

dans une base discrète : {|uii ∈ H} ;

hui|uji = δij (1.2)X
i

|uiihui| = 1 (1.3)

11



12 1. Éléments de mécanique quantique

et dans une base continue : {|vpi ∈ H},

|ψi =
Z
|vpi hvp| ψi dvp =

Z
cp |vpi dvp, cp = hvp| ψi . (1.4)

hvp| vji = δ(p− j) et
Z
|vpi hvp| dvp = 1 (1.5)

Il convient par ailleurs de normaliser cet état |ψi de telle façon qu’il ait une
longueur unité hψ |ψi = 1. À cet effet, deux kets ne différant que par un facteur
de phase eiθ commun à toutes les composantes, représentent le même état.

1.1.2 Opérateurs

a) Définition et propriétés

A est un opérateur linéaire si

|φi = A |ψi (1.6)

et
A (λ1 |ψ1i+ λ2 |ψ2i) = λ1A |ψ1i+ λ2A |ψ2i (1.7)

Son opérateur adjoint A+ est défini par hψ| Â+ |φi =
³
hφ| Â |ψi

´∗
.

Dans une représentation donnée de H, un opérateur peut être défini par une
matrice dont les éléments sont Amn = hm| Â |ni et pourvu d’une trace finie
Tr(Â) =

P
n Ann où A2mn ≤ AnnAmm. Parmi les propriétés que doivent satis-

faire les opérateurs pour représenter les grandeurs physiques (observables), on
notera
•
¯̄̄
hφ| Â |ψi

¯̄̄
<∞,∀ |ψi , |φi normés (opérateur borné) ;

• hφ| Â |ψi = (hφ| Â |ψi)∗ (opérateur auto-adjoint A = A+) ;
• ÂÂ+ = Â+Â = 1 (opérateur unitaire) ;
• Â = Pn an |ani han| avec an réel et ≥ 0, tel que

P
n an < ∞ (théorème de

décomposition spectrale).

b) Mesure d’opérateurs

Après la mesure de l’opérateur, le système est décrit par un état propre corre-
spondant à la valeur propre an mesurée. Si une deuxième mesure est effectuée
après un temps suffisamment court pour que le système n’ait pas évolué, le
résultat sera encore an. Cependant, dans le cas général le résultat de la mesure
n’est pas unique, comme dans le cas de la mécanique classique, mais est prob-
abiliste. Ainsi, si le système était auparavant dans l’état |ψi, la probabilité de
mesurer la valeur an est donnée par :

P (an) = |han|ψi|2 = |cn|2 (1.8)
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où cn = han|ψi est l’amplitude de probabilité de mesure. On vérifie facilement
que (1.8) est bien une probabilité par :

X
n

P (an) =
X
n

han|ψi hψ| ani = hψ|
ÃX

n

|ani han|
!
|ψi = hψ |ψi = 1

et que la valeur moyenne de l’observable est

hÂi = hψ| Â |ψi (1.9)

Les observables sont le plus souvent non commutatives [Â, bB] = i bC, ce qui
implique que les deux grandeurs physiques Â et bB ne sont pas mesurables
simultanément. À cet effet, les fluctuations sur la mesure des deux observables
apparaissent et vérifient l’inégalité généralisée :

(∆Â)2(∆ bB)2 ≥ 1
4
|h bCi|2 (1.10)

avec h bCi = hψ| bC|ψi et (∆Â)2, (∆ bB)2 les écarts quadratiques moyens des deux
observables. On les note également σ2A et σ

2
B dont les expressions sont respec-

tivement égales à
³
hÂ2i− hÂi2

´
et
³
h bB2i− h bBi2´ .

Lorsque l’état du système est dans un état propre de Â, les fluctuations liées
à sa mesure s’annulent tandis que les fluctuations de l’observable bB devien-
nent infinies. Dans le cas d’observables commutatives, les fluctuations des deux
observables s’annulent simultanément.
Par ailleurs, pour bA et bB vérifiant

h bA, h bA, bBii = h bB, h bA, bBii = 0, on démon-
tre [29]

exp
³ bA+ bB´ = exp³ bA´ exp³ bB ´ expµ−1

2

h bA, bBi¶ (1.11)

Ces brefs rappels sont d’abord appliqués pour des processus physiques pour
lesquels l’Hamiltonien bH est indépendant du temps. La dynamique d’un état
est décrite par l’équation de Schrödinger (représentation de Schrödinger) :

i~
∂

∂t
|ψ(t)i = bH |ψ(t)i (1.12)

La solution s’obtient par l’intermédiaire de l’opérateur unitairebU(t, t0) = e−
i
~ (t−t0)Ĥ , sous la forme |ψ(t)i = bU(t, t0) |ψ(t0)i . La norme du

vecteur est conservée et les valeurs propres sont invariantes sous l’action de cet
opérateur. Notons que dans la représentation de Heisenberg, les vecteurs sont
considérés comme stationnaires et les opérateurs sont dépendants du temps.
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L’équivalence entre la représentation de Schrödinger et celle de Heisenberg se
traduit par

|ψS(t)i = bU(t, t0)|ψHi, (1.13)

ÂH(t) = bU+(t, t0)ÂS
bU(t, t0) (1.14)

de sorte que l’équation d’évolution d’un opérateur A s’écrit

ı~ ∂
∂t
ÂH (t) =

h
ÂH (t) , Ĥ

i
(1.15)

La troisième représentation dite ”interaction picture” est adaptée dans le cas
où l’Hamiltonien Ĥ est la somme de deux termes Ĥ = Ĥ0+ Ĥ1. En effet, pourbU0(t, t0) = e−

ı
~ (t−t0)Ĥ0 qui satisfait l’équation

i~
dU0
dt

= HS
0 U0, U

+
0 (t, t0) = U−10 (t, t0) (1.16)

la relation entre cette représentation et celle de Schrödinger

ÂI (t) = bU+
0 (t, t0)ÂS

bU0(t, t0) (1.17)

|ψI(t)i = bU+
0 (t, t0) |ψS(t)i (1.18)

montre que les vecteurs et les observables sont des variables du temps. L’équa-
tion d’évolution de la fonction d’onde dans la représentation "interaction pic-
ture" est

ı~ ∂
∂t
|ψI(t)i = ĤI

1 |ψI(t)i (1.19)

ĤI
1 = bU+

0 (t, t0)H
S
1
bU0(t, t0) (1.20)

Certains opérateurs jouent un rôle prépondérant dans la description d’un sys-
tème physique. Il s’agit de projecteurs, d’opérateurs densité et des opérateurs
fondamentaux de l’oscillateur harmonique dont les propriétés principales sont
énumérées ici sans démonstration. Notons que l’oscillateur harmonique sert à
décrire convenablement le comportement des systèmes au voisinage de leurs
états d’équilibre stable.

b) Opérateur de projection

Soit un ket |ψi normé à l’unité. L’opérateur Pψ = |ψi hψ| agissant sur un état
quelconque |φi , donne un état proportionnel à |ψi tel que le coefficient de
proportionnalité est le produit scalaire hψ |φi . Les propriétés principales de
cet opérateur sont
• bP 2

m = bPm;

•Pm
bPm = 1; bPm

bPn = 0 pour m 6= n;

•
³ bPm + bPn

´2
= bPm + bPn si et seulement si bPm

bPn = bPn
bPm = 0;

•
³ bPm · bPn

´2
= bPm · bPn si [ bPm, bPn] = 0.
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c) Opérateur densité

On dit que l’information sur l’état d’un système physique est incomplète
lorsque celui-ci est décrit par une superposition d’états {|ψλi}nλ=1 chacun de
probabilité pλ (pλ > 0;

P
λ pλ = 1). L’opérateur densité s’écrit :

ρ =
X
λ

pλ|ψλihψλ| (1.21)

Cet opérateur représente un outil mathématique très commode car il rend
simple l’application simultanée des postulats de la mécanique quantique et des
résultats du calcul des probabilités. En outre, cette classe d’opérateurs incluant
à la fois les états purs et leur mélange statistique, et exprimant la connaissance
(au sens probabiliste) de chacun par l’intermédiaire des probabilités pλ, joue
un rôle important dans le traitement de l’information quantique.
La probabilité P (an) d’observer la valeur propre an de l’observable Â, est alors
donnée par la somme sur tous les états possibles des produits de la probabilité
d’obtenir la valeur propre an lorsque l’état est |ψλi et de la probabilité pλ
d’obtenir l’état |ψλi : P (an) =

P
λ pλ|hψλ|ani|2. Cette expression peut être

réécrite sous la forme P (an) = han|ρ|ani. D’autre part, en prenant une base
orthonormée complète, on déduit facilement que :

hÂi = Tr(ρÂ) (1.22)

Nous énumérons ci-dessous quelques propriétés de l’opérateur densité :
• ρ = ρ+ ; ρ est hermitique
• Tr(bρ) = 1;Tr(bρ2) < 1 (= 1 pour un état pur) ;
• hψ|bρ |ψi ≥ 0, ∀ |ψi ∈ H;
• Tr(bρbρ,) = Tr(bρ,bρ);
• ∂Tr(f(bρ)) = Tr(∂bρ∂f(bρ));
• Tr(∂bρbρ,) = 0, si ∀ ∂bρ = ∂bρ+ =⇒ bρ, = 0;
• i~∂bρ

∂t
=
h
Ĥ,bρi ; (équation d’évolution de l’opérateur bρ).

Après avoir défini l’outil mathématique qui permet de caractériser le plus com-
modément possible un état aussi bien macroscopique que microscopique, on
peut définir de manière explicite l’intrication quantique ainsi que l’entropie
d’un système en termes d’opérateurs densités.

c.1) Intrication
Soit un système S constitué de deux parties A et B dont les états appartien-

nent à des espaces de Hilbert HA et HB distincts (respectivement de bases |aii
et |bji ). Si on prépare un état du système en effectuant un ensemble complet
de mesures sur A et B séparément, on a alors un produit tensoriel direct tel
que [13] bρAB =X

i

wibρiA ⊗ bρiB, X
i

wi = 1 (1.23)
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où bρiA et bρiB sont les opérateurs densité relatifs aux sous systèmes A et B
respectivement et wi le poids statistique correspondant à l’observable Oi.
L’équation (1.23) définit ainsi un état séparable tel qu’une action seulement sur
A, laisse l’état de B et les prévisions des résultats de mesure sur B inchangés.
On peut, cependant, préparer aussi S par des mesures conjointes d’observables
de l’ensemble (AB). Dans ce cas, l’état du système global est un état non
séparable ou ”intriqué” tel que |ψABi 6= |ψAi |ψBi , ou en termes d’opérateurs

bρAB 6=X
i

wibρiA ⊗ bρiB (1.24)

L’opérateur densité bρAB est un projecteur, mais en général pas bρA et bρB qui
sont toujours des opérateurs densité hermitiques. Ce ne sont des projecteurs
(Tr bρ2 = 1) que si A et B ne sont pas intriqués (systèmes indépendants).
Les états intriqués donnent lieu à des corrélations quantiques qui ont un temps
de vie limité, parfois trop court pour être observable expérimentalement. En
effet, les systèmes qui sont fortement couplés entre eux, sont en général aussi
fortement couplés à leur environnement. Ce couplage avec l’environnement en-
traîne un processus de décohérence [30] si bien que le système va abandonner
un état superposé de plusieurs états pour un état mélange statistique où les
états sont orthogonaux donc sans interférences. La décohérence est d’autant
plus rapide que la taille du système est grande ; ce qui explique la difficulté
d’observer expérimentalement des corrélations quantiques lorsque le nombre
de particules mises en jeu augmente ; voir leur inexistance à l’échelle macro-
scopique [31]. Toutefois, les progès technologiques récents ont permis de ma-
nipuler des systèmes décrits par des superpositions quantiques macroscopiques
[32] dans des environnements parfaitement contrôlés. On note également que
l’intrication pour un état microscopique bien isolé de l’extérieur dure autant
que le système lui même, en l’absence de toute mesure nécessairement.

c.2) Entropie
L’entropie probabiliste d’un système physique décrit par une observable A,

comme elle a été introduite par Shannon [33],

H (A) = −
X
a

p (a) log p (a) (1.25)

est une grandeur qui mesure le degré de notre connaissance du système où
p (a) est la probabilité de mesurer la valeur propre a de A. H (A) n’est ni
une observable attachée au système physique ni un état qui le décrit. Elle
nous permet, en effet, de déduire toute l’information possible d’un système
donné à partir de la mesure de l’observable A. Elle se distingue de l’entropie
thermodynamique bien que de nombreuses relations entre les deux définitions
sont démontrées [34].
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En mécanique quantique, l’entropie est définie par von Neumann en termes de
matrice densité [35]

S (ρ) = −kBTr (ρ ln ρ) (1.26)

avec kB la constante de Boltzmann que nous posons égale à 1 et bρ l’opérateur
densité du système (Trbρ = 1). Cette entropie peut être également l’entropie
de Shannon lorsque ρ décrit un mélange statistique d’états.
Quand l’état d’un système est parfaitement connu (état pur), une mesure n’ap-
porte aucune information sur ce dernier car le résultat est connu d’avance,
par conséquent l’entropie est nulle. Elle est positive lorsque l’état du système
est décrit par un mélange statistique d’états dont l’opérateur densité s’écrit
ρ =

P
λ pλ|ψλihψλ|

L’entropie calculée à partir de l’opérateur densité total de deux systèmes A
et B qui est SAB = −Tr (ρAB ln ρAB) n’est pas, en général, égale à la somme
des deux entropies des deux sous systèmes SA,B 6= SA + SB [35] ; propriété
résultant de l’intrication (superposition) des états de A et B [36]

d) Opérateur densité partiel

On a recours aux opérateurs densité partiels lorsque on a des systèmes formés
par plusieurs sous-systèmes.
Soit un système S composé de deux sous systèmes indépendants U et V . L’es-
pace HS = HU ⊗HV est le produit tensoriel des deux sous espaces HU et HV .
Soient {|aii i = 1, 2, 3...} et {|bji j = 1, 2, 3...} les bases complètes orthonor-
mées respectivement des deux sous systèmes U et V. Dans l’espace HS, l’état
décrivant le système composé est |ψi = P

i,j=1 ci,j |aii ⊗ |bji et l’opérateur
densité correspondant est :

ρ = |ψi hψ| =
X
i,j,k,l

ci,j c
∗
k,l |aii hak| ⊗ |bji hbl| (1.27)

=
X
i,j,k,l

ρij,kl |aii hak| ⊗ |bji hbl| (1.28)

Il est possible de décrire les propriétés de l’un des deux sous systèmes sans
avoir aucune information sur l’autre grâce à l’opérateur densité partiel que
l’on définit respectivement pour U et V :

ρu = Trvρ =
X
j

hbj| ρ |bji =
X
i,jk

ρij,kj |aii hak| (1.29)

ρv = Truρ =
X
i

hai| ρ |aii =
X
i,j,l

ρij,il |bji hbl| (1.30)

Ainsi, lorsqu’un système n’est pas isolé de son environnement Σ on peut le
caractériser par son opérateur densité partiel où les degrés de liberté de Σ ne
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sont pas pris en compte. L’observable bAu du sous système U est alors décrite
par les éléments de matrice

hai| bAu |aki = hai, bj| bAu ⊗ 1v |ak, bli (1.31)

dans U et la valeur moyenne de l’observable bAu dans l’espace total est

h bAui = Tr(ρu bAu) (1.32)

De la même manière, une autre observable bBv de V peut être aussi définie
comme dans le cas de U ; ces deux observables partagent un ensemble de
vecteurs propres si et seulement si elles commutent.

e) Oscillateur harmonique

L’oscillateur harmonique intervient de manière importante dans la déscription
du champ électromagnétique. En effet, ce dernier peut être développé dans une
cavité sur plusieurs modes et l’on démontre à partir des équations de Maxwell
que chaque mode est équivalent à un oscillateur harmonique indépendant.
Nous rappelons ci dessous quelques résultats relatifs à cet opérateur en partant
de la relation canonique de commutation (CCR)

[bx, bp] = i~ (1.33)

vérifiée par les deux opérateurs bx et bp, position et impulsion repectivement.
La CCR suppose que la dimension de l’espace est infinie et que les opérateurs
sont bornés. L’expression (1.33) est aussi vérifiée pour les opérateurs bornés à
spectre discret dans un espace de dimension finie. En effet, pour deux opéra-
teurs ba et bb tels que babb = �bb ba, et bad = bbd = 1 où � = exp(2π

d
) et d la dimension

de la base, deux autres opérateurs hermitiques en dérivent directement [27]

bq = −ir d

2π
log ba, bp = −ir d

2π
log bb (1.34)

Les éléments de matrice du commutateur dans la baseµ
B :

©|�kiª , h�k|�li = 1√
d
exp(

2π

d
kl), k, l = 0, 1, ..., d− 1

¶
s’écrivent

[bq, bp]k,l =


d(d− 1)
2

, �k−l = 1
d

�k−l−1
, �k−l 6= 1

(1.35)

La trace de ce commutateur est nulle (Tr([bq, bp]) = 0). On retrouve les expres-
sions habituelles des deux observables lorsque la somme discrète est remplacée
par une intégrale [37].
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D’autre part, l’Hamiltonien d’une particule libre de masse m = 1 dans un
espace d→∞ (cas classique) est

bH =
1

2

¡bp2 + ω2bx2¢
Pour quantifier le champ électromagnétique, on introduit l’opérateur non her-
mitique ba = ωbx+ ibp√

2~ω
(1.36)

et son conjugué ba+ qui sont respectivement les opérateurs d’annihilation et de
création de photons. À partir de la CCR, on montre que [ba,ba+] = 1. D’autre
part, les opérateurs et l’Hamiltonien deviennent après substitution

bx =r ~
2ω

¡ba+ ba+¢ , bp = −ir~ω
2

¡ba− ba+¢ , bH = ~ω
µba+ba+ 1

2

¶
(1.37)

où le terme
~ω
2
est l’énergie dûe aux fluctuations du vide.

À présent, soit |ni un état propre de bN = ba+ba et également de bH puisque

bH |ni = ~ω
µba+ba+ 1

2

¶
|ni = ~ω

µ bN +
1

2

¶
|ni = ~ω(n+ 1

2
) |ni (1.38)

n est le nombre de quanta ayant la même énergie d’excitation En =
¡
n+ 1

2

¢
~ω

pour un mode donné. Par un choix convenable des constantes [27], on démontre
les relations suivantes :

bak |ni =

s
n!

(n− k)!
|n− ki (1.39)

ba+k |ni =

r
(n+ k)!

n!
|n+ ki (1.40)

La base {|ni} est orthonormée (hm |ni = 1 si et seulement si m = n) et
satisfait à la relation de fermeture

P
n |ni hn| = 1. Retenons aussi que

[ba,ba+ba] = ba, [ba+,ba+ba] = −ba+ et que [ba2,ba+2] = 4ba+ba+ 2.
Par ailleurs, il convient de souligner quelques remarques concernant les opéra-
teurs définis auparavant
• Les valeurs propres de bN sont réelles et non négatives.
• ba |0i = 0.
• l’état |φi = ba+ |0i ne peut être normalisé.
• les opérateurs ba et ba+ n’ont pas d’inverses.
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f) Opérateur unitaire de déplacement

On définit l’opérateur unitaire de déplacement comme

cD (α) = exp ¡αba+ − α∗ba¢ = expµ−1
2
|α|2

¶
exp

¡
αba+¢ exp (−α∗ba) (1.41)

avec α ∈ C. Les propriétés essentielles de bD(α) sont rappelées sans démon-
stration ci-dessous
• cD (α) |γi = exp (i=αγ∗) |α+ γi
• cD (α) cD (β) =cD (α+ β) exp (αβ∗ − α∗β) ;

• Tr
h bD(α) bD(β)i = π δ(α− β);

• bD(α)ba bD+(β) = ba− α;

• bD(α)ba+ bD+(β) = ba+ − α∗.

1.2 Représentations

La représentation dépend généralement du problème à étudier. On la choisit
afin que les calculs à effectuer soient simplifiés au maximum. Les représenta-
tions étant nombreuses ; nous ne citerons que celles qui sont les plus fréquem-
ment utilisées dans ce mémoire.

1.2.1 États cohérents

Les états cohérents sont obtenus comme la superposition linéaire et infinie des
états de Fock [38]. On définit pour tout α ∈ C

|αi =
∞X
n=0

αn

√
n!
exp

Ã
− |α|

2

2

!
|ni (1.42)

Ils représentent les états propres de l’opérateur d’annihilation ba tel que
ba |αi = α |αi , hα|ba+ = hα|α∗ (1.43)

La condition de normalisation de l’état cohérent s’obtient à partir de :

1

π

Z
|αihα|d(<eα)d(=mα) =

X
m

1

m!

·Z
2|α|d(|α|)|α|2m exp(−|α|2)

¸
|mihm|

=
X
m

|mihm| = 1 (1.44)

Les états cohérents ne sont pas orthogonaux ; leur produit scalaire est donné
par

hα|βi = exp
µ
α∗β − |α|

2

2
− |β|

2

2

¶
(1.45)
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On dit que la base {|αi} est surcomplète ; c’est à dire normée mais non orthogo-
nale. Les valeurs moyennes des observables position et impulsion calculées dans
l’état |αi sont respectivement

hα| bx |αi =

r
2~
ω
<e (α) (1.46)

hα| bp |αi =
√
2~ω=m (α) (1.47)

σ2x = σ2p =
~
2

(1.48)

1.2.2 Nombre

Pour l’interprétation des expériences de comptage de photons (détection dis-
crète), la représentation nombre s’avère très utile. L’amplitude de la probabilité
de mesurer n photons dans l’état |αi pris comme exemple est

hn |αi = αn

√
n!
exp

Ã
− |α|

2

2

!
(1.49)

À partir de la base orthonormée formée par les états propres {|ni} de l’opéra-
teur bN , on montre que hn| bx |ni = hn| bp |ni = 0. On montre également que
hm|cD (α) |ni = exp

Ã
− |α|

2

2

!X
c

hm| exp ¡αba+¢ |ci hc| exp (−α∗ba) |ni
=

r
m!

n!
(−α∗)(n−m) exp

Ã
− |α|

2

2

!
L(n−m)m

¡|α|2¢ , (m ≤ n)

(1.50)

où Ln−m
m (|α|2) sont les polynômes de Laguerre [39]

Ln−m
m (|α|2) = 1

m!
e|α|

2 |α|−2(n−m) dm

d|α|2m
³
e−|α|

2|α|2n
´

(1.51)

De même, une classe d’états déduits des états cohérents constitue une base
utile. Ce sont des états comprimés définis par l’opérateur [40]

bS (ζ) = ζ∗a2 − ζa+2

2
, ζ ∈ C (1.52)

tel que

|α, ζi = bS (ζ) |αi = ∞X
k=0

αk

√
k!
exp

µ
− |α|

2

2

¶ bS(ζ) |ki (1.53)
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La représentation nombre des états comprimés dont une étude détaillée est
donnée dans le prochain chapitre s’obtient simplement [41]

hn|α, ζi =
X
m

hn|bS (ζ) |mi hm| bD (α) |0i (1.54)

=

vuuth
exp(iφ) tanh(r)

2

in
n! cosh(r)

exp

µ
− |α|

2 + α∗ exp(iφ) tanh(r)
2

¶
Hn

Ã
α+ α∗ exp(iφ) tanh(r)p

2 exp(iφ) tanh(r)

!
(1.55)

où Hn sont les polynômes de Hermite dont on rappelle une propriété [42] qui
sera utilisée dans le chapitre 2 (calcul des moments d’ordre n de la densité de
probabilité d’un état comprimé)

∞X
n=0

tn

2nn!
Hn(x)Hn(y) =

¡
1− t2

¢− 1
2 exp

µ
2x y t− (x2 + y2) t2

1− t2

¶
(1.56)

1.2.3 Position

Lorsque la détection d’un champ électromagnétique est homodyne (détection
d’une variable aléatoire continue), la représentation position sera préférée (cf
Annexe E). En effet, l’opérateur de mesure sera alors bx dont on peut interpréter
les valeurs propres comme correspondant à la composante réelle du champ
électrique de la radiation.
À partir de bx |xi = x |xi , R∞−∞ |xi hx| dx = 1, ~ = 1, on démontre les égalités
suivantes

hx|αi =
³ω
π

´ 1
4
exp

µ
−ωx

2

2
+ α
√
2ωx− α<e (α)

¶
(1.57)

hn|xi =
1

π

Z
hn|αi hα|xi d (<e (α)) d (=m (α))

= (ω)
1
4

1p
2nn!
√
π
exp

µ
−ωx

2

2

¶
Hn

¡
x
√
ω
¢

(1.58)

hx| pi =
1√
2π
exp (ipx) (1.59)

avec Hn (x
√
ω) les polynômes d’Hermite [39].

Pour ζ ∈ R, l’amplitude de la probabilité de mesurer x dans l’état comprimé
|α, ri est

hx|α, ri =
µ
2 exp(2r)

π

¶ 1
4

exp(−x2 + 2α exp(r)x− |α|
2 + α2

2
) (1.60)

Pour ζ ∈ C, ces expressions s’écrivent de manière assez compliquée et le car-
actère Gaussien est cependant conservé [43].



Chapitre 2

Lois de probabilité de quelques
états particuliers

Les rayonnements auxquels nous nous intéressons sont représentés par des
champs cohérents généralisés. Nous considérons, dans ce chapitre, quatre types
de radiations : le champ superposé, le champ comprimé, le champ cohérent
et finalement le champ thermique. Les densités de probabilité qui leur sont
associées ainsi que les deux premiers moments analysés nous permettront de
mettre en évidence les propriétés statistiques de chaque état, révélant ainsi
l’aspect quantique ou classique du champ.
En effet, l’analyse préliminaire des états ou des opérateurs densités qui décrivent
les différents rayonnements est importante car elle nous offre la possibilité de
connaître tous les paramètres qui caractérisent chaque champ avant son inter-
action avec l’atome (objet du chapitre suivant).

2.1 Rappels

On définit tout d’abord la fonction génératrice à partir de laquelle seront dé-
duits les différents moments.
Les observables que nous considérons sont le nombre de photons n et l’intensité
intégrée W. On leur associe respectivement les opérateurs de mesure bN etcW . Il est à noter que, dans le cas général, l’intensité intégrée dépend à la
fois du temps initial t0 et du temps final t1 mais non plus de la différence
|t1−t0| et que l’intensité instantanée I représente le carré du module du champ
électromagnétique E

I (θ) = E (θ)E∗ (θ) (2.1)

W (t0, t1) =

Z t1

t0

I (θ) dθ (2.2)

23
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La fonction génératrice est déduite de la densité de probabilité de W (ou n)

G(ξ, t0, t1)
4
= hexp (−ξW (t0, t1))i 4=

∞X
n=0

(1− ξβ)nP (n, t0, t1) (2.3)

G(ξ, t0, t1) vérifie la condition nécessaire 0 ≤ G(ξ, t0, t1) ≤ 1 quel que soit t0, t1
dans le domaine 0 ≤ ξ ≤ 1. Par ailleurs, la densité de probabilité est décrite en
termes d’opérateurs P (n, t0, t1) = Tr

³
|ψi hψ| bN´ avec ρ = |ψi hψ| l’opérateur

densité décrivant l’état du champ et
­
e−ξW (t0,t1)

®
= Tr

³
ρ e−ξcW´.

Le paramétre β = (e−t0 − et1) se simplifie pour des champs stationnaires que
nous considérons ici. En effet, pour t1 = t0+T et t0 = 0, β = 1−e−T ' T pour
T ¿ τ c (τ c : temps de cohérence du champ), soit β = 1 pour un intervalle de
temps unité.
Les moments factoriels d’ordre k de n et les moments d’ordre k de l’intensité
intégrée W se déduisent de l’équation (2.3) :­

n[k]
®
=
­
W k
®
= (−1)k ∂k

∂ξk
G (ξ) |ξ=0 (2.4)

avec
­
n[k]
®
= hn (n− 1) (n− 2) . . . (n− k + 1)i .

Par ailleurs, sachant que la densité de probabilité de mesurer n particules P (n)
est donnée en fonction de la densité de probabilité de l’intensité intégrée P (W )
par [44]

P (n) =

Z ∞

0

e−W
W n

n!
P (W ) dW (2.5)

d’une part et d’autre part Gn(u) =
P

n e
−unP (n), on peut établir alors la

relation :
GW (ξ) = Gn

¡
1− e−ξ

¢
; u = 1− e−ξ (2.6)

2.2 État Cohérent

2.2.1 Dans la base {|ni}
Un état cohérent est un état propre de l’opérateur d’annihilation ba|αi = α |αi
qui peut être développé dans la base orthonormée {|ni} (kets propres de l’oscil-
lateur harmonique) :

|αi =
X
n

|ni hn|αi =
X
n

cn |ni (2.7)

D’autre part, l’amplitude de probabilité de mesurer n dans l’état |αi est
obtenue par action de ba sur les états |ni :

hn|ba|αi = √n+ 1hn+ 1|αi 4= αhn|αi (2.8)
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Fig. 2.1 — figure illustrant les densités de probabilité pour les champs : a)
superposé avec hniC = 4 et ϕ = 0 ; b) comprimé avec hniC = 4 et r = 1; c)
cohérent avec hniC = 4 et d) thermique avec hniT = 0.1

D’où par récurrence :

hn|αi = αn

√
n!
h0|αi

Comme l’état cohérent est normé

hα|αi = |h0|αi|2
X
n

|α|2n
n!

= 1

et X
n

|α|2n
n!

= e|α|
2

nous déduisons l’expression déjà définie en (1.42) :

|αi = e−
|α|2
2

X
n

αn

√
n!
|ni (2.9)
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et finalement la densité de probabilité (d.d.p) de trouver n photons dans l’état
|αi est une loi de Poisson (voir figure 2.1 (c)) :

PC (n) = |hn|αi|2 = e−|α|
2 |α|2n
n!

(2.10)

Ayant déterminé PC (n) , nous déduisons respectivement les fonctions généra-
trices des moments pour W et n

GW (ξ) = e−|α|
2ξ; Gn (ξ) = e−|α|

2(1−e−ξ) (2.11)

À partir de hn2iC = hniC (hniC + 1) , nous déduisons la variance et le moment
factoriel réduit d’ordre 2 :¡

σ2n
¢
C
= hniC = |α|2 ; hC =

hn2iC − hniC
hni2C

= 1 (2.12)

De même, la variance (σ2W )C calculée à partir des deux premiers moments de
l’intensité intégrée hW i = hniC ; hW 2i = hni2C est nulle.

2.2.2 Dans la base {|xi}
Soit l’opérateur position bX = 1√

2
(ba+ ba+) tels que

bX |xi = x |xi et
Z
|xi hx| dx = 1 (2.13)

L’équation qui régit l’amplitude de la probabilité de mesurer x dans l’état |αi,
sachant que bp = −i ∂

∂x
est

hx|ba |αi = 1√
2

µ
x hx|αi+ ∂

∂x
hx|αi

¶
(2.14)

√
2α hx|αi = x hx|αi+ ∂

∂x
hx|αi (2.15)

Cette équation différentielle a pour solution hx|αi = C e−
x2

2
+α

√
2x. La d.d.p.

correspondante étant normée, soit

P (x) = |hx|αi|2 = 1

σx
√
2π

e
−
(x− hxi)2
2σ2x (2.16)

qui est une loi de Gauss de moyenne hxi = √2αx et de variance σ2x =
1
2
.

De même, on trouve des expressions similaires pour P (p) = |hp|αi|2 , en
particulier σ2p =

1
2
. Une représentation de l’état cohérent par un vecteur −→α
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α

Fig. 2.2 — Représentation géométrique de l’état cohérent dans l’espace des
phases. Cet état appartient à la classe d’incertitude minimale (∆x∆p = 1

2
).

dans l’espace des phases dans la figure 2.2 montre que cet état, pour lequel
(∆x)2 = (∆p)2 = 1

2
, appartient à la classe des états d’incertitude minimale

(relation d’incertitude d’Heisenberg).

Notons que toutes ces propriétés et relations décrivant l’état |αi et écrites dans
le formalisme de la mécanique quantique, ne sont pas caractéristiques d’un
état purement quantique et sont en fait également interprétables en physique
classique.

Il n’en est pas de même de la radiation générée par la superposition d’états
cohérents. Ce type d’état présente plusieurs aspects difficilement interprétables
dans le cadre de la physique classique comme nous le verrons ci dessous. Nous
verrons également dans le chapitre 5 que le choix de ce nouvel état permet
d’améliorer les performances d’un systéme de détection.
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2.3 État Superposé

2.3.1 Dans la base {|ni}
Pour définir l’état superposé, appelé aussi ”état de Schrödinger” [22], nous le
considérons comme la superposition quantique de deux états cohérents

|ψi = c
¡|αi+ λeiϕ |−αi¢ (2.17)

et nous limitons son analyse aux cas où les paramètres c, ϕ, α, λ ∈ R. Nous
tenons compte, cependant, d’une réalisation non idéale de cette superposition
par le paramètre de phase qui se révèlera par la suite très utile pour la trans-
mission de l’information quantique (cf. Chapitre 5).
La normalisation de (2.17) pour le cas où λ = 1 conduit à

c2 =
1

2 + 2 e−2α2 cos(ϕ)
(2.18)

dont un calcul détaillé est présenté dans l’Annexe E. La valeur particulière de λ
ne restreint en rien la généralité des résultats auxquels on aboutit. L’opérateur
densité bρ = |ψihψ| de cet état pur révèle des propriétés purement quantiques
dont quelques unes peuvent être déduites par l’étude de la probabilité du nom-
bre de photons. Pour cela, nous calculons la d.d.p. dans la représentation |ni
(voir Annexe E)

PS(n) = |hn |ψi|2 = (1 + (−1)n cos (ϕ))
(1 + e−2α2 cos (ϕ))

PC (n) (2.19)

où PC(n) est la d.d.p de Poisson. Notons que d’après (2.19), PS (n) s’annule
pour des valeurs impaires (paires) de n, lorsque ϕ = 0 (π). Le tracé de PS(n)
(voir figure 2.1 (a)), montre des oscillations dues aux effets d’interférence des
deux champs cohérents représentés respectivement par les états |αi et |− αi.
La fonction génératrice s’écrit sous la forme :

Gs
W (ξ) =

e−α
2

1 + e−2α2 cosϕ

∞X
n=0

(1− ξ)n (1 + (−1)n cosϕ) (α
2)

n

n!

=
e−ξ α

2
+ ν eξ α

2

1 + ν
(2.20)

expression dans laquelle α2 = S = hniC est l’intensité du champ pour un
intervalle de temps unité et ν = e−2α

2
cosϕ. Les deux premiers moments de n

en découlent de sorte que

hniS = 1− ν

1 + ν
α2, hn2iS = α4 + hni (2.21)
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Fig. 2.3 — Moment factoriel réduit d’ordre 2 du champ superposé caractérisant
les effets sub et super Poissonnien pour différentes valeurs de la phase φ.

soit ¡
σ2n
¢
S
= α4

4 ν

(1 + ν)2
+ α2

1− ν

1 + ν
(2.22)

Nous déduisons le moment factoriel réduit d’ordre 2 dont un calcul détaillé est
présenté en Annexe E :

hS =
(hn2iS − hniS)

hni2S
=

µ
e2S + cosϕ

e2S − cosϕ
¶2

(2.23)

Cette grandeur dépend de la puissance du signal S et de la phase ϕ. Pour
ϕ = π

2
, 3π
2
, nous retrouvons le cas d’une distribution de Poisson. Le calcul exact

de cette expression pour S variant entre 0 et 3 (voir figure 2.3 ) montre un
caractère super-Poissonnien (hS ≥ 1) lorsque −π

2
≤ ϕ < π

2
et sous-Poissonnien

(hS ≤ 1) lorsque π
2
< ϕ < 3π

2
.

Par ailleurs, nous notons que la variance pour ce champ est positive ou nulle,
quelles que soient les valeurs de α et ν
Un calcul analogue à celui effectué pour le cas du champ cohérent, permet
d’aboutir aux deux premiers moments de l’intensité intégrée

hW iS = hniS, hW 2iS = α4 (2.24)
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Fig. 2.4 — Variance d’un champ superposé lors de la mesure des deux ob-
servables N̂ et Ŵ . Cette grandeur illustre le caractère quantique de l’état
superposé.

soit pour la variance ¡
σ2W
¢
S
= α4

4 ν

(1 + ν)2
(2.25)

L’expression (2.25) qui est du signe de cosϕ, montre que l’intensité lumineuse
n’existe que pour −π

2
≤ ϕ ≤ π

2
. D’autre part, on montre que la valeur de la

phase imposant VW ≥ 0 dépend, en général, de α2 (voir Annexe E). En effet, la
condition retenue (−π

2
≤ ϕ ≤ π

2
) est vérifiée seulement pour α2 < 5; au delà de

cette valeur de puissance la variance pour l’intensité intégrée est définie pour
toutes les valeurs de la phase ϕ.
Ainsi pour un champ non classique, la grandeur classique appelée intensité
lumineuse n’est pas toujours définie puisqu’il existe une région des valeurs de
ϕ et de puissance S conduisant à des résultats évidemment erronés (voir figure
2.4). Ceci ne concerne que l’intensité car l’observable nombre de photons est
d’interprétation physique toujours satisfaisante [45]. Ce dernier point peut être
confirmé sur un deuxième exemple, le champ comprimé dont nous présentons
ci-dessous brièvement les calculs de PSq (n), G

Sq
W (ξ) , (σ

2
W )Sq et (σ

2
n)Sq .
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2.3.2 Dans la base {|xi}
Le calcul de la densité de probabilité dans la base {|xi} de cet état est détaillé
dans l’Annexe E. La d.d.p. sera utilisée dans le chapitre 5 pour calculer les
performances d’un système de détection lorsque le récepteur choisi mesure la
composante réelle du champ électromagnétique.

2.4 État Comprimé

Une autre classe de sources cohérentes [41] révèle des propriétés quantiques
aussi intéressantes que les états superposés. Cette radiation est décrite par des
états cohérents pour lesquels les fluctuations de l’observable position bx sont
nettement réduites tandis que celles de l’observable impulsion bp augmentent
(limite quantique imposée par l’inégalité de Heisenberg). Notons que générale-
ment seules les valeurs propres de bx sont expérimentalement exploitées, les
vecteurs propres ne jouant pas de rôle dans ce travail.
L’état comprimé est donc un état cohérent transformé par l’opérateur bS (ζ)
[40]

|σi = bS (ζ) |αi (2.26)

où bS (ζ) = e
1
2(ζ

∗ba2+ζba+2), et ζ = reiϕ est le coefficient de compression. À cause
de la forme de bS (ζ) , les calculs de hn |σi et de hx |σi deviennent plus complexes,
leurs expressions sont données sans démonstration en (1.55) et (1.60). On se
limite ici au cas où ζ = r est réel et positif.

2.4.1 Dans la base {|ni}
On définit un nouvel opérateur annihilation obtenu par la transformation :

bb = µba+ νba+ (2.27)

qui est canonique,
hbb,bb+i = 1, dans la mesure où les paramètres µ, ν ∈ R

satisfont la condition
µ2 − ν2 = 1

L’equation aux valeurs propres est

bb |β;µ, νi = β |β;µ, νi (2.28)

tel que pour ν = 0, |βi ≡ |αi . La projection de l’état nombre sur |βi permet
de déterminer la densité de probabilité :

PSq(n) = |hn|βi|2 = e−α
2(1+tanh(r))

cosh(r)

³
tanh(r)
2

´n
n!

H2
n(z) (2.29)
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dont un calcul détaillé est présenté en Annexe A . Pour α ∈ R, nous posons

z2 =
α2e2r

sinh(2r)
(2.30)

µ = cosh(r) (2.31)

ν = sinh(r) (2.32)

hniC = |α|2 , et Hn(z) désignent les polynômes d’Hermite. Comme le montre
la figure 2.1 (b), cette d.d.p. admet des valeurs de nq tel que PSq (nq) = 0. Ces
valeurs correspondent aux points oùH2

n (z) = 0. Notons cependant qu’un choix
différent de r montrerait l’existence de plusieurs nq qui représentent en fait les
abscisses où les oscillations engendrées par les opérateurs a et a+ s’annulent.
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Fig. 2.5 — Moment factoriel réduit d’ordre 2 caractérisant l’effet sub Poisson-
nien du champ comprimé. Le facteur de compression étant égal à
r∗ ≈ (1/6) arg sinh (2 hniC) ; hniC = S.

Afin de calculer les deux premiers moments, nous disposons de deux méthodes.
La première directe, consiste à calculer, à partir de la définition de l’opérateurbb, les valeurs moyennes

hβ|bb+bb |βi , hβ|bb+bbbb+bb |βi , hβ| bbbb+bb2 |βi , ... (2.33)
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Fig. 2.6 — Variance du champ comprimé lors de la mesure des deux observables
N̂ et Ŵ . Pour r . 1.4 (σ2W < 0) , l’interprétation de l’intensité intégrée W en
termes d’intensité classique est mise en défaut.

La deuxième méthode revient à calculer la fonction génératrice des moments
de l’intensité intégrée comme dans le cas des champs cohérent et superposé :

GW (ξ) =
∞X
n=0

(1− ξ)nPSq(n) (2.34)

À partir de l’équation (1.56), nous obtenons

GW (ξ) =
e−α

2(1+tanh(r))

cosh(r)

1q
1− (1− ξ)2 tanh2(r)

exp

µ
2z2 (1− ξ) tanh(r)

1 + (1− ξ) tanh(r)

¶
(2.35)

expression à partir de laquelle nous déduisons les deux premiers moments de
n ainsi que la variance :

hniSq = hniC + sinh2(r) (2.36)¡
σ2n
¢
Sq

= hn2iSq − hni2Sq = e−2rhniC + sinh
2(2r)

2
(2.37)
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2
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β

Fig. 2.7 — Représentation géométrique de l’état comprimé (état d’incertitude
minimale∆x∆p = 1

2
) dans l’espace des phases. Notons que le cercle correspond

au cas cohérent.

Notons que hniC est le nombre moyen de photons correspondant à un
champ cohérent. Le calcul exact du moment factoriel réduit d’ordre 2 pour le

champ comprimé montre un caractère sous Poissonnien hSq =
(hn2iSq−hniSq)

hni2Sq
< 1

comme le montre la figure 2.5.
Par ailleurs, les deux premiers moments de W sont déduits de (2.34) :

hW iSq = α2 + sinh2(r) (2.38)

hW 2iSq = 2 sinh4(r) + α4 + 2α2 sinh2(r)

+
1

4
sinh2(2r)− 2α2e−r sinh(r) (2.39)

soit pour la variance¡
σ2W
¢
Sq
= sinh4(r) +

1

4
sinh2(2r)− 2α2e−r sinh(r) (2.40)

Nous remarquons que (σ2W )Sq prend, là également, des valeurs négatives pour
0 ≤ r ≤ rc =

1
4
a sinh(4α2) (voir figure 2.6). Ceci est naturellement inacceptable
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Fig. 2.8 — Variance σ2 d’un champ comprimé en fonction du degré de com-
pression r pour plusieurs valeurs de hniC . Cette figure permet de vérifier que
l’approximation r∗ ≈ (1/6) arg sinh (2 hniC) est satisfaisante pour des valeurs
de hniC élevées.

pour une variance [45]. On vérifie que l’approximation de rc est en bon accord
avec le calcul numérique.

2.4.2 Dans la base {|xi}
De même, pour α réel et ρ = e2r, nous déduisons la d.d.p. de mesurer x dans
cette base

PSq(x) = |hx|βi|2 =
r
2

π
exp

¡−2α2 + 4αρx− 2α2ρ2¢ (2.41)

À partir de cette d.d.p. qui est d’aspect Gaussien, nous calculons les deux
premiers moments

hxiSq =

Z ∞

−∞
xPS (x) dx = αρ; (2.42)

hx2iSq = α2ρ2 +
1

4
(2.43)
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Fig. 2.9 — Comparaison de la densité de probabilité d’un champ superposé
avec celle d’un champ cohérent (hniC = 5) . Les fluctuations quantiques sont
nettement réduites pour le champ superposé.

nous déduisons alors σ2x =
1
4
. Comme cet état appartient également à la classe

des états d’incertitude minimale σ2xσ
2
p =

1
4
, on trouve σ2p = 1. La représentation

géométrique de cet état dans l’espace des phases est illustrée par la figure 2.7.
Cependant pour hniC donné, la compression idéale qui nous permet d’avoir une
meilleure qualité dans les mesures, c’est à dire moins de fluctuations autour
de la valeur moyenne, correspond à r∗; facteur de compression pour lequel
l’équation (2.37) est minimale. Sur la figure 2.8, le minimum de (σ2n)Sq en
fonction de r est approximé par la formule

r∗ ' 1

6
arg sinh (2hniC) (2.44)

résultat déduit de (2.37) par dérivation par rapport à r et qui est en bon accord
le calcul numérique.
D’autre part, la comparaison de la densité de probabilité du champ cohérent
avec celle d’un champ comprimé montre une diminution des fluctuations quan-
tiques lorsque la valeur moyenne du nombre de photons correspondant à la
partie cohérente hniC est grande (figure 2.10). Ces fluctuations qui ne résul-
tent pas des incertitudes liées à la mesure elle même, sont encore moindres
pour un champ superposé pour les valeurs de hniC petites (voir figure 2.9).
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Fig. 2.10 — Comparaison de la densité de probabilité d’un champ comprimé
avec celle d’un champ cohérent (hniC = 36) . Cette figure illustre également la
réduction de fluctuations quantiques pour le champ comprimé.

2.5 État Thermique

L’état d’une source thermique n’est pas simple à décrire. En effet, celle-ci est un
mélange statistique d’états cohérents dans un mode donné en nombre infini. La
dimension de l’espace correspondant est infinie. Néanmoins, il est commode,
pour faire les calculs, d’utiliser la représentation P (α) [44] dans laquelle la
radiation est décrite par l’opérateur densité

ρ =

Z
P (α)|αihα|d2α (2.45)

où P (α) =
1

πhniT exp
µ
− |α|

2

hniT

¶
et hniT le nombre moyen d’excitations pour

un mode donné. Les éléments de matrice de l’opérateur ρ dans la base {|ni}
sont égaux à

hm| ρ |ni = (1− ν) νnδnm, ν =
hniT

1 + hniT (2.46)

La densité de probabilité de mesurer n photons est une fonction décroissante
de n (voir figure 2.1 (d)) :

P
T
(n) = Tr (ρbπn) = (1− ν) νn; bπn = |ni hn| (2.47)
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La fonction génératrice des moments de W s’obtient à partir de (2.47) :

GW (ξ) =
X
n

(1− ξ)n(1− ν)νn =
1

1 + ξ hniT (2.48)

qui nous permet de déduire¡
σ2n
¢
T
= hni2T + hniT ; hT = 2 (2.49)¡

σ2W
¢
T
= hni2T (2.50)

Notons que l’étude de la d.d.p. et des premiers moments de l’état thermique
ne révèle aucun aspect quantique comme dans le cas pour l’état comprimé et
superposé. La forme exponentielle de (2.47) peut également se déduire d’un
calcul simple d’entropie.
En effet, l’entropie associée à l’intensité W est :

h(P ) = −
Z
X

P (W ) logP (W ) dW (2.51)

avec P (W ) sa d.d.p. Cette entropie doit être rendue maximale sous les con-
traintes qui expriment que P (W ) est une d.d.p et que la valeur moyenne de
W est une constante donnée :

P (W ) > 0,
Z
X

P (W )dW = 1,

Z
X

W P (W ) dW = cste ∀W ∈ X (2.52)

La solution est obtenue en utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange

L(P ) = h(P ) + λ

Z
X

P (W )dW − µ

Z
X

W P (W ) dW (2.53)

En effet, la dérivée de L(P ) par rapport à P (W ) est annulée

∂L

∂P (W )
= − logP (W )− 1 + λ− µW = 0 (2.54)

pour
P (W ) = Ce−µW , ∀W ∈ X (2.55)

qui représente bien la distribution d’intensité d’un rayonnement thermique ; la
normalisation de P (W ) permet de déduire C = µ = 1

hW i . De plus, en faisant
varier µ, on décrit un trés grand nombre de types de rayonnements.
À partir de cette distribution d’intensité, on retrouve la même expression de
la d.d.p du nombre de photons mesurés dans [0, T ] :

P (n) =

Z ∞

0

e−WT (WT )n

n!

·
1

hW ie
− W
hW i

¸
dW =

hninT
(1 + hniT )n+1 = (1− ν) νn

(2.56)
avec hniT = hW iT ; hn2iT = 2hni2T + hniT .
Ainsi, il est montré que la radiation thermique est complètement décrite dans
un cadre classique. De plus, on vérifie que l’intensité d’un champ classique
peut être définie partout (c’est à dire pour toutes les valeurs des paramètres)
lorsque l’on considère des sources cohérente et thermique.
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2.6 Conclusion

Finalement, l’analyse des propriétés statistiques pour les quatre radiations
montre que les aspects quantiques sont nettement observés pour les champs
superposé et comprimé : leurs densités de probabilité présentent des inter-
férences, la variance pour l’intensité integrée W n’est pas définie pour toutes
les valeurs du coefficient de compression ou de la phase, et leurs moments fac-
toriels réduits d’ordre 2 présentent des effets sous et super Poissonnien. En
outre, nous remarquons que l’effet des interférences quantiques fait décroître
la variance (voir résultats de σ2n pour les différents champs dans le tableau
2.1). Ces propriétés qui n’ont pas d’équivalents classiques nous incitent donc
à les exploiter de manière avantageuse pour étudier les états intriqués et les
performances de détection et d’information.
Dans le tableau ci-dessous, nous posons ∆ = e−ξ tanh(r), ν = e−2α

2
cosϕ et

z2 = α2e2r

sinh(2r)
.

Les valeurs moyennes hni sont respectivement α2, hniT , 1− e−2α
2
cosϕ

1+ e−2α2 cosϕ
α2 et

α2 + sinh2(r).

Champ P (n) Gn (ξ) σ2n

cohérent e−α
2 (α2)

n

n!
eα

2(e−ξ−1) α2 = hniC
thermique hninT

(1+hniT )
n+1

1
1+ξhniT hni2T + hniT

superposé (1+(−1)n cos(ϕ))
(1+e−2α2 cos(ϕ))

e−α
2 (α2)

n

n!
e
−(1−e−ξ)α2+ν e(1−e

−ξ)α2

1+ν
α4 4 ν

(1+ν)2
+ α2 1−ν

1+ν

comprimé e−α
2(1+th(r))

cosh(r)

( th(r)2 )
n

n!
H2

n (z)
e−α

2(1+th(r))

ch(r)
√
1−∆2 e

2z2∆
1+∆ e−2rhniC + (sinh(2r))2

2

Table 2.1. Tableau récapitulatif des lois de probabilité, des fonctions
génératrices et des variances des champs considérés.
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Chapitre 3

Intrication dans le modèle de
Jaynes-Cummings

Les états intriqués dits aussi états supercorrelés [19] donnent lieu à des corréla-
tions purement quantiques entre les différentes parties qui constituent un sys-
tème composé, même si elles sont spatialement disjointes. Ces corrélations sont
générées par une interaction forte et de courte durée entre les sous systèmes,
leur durée de vie étant plus grande que le temps nécessaire à leur intrication.
Le couplage d’un atome à deux niveaux avec un rayonnement électromagné-
tique génère des états intriqués. Ce système décrit par Jaynes et Cummings
(JC) [11], est le modèle le plus simple qui permet d’effectuer des calculs exacts
et surtout qui peut être réalisé en laboratoire.
Grâce à ce modèle, nous allons donc pouvoir analyser l’évolution dynamique
d’un champ comprimé après son interaction avec un atome excité. Les pro-
priétés statistiques de cette radiation abordées au chapitre 2, en ont révélé
l’intérêt.

3.1 Rappels

Pour décrire des états intriqués, on traite de l’interaction d’un champ de pho-
tons monomode de fréquence ω avec un atome à deux niveaux d’écart ω0.
L’Hamiltonien H du système total constitué de l’atome et du champ de pho-
tons en interaction s’écrit :

H =
~ω0
2

σz + ~ω ba+ba+ ~κ ¡ba+σ− + baσ+¢ (3.1)

Les deux premiers termes représentent respectivement l’Hamiltonien de l’atome
libre HA et celui d’un champ de radiation avant interaction HF . La figure 3.1
indique les valeurs propres (énergies) de l’Hamiltonien HA+HF . L’état propre
d’énergie minimale est l’état |g, 0i, dont l’énergie a été prise égale à zéro. Les

41
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niveaux d’énergie se regroupent en multiplicités Mn formées de deux états (à
l’exception de l’état fondamental) séparés de }∆ω = } (ω0 − ω).

( ) ωh1−n

E

0
...

ωh
ωh2

ωhn

( ) ωh1+n

a
+a

ωh
0ωh

0

1

2

1−n

n

1+n

e

g ωh 0ωh

ω∆

...

0,g

0,e
1,g

2,g
1,e

2, −ne
1, −ng

ne,
1, +ng

(a) (b) (c)

...

Fig. 3.1 — Niveaux d’énergie du champ libre quantifié (a), de l’atome libre (b)
et du système atome-champ découplé (cas non résonnant) (c).

Le troisième terme décrit l’interaction entre les deux sous systèmes avec κ
(6= 0) la constante de couplage. Les matrices σ± = 1

2
(σx ± iσy) dérivent des

matrices de Pauli

σx =

µ
0 1
1 0

¶
, σy =

µ
0 −i
i 0

¶
, σz =

µ
1 0
0 −1

¶
(3.2)

pour lesquelles σxσy = iσz, σyσz = iσx. Les opérateurs ba+et ba sont respec-
tivement les opérateurs de création et de destruction de photons dont nous
rappelons les actions sur les états nombre (voir figure 3.1(a)) :

ba+|ni = √n+ 1|n+ 1i ba|ni = √n|n− 1i (3.3)

{|ni} est l’ensemble des états nombre orthonormés hn|mi = δnm. De même,
on pose S+ = σ+ba et S− = σ−ba+. Sachant que [ba,ba+] = 1, on obtient£ba+ba, S±¤ = ∓S±, [σz, S±] = ±2S±, [S+, S−] =

1 + σz
2

+ ba+baσz (3.4)
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Par ailleurs, on pose

C1 = ~ω
µba+ba+ 1

2
σz

¶
, C2 = ~κ(S+ + S−)− ∆ω

2
σz

avec ∆ω = ω − ω0.
À la résonance (ω ' ω0), on remarque bien que H = C1 + C2 et que C1 et
C2 sont des constantes de mouvement [H,C1] = [H,C2] = 0 . Dans la base
{|n,±1i} où ±1 désignent respectivement les états excité et fondamental de
l’atome, nous avons

C1 |n,±1i = ~ω
µ
n± 1

2

¶
|n,±1i (3.5)

C1 |0,−1i = −1
2
~ω|0,−1i (3.6)

Les éléments de l’opérateur C1 forment une matrice diagonale dans cette base
alors que ce n’est pas le cas pour C2. Cependant comme [C1, C2] = 0, il existe
une base dans laquelle les deux opérateurs sont diagonaux. On prendra une
combinaison linéaire des vecteurs propres de C1 [46]

|φ (n, 1)i = cos θn |n+ 1,−1i+ sin θn |n,+1i (3.7)

|φ (n, 2)i = cos θn |n,+1i− sin θn |n+ 1,−1i (3.8)

Les états ainsi définis sont orthonormés. Ils seront aussi vecteurs propres de
C1 et C2 si

C2 |φ (n, 1)i = λn |φ (n, 1)i , C2 |φ (n, 2)i = λ
0
n |φ (n, 2)i (3.9)

La résolution de l’équation permet de déduire le paramètre θn qui mesure
l’intrication (l’inséparabilité) des états |φ (n, 1)i et |φ (n, 2)i

tan(θn) =
κ
√
n+ 1

∆ω
2
+ λn

, λn = +

sµ
∆ω

2

¶2
+ κ2 (n+ 1); λ

0
n = −λn

Les solutions de l’équation (3.1) seront donc :

H |φ (n, 1)i = ~
·
ω

µ
n+

1

2

¶
+ λn

¸
|φ (n, 1)i (3.10)

H |φ (n, 2)i = ~
·
ω

µ
n+

1

2

¶
− λn

¸
|φ (n, 2)i (3.11)

Sous l’effet du couplage atome-rayonnement, les niveaux d’énergie à l’intérieur
de chaque multiplicité Mn se repoussent (voir figure 3.2) sauf le niveau fon-
damental |g, 0i ≡ |0,−1i . À la résonance exacte ∆ω = 0, l’écart énergétique
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entre les deux niveaux (|φ (n, 1)i et |φ (n, 2)i) vaut ∆En = 2}κ
√
n+ 1 = }ΩR

avec ΩR la pulsation de Rabi lorsque la radiation est décrite par les états de
Fock (la base {|ni}). D’autre part, lorsque le paramètre θn est égal à π

4
, les

états |φ (n, 1)i et |φ (n, 2)i s’écrivent

|φ (n, 1)i =
1√
2
(|n+ 1,−1i+ |n,+1i) (3.12)

|φ (n, 2)i =
1√
2
(|n,+1i− |n+ 1,−1i) (3.13)

0≈∆ω
ne,

1, +ng

( )1,nϕ

( )2,nϕ

12 +=Ω nR κ

couplage

Fig. 3.2 — Diagramme d’énergie représentant les déplacements énergétiques
des multiplicités Mn lors de l’interaction atome-champ.

Ces états sont des états intriqués de l’atome et du rayonnement. Il est impos-
sible de les factoriser en une partie atomique et une partie de rayonnement.
Les transitions de l’état |φ (n, 1)i vers l’état |φ (n, 2)i et réciproquement don-
nent lieu à des oscillations de Rabi qui engendrent des corrélations quantiques
entre les deux sous systèmes. Cependant, lorsque ∆ω augmente le paramètre
θn tend vers 0, par conséquent les états |φ (n, 1)i et |φ (n, 2)i tendent vers les
états factorisés

|φ (n, 1)i = |n+ 1,−1i et |φ (n, 2)i = |n,+1i (3.14)

pour lesquels il n’y a pas de corrélation.

3.2 Applications pour un champ de nombre de
photons n élevé

Dans ce paragraphe, nous détaillons les expressions des états de l’atome et
celui de la radiation après leur interaction.
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Reprenons l’atome à deux niveaux pour lequel l’état fondamental sera désigné
par |gi et le seul état excité par |ei. L’état de cet atome s’écrit dans la base
{|gi, |ei} comme

|φi = a|gi+ b|ei, |a|2 + |b|2 = 1, hg| ei = 0 (3.15)

Supposons l’atome en interaction avec un champ de radiation dans l’état

|ϕi =
∞X
n=0

cn |ni (3.16)

expression dans laquelle c2n = P (n) qui représente sa densité de probabilité (cf
Chapitre 2). On ne considère pour simplifier la présentation de ce travail que
le cas où a, b, cn ∈ R. L’atome et le champ électromagnétique sont deux sous
systèmes préparés indépendamment l’un de l’autre ; l’état initial du système
global s’écrit alors sous forme d’un produit tensoriel direct (cf équation 1.23)

|ψ (0)i = (a |gi+ b |ei)⊗
∞X
n=0

cn |ni (3.17)

Il est beaucoup plus commode de définir leur opérateur densité respectif (l’indice
A se rapporte à l’atome et l’indice F au champ de radiation)

ρA (0) = |φi hφ| = |a|2 |gi hg|+ |b|2 |ei he| (3.18)

ρF (0) =
∞X
n=0

|cn|2 |ni hn| (3.19)

ρAF (0) = ρA (0)⊗ ρF (0) (3.20)

Après un temps d’interaction très faible, les deux sous systèmes sont décrits
par l’état final

|ψ (t)i = exp

µ
−iHt

~

¶
|ψ (0)i =

∞X
n=0

(an (t) |gi⊗ |ni+ bn (t) |ei⊗ |ni) (3.21)

avec les coefficients adoptés par Ekert [23]

an (t) = a cn cos
¡
κt
√
n
¢− i b cn−1 sin

¡
κt
√
n
¢

(3.22)

bn (t) = b cn cos
³
κt
√
n+ 1

´
− ia cn+1 sin

³
κt
√
n+ 1

´
(3.23)

tels que

|an|2 = |a |2 P (n) cos2 ¡κt√n¢+ | b|2 P (n− 1) sin2 ¡κt√n¢
|bn|2 = |b|2 P (n) cos2

³
κt
√
n+ 1

´
+ |a|2 P (n+ 1) sin2

³
κt
√
n+ 1

´
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Pour simplifier les calculs, nous considérons le cas où l’atome est dans son
état excité (a = 0, b = 1). En posant κ t = θ, l’opérateur densité à un instant
ultérieur est écrit sous la forme

ρAF (θ) = |ψ(θ)ihψ(θ)| (3.24)

=
X
n,m

cn−1cm−1 sin(θ
√
n) sin(θ

√
m)|g, nihg,m|

+
X
n,m

cncm cos
³
θ
√
n+ 1

´
cos
³
θ
√
m+ 1

´
|e, ni he,m|

− i
X
n,m

cn−1cm sin
¡
θ
√
n
¢
cos
³
θ
√
m+ 1

´
|g, ni he,m|

+ i
X
n,m

cncm−1 cos
³
θ
√
n+ 1

´
sin
¡
θ
√
m
¢ |e, ni hg,m|

On remarque que l’intrication apparaît à partir des égalités
|g, nihe,m| ∆

= (|gi⊗ |ni) (he|⊗ hm|) = |gihe|⊗|nihm| (de même pour |e, nihg,m|).
Les opérateurs densités de l’atome et du champ s’obtiennent à partir des traces
partielles tel que

ρA (θ) = TrF (ρAF (θ)) = wg |gi hg|+ (1− wg) |ei he| (3.25)

+
i

2

X
n

c2n sin
³
2θ
√
n+ 1

´
(|ei hg|− |gi he|)

où
wg (θ) =

X
n

P (n)W (n, θ) , W (n, θ) = sin2
³
θ
√
n+ 1

´
(3.26)

Pour la radiation, l’opérateur densité s’écrit

ρF (θ) = TrA (ρAF (θ))

=
X
n

(P (n) (1−W (n, θ)) + P (n− 1)W (n− 1, θ)) |ni hn|

=
X
n

P (n, θ) |ni hn| (3.27)

avec
P (n, θ) = P (n) (1−W (n, θ)) + P (n− 1)W (n− 1, θ) (3.28)

la densité de probabilité du champ après interaction.
Le calcul exact de ces diverses lois de probabilité ne peut être mené à bien
que numériquement. Cependant, des approximations sont possibles pour des
grandes valeurs moyennes de n à l’instant initial et pour des temps très rap-
prochés du temps initial. Nous prenons comme exemple un champ cohérent
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dont la densité de probabilité P (n) décrit une distribution de Poisson ; une
bonne approximation de wg (θ) et P (n, θ) s’obtient lorsque hnic >> 1,

wg(θ) ∼ 1

2
+

1p
πhni e

−hni(θ−1)2 sin
³
πθ
p
hni3

´
(3.29)

P (n, θ) ∼ P (n)

µ
1− θ2

µ
1 + n− n2

hni
¶¶

(3.30)

D’après les équations (3.24,3.25,3.27), on montre que l’effet du couplage d’un
système à un seul niveau (état excité) avec le champ (en résonance avec la
transition reliant l’état fondamental de l’atome à l’état excité) se manifeste
par deux comportements : l’atome est décrit par un mélange statistique des
états |ei et |gi d’une part et d’autre part les états du champ et de l’atome sont
intriqués. En effet, il y a intrication car si l’atome est dans l’état fondamental,
c’est que le photon émis est absorbé par le champ, et que si l’atome est dans
l’état excité, c’est que le photon émis par le champ est réabsorbé par l’atome.
Cet échange réversible de photon qui engendre des oscillations de Rabi à un
photon est caractérisé par une probabilité que l’on peut déterminer.

3.2.1 Probabilité de transition

Supposons que l’état initial du système est décrit par le ket |ψ (0)i = |n,+1i
avec n quanta et d’un spin |↑i (orientation d’un axe �Oz choisi arbitrairement)
qui correspond à l’état |ei. L’état final du système, après la transition, est un
autre ket |n+ 1,−1i avec cette fois-ci (n+ 1) quanta et un spin |↓i (ou |gi)
D’autre part, comme l’Hamiltonien (3.1) ne dépend pas explicitement du temps,
l’état du système composé est solution de l’équation de Schrödinger

|ψ (t)i = exp
µ
−iH t

~

¶
|ψ (0)i (3.31)

La probabilité de trouver le système dans l’état propre |n+ 1,−1i à un instant
t est |hn+ 1,−1 |ψ (t)i|2 . On obtient [46]

|hn+ 1,−1| exp(−iH t

~
)|n,+1i|2 =

4κ2 (n+ 1)

(∆ω)2 + 4κ2 (n+ 1)

sin2
µ
1

2
t

q
(∆ω)2 + 4κ2 (n+ 1)

¶
(3.32)

Cette expression représente également la probabilité de transition de l’état
|n+ 1,−1i vers l’état |n,+1i.
L’effet d’émission spontanée a lieu lorsque n = 0. Ce cas correspond à l’atome
se trouvant dans une cavité vide où la probabilité de transition est d’amplitude
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constante. Dans le cas où n 6= 0, la probabilité de transition Pa (t) (ou Pb (t))
dépend des différentes valeurs de

√
n+ 1

Pa (t) =
X
n

|hn,−1|ψ (t)i|2 =
X
n

c2n sin
2
³
θ
√
n+ 1

´
= wg (θ) (3.33)

Pb (t) =
X
n

|hn,+1|ψ (t)i|2 =
X
n

c2n cos
2
³
θ
√
n+ 1

´
= 1− wg (θ)(3.34)

par conséquent l’amplitude résultante n’est plus une constante (voir figure
3.3) tel que à l’instant θ

√
n+ 1 = π

4
, les populations des niveaux excité et

fondamental de l’atome sont les mêmes
¡
Pa (t) = Pb (t) =

1
2

¢
.
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Fig. 3.3 — Probabilité de peupler l’état fondamental de l’atome en fonction
du temps θ/θR après interaction avec un champ cohérent (hniC = 36) . θR =
2π
phniC étant la période de Rabi.

3.2.2 Propriétés statistiques du champ après interac-
tion

Pour étudier l’intrication produite par l’échange réversible d’énergie entre les
deux sous systèmes atome-radiation, nous analysons l’évolution de leurs pro-
priétés en fonction du temps θ. Les états que nous considérons ci-dessous se
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limitent à l’état comprimé, l’état cohérent et l’état thermique. Le champ co-
hérent et le champ thermique qui présentent respectivement la limite d’un état
classique-quantique et d’un état purement classique serviront de modèles de
comparaison pour les effets observés dans le cas d’un champ comprimé. L’é-
tat superposé présentant déjà une intrication entre les états |αi et |−αi , fera
l’objet d’une étude détaillée dans le chapitre 5, en vue de son application à
l’évaluation des performances d’un système de mesure.

Nous calculons d’abord le moment factoriel réduit d’ordre 2. En effet, la densité
de probabilité exprimée à un instant θ permet de calculer les deux premiers
moments de l’opérateur bN, pour un champ initial donné (c2n connu) :

hni(θ) = hni(0) +
X
n

P (n) sin2(θ
√
n+ 1) (3.35)

hn2i(θ) = hn2i(0) +
X
n

(2n+ 1)P (n) sin2(θ
√
n+ 1) (3.36)

On déduit le moment factoriel d’ordre 2 réduit

h (θ) =
hn2i (θ)− hni (θ)

hni2 (θ) (3.37)

dont l’approximation en θ2 donne respectivement

hni (θ) ∼ ¡
1 + θ2

¢ hni (0) (3.38)

hn2i (θ) ∼ 3θ2hni (0) + ¡1 + 2θ2¢ hn2i (0) (3.39)

h (θ) ∼ h (0) +
2θ2¡

1 + θ2
¢2 hn2i (0) + hni(0)hni2 (0) (3.40)

Nous avons calculé numériquement hh̃i(θ) = hhi(θ)− hhi(0) en fonction de θ
θR
.

θR = 2π
phniC est la pulsation de Rabi pour les trois types de champ dont

nous rappelons les densités de probabilité ci-dessous
• Champ comprimé

PSq(n) =
e−hniC(1+tanh(r))

cosh(r)

³
tanh(r)
2

´n
n!

H2
n(z), z

2 =
hniC e2r

sinh(2r)
; (3.41)

r∗ ' 1

6
arg sinh(2hniC); h(0) = 0.98 (3.42)

• Champ cohérent

PC(n) = e−hniC
hninC
n!
; h(0) = 1. (3.43)
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Fig. 3.4 — Variations du moment factoriel réduit d’ordre 2 pour les champs :
(i) comprimé avec r∗ ≈ (1/6) arg sinh(2 hniC) ; (ii) cohérent et (iii) thermique.
θR étant la période d’oscillation de Rabi avec hniC = 25.

• Champ thermique

PT (n) = (1− ν)νn; ν =
hniC

1 + hniC
; h(0) = 2. (3.44)

D’après la figure 3.4 (i) et (ii), les propriétés statistiques pour les champs com-
primé et cohérent conduisent à des oscillations de Rabi bien résolues. Pour
un champ cohérent, celles-ci qui sont nettement séparées au début, se brouil-
lent pour θ

θR
≥ 2.5 alors que pour un état comprimé, elles restent nettement

séparées même à θ
θR
= 3. Ces oscillations d’amplitude variable s’amortissent

rapidement au cours du temps, atténuation dûe à la contribution conjuguée
des différentes sinusoïdes de période distincte 2π

κ
√
n+1
. Notons également que

ces oscillations réapparaissent sur une échelle de temps encore plus grande.
En revanche, hh̃i(θ) correspondant au champ thermique ne révèle aucune os-
cillation de Rabi. Nous remarquons des fluctuations aléatoires ; les périodes
d’oscillations de Rabi se brouillant lorsque θ

θR
≥ 0.5 comme le montre la figure

3.4 (iii).
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Nous déduisons à partir de cette comparaison que le caractère quantique est
nettement plus évident dans le cas de l’état comprimé que dans le cas de
l’état cohérent. L’état thermique qui ne décrit qu’unmélange statistique d’états
cohérents ne révèle aucune manifestation quantique.
Ces propriétés statistiques ne concernent que le champ de radiation après in-
teraction. Une étude similaire pourrait être conduite pour les propriétés atom-
iques. Nous allons en examiner les principales dans le paragraphe suivant.

3.2.3 Propriétés liées à l’atome

Les propriétés statistiques de l’atome après interaction sont mises en évidence
en décrivant son état de polarisation par la sphère de Bloch [23]. En effet, l’état
d’un atome à deux niveaux peut être décrit par l’opérateur densité

bρ = 1

2

³
1 +
−→
R .−→σ

´
(3.45)

avec
−→
R le vecteur de Bloch défini (voir figure 3.5) dans l’espace Euclidien à

trois dimensions, et −→σ la matrice de Pauli. L’opérateur bρ dont les éléments de
matrice dans la base à deux dimensions (2× 2)

bρ = µ ρ11 ρ12
ρ21 ρ22

¶
=
1

2

µ
1 +R3 R1 + i R2
R1 − i R2 1−R3

¶
(3.46)

admet deux valeurs propres

g1 =
1

2

·
1 +

q
R21 +R22 +R23

¸
=
1

2

h
1 +

¯̄̄−→
R
¯̄̄i

(3.47)

g2 =
1

2

·
1−

q
R21 +R22 +R23

¸
=
1

2

h
1−

¯̄̄−→
R
¯̄̄i

(3.48)

La norme du vecteur de Bloch nous renseigne sur l’état de l’atome. En effet,

dans le cas où la norme du vecteur de Bloch est égale à l’unité
qP

i |Ri|2 = 1
( l’extrémité du vecteur est située sur la sphère de Bloch), le système est dans
un état pur Tr(bρ2) = Tr(bρ) = 1. L’opérateur densité bρ a par conséquent une
seule valeur propre non nulle g1 = 1 (g2 = 0) . Lorsque la norme

qP
i |Ri|2 < 1

( l’extrémité du vecteur est située à l’intérieur de la sphère de Bloch), les valeurs
propres g1et g2 sont toutes les deux non nulles ; par conséquent l’état quantique
est un mélange statistique Tr(ρ2) < 1.
Dans la base {|gi , |ei} , les éléments de la matrice densité de l’atome

bρA(θ) =


∞P
n=0

|an(θ)|2
∞P
n=0

an(θ) b
∗
n(θ)

∞P
n=0

bn (θ) a
∗
n(θ)

∞P
n=0

|bn(θ)|2

 (3.49)
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U

Fig. 3.5 — Description d’un système à deux états par la sphère de Bloch dans
l’espace Euclidien. Les vecteurs unitaires propres associés aux valeurs propres
0.5 (1± |R|) sont représentés par −→U et −−→U .

nous permettent de déduire les composantes du vecteur de Bloch
−→
R.En effet,

par identification avec l’expression précédente (cf 3.46), on déduit

R1(θ) =
∞X
n=0

(an (θ) b
∗
n (θ) + bn (θ) a

∗
n (θ)) (3.50)

R2 (θ) =
∞X
n=0

1

i
(an (θ) b

∗
n (θ)− bn (θ) a

∗
n (θ)) (3.51)

R3 (θ) =
∞X
n=0

¡|an (θ)|2 − |bn (θ)|2
¢

(3.52)

Notons que dans le cas où l’atome est initialement dans un état excité
(a = 0, b = 1), R1(θ) = 0. L’approximation des deux autres composantes est
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obtenue lorsque hniC >> 1 pour θ = κ t −→ 0

R2(θ) = 2
∞X
n=0

cncn−1 sin(θ
√
n) cos

³
θ
√
n+ 1

´
=

∞X
n=0

cncn−1
³
sin
³
θ
√
n+ θ

√
n+ 1

´
+ sin

³
θ
√
n− θ

√
n+ 1

´´
∼ e−

σ2θ2

2hnic sin
³
θ
p
hniC

´
− sin

Ã
θ

2
phnic

!
(3.53)

R3 (θ) ∼ −
∞X
n=0

c2n
¡
cos2

¡
θ
√
n
¢− sin2 ¡θ√n¢¢

∼ −e− σ2θ2

2hnic cos
³
2θ
p
hniC

´
(3.54)

avec

√
n−√n+ 1 ' − 1

2
phniC ; (3.55)

sin(θ
√
n+ θ

√
n+ 1) ' sin(2θ

p
hniC) cos

Ã
θ(n− hniC)phniC

!
; (3.56)

∞X
n=0

cncn−1 (n− hniC)2 ' σ2 (3.57)

Nous remarquons que la polarisation de l’atome décrite par la sphère de Bloch
permet de rendre compte des propriétés statistiques liées à l’atome après son
interaction avec le champ. La norme du vecteur de la sphère de Bloch et les
deux valeurs propres correspondantes pour chaque instant, représentent un
critère qui permet de caractériser l’intrication de l’atome avec le champ. Le
calcul numérique de ces grandeurs sera présenté dans le chapitre 4.

3.2.4 Entropie

Lorsque l’état d’un système physique est décrit par une superposition de plusieurs
états, les probabilités interviennent afin de traduire un manque d’information
que l’entropie de von Neumann permet d’évaluer (cf chapitre1).
Dans notre cas, l’atome est dans un état excité avant son interaction avec le
champ donc d’entropie nulle (l’état étant parfaitement connu). Par contre, s’il
est dans une superposition d’états (état fondamental et un seul état excité),
l’entropie maximale SA = ln 2 correspond aux deux états équiprobables.



54 3. Intrication dans le modèle de Jaynes-Cummings

À un instant ultérieur, l’entropie de l’atome dans la base {|gi , |ei} s’écrit
comme

SA(θ) = −Tr (bρA(θ) lnbρA(θ)) (3.58)

= −wg (θ) logwg (θ)− (1− wg (θ)) log (1− wg (θ)) (3.59)

avec bρA(θ) l’opérateur densité de l’atome défini par (3.25).
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Fig. 3.6 — Evolution de l’entropie des champs (systèmes isolés) comprimé, co-
hérent et thermique respectivement en fonction du nombre de photons. L’en-
tropie maximale est obtenue pour le champ thermique.

Calculons les expressions équivalentes pour le champ.
Avant son interaction avec la source, le champ électromagnétique d’atomes est
décrit par une superposition linéaire d’états propres (orthogonaux) de l’opéra-
teur bN tel que l’opérateur densité est donné par l’équation (3.19). Chaque
projecteur |ni hn| a une probabilité P (n) d’être réalisé. L’entropie d’un tel
système est directement reliée aux densités de probabilité telle que

SF (0) = −Tr(ρF (0) ln(ρF (0))) = −
X
n

P (n) ln(P (n)) (3.60)

Le calcul numérique de l’entropie pour les états comprimé, cohérent et ther-
mique (avant leur interaction avec un autre sous système) en fonction de hniC



3.2. Applications pour un champ de nombre de photons n élevé 55

montre que l’état thermique a une entropie plus grande (voir figure 3.6). En
effet, un état décrit par un mélange statistique est un état plus probable et
que tous les états purement quantiques d’entropies minimales évoluent vers un
mélange statistique d’états (couplage avec l’environnement).
L’évolution de cette entropie avec le temps θ est

SF (θ) = −Tr (bρF (θ) lnbρF (θ)) = −X
n

P (n, θ) lnP (n, θ) (3.61)

Pour analyser avec plus de détails les propriétés des deux sous systèmes, nous
reprendrons l’entropie et considèrerons d’autres conditions de séparabilité (in-
séparabilité) caractérisant l’intrication dans le chapitre suivant avec le nouveau
critère que nous proposons.
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Chapitre 4

Critères de séparabilité des
états quantiques

Un état décrivant un système physique composé est intriqué (inséparable)
lorsqu’il n’est pas factorisable en des états indépendants relatifs à chaque sous
système (cf équation 1.24). Cependant, comme il n’a pas été établi que la non
décomposition en un produit d’états indépendants implique l’inséparabilité ;
des critères (ou tests) de séparabilité (inséparabilté) ont été alors proposés.
Les inégalités de Bell qui sont déduites d’une théorie réaliste locale, représen-
tent la première condition établie pour caractériser la séparabilité des états
quantiques. En effet, un état intriqué viole les inégalités de Bell [3] mais un
état qui satisfait les inégalités n’est pas nécessairement séparable. Ces inégal-
ités qui représentent une condition nécessaire mais non suffisante pour décrire
la séparabilité des fonctions d’ondes, nous montrent que les états peuvent être
partiellement intriqués : on introduit alors la notion de degré de séparabilité
(inséparabilité).
Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier à l’aide des critères de sépara-
bilité que nous avons retenus ci-dessous, l’évolution dans le temps des états
intriqués générés par l’interaction de l’atome excité avec un champ comprimé.
Ensuite, nous présentons un nouveau critère, fondé sur la différence de varia-
tions des distances. Il sera étudié dans le détail et comparé aux autres critères.
Nous établirons des propriétés d’intrication remarquables pour le champ com-
primé avec des temps caractéristiques. Ce qui nous permettra de déterminer le
temps de cohérence (intrication) mis par les deux sous systèmes pour atteindre
l’état d’équilibre.

4.1 Entropie conditionnelle

Parmi les critères connus pour tester l’intrication, l’entropie est le critère le plus
souvent examiné. On définit l’entropie conditionnelle du système atome-champ

57
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comme
SA|F (θ) = SA,F (θ)− SF (θ) = E (θ) (4.1)

avec SA,F (θ) l’entropie totale de l’atome-champ et SF (θ) celle du champ.
L’expression (4.1) représente le manque d’information sur l’atome lorsque
toutes les propriétés du champ sont déterminées. L’entropie d’un système ex-
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Fig. 4.1 — Comparaison de (i) l’entropie conditionnelle E (θ) avec (ii) l’en-
tropie de l’atome dans un état excité SA (θ) et (iii) ln 2 − SA (θ). Le Champ
étant décrit par un état comprimé avec un facteur de compression r∗ ≈
(1/6) arg sinh (2 hniC) ; hniC = 36.

primée en termes de matrices densités marginales ainsi que les valeurs propres
déduites de cette grandeur ont déjà été analysées [47]. Cependant, le fait de
trouver des valeurs propres négatives dans le spectre de l’entropie n’a été relié
à l’inséparabilté des états quantiques que récemment [16].
Exprimée par von Neumann

SA|F = −Tr
£bρAF lnbρA|F ¤ (4.2)

avec bρA|F l’opérateur d’amplitude conditionnel
bρA|F = exp (−σAF ) ; σAF = 1A ⊗ lnbρF − lnbρAF (4.3)
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où 1A est la matrice unité dans l’espace de Hilbert associée à l’atome, on montre
que celle-ci

¡
SA|F (θ)

¢
peut prendre des valeurs négatives lorsque les états sont

intriqués. En effet, dans le cas où les valeurs propres de l’opérateur ρA|F sont
supérieures à 1 (σAF ¤ 0), l’expression(4.1) est négative et dans le cas où (4.1)
est positive, il est nécessaire d’avoir des valeurs propres de bρA|F inférieures à 1
(donc σAF > 0) . Ce nouvel opérateur bρA|F qui n’est pas un opérateur densité
permet donc de caractériser l’intrication. Par ailleurs, l’entropie conditionnelle
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Fig. 4.2 — Evolution des entropies E (θ) (i) et de (ln 2− SA (θ)) (ii) avec le
temps θ/θR dans le cas d’un champ cohérent hniC = 36 . Un échange d’infor-
mation entre l’atome excité et le champ cohérent est observé mais le temps
d’intrication est très court par rapport au système atome-champ comprimé.

peut se simplifier dans notre cas. Nous avons en effet SA,F (θ) = SA,F (0) car
le spectre des valeurs propres du système atome-champ est invariant sous la
transformation unitaire. D’autre part, à θ = 0 les deux sous systèmes étant
indépendants, nous avons donc SA,F (0) = SA(0)+SF (0). De plus, comme nous
partons d’un état atomique bien défini (état excité) SA(0) = 0, la condition
d’inséparabilité devient alors

E (θ) = SF (0)− SF (θ) ≤ 0 (4.4)

L’évolution de l’entropie conditionnelle pour un champ comprimé ainsi que
l’entropie de l’atome en fonction du paramètre θ

θR
est représentée sur la figure
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4.1. Nous avons choisi de prendre un nombre moyen de photons correspondant à
la partie cohérente égal à hniC = 36 avec lequel nous obtenons une compression
du champ égale à r∗ = 0.8285. Le choix de cette valeur de hniC nous permet
d’avoir les meillleurs résultats aussi bien lors d’un calcul numérique dans le
cadre du modèle de (JC) que pour l’approximation du facteur de compression
(cf 2.44).
Les états du système total sont intriqués au bout de chaque oscillation de
Rabi (E (θ) ≤ 0). L’intrication disparaît à θ ≥ 3θR. D’autre part, on voit
apparaître des maxima à θM = kθ0 ( θ0 =

θR
2
); k = 1, 3, ... qui s’atténuent

rapidement après quelques pseudo-périodes. Ces extrema présentent à leur
tour des oscillations pseudo périodiques autour de θM . Notons par ailleurs que
SA|F (θ) < SA (θ) quelle que soit la valeur de θ ce qui montre que l’intrication
est un effet quantique qui fait diminuer le désordre qui peut exister dans un
système. Si pour un champ comprimé, nous avons observé l’intrication pendant
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Fig. 4.3 — Evolution de l’entropie conditionnelle de l’atome ayant interagi avec
(i) un champ thermique (hniC = 36) et (ii) celle de l’atome (ln 2− SA (θ)).
Aucun échange cohérent entre l’atome et le champ thermique n’a lieu.

un temps θ < 3θR, il n’en est pas de même pour un champ cohérent. En effet,
le calcul numérique (voir figure 4.2) met en évidence une intrication des états
au voisinage immédiat de l’origine des temps. D’autre part, nous constatons



4.2. Le vecteur de la sphère de Bloch 61

que l’entropie d’un atome excité ayant interagi avec un champ comprimé est
inférieure à celle de l’atome ayant interagi avec un champ cohérent autour de
chaque oscillation de Rabi. Cette comparaison nous montre que le manque
d’informations que l’on peut avoir sur l’atome est moindre lorsque ce dernier
interagit avec un champ purement quantique.
Cependant, l’entropie de l’atome est maximale (égale à ln 2) dans les deux cas
lorsque θ = θM (voir figures 4.1 (iii) et 4.2 (iii) ). L’atome étant décrit par un
mélange statistique de deux états équiprobables |ei et |gi, état non intriqué
avec celui du champ. Par ailleurs, nous remarquons que lorsque l’entropie du
champ est maximale autour de chaque oscillation de Rabi (minimale autour
de θM), celle de l’atome est respectivement minimale (maximale) caractérisant
ainsi l’échange d’information non locale entre les deux sous systèmes.
En ce qui concerne le champ thermique, l’entropie conditionnelle qui lui est
associée ne présente aucune intrication et l’entropie de l’atome ne présente
pas d’oscillations en phase ; ce qui explique l’aspect totalement aléatoire des
courbes (i) et (ii) de la figure 4.3.

4.2 Le vecteur de la sphère de Bloch

Nous avons décrit plus haut (voir chapitre 3) l’état de polarisation de l’atome
par le vecteur de Bloch

−→
R et nous avons également déterminé ses trois com-

posantes R1, R2 et R3 dans l’espace Euclidien. La condition d’inséparabilité
pour le système atome-champ est vérifiée pour¯̄̄−→

R (θ)
¯̄̄
=
p
|R1 (θ) |2 + |R2 (θ) |2 + |R3 (θ) |2 < 1 (4.5)

Dans le cas où hniC À 1, une expression de (4.5) beaucoup plus simple a été
établie [48]

R2(θ) '
¯̄̄̄
¯
∞X
n=0

PF (n; 0) exp

"
inθ

4hni3/2C

#¯̄̄̄
¯
2

(4.6)

qui devient dans le cas d’un état comprimé

R2(θ) = exp

Ã
− θ2

16 hni2C e2 rs

!
(4.7)

Les résultats obtenus en utilisant l’approximation (4.7) sont en excellent accord
avec ceux déduits du calcul numérique effectué pour les champs cohérent et
thermique lorsque l’atome est initialement décrit comme une superposition

d’états tels que a = b =

√
2

2
.

Par ailleurs, à partir des valeurs propres |g1| et |g2| calculées précédemment
(voir propriétés liées à l’atome dans le chapitre 3), nous pouvons développer
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l’état du système atome-champ dans les bases orthonormées {|u1 (θ)i , |u2 (θ)i}
et {|v1 (θ)i , |v2 (θ)i} respectivement de l’atome et du champ, bases déduites
de la décomposition de Schmidt [23] :

|ψAF (θ)i = g1 (θ) |u1 (θ)i⊗ |v1 (θ)i+ g2 (θ) |u2 (θ)i⊗ |v2 (θ)i (4.8)

Le nombre de Schmidt qui correspond au nombre de valeurs propres (|g1 (θ)| et
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Fig. 4.4 — Variations de la norme du vecteur de Bloch R (θ) (i) et de ses deux
valeurs propres g1 (θ) (ii) et g2 (θ) (iii). L’atome étant initialement dans un état
excité et le champ est décrit par un état comprimé. Le facteur de compression
est r∗ ≈ (1/6) arg sinh (2 hniC) , hniC = 36.

|g2 (θ)|) est égal à deux pour cet état. La décomposition de Schmidt réduit ainsi
la dimension de l’espace de Hilbert associé au champ (supérieure à deux dans
la base {|ni}) à la même dimension de l’atome lorsqu’il est décrit par la base
{|gi , |ei}. À cet effet, les matrices de bρA et bρF sont déduites immédiatement
bρA (θ) = µ |g1 (θ)|2 0

0 |g2 (θ)|2
¶
, bρF (θ) = µ |g1 (θ)|2 0

0 |g2 (θ)|2
¶

(4.9)

Dans le cas où la longueur de
−→
R est égale à l’unité, |g1 (θ)| = 1, |g2 (θ)| = 0

d’après (3.47) et (3.48). L’état du système décrit par (4.8) est un produit ten-
soriel direct de deux états purs des deux sous systèmes. On peut alors affirmer
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que lorsqu’un sous système quantique est dans un état pur, il ne peut jamais
être intriqué avec l’autre sous système. Dans le cas où

¯̄̄−→
R
¯̄̄
< 1, le nombre de

Schmidt est égal à deux, par conséquent l’état |ψAF (θ)i est décrit par une su-
perposition de |u1 (θ) , v1 (θ)i et |u2 (θ) , v2 (θ)i (état intriqué). L’évolution des
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Fig. 4.5 — Comparaison des normes de vecteurs de Bloch d’un atome ayant
interagi avec un champ comprimé (r∗ ≈ (1/6) arg sinh (2 hniC) ; hniC = 36) (i) ;
un champ cohérent (ii) et un champ thermique (iii).

valeurs
¯̄̄−→
R (θ)

¯̄̄
, |g1 (θ)| et |g2 (θ)| en fonction de θ

θR
pour le champ comprimé

est représentée dans la figure 4.4. Pour θ < 2θR, le temps mis par l’atome pour
retrouver l’état pur correspond à une période de Rabi, appelé aussi temps de
résurgence. Par ailleurs, le temps de collapse, temps mis pour passer d’un état
pur à un état intriqué, équivaut pratiquement à une demie période de Rabi.
Cependant, les maxima de R (θ) ne présentent pas d’oscillations comme pour
E (θ). En revanche, nous n’observons de réapparition de maxima au terme de
chaque oscillation de Rabi que dans le cas de R (θ) , caractérisant ainsi l’in-
trication partielle des états (présence également d’états séparables). D’autre
part, nous soulignons également l’importance de θ0 (première demi période de
Rabi) [49] puisqu’il s’agit du premier instant où les états intriqués redevien-
nent séparables d’une part. D’autre part, l’atome est décrit à cet instant par
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un état pur lorsque hniC est très grand. Ainsi, nous pouvons obtenir un atome
décrit par un état pur à θ = θ0, même si initialement nous n’avons aucune
information sur son état.

Quant au champ thermique, la comparaison de
¯̄̄−→
R
¯̄̄
th
avec

¯̄̄−→
R
¯̄̄
coh
et
¯̄̄−→
R
¯̄̄
squ

ne montre aucune propriété d’intrication. Au bout d’une période de Rabi, la
re-émission pseudo-périodique a complètement disparu (voir figure 4.5).

Ces deux critères E (θ) et
¯̄̄−→
R (θ)

¯̄̄
ne conduisant pas aux mêmes résultats

et ne représentant que des conditions nécessaires mais non suffisantes, il est
indispensable d’en rechercher un autre susceptible d’être complet. Le critère
de réduction a été proposé à cette fin [14], [15], [18], [50].

4.3 Le critère de réduction

Cette nouvelle condition pour caractériser l’intrication, introduit un opéra-
teur linéaire Γ = z ⊗ I, où z : ρ −→ (Trρ) − ρ est un opérateur agissant
seulement sur l’un des deux sous systèmes (B par exemple) et I un opérateur
identité agissant sur A [18, 50]. Cet opérateur transforme de manière linéaire
l’opérateur densité ρAB du système composé en un autre opérateur densité
hermitique

Γ : ρAB −→ ΛAB = (1A ⊗ ρB)− ρAB (4.10)

définis tous les deux (ρAB et ΛAB) dans le même espace de HilbertHAB =HA⊗
HB . Les spectres de leurs valeurs propres sont invariants sous la transformation
unitaire UA ⊗ UB.

Si ρAB =
P

iwiρ
i
A ⊗ ρiB (état séparable) alors toute transformation positive

(ou opérateur) agissant sur ρAB donne un autre opérateur densité semi positif.
En d’autres termes, si la factorisation de ρAB existe alors les éléments de la
matrice ΛAB sont tous définis semi positifs. Cependant, connaître le signe de
chaque élément de matrice lorsque celle ci est de dimension très grande nous
parait moins simple que lorsque l’on a affaire seulement aux valeurs propres.
Donc, si ρAB est factorisable il suffit de vérifier que toutes les valeurs propres
de ΛAB soient positives.

À présent, faisons agir l’opérateur positif Γ = zF ⊗ IA sur ρAF (θ) défini par
(3.24) tel quezF et IA agissent respectivement sur le champ électromagnétique
et l’atome.

Les éléments de la matriceΛAF (θ) = (1A ⊗ ρF (θ))− ρAF (θ), (ρF = TrA (ρAF ))
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Fig. 4.6 — Critères R (θ) : (i); λ− (θ) : (ii); D (θ) : (iii), en fonction de θ/θR. Le
rayonnement est décrit par un état comprimé ( r∗ ≈ arg sinh(2 hniC), hniC =
36) et l’atome est dans un état excité (a = 0; b = 1) .

sont :

ΛAF (θ) =
∞X

n,m=0

bnb
∗
m |g, ni hg,m|+

∞X
n,m=0

(ana
∗
m + bnb

∗
m − anb

∗
m) |g, ni he,m|+

∞X
n,m=0

(ana
∗
m + bnb

∗
m − a∗mbn) |e, ni hg,m|+

∞X
n,m=0

ana
∗
m |e, ni he,m|

(4.11)

où ai et bi sont des coefficients dépendants du temps θ. Cette nouvelle matrice
doit être un opérateur densité telle que Tr (ΛAF (θ)) = 1, ∀ θ et positive si et
seulement si

|Λnm (θ)|2 − Λnn (θ)Λmm (θ) < 0 (4.12)

Lorsque les états du système physique sont séparables alors toutes les valeurs
propres de la matrice ΛAF (θ) sont positives. Les valeurs propres de la ma-
trice ΛAF (θ) de dimension assez élevée 2N × 2N, avec N ∼ 250, sont calculées
numériquement dans le cas d’un champ comprimé. Pour chaque valeur de θ,
nous trouvons deux valeurs propres négatives dont l’une est très faible par
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rapport l’autre. Nous avons représenté sur la figure 4.6 (ii) l’évolution de la
valeur la plus élevée λ− (θ) en fonction de θ

θR
. Nous constatons un comporte-

ment similaire à R (θ) (figure 4.6 (i)) où l’on note l’absence d’oscillations au
niveau des maxima et une intrication ”diluée” autour des valeurs θR et 2θR.
Par ailleurs, nous pouvons exprimer les bornes inférieure et supérieure de λ− (θ)
comme :

1

2
−
√
6

2
≤ λ− (θ) ≤ −1

2
(4.13)

qui correspondent également aux valeurs propres de la matrice

Λ
0
=

µ
β 1

2
− iγ

1
2
+ iγ∗ 1− β

¶
(4.14)

avec β =
P

n |bn|2 et γ =
P

n (bnb
∗
n − anb

∗
n). Nous pouvons vérifier que cette

matrice est un opérateur densité puisque Tr
¡
Λ
0¢
= 1 quelle que soit la valeur

de β. Cette matrice à deux dimensions, n’est en fait qu’une forme simplifiée de
ΛAF (θ) qui elle, est de dimension très grande. Dans le cas où β = 1, les valeurs
propres 1

2
−

√
6
2
et −1

2
correspondent respectivement aux valeurs de γ = 2

3
, 1.

D’autre part, lorsque hniC À 1 et θ ¿ θR, des approximations sont possibles
pour

β ' 1

2
+
1

2
e−

θ2

2 cos

µ
2θ
q
hniC

¶
(4.15)

γ ' sin
Ã

θ

2
phniC

!
− e−

θ2

8 sin

µ
2θ
q
1 + hniC

¶
(4.16)

expressions obtenues lorsque nous approximons hniS et σ2S donnés respective-
ment par les équations (2.36) et (2.37) à hniS ' hniC et σ2S ' hniC .

4.4 Critère de différence de variations des dis-
tances

4.4.1 Définition

Nous avons tenté de définir un critère supplémentaire susceptible d’être plus
complet (condition nécessaire et suffisante). Notre idée étant, par analogie avec
l’entropie conditionnelle, d’évaluer l’écart des densités de probabilité P (n; 0)
et P (n; θ).
Le critère que nous proposons donc pour l’inséparabilité des états quantiques
est fondé sur la différence de variations des distances [24]. Ce critère est écrit
sous la forme :

D (θ) =
X
n

³p
PF (n)−

p
PF (n; θ)

´
< 0 (4.17)
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avec PF (n) et PF (n; θ) les densités de probabilités de n de la radiation re-
spectivement avant son interaction avec l’atome et à un instant ultérieur à la
séparation des sous systèmes.
Nous notons l’existence d’une grande similitude entre le critère de l’entropie
conditionnelle et notre critère où des variations analogues entre D(θ) et E (θ)
sont observées (voir figure 4.7), mais la nouvelle condition que nous présentons
est d’utilisation plus simple que l’entropie conditionnelle.
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Fig. 4.7 — Illustration de la similitude existant entre le critère de différence de
variations de distances avec le critère de l’entropie conditionnelle. Le champ
étant décrit par un état comprimé (r∗ = 0.8283; hniC = 36) et l’atome étant
dans un état excité.

En partant de l’équation (4.1), nous pouvons réécrire l’entropie conditionnelle
sous une autre forme

E (θ) =
X
n

(PF (n; θ) lnPF (n; θ)− PF (n; 0) lnPF (n; 0)) (4.18)

En tenant compte des inégalités z2 − √z ≤ z log z ≤ z2 + z, z ∈ [0, 1] , nous
montrons que

E(θ)−N (θ) ≤ D(θ) ≤ E(θ)−M (4.19)
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avec

M =
X
n

³
PF (n; 0)− P 2

F (n; 0)−
p
PF (n; 0)

´
, −1 ≤M ≤ 0 (4.20)

et

N (θ) =
X
n

³
P 2
F (n; θ)− PF (n; θ) +

p
PF (n; θ)

´
, 0 ≤ N (θ) ≤ 1 (4.21)

Pour des valeurs de θc tel que N (θc) = 0 d’une part et M = 0 d’autre part,
nous avons D (θc) = E (θc) = 0. La figure 4.8 montre effectivement que ces
deux paramètres s’annulent simultanément.
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Fig. 4.8 — Illustration de l’intrication instantannée du champ comprimé par le
critère D (θ) . D’autre part, nous montrons que pour plusieurs valeurs de θc,
nous avons E (θc) ' D (θc) = 0.

4.4.2 Bornes de D(θ)

Mathématiquement, D (θ) n’est pas une distance mais la racine carrée d’une
distance (voir Annexe C) qui peut, néanmoins, être bornée par la norme c1 [20].
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Ces limites s’avèrent trop larges pour notre objectif (voir Annexe C), d’autres
bornes ont été recherchées à partir de l’expression de PF (n) pour a = 0 et
n ' hni, et apparaissent plus précises pour l’encadrement de D (θ) (cf Annexe
C) :

D (θ) ≥
X
n

p
PF (n)

µ
1−

r
n

hni + cos
2
³
θ
√
n+ 1

´¶
(4.22)

D (θ) ≤
X
n

p
PF (n)

³
1− cos

³
θ
√
n+ 1

´´
(4.23)

En outre, nous montrons en Annexe B, que l’existence d’une relation entre
l’expression de D (θ) et celle de l’entropie de Fisher (voir définition en Annexe
B) nous amène à écrire pour θ −→ 0

D (θ) ≤
p
|S (θ)− S (0)| =

p
E (θ) (4.24)

4.4.3 Propriétés de D(θ)

L’évolution de D(θ) est représentée sur les figures 4 .6 (iii), 4.7 (i) et 4.9 . Nous
pouvons démontrer les trois propriétés suivantes :
• D (θ) ≤ 0 autour de θk = kθR, k = 0, 1, 2.

• dD(θ)
dθ
≤ 0 lorsque θ→ 0, n ' hni >> 1.

• D (θ0) −→ D∞ ' 1
4
lorsque hniC −→∞ avec θ0 = θR

2
.

La première propriété montre bien que l’intrication a lieu aux mêmes instants
que les autres critères (E (θ) , R (θ) et λ− (θ)). L’intrication disparaît au delà
de θ = 2θR ce qui implique que les deux sous systèmes ne retrouvent pas de
manière immédiate leur équilibre. Ce n’est pas le cas pour le champ cohérent
où une intrication est observée uniquement pour θ → 0. En ce qui concerne le
champ thermique, nous ne remarquons d’après la figure 4.9 (iii) aucune cor-
rélation quantique et nous pouvons conclure que le système fortement couplé
à son environnement ne présente pas de corrélations quantiques.
La deuxième propriété révèle que le champ devient instantanément intriqué
avec l’atome (propriété bien illustrée par la figure 4.8). En effet, nous pouvons
écrire la d.d.p. lorsque θ → 0 , n

hni ' 1 et hni >> 1 sous la forme suivante

PF (n, θ) ' PF (n, 0)

µ
cos2

³
θ
√
n+ 1

´
+

n

hni sin
2
¡
θ
√
n
¢¶

(4.25)

De cette expression, nous obtenons

dD (θ)

dθ
= −θ

X
n

PF (n, 0)p
PF (n, θ)

µ
n2

hni − (n+ 1)
¶

= −θ
X
n

p
PF (n, 0)

µ
n2

hni − (n+ 1)
¶

(4.26)
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Fig. 4.9 — Analyse des propriétés statistiques des champs comprimé (i), co-
hérent (ii) et thermique (iii) à l’aide du critère de différence de variations des
distances D (θ) . Le temps de cohérence est plus long pour un champ com-
primé où le facteur de compression est r∗ ≈ (1/6) arg sinh (2 hniC) = 0.8283;
hniC = 36.

Sachant que

X
n

p
PF (n, 0)

µ
n2

hni − (n+ 1)
¶
≥
X
n

PF (n, 0)

µ
n2

hni − (n+ 1)
¶
= 0 (4.27)

nous déduisons que la dérivée de D (θ) est bien négative.
Quant à la troisième propriété, nous montrons l’existence d’un maximum au-
tour de la demi-période de l’oscillation de Rabi comme dans les autres critères.
En effet, nous voyons apparaître des maxima qui s’atténuent rapidement avec
le temps. Ces extrema présentent des oscillations autour de chaque θM = k

2
θR;

k = 1, 3, ... tel que pour θ0 (premier instant où les états se séparent)D(θ0) ' 1
4
.

L’entropie conditionnelle atteint la valeur maximale 1
e
tandis que λ− (θ0) et

R(θ0) qui présentent des maxima sans oscillations, atteignent respectivement
les valeurs −0.62 et 1. Cependant, nous notons que la norme du vecteur de
Bloch R(θ0) est une grandeur beaucoup plus significative puisqu’elle nous ren-
seigne sur la pureté de l’état du système.
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4.4.4 Expression approchée de D(θ)

Les variations de D (θ) que nous avons représentées dans les figures 4.6 (iii),
4.7 et 4.8 sont déduites d’un calcul exact de (4.17). Néanmoins, afin d’étudier
analytiquement la variation de D(θ), une approximation s’avère nécessaire.
Nous nous plaçons dans le cas où le nombre de photons est élevé, le degré de
compression est modéré et les temps courts.
L’expression approchée deD(θ) dont nous présentons quelques étapes du calcul
en annexe D, est alors la suivante

D (θ) ' 1phniC
Ã
2 sin2

Ã
θ

2
phniC

!
+ e

−σ2(θ−θ0)2
4hniC cos

µ
4θ
q
hniC

¶!

− 2p
π hniC

µ
cos

µ
2θ
q
hniC + 1

¶
− cos

µ
2θ
q
hniC

¶¶
(4.28)µ

e
− σ2θ2

4hniC + e
−σ2(θ−θR)2

4hniC

¶
(4.29)

pour θ ∈ [0, θR] , θ0 = θR
2
et σ2 donnée par l’équation (2.37). Le tracé de

l’expression approchée de D(θ) avec sa valeur calculée numériquement est
représentée sur la figure 4.10. Cette approximation fait bien apparaître les
différentes fréquences d’oscillations du système. En effet, le champ comprimé

oscille avec une fréquence pseudo-périodique
2
√
hniC
π

autour de θ = θ0, deux

fréquences
√
hniC+1
π

et
√
hniC
π

autour de θ = θR et finalement une fréquence très
courte 1

4π
√
hniC

qui correspond à une période de longue durée du système.

4.5 Analyse de R, λ− et D en fonction du nom-
bre de photons

Les critères que nous venons d’énoncer sont étudiés en fonction du temps
θ, pour des valeurs moyennes de n correspondant à la partie cohérente très
grandes (hniC À 1 et ≤ 100). Nous avons mis en évidence des temps carac-
téristiques : θR correspondant à l’oscillation de Rabi, où l’intrication a lieu,
θ0 =

θR
2
instant où les états des deux sous systèmes deviennent séparables.

Cependant, nous pouvons montrer que pour des valeurs de hniC petites
(hniC ≤ 5) , R (θ) −→ 1, λ− (θ) −→ −0.62 et D (θ) −→ 1

4
autour de θ0 ce qui

laisse supposer la présence d’états partiellement séparables.
À cette fin, nous avons poursuivi la comparaison des propriétés du champ
comprimé avec les trois critères cette fois en fonction de hniC, à un instant
bien particulier θ = θ0. Nous représentons sur la figure 4.11 le tracé des trois
courbes R = R (θ0)− 1

2
, λ = λ− (θ0) + 2

3
et D (θ0) en fonction de hniC ≤ 5.
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Fig. 4.10 — Comparaison deD (θ) calculée numériquement (i) avec l’expression
approximative correspondante (ii). Nous remarquons que pour des valeurs de

θ petites
³

θ
θR
≤ 1

´
, l’expression approchée de D (θ) est de même allure que

D (θ) .

En effet, le critère de réduction ainsi que celui de la différence de variation des
distances montrent une intrication des états pour hniC ≤ 1.8. Par contre, le
rayon de la sphère de Bloch l’indique uniquement pour hniC ≤ 1. Cette analyse
montre que des corrélations quantiques ne sont pas décelées de manière claire
par les trois critères pour les valeurs petites de hniC. Ce résultat nous amène à
la conclusion suivante : les trois critères représentent seulement des conditions
nécessaires mais non suffisantes pour la séparabilité (inséparabilité) des états.
Néanmoins, nous montrons pour la plupart des valeurs de hniC , pour lesquelles
λ < 0 (> 0) , nous avons également R < 0 (> 0) et D < 0 (> 0) .

Finalement, l’analyse effectuée en fonction des paramètres θ et hniC nous révèle
un aspect complémentaire entre les trois critères où nous mettons en évidence
une intrication plus ou moins forte pour le système atome-champ et un temps
de corrélations quantiques pour un champ comprimé relativement long par
rapport à celui d’un champ cohérent.
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Fig. 4.11 — Critères R (θ0) : (i); λ− (θ0) : (ii); D (θ0) : (iii) en fonction de hniC
dans le cas d’un champ comprimé (r∗ = 0.8283) en interaction avec un atome
dans l’état excité. Notons que R (θ0) = R (θ0)−0.5; λ− (θ0) = λ− (θ0)+0.6667.

4.6 Application du modèle JC pour la généra-
tion d’états superposés

Dans ce paragraphe, nous présentons une méthode qui nous offre la possibilité
de générer des états superposés purs dans le laboratoire grâce à l’interaction
d’un champ quantifié avec des atomes suivant le modèle de JC. L’analyse des
propriétés statistiques du champ à l’aide des critères de séparabilité (insépara-
bilité) nous permet de déterminer l’instant pour lequel ce dernier est dans un
état pur.
Pour cela, considérons un atome dans son état excité et une source cohérente,
dont l’état initial de l’ensemble (atome+champ) est décrit par un produit ten-
soriel :

|χ (0)i = |ei⊗
X
n

cn |ni ; cn = e−|α|
2 αn

√
n!

(4.30)

L’évolution des propriétés statistiques du champ cohérent en fonction du temps
réduit θ

θR
, lorsque hniC est très grand est donnée par sa densité de probabilité

PF (n, θ) = PF (n) cos
2(θ
√
n+ 1) + PF (n− 1) sin2

¡
θ
√
n
¢

(4.31)

grandeur déterminée après une interaction de courte durée avec un atome se
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trouvant dans un seul état excité (a = 0). PF (n) = e−|α|
2 α2n

n!
étant la densité

de probabilité avant l’interaction. Pour les deux conditions R (θ) et D (θ) , le
champ cohérent passe d’un état intriqué pour θ = 0 à un état pur au bout
d’une demie oscillation de Rabi (θ0 = θR

2
) (voir figures 4.5 (ii) et 4.9 (ii) ).

Nous avons alors tracé la densité de probabilité de PC(n, θ) respectivement
pour θ = 0, θR

2
et θR. La d.d.p du champ décrite par une distribution de

Poisson avant l’interaction avec la source d’atomes (voir figure 4.12 (i)) prend
à θR

2
une allure similaire à celle des états cohérents superposés (cf figures 4.12

(ii) et 2.1.(a)), essentiellement autour de la valeur hniC .
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Fig. 4.12 — Comparaison de la densité de probabilité PC (n, θ) d’un champ
cohérent (courbe en trait plein) avec : (i) une gaussienne (courbe en +) de
variance σ2 ≈ hniC = 15; (ii) la densité de probabilité d’un champ superposé
Pϕ (n) (courbe en pointillée) et (iii) une gaussienne (courbe en pointillée) de
variance σ2 ≈ hniC = 15

En effet, nous pouvons montrer par le principe de ”balance detaillée” [51] que
PF (n; θ0) obtenu par le modèle de JC est du type superposé. Ce principe nous
permet d’écrire l’égalité des sections efficaces

PF (n) cos
2(θ0
√
n+ 1) ' PF (n− 1) sin2

¡
θ0
√
n
¢

(4.32)
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d’où
PF (n; θ0) ' 2PF (n) cos

2(θ0
√
n+ 1) (4.33)

Dans le cas où n = hni (0)±k (hni (0) est entier etÀ 1; k est un entier) d’une
part et en utilisant l’approximation

√
n+ 1 ∼

p
hni+ 1

µ
1 +

n− hni
2 (hni+ 1)

¶
(4.34)

d’autre part, nous obtenons

cos2(θ0
√
n+ 1) = cos2(π

p
hni√n+ 1) ' cos2(±π

2
k) =

1

2

³
1 + (−1)k

´
(4.35)

tel que la d.d.p. à θ0 s’écrive

PF (n; θ0) ' PF (n; 0) (1 + (−1)n) (4.36)

ce qui nous montre l’existence des valeurs de nc = hni (0) + 1, hni (0) + 3, ...
pour lesquelles PF (n; θ0) = 0. L’expression (4.36) possède bien la structure de
la loi des états superposés.
Finalement, pour générer les états superposés purs, il suffit de faire interagir
un champ cohérent dont les propriétés statistiques ne révèlent pas d’aspect
quantique avec un atome excité pendant un temps très court. À θ0 =

θR
2
, nous

obtenons un champ décrit par un état pur et superposé. Certes, cet état n’est
pas intriqué avec l’état de l’atome puisqu’il est pur à cet instant mais une
intrication entre les paquets d’ondes des états |αi et |−αi a lieu.
Cet état peut aussi être généré par une autre méthode qui consiste à faire
transmettre un champ cohérent à travers un milieu non linéaire [52] tel que à
l’instant T = π

2Ω
où Ω est la constante de couplage du champ avec le milieu

non linéaire, l’état cohérent se trouve dans un état superposé. L’observation
dans les distributions de probabilité des franges d’interférences (interférences
quantiques entre deux états macroscopiquement différents) a suscité un intérêt
tant du point de vue théorique qu’expérimental [21, 22].
Dans notre cas, nous nous sommes intèressés à étudier les conséquences de
l’intrication qui existe entre les états cohérents pour un système de détection.
En effet, en tenant compte de la phase ϕ et en se plaçant dans des conditions
idéales (signal sans bruit), les propriétés statistiques de l’état superposé seront
analysées suivant les deux cas de la détection : détection discrète et détection
continue. Le choix d’un tel état nous permettra d’évaluer les performances
d’un système de détection dans le chapitre suivant et de les comparer aux
performances optimales déduites d’une détection quantique qui représente une
détection idéale.
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Chapitre 5

Performances obtenues avec un
état superposé

Un système de détection est composé principalement de trois parties : une
source contenant toutes les informations d’un système physique (associée à un
codeur plus un émétteur), un canal (qui peut être un espace libre ou une fi-
bre optique) transmettant le signal et un récepteur suivi d’un décodeur (voir
figure 5.1). Dans le cas d’une modélisation semi-classique, le signal d’entrée et
le récepteur sont décrits respectivement par des états quantiques et des opéra-
teurs de mesure. Les performances en détection et en information pour cette
approximation s’avèrent nettement supérieures à celles d’un système classique
[53] où la source et le récepteur sont traités de manière classique.
Pour déterminer les performances d’un système de détection, nous avons con-
sidéré un signal d’entrée décrit par l’état superposé

ρψ = |ψihψ| où |ψi = c
¡|αi+ e−iϕ |−αi¢ (5.1)

état purement quantique (cf chapitre 2 et annexe E). Deux autres états ont été
également introduits afin de nous permettre une comparaison des performances
atteintes avec ces différents états. Il s’agit de

ρθ = |θihθ| où |θi = d
¡|αi+ |− eiϕαi¢ (5.2)

état différent de |ψi et d’un autre état décrivant un mélange statistique des
états cohérents

ρm =
1

2
(|αi hα|+ |−αi h−α|) (5.3)

Les signaux que l’on recueille à la sortie sont mesurés à l’aide de deux proces-
sus de détection différents : le détecteur de photons nous permet une détection
discrète photon par photon, le détecteur homodyne servant à mesurer la com-
posante réelle du champ électrique. Les densités de probabilité calculées pour
ces deux récepteurs représentés respectivement par deux opérateurs de mesurebN et bX, nous permettent d’évaluer la capacité du canal. Celle-ci sera comparée

77
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utilisateur

émetteur canal récepteur

décodeur

source

bruit

codeur

I

II

III

utilisateur

Fig. 5.1 — Schéma illustrant les parties principales d’un système de communi-
cation.

à la capacité optimale déduite d’un système de détection quantique correspon-
dant à un récepteur idéal.

5.1 Statistique de détection

5.1.1 Approche classique. Généralités

Avant d’aborder la détection quantique, nous donnons brièvement les éléments
de la théorie de la détection classique nécessaires au calcul des performances
d’un système, selon la théorie des tests d’hypothèses, et utilisant le test du
maximum de vraisemblance [54].
Soit un système dans un état j, de probabilité a priori ξj,

PM
j=1 ξj = 1. Ap-

pelons Hj l’hypothèse j où j = 1, 2, ...,M pour un problème à M hypothèses.
À cette hypothèse, on associe la grandeur caractérisant le signal de sortie
du détecteur y(t) = sj(t) + b(t) où sj(t) est le j ème signal et b(t) le bruit.
Chaque y est décomposé en n composantes aléatoires (y1, y2, ..., yn) de densité
pj(y) = pj(y1, y2, ..., yn).

L’approche Bayesienne [54] consiste à fixer des coûts Ci j, quantités mesurant
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les pénalités d’avoir choisi l’hypothèse Hj dans le cas où l’hypothèse Hi est
vraie. On appelle coût moyen, la quantité

C =
MX
i=1

MX
j=1

ξj Ci j p [i | j] (5.4)

Il s’agit donc de rendre C minimal. Les conditions

Ci j = 1 i 6= j; Ci i = 0 (5.5)

Ci j = 0 i 6= j; Ci i = −1 (5.6)

représentent deux exemples de coûts souvent utilisés. La probabilité d’erreur
minimale

Pe = 1−
MX
j=1

ξj p [j | j] =
MX
j=1

ξj

MX
k 6=j

p [k | j] (5.7)

On écrit la probabilité p [k | j] sous une forme rapportée à l’hypothèse ”bruit
seul” tel que

p [k | j] = ξkΛk(y)PM
j=1 ξjΛj(y)

(5.8)

expression dans laquelle le rapport Λk(y) =
pk(y)
p0(y)

, k = 1, 2, ...,M, est appelé
rapport de vraisemblance.

Cas binaire

Nous étudions le cas simple de deux hypothèses H0 et H1 respectivement de
probabilité a priori ξ0 et ξ1,

PM=2
i=1 ξi = 1. On associe pour l’hypothèse H0 la

grandeur caractérisant la sortie du détecteur y(t) = b(t) de densité p0(y) et
pour H1 la grandeur y(t) = s(t) + b(t) de densité p1(y).
Q0 = p [H1 | H0] est la probabilité de fausse alarme qui consiste à décider de
la présence de signal alors que le signal est absent. La valeur de Q0 est fixée
après la définition d’un seuil, valeur à partir de laquelle la détection est au-
torisée. D’autre part, tous les signaux envoyés et non détectés par le récepteur
sont aussi considérés comme un bruit tel que la probabilité d’erreur associée
est (1−Qd) où Qd = p [H1 | H1] est la probabilité de détection correcte. Fi-
nalement, pour H0 et H1 de probabilité à priori ξ0 = ξ1 =

1
2
, la probabilité

d’erreur moyenne s’écrit

Per =
1

2
(1 +Q0 −Qd) (5.9)

Par ailleurs, le canal représentant le support des signaux émis par la source, est
caractérisé par les probabilités de transition (ou probabilités conditionnelles)

p (yj |Hi ) =
p (Hi, yj)

p (Hi)
(5.10)
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tel que
2P

j=1

p (Hi, yj) = p (Hi) = ξi et
2P

i,j=1

p (Hi, yj) = 1, p (Hi, yj) étant la

probabilité conjointe. Nous distinguerons ici deux types de canaux :

( )0Hp

( )1Hp 1y

0y

(a)

( )10Hyp

( )11Hyp

( )00Hyp
0

1

( )10Hyp

( )0Hp

( )1Hp

( )00 Hyp

( )11Hyp

( )01Hyp

(b)

0y

1y

0

1

Fig. 5.2 — Schémas d’un canal en Z (a) et d’un canal symétrique (b) caractérisés
par les probabilités conditionnelles p (y0 |H1 ) et p (y1 |H0 ) pour un système de
détection binaire.

• le canal en Z (voir figure 5.2 (a)) pour un comptage de photons. En effet,
le seuil de détection d’un photon étant parfaitement connu, le signal détecté
lorsque l’évènement correspond à n = 0 est nécessairement éliminé.
• le canal en X (voir figure 5.2 (b)) pour une détection homodyne (le canal est
symétrique si p (yj |Hi ) = p (yi |Hj ) avec i 6= j). En effet, la mesure continue
de la composante réelle du champ électrique ne nous permet pas de séparer
nettement entre le bruit et le signal lui même. Une optimisation du seuil s’avère
très utile.

5.1.2 Détection quantique

Les expressions de la théorie statistique de la détection pour le cas quantique
sont brièvement établies par analogie avec la théorie classique.
La source décrivant un système, est donnée par les opérateurs densité {bρi}M−1i=0

chacun avec la probabilité a priori ξi tels que

∀i,bρi ≥ 0, T r (bρi) = 1; ξi ≥ 0,M−1X
i=0

ξi = 1. (5.11)
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D’autre part, les opérateurs de mesure doivent vérifier les conditions suivantes :

∀j, bRj > 0,
N−1X
j=0

bRj = 1 (5.12)

La probabilité d’erreur s’écrit alors

Per = 1−
M−1X
i=0

ξiTr
hbρi bRi

i
(5.13)

et les éléments de la matrice des probabilités de transition, caractérisant le
canal sont

pi j = Tr
hbρi bRj

i
≥ 0,

X
j

pi j = ξi,
X
i j

pi j = 1, N =M (5.14)

Les performances optimales sont déduites d’un opérateur de détection qui
réalise le minimum de Per. La méthode consiste à rendre le coût moyen
C =

P
i j Ci jξiTr

hbρi bRj

i
minimal. La solution

nbRj

o
réalisant Cmin est l’opéra-

teur de détection optimal (o.d.o). Le calcul de sa structure, dû essentiellement
aux travaux de Helstrom et Holevo [54, 55], ne peut s’effectuer de manière
rigoureuse que lorsque la source de messages est constituée soit de M états
purs linéairement indépendants ou de M opérateurs densité qui commutent.
Nous traitons ci-dessous le premier cas avec M = 2 tel que ρ0 est l’opérateur
densité décrivant le vide et ρ1 l’opérateur décrivant le signal dans l’état |ψi .
Rappelons que |ψi = c |αi+ e−iϕ |−αi dont les propriétés statistiques ont été
déjà étudiées dans le chapitre 2, décrit la superposition de deux états cohérents
(une intrication) avec une différence de phase.

Détection quantique binaire : équation d’optimalité pour la proba-
bilité d’erreur

Le calcul que nous avons conduit [25] n’a pas pour but de montrer que le récep-
teur de détection optimal est constitué de projecteursA =

P2
k=1 U (ηk) |ηki hηk|,

mais seulement de déterminer la probabilité d’erreur la plus petite possible afin
de réaliser une comparaison des performances atteintes avec des dispositifs de
technologie courante. Ces dispositifs correspondent, dans notre cas, aux deux
détections discrète et continue.
Pour ce récepteur idéal, nous considérons un canal binaire symétrique tel que
la voie d’entrée est caractérisée par deux états purs : bρ0 (|0i h0|) et bρ1 (|ψi hψ|)
avec respectivement p(0) et p(1) les probabilités a priori, p(0)+p(1) = 1. Nous
caractérisons la voie de sortie par bπ0 et bπ1 (opérateurs de mesure du projecteur
A) avec bπ0 + bπ1 = 1.
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La probabilité d’erreur

Qer = p(0)Tr (bρ0bπ1) + p(1)Tr (bρ1bπ0)
= (1− p(0)) [1− Tr [(bρ1 − Λbρ0) bπ1]] (5.15)

avec Λ = p(0)
1−p(0) , est minimale lorsque Tr [(bρ1 − Λbρ0) bπ1] est maximal. Nous

sommes alors amenés à résoudre l’équation aux valeurs propres

(bρ1 − Λbρ0) |ηki = η |ηki (5.16)

ce qui revient à écrire

Tr [(bρ1 − Λbρ0) bπ1] =X
k

ηk hηk|π1 |ηki (5.17)

Le maximum de (5.17) s’obtient lorsque½
ηk ≥ 0→ hηk|π1 |ηki = 1
ηk < 0→ hηk|π1 |ηki = 0

Or, il suffit dans notre cas de déterminer l’expression de la probabilité d’er-
reur. Pour simplifier les calculs, nous prendrons p(0) = p(1) = 1

2
(hypothèses

équiprobables) et l’équation (5.16) s’écrit comme

|ψi hψ| ηi− |0i h0| ηi = η |ηi (5.18)

En multipliant successivement par hψ| et h0| et en posant γ = h0| ψi ,
γ∗ = hψ| 0i , nous obtenons un système d’équation à deux inconnues

(1− η) hψ| ηi− γ∗ h0| ηi = 0 (5.19)

γ hψ| ηi− (1 + η) h0| ηi = 0 (5.20)

qui admet comme solutions η+ =
q
1− |γ|2, η− = −

q
1− |γ|2.

Sachant que h0| αi = e−
1
2
|α|2 et |α|2 = S, nous déduisons

|γ|2 = e−S (1 + cosϕ)
1 + e−2S cosϕ

(5.21)

et par la suite

η± = ±
r
1− 1 + cosϕ

eS + e−S cosϕ
(5.22)

Pour η+, nous avons |h0 |η+i|2 = |γ|2
(1+η+)2

|hψ |η+i|2 et |h0 |η+i|2+ |hψ |η+i|2 = 1,
ce qui nous permet de déduire¯̄hψ ¯̄η+®¯̄2 = (1 + η+)2

(1 + η+)2 + |γ|2 (5.23)

¯̄h0 ¯̄η+®¯̄2 = |γ|2
(1 + η+)2 + |γ|2 (5.24)
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d’où

Qer =
1

2

µ
1−

q
1− |γ|2

¶
(5.25)

=
1

2

µ
1−

r
1− 1 + cosϕ

eS + e−S cosϕ

¶
Calculons, à présent, la probabilité d’erreur minimale pour l’état |θi où la
constante de normalisation (voir Annexe E) est

d =

s
1

2 (1 + e−S cosϕ cos (S sinϕ))
(5.26)

Nous procédons de la même manière que ci dessus et nous trouvons

Qθ
er =

1

2

µ
1−

q
1− |γ0|2

¶
(5.27)

=
1

2

Ã
1−

s
1− 2

(eS + e−S cosϕ cos (S sinϕ))

!
(5.28)

où γ
0
= h0| θi . Dans les deux cas, nous avons Qer et Qθ

er des fonctions décrois-
santes lorsque ϕ ∈ [0, π] . De même, pour des valeurs de ϕ fixées, Qer et Qθ

er

décroissent avec S . Cependant, nous remarquons que Qθ
er > Qer quelle que

soit la valeur de ϕ ∈ [0 2π] , comme le montre la figure 5.3. Ceci nous indique
que même si |θi est un état aussi pur que |ψi ¡Trρ2θ = Trρ2ψ = 1

¢
et que sa

densité de probabilité présente aussi des oscillations quantiques (voir figure
5.4), la probabilité d’erreur minimale obtenue ne garantit pas une meilleure
efficacité pour la détection par rapport à celle de l’état |ψi.
D’autre part, nous ne pouvons pas calculer Qer pour l’état décrit par un
mélange incohérent ρm = 1

2
(|αi hα|+ |−αi h−α|) car les hypothèses perme-

ttant de déduire cette grandeur supposent la pureté des états décrivant les
signaux d’entrée. Or, Tr (ρ2m) < 1 (voir annexe E), ce qui montre que cet état
est un mélange statistique. Néanmoins, on peut borner la probabilité d’erreur
minimale dans le cas de la superposition d’opérateurs densité. On montre alors
que la superposition incohérente dégrade les performances de détection [56].

5.1.3 Détection à variable discrète

Le comptage de photons est réalisé par la mesure de l’opérateur bN = a+a
respectivement dans l’état |ψi, l’état |θi = d (|αi+ |−eiϕαi) et l’état d’opéra-
teur densité ρm =

1
2
(|αi hα|+ |−αi h−α|). L’observable mesurée correspond au

nombre n d’évènements enregistrés dans un temps fini. Les impulsions enreg-
istrées correspondent aux temps d’interaction photon-détecteur et représentent



84 5. Performances obtenues avec un état superposé

0 1 2 3
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

Puissance S

Pr
ob

ab
ilit

é 
d'

er
re

ur
 q

ua
nt

iq
ue

Qψ
er

  
Qθ

er

0 1 2 3
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

Puissance S

φ = π / 3 φ = 5 π / 6

Fig. 5.3 — Comparaison des probabilités d’erreur Qer (courbe pleine) et Qθ
er

(courbe en pointillés) pour différentes valeurs de la phase. Ces probabilités
d’erreur sont obtenues lors d’une détection quantique pour un signal d’entrée
décrit respectivement par les états |ψi et |θi .

le signal contenant l’information qui sera traitée par la suite par un décodeur.
Nous donnons ci dessous leurs densités de probabilité (cf annexe E) tels que
pour :
• ρϕ = |ψi hψ| :

Pϕ (n) =
(1 + (−1)n cosϕ)
(1 + e−2S cosϕ)

e−S
Sn

n!
(5.29)

Dans le cas où ϕ = 0, π, Pϕ (n) s’annule respectivement pour n pair et n impair.
On note la présence d’oscillations dûes aux effets quantiques à l’exception
des cas ϕ = π

2
, 3π
2
pour lesquels la d.d.p. est une distribution de Poisson. Un

exemple de Pϕ (n) pour ϕ = π
3
est présenté sur la figure 5.4.

• ρθ = |θi hθ| :

Pθ (n) =
(1 + (−1)n cos (nϕ))

1 + e−S(1+cosϕ) cos (S sinϕ)
e−S

Sn

n!
(5.30)

Pour (S sinϕ) = 0, π, le dénominateur
¡
1− e−S(1+cosϕ)

¢
ne s’annule pas. Cepen-

dant Pθ (n) s’annule pour n pair, ϕ = (2k + 1) π2 et n impair, ϕ = 2kπ. Des
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Fig. 5.4 — Densités de probabilité de mesurer n photons dans les états |ψi et |θi
(respectivement (i) et (ii)) pour ϕ = π/3. Cette figure illustre les oscillations
que présentent les deux d.d.p.

oscillations apparaissent aussi dans ce cas comme le montre la figure (5.4),
révélant l’aspect quantique de l’état |θi, mais l’expression diffère notablement
de Pϕ (n).
Si les deux états |ψi et |θi présentent des propriétés quantiques, il n’en va pas
de même pour le mélange statistique d’états cohérents qui à la limite peut être
interprété par la théorie classique. En effet, pour
• ρm = 1

2
(|αi hα|+ |−αi h−α|) , la d.d.p. est

Pm (n) = e−S
Sn

n!
(5.31)

qui représente la d.d.p. de Poisson.
Les probabilités d’erreur pour tous ces cas sont déduites respectivement des
équations (5.29 ; 5.30 ; 5.31) pour n = 0 telles que :

Pϕ (0) =
(1 + cosϕ)

(eS + e−S cosϕ)
(5.32)

Pθ (0) =
2

(eS + e−S cosϕ cos (S sinϕ))
(5.33)

Pm (0) = e−S (5.34)
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Nous remarquons que Qer ≤ Pϕ (0) et Qθ
er ≤ Pθ (0) . De même, Pm (0) est

bien la borne supérieure. Cette analyse montre que la valeur minimale de la
probabilité d’erreur est atteinte pour la détection quantique dans les trois cas.

5.1.4 Détection homodyne

Lors de la détection homodyne, on mesure l’opérateur position bX =
a+ + a√

2
dans les états d’opérateurs densité ρϕ et ρm. Cette observable est reliée directe-
ment au champ électrique E se propageant linéairement suivant une direction
(l’axe z par exemple) [57] :

Ex (z, t) =

µ
2

ε0V

¶ 1
2 bx (t) sin (k z) (5.35)

Le vecteur d’onde de la radiation à un seul mode est k = ω
c
, ε0 est la per-

mittivité du vide et V le volume quantifié de la cavité contenant la radiation.
L’équation (5.35) montre que la mesure de l’opérateur position bX nous permet
d’accéder directement à la composante réelle du champ électrique.

Densité de probabilité pour α ∈ C
Le calcul détaillé de la densité de probabilité pour l’état |ψi est présenté dans
l’Annexe E. Pour simplifier les calculs, nous avons pris le cas où α = αr (1 + i) ,
(αr ∈ R) et nous obtenons :

Pϕ (x, αr) =
e2α

2
r

(e4α2r + cosϕ)

h
cosh

³
2αr

√
2x
´
+ cos

³
ϕ+ 2αr

√
2x
´i

P (x; 0)

(5.36)

Notons que P (x; 0) = 1√
π
e−x

2
représente la distribution gaussienne dans le cas

de l’absence du signal.
Afin de mieux caractériser Pϕ (x, αr) , nous déterminons les premiers moments
de x lorsque ϕ 6= π :

hxiϕ =
+∞Z
−∞

x Pϕ (x, αr) dx = − αr

√
2 sinϕ

(e4α2r + cosϕ)
(5.37)

­
x2
®
ϕ
=

+∞Z
−∞

x2Pϕ (x, αr) dx =
1

2
+ 2α2r

³
e4α

2
r − cosϕ

´
(e4α2r + cosϕ)

(5.38)

Le premier terme de hx2iϕ est dû aux fluctuations du vide tandis que le second
terme décrit la variance du signal transmis.
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Fig. 5.5 — Densités de probabilité de mesurer x dans les états |ψi (courbe
pleine) et |0i (courbe en pointillés) dans le cas où ϕ = 0 et S = 1. Ce tracé
montre comment l’on détermine le seuil de détection pour la mesure homodyne
(seuil : intersection des densités de probabilité des états correspondant au
signal et au vide).

Déterminons à présent les deux premiers moments de x pour un mélange statis-
tique et comparons les à ceux déjà calculés. La densité de probabilité dans l’état
décrit par l’opérateur ρm est

Pm (x, αr) = e−2α
2
r cosh

³
2αr

√
2x
´
p (x; 0) (5.39)

expression dans laquelle nous notons l’absence d’oscillations caractérisant ainsi
l’absence de corrélations quantiques dans un mélange statistique des états.
Cet état se prête en effet à avoir une description classique. Les deux premiers
moments sont :

hxim = 0,
­
x2
®
m
=
1

2
+ 2α2r

D’après ces calculs, nous remarquons que hx2iϕ = hx2im quel que soit αr quand
ϕ = π

2
ou lorsque αr À 1. Cependant, pour 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, nous obtenons

hx2iϕ ≤ hx2im.
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Densité de probabilité pour α ∈ R
Considérons à présent le cas où α = αr avec S = α2r désignant la puissance du
signal. La probabilité de mesurer l’opérateur position dans cet état s’écrit :

Pϕ (x, S) =
1

e2S + cosϕ

³
cosϕ+ cosh

³
2
√
2Sx

´´
P (x; 0) (5.40)

à partir de laquelle, nous déduisons le premier moment

hxiϕ = 0 (5.41)

et la variance : ­
x2
®
ϕ
=
1

2
+

2S

1 + e−2S cosϕ
(5.42)

La courbe de Pϕ (x, α) pour ϕ = π/3 et α2 = 1, est représentée sur la figure 5.5
sur laquelle nous n’observons que deux maxima pour la détection homodyne.
Notons que le caractère quantique de l’état |ψi est plus nettement mis en
évidence par la détection discrète que par la détection homodyne. En effet,
nous observons clairement les interférences induites par les deux états |αi et
|−αi lors d’un comptage discret.
Calculons à présent la probabilité d’erreur de détection pour ce type de récep-
teur. Soient Pϕ (x, S) et Pϕ (x, 0) les probabilités de mesurer x dans l’état |ψi
et le vide |0i . On définit la probabilité d’erreur pour une mesure continue d’un
champ électrique sous la forme

Per =
1

2
(Pf + 1− Pd) (5.43)

où Pf et Pd sont les probabilités de fausse alarme et de détection. Ceci nous
amène à chercher le seuil µ (S) déduit à partir de pϕ(x,S)

pϕ(x,0)
= 1 (voir figure 5.5).

En effet pour µ (S) = arg cosh (e2S)

2
√
2S

, nous délimitons un domaine de décision
]−∞,−µ(S);µ (S) ,∞[ tels que :

Pf =

Z −µ(S)

−∞
Pϕ(x, 0)dx+

Z ∞

µ(S)

Pϕ(x, 0)dx = erfc(µ(S)) (5.44)

Pd =

Z −µ(S)

−∞
Pϕ(x, S)dx+

Z ∞

µ(S)

Pϕ(x, S)dx

=
cosϕ

eS + cosϕ
erfc(µ(S))

+
eS

2(eS + cosϕ)
[erfc(µ(S)−

√
S) + erfc(µ(S) +

√
S)] (5.45)

d’où l’expression finale

Per =
1

2

·
1− 1

4

³
erf
³
µ (S)−

√
S
´
+ erf

³
µ (S) +

√
S
´´
+
1

2
erf (µ (S))

¸
(5.46)
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erfc (x) est la fonction erreur complémentaire [58]

erf c(x) =
1√
2π

∞Z
x

exp

µ
−u

2

2

¶
du (5.47)

Pour S . 1, ϕ = 0 et µ0 = 1√
2
+ S

4
, l’expression précédente se simplifie et se

met sous la forme

Per ∼ 1
2

Ã
1− S

r
2

πe

!
(5.48)

5.2 Capacité de canal

5.2.1 Définition

La capacité, grandeur caractéristique d’un canal, s’obtient par un calcul clas-
sique. Seuls, les canaux sans mémoire sont considérés dans ce travail. Toutes
les questions concernant la réalisation pratique des éléments composant le sys-
tème de communication, telles que la synchronisation des divers éléments, le
non recouvrement des signaux ..., ne sont pas abordées ici.
Soit la séquence d’entrée {xi}Mi=1 ∈ X donnée avec la probabilité q(xi) et
la séquence de sortie {yj}Nj=1 ∈ Y . Le canal est entièrement défini par la
matrice Π de dimension N ×M dont les termes sont les diverses probabilités
conditionnelles p(yj | xi).
On appelle information mutuelle, la différence entre l’incertitude a priori surX
et l’incertitude sur la même variable aléatoire dans l’hypothèse où une mesure
sur une autre variable aléatoire Y est connue. Son expression est :

I(X,Y ) = S(X)− S(X | Y )

=
MX
i=1

NX
j=1

q(xi) p(yj | xi) log p(yj | xi)P
k q(xk) p(yj | xk)

(5.49)

La capacité d’un tel canal, sous les contraintes (la normalisation des probabil-
ités, la contrainte de puissance, de bande passante,...) Q formant un ensemble
convexe, est le maximum de l’information mutuelle

C = max
Q

I(X,Y ) (5.50)

oùQ :
nP
i=1

q(xi) = 1; q(xi) ≥ 0 (probabilité a priori). Les théorèmes démontrant
l’existence de ce maximum, c’est à dire prouvant la convexité de I(X,Y ), sont
démontrés dans de nombreux ouvrages ([59], par exemple) tel que I(X,Y ) est
convexe ∩ sur q(xi), ∀ i et convexe ∪ sur p(yj | xi), ∀ i, j.
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5.2.2 Capacité du canal dans le cas binaire

Le calcul de la capacité d’un système de détection à deux entrées est détaillé
dans l’annexe E où nous obtenons pour un canal symétrique, la formule suivante

Ci = log(2) + pi log(pi) + (1− pi) log (1− pi) ; i = q, c (5.51)

et pour un canal en Z

Ci
N = log 2−

1

2
log (1 + Pi (0)) +

Pi(0)

2
log

µ
Pi(0)

1 + Pi(0)

¶
; i ≡ ϕ, θ (5.52)

Appliquons ce résultat au cas où la voie d’entrée est représentée par les états
|ψ1i = c (|αi+ e−iϕ |−αi) et |ψ0i = |0i caractérisant respectivement le signal
et le vide et symbolisés par 1 et 0.

Capacité du canal quantique

Pour la détection quantique, nous considérons un canal symétrique dont la
capacité est donnée par (5.51). En effet, pour i = q, pq = Qer est la probabilité
d’erreur quantique minimale dont l’expression est déjà donnée par l’équation
(5.25). La matrice des probabilités de transition estµ

1−Qer Qer

Qer 1−Qer

¶
(5.53)

Notons que Cq, tout comme Qer, est fonction de la puissance et de la phase
ϕ et les approximations que nous pouvons déduire sont telles que [25] :

pour ϕ = 0, Cq ≤ S2

2
si S ¿ 1 et Cq ≤ log 2− S

2
e−S si S À 1(5.54)

pour ϕ 6= 0, π ;Cq ≤ 1− cosϕ
1 + cosϕ

S si S ¿ 1 (5.55)

pour ϕ 6= 0, π ;Cq ≤ log 2− (1 + cosϕ) S
4
e−S si S À 1 (5.56)

Capacité du canal semi-classique

Éxaminons le compteur de photons dont le canal est semi classique (canal
en Z). Les probabilités de transition sont P (0 | 0) = 1; P (0 | 1) = Pϕ(0);
P (1 | 0) = 0; P (1 | 1) = 1−Pϕ(0) où Pϕ(0) est donnée par (5.32). La capacité
d’un tel canal est

CN (S,ϕ) = log 2− 1
2
log (1 + Pϕ(0)) +

Pϕ(0)

2
log

µ
pϕ(0)

1 + pϕ(0)

¶
(5.57)

expression qui devient pour ϕ = 0
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Fig. 5.6 — Capacité du canal quantique Cq pour différentes valeurs de la phase
lorsque le signal d’entrée est décrit par |ψi.

CN ≤ S2

4
log 2 si S ¿ 1 et (5.58)

CN ≤ log 2− S e−S si S À 1 (5.59)

et pour ϕ 6= 0 et 6= π

CN ≤
µ
1− cosϕ
1 + cosϕ

¶
log 2

2
S si S ¿ 1 (5.60)

CN ≤ log 2− (1 + cosϕ)S e−S si S À 1 (5.61)

Capacité du canal classique

Dans le cas où i = c, pc =
1
2
(1 + Pf − Pd) est la probabilité d’erreur lors de

la mesure d’un champ électrique. Les probabilités de transition pour le canal
classique et symétrique sont P (0 | 0) ↔ Pϕ (x, 0) ; P (0 | 1) = P (1 | 0) = pc;
P (1 | 1) ↔ Pϕ (x, S) . Les expressions de Pϕ (x, 0), Pϕ (x, S) et pc ≡ Per sont
données dans le paragraphe précédent. Des approximations peuvent être faites
également pour la capacité du canal classique

CC = log(2) + per log(per) + (1− per) log (1− per) (5.62)
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Fig. 5.7 — Capacité de canal à comptage de photons CN pour différentes valeurs
de ϕ lorsque le signal d’entrée est décrit par une superposition d’états co-
hérents. Notons que pour ϕ = π/2, la capacité de canal est confondue avec
celle de l’état décrit par un mélange statistique d’états cohérents.

tel que pour 0 ≤ ϕ . π
2
, nous avons

Cc ≤ 1
2

µ
S2

1 + cosϕ

¶2
S ¿ 1 (5.63)

Cc ≤ log 2− e−
S
2 S À 1 (5.64)

5.2.3 Discussion

Nous considérons pour les différents canaux une région de puissance peu élevée.
Cette région est intéressante car elle correspond à l’utilisation la plus avan-
tageuse pour les systèmes de communication envisagés ici. De plus, elle con-
stitue un cas limite dont les performances peuvent être comparées au cas quan-
tique, et dont la phase ϕ peut être arbitraire. Sur les figures 5.6, 5.7 et 5.8, nous
représentons les capacités des trois canaux en fonction de la phase. Le calcul
montre que la capacité est une fonction croissante de ϕ, ce qui nous permet
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Fig. 5.8 — Capacité de canal à mesure continue Cc pour différentes valeurs de
la phase ϕ lorsque le signal d’entrée est décrit par l’état |ψi . Pour ϕ = π/2,
la capacité est confondue avec celle de l’état décrit par un mélange statistique
d’états cohérents.

d’utiliser avantageusement ce paramètre pour se rapprocher des performances
optimales.
La capacité du canal Z, lorsque la voie d’entrée est décrite par l’état |ψi est
supérieure à celle déduite de l’état |θi = c(|αi+ |−eiϕαi) comme le montre la
figure 5.9, tandis qu’elle est pratiquement confondue avec celle décrite par un
mélange incohérent d’états bρm = 1

2
(|αi hα|+ |−αi h−α|) quand ϕ = π

2
.

D’autre part, on note une meilleure sensibilité de la capacité du canal pour
ϕ = 2π

3
lorsque 1 ≤ S ≤ 10, aussi bien pour le canal quantique que pour

le canal à comptage de photons. La capacité de canal à réception homodyne
devient quasiment indépendante de la phase ϕ à partir de S & 3.
Par ailleurs, il est intéressant de comparer les canaux pour les trois récepteurs :
récepteur quantique, compteur de photons et récepteur homodyne, dans le cas
où ϕ = 2π

3
(voir figure 5.10). Notons qu’il est nécessaire de normaliser la

puissance pour la réception homodyne afin de pouvoir faire la comparaison
avec les autres capacités.
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Fig. 5.9 — Capacité du canal semi classique pour une source décrite par |ψi
(courbe pleine) et |θi (courbe en pointillés).

Il est clair que la réception quantique conduit à des performances supérieures
à tous les autres récepteurs, mais le compteur de photons s’en rapproche le
plus. Celui ci est très sensible à la variation de ϕ par rapport au récepteur
homodyne. Ainsi, ce paramètre offre une possibilité d’acquérir une meilleure
efficacité pour la transmission de l’information.
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Fig. 5.10 — Comparaison des capacités des canaux classique, semi classique
et quantique (respectivement Cc, CN et Cq) lorsque l’état est décrit par l’état
|ψi . Les performances de détection à variable discrète se rapprochent le plus
des performances optimales.
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à l’étude des propriétés (intri-
cation et statistiques) de l’état d’un système physique d’une part et d’autre
part, au calcul des performances d’un système de détection lorsque le signal
d’entrée est décrit par un état superposé.
L’intrication qui est l’une des caractéristiques fondamentales de la mécanique
quantique peut être réalisée par interaction d’une source de rayonnement élec-
tromagnétique avec un atome à deux niveaux (niveaux fondamental et excité).
Un modèle simple, proposé par Jaynes-Cummings, s’est avéré un excellent outil
tant sur le plan théorique que sur le plan expérimental pour générer des états
intriqués.
Avant d’étudier les états intriqués des deux sous systèmes atome et champ,
nous avons analysé en détail les propriétés statistiques du champ avant toute
interaction avec un autre système physique. L’étude de ces propriétés en par-
allèle avec celles des états cohérent et thermique nous a permis de constater
l’aspect quantique des états comprimé et superposé. Les interférences entre
états décrits à l’aide de leurs densités de probabilité et caractérisant cet effet
quantique, sont absentes pour les états cohérent et thermique préalablement
à toute interaction. En effet, de tels états peuvent être traités dans un cadre
classique tandis que les états superposé et comprimé ne peuvent être décrits
que dans le cadre de la théorie quantique.
Le champ et l’atome étant préparés indépendamment l’un de l’autre, sont mis
en présence pendant un très court instant. Leurs états sont alors modifiés par
la perturbation et deviennent, au cours du temps, partiellement ou totalement
intriqués. Afin de caractériser le degré d’intrication, nous avons élaboré un
nouveau critère, basé sur la différence de variations des distances. Les pro-
priétés de ce critère sont comparées avec celles des trois autres critères qui
sont l’entropie conditionnelle, le rayon de la sphère de Bloch et le critère de
réduction.
Cette analyse nous a permis de mettre en évidence des temps caractéristiques :
une intrication du système apparait au bout de chaque oscillation de Rabi,
une première séparabilité des états pour une première demi-période de Rabi et
l’inséparabilité qui disparaît au bout de la troisième période de l’oscillation de
Rabi. Nous avons constaté également que pendant ce temps de cohérence, un
échange d’information a lieu entre l’atome et le champ comprimé : ainsi lorsque
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l’entropie du champ est maximale (respectivement minimale), l’entropie de
l’atome est minimale (respectivement maximale).
Par ailleurs, les résultats obtenus à l’aide de ce nouveau critère sont en parfait
accord avec ceux des trois autres critères dans un très grand intervalle de temps
et quelles que soient les valeurs de nombre moyen de photons du champ avant
intrication.
Nous avons observé un temps de cohérence plus long pour un champ com-
primé que pour un champ cohérent, confirmant ainsi que l’intrication est de
plus longue durée avec un système quantique qu’avec un système classique.
Cette remarque s’appuie aussi sur le fait qu’une intrication est difficilement
décelable avec un champ thermique du fait du fort couplage des différents états
composant ce champ avec l’environnement et détruisant ainsi toute cohérence
de phase.
À partir de l’analyse des trois critères en fonction de la valeur moyenne du
nombre de photons hni avant interaction, nous notons une intrication du champ
comprimé à un temps égal à la demi periode de Rabi pour des valeurs de
hni faibles. D’autre part, les variations dynamiques des quatre critères sont
différentes. Aucun critère ne présente une condition nécessaire et suffisante
pour toutes les valeurs de hni. Les quatres critères sont donc complémentaires.
En outre, ces critères nous ont permis de constater des propriétés non clas-
siques pour un champ cohérent ayant déjà interagi avec un atome, à l’instant
correspondant à la demi-periode de l’oscillation de Rabi. Il s’agit du premier
instant où les états de l’atome et du champ ne sont plus intriqués. Le tracé
de sa densité de probabilité à cet instant, révèle les mêmes oscillations que
celles observées dans le cas d’un champ superposé indépendant. Nous pouvons
donc concevoir un champ généré par la superposition des états cohérents (à
une phase), grâce au modèle de Jaynes-Cummings et aux critères de sépara-
bilité (inséparabilité). La norme de la sphère de Bloch est un critère qui nous
a permis de déterminer l’instant où la radiation est pure.
Dans la deuxième partie de notre travail, nous avons montré que l’intrication
générée par la superposition macroscopique de ces deux états cohérents peut
être utilisée en vue d’améliorer les performances tant en détection qu’en in-
formation. En effet, nous avons montré que lorsque nous tenons compte de la
phase, nous nous rapprochons des performances optimales lors d’une détection
discrète. Nous avons déduit ces performances ultimes de la détection quantique
(détection idéale) qui constitue une référence pour tout système de détection.
Finalement, notre analyse nous a permis d’observer une amélioration des per-
formances en information-détection pour certaines valeurs de la phase, résultat
qui peut être facilement exploité pour transmettre de l’information avec une
meilleure efficacité.
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Au cours de cette étude, seule la dynamique des propriétés statistiques du
champ comprimé a été considérée à l’occasion de l’étude des critères de sépara-
bilité (inséparabilité). Comme perspective, il serait intéressant de compléter
cette étude par celle d’un champ superposé comme source de rayonnement.
Celui ci, se trouvant dans un état quantique indépendant d’un autre sous sys-
tème, présente des interférences dues aux corrélations des deux paquets d’ondes
cohérents.
L’état superposé qui est déjà intriqué (superposition de deux champs cohérents
déphasés et d’amplitude opposées) présenterait alors une deuxième intrication
lorsqu’il interagit avec l’atome. Les temps caractéristiques qui s’en déduisent
seraient à comparer avec ceux relevant de l’état comprimé.
En effet, nous pouvons envisager plusieurs hypothèses : si le couplage de l’état
superposé avec un atome entraîne une décohérence, l’intrication devrait être
détruite. Cependant, si nous arrivons à contrôler parfaitement l’état superposé
c’est à dire à l’isoler de son environnement et considérer que le temps qu’il met
pour être intriqué avec l’atome est inférieur à sa durée de vie, nous pourrions
mettre en évidence l’intrication dont la durée serait intéressante à déterminer.
D’autre part, il serait utile de refaire les calculs de performances avec des états
d’amplitude complexe.
Enfin, le dispositif original à codage de phase que nous proposons en Annexe G,
est susceptible d’une réalisation expérimentale à l’aide de techniques actuelles.
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Annexe A

Loi de probabilité PSq(n) d’un
état comprimé

Pour calculer la densité de probabilité de mesurer n photons dans l’état com-
primé, on définit un nouvel opérateur bb = µba + νba+ (2.27) avec µ, ν ∈ R et
µ2 − ν2 = 1. L’équation aux éléments propres de bb estbb |βi = β |βi (A.1)

Projetons l’état bb |βi suivant l’état cohérent hα|
hα|bb |βi = β hα|βi (A.2)

D’autre part, on sait que [12], [44], [46] :

hα| bF ¡ba+,ba¢ |βi = F

µ
α∗,

α

2
+

∂

∂α∗

¶
hα|βi (A.3)

soit pour bF ≡ bb
∂

∂α∗
hα|βi =

µ
β

µ
− α

2
− ν

µ
α∗
¶
hα|βi (A.4)

dont la solution s’écrit [41]

hα|βi = exp
Ã
α∗

β

µ
− α∗2

ν

2µ
− |α|

2

2
+ f (β∗, β)

!
(A.5)

L’expression de f(β∗, β), s’obtient en tenant compte de hβ|αi = (hα|βi)∗ et
de

hβ|cM ³bb+,bb´ |αi =M

µ
β∗,

β

2
+

∂

∂β∗

¶
hβ |αi (A.6)

pour cM ≡ bb. Il vient
hβ|bb |αi = µβ

2
+

∂

∂β∗

¶
hβ |αi (A.7)
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De plus, utilisant l’équation (A.3) nous obtenons

hβ|bb |αi = ³hα|bb+ |βi´∗ = µµα+ να∗

2
+ ν

∂

∂α

¶
hβ |αi (A.8)

En notant que les expressions (A.7) et (A.8) sont égales, on pose

f (β∗, β) = C

Ã
− |β|

2

2
+

ν

2µ
β2

!
(A.9)

où C est déterminée à partir de la normalisation

1

π

Z
|hα|βi|2 d2α = 1 (A.10)

Nous obtenons finalement (à une phase près)

hα|βi = 1√
µ
exp

Ã
α∗

β

µ
− α∗2

ν

2µ
+ β2

ν

2µ
− |α|

2

2
− |β|

2

2

!
(A.11)

Pour parvenir au produit scalaire état nombre état comprimé, on utilise les
deux propriétés

hα|βi =
X
n

hα|ni hn|βi (A.12)

et [42]

e2zt−t
2

=
∞X
n=0

tn

n!
Hn (z) , |t| <∞ (A.13)

d’où la forme finale pour la distribution du nombre de photons lorsque α ∈ R

PSq(n) = |hn|βi|2 = e−α
2(1+tanh(r))

cosh(r

³
tanh(r)
2

´n
n!

H2
n(z) (A.14)

avec z2 = α2e2r

sinh(2r)
, cosh(r) = µ, sinh(r) = ν, hniC = |α|2 , et oùHn(z) désignent

les polynômes de Hermite.



Annexe B

Le critère D(θ) et l’information
de Fisher

B.1 Relation entre D(θ) et l’information de Fisher

Nous montrons ci-dessous qu’il existe une relation entre le critère de la dif-
férence de variations des distances D(θ) et l’information de Fisher. Cependant,
avant d’établir cette relation nous montrons que l’information de Fisher est une
entropie.

B.1.1 Entropie de Fisher

L’information de Fisher pour une d.d.p. P (x, t), avec t considéré comme vari-
able et χ le domaine de variation de x est définie comme

J (t) =

Z
χ

³
∂P (t;x)

∂x

´2
P (t;x)

dx, J(t) ≥ 0 (B.1)

Cette grandeur est une entropie de sorte que :

∂S (t)

∂t
=
1

2
J(t) (B.2)

S(t) = − R
χ
P (t;x) lnP (t;x) dx, χ = ]−∞,∞[ étant l’entropie différentielle

de P (t;x) ou entropie de Shannon.
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En effet, en dérivant S(t) par rapport au temps

∂S (t)

∂t
= −

Z
χ

µ
∂P (t;x)

∂t
lnP (t;x) +

Z
χ

∂P (t;x)

∂t
dx

¶
dx

= −
Z
χ

∂P (t;x)

∂t
lnP (t;x)dx− ∂

∂t

Z
χ

P (t;x) dx

= −
Z
χ

∂P (t;x)

∂t
lnP (t;x) dx (B.3)

Pour des valeurs de n ≡ x voisines de hni, nous avons une distribution gaussi-
enne de la d.d.p, donc ∂P (t,n)

∂t
= 1

2
∂2P (t;x)
∂x2

d’où

∂S (t)

∂t
= −1

2

Z
χ

∂2P (t;x)

∂x2
lnP (t;x) dx (B.4)

Après une intégration par parties et normalisation de la distribution, nous
obtenons

∂S (t)

∂t
=
1

2

Z
χ

³
∂P (t;x)

∂x

´2
P (t;x)

dx =
1

2
J(t) (B.5)

B.1.2 D(θ) borné par l’entropie de Fisher

Considérons la quantité suivante [60]

F (n; t1; t2) =
³p

P (n; t2)−
p
P (n; t1)

´2
∼ 1
4

ÃZ t2

t1

∂P (t;n))
∂np
P (n; t)

dt

!2
(B.6)

qui relie la distance à l’entropie de Fisher. En appliquant l’inégalité de Cauchy
et en remplaçant (t2 − t1) par θÃZ

θ

∂P (t;n))
∂np
P (n; t)

dt

!2
≤ θ2

Z
θ

³
∂P (t;n))

∂n

´2
P (n; t)

dt (B.7)

nous obtenons

F (n; θ; t1) ≤ θ2

4

Z 1

0

³
∂P (t1+θu;n)

∂n

´2
P (t1 + θu;n)

du (B.8)

où u est une variable d’échelle sans dimension. Après intégration de F (n; θ; t1)
sur n et interversion des signes d’intégration, nous obtenons

∆ (t1, θ) =

Z
F (n; θ; t1) dn ≤ θ2

4

Z 1

0

du

Z
χ

³
∂P (t1+θu;n)

∂n

´2
P (t1 + θu;n)

dn

≤ θ2

4

Z 1

0

J(t1 + θu) du (B.9)
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Soit, pour t1 = 0 et θ → 0

D (θ) ≤ θ

2

µZ 1

0

J(θu) du

¶1
2

(B.10)

résultat montrant que le critère que nous avons établi est borné par l’entropie
de Fisher. De même, en combinant les expressions (B.5) et (B.10), il vient

D (θ) ≤
p
|S (θ)− S (0)| =

p
|E (θ)| (B.11)

On voit également dans quel sens, ce nouveau critère est borné par la racine
carrée de la valeur absolue de la différence des entropies.
Il est à noter que l’entropie de Fisher décrit, aussi bien que l’entropie de Shan-
non, les états d’un système physique. Nous citons ci dessous comme exemple
deux états particuliers, thermique et cohérent, pour montrer que l’étude des
deux entropies convergent vers les mêmes résultats.
En effet, l’entropie de Fisher d’un état thermique de densité de probabilité
P (n) = (1− ν)νn est

J(T ) = (log ν)2 (B.12)

avec ∂P (n)
∂n

= (1− ν)νn log ν alors que l’entropie de Shannon est

H(T ) = −
X
n

P (n) logP (n) (B.13)

= −
µ
log (1− ν) +

1− ν

ν
log ν

¶
(B.14)

Pour S À 1, ν ∼ 1− 1
S
; l’entropie de Fisher J(T ) ≤ 1

S2
tandis que l’entropie

de Shannon est H(T ) ≥ ln(1 + S)
D’autre part, lorsque la puissance S À 1,la densité de probabilité d’un état
cohérent qui décrit une distribution de Poisson est une Gaussienne (n→ x) :

G(x) =
1

S
√
2π
exp

µ
−(x− S)2

2S

¶
(B.15)

On peut déduire l’entropie de Fisher

∂G(x)

∂x
= −

µ
x− S

S

¶
G(x) (B.16)

J(G) =
1

S
√
S

(B.17)

Comme S À 1, J(G) ≥ 1
S2
. Par ailleurs, l’entropie de Shannon correspondant

à cet état pour S À 1 est
H(G) ∼ logS (B.18)
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Finalement, on a

J(T ) ≤ 1

S2
≤ J(G) (B.19)

H(T ) ≥ H(G) (B.20)

En effet, l’entropie de Shannon [33], grandeur liée à la thermodynamique mon-
tre que l’état le plus probable est celui dont l’entropie est la plus grande. Il
s’agit de l’état thermique comme nous l’avons montré dans le paragraphe 2.5
du chapitre 2 et sur la figure 3.7. Par contre, l’entropie de Fischer est liée à la
complexité analytique tel que l’état de complexité minimale est l’état le plus
probable qui est bien sûr l’état thermique.

B.2 Expression de l’Information de Fisher en
mécanique quantique

Nous montrons ci dessous que l’entropie de Fisher décrite par la mécanique
quantique impose à la fonction d’onde d’un système physique d’être la moins
irrégulière possible. Par ailleurs, le critère de séparabilité D (θ) (critère basé
sur la différence de variations des distances) est borné par l’entropie de Fisher ;
ce qui nous permet de conclure que le critère que nous avons établi est cohérent
avec la mécanique quantique.
En effet, si nous partons de l’énergie cinétique d’une particule de massem dans
l’état ψ(x) (ici une fonction d’onde pour simplifier l’exposé) [61]

Ec = − ~
2

2m

Z
Ω

ψ∗(x)
∂2ψ(x)

∂x2
dx =

~2

2m

Z
Ω

∂ψ(x)∗

∂x

∂ψ(x)

∂x
dx (B.21)

avec Ω =] −∞,∞[ et ψ(±∞), ∂ψ(x)
∂x

|±∞ = 0 et que nous supposons que l’on
soit dans les conditions telles que ψ(x) =

p
p(x), l’énergie cinétique devient

alors

Ec =
~2

8m

Z ³
∂p(x)
∂x

´2
p(x)

dx (B.22)

Par ailleurs, nous rappelons que l’information de Fisher d’un processus défini

par sa densité de probabilité (d.d.p.) p(x) s’écrit J(p) =
R
Ω

(∂p(x)∂x )
2

p(x)
dx soit

Ec =
~2

8m
J(p) (B.23)

Nous cherchons p(x) en minimisant J(p) sous les contraintes

C : p(x) ≥ 0;
Z
Ω

p(x)dx = 1;

Z
Ω

V (x)p(x)dx ≤ V0; (B.24)
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où V (x) est le potentiel auquel est soumise la particule. On utilise la méthode
des multiplicateurs de Lagrange sur la fonctionnelle

L(ψ) =
~2

2m

Z µ
∂ψ(x)

∂x

¶2
dx+λ

µZ
ψ2(x)dx− 1

¶
−µ

µZ
Ω

V (x)ψ2(x)dx− V0

¶
(B.25)

plutôt que sur p(x). La résolution de ∂L(ψ)
∂ψ

= 0, se ramène à

− ~
2

2m

∂2ψ(x)

∂x2
+ µV (x)ψ(x) = λψ(x) (B.26)

qui est l’équation de Schrödinger avec µ = 1 et E = λ.
Il est clair que le minimum de l’énergie cinétique correspond au minimum de
l’énergie totale pour un potentiel donné ; par conséquent la solution de l’équa-
tion de Schrödinger est une fonction d’onde décrivant l’état fondamental du
système physique. D’autre part, l’entropie de Fisher s’exprimant en fonction
de l’énergie cinétique est minimale lorsque p(x) est de complexité minimale.
Nous pouvons vérifier ce résultat en prenant p1 plus compliqué que p2. En effet,
si nous prenons comme exemple les densités de probabilité des états thermique
et cohérent, nous montrons que J(C) ≥ J(T ). Donc sous une contrainte de
potentiel, la mécanique quantique impose une fonction d’onde ψ(x) la moins
irrégulière possible. Or la fonction D(θ), introduite comme critère d’intrica-
tion, est une information de Fisher ; par conséquent le critère de différence de
variations de distances est un critère en cohérence avec la mécanique quantique.
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Annexe C

Bornes du critère D (θ)

C.1 Norme c1 et variation de distances

Dans cette annexe, nous définissons des bornes de D (θ) à l’aide des inégalités
relatives à la norme c1. Pour simplifier la présentation, nous supposons que
les probabilités PF (n, θ) et PF (n, 0) sont des probabilités à valeurs binaires
(p1, p2) . Sans restreindre la généralité de la démonstration, nous écrirons
p1 = {p, 1− p} et p2 = {q, 1− q} avec p, q ∈ [0, 1] . De plus, nous supposerons
que p ≥ q sans que cela limite la généralité de la démonstration. Par définition,
la norme c1 d’une grandeur g est

kgk1 ∆
=
X
k

|g (k)| (C.1)

Dans notre cas g = p1 − p2 et la norme c1 devient

kp1 − p2k1 = 2(p− q) (C.2)

De même, on définit la variation de distance des probabilités comme

d (p1; p2) = 1−
X√

p1p2 = 1−√pq −
p
(1− p) (1− q) (C.3)

Afin d’établir la relation entre la norme c1 et d (p1; p2) , nous considérons une
grandeur qui décrit leur différence telle que

g(p, q) = d (p1; p2)− 1
2
kp1 − p2k1 (C.4)

et dont les propriétés sont les suivantes

• g(p, 0) ≤ 0 pour 0 ≤ p ≤ 1;
• dg(p,q)

dq
|q=0 →∞, dg(p,q)

dq
|q=p = 1, dg(p,q)

dq
|q=qm = 0 pour qm ∼ p

8
(1 + p) ;

• g (p, p) = 0

109



110 C. Bornes du critère D (θ)

Sachant que q (1− q) ≤ 1
4
pour une valeur de p donnée ; on montre à partir

des propriétés brièvement exposées ci-dessus que g(p, q) ≤ 0. Par conséquent

d (p1; p2) ≤ 1
2
kp1 − p2k1 (C.5)

Ceci constitue la borne supérieure de la variation des distances d’une part.
La borne inférieure sera déterminée, d’autre part, en se basant sur l’inégalité
suivante

1− sinx sin y − cosx cos y ≥ 1
2

¡
sin2 x− sin2 y¢2 , x, y ∈

h
0,
π

2

i
(C.6)

En effet, en posant sinx =
√
p, sin y =

√
q, on déduit que

d(p1; p2) ≥ 1
2
(p− q)2 =

1

8
kp1 − p2k21 (C.7)

La variation des distances est bien bornée :

1

8
kp1 − p2k21 ≤ d (p1; p2) ≤ 1

2
kp1 − p2k1 (C.8)

Pour calculer, par exemple, la variation des distances pour le champ comprimé,
nous avons

d (p1; p2) = 1−
Xp

p1(n)p2(n) (C.9)

avec p1(n) = PSq(n; 0) et p2(n) = PSq(n; θ).

En utilisant
P

n
(τ/2)n

n!
Hn(x)Hn(y) =

1√
1−τ2 exp

³
2xyτ−(x2+y2)τ2

1−τ2
´
[42], et sup-

posant PSq(n; 0) ' PSq(n− 1; 0)

dSq ' 1−
X
n

PSq(n)

q
cos2(θ

√
n+ 1) + sin2(θ

√
n)

' 1− exp
Ã
−σ

2
nSqθ

2

4hniC

!
(C.10)

C.2 Différence de variations des distances

En prenant la fonction g(m) = δmn (= 1 si n = m et = 0 si n 6= m) comme
référence pour la variation des distances (celle-ci représente une distribution de
photons mesurés à partir de l’opérateur bN dans l’état |mihm|)), nous pouvons
déduire à partir de la différence des variations des distances d (PF (n; θ); g) et
d (PF (n; 0); g) , le critère D(θ).
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En effet,

d (PF (n; θ); g)− d (PF (n; 0); g) = 1−
X
n,m

p
PF (n; θ)g(m)

− 1 +
X
n,m

p
PF (n; 0)g(m)

=
X
n

³p
PF (n; 0)−

p
PF (n; θ)

´
= D(θ) (C.11)

quantité qui, élevée au carré, nous donne :

D2(θ) =
X
n

PF (n; 0) +
X
n

PF (n; θ)− 2
X
n

p
PF (n; 0)PF (n; θ)

= 2

Ã
1−

X
n

p
PF (n; 0)PF (n; θ)

!
= 2 d (PF (n; 0), PF (n; θ)) (C.12)

ce qui montre bien que le critère de la différence des variations de distance est
la racine carré de la variation des distances.

C.3 Bornes de D (θ)

Nous rappelons d’abord la densité de probabilité d’un champ ayant interagi
avec des atomes à un seul état excité (a = 0)

PF (n; θ) = PF (n, 0)(1− sin2 θ
√
n+ 1) + PF (n− 1; 0) sin2 θ

√
n (C.13)

Pour n >> 1 et n ' hni, on a PF (n; 0) ' PF (n− 1; 0) et (C.13) devient

PF (n; θ) ' N PF (n; 0)

"
1− sin

Ã
θ

2
phni

!
sin
³
2θ
p
hni
´#

(C.14)

avec N une constante déterminée à partir de
P
n

PF (n; θ) = 1, θ ∈ [0, θR[ . Pour
déterminer les bornes de ce critère, nous cherchons tout d’abord les bornes de
d (PF (n; θ) ; g) et d (PF (n; 0); g) en appliquant l’équation (C.8). Ce qui conduit
à écrire

1

8

ÃX
n

|PF (n; θ)− 1|
!2
≤ d (PF (n; θ); g) ≤ 1

2

X
n

|PF (n; θ)− 1| (C.15)

et

−1
2

X
n

|PF (n; 0)− 1| ≤ −d (PF (n; 0); g) ≤ −1
8

ÃX
n

|PF (n; 0)− 1|
!2

(C.16)
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d’où

D(θ) ≤ 1
2

X
n

|pF (n; θ)− 1|− 1
8

ÃX
n

|pF (n; 0)− 1|
!2

(C.17)

et

D(θ) ≥ 1
8

ÃX
n

|PF (n; θ)− 1|
!2
− 1
2

X
n

|PF (n; 0)− 1| (C.18)

Cependant, ces limites sont très larges. D’autres limites que nous allons déter-
miner ci dessous bornent mieux D (θ) . En effet, en partant de (C.13) et en
considérant PF (n, 0) ' PF (n− 1, 0) pour n >> 1 et n ' hni , nous pouvons
déduire la borne supérieure comme suit :

D(θ) '
X
n

p
PF (n, 0)

Ã
1−

r
cos2

³
θ
√
n+ 1

´
+ sin2

¡
θ
√
n
¢!

≤
X
n

p
PF (n, 0)

Ã
1−

r
cos2

³
θ
√
n+ 1

´!
=
X
n

p
PF (n, 0)

³
1− cos

³
θ
√
n+ 1

´´
(C.19)

Quant à la borne inférieure, nous l’obtenons sous la forme

D (θ) '
X
n

p
PF (n, 0)

Ã
1−

r
cos2

³
θ
√
n+ 1

´
+ sin2

¡
θ
√
n
¢!

'
X
n

p
PF (n, 0)

Ã
1−

r
1− cos2 ¡θ√n¢+ cos2 ³θ√n+ 1´!

≥
X
n

p
PF (n, 0)

Ã
1−

r
1 + cos2

³
θ
√
n+ 1

´!

'
X
n

p
PF (n, 0)

µ
1−

r
n

hni + cos
2
³
θ
√
n+ 1

´¶
(C.20)

Ces nouvelles bornes sont en effet moins larges que celles données par (C.17)
et (C.18).



Annexe D

Expression approchée de D(θ)

Nous pouvons déduire une expression analytique de D(θ) en se plaçant dans
les conditions suivantes : (n− hni) → 0, 1

hni → 0, θ → 0, θ
phni → 0, d’une

part. D’autre part, la densité de probabilité du champ comprimé au voisinage
de hni À 1, peut être considérée, pour ce calcul, comme une distribution
Gaussienne centrée autour de hni et de variance hni.

PSq(n; 0) '
µ

1

2π hni
¶1

2

exp

Ã
−(n− hni)

2

2 hni

!
(D.1)

Comme nous avons également PSq(n) ' PSq (n− 1) ,

PSq(n; θ) ' PSq(n; 0)
h
cos2

³
θ
√
n+ 1

´
+ sin2

¡
θ
√
n
¢i

le critère D(θ) s’ecrit

D(θ) '
X
n

q
PSq(n)

"
1−

r
1− sin2

³
θ
√
n+ 1

´
+ sin2

¡
θ
√
n
¢#

'
X
n

q
PSq(n)

·
1−

µ
1− 1

2

³
sin2

³
θ
√
n+ 1

´
− sin2 ¡θ√n¢´¶¸

' 1

2

X
n

q
PSq(n)

³
cos2

¡
θ
√
n
¢− cos2 ³θ√n+ 1´´ (D.2)
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Nous utilisons les développements élémentaires suivants :

√
n ∼

p
hni+ n− hni

2
phni (D.3)p

hni+ 1 −
p
hni ∼ 1

2
phni (D.4)

cos2 x ∼
µ
1− x2

2

¶2
∼ 1− x2 ∼ e−x

2

(D.5)

cos2
¡
θ
√
n
¢ ∼ cos2

³
θ
p
hni
´
cos2

Ã
θ (n− hni)
2
phni

!
(D.6)

+ sin2
³
θ
p
hni
´
sin2

Ã
θ (n− hni)
2
phni

!
(D.7)

− 2 sin
³
θ
p
hni
´
cos
³
θ
p
hni
´

(D.8)

sin

Ã
θ (n− hni)
2
phni

!
cos

Ã
θ (n− hni)
2
phni

!
(D.9)

Nous procédons de la mêmemanière pour cos2
¡
θ
√
n+ 1

¢
. Ensuite, nous faisons

la différence entre les différents termes pour aboutir à l’expression

D(θ) ' 1phni
"
2 sin2

Ã
θ

2
phni

!
+ e−

σ2(θ−θ0)2
4hni cos(4θ

p
hni)

#

+
2p
πhni

h
cos(2θ

p
hni)− cos(2θ

p
hni+ 1)

iµ
e−

σ2θ2

4hni + e−
σ2(θ−θR)2

4hni

¶
(D.10)

Noter que cette méthode d’approximation, fondée sur des arguments simples,
s’est révélée, par comparaison avec les calculs numériques exacts, très efficace
dans le domaine de validité θ ∈ [0, θR].



Annexe E

Détection du champ superposé

E.1 Propriétés statistiques des états superposés

Nous exposons ci-dessous un calcul détaillé des densités de probabilité de deux
états superposés différents avec celle d’un mélange statistique d’états cohérents
dans les bases {|ni} et {|xi} .

E.1.1 Calcul des constantes de normalisation

Considérons trois opérateurs densité différents décrivant chacun une source
d’information d’un système physique. L’utilisation des opérateurs densité présente
toutefois une simplification pour les calculs entrepris par la suite.

L’état |ψi
Soit l’état superposé suivant

|ψi = b
¡|αi+ e−iϕ |−αi¢ (E.1)

et son état conjugué hψ| = b∗(hα| + eiϕ h−α|) tel que hψ|ψi = 1. L’opérateur
densité ρ

ψ
est un projecteur dont la trace (la somme de tous les éléments

diagonaux de la matrice densité) est égale à 1. Son expression est

ρψ = |ψi hψ|
= bb∗(|αi hα|+ |−αi h−α|) + bb∗(eiϕ |αi h−α|+ e−iϕ |−αi hα|) (E.2)

Par ailleurs, comme l’état |ψi est pur, ρ2ψ = |ψi hψ|ψi hψ| = |ψi hψ| , par
conséquent :

Trρψ = Trρ2ψ = 1 (E.3)

Dans la suite, on se restreint au cas où b est une constante réelle ; celle-ci est
déduite en normalisant l’état |ψi
hψ|ψi = b2

£hα|αi+ e−iϕ h−α|αi+ eiϕ hα|− αi+ h−α|− αi¤ = 1 (E.4)
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Afin de déterminer les différents produits scalaires , nous rappelons d’abord
l’expression de l’état cohérent |αi définie dans la base orthonormée {|ni} . Les
éléments de cette base sont les kets propres de l’opérateur bN :

|αi =
X
n

αn

√
n!
e−

α2

2 |ni , hα| =
X
m

(α∗)m√
m!

e−
α2

2 hm| (E.5)

Rappelons que l’état cohérent |αi est l’état propre de l’opérateur d’annihilation
a de l’oscillateur harmonique a|αi = α|αi, hα|a+ = hα|α∗. et que les états
cohérents étant normés mais ne sont pas orthogonaux.
Nous limiterons cette étude au cas où α est réel et ϕ la phase comprise entre
0 et 2π. La condition de normalisation devient :

2b2

"
1 +

X
n

(−1)n α2n e
−α2

n!
(cosϕ)

#
= 1

En posant S = α2 et
P
n

(−1)n S
n

n!
= e−S, nous obtenons

b2 =
1

2(1 + e−2S cosϕ)
(E.6)

L’état |θi
Considérons un autre état généré toujours par la superposition des états co-
hérents :

|θi = c
¡|αi+ ¯̄−eiϕα®¢ (E.7)

tel que l’état conjugué est hθ| = c∗(hα|+ h−e−iϕα|). L’opérateur densité :

ρθ = |θi hθ| = cc∗(|αi hα|+ ¯̄−eiϕα® ­−e−iϕα¯̄) (E.8)

+ cc∗(|αi ­−e−iϕα¯̄+ ¯̄−eiϕα® hα|)
Il est à noter que cet état quantique est aussi un état pur puisque
Trρθ = Trρ2θ = 1. L’état |−eiϕαi s’exprime de la manière suivante :¯̄−eiϕα® =X

n

(−eiϕα)n√
n!

e−
α2

2 |ni (E.9)

La constante c (réelle) est déterminée également par la normalisation de l’état
|θi

hθ| θi = c2
£hα|αi+ ­−αe−iϕ¯̄αeiϕi+ hα|− eiϕαi+ ­−αe−iϕ¯̄αi¤ = 1 (E.10)
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En calculant les produits scalaires mixtes qui en résultent :

hα|− eiϕαi = e−e
iϕα2e−α

2­−αe−iϕ¯̄αi = e−e
−iϕα2e−α

2

nous obtenons
c2 =

1

2 (1 + e−S(1+cosϕ) cos (S sinϕ))
(E.11)

Mélange statistique d’états cohérents

Pour décrire la source d’information, nous envisageons une autre classe d’états
correspondants à un mélange statistique des états cohérents où les termes dus
aux effets d’interférences sont nuls.
Soit l’opérateur densité :

ρm =
1

2
(|αi hα|+ |−αi h−α|) (E.12)

tel que Trρm = 1
2
[Tr (|αi hα|) + Tr (|−αi h−α|)] . Dans la base orthonormée

{|ni} de l’oscillateur harmonique, la trace s’écrit :

Trρm =
1

2

"X
n

hn |αi hα|ni+
X
n

hn |−αi h−α|ni
#

=
1

2

"X
n

hα|nihn |αi+
X
n

h−α|nihn |−αi
#

(E.13)

En utilisant la relation de fermeture
P
n

|ni hn| = 1 et en tenant compte de la
normalisation des états cohérents hα |αi = h−α |−αi = 1, nous déduisons que
Trρm = 1. D’autre part, le système est décrit par un état non pur Trρ

2
m ≤ 1.

En effet, le développement des termes entre parenthèses de

Trρ2m = Tr

·
1

4
(|αi hα|+ |−αi h−α|) (|αi hα|+ |−αi h−α|)

¸
(E.14)

et le calcul des produits scalaires mixtes des deux états cohérents
hα |−αi = h−α |αi = e−2α

2
= e−2S, aboutit à

Trρ2m =
1

2

³
1 + e−4α

2
´
=
1

2

¡
1 + e−4S

¢ ≤ 1 avec S ≥ 0 (E.15)

E.1.2 Distributions de probabilité

Nous détaillons ci-dessous le calcul des densités de probabilité des différents
états. La statistique de détection discrète ou continue, déterminée à partir
d’un calcul de la densité de probabilité, nous permet en effet de déterminer les
performances du récepteur choisi.
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a) Comptage de photons

Calculons la d.d.p. de mesurer n, le nombre de photons lorsque la source est
décrite par les états |ψi , |θi et par le mélange statistique des états cohérents.
La probabilité de mesurer n photons dans l’état |ψi est Pϕ (n) = Tr

¡bπnρψ¢ =
|hn |ψi|2 où bπn = |ni hn| est un opérateur de mesure. Afin de déterminer son
expression, nous avons calculé les projections de l’état |ni respectivement sur
les états |αi et |−αi :

hn |αi = αn

√
n!
e−

α
2
2

, hn |−αi = (−αn)√
n!

e−
α
2
2

(E.16)

ainsi que les produits mixtes de ces projections. Nous déduisons alors la densité
de probabilité en fonction du nombre de photons n, de la phase ϕ et du signal
S :

Pϕ (n) =
(1 + (−1)n cosϕ)
(1 + e−2S cosϕ)

PC (n) (E.17)

avec PC (n) = e−S Sn

n!
la loi de Poisson. Dans le cas où ϕ = 0, π, Pϕ (n) présente

des oscillations soit constructives soit destructives, sauf pour ϕ = π
2
, 3π
2
. Pour

ces deux valeurs de la phase, la probabilité de mesure est analogue à celle d’un
état cohérent. D’autre part, à partir de cette d.d.p, nous calculons le coefficient
de corrélation réduit :

h =
(hn2i− hni)

hni2 (E.18)

Le nombre moyen de photons s’écrit

hni = Tr
¡
ρψN

¢
=
X
n

n Pϕ (n) =
X
n

n
(1 + (−1)n cosϕ)
(1 + e−2S cosϕ)

e−S
Sn

n!
(E.19)

ainsi que le moment d’ordre 2­
n2
®
=
X
n

n2 Pϕ (n) =
X
n

n2
(1 + (−1)n cosϕ)
(1 + e−2S cosϕ)

e−S
Sn

n!
(E.20)

L’équation (E.18) devient

h =

P
n=0

n (n− 1) ¡e−S Sn

n!

¢
[1 + (−1)n cosϕ]·P

n=0

n
¡
e−S Sn

n!

¢
[1 + (−1)n cosϕ]

¸2 ¡
1 + e−2S cosϕ

¢
(E.21)

Après avoir effectué la sommation sur n, l’expression se simplifie

h =

µ
e2S + cosϕ

e2S − cosϕ
¶2

(E.22)
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Examinons à présent ce que deviennent ces quantités pour l’état |θi. La prob-
abilité de mesurer n photons dans cet état s’exprime de la même manière que
pour |ψi : Pθ (n) = |hn |θi|2 avec

hn |θi = c
¡hn |αi+ hn ¯̄−eiϕα®¢ (E.23)

et
hθ |ni = c

¡hα |ni+ h−e−iϕα |ni¢ (E.24)

Les probabilités de mesurer n dans les états |αi et |−eiϕαi sont

|hn |αi|2 = ¯̄hn ¯̄−eiϕα®¯̄2 = e−α
2α2n

n!
(E.25)

d’une part et d’autre part

hn ¯̄−eiϕα® hα |ni+ h−e−iϕα |ni hn |αi = 2e−α2α2n
n!
(−1)n cos (nϕ) (E.26)

La constante c2 a déjà été exprimée (cf E.11), d’où :

Pθ (n) =
(1 + (−1)n cos (nϕ))

1 + e−S(1+cosϕ) cos (S sinϕ)
PC (n) (E.27)

expression présentant des oscillations mais qui diffère beaucoup de Pϕ (n). Pour
le mélange statistique d’états cohérents, on peut l’interpreter à la limite par
la théorie classique. En effet, dans la base orthonormée {|mi} de l’oscillateur
harmonique nous avons :

Tr (bπnρm) = 1

2

"X
m=0

hm |ni hn |αi hα|mi+
X
m=0

hm |ni hn |−αi h−α|mi
#
(E.28)

expression qui nous amène à conclure que

Pm (n) =
1

2

£|hn |αi|2 + |hn |−αi|2¤ = e−S
Sn

n!
(E.29)

est une distribution de Poisson.

Détection homodyne

La densité de probabilité de mesurer x dans l’état |ψi est
Pϕ (x, αr) = Tr

¡bπxρψ¢ = |hx |ψi|2 (E.30)

tel que bπx = |xi hx| et R +∞−∞ |xi hx| dx = 1. Pour déterminer son expression,
explicitons |hx |ψi|2en fonction de hx |αi, hx |−αi et de la phase ϕ :
|hx |ψi|2 = b2

£|hx |αi|2 + |hx |−αi|2 + eiϕhx |−αi hα |xi+ e−iϕh−α |xi hx |αi¤
(E.31)



120 E. Détection du champ superposé

Cas où α ∈ C
Pour simplifier les calculs, nous prendrons le cas où α = αr (1 + i) . Ainsi, les
produits scalaires de l’état |xi sur l’état |αi et |−αi sont les suivants :

hx |αi =
µ
1

π

¶ 1
4

e−
x2

2
+αr

√
2x−α2rei(αr

√
2x−α2r) (E.32)

et

hx |−αi =
µ
1

π

¶ 1
4

e−
x2

2
−αr

√
2x−α2rei(−αr

√
2x−α2r) (E.33)

Avec l’expression de b2 donnée par (E.6) et |α2| = ¯̄
α2r (1 + i)2

¯̄
= 2α2r, nous

aurons :

Pϕ (x, αr) =
e2α

2
r

(e4α2r + cosϕ)

h
cosh

³
2αr

√
2x
´
+ cos

³
ϕ+ 2αr

√
2x
´i

P (x; 0)

(E.34)

Notons que P (x; 0) = 1√
π
e−x

2
représente la distribution gaussienne dans le

vide. Par ailleurs, afin de mieux caractériser Pϕ (x, αr) , déterminons les pre-
miers moments de x lorsque ϕ 6= π :

hxiϕ =
+∞Z
−∞

x pϕ (x, αr) dx (E.35)

et ­
x2
®
ϕ
=

+∞Z
−∞

x2 pϕ (x, αr) dx (E.36)

Les fonctions xe−x
2
cosh

¡
2αr

√
2x
¢
et xe−x

2
cos
¡
2αr

√
2x
¢
sont impaires, le pre-

mier moment s’exprime comme suit [39] :

hxiϕ = −A sinϕ
+∞Z
−∞

xe−x
2

sin
³
2αr

√
2x
´
dx

= −A√π
³
αr

√
2e−2α

2
r

´
sinϕ (E.37)

avec A = e2α
2
r

(e4α2r+cosϕ)
, d’où

hxiϕ = −
αr

√
2 sinϕ

(e4α2r + cosϕ)
(E.38)
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D’autre part, calculons de la même manière le deuxième moment de x :

­
x2
®
ϕ
=

e2α
2
r

(π)
1
2 (e4α2r + cosϕ)

(I1 + I2 + I3) (E.39)

avec

I1 =

+∞Z
−∞

x2e−x
2

cosh
³
2αr

√
2x
´
dx = 2

+∞Z
0

x2e−x
2

cosh
³
2αr

√
2x
´
dx

=

√
π

2

¡
1 + 4α2r

¢
e2α

2
r (E.40)

I2 = cosϕ

+∞Z
−∞

x2e−x
2

cos
³
2αr

√
2x
´
dx = 2 cosϕ

+∞Z
0

x2e−x
2

cos
³
2αr

√
2x
´
dx

=

√
π

2

¡
1− 4α2r

¢
e−2α

2
r cosϕ (E.41)

I3 = sinϕ

+∞Z
−∞

x2e−x
2

sin
³
2αr

√
2x
´
dx = 0 (E.42)

finalement,

­
x2
®
ϕ
=
1

2
+ 2α2r

³
e4α

2
r − cosϕ

´
(e4α2r + cosϕ)

(E.43)

Le premier terme de hx2iϕ est dû aux fluctuations du vide tandis que le second
terme décrit la variance du signal transmis.
Déterminons à présent les deux premiers moments de x pour un mélange statis-
tique et comparons les à ceux déjà calculés. La densité de probabilité dans l’état
décrit par l’opérateur ρm est

Pm (x, αr) = Tr (bπxρm) = 1

2

£|hx |αi|2 + |hx |−αi|2¤ (E.44)

À partir des équations (E.32) et (E.33), nous déduisons facilement :

Pm (x, αr) = e−2α
2
r cosh

³
2αr

√
2x
´
P (x; 0) (E.45)

Cette probabilité fonction de la puissance et de la position, montre l’absence
d’oscillations caractérisant ainsi l’effet d’un mélange statistique. Cet état, en
effet, peut avoir une description classique.
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Les deux premiers moments correspondants sont :

hxim =

+∞Z
−∞

x Pm (x, αr) dx

=
e−2α

2
r√

π

+∞Z
−∞

xe−x
2

cosh
³
2αr

√
2x
´
dx = 0 (E.46)

et

­
x2
®
m
=

+∞Z
−∞

x2 Pm (x, αr) dx

=
e−2α

2
r√

π

+∞Z
−∞

x2e−x
2

cosh
³
2αr

√
2x
´
dx =

1

2
+ 2α2r (E.47)

Cas où α ∈ R
L’état |ψi que nous avons choisi, est une superposition linéaire d’états co-
hérents où α est un réel (α = αr) et S = α2r la puissance du signal. La proba-
bilité de mesurer l’opérateur position dans cet état est la même que Pϕ(x, αr).
À l’exception toutefois des projections de |xi sur |αi qui auront pour expres-
sions :

hx |αi =
µ
1

π

¶ 1
4

e−
x2

2
+αr

√
2x−α2r = hα |xi (E.48)

et

hx |−αi =
µ
1

π

¶ 1
4

e−
x2

2
−αr

√
2x−α2r = h−α |xi (E.49)

d’où

Pϕ (x, S) =
1

e2S + cosϕ

³
cosϕ+ cosh

³
2
√
2Sx

´´
P (x; 0) (E.50)

Nous déduisons le premier moment

hxiϕ =
+∞Z
−∞

x pϕ (x, S) dx = 0 (E.51)

et la variance :

­
x2
®
ϕ
=

+∞Z
−∞

x2 pϕ (x, S) dx =
1√

π (e2S + cosϕ)
(A1 +A2) (E.52)
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avec

A1 = cosϕ

+∞Z
−∞

x2e−x
2

dx =
√
π cosϕ (E.53)

et

A2 =

+∞Z
−∞

x2e−x
2

cosh
³
2
√
2Sx

´
dx =

√
π

2
(1 + 4S) e2S (E.54)

ceci nous conduit à : ­
x2
®
ϕ
=
1

2
+

2S

1 + e−2S cosϕ
(E.55)

Nous retrouvons de même la somme de deux termes dont le premier terme est
dû aux fluctuations du vide et le second à celles du signal.

E.2 Calcul de la phase ϕ en fonction de la puis-
sance S

Nous avons montré, dans le chapitre 2, que la variance de l’intensité intégrée
W pour un état superposé |ψi est positive lorsque la phase ϕ est comprise
entre -π

2
et π

2
. Cependant, cette condition est retenue uniquement pour α2 < 5.

Dans ce paragraphe, nous montrons à partir d’un calcul très approximatif de
VW que la valeur de la phase imposant VW ≥ 0 dépend, en général, de α2. Pour
cela, nous considérons un état superposé sous la forme

|ψi = c(|αi+ f |βi) (E.56)

où
λ = 1, f = eiϕ, β = −(α+∆)

avec α, β,∆ ∈ R pour simplifier les calculs. La constante c s’obtient en posant
que |ψi est normé (hψ|ψi = 1) soit

c2 =
1

2(1 + r cosϕ)
(E.57)

Nous avons noté r = hα|βi = e−
α2

2
−β2

2
+αβ. Nous calculons successivement

p(n) = |hn|ψi|2 (E.58)

G(ξ) =
X
n

gnp(n)
∆
=
­
e−ξW (t)

®
(E.59)
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avec g = 1−Aξ,A = 1− e−t. Nous trouvons

p(n) = c2
µ
e−α

2 (α2)n

n!
+ 2 cosϕ e−β

2 (β2)n

n!
+ 2 cosϕ e−

α2+β2

2
(αβ)n

n!

¶
(E.60)

G(ξ) = c2
µ
e−α

2Aξ + 2 cosϕ e−β
2Aξ + 2 cosϕ e−

(α−β)2
2 e−αβAξ

¶
(E.61)

Par définition, on a ­
W (t)k

®
= (−1)k d

k

ξk
G(ξ)

¯̄̄
ξ=0

Nous calculons, maintenant, la variance de l’intensité intégrée, à partir de
(E.60), soit pour k = 1, 2

hW (t)i = c2
µ
α2A+ 2β2A cosϕ+ 2αβA cosϕ e−

(α−β)2
2

¶
(E.62)

­
W (t)2

®
= c2

µ
(α2A)2 + 2(β2A)2 cosϕ+ 2(αβA)2 cosϕ e−

(α−β)2
2

¶
(E.63)

Nous obtenons ainsi VW = hW (t)2i − hW (t)i2. Montrons que VW ≥ 0 pour
ϕ(α). Pour cela, nous supposons que A = t (voir Rappel chapitre 2) et l’on

écrit que hni = α2t
∆
= α2 pour un intervalle de temps unité. De plus, nous

supposons que β = −(α+∆) ∼ −α(1 + �).
Une première approximation pour α2 ¿ 1, donne au premier ordre en �

hW (t)i ∼ c2α2(1 + 4α2 cosϕ+ 2 cosϕ �) (E.64)­
W (t)2

® ∼ c2α4(1 + 4 cosϕ+ 12 cosϕ �) (E.65)

Nous calculons VW avec c donné par (E.57) et r ∼ e−2α
2
et nous montrons que

VW ∼ c2α4
¡
1− c2 + 4(1− 2c2α2) cosϕ¢ (E.66)

Nous vérifions sur (E.66) que la condition retenue (−π
2
≤ ϕ ≤ π

2
) dépend de

la valeur de α2.

E.3 Capacité d’un canal discret

L’information mutuelle définie à partir des probabilités est

I(x, y) =
X
x,y

p(x, y) log

µ
p(x, y)

p(x)p(y)

¶
(E.67)
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avec p(x, y) = p (y | x) p(x) la probabilité conjointe et p (y | x) la probabilité
conditionnelle. La capacité du canal correspond à un maximum d’un ensemble
convexe résumant toutes les contraintes de la source. Soit {C} l’ensemble de ces
contraintes telles que normalisation des probabilités, contrainte de puissance,
de bande passante,...

C = max
C

I (x, y) (E.68)

L’expression de la capacité d’un canal symétrique diffère de celle d’un canal en
Z. Pour montrer ceci, prenons d’abord le canal quantique (ou le canal classique)
que nous considérons symétrique. Les probabilités qui le caractérisent sont

p(0, 0) = p(0 | 0) p(0) = 1

2
(1− Per) (E.69)

p(0, 1) = p(1 | 0) p(0) = 1

2
Per (E.70)

p(1, 0) = p(0 | 1) p(1) = 1

2
Per (E.71)

p(1, 1) = p(1 | 1) p(1) = 1

2
(1− Per) (E.72)

avec Per la probabilité d’erreur minimale pour une détection quantique ou
homodyne. L’information mutuelle s’écrit alors

I(x, y) = p(0, 0) log
p(0 | 0)
py(0)

+ p(0, 1) log
p(1 | 0)
py(1)

+

p(1, 0) log
p(0 | 1)
py(0)

+ p(1, 1) log
p(1 | 1)
py(1)

(E.73)

en remplaçant les probabilités conjointes et conditionnelles par leur expression
et en prenant py(1) = 1− py(0), l’équation (E.73) devient

I(x, y) = (1− Per) log (1− Per) + Per logPer

−1
2
log py(0)− 1

2
log (1− py(0)) (E.74)

La capacité est déterminée pour ∂I(x,y)
∂py(0)

= 0⇒ py(0) =
1
2

CS = log 2 + (1− Per) log (1− Per) + Per logPer (E.75)

Un calcul similaire ne peut être appliqué aux états décrits par un mélange
statistique. Seulement, on peut borner la probabilité d’erreur minimale corre-
spondante par la méthode décrite par [54] et la capacité de canal classique-
quantique avec un signal arbitraire (comme par exemple un mélange d’états)
a déjà été formulée par [62].
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À présent, déterminons la capacité d’un canal en Z, qui correspond au canal
semi classique (comptage de photons). Les probabilités de transition sont

p(0, 0) = p(0 | 0) p(0) = 1

2
(E.76)

p(0, 1) = p(1 | 0) p(0) = 1

2
Pϕ (0) (E.77)

p(1, 0) = p(0 | 1) p(1) = 0 (E.78)

p(1, 1) = p(1 | 1) p(1) = 1

2
(1− Pϕ (0)) (E.79)

avec pϕ (0) = δ = 1+cosϕ
eS+e−S cosϕ et py(1) = 1− py(0). L’équation (E.73) devient

I(x, y) = p(0, 0) log
p(0 | 0)
py(0)

+ p(1, 0) log
p(0 | 1)
py(0)

+ p(1, 1) log
p(1 | 1)
py(1)

(E.80)

Le maximum de l’information mutuelle sous la contrainte de py(0), py(1) est
atteint pour py(0) = 1

2
, ce qui nous permet d’écrire

CZ = log 2− 1
2
log (1 + Pϕ(0)) +

Pϕ(0)

2
log

µ
Pϕ(0)

1 + Pϕ(0)

¶
(E.81)



Annexe F

Schéma de principe d’une
transmission quantique
Dans cette Annexe, nous décrivons brièvement la téléportation qui représente
l’un des traitements quantiques de l’information [7, 63, 64].
La téléportation est la transmission à distance d’un état inconnu, de manière
quasi instantanée entre deux régions de l’espace. Un traitement quantique de
l’information se distingue des autres techniques, qu’elles soient classiques ou
semi-classiques, par le rôle joué par l’intrication.
Pour réaliser une expérience de téléportation, il faut disposer d’états intriqués,
par exemple une superposition de deux états cohérents (voir l’étude de l’inter-
action photon-atome suivant le modèle de Jaynes—Cummings) ou des états de
Bell issus d’une source EPR, d’une part et d’une liaison classique entre deux
correspondants A et B d’autre part, comme l’indique le schéma [65].
On part de deux états |0i et |1i, que l’on considère dans la suite comme les
états propres de l’opérateur bσz, et l’on forme les quatre états

|φ±i =
1√
2
(|00i ± |11i) (F.1)

|ψ±i =
1√
2
(|01i ± |10i) (F.2)

relatifs à deux systèmes A et B, dont on connait les matrices de Pauli bσAx , bσAy ,
et bσAz , · · · .
On rappelle les relations utiles pour les calculs qui suivent

bσx|0i = |1i, bσx|1i = |0i (F.3)bσz|0i = |0i, bσz|1i = −|1i (F.4)bσx|φ+i = |ψ+i, bσx|ψ+i = |φ+i (F.5)bσz|φ+i = |φ−i, bσz|ψ+i = |ψ−i (F.6)

bσAz bσBz |φ±i = |φ±i, bσAz bσBz |ψ±i = −|ψ±i (F.7)bσAx bσBx |φ±i = ±|φ±i, bσAx bσBx |ψ±i = ±|ψ±i (F.8)
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L’opérateur bσAz bσBz est donc un opérateur de parité et l’opérateur bσAx bσBx joue
le rôle d’un opérateur de phase. La procédure de téléportation se déroule en
quatre étapes :
• A et B se partagent une paire d’états intriqués, un état de Bell |φ+i par
exemple

|φ+ibc = 1√
2
(|00i+ |11i) (F.9)

“véhiculé" par les particules b et c ;
• A reçoit l’état |ψia qui est inconnu (α et β ne sont pas donnés)

|ψia = α|0ia + β|1ia
• A réalise l’opération quantique bU |Φi (sans mesure) sur |Φi = |ψia ⊗ |φ+ibc
où bU est l’opérateur unitaire 1√

2
(bσx + bσz). Le résultat est :

bU |Φi =
1√
2
|φ+iab

h
α|0ic + β|1ic

i
(F.10)

+
1√
2
|φ−iab

h
α|0ic − β|1ic

i
(F.11)

+
1√
2
|ψ+iab

h
α|1ic + β|0ic

i
(F.12)

+
1√
2
|ψ−iab

h
α|1ic − β|0ic

i
(F.13)

• B reçoit l’information par liaison classique (codée de façon habituelle) lui
permettant de savoir auquel des blocs (F.10)—(F.13) il doit s’intéresser. Il ef-
fectue, selon le cas, l’une des quatre transformations suivantes b1, bσz, bσx, bσzbσx.
On montre, en effet,

b1hα|0ic + β|1ic
i
= α|0ic + β|1ic = |ψic (F.14)

bσzhα|0ic − β|1ic
i
= α|0ic + β|1ic = |ψic (F.15)

bσxhα|1ic + β|0ic
i
= α|0ic + β|1ic = |ψic (F.16)

bσzbσxhα|1ic − β|0ic
i
= bσzhα|0ic − β|1ic

i
= α|0ic + β|1ic = |ψic (F.17)

Remarques.
• L’une des quatre transformations redonne l’état |ψi sur c.
• On ne connaît toujours pas α et β, donc on ne reproduit pas |ψia.
• Par la liaison classique, A ne transmet que l’information nécessaire (il in-
forme son correspondant de la parité et de la phase de l’état de Bell a-b. Un



129

symbole déjà convenu entre A et B pour désigner la parité et un autre symbole
déjà convenu aussi pour désigner la phase. Par exemple, A choisit |ψi+ab, et B
sait alors qu’il doit appliquer bσx.
• |ψia est détruit par A lors de l’opération par bU .
• La téléportation n’est pas instantanée car la liaison classique requiert un
temps de transmission.
En résumé, on peut représenter la procédure de téléportation comme un trans-
fert d’information contenue dans |ψia de la particule a vers l’état |ψic de la
particule c .

Emetteur -
|ψia

&%
'$
A -

liaison classique

&%
'$
B -

|ψic

'
&

$
%

Source EPR

|φ+ibc

A
A
A
A
A
A
AK

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢̧

b c-¾
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Annexe G

Proposition d’une liaison semi
quantique

Nous supposons dans le dispositif schematisé ci-dessous que les éléments qui
le constituent sont parfaits et réalisent idéalement les fonctions qui leur sont
attribuées.
Dans la cavité, au centre du dispositif, a lieu l’interaction du champ cohérent
et des atomes excités. Ce champ est obtenu à partir d’un laser monomode, très
stable en intensité. L’intensité laser est modulée par une porte qui délivre une
intensité nulle (ou unité) : |αi. Des atomes dans la partie du spectre d’énergie
appropriée, sont utilisés pour servir de sous système couplé au sous-système
formé par le champ |αi, pour générer les états intriqués |ψi.
La réception par photodétection bN est suivie du traitement de détection lequel
conduit à l’évaluation de la probabilité d’erreur Pe.
Un traitement numérique effectué sur les diverses réalisations de bN et de leurs
probabilités permet par ailleurs, le calcul de la capacité C. On dispose ainsi
du dispositif de mesure total des performances.

131



132 G. Proposition d’une liaison semi quantique

N
)

Cavité
Détect.

Per

Inform.

C

Champ 
cohérent

{ }1,0

Modulateur

Atomes 
excités

{ }σ

Lame semi-

réfléchissante

α

Vide

ψ

ϕ

Fig. G.1 — Schéma de principe d’une liaison semi quantique.
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