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Introduction

Un grand nombre de suites d�intérêt combinatoire sont log-concaves ou unimodales. Il s�agit

de propriétés di¢ ciles à montrer et non conservées par des transformations linéaires, en géné-

ral. Parmi les applications combinatoires, nous citerons à titre non exhaustif, la coloration des

graphes et la complexité algorithmique.

Le thème principal du mémoire est l�étude de la log-concavité des suites numériques, plus

précisément la préservation de la log-concavité, ce qui nous permettra d�aborder avec aisance le

concept d�unimodalité, telles que les suites extraites du triangle de Pascal ordinaire et généralisé.

Au premier chapitre, nous développons des concepts et outils qui permettent d�assurer la

préservation de la log-concavité : étant donnés un triangle de nombres positifs fa(n; k)g0�k�n
et une suite log-concave fxngn, on souhaiterais pouvoir récupérer une suite log-concave fzngn
via la tranformation suivante zn =

Pn
k=0 a(n; k)xk: Pour ce faire, on introduira le concept de

log-concavité positive qui permettra, sous certaines conditions d�établir la log-concavité de la

suite fzngn: Essentiellement, les résultats que l�on présentera dans ce chapitre sont dûs à Wang
et Yeh [44]. Une application aux opérateurs linéaires d�ordre deux est abordée et traitée en

détails. En�n, on présente à la �n du chapitre une démonstration de Wang et Yeh concernant

une généralisation du Théorème de Liggett. Malheureusement, il y a un passage que nous avons

mal compris et restons sur notre faim, c�est à dire pas encore convaincus, re�exion à poursuivre...

Au deuxième chapitre, nous abordons le problème d�unimodalité des polynômes. Nous com-

mençons par quelques notions et préliminaires sur les suites unimodales et l�unimodalité des

polynômes. On y introduit la notion de préservation pour l�unimodalité des polynômes : étant

donné un polynôme P (x) à coe¢ cients positifs, quelles seraient les situations et/ou les hypo-

thèses possibles pour pouvoir a¢ rmer que P (x+ �) est un polynôme unimodal. Nous abordons

les deux cas � entier et � réel positif. Nous présentons aussi dans ce chapitre la notion de poly-

nôme log-concave et tentons de répondre à des questions similaires. Dans certains cas, on sera

capable de spéci�er le mode ou les modes de manière explicite. Ce chapitre reprèsente essentiel-
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lement les travaux de J. Alvarez, M. Amadis, G. Boros, D. Karp, V. H. Molland, L. Rosales [3],

et Wang et Yeh [43].

En�n, dans le chapitre troisième, nous nous proposons d�étendre certains résultats présentés

dans le premier chapitre à des triangles plus généraux. Principalement, on aborde la préservation

de la log- concavité dans les p-triangles, comme le cas du triangle de Pascal généralisé : un p-

triangle est donné par fap(n; k)g0�k�np. Comme pour le chapitre premier nous allons établir des
théorèmes de préservation de la log-concavité, on introduira donc le concept de log-concavité

positive. On se propose aussi de comprendre comment la notions de p-triangle permet de donner

des applications aux opérateurs linéaires d�ordre p:

En�n nous terminons notre travail par une annexe.



Chapitre 1

Préservation des suites Log-concaves

Ce chapitre est largement puisé de l�article de Wang et Yeh [44] avec quelques retouches per-

sonnelles.

Les suites log-concaves apparaissent dans beaucoup de domaines mathématiques, principale-

ment en combinatoire, en algèbre, en géométrie, en informatique, en probabilité et en statistique.

1.1 Suites log-concaves et propriétés PLC et LC-positives

Dans cette section, on introduit quelques dé�nitions, notations et résultats liées aux suites

log-concaves.

Dé�nition 1 Soit fxkgk une suite de nombres réels positifs. On dit qu�elle est log-concave
(LC) si pour tout entier k > 0, xk�1xk+1 � x2k.

Ainsi, une suite de nombres réels fxkgk�0; strictement positifs, est log-concave si et seulement
si la suite fxk=xk�1gk est décroissante.

Théorème 2 Soit fxkgk�0 une suite de nombres réels strictement positifs, la suite fxkg est
log-concave si et seulement si xi�1xj+1 � xixj pour tout j � i � 1 (voir [12] Proposition 2.5.1),
ou encore tous les mineurs d�ordre deux de la matrice in�nie M = (xi�j)i;j�0 sont positifs (où

xk = 0 si k < 0).

Preuve. On dit que fxkgk es log-concave, si pour k � 1; x2k � xk�1xk+1:

1- Si, on pose i = j = k � 1; on aura xixj � xi�1xj+1;

7
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2- Prenant un k0 > k, et comme exemple k0 = k + 1; on aura :

x2k+1 � xkxk+2 ) xkx
2
k+1 � x2kxk+2 � xk�1xk+1xk+2 ) xkxk+1 � xk�1xk+2:

Alors, si on pose i = k � 1 et j = k+ 1 > i, on aura xixj � xi�1xj+1: La preuve est complète.
�

Exemple 3 Soit xk =
�
n
k

�
la n-ième ligne du triangle de Pascal pour n � k � 0. Elle est

log-concave, car �
n
k

�2�
n
k�1
��

n
k+1

� = (k + 1)(n� k + 1)
k(n� k) � 1:

Ci dessous des exemples de suites log-concaves :

1. Les nombres de Stirling (signless) de première espèce fs(n; k)gk ou fs(n; k)gk est dé�nie
dans la Dé�nition 4 ci-dessous ;

2. Les nombres de Stirling de seconde espèce fS(n; k)gk ou fS(n; k)gk est dé�nie dans la
Dé�nition 4 ci-dessous ;

3. Les nombres d�Euler fe(n; k)gk ou fe(n; k)gk est dé�nie dans la Dé�nition 5 ci-dessous ;

4. Les suites combinatoires suivantes correspondants à des transversales dans le triangle de

Pascal
n�

n�i
i

�o
i
et
n�

n�id
i

�o
i
[35, 36] ;

5. Récemment, le cas général des transversales du triangle de Pascal ont été traités par

Belbachir et Szalay [7] : ils ont montré la log-concavité de la suite
n�

n+id
k+i�

�o
i
avec d; � 2

Z, et n � k:

Dé�nition 4 Les nombres de Stirling de première espèce, notés s(n; k); et les nombres de Stir-

ling de seconde espèce, notés S(n; k); sont dé�nis par les équations

Xn =
nX
k=0

s(n; k)Xk; (1.1)

avec

Xn :=

8<: 1 si n = 0;

X (X + 1) (X + 2) � � � (X + n� 1) si n � 1;

et

Xn =

nX
k=0

S(n; k)Xk; (1.2)

avec

Xk :=

8<: 1 si k = 0;

X (X � 1) (X � 2) � � � (X � k + 1) si k � 1:
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Dé�nition 5 Les nombres d�Euler sont une suite fEng, de nombres entiers positifs dé�nis par :

E0 = 1 et En = �
1X
k=0
2=n�k

�
n

k

�
Ek pout n 2 Z+;

et

secx =

1X
n=0

(�1)nE2n
x2n

(2n)!
(jxj < �

2
):

Soit fa(n; k)g0�k�n un triangle de nombres positifs.

Illustration du triangle, n représente la ligne et k la colonne :

nnk 1 2 3 4 5 6

1 ?

2 ? ?

3 ? ? ?

4 ? ? ? ?

5 ? ? ? ? ? : :

Considérons les deux transformations linéaires suivantes :

zn =
nX
k=0

a(n; k)xk; n = 0; 1; 2; ::: (1.3)

et

zn =

nX
k=0

a(n; k)xkyn�k; n = 0; 1; 2; ::: (1.4)

Sans restreindre la généralité, il est commode d�étendre la dé�nition de xk et a(n; k) à Z, en

considérant xk = 0 pour k < 0 et a(n; k) = 0 pour k < 0 ou k > n.

Dé�nition 6 On dit que la transformation (1.3) a la propriété PLC ou encore préserve la

log-concavité des suites, si la log-concavité de la suite fxng entraine celle de la suite fzng .

On dit que la transformation (1.4) a la propriété double-PLC si la log-concavité des suites

fxng et fyng entraine celle de la suite fzng:

Le triangle correspondant fa(n; k)g hérite aussi des l�appellations PLC et double-PLC respec-
tivement. Trivialement, la propriété double-PLC implique la propriété PLC.
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Exemple 7 Il est établi que les transformations linéaires importantes suivantes sont (double)

PLC :

1. La transformation linéaire

zn =
X
k�0

�
n

k

�
xk; n = 0; 1; 2:::: (1.5)

est PLC [12, 23].

2. Wang [42] a prouvé que :

zn =
nX
k=0

�
a+ n

b+ k

�
xk; n = 0; 1; 2::::

est PLC pour a; b deux nombres entiers positifs tels que a � b; le cas b = 0 étant traité

par Ehrenborg et Steingrimsson [19] .

3. La convolution ordinaire

zn =

nX
k=0

xkyn�k; n = 0; 1; 2::::

est double-PLC. (Karlin [23, p. 394], ou Menon [26]).

4. La convolution exponentielle :

zn =
nX
k=0

�
n

k

�
xkyn�k; n = 0; 1; 2:::: (1.6)

est double-PLC [40].

5. De plus Zhang [47, 2008] a prouvé les versions q-analogues de (1.5) et (1.6), il a établi

que les transformations :

zn =

nX
k=0

�
n

k

�
qk(k�n)xk; n = 0; 1; 2::::

zn =

nX
k=0

�
n

k

�
qk(k�n)xkyn�k; n = 0; 1; 2::::

où
�
n
k

�
est le coe¢ cient q-binomial, sont PLC et double-PLC respectivement pour q une

indéterminée donnée.

Le coe¢ cient q-binomial est un q-analogue du coe¢ cient binomial, il est donné par�
n

k

�
=

[n]!

[n� k]![k]!

où [k]! = [1][2]:::[k] et [j] = 1 + q + q2 + :::+ qj�1:
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Lorsque le triangle fa(n; k)g est PLC, la transformation linéaire (1.3) envoie toute suite log-
concave fxkg en une suite log concave fzkg. Etant donnée une suite log-concave fxkg, quelles
conditions doit-on mettre sur le triangle fa(n; k)g pour qu�il soit PLC, c�est à dire assurer la log
concavité de la suite associée fzkg ?

Théorème 8 Soit un triangle PLC fa(n; k)g,

1. La suite colonne fa(n; r)gn�r est log-concave pour tout r 2 N ;

2. La somme-ligne a(n) =
Pn
k=0 a(n; k) est log-concave ;

3. La suite Ar(n; p) =
Pn
k=0 a(n; k)p

k est log-concave avec r 2 N et p > 0.

4. La suite diagonale fa(n; n)gn�0 est log-concave.

Preuve. Pour prouver 1., il su¢ t de prendre xk = �r;k (indice de Kronecker) dans la transfor-

mation (1.3). Pour 2., on prend xk � 1. Le troisième s�obtient pour xk = pk: �

On peut voir Ar(n; p) comme un polynôme en p. Ainsi, le polynôme

A2r(n; p)�Ar(n� 1; p)Ar(n+ 1; p)

prend des valeurs positives lorsque p > 0, de coe¢ cient dominant

a2(n; n)� a(n� 1; n� 1)a(n+ 1; n+ 1)

qui est positif.

En�n la dernière s�obtient pour les valeurs de la suite fxkg sont tous nulle sauf xn = 1:

En vue d�énoncer des conditions su¢ santes pour que le triangle fa(n; k)g soit PLC, on introduit
quelques terminologies et notations.

Dé�nition 9 Soient q une indéterminée et ffn(q)gn�0 une suite de polynômes en q. On dit que
la suite ffn(q)gn�0 est q-log-concave si pour chaque n � 1,

f2n(q)� fn�1(q)fn+1(q)

a des coe¢ cients positifs en tant que polynôme en q.

Le concept de q-log-concavité a été introduit pour la première fois par Sagan [31, p.795]. Pour

des informations complémentaires sur la q-log-concavité on pourra consulter [15, 22, 24, 31].
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Dé�nition 10 Pour 0 � r � n, on dé�nit le polynôme

Ar(n; q) =
nX
k=r

a(n; k)qk;

on dit que le triangle fa(n; k)g a la propriété LC-positive si pour chaque r � 0, la suite des

polynômes fAr(n; q)gn�r est q-log-concave en n.

Dé�nition 11 On dé�nit le triangle inverse fa?(n; k)g associé à fa(n; k)g par :

a?(n; k) = a(n; n� k); 0 � k � n

On dit que le triangle fa(n; k)g a la propriété double LC-positive si les deux triangles fa(n; k)g
et fa?(n; k)g ont la propriété LC-positive.

Exemple 12 Pour a(n; k) � 1 (0 � k � n) (le triangle constant unitaire), on a Ar(n; q) =Pn
k=r q

k pour 0 � r � n, et on établit

A2r(n; q)�Ar(n� 1; q)Ar(n+ 1; q) = qr+n;

ainsi fAr(n; q)g est q-log-concave en n. Donc le triangle constant est LC-positif, et donc double
LC-positif car a?(n; k) = a(n; k).

Exemple 13 Pour le triangle de Pascal (c�est ce triangle qui est à la base des généralisations

à des triangles quelconques), i.e. a(n; k) =
�
n
k

�
, on a

Ar(n; q) :=
nX
k=r

�
n

k

�
qk = (q + 1)Ar(n� 1; q) +

�
n� 1
r � 1

�
qr

ainsi

A2r(n; q)�Ar(n� 1; q)Ar(n+ 1; q) =

Ar(n; q)
�
(q + 1)Ar(n� 1; q) +

�
n� 1
r � 1

�
qr
�

�Ar(n� 1; q)
�
(q + 1)Ar(n; q) +

�
n

r � 1

�
qr
�
=

qr
�
n� 1
r � 1

�
Ar(n; q)� qr

�
n

r � 1

�
Ar(n� 1; q)

=
nX
k=r

��
n� 1
r � 1

��
n

k

�
�
�

n

r � 1

��
n� 1
k

��
qk+r

=

nX
k=r

��
n� 1
r � 1

��
n� 1
k � 1

�
�
�
n� 1
r � 2

��
n� 1
k

��
qk+r

laquelle a des coe¢ cients positifs par la log-concavité des coe¢ cients binomiaux. Par conséquent

fAr(n; q)g est q-log-concave en n. Ainsi, le triangle Pascal est LC-positif et donc double LC-
positif car a?(n; k) = a(n; k).
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1.2 Liens entre la LC-positivité et la préservation de la log-

concavité

Dans cette section, on présente les résultats concernant la (double) LC-positivité et la propriété

(double) PLC, en précisant le lien entre les deux concepts.

Commençons par introduire le lemme suivant, classique en analyse, et fort utile pour ce qui va

suivre.

Lemme 14 [44] Soit s 2 N, donnons nous deux suites �nies a0; :::; as et X0; :::; Xs de nombres
réels satisfaisant les deux conditions suivantes :

1.
Ps
k=r ak � 0 pour tout 0 � r � s ;

2. 0 � X0 � ::: � Xs.

Alors
Ps
k=0 akXk � X0

Ps
k=0 ak � 0:

Preuve. C�est une simple conséquence de la formule des sommes partielles d�Abel :
Ps
k=0 akXk =

(a0 + a1 + � � �+ as)X0 + (a1 + � � �+ as)(X1 �X0) + � � �+ as(Xs �Xs�1) � X0
Ps
k=0 ak � 0: �

Nous allons maintenant tenter de caractériser le lien qui existe entre la LC-positivité et la

propriété PLC.

Soient fa(n; k)g0�k�n un triangle de nombres positifs et fxkgk�0 une suite log-concave.

Soit fzngn�0 une suite dé�nie par (1.3) ; et notons 4n = z
2
n � zn�1zn+1. On veut montrer que

4n � 0, pour chaque n � 1. Notons que

4n =

(
nX
k=0

a(n; k)xk

)2
�
(
n�1X
k=0

a(n� 1; k)xk

)(
n+1X
k=0

a(n+ 1; k)xk

)
(1.7)

est une forme quadratique de n + 2 variables x0; x1; ::; xn+1. Généralement, ces formes qua-

dratiques ne sont pas semi dé�nie positives. Ainsi la log-concavité de fxkg est une hypothèse
raisonnable pour nous en sortir. En e¤et, l�exemple simple suivant peut nous en convaincre,

considérons le triangle a(n; k) � 1 pour 0 � k � 1, on a :

41 = (x0 + x1)
2 � x0(x0 + x1 + x2) = x21 + x0x1 � x0x2:

Il est facile de constater que 41 peut prendre des valeurs négatives, pour des nombres positifs

xk, par contre il demeure positif si x0; x1; x2 est une progression log-concave.
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Pour exploiter la log-concavité de fxkg, rappelons que fxkg est log-concave si et seulement si
xi�1xj+1 � xixj pour j � i � 1. En d�autres termes, les xixj avec le même "hauteur" i+ j sont
comparables. On rassemble les termes de même hauteur t dans 4n et notons leur somme par

St.

Pour 0 � k � bt=2c, soit ak(n; t) le coe¢ cient du terme xkxt�k dans 4n. Alors

4n =
2nX
t=0

St avec St =
bt=2cX
k=0

ak(n; t)xkxt�k:

Il su¢ t d�avoir St � 0, pour chaque 0 � t � 2n.

Notons que x0xt � x1xt�1 � x2xt�2 � � � � .

D�où par le Lemme 14, il reste à établir
Pbt=2c
k=r ak(n; t) � 0 pour chaque 0 � r � bt=2c.

Via (1.7), on a pour k < t=2

ak(n; t) = 2a(n; k)a(n; t� k)� a(n� 1; k)a(n+ 1; t� k)� a(n+ 1; k)a(n� 1; t� k); (1.8)

et pour t pair et k = t=2; on a

ak(n; t) = a(n; k)
2 � a(n� 1; k)a(n+ 1; k):

Remarque 15 Ici ak(n; t) est le coe¢ cient de xkxt�k dans 4n d�indice k (l�évolution de l�in-

dice k est directe) et de hauteur t = k+ (t� k) (c�est la somme des seconds arguments des pro-
duits qui constituent le second membre de (1.8)); son expression est donnée par la relation (1.8).

Quelle notation devrait-on adopter pour l�expression issue du triangle réciproque fa?(n; k)g ? Le
coe¢ cient de xkxt�k dans ce cas est :

2a?(n; k)a?(n; t� k)� a?(n� 1; k)a?(n+ 1; t� k)� a?(n� 1; t� k)a?(n+ 1; k):

On conviendra donc de le noter

a?t�k(n; t)

ce coe¢ cient est d�argument t � k (car la lecture de l�argument se fait dans le sens inverse) et
de hauteur t = (t� k) + k:

Notons

Ar(n; t) =

bt=2cX
k=r

ak(n; t); (1.9)
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On voit que Ar(n; t) est exactement le coe¢ cient de qt dans le polynôme A2r(n; q) � Ar(n �
1; q)Ar(n+ 1; q), ou encore

A2r(n; q)�Ar(n� 1; q)Ar(n+ 1; q) =
2nX
t=2r

Ar(n; t)q
t: (1.10)

D�où la caractérisation de la LC positivité, fort utile, suivante

Lemme 16 [44]Avec la notation précédente, le triangle fa(n; k)g0�k�n est LC-positif si et seule-
ment si Ar(n; t) � 0 pour tout t; 2r � t � 2n.

Maintenant, on peut énoncer le premier résultat de Wang et Yeh par rapport au développement

que l�on vient de faire.

Théorème 17 [44] Les triangles LC-positifs sont PLC.

On passe maintenant à la relation entre la double LC-positivité et la propriété double-PLC.

La proposition suivante est la clé du Théorème 19 ci-dessous.

Proposition 18 [44] Donnons nous un triangle fa(n; k)g0�k�n de nombres positifs, et deux
suites log-concaves fxkgk�0 et fykgk�0. On introduit les trois triangles suivants fb(n; k)g, fc(n; k)g
et fd(n; k)g; dé�nis par

b(n; k) = a(n; k)xk; c(n; k) = a(n; k)yn�k; d(n; k) = a(n; k)xkyn�k:

Pour 2r � t � 2n, on considère les quantités :

Br(n; t) =

bt=2cX
k=r

bk(n; t);

avec

bk(n; t) = 2a(n; k)a(n; t�k)xkxt�k�a(n�1; k)a(n+1; t�k)xkxt�k�a(n+1; k)a(n�1; t�k)xkxt�k;

Cr(n; t) =

bt=2cX
k=r

ck(n; t);

avec

ck(n; t) = 2a(n; k)a(n; t� k)yn�kyn�t+k � a(n� 1; k)a(n+ 1; t� k)yn�k�1yn�t+k+1

�a(n+ 1; k)a(n� 1; t� k)yn�k+1yn�t+k�1;
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et

Dr(n; t) =

bt=2cX
k=r

dk(n; t);

avec

dk(n; t) = 2a(n; k)a(n; t� k)xkxt�kyn�kyn�t+k � a(n� 1; k)a(n+ 1; t� k)xkxt�kyn�k�1yn�t+k+1

�a(n+ 1; k)a(n� 1; t� k)xkxt�kyn�k+1yn�t+k�1;

relatives à ces suites comme pour Ar(n; t) donnée en (1.9).

1. Si le triangle fa(n; k)g est LC-positif, alors le triangle fb(n; k)g est LC-positif et Br(n; t) �
Ar(n; t)xrxt�r.

2. Si le triangle fa(n; k)g est double LC-positif, alors le triangle fc(n; k)g est LC-positif et
Cr(n; t) � Ar(n; t)yn�t+ryn�r pour t � n+ r.

3. Si le triangle fa(n; k)g est double LC-positif, alors le triangle fd(n; k)g est double LC-positif
et Dr(n; t) � Ar(n; t)xrxt�ryn�t+ryn�r pour t � n+ r.

Preuve. 1. Soit 0 � t � 2n, de la dé�nition il est facile de voir que bk(n; t) = ak(n; t)xkxt�k

pour 0 � k � bt=2c. Ainsi pour 0 � r � bt=2c

Br(n; t) =

bt=2cX
k=r

bk(n; t) =

bt=2cX
k=r

ak(n; t)xkxt�k;

fa(n; k)g est LC-positif et x0xt � x1xt�1 � ::: par la log-concavité de fxkg. Du Lemme 14 il
s�ensuit que

Br(n; t) � xrxt�r
bt=2cX
k=r

ak(n; t) = Ar(n; t)xrxt�r � 0;

ainsi le triangle fb(n; k)g est LC-positif.

2. Soit 2r � t � 2n, il nous faut établir que Cr(n; t) � 0. On traitera le cas t impair (le cas

pair étant similaire et plus simple). Soit t = 2s+ 1 et notons pour 0 � k � s

�k = a(n; k)a(n; t� k);

�k = a(n� 1; k)a(n+ 1; t� k);


k = a(n+ 1; k)a(n� 1; t� k);

Yk = yn�t+kyn�k;

ainsi

ak(n; t) = 2�k � �k � 
k



17

et

ck(n; t) = 2a(n; k)a(n; t� k)yn�t+kyn�k � a(n� 1; k)a(n+ 1; t� k)y(n�t+k+1)yn�(k+1)

�a(n+ 1; k)a(n� 1; t� k)y(n�t+k�1)yn�(k�1)

= 2�kYk � �kYk+1 � 
kYk�1:

Il s�ensuit que

Cr(n; t) =
sX
k=r

(2�k � �k�1 � 
k+1)Yk � �sYs+1 + 
s+1Ys + �r�1Yr � 
rYr�1;

comme Ys+1 = Ys et 
s+1 = �s; on a

Cr(n; t) =
sX
k=r

(2�k � �k�1 � 
k+1)Yk + �r�1Yr � 
rYr�1:

Notons que fYkg est croissante par la log concavité de fykg et

2�k � �k�1 � 
k+1 = 2a?(n; n� k)a?(n; n� t+ k)� a?(n� 1; n� k)a?(n+ 1; n� t+ k)

�a?(n+ 1; n� k)a?(n� 1; n� t+ k)

= a?n�t+k(n; 2n� t), (Remarque 15).

Alors par la LC-positivité de a?(n; k), on a

Cr(n; t) =

b(2n�t)=2cX
j=n�t+r

a?j (n; 2n� t)Yj�n+t + �r�1Yr � 
rYr�1

� Yr

b(2n�t)=2cX
j=n�t+r

a?j (n; 2n� t) + �r�1Yr � 
rYr�1

= Yr

sX
k=r

(2�k � �k�1 � 
k+1) + �r�1Yr � 
rYr�1

= Yr

sX
k=r

(2�k � �k � 
k) + 
r(Yr � Yr�1)

= Ar(n; t)Yr + 
r(Yr � Yr�1) (1.11)

Donc Cr(n; t) � Ar(n; t)yn�t+ryn�r vu que Yr � Yr�1.

3. On a d(n; k) = a(n; k)xkyn�k = c(n; k)xk, de 2., on sait que c(n; k) est LC-positif, de plus

pour 0 � r � bt=2c avec 0 � t � 2n, on a

Dr(n; t) :=

bt=2cX
k=r

dk(n; t) =

bt=2cX
k=r

ck(n; t)xkxt�k;
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ainsi, d�après 1. et 2., on a :

Dr(n; t) � Cr(n; t)xrxt�r � Ar(n; t)xrxt�ryn�t+ryn�r:

�

Maintenant, on présente le deuxième résultat relatif à la propriété double-PLC.

Théorème 19 [44] Les triangles double LC-positifs sont double-PLC.

Preuve. Soient fa(n; k)g un triangle double LC-positif et fxkg et fykg deux suites log-concaves.
Alors le triangle fa(n; k)xkyn�kg est LC-positif par 3. de la Proposition 18 et donc PLC par le
Théorème 17, ainsi la suite somme-ligne :

zn =

nX
k=0

a(n; k)xkyn�k; n = 0; 1; 2; :::

est log-concave par 2. de la Théorème 8. En d�autres termes, le triangle fa(n; k)g est double-PLC.
�

Des conditions moins restrictives peuvent être considérées pour obtenir la LC-positivité. On a

vu que c�est la première condition du Lemme 14 qui permet d�établir la LC-positivité dans la

Proposition 18. Elle entraîne, de plus, les deux assertions suivantes :

A1 La séquence a0; a1; :::; as; a des éléments négatifs et des éléments positifs ;

A2
Ps
k=0 ak � 0.

Ces deux assertions sont plus faciles à satisfaire que les condition conditions du Lemme 14,

c�est le cas des suites croissantes et éventuellement positives.

Le Lemme 16 permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire 20 [44] Supposons que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

1. Il existe un indice m = m(n; t) tel que ak(n; t) < 0 pour k < m et ak(n; t) � 0 pour k � m ;

2. La suite fA0(n; q)gn�0 est q-log-concave.

Alors le triangle fa(n; k)g est LC-positif et donc PLC.

Corollaire 21 [44] Supposons que le triangle fa(n; k)g satisfait les conditions du Corollaire 20
et que fa?(n; k)g satisfait seulement sa première condition, alors fa(n; k)g est double LC-positif
et donc double-PLC.
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Preuve. Il su¢ t de voir que fA?0(n; q)g est q-log-concave. On a

A?0(n; q) =
nX
k=0

a(n; n� k)qk =
nX
k=0

a(n; k)qn�k = qnA0(n; q�1)

il s�ensuit que

A?20 (n; q)�A?0(n� 1; q)A?0(n+ 1; q) = q2n[A20(n; q�1)�A0(n� 1; q�1)A0(n+ 1; q�1)]

qui a des coe¢ cients positifs par la q-log-concavité de A0(n; q). �

1.3 Application aux opérateurs linéaires d�ordre deux et exemples

Dans cette section, on donne quelques exemples sur les triangles PLC et double-PLC en éta-

blissant leur LC-positivité. En particulier, une généralisation du résultat de Liggett [25] sera

présentée.

Notons par S l�ensemble des suites fukgk2Z de nombres positifs. Donnons nous deux nombres
positifs � et �, on dé�nit l�opérateur linéaire L = L[�; �] dans S par :

L(uk) := �uk + �uk�1; (k 2 Z) :

Pour n � 2, on dé�nit Ln := L(Ln�1), L0 étant l�opérateur identité.

Proposition 22 Soit fukgk2Z une suite log-concave. Alors la suite fL(uk)gk2Z est aussi log-
concave.

Preuve. En e¤et,

[L(uk)]
2 � L(uk�1)L(uk+1)

= (�uk + �uk�1)
2 � (�uk�1 + �uk�2)(�uk+1 + �uk)

= �2(u2k � uk�1uk+1) + ��(uk�1uk � uk�2uk+1) + �2(u2k�1 � uk�2uk) � 0

En vertu du Théorème 2. �

Ainsi, par récurrence, la suite fLn(uk)gk2Z est aussi log-concave (n � 0) :

Remarque 23 Que peut-on dire pour le cas d�un opérateur linéaire d�ordre p > 1

L(uk) =

pX
j=0

�juk�j ; (k 2 Z)
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Etudions la log-concavité de la suite fL(uk)gk2Z

[L(uk)]
2 � L(uk�1)L(uk+1)

=

24 pX
j=0

�juk�j

352 � pX
j=0

�juk�j�1

pX
j=0

�juk�j+1

=

pX
j=0

�2j (u
2
k�j � uk�j�1uk�j+1)

+
X

0�j<l�p
�j�l(2uk�luk�j � uk�l�1uk�j+1 � uk�l+1uk�j�1) � 0:

Donc la suite est log-concave. Mais, la longueur de l�opérateur linéaire utilisé dépend du type

de triangle auquel on a à faire. Néanmoins, nous allons introduire au chapitre 3 des triangles

plus généraux qui prennent en charge l�opérateur linéaire lié de toute longueur �ni.

Théorème 24 [44] Donnons nous deux nombres positifs � et � et une suite log-concave fukg, on
dé�nit a(n; k) = Ln[�; �](uk) (0 � k � n). Alors le triangle fa(n; k)g0�k�n est double LC-positif
et donc double-PLC.

Preuve. Notons ak = Ln�1[�; �](uk) pour k 2 Z. Alors la suite fakgk2Z est log-concave :

Ar(n; q) =
nX
k=r

L(Ln�1[�; �](uk))q
k

=
nX
k=r

(�ak + �ak�1)q
k

= �
nX
k=r

akq
k + �

nX
k=r

ak�1q
k

= (�+ �q)Ar(n� 1; q) + �anqn + �ar�1qr;

ainsi

A2r(n; q)�Ar(n� 1; q)Ar(n+ 1; q)

= Ar(n; q)[(�+ �q)Ar(n� 1; q) + �anqn + �ar�1qr]

�Ar(n� 1; q)[(�+ �q)Ar(n; q) + �(�an+1 + �an)qn+1 + �(�ar�1 + �ar�2)qr]

= (�anq
n + �ar�1q

r)Ar(n; q)

�[�(�an+1 + �an)qn+1 + �(�ar�1 + �ar�2)qr]Ar(n� 1; q)
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= �
nX
k=r

(�ak + �ak�1)anq
n+k + �

nX
k=r

ar�1(�ak + �ak�1)q
k+r

��
n�1X
k=r

ak(�an+1 + �an)q
n+k+1 � �

n�1X
k=r

(�ar�1 + �ar�2)akq
k+r

= �2
nX

k=r+1

(akan � ak�1an+1)qn+k + �2
nX
k=r

(ar�1ak�1 � ar�2ak)qk+r

+(�2ar + 2��ar�1 + �
2ar�2)anq

n+r; (1.12)

qui a des coe¢ cients positifs par la log-concavité de fakg. Alors, le triangle fa(n; k)g0�k�n est
LC-positif.

D�autre part, soit u?k = u�k pour k 2 Z. Alors la suite fu?kgk2Z est log-concave et a?(n; k) =
Ln[�; �](u?k). Donc le triangle fa?(n; k)g0�k�n est aussi LC-positif, et le triangle fa(n; k)g0�k�n
est donc double LC-positif. �

Remarque 25 Soit le triangle fa(n; k)g donné par le Théorème 24. Alors par (1.10) et (1.12),
l�inégalité

Ar(n; t) � (ar�1at�r�1 � ar�2at�r)�2

est vraie pour t � n+ r (l�égalité reste vraie pour t < n+ r). On va utiliser cette inégalité dans
la preuve de Théorème 36.

Remarque 26 Pour des spécialisations particulières, on retrouve la plupart des résultats donnés

dans l�Exemple 7.

Ainsi, en prenant � = � = 1=2 et uk � 1 dans le Théorème 24, on aboutit au résultat suivant

Corollaire 27 [44] Si la suite fxng et fyng sont log-concave, alors la convolution ordinaire

zn =
nX
k=0

xnyn�k; n = 0; 1; 2; :::

est aussi log-concave.

Commentaire 28 Récemment, Belbachir et Szalay [7] ont utilisé la convolution ordinaire pour

prouver la log-concavité des suites de coe¢ cients binomiaux parcourant les transversale du tri-

angle de Pascal :
�
u+�k
v+�k

�
k�0

pour u; v 2 N; u � v. Via ([7], Lemme 3)

xk =

�
u+ �k

v + �k

�
=
X
i=0

�
k

i

��
u+ (�� 1)k
v + �k � i

�
:
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Pour xi =
�
k
i

�
, yi =

�u+(��1)k
v+�k�i

�
les suites obtenues forment deux lignes du triangle de Pascal

qui sont trivialement log-concaves. Ainsi fxkg est log-concave par la convolution ordinaire.

On retrouve aussi le 2. de l�Exemple 7 via le Théorème 24 pour � = � = 1 et uk =
�
a
b+k

�
:

Remarque 29 [44] Les Points 2., 3. et 4. de l�Exemple 7 peuvent êtres obtenus directement

par le Théorème 19 en montrant la double LC-positivité des triangles associés. Actuellement, la

double LC-positivité du triangle constant et du triangle de Pascal est montrée dans les Exemples

12 et 13 respectivement. Wang et Yeh [42] ont montré la LC-positivité du triangle a(n; k) =
�
a+n
b+k

�
pour 0 � k � n en montrant que les conditions du Corollaire 20 sont satisfaites. Ce résultat peut
être établi comme dans l�Exemple 13. Notons que

a?(n; k) =

�
a+ n

b+ (n� k)

�
=

�
a+ n

(a� b) + k

�
:

Alors a?(n; k) est aussi LC-positif. Donc le triangle fa(n; k)g est double LC-positif.

Le corollaire suivant étend par récurrence la convolution exponentielle au cas de plusieurs

suites.

Corollaire 30 [44] Si l suites fx1kg; fx2kg; :::; fxlkg sont toutes log-concaves, alors la suite :

xn :=
X�

n

k1; k2; :::; kl

�
x1k1x

2
k2 :::x

l
kl

n = 0; 1; 2; :::

où la somme est étendue à tous les entiers positifs k1; k2; :::; kl tel que k1+ k2+ � � �+ kl = n, est
aussi log-concave.

Le Théorème suivant peut être considéré comme un cas dual du Théorème 24 :

Théorème 31 [44] Soient �, � deux nombres strictement positifs et fa(n; k)g0�k�n un tri-
angle de nombres positifs. Supposons que chaque ligne de fa(n; k)g est log-concave et satisfait la
relation récurrente suivante :

a(n; k) = �a(n+ 1; k) + �a(n+ 1; k + 1); k = 0; 1; 2:::; n (1.13)

Alors le triangle fa(n; k)g est double LC-positif et donc double-PLC.

Preuve. Notons a(n + 1; k) = vk pour 0 � k � n + 1. Alors la suite fvkg est log-concave et
Ar(n+ 1; q) =

Pn+1
k=r vkq

k. Par la relation récurrente (1.13), on aura

Ar(n; q) =
nX
k=r

(�vk + �vk+1)q
k = (�+ �q�1)Ar(n+ 1; q)� �vn+1qn+1 � �vrqr�1
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ainsi

A2r(n; q) � Ar(n� 1; q)Ar(n+ 1; q)

= Ar(n; q)[(�+ �q�1)Ar(n+ 1; q)� �vn+1qn+1 � �vrqr�1]

�Ar(n+ 1; q)[(�+ �q�1)Ar(n; q)� �(�vn + �vn+1)qn

��(�vr + �vr+1)qr�1]

= [�(�vn + �vn+1)q
n + �(�vr + �vr+1)q

r�1]Ar(n+ 1; q)

�(�vn+1qn+1 + �vrqr�1)Ar(n; q)

= �2
nX

k=r+1

(vkvn � vk�1vn+1)qn+k + �2
nX
k=r

(vr+1vk+1 � vrvk+2)qr+k

+vr(�
2vn + 2��vn+1 + �

2vn+2)q
n+r

qui a des coe¢ cients positifs par la log-concavité de fvkg. Alors le triangle fa(n; k)g est LC-
positif.

Le triangle inverse fa?(n; k)g possède la même propriété que fa(n; k)g. Alors fa?(n; k)g est
aussi LC-positif. Donc le triangle fa(n; k)g est double LC-positif. �

En prenant dans le Théorème 31 � = � = 1=2 et a(n; k) � 1 pour 0 � k � n on obtient le

Corollaire 27 et en prenant � = � = 1 et a(n; k) =
�
a�n
b�k
�
pour 0 � k � n on obtient le corollaire

suivant :

Corollaire 32 [44] Soient a; b 2 N et a � b. Si les suites fxkg et fykg sont log-concaves alors
la suite :

zn =

nX
k=0

�
a� n
b� k

�
xkyn�k; n = 0; 1; 2; ::

est aussi log-concave.

Remarque 33 De même si on considère une combinaison linéaire de triangles

a(n; k) =

pX
j=0

�ja(n+ 1; k + j); p > 1:

on est confrenté à la même situation que la Remarque 23.

1.4 Une tentative de généralisation du Théorème de Liggett

Dans ce paragraphe, on présente une tentative de généralisation du Théorème de Liggett par

Wang et Yeh. Cependant, le passage qui permet de montrer l�inégalité donnée par la relation



24

(1.14) en utilisant la relation (1.17) ne nous a pas convaincu. Donc la véracité du résultat

principal de ce paragraphe reste tributaire de la compréhension et de la véracité du dit passage.

Dé�nition 34 On dit qu�une suite de nombres positifs fxkgk est ultra-log-concave d�ordre m
[ULC (m)] si xk = 0 pour k > m et la suite

�
xk=

�
m
k

�	m
k=0

est log-concave, et elle est ultra-log-

concave d�ordre in�ni [ULC (1)] si la suite fk!xkg est log-concave.

Le concept d�ultra log-concavité est dé�ni aussi dans l�article de Pemantle [29]. L�approche

de ce dernier avec Liggett conduit à une preuve simple de la convolution ordinaire des suites

ULC(m) et ULC(l) en une suite ULC(m+ l) où m et l peuvent êtres in�nies [29]. Cette preuve

permet d�établir que

1. Le triangle de Pascal
��
n
k

�	
est double-PLC ;

2. Le triangle
n�

n
k

��
a�n
b�k
�o
est double-PLC.

Liggett a véri�é les deux hypothèses précédentes en établissant le résultat suivant :

Théorème 35 Liggett [25], Donnons trois suites log-concaves fvk =
�
a�n+1
b�k

�
g, fxkg et fykg,

et considérons

zn�1 =
n�1X
k=0

�
n� 1
k

�
(vk + 2vk+1 + vk+2)xkyn�1�k

zn =

nX
k=0

�
n

k

�
(vk + vk+1)xkyn�k

zn+1 =
n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
vkxkyn+1�k

Alors zn�1zn+1 � z2n =) fzng est log-concave.

La preuve de Liggett pour ce théorème, utilise essentiellement la double LC-positivité du tri-

angle de Pascal, elle est loin d�être simple. Le résultat plus général de Wang et Yeh [44] suivant,

permet de la retrouver :

Théorème 36 [44] Donnons nous quatre nombres strictement positifs �, �, �, � et quatre suites

log-concaves fukg,fvkg qui représente la (n + 1)-�eme ligne d�un triangle dé�nie par la relation
(1.13),fxkg et fykg, soit a(n; k) = Ln[�; �](uk) et

zn�1 =
n�1X
k=0

a(n� 1; k)(�2vk + 2��vk+1 + �2vk+2)xkyn�1�k;
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zn =

nX
k=0

a(n; k)(�vk + �vk+1)xkyn�k;

zn+1 =
n+1X
k=0

a(n+ 1; k)vkxkyn+1�k

Alors zn�1zn+1 � z2n =) fzng est log-concave.

Preuve. L�inégalité zn�1zn+1 � z2n peut être considérée comme le signe d�une forme quadratique
à n+ 2 variables v0; v1; :::; vn+1. Soit

z2n � zn�1zn+1 =
2(n+1)X
t=0

bt=2cX
k=0

ek(n; t)vkvt�k:

Alors, on a besoin de montrer que
Pbt=2c
k=r ek(n; t) � 0 pour 2r � t � 2(n + 1). Brièvement, on

fait ça seulement pour le cas t impair (le cas pair étant plus simple à traiter), soit t = 2s+ 1.

Posons d(n; k) = a(n; k)xkyn�k pour 0 � k � n. Pour plus de commodité, soit xk = yk = 0

pour k < 0 et d(n; k) = 0 pour k < 0 ou k > n. Le triangle fa(n; k)g est double LC-positif par
le Théorème 24, et le triangle fd(n; k)g est aussi LC-positif par la Proposition 18. On réécrit :

zn�1 =
n+1X
k=0

(�2d(n� 1; k) + 2��d(n� 1; k � 1) + �2d(n� 1; k � 2))vk;

zn =

n+1X
k=0

(�d(n; k) + �d(n; k � 1))vk;

zn+1 =
n+1X
k=0

d(n+ 1; k)vk:

Alors

ek(n; t) = 2[�d(n; k) + �d(n; k � 1)][�d(n; t� k) + �d(n; t� k � 1)]

�[�2d(n� 1; k) + 2��d(n� 1; k � 1) + �2d(n� 1; k � 2)]d(n+ 1; t� k)

�d(n+ 1; k)[�2d(n� 1; t� k) + 2��d(n� 1; t� k � 1) + �2d(n� 1; t� k � 2)]

= �2Pk + 2��Qk + �
2Rk;

où

Pk = 2d(n; k)d(n; t� k)� d(n� 1; k)d(n+ 1; t� k)� d(n+ 1; k)d(n� 1; t� k);

Qk = d(n; k)d(n; t� k � 1) + d(n; k � 1)d(n; t� k)� d(n� 1; k � 1)d(n+ 1; t� k)

�d(n+ 1; k)d(n� 1; t� k � 1);

Rk = 2d(n; k � 1)d(n; t� k � 1)� d(n� 1; k � 2)d(n+ 1; t� k)

�d(n+ 1; k)d(n� 1; t� k � 2):
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Donc d�après le Lemme 16 il su¢ t de montrer l�inégalité

�2
sX
k=r

Pk + 2��

sX
k=r

Qk + �
2

sX
k=r

Rk � 0: (1.14)

Notons que Pk = dk(n; t) et Rk = d?n�t+k+1(n; 2n � t + 2). Par conséquent, les deux quantités
suivantes

sX
k=r

Pk = Dr(n; t); (1.15)

et
sX
k=r

Rk = D
?
n�t+r+1(n; 2n� t+ 2); (1.16)

sont positives par la double LC-positivité du triangle fd(n; k)g. On a en outre
sX
k=r

Qk =
sX
k=r

[d(n; k)d(n; t� k � 1) + d(n; k � 1)d(n; t� k)� d(n� 1; k � 1) d(n+ 1; t� k)

�d(n+ 1; k) d(n� 1; t� k � 1)]

=
sX
k=r

[d(n; k)d(n; t� k � 1)� d(n+ 1; k)d(n� 1; t� k � 1)]

+
s�1X
k=r�1

[d(n; k)d(n; t� k � 1)� d(n� 1; k)d(n+ 1; t� k � 1)]

= [d2(n; s)� d(n� 1; s)d(n+ 1; s)] +
s�1X
k=r�1

[2d(n; k)d(n; t� 1� k)

�d(n� 1; k)d(n+ 1; t� 1� k)� d(n+ 1; k)d(n� 1; t� 1� k)]

+[d(n+ 1; r � 1)d(n� 1; t� r)� d(n; r � 1)d(n; t� r)]

= Dr�1(n; t� 1) + [d(n+ 1; r � 1)d(n� 1; t� r)� d(n; r � 1)d(n; t� r)]: (1.17)

Si r = 0 ou t > n + r. Alors
Ps
k=rQk = Dr�1(n; t � 1) � 0. Donc l�inégalité (1.14) est trivial.

Reste à traiter le cas r � 1 et t � n+ r.

Si on peut montrer qu�il existe un nombre strictement positif E = E(n; t; r) tel que

sX
k=r

Pk � �2Exrxt�ryn�t+ryn�r;

sX
k=r

Qk � ���Exr�1xt�ryn�t+ryn�r+1; (1.18)

sX
k=r

Rk � �2Exr+1xt�r�1yn�t+r+1yn�r�1;
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alors l�inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique et la log-concavité de

fxkg et fykg nous donne

�2
sX
k=r

Pk + �
2

sX
k=r

Rk � �2��
sX
k=r

Qk:

Ainsi, pour prouver (1.14), il su¢ t de prouver (1.18).

On utilise la Proposition 18 pour estimer des bornes supérieures pour
Ps
k=r Pk,

Ps
k=rQk, etPs

k=r Rk. Via les relations (1.15) et 3. de la Proposition 18, on déduit que

sX
k=r

Pk � Ar(n; t)xrxt�ryn�t+ryn�r: (1.19)

De même, notons d?(n; k) = a?(n; k)ykxn�k, il s�ensuit que via les relations (1.16) et 3. de la

Proposition 18, on a
sX
k=r

Rk � A?n�t+r+1(n; 2n� t+ 2)xr+1xt�r�1yn�t+r+1yn�r�1: (1.20)

Pour avoir une borne supérieure analogue pour
Ps
k=rQk de (1.17), soit c(n; k) = a(n; k)yn�k.

Alors d(n; k) = c(n; k)xk et ainsi

Dr�1(n; t� 1) � Cr�1(n; t� 1)xr�1xt�r;

via la relation 1. de la Proposition 18. Cependant,

Cr�1(n; t� 1) � Ar�1(n; t� 1)yn�t+ryn�r+1

+a(n+ 1; r � 1)a(n� 1; t� r)(yn�t+ryn�r+1 � yn�t+r�1yn�r+2);

par l�inégalité (1.11). Alors par (1.17) on aura

sX
k=r

Qk � [Ar�1(n; t� 1)yn�t+r yn�r+1

+a(n+ 1; r � 1) a(n� 1; t� r)(yn�t+ryn�r+1 � yn�t+r�1yn�r+2)]xr�1xt�r

+ [a(n+ 1; r � 1)xr�1yn�r+2a(n� 1; t� r)xt�r yn�t+r�1

�a(n; r � 1) xr�1yn�r+1a(n; t� r)xt�ryn�t+r]

= Qxr�1xt�ryn�t+ryn�r+1; (1.21)

où

Q = Ar�1(n; t� 1) + a(n+ 1; r � 1)a(n� 1; t� r)� a(n; r � 1)a(n; t� r): (1.22)

Il reste à montrer que les trois coe¢ cients Ar(n; t), A?n�t+r+1(n; 2n � t + 2) et Q dans l�inéga-

lité (1.19), (1.20) et (1.21) ont une borne supérieure satisfaisant (1.18). On y parvient via la

Remarque 25, en e¤et :
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Notons ak = Ln�1[�; �](uk), la Remarque 25 donne

Ar(n; t) � (ar�1at�r�1 � ar�2at�r)�2;

et entraine aussi

Q � (ar�2at�r�1 � ar�3at�r)�2 + (�2ar�1 + 2��ar�2 + �2ar�3)at�r

�(�ar�1 + �ar�2)(�at�r + �at�r�1)

= �(ar�1at�r�1 � ar�2at�r)��;

par (1.22). Notons aussi que a?(n; k) = Ln[�; �](u�k). Encore via la Remarque 25

A?n�t+r+1(n; 2n� t+ 2) � [a?(n� 1; n� t+ r)a?(n� 1; n� r)

�a?(n� 1; n� t+ r � 1)a?(n� 1; n� r + 1)]�2

= (ar�1at�r�1 � ar�2at�r)�2:

Finalement, rappelons que la suite fakgk2Z est log-concave, alors pour r � bt=2c,

E = ar�1at�r�1 � ar�2at�r � 0;

ainsi la preuve est faite. �



Chapitre 2

Unimodalité

En ce qui concerne le sens de variation d�une suite numérique, l�unimodalité est la propriété la

plus simple qui généralise la monotonie. Elle est le thème principal de ce chapitre.

Essentiellement, ce chapitre est inspiré des références [3] et [43].

2.1 Dé�nitions et préliminaires sur les suites unimodales

Dé�nition 37 [6] Soit fakg0�k�m une suite de nombres réels positifs avec m � 2. On dit qu�elle
est unimodale si il existe un entier l 2 f0; 1; :::;mg tel que la suite fakg est croissante pour
k 2 f0; :::; lg et elle est décroissante pour k 2 fl; :::;mg. Un tel entier l est appelé mode de la
suite fakg0�k�m.

Théorème 38 Toute suite de nombres positifs strictement log-concave est unimodale.

Une suite fakg0�k�m est strictement log-concave (SLC) si

a2k > ak�1ak+1; pour 1 � k � m� 1:

Donc, si la suite fakg0�k�m est SLC, alors elle est unimodale et son maximum est : soit une

seule valeur (dans ce cas, on dit qu�elle possède un pic), soit deux valeurs consécutives (dans ce

dernier cas, on dit qu�elle possède un plateau à deux points) (voir [6]).

Il y a di¤érentes techniques pour établir l�unimodalité. Voici quelques références concernant

l�unimodalité selon l�ordre chronologiques de leur publication : [33], [18], [4], [12].

29
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Quelques exemples de suites unimodales :

1. La suite des coe¢ cients du binômes de Newton f
�
n
k

�
gk (est trivialement unimodale) ; La

suite des coe¢ cients du polynôme
nY
k=0

(1 + z)k ;

2. Les nombres de Stirling (signless) de première espèce fs(n; k)gk.

* La suite constituée des nombres de Stirling de première espèce a comme mode l�entier

le plus proche du nombre harmonique Hn = 1 + 1
2 + � � �+

1
n . Ce résultat surprenant a été

démontré par J. H. Hammersley [21]. De plus P. Erdös [20] a montré que Hn demeure un

pic pour n � 3 ;

3. Les nombres de Stirling de second espèce fS(n; k)gk ;

4. Les suites fa(n; k)gk de partitions de n en k parts, et fB(n; k)gk de partitions de n en k
parts distinctes, pour n su¢ samment grand ;

5. La suite de nombres fA(n; k;m)gm de partitions de n en k parts dont la plus grande est

au plus égale à m.

Le théorème suivant (voir [22], [9], et [10]) permet d�étudier l�unimodalité d�une large famille

de suites.

Théorème 39 Soit fakg0�k�n une suite des nombres réels positifs telle que le polynôme suivant

P (x) =

nX
k=0

akx
k;

n�admet que des racines réelles négatives. Alors la suite est unimodale avec un pic ou un plateau

avec deux éléments. De plus chaque mode l de la suite fakg0�k�n satisfait :

b�nc � l � d�ne; avec �n =
P 0(1)

P (1)
:

2.2 Unimodalité des polynômes

L�unimodalité des polynômes apparaît souvent en combinatoire, en géométrie et en algèbre.

Des surveys sur les di¤érentes techniques utilisées pour prouver que des familles spéci�ques de

polynômes sont unimodales ont été écrits, on pourra consulter [13, 33].

Dé�nition 40 On dit que le polynôme P (x) =
Pm
k=0 akx

k est unimodal si la suite des coe¢ -

cients a0; a1; :::; am est unimodale, et le mode de cette suite c�est le mode du polynôme.
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On dit que le polynôme P (x) est log-concave si la suite des coe¢ cients a0; a1; :::; am est log-

concave.

Nous allons commencer par présenter le critère de Brenti [13] et deux théorèmes principaux, le

premier dû à Boros [11] et le deuxième à Alvarez et Amadis [2].

Proposition 41 (Critère de Brenti [13] ) Si P (x) est un polynôme log-concave avec des co-

e¢ cients strictement positifs commençant éventuellement par un nombre �ni de coe¢ cients nuls,

alors P (x+ 1) est log-concave.

Théorème 42 [11] Si P (x) =
Pm
k=0 akx

k satisfait ak � 0 et a0 � a1 � ::: � am, Alors P (x+1)
est unimodal.

Corollaire 43 [2] Soit P (x) un polynôme de degrés m; avec des ceo¢ cients positifs. Si j >

m+ 1, alors le polynôme P (x+ j) a des coe¢ cients décroissants.

Preuve. Soit j > m+1, alors le monôme xm est tel que (x+ j)m a des coe¢ cients décroissants.

En e¤et, l�expansion

(x+ j)m =
mX
k=0

�
m

k

�
jm�kxk;

et l�inégalité j > m+ 1 montre que�
m

k

�
jm�k <

�
m

k � 1

�
jm�k+1:

Ensuite, on l�applique à chacun des monômes de P . �

Alvarez et Amadis dans l�article [2] ont conjecturé que si un polynôme P (x) est unimodal, alors

P (x + 1) est aussi unimodal. Mais ça n�est pas en général vrai, l�exemple ci-dessous illustre ce

point.

Un contre exemple. Soit le polynôme log-concave P (x) donné par :

P (x) = 144 + 14x+ 12x2 + 11x3 + 10x4 + 6x5

alors

P (x+ 1) = 197 + 141x+ 165x2 + 111x3 + 40x4 + 6x5 n�est pas log-concave.

On introduit le lemme suivant a�n de généraliser le Théorème 42.
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Lemme 44 [2] Soit em =
j
m
n+1

k
, alors (n+ 1)em � m � (n+ 1)em+ n.

Preuve. On a
m

n+ 1
� 1 < em � m

n+ 1

il s�ensuit directement quem � em(n+1) etm=(n+1) < em+1. Maintenant m
n+1 < em+1 implique

que m < (em+ 1)(n+ 1) = (n+ 1)em+ (n+ 1). Le fait que n 2 N donne m � (n+ 1)em+ n. �
Théorème 45 [2] Soit P (x) un polynôme de degrés m satisfaisant 0 � a0 � a1 � ::: � am,

alors pour tout n 2 N, le polynôme P (x+ n) est unimodal ayant pour mode em =
j
m
n+1

k
.

Preuve. Soit P (x) =
Pm
k=0 akx

k, ainsi

P (x+ n) =

mX
k=0

ak

kX
i=0

�
k

i

�
xink�i =

mX
l=0

dlx
l

avec

dl =

mX
k=l

ak

�
k

l

�
nk�l: (2.1)

Soit 0 � u � m� 1. Alors

(u+ 1)(du+1 � du) = (u+ 1)

mX
k=u+1

ak

�
k

u+ 1

�
nk�u�1 � (u+ 1)

mX
k=u

ak

�
k

u

�
nk�u

=
mX

k=u+1

ak(u+ 1)

�
k

u+ 1

�
nk�u�1 +

mX
k=u

ak

�
k

u

�
nk�u�1n(�u� 1)

=
mX

k=u+1

ak

�
k

u

�
nk�u�1(k � u) +

mX
k=u

ak

�
k

u

�
nk�u�1(�nu� n)

=
mX
k=u

ak

�
k

u

�
nk�u�1(k � (n+ 1)u� n): (2.2)

On montre que le polynôme P (x + n) est unimodal de mode em, montrons que du+1 � du � 0

pour em � u � m� 1 et du+1 � du � 0 pour 0 � u � em� 1.
Supposons em � u � m � 1. On a k � (n + 1)u � n � m � (n + 1)u � n; ; or em � u ainsi

m� (n+ 1)u� n � m� (n+ 1)em� n: Cette dernière quantité est négative par le Lemme 44
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Supposons maintenant que 0 � u � em� 1, on a
(u+ 1)(du+1 � du) =

mX
k=u

ak

�
k

u

�
nk�u�1(k � (n+ 1)u� n)

=

mX
k=(n+1)u+n

ak

�
k

u

�
nk�u�1(k � (n+ 1)u� n)

+

(n+1)u+n�1X
k=u

ak

�
k

u

�
nk�u�1(k � (n+ 1)u� n)

=

mX
k=(n+1)u+n+1

ak

�
k

u

�
nk�u�1(k � (n+ 1)u� n)

�
(n+1)u+n�1X

k=u

ak

�
k

u

�
nk�u�1(�k + (n+ 1)u+ n)

: = T2 � T1:

Observons que

T1 � a(n+1)u+n+1

(n+1)u+n�1X
k=u

�
k

u

�
nk�u�1(�k + (n+ 1)u+ n) (2.3)

� a(n+1)u+n+1

(n+1)u+n�1X
k=u

�
k

u

�
n(n+1)u+n�1�u�1(�k + (n+ 1)u+ n)

= a(n+1)u+n+1n
(u+1)n�2

(n+1)u+n�1X
k=u

�
k

u

�
(�k + (n+ 1)u+ n)

= a(n+1)u+n+1n
(u+1)n ((n+ 1)u+ n+ 1)!

n2(u+ 2)!(nu+ n� 1)! (2.4)

car
(n+1)u+n�1X

k=u

�
k

u

�
(�k + (n+ 1)u+ n) = ((n+ 1)u+ n+ 1)!

(u+ 2)!(nu+ n� 1)! :

Maintenant, on réécrit la fraction comme suit

((n+ 1)u+ n+ 1)!

n2(u+ 2)!(nu+ n� 1)! =
((n+ 1)u+ n+ 1)!

n2(u+ 2)(u+ 1)u!(nu+ n� 1)! =
((n+ 1)u+ n+ 1)!

(nu+ 2n)(nu+ n)u!(nu+ n� 1)! :

On observe que 2n � n+1 car n � 1. Donc nu+2n � nu+n+1 et donc 1
nu+2n �

1
nu+n+1 . Par

conséquent, on obtient :

((n+ 1)u+ n+ 1)!

(nu+ 2n)(nu+ n)u!(nu+ n� 1)! � ((n+ 1)u+ n+ 1)!

(nu+ n+ 1)(nu+ n)u!(nu+ n� 1)!

� ((n+ 1)u+ n+ 1)!

(nu+ n+ 1)u!
=

�
(n+ 1)u+ n+ 1

u

�
:
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Ainsi

(n+1)u+n�1X
k=u

ak

�
k

u

�
nk�u�1(�k + (n+ 1)u+ n) � a(n+1)u+n+1n(u+1)n

�
(n+ 1)u+ n+ 1

u

�
:

Finalement, il su¢ t de constater que la borne supérieure de T1 est le premier terme dans la

somme dé�nie par T2. �

Exemple 46 Soit P (x) =
Pm
k=0 x

m, alors on montre l�unimodalité de l�expansion binomiale

(x+n)m =
Pm
k=0

�
m
k

�
xm�knk. En particulier, si n � m+1, alors le mode em =

j
m
n+1

k
= 0. Cela

con�rme le Théorème 45. Il n�est pas clair pour la représentation de la série
Pm
k=0

�
m
k

�
xm�knk

que P (x) = (x + n)m est unimodal parce que la suite des nombres
�
m
k

�
est unimodale et nk est

croissante. Cependant, l�application du Théorème 45 établit facilement l�unimodalité de P (x+n).

2.2.1 Critère de préservation de la log-concavité pour les polynômes

Le but de cette section est la généralisation du critère de Brenti pour la log-concavité.

Commençons par quelques résultats préliminaires.

Théorème 47 [2] Soit P (x) un polynôme log-concave avec des coe¢ cients strictement positifs

commençant éventuellement par un nombre �ni de coe¢ cients nuls, alors pour tout n 2 N, le
polynôme P (x+ n) est log-concave.

Preuve. Commençons par comprendre que si P (x) =
Pm
k=0 akx

k est un polynôme de coe¢ cients

strictement positifs commençant éventuellement par un nombre �ni de coe¢ cients nuls, alors il

en est de même pour le polynôme P (x+n); pour tout n 2 N. En e¤et, soit dl =
Pm
k=l ak

�
k
l

�
nk�l le

coe¢ cient de xl dans P (x+n): Les coe¢ cients dl sont trivialement positifs. Supposons h < i < j

et dh; dj 6= 0, montrons alors que di =
Pm
k=i ak

�
k
i

�
nk�i 6= 0 , et dans ce cas, on dit que la suite

des coe¢ cients dl n�a pas des zéros internes. Observons que pour h < i et
�
k
h

�
6= 0 on a

�
k
i

�
6= 0.

Pour n � 1, reste à montrer que
Pm
k=i ak 6= 0. Or, pour dj =

Pm
k=j ak

�
k
j

�
nk�j 6= 0; (i < j) ; il

existe un indice r tel que (i < r) et ar 6= 0, ainsi
Pm
k=i ak = ai + � � � + ar + � � � + am 6= 0:On

conclut que P (x+ n) a des coe¢ cients positifs et n�a pas des zéros internes.

Maintenant montrons la log-concavité par induction. Le cas n = 1 étant assuré par le critère

de Brenti. Supposons que P (x + n) est log-concave. P (x + n) a des coe¢ cients positifs et n�a

pas des zéros internes. Ainsi

P (x+ n) = a0 + a1x+ � � �+ amxm = Q(x)
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donc

P (x+ n+ 1) = a0 + a1(x+ 1) + � � �+ am(x+ 1)m = Q(x+ 1)

comme P (x+n) = Q(x) est log-concave avec des coe¢ cients positifs et n�a pas des zéros internes,

alors il s�ensuit que Q(x+ 1) = P (x+ n+ 1) est log-concave. �

2.2.2 Un critère de log-concavité par l�unimodalité

On rappelle que tout polynôme log-concave est unimodal. L�inverse n�est en général pas vrai :

Le polynôme P (x) = x3 + 2x2 + 5x + 2 est unimodal mais 1 � 5 � 22, alors qu�il n�est pas

log-concave. Ce qui nous amène à introduire une condition supplémentaire sur les coe¢ cients

du polynôme unimodal pour garantir la log-concavité.

Théorème 48 [2] Soit P (x) =
Pm
k=0 ckx

k un polynôme unimodal et concave avec le mode n,

alors P (x) est log-concave.

Preuve. Soit j < n, alors cj � cj�1. Donc cj � cj�1 � cj+1 � cj et cj � cj�1 implique que

cjcj � cj�1cj � cj+1cj�1 � cjcj�1 et alors la condition de la log-concavité est vraie pour j, i.e
cjcj � cj+1cj�1. Clairement, cette condition est vraie pour j = n. Maintenant, soit j > n. Alors
cj � cj+1. De plus

cj � cj�1 � cj+1 � cj , cj � cj+1 � cj�1 � cj

Donc cj � cj+1 � cj�1 � cj et cj � cj+1 implique

cjcj � cj+1cj � cj�1cj+1 � cjcj+1

et donc

cjcj � cj�1cj+1

Par conséquence, P (x) est log-concave. �

2.2.3 Préservation de l�unimodalité des polynômes par translation

Dans cette partie, on va explorer les résultats de Wang et Yeh concernant le nombre et la

localisation des modes du polynôme P (x+ z) avec z un réel positif.

Notons M?(P; z) et M?(P; z) le plus petit et le plus grand mode de P (x+ z) respectivement,

et par m(z) = dm�zz+1 e (ou m ) et m(z) = bm�zz c (ou m ) où on note dxe et bxc le plus petit
entier � x et le plus grand entier � x respectivement. Il est à noter que m(z) et m(z) coïncident
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si est seulement si z un entier positif. D�une manière générale, le nombre et la localisation des

modes de P (x+ z) ne sont pas reliés seulement avec m et z, mais aussi avec les coe¢ cients du

polynôme P (x). Le travail est assez di¤érent quand z � 1. Dans ce cas, Wang et Yeh montrent
que P (x+ z) a au plus deux modes m(z) et m(z) + 1 lorsque P (x) = axm, et m(z)� 1 et m(z)
sinon. On donnera aussi des conditions su¢ santes sur m et z pour que P (x + z) possède un

unique mode m(z), en incluant le cas où z est un entier positif supérieur à 1.

Soit m un entier positif, et z un nombre réel positif. Notons par Pm" l�ensemble des polynômes

unitaires de degrésm, avec des coe¢ cients positifs formant une suite croissante de nombres. Pour

éviter le risque de confusion, on écrit simplement m au lieu de m(z), il s�ensuit immédiatement

que

m� z � (z + 1)m < m+ 1; (2.5)

qui sera utilisé dans la suite.

Le résultat suivant a été conjecturé par Alvarez et al [3] et démontré par Yeh et Wang.

Théorème 49 [41] Soit P (x) un polynôme de degrés m et avec des coe¢ cients positifs. Suppo-

sons que P (x) est croissant et que z est un nombre réel positif. Alors P (x+ z) est unimodal.

Pour prouver ce théorème, on a besoin des deux lemmes suivants

Lemme 50 [41] Supposons que le polynôme P (x) est unimodal avec comme plus petit mode t

et donnons un réel z > 0. Alors (x+ z)P (x) est unimodal avec le plus petit mode t ou t+ 1:

Preuve. Soit P (x) =
Pn
i=0 cix

i où c0 � ::: � ct�1 < ct � ct+1 � ::: � cn. Alors

(x+z)P (x) = c0z+(c0+c1z)x+� � �+(ct�1+ctz)xt+(ct+ct+1z)xt+1+� � �+(cn�1+cnz)xn+cnxn+1:

Trivialement, c0 � c0+ c1z � ::: � ct�2+ ct�1z � ct�1+ ctz et ct+ ct+1z � ::: � cn�1+ cnz � cn.
Ainsi, le lemme est prouvé. �

Lemme 51 [41] Soit P (x) =
Pm
i=0 aix

i un polynôme de degrés m, avec des coe¢ cients positifs

et z > 0. Supposons que P (x + z) =
Pm
j=0 bjx

j. Alors bm � bm+1 � ::: � bm. En outre, si

z � (m � 1)=2, alors P (x + z) est unimodal et a pour mode 0 ou 1. En particulier, si z � m

alors P (x+ z) est décroissant.

Preuve. On a bj = P (j)(z)=j! =
Pm
i=j aiz

i�j�i
j

�
ce qui donne,

(j + 1)zj+1(bj+1 � bj) =
mX
i=j

aiz
i

�
i

j

�
[(i+ 1)� (z + 1)(j + 1)]: (2.6)
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Maintenant, soit j � m, alors (z+1)(j+1) � (z+1)(m+1) � m+1 par (2.5). Par conséquent,
chaque terme dans la somme (2.6) est négatif, et donc bj+1 � bj . Finalement, notons que

(m� 1)=2 � z < m implique m � 1, et que z � m implique m = 0. Le lemme est ainsi prouvé.

�

Preuve du Théorème. 49 Soit P (x) =
Pm
i=0 aix

i et P (x + z) =
Pm
j=0 bjx

j . On a besoin de

prouver que b0; b1; :::; bm est unimodale. On fait ça par récurrence sur m. Si m = 1, le résultat

est évident. Par Lemme 51, il su¢ t de considérer le cas m > 2z + 1.

Soit P (x) = a0 + xf(x) où f(x) =
Pm�1
i=0 ai+1x

i. Alors

P (x+ z) = a0 + (x+ z)f(x+ z).

Par l�hypothèse de récurrence, f(x + z) est unimodale, donc (x + z)f(x + z) est unimodale

aussi par Lemme 50. Donc b1; b2; :::; bm est unimodale.

Soit r = bzc. Alors r < z + 1 < m. Par (2.6) on aura

b1 � b0 =

mX
i=0

aiz
i�1(i� z)

=

mX
i=r+1

aiz
i�1(i� z)�

rX
i=0

aiz
i�1(z � i)

� ar

mX
i=r+1

zi�1(i� z)� ar
rX
i=0

zi�1(z � i)

= ar[z + 2z
2 + � � �+ (m� 1)zm�1 � zm]

� ar[(m� 1)zm�1 � zm]

= ar[m� z � 1]zm�1

� 0

Donc b0; b2; :::; bm reste unimodale, cela complète la preuve. �

Corollaire 52 [41] Soit P (x) 2 Pm" et z > 0. Supposons que P (x) 6= xm. Alors M?(P; z) � m.

Preuve. Soit P (x) =
Pm
i=0 aix

i et P (x+ z) =
Pm
j=0 bjx

j . Par (2.6) on aura

(m+ 1)zm+1(bm+1 � bm) =
mX
i=m

aiz
i

�
i

m

�
[(i+ 1)� (z + 1)(m+ 1)]:

Par (2.5), (i+1)� (z+1)(m+1) � (m+1)� (z+1)(m+1) � 0 pour tout i � m. En particulier
m � (z + 1)(m + 1) � �1 < 0. D�autre part, am�1 6= 0 car P (x) 6= xm. Donc bm+1 < bm. Cela
implique que la suite unimodale fbjg n�a pas un mode supérieur à m, et donc la preuve est
complète. �
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2.2.4 Les modes des polynômes fondamentaux (x+ z)m et
Pm

i=0(x+ z)
i

On présente ici l�étude de Wang et Yeh concernant les modes de P (x + z) pour les deux

polynômes fondamentaux P (x) = xm et P (x) =
Pm
i=0 x

i respectivement, lesquels vont jouer un

rôle clef dans l�investigation des modes de P (x+ z) pour les polynômes génériques P (x) 2 Pm" .

Proposition 53 [41] Soit z > 0, si m+1z+1 2 N, alors (x+ z)
m a deux modes m et m+ 1 ; sinon

(x+ z)m a pour unique mode m.

Preuve. Soit (x+ z)m =
Pm
i=0 cix

i où ci =
�
m
i

�
zm�i. Notons f(x) = m�x+1

zx . Alors ci
ci�1

= f(i).

Clairement, f(x) est strictement décroissante et f(m+1z+1 ) = 1. Maintenant i � m implique

i < m+1
z+1 , et i � m+ 1 implique i �

m+1
z+1 . Donc la preuve est complète. �

Soit Qm(x) =
Pm
i=0 x

i et Qm(x+ z) =
Pm
j=0 zjx

j où

zj =
mX
i=j

zi�j
�
i

j

�
; j = 0; 1; :::;m: (2.7)

Alors la suite fzjg est log-concave et n�a pas des zéros internes (voir Brenti [12]). En fait, nous
avons le résultat plus fort suivant :

Proposition 54 [41] La suite fzjg est strictement log-concave.

Preuve. Notons que

zj�1 =
mX

i=j�1
zi�j+1

�
i

j � 1

�
=

mX
i=j�1

zi�j+1
��
i+ 1

j

�
�
�
i

j

��
= (1� z)zj + zm�j+1

�
m+ 1

j

�
ainsi

z2j � zj�1zj+1 = z2j �
�
(1� z)zj + zm�j+1

�
m+ 1

j

��
zj+1

= [zj � (1� z)zj+1]zj � zm�j+1
�
m+ 1

j

�
zj+1

= zm�j
�
m+ 1

j + 1

�
zj � zm�j+1

�
m+ 1

j

�
zj+1

=
mX
i=j

��
m+ 1

j + 1

��
i

j

�
�
�
m+ 1

j

��
i

j + 1

��
zm+i�2j

=

mX
i=j

m� i+ 1
j + 1

�
m+ 1

j

��
i

j

�
zm+i�2j

> 0:
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�

Dans ce qui suit on va explorer la localisation des modes de la suite fzjg. Tout d�abord, on
considère le cas z � 1. Le fait est plutôt simple quand z = 1.

Proposition 55 [41]

1. Si m est pair alors Qm(x+ 1) a deux modes m2 � 1 et
m
2 ; sinon Qm(x+ 1) a pour unique

mode m�1
2 .

2. Soit z � 1, alors Qm(x+ z) a au plus deux modes m� 1 et m. En particulier, si m+ 1 =
m+ 1, alors Qm(x+ z) a pour unique mode m.

3. Si z � 1 et m+1z+1 2 N, alors Qm(x+ z) a pour unique mode m.

4. Si z > 1 et zm 2 N, alors Qm(x+ z) a pour unique mode m.

5. Soit z > 1; si z 2 N ou m
z+1 2 N; alors Qm(x+ z) a pour unique mode m.

Preuve.

1. Comme Qm(x) = 1
x�1(x

m+1 � 1), on aura

Qm(x+ 1) =
1

x
[(x+ 1)m+1 � 1]:

Par la Proposition 53, (x + 1)m+1 a deux modes m = m
2 et m + 1 =

m
2 + 1 pour m pair,

ou un seul mode m = m+1
2 sinon, c�est aussi le cas pour (x+ 1)m+1 � 1.

2. Par le Lemme 51, il su¢ t de considérer le cas 1 � z � m. on aura

(x+ z � 1)Qm(x+ z) = (x+ z)m+1 � 1:

Par Proposition 53, (x+ z)m+1 a le plus petit mode m+ 1, ainsi que (x+ z)m+1�1. Donc
M?(Qm; z) � m+ 1 � 1 par le Lemme 50. D�autre part, on aura M?(Qm; z) � m par le

Corollaire 52. Notons que m+ 1 = m ou m+ 1 car

m� z
z + 1

<
m+ 1� z
z + 1

<
m� z
z + 1

+ 1:

Alors Qm(x + z) a au plus deux modes m � 1 et m, et en particulier, un seul mode m
fournit m+ 1 = m+ 1. Cette preuve est ainsi complète.

3. Si m+1z+1 2 N, alors
m�z
z+1 2 N, ainsi m = m�z

z+1 . D�autre part,

m+ 1 =

�
m+ 1� z
z + 1

�
=

�
m+ 1

z + 1
� z

z + 1

�
=
m+ 1

z + 1

Donc m+ 1 = m+ 1. Et on conclut par 2.
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4. En exploitant 2., il su¢ t de prouver que zm > zm�1. Par (2.6), on a

mzm(zm � zm�1) =
mX

i=m�1
zi
�

i

m� 1

�
[(i+ 1)� (z + 1)m]

La somme contient des termes des deux signes. Soit r = d(z + 1)me � 1. Notons

S1 =
mX
i=r

zi
�

i

m� 1

�
[(i+ 1)� (z + 1)m]

et

S2 =
r�1X

i=m�1
zi
�

i

m� 1

�
[(z + 1)m� (i+ 1)]

alors mzm(zm � zm�1) = S1 � S2. Donc on a besoin de prouver S1 > S2.

Comme (z + 1)m < m+ 1 par (2.5) et le terme de gauche est un entier par hypothèse, on

aura r � m� 1. Alors

S1 � zr+1
�
r + 1

m� 1

�
[(r + 2)� (z + 1)m] = zr+1

�
r + 1

m� 1

�
:

D�autre part,

S2 �
r�1X

i=m�1
zr�1

�
i

m� 1

�
[(r + 1)� (i+ 1)]

= zr�1

"
(r + 1)

r�1X
i=m�1

�
i

m� 1

�
�m

r�1X
i=m�1

�
i+ 1

m

�#

= zr�1
�
(r + 1)

�
r

m

�
�m

�
r + 1

m+ 1

��
= zr�1

�
r + 1

m+ 1

�
:

Donc, on aura

S1
S2
�
zr+1

�
r+1
m�1

�
zr�1

�
r+1
m+1

� = z2m(m+ 1)

(r �m+ 1)(r �m+ 2) >
z(m+ 1)

zm+ 1
> 1;

ce que l�on voulait démontrer.

5. On donne la preuve pour m
z+1 2 N, on a

m =

�
m� z
z + 1

�
=

�
m

z + 1
� z

z + 1

�
=

m

z + 1
:

Donc zm = m�m 2 N, et on conclut par 4.

�
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Maintenant, nous allons considérer le cas 0 < z < 1, qui est plus compliqué. Par exemple, les

modes de Qm(x + z) peuvent être ni m � 1 ni m (voir Remarque 57). La proposition suivante

est une estimation approximative pour la localisation des modes de Qm(x+ z).

Proposition 56 [41] Soit 0 < z < 1. Alors

1. bm=2c �M�(Qm; d) �M?(Qm; d) � min(m� 1;m).

2. Si 0 < z < 1=
�
m
2

�
, alors Qm(x+ z) a le mode unique m� 1. La réciproque est aussi vraie.

3. Si 0 < 1� z � 1=m, alors Qm(x+ z) a au plus deux modes m� 1 et m. En particulier, si
m+1
z+1 2 N, alors Qm(x+ z) a le mode unique m.

4. Il existe un entier positif � tel que pour 0 < 1� z < �, Qm(x+ z) a le mode unique bm2 c.

Preuve. Par dé�nition, M?(Qm; z) est le plus grand entier j n�est pas supérieur à m tel que

zj > zj�1. Notons que

zj � zj�1 =
mX
i=j

�
i

j

�
zi�j �

mX
i=j�1

�
i

j � 1

�
zi�j+1

=
m�1X
i=j�1

�
i+ 1

j

�
zi�j+1 �

mX
i=j�1

�
i

j � 1

�
zi�j+1

=
m�1X
i=j

�
i

j

�
zi�j+1 �

�
m

j � 1

�
zm�j+1: (2.8)

Alors

M?(Qm; z) = max

8<:1 � j � m :
m�1X
i=j

�
i

j

�
zi�j+1 �

�
m

j � 1

�
zm�j+1 > 0

9=; :
Quand 0 < z < 1, on aura

m�1X
i=j

�
i

j

�
zi�j+1 � zm�j

m�1X
i=j

�
i

j

�
= zm�j

�
m

j + 1

�
:

Il n�est pas di¢ cile de voir que

zm�j�1
�
m

j + 1

�
� zm�j

�
m

j � 1

�
> 0

est équivalent à

(m� j)(m� j + 1)� zj(j + 1) > 0

Maintenant soit h(x) = (m�x)(m�x+1)� zx(x+1). Alors h(x) est une fonction décroissante
dans l�intervalle 0 � x � m car h0(x) < 0. Donc h(x0) > 0 pour x0 2 (0;m) implique que
M?(Qm; z) � bx0c.
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1. Comme h(m2 ) =
m
2 (

m
2 + 1)(1� z) > 0, on aura M?(Qm; z) � bm2 c.

Il ramène à montrer que M�(Qm; z) � m� 1. Il su¢ t de prouver que zm�1 > zm, qui est
évident car zm = 1 et zm�1 = 1 +mz.

2. De 1., m� 1 est le mode unique de Qm(x+ z) si et seulement si zm�1 > zm�2. Notons que
zm�1 = 1+mz et zm�2 = 1+ (m� 1)z+

�
m
2

�
z2. Alors Qm(x+ z) a le mode unique m� 1

si et seulement si 0 < z < 1=
�
m
2

�
:

3. Si 0 < 1� z � 1=m, alors

h

�
m� z
z + 1

�
=
z(m+ 1)

(z + 1)2
[3z + 1� (1� z)m] > 0:

qui implique que M?(Qm; z) � bm�zz+1 c. D�autre part, M
?(Qm; z) � m = dm�zz+1 e par le

Corollaire 52. Notons que

bxc =

8<: dxe; si x 2 Z
dxe � 1; sinon.

Alors Qm(x + z) a au plus deux modes m et m � 1, et en particulier, un seul mode m si
m�z
z+1 est un entier.

4. Notons t = bm2 c. Alors M
?(Qm; z) � m par 1., d�autre part, on aura par (2.8)

zt+1 � zt =
m�1X
i=t+1

�
i

t+ 1

�
zi�t �

�
m

t

�
zm�t �!

m�1X
i=t+1

�
i

t+ 1

�
�
�
m

t

�
=

�
m

t+ 2

�
�
�
m

t

�
quand z tend vers 1. Notons que

�
m
t+2

�
�
�
m
t

�
< 0. Alors zt+1� zt < 0 si z est su¢ samment

proche de 1, ce qui implique que Qm(x+ z) a pour mode unique t.

�

Remarque 57 Il est intéressant de remarquer que les Modes de Qm(x + z) ne peuvent être

m� 1 ou m lorsque 0 < z < 1. Par exemple, soit 1=
�
m
2

�
< z < 1=m. Alors m = m. Cependant,

chaque mode de Qm(x+ z) est plus petit que m� 1 car zm�2 > zm�1.

2.2.5 Les modes dans le cas général

Le théorème suivant montre l�importance de deux polynômes fondamentaux considérés dans

la partie précédente.

Théorème 58 [41] Soit P (x) 2 Pm" et z > 0. Alors

M?(Qm; z) �M?(P; z) �M?(P; z) �M?(xm; z):
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De plus si Qm(x+z) a pour mode m, il en est de même pour P (x+z). En particulier, si Qm(x+z)

a pour unique mode m, alors P (x+ z) aussi, sauf pour P (x) = xm et (m+ 1)=(z + 1) 2 N.

Preuve. L�inégalité M?(P; z) � M?(xm; z) découle du Corollaire 52 et de la Proposition 53,

alors il su¢ t de prouver l�inégalité M?(Qm; z) �M?(P; z).

Soit P (x) =
Pm
j=0 ajx

j et P (x+ z) =
Pm
j=0 bjx

j . Pour 1 � t � m. Soit r = d(z+1)re� 1: Alors
t � r � m. Par (2.6), on aura

tzt(bt � bt�1) =
mX

i=t�1
aiz

i�t
�

i

t� 1

�
[(i+ 1)� (z + 1)t]

=
mX
i=r

aiz
i

�
i

t� 1

�
[(i+ 1)� (z + 1)t]�

r�1X
i=t�1

aiz
i

�
i

t� 1

�
[(z + 1)t� (i+ 1)]

� ar

mX
i=r

zi
�

i

t� 1

�
[(i+ 1)� (z + 1)t]� ar

r�1X
i=t�1

zi
�

i

t� 1

�
[(z + 1)t� (i+ 1)]

= ar

mX
i=r

zi
�

i

t� 1

�
[(i+ 1)� (z + 1)t]

= artz
t(zt � zt�1):

et l�égalité est retenue si et seulement si les ai sont égaux, i.e., P coïncide avec Qm.

Prenons t = M?(Qm; z). Alors zt > zt�1 par dé�nition. Donc bt > bt�1; ce qui implique que

M?(P; z) � t. Ce que nous voulions démontrer.

Maintenant, nous supposons que m est un mode de Qm(x+ z). Alors z0 � z1 � ::: � zm. Donc
b0 � b1 � ::: � bm. Cependant, bm � bm+1 � ::: � bm par le Corollaire 52. Alors m est un mode

de P (x+ z).

En particulier, si m est le mode unique de Qm(x+z), alors M?(P; z) � m. Donc m est le mode

unique de P (x+z) si et seulement si bm > bm+1, chose qui est vraie si et seulement si P (x) = xm

et (m + 1)=(z + 1) 2 N via le Corollaire 52 et la Proposition 53. La preuve de ce théorème est
ainsi complète. �

En combinant le Théorème 58, le Corollaire 52 et les résultats de la dernière section on déduit :

Corollaire 59 [41] Soit P 2 Pm" ;

1. si z � 1, alors P (x+ z) a au plus deux modes m et m+ 1 si P (x) = xm, ou m� 1 et m
sinon.

2. alors P (x+z) a pour mode dm�12 e, en particulier, si P (x) est distinct de xm et de
Pm
i=0 x

i,

alors dm�12 e est un mode unique de P (x+ 1).
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3. si z � 1 et P est tel que P (x) 6= xm, supposons que l�une des conditions suivantes soit

satisfaite : m+ 1 = m+ 1 ou m+1
z+1 2 N ou zm 2 N ou z 2 N ou m

z+1 2 N; alors P (x+ z)
a pour unique mode m.

Les deux dernières assertions forti�ent le résultat principal de [11] et [2], respectivement.

Dans le cas 0 < z < 1, le nombre et la localisation des modes de P (x+ z) dépendent fortement

des coe¢ cients de P (x).

Théorème 60 [41] Soit 0 < z < 1 et P 2 Pm" . Supposons que P (x) 6= xm. Alors

bm=2c �M?(P; z) �M?(P; z) � m:

Preuve. C�est une conséquence de la Proposition 56 et du Théorème 58. �

Le théorème principal de cette sous section peut être réécrit de la façon suivante :

Théorème 61 [41] Supposons 0 � a0 � a1 � ::: � am et z > 0. Alors la suite

bj =

mX
i=j

aiz
i�j
�
i

j

�
; j = 0; 1; :::;m

est unimodale.

Conjecture 62 ([43]) Soient 0 < z1 < z2 et P 2 Pm" alorsM?(P; z1) �M?(P; z2) etM?(P; z1) �
M?(xm; z2):



Chapitre 3

Préservation de la log-concavité pour

les p-triangles

Nous avons vu dans le premier chapitre des résultats de préservation de la log-concavité et des

résultats relatifs à la LC-positivité pour les triangles ordinaires fa(n; k)gk. Parmi les exemples
qu�on a cité le cas du triangle de Pascal. Dans ce chapitre on va établir des propriétés analogues

pour des triangles généralisés : "les p-triangles", le cas p = 1 étant le triangle classique. Le cas

particulier du triangle de Pascal généralisé issu des coe¢ cients biqnomiaux sera traité. Donc,

ce chapitre, est une tentative de généralisation des résultats de Wang et Yeh présentés dans le

chapitre premier.

Tout d�abord, on commence par quelques notations.

Soient fxkgk�0, fykgk�0 deux suites log-concaves, et notons par fap(n; k)g0�k�np un p-triangle
de nombres positifs avec p � 1, son p-triangle inverse est donné par a?p(n; k) = ap(n; np� k). On
conviendra que ap(n; k) = 0 pour k < 0 ou k > np, et que xk = yk = 0 pour k < 0:

Illustration du p-triangle (on prendra p = 4), n représente la ligne et k la colonne :

nnk 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

1 ?

2 ? ? ? ? ?

3 ? ? ? ? ? ? ? ? ?

4 ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?

5 ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?

45
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Considérons les deux transformations linéaires suivantes

zn =

npX
k=0

ap(n; k)xk; n = 0; 1; ::: (3.1)

et

zn =

npX
k=0

ap(n; k)xkynp�k; n = 0; 1; ::: (3.2)

Dé�nition 63

1. On dit que la transformation (3.1) a la propriété PLC si elle préserve la log-concavité

des suites i.e la log-concavité de fxkgk entraîne celle de fzkgk et dans ce cas le p-triangle
correspondant est dit PLC.

2. On dit que la transformation (3.2) a la propriété double-PLC si elle préserve la log-

concavité des suites i.e. la log-concavité de fxkgk et fykgk entraîne celle de fzkgk et dans
ce cas le p-triangle correspondant est dit double-PLC.

3.1 LC positivité et préservation de la log-concavité

Dé�nition 64 Soit la suite des polynômes fAp;r(n; q)gn dé�nie par

Ap;r(n; q) =
npX
k=r

ap(n; k)q
k; (0 � r � np) :

1. On dit qu�elle est q-log-concave si 8n � 1; A2p;r(n; q)�Ap;r(n� 1; q)Ap;r(n+ 1; q) admet
des coe¢ cients positifs en tant que polynôme en q:

2. On dit que le p-triangle fap(n; k)g est LC-positif si la suite des polynômes fAp;r(n; q)gn
est q-log-concave.

3. On dit que le p-triangle fap(n; k)g est double LC-positif si les deux triangles fap(n; k)g et
fa?p(n; k)g sont LC-positif.

En s�appuyant sur les résultats du premier chapitre, concernant la (double) LC-positivité et la

propriété (double) PLC. Nous allons voir la relation entre la LC-positivité et la propriété PLC.

Soit fzngn�0 la suite dé�nie par (3.1) ; et notons 4n = z2n � zn�1zn+1. On veut établir que
4n � 0 pour chaque n � 1; on a

4n =

(
npX
k=0

ap(n; k)xk

)2
�
(
np�pX
k=0

ap(n� 1; k)xk

)(
np+pX
k=0

ap(n+ 1; k)xk

)
: (3.3)
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est une forme quadratique en np+ p+ 1 variables x0; x1; : : : ; xpn+p; et les formes quadratiques

de ce type ne sont, en général, pas semi-dé�nies positives, d�où l�alternative de supposer la log

concavité de la suite fxkgk :

Soit St la somme des monômes xkxt�k dans 4n: Pour 0 � k � bt=2c avec 0 � t � 2np, soit

ap;k(n; t) le coe¢ cient du terme xkxt�k en 4n. Alors

4n =

2npX
t=0

St avec St =
bt=2cX
k=0

ap;k(n; t)xkxt�k:

Donc pour établir la log-concavité, il su¢ t que

St � 0; (0 � t � 2np) :

Comme de plus x0xt � x1xt�1 � x2xt�2 � � � � , par le Lemme 14, il nous reste à établir

bt=2cX
k=r

ap;k(n; t) � 0; (0 � r � bt=2c) :

Par (3.3), on aura pour k < t=2

ap;k(n; t) = 2ap(n; k)ap(n; t� k)� ap(n� 1; k)ap(n+ 1; t� k)� ap(n+ 1; k)ap(n� 1; t� k);

et pour t pair et k = t=2 :

ap;k(n; t) = ap(n; k)
2 � ap(n� 1; k)ap(n+ 1; k):

Notons

Ap;r(n; t) =

bt=2cX
k=r

ap;k(n; t): (3.4)

On constate que Ap;r(n; t) est exactement le coe¢ cient de qt dans le polynôme A2p;r(n; q) �
Ap;r(n� 1; q)Ap;r(n+ 1; q), c-à-d :

A2p;r(n; q)�Ap;r(n� 1; q)Ap;r(n+ 1; q) =
2npX
t=2r

Ap;r(n; t)q
t: (3.5)

D�où la caractérisation immédiate suivante de la positivité :

Lemme 65 Avec la notation précédente, le p-triangle fap(n; k)g0�k�np est LC-positif si et seule-
ment si Ap;r(n; t) � 0 pour tout 2r � t � 2np.
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Ainsi, on peut établir notre premier résultat :

Théorème 66 Les triangles généralisés "p-triangles" LC-positifs sont PLC.

La relation entre la double LC-positivité et la propriété double-PLC est donnée par la propo-

sition suivante :

Proposition 67 Donnons nous un p-triangle fap(n; k)g0�k�pn de nombres positifs, et deux
suites log-concaves fxkgk�0 et fykgk�0.

On dé�nit trois p-triangles fbp(n; k)g, fcp(n; k)g etfdp(n; k)g par

bp(n; k) = ap(n; k)xk; cp(n; k) = ap(n; k)ynp�k; dp(n; k) = ap(n; k)xkynp�k

Pour 2r � t � 2np, on dé�nit Bp;r(n; t), Cp;r(n; t) et Dp;r(n; t) comme pour Ap;r(n; t) en (3.4).

1. Si le p-triangle fap(n; k)g est LC-positif, alors le p-triangle fbp(n; k)g est LC-positif et
Bp;r(n; t) � Ap;r(n; t)xrxt�r.

2. Si le p-triangle fap(n; k)g est double LC-positif, alors le p-triangle fcp(n; k)g est LC-positif
et Cp;r(n; t) � Ap;r(n; t)ynp�t+rynp�r pour t � np+ r.

3. Si le p-triangle fap(n; k)g est double LC-positif, alors le p-triangle fdp(n; k)g est LC-positif
et Dp;r(n; t) � Ap;r(n; t)xrxt�rynp�t+rynp�r pour t � np+ r.

Preuve. 1. Soit 0 � t � 2np, de la dé�nition on a bp;k(n; t) = ap;k(n; t)xkxt�k pour 0 � k �
bt=2c. Donc, pour 0 � r � bt=2c

Bp;r(n; t) :=

bt=2cX
k=r

bp;k(n; t) =

bt=2cX
k=r

ap;k(n; t)xkxt�k;

fap(n; k)g est LC-positif et x0xt � x1xt�1 � � � � par la log-concavité de fxkg. Du Lemme 14 il
s�ensuit que

Bp;r(n; t) � xrxt�r
bt=2cX
k=r

ap;k(n; t) = Ap;r(n; t)xrxt�r � 0;

ainsi le p-triangle bp(n; k) est LC-positif.

2. Soit 2r � t � 2np. On veut prouver que Cp;r(n; t) :=
Pbt=2c
k=r cp;k(n; t) � 0. On traite le cas

impair, la même technique reste valable pour t pair.
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Soit t = 2s+ 1, pour 0 � k � s, notons

�k = ap(n; k)ap(n; t� k);

�k = ap(n� 1; k)ap(n+ 1; t� k);


k = ap(n+ 1; k)ap(n� 1; t� k)

Yk = ynp�t+kynp�k;

alors

ap;k(n; t) = 2ap(n; k)ap(n; t� k)� ap(n� 1; k)ap(n+ 1; t� k)� ap(n+ 1; k)ap(n� 1; t� k)

= 2�k � �k � 
k;

et

cp;k(n; t) = 2ap(n; k)ap(n; t� k)ynp�t+kynp�k

�ap(n� 1; k)ap(n+ 1; t� k)y(n+1)p�t+ky(n�1)p�k

�ap(n+ 1; k)ap(n� 1; t� k)y(n�1)p�t+ky(n+1)p�k

= 2ap(n; k)ap(n; t� k)ynp�t+kynp�k

�ap(n� 1; k)ap(n+ 1; t� k)y(np�t+k+p)ynp�(k+p)

�ap(n+ 1; k)ap(n� 1; t� k)y(np�t+k�p)ynp�(k�p)

= 2�kYk � �kYk+p � 
kYk�p:

Il s�ensuit que

Cp;r(n; t) =

sX
k=r

(2�kYk � �kYk+p � 
kYk�p)

=

sX
k=r

(2�k � �k�p � 
k+p)Yk +
pX
j=1

�r�jYr+p�j

�
pX
j=1


r+j�1Yr�p+j�1 �
pX
j=1

�s�j+1Ys+p�j+1 +

pX
j=1


s+jYs�p+j ;

On a Ys+p�j+1 = Ys�p+j pour j = 1; p; en e¤et

Ys+p�j+1 = ynp�t+s+p�j+1ynp�s�p+j+1

= ynp�2s�1+s+p�j+1ynp�s�p+j+1

= y(n�1)p�s+j�1y((n+1)p�s�j);
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et

Ys�p+j = ynp�t+s�p+jynp�s+p�j

= ynp�2s�1+s�p+jynp�s+p�j

= y(n�1)p�s+j�1y((n+1)p�s�j):

On a aussi �s�j+1 = 
s+j pour j = 1; p; en e¤et

�s�j+1 = ap(n� 1; s� j + 1)ap(n+ 1; t� s+ j � 1) = ap(n� 1; s� j + 1)ap(n+ 1; s+ j);

et


s+j = ap(n+ 1; s+ j)ap(n� 1; t� s� j) = ap(n� 1; s� j + 1)ap(n+ 1; s+ j):

On aura ainsi

Cp;r(n; t) =
sX
k=r

(2�k � �k�p � 
k+p)Yk +
pX
j=1

�r�jYr+p�j �
pX
j=1


r+j�1Yr�p+j�1;

Notons que fYkg est croissante par la log concavité de fykg et

2�k � �k�p � 
k+p = 2a?p(n; np� k)a?p(n; np� t+ k)� a?p(n� 1; np� k)a?(n+ 1; np� t+ k)

� a?p(n+ 1; np� k)a?p(n� 1; np� t+ k)

= a?p;np�t+k(n; 2np� t):

Alors par la LC-positivité du triangle in verse a?p(n; k), on aura

Cp;r(n; t) =

b(2np�t)=2cX
j=np�t+r

a?p;j(n; 2np� t)Yj�np+t +
pX
j=1

�r�jYr+p�j �
pX
j=1


r+j�1Yr�p+j�1

� Yr

b(2np�t)=2cX
j=np�t+r

a?p;j(n; 2np� t) + Yr
pX
j=1

�r�j � Yr�p
pX
j=1


r+j�1

= Yr

sX
k=r

(2�k � �k�p � 
k+p) + Yr
pX
j=1

�r�j � Yr�p
pX
j=1


r+j�1

= Yr

sX
k=r

(2�k � �k � 
k) + (Yr � Yr�p)
pX
j=1


r+j�1

= Ap;r(n; t)Yr + (Yr � Yr�p)
pX
j=1


r+j�1; (3.6)

Cp;r(n; t) � Ap;r(n; t)ynp�t+rynp�r.

3. On a dp(n; k) = ap(n; k)xkynp�k = cp(n; k)xk et

Dp;r(n; t) =

bt=2cX
k=r

dp;k(n; t) =

bt=2cX
k=r

cp;k(n; t)xkxt�k;
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d�après 1. et 2., ainsi

Dp;r(n; t) � Cp;r(n; t)xrxt�r � Ap;r(n; t)xrxt�rynp�t+rynp�r:

�

Maintenant on établit le second résultat suivant :

Théorème 68 Les triangles généralisés "p-triangles" double LC-positifs sont double-PLC.

Preuve. Soit le p-triangle fap(n; k)g double LC-positif, supposons que les deux suites fxkg et
fykg sont log-concaves. Alors le p-triangle fap(n; k)xkynp�kg est LC-positif par 3. de la Propo-
sition 67 et donc PLC par le Théorème 66. Ainsi la suite somme-ligne :

zn =

npX
k=0

ap(n; k)xkynp�k; n = 0; 1; 2; :::

est log-concave. En d�autre termes, le p-triangle fap(n; k)g est double-PLC. �

On peut donner des conditions plus pratiques qui impliquent la LC-positivité. On a vu que

le Lemme 14, spécialement la première condition, joue un rôle clef dans la preuve de la LC-

positivité dans la Proposition 67. On peut voir que cette condition entraine les deux conditions

suivantes :

A1 La séquence a0; a1; :::; as; change de signe en passant de valeurs négatives aux valeurs

positives ;

A2
Ps
k=0 ak � 0.

Ces deux conditions sont plus faciles à satisfaire. Par exemple, la condition (A1) peut être

obtenue en démontrant que la suite fakg est croissante et éventuellement positive. D�autre part,
la condition (A2) est plus simple à établir que la condition 1 du Lemme 14, et la méthode

des fonctions génératrices nous sera utile (voir [45] pour plus de détails). Par le Lemme 65,

fap(n; k)g est LC-positif si et seulement si l�inégalité
Pbt=2c
k=r ap;k(n; t) � 0 est satisfaite pour

tout 2r � t � 2np, alors le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 69 Supposons que les deux conditions suivantes sont véri�ées :

1. Il existe un indice m = m(n; t) tel que ap;k(n; t) < 0 pour k < m et ap;k(n; t) � 0 pour

k � m ;
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2. La suite fA0(n; q)gn�0 est q-log-concave.

Alors le p-triangle fap(n; k)g est LC-positif et donc PLC.

Corollaire 70 Supposons que le p-triangle fap(n; k)g satisfait les conditions du Corollaire 20
et fa?p(n; k)g satisfait seulement sa première condition. Alors fap(n; k)g est double LC-positif et
donc double-PLC.

Preuve. Il su¢ t de montrer que fA?p;0(n; q)g est q-log-concave. On a

A?p;0(n; q) =
npX
k=0

ap(n; np� k)qk =
npX
k=0

ap(n; k)q
np�k = qnpAp;0(n; q�1)

il s�ensuit que

A?2p;0(n; q) � A?p;0(n� 1; q)A?p;0(n+ 1; q)

= q2np[A2p;0(n; q�1)�Ap;0(n� 1; q�1)Ap;0(n+ 1; q�1)]

qui a des coe¢ cients positifs par la q-log-concavité de Ap;0(n; q), ainsi la preuve est complète.
�

A propos des exemples de p-triangles PLC et double-PLC, nous allons voir le cas du p-triangle

de Pascal ou bien le triangle des coe¢ cients biqnomiaux, pour cela nous abordons quelque notions

les concernant.

3.2 Un p-triangle fondamentales : les coe¢ cients biqnomiaux

3.2.1 Dé�nition et premières propriétés

Ce paragraphe est largement puisé de la thèse de Doctorat d�Etat de Belbachir [6].

Les coe¢ cients biqnomiaux sont une extension naturelle des coe¢ cients binomiaux classiques.

Ils sont dé�nis comme suit :

Soient q � 1 et L � 0 deux entiers ; pour un entier k = 0; 1; :::; qL, le coe¢ cient biqnomial
�
L
k

�
q

est dé�ni comme étant le k-ième coe¢ cient dans le développement

(1 + x+ x2 + :::+ xq)L =
X
k�0

�
L

k

�
q

xk; (3.7)
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avec
�
L
k

�
1
=
�
L
k

� ��
L
k

�
étant les coe¢ cients binomiaux classiques

�
et
�
L
k

�
q
= 0 pour k > qL ou

k < 0. Une expression via les coe¢ cients binomiaux classiques est donnée par :�
L

k

�
q

=
X

j1+j2+���+jq=k

�
L

j1

��
j1
j2

�
� � �
�
jq�1
jq

�
: (3.8)

Comme propriétés déjà bien établies, on a la relation de symétrie�
L

k

�
q

=

�
L

qL� k

�
q

: (3.9)

La relation de récurrence longitudinale�
L

k

�
q

=

qX
m=0

�
L� 1
k �m

�
q

: (3.10)

Et la relation de récurrence diagonale�
L

k

�
q

=

qX
m=0

�
L

m

��
m

k �m

�
q�1
: (3.11)

Ces coe¢ cients, comme c�est le cas pour les coe¢ cients binomiaux classiques, véri�ent via (3.11)

un équivalent du triangle de Pascal : le "q-triangle de Pascal" ou "triangle de Pascal généralisé",

voir les tables : 1, 2 et 3 ci dessous. Pour les premières valeurs de ces q-triangles, on peut consulter

l�encyclopédie on line des suites numériques de SLOANE [32] sous A027907 pour q = 2, sous

A008287 pour q = 3; sous A035343 pour q = 4, et sous A001891 pour q = 5.

Pour illustrer la relation de récurrence longitudinale, nous présentons les triangles des coe¢ -

cients bitrinomiaux, biquadrinomiaux et bipentanomiaux.

Table 1 : Triangle des coe¢ cients bitrinomiaux :
�
L
k

�
2

Lnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 1

1 1 1 1

2 1 2 3 2 1

3 1 3 6 7 6 3 1

4 1 4 10 16 19 16 10 4 1

5 1 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1

6 1 6 21 50 90 126 141 126 90 50 21 6 1

7 1 7 28 77 161 266 357 393 357 266 161 77 28 7 1

8 1 8 36 112 266 504 784 1016 1107 1016 784 504 266 112 36 8 1
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Table 2 : Triangle des coe¢ cients biquadrinomiaux :
�
L
k

�
3

Lnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 1

1 1 1 1 1

2 1 2 3 4 3 2 1

3 1 3 6 10 12 12 10 6 3 1

4 1 4 10 20 31 40 44 40 31 20 10 4 1

5 1 5 15 35 65 101 135 155 155 135 101 65 35 15 5 1

6 1 6 21 56 120 216 336 456 546 580 546 456 336 216 120 56 :::

Table 3 : Triangle des coe¢ cients bipentanomiaux :
�
L
k

�
4

Lnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 1

1 1 1 1 1 1

2 1 2 3 4 5 4 3 2 1

3 1 3 6 10 15 18 19 18 15 10 6 3 1

4 1 4 10 20 35 52 68 80 85 80 68 52 35 20 10 4 1

5 1 5 15 35 70 121 185 255 320 365 379 365 320 255 185 121 :::

Table 4 : Triangle des coe¢ cients bihexanomiaux :
�
L
k

�
5
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Lnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 1

1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

3 1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1

4 1 4 10 20 35 56 80 104 125 140 146 140 125 104 80 56 :::

5 1 5 15 35 70 126 205 305 420 540 651 735 780 780 735 651 :::

Interprétation combinatoire. Brondarenko [14] a donné une interprétation combinatoire

des coe¢ cients biqnomiaux
�
L
k

�
q
comme étant le nombre de manières de distribuer "k" boules

dans "L" urnes de sorte que chaque urne contienne au plus "q" boules.

Remarque 71 Cet argument combinatoire, permet d�établi la relation suivante�
L

k

�
q

=
X

L1+2L2+���+qLq=k

�
L

L1; L2; :::; Lq�1; L� L1 � � � � � Lq�1

�
: (3.12)

3.2.2 Une expression mono-sommatoire des coe¢ cients biqnomiaux

H. Belbachir, S. Bouroubi et A. Khelladi dans [8] ont établi le théorème suivant :

Théorème 72 L�identité suivante est satisfaite�
L

k

�
q

=

bk=(q+1)cX
j=0

(�1)j
�
L

j

��
k � j(q + 1) + L� 1

L� 1

�
: (3.13)

Cette relation explicite est importante, au sens où elle permet d�exprimer les coe¢ cients

biqnomiaux avec un unique symbole de sommation, contrairement aux relations (3.8) à (3.12).

En 1711, de Moivre (voir [28] ou [27]) avait déjà exprimé l�expression de droite de l�identité

(3.13) pour dénombrer la situation de l�interprétation combinatoire donnée par Brondarendo.

Récemment [7], Belbachir et Szalay ont montré l�unimodalité (et la log-concavité) des éléments

de triangle de Pascal généralisé (ou coe¢ cients biqnomiaux)
�
L
k

�
q
pour L �xé et 0 � k � qL. Plus

généralement, ils ont établi l�unimodalité des suites parcourant toute transversale du triangle de

Pascal généralisé en montrant que la suite vk =
�
n+�k
m+�k

�
q
est log-concave, donc unimodale.

Pour ce faire ils ont utilisé le Corollaire 27. D�où, d�après [7, Lemme 6] :�
u+ �k

v + �k

�
s

=
X
m

�
u+ �k

m

��
m

v + �k �m

�
s�1
: (3.14)
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La suite f
�
u+�k
m

�
gm est trivialement log-concave (c�est une ligne du triangle de Pascal), et la

suite f
�

m
v+�k�m

�
s�1
gm est log-concave par hypothèse de récurrence.

3.3 Application aux opérateurs linéaires d�ordre p

Dans cette section, on donne quelques exemples de p-triangles PLC et double-PLC en montrant

leur (double) LC-positivité.

Notons par S l�ensemble des suites fukgk2Z des nombres positifs. Donnons nous p+1 nombres
positifs �0; �1; :::; �p, on dé�nit l�opérateur linéaire L = L[�0; �1; :::; �p]; dans S par :

L(uk) =

pX
j=0

�juk�j ; k 2 Z:

Pour n � 2, par récurrence, on dé�nit Ln := L(Ln�1). Il est commode de poser L0 comme

opérateur identité. Etudions la log-concavité de la suite fL(uk)gk2Z

[L(uk)]
2 � L(uk�1)L(uk+1)

=

24 pX
j=0

�juk�j

352 � pX
j=0

�juk�j�1

pX
j=0

�juk�j+1

=

pX
j=0

�2j (u
2
k�j � uk�j�1uk�j+1)

+
X

0�j<l�p
�j�l(2uk�luk�j � uk�l�1uk�j+1 � uk�l+1uk�j�1):

Ainsi, la suite fL (uk)gk2Z est log-concave.

Donc, par induction, on peut conclure que la suite fLn(uk)gk2Z est aussi log-concave pour
chaque n � 0:

Ce qui nous amène à énoncer le théorème suivant

Théorème 73 Soient �0; �1; :::; �p (p+1) nombres positifs, et fukgk2Z une suite log-concave.
On dé�nit

ap(n; k) = L
n[�](uk) (0 � k � np)

Alors le p-triangle fap(n; k)g0�k�np est double LC-positif et donc double-PLC.
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Preuve. Notons ak = Ln�1[�](uk) pour k 2 Z. Alors la suite fakgk2Z est log-concave et Ap;r(n�
1; q) =

Pnp�p
k=r akq

k. On aura ainsi :

Ap;r(n; q) =

npX
k=r

pX
j=0

�jak�jq
k

= �0

npX
k=r

akq
k + �1

npX
k=r

ak�1q
k + � � �+ �p

npX
k=r

ak�pq
k

= �0

np�pX
k=r

akq
k + �0

npX
k=np�p+1

akq
k + �1q

np�pX
k=r

akq
k + �1q

np�1X
k=np�p+1

akq
k + �1ar�1q

r

+ � � �+ �pqp
np�pX
k=r

akq
k + �pq

p
pX
j=1

ar�jq
r�j

= Ap;r(n� 1; q)
pX
j=0

�jq
j +

pX
j=1

�j

jX
l=1

ar�lq
r+j�l +

p�1X
j=0

�j

p�jX
l=1

anp�p+lq
np�p+l+j ;

de la même manière, on obtient

Ap;r(n+ 1; q) = Ap;r(n; q)
pX
j=0

�jq
j +

pX
j=1

�j

jX
l=1

pX
f=0

�far�f�lq
r+j�l

+

p�1X
j=0

�j

p�jX
l=1

pX
f=0

�fanp+l�fq
np+l+j

il s�ensuit que

Ap;r(n; q)2 �Ap;r(n� 1; q)Ap;r(n+ 1; q) =

Ap;r(n; q)

24Ap;r(n� 1; q) pX
j=0

�jq
j +

pX
j=1

�j

jX
l=1

ar�l q
r+j�l +

p�1X
j=0

�j

p�jX
l=1

anp�p+lq
np�p+l+j

#

�Ap;r(n� 1; q)

24Ap;r(n; q) pX
j=0

�jq
j +

pX
j=1

�j

jX
l=1

pX
f=0

�far�f�l q
r+j�l

+

p�1X
j=0

�j

p�jX
l=1

pX
f=0

�fanp+l�fq
np+l+j

35
=

pX
j=1

�j

jX
l=1

ar�lq
r+j�l

pX
f=0

npX
k=r

�fak�fq
k

�
pX
j=1

�j

jX
l=1

pX
f=0

�far�f�lq
r+j�l

np�pX
k=r

akq
k
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+

p�1X
j=0

�j

p�jX
l=1

anp�p+lq
np�p+l+j

npX
k=r

�fak�fq
k

�
p�1X
j=0

�j

p�jX
l=1

pX
f=0

�fanp+l�fq
np+l+j

pX
f=0

np�pX
k=r

akq
k

=

pX
j=1

jX
l=1

pX
f=0

npX
k=r

�j�f [ar�lak�f � ar�f�lak]qk+r+j�l

+

pX
j=1

jX
l=1

pX
f=0

npX
k=np�p+1

�j�far�f�lakq
k+r+j�l

+

p�1X
j=0

p�jX
l=1

pX
f=0

npX
k=r

�j�f [anp�p+lak�f � anp+l�fak�p] qk+np�p+l+j

+

p�1X
j=0

p�jX
l=1

pX
f=0

r+p�1X
k=r

�j�fanp+l�fak:

qui a des coe¢ cients positifs par la log-concavité de fakg. Alors, le triangle fa(n; k)g0�k�n est
LC-positif.

D�autre part, soit u?k = u�k pour k 2 Z. Alors la suite fu?kgk2Z est log-concave et a?p(n; k) =
Ln[�](u?k). Donc le p-triangle fa?p(n; k)g0�k�np est aussi LC-positif, et le triangle fap(n; k)g0�k�np
est donc double LC-positif. �

Corollaire 74 Si la suite fxkg et fykg sont log-concave, alors la suite dé�nie par

zn =

npX
k=0

�
a+ n

b+ k

�
p

xkynp�k;

est aussi log-concave.

Preuve. On sait que
�
a+n
b+k

�
p
=
Pp
j=0

�
a+n�1
b+k�j

�
p
via la relation de récurrence longitudinale 3.10.

Donc pour uk =
�
a
b+k

�
p
, et �0 = �1 = ::: = �p = 1; alors Ln�1[�](uk) =

�
a+n�1
b+k

�
p
: Ainsi, f

�
a+n
b+k

�
p
g

est double-PLC. Par conséquent la suite fzng est log-concave. �

En prenant a = b = 0, on aura le cas intéressant suivant

Corollaire 75 Si la suite fxkg et fykg sont log-concave, alors la convolution biqnomiale

zn =

npX
k=0

�
n

k

�
p

xkynp�k;

est aussi log-concave.
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Remarque 76 Le Corollaire 75 peut être déduit directement du Théorème 68 en montrant la

double LC-positivité du p-triangle associé, en e¤et

Exemple 77 On prend l�exemple de ap(n; k) =
�
n
k

�
p
pour 0 � k � np et p � 1 (le p-triangle de

Pascal), alors Ar(n; q) =
Pnp
k=r

�
n
k

�
p
qk. On aura

Ap;r(n; q) =

npX
k=r

pX
j=0

�
n� 1
k � j

�
p

qk

=

npX
k=r

�
n� 1
k

�
p

qk +

npX
k=r

�
n� 1
k � 1

�
p

qk + � � �+
npX
k=r

�
n� 1
k � p

�
p

qk

=

np�pX
k=r

�
n� 1
k

�
p

qk + q

np�pX
k=r�1

�
n� 1
k

�
p

qk + � � �+ qp
np�pX
k=r�p

�
n� 1
k

�
p

qk

= Ap;r(n� 1; q)
pX
j=0

qj +

pX
j=1

jX
l=1

�
n� 1
r � l

�
p

qr+j�l:

De la même manière on aura

Ap;r(n+ 1; q) = Ar(n; q)
pX
j=0

qj +

pX
j=1

jX
l=1

�
n

r � l

�
p

qr+j�l:

ainsi

Ap;r(n; q)2 � Ap;r(n� 1; q)Ap;r(n+ 1; q) =

Ap;r(n; q)

24Ap;r(n� 1; q) pX
j=0

qj +

pX
j=1

jX
l=1

�
n� 1
r � l

�
p

qr+j�l

35
�Ap;r(n� 1; q)

24Ap;r(n; q) pX
j=0

qj +

pX
j=1

jX
l=1

�
n

r � l

�
p

qr+j�l

35
= Ap;r(n; q)

pX
j=1

jX
l=1

�
n� 1
r � l

�
p

qr+j�l �Ap;r(n� 1; q)
pX
j=1

jX
l=1

�
n

r � l

�
p

qr+j�l

=

pX
j=1

jX
l=1

pX
f=0

np�pX
k=r

"�
n� 1
r � l

�
p

�
n� 1
k � f

�
p

�
�
n� 1

r � l � f

�
p

�
n� 1
k

�
p

#
qk+r+j�l

=

pX
j=1

jX
l=1

pX
f=0

np�p�rX
c=0

"�
n� 1
r � l

�
p

�
n� 1

r + c� f

�
p

�
�
n� 1

r � l � f

�
p

�
n� 1
r + c

�
p

#
qc+2r+j�l;

laquelle a des coe¢ cients positifs par la log-concavité des coe¢ cient biqnomiaux, chose établie

dans [7, Lemme 6] par Belbachir et Szalay. Par conséquent, fAp;r(n; q)g est q-log-concave en n.
Donc, le p-triangle fap(n; k)g est LC-positif et donc double LC-positif car a?p(n; k) = ap(n; np�
k) = ap(n; k)
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Le théorème suivant est dans le sens "dual" du théorème précédent et c�est le second résultat

principal du chapitre.

Théorème 78 Donnons nous p + 1 nombres positifs �0; �1; :::; �p et fap(n; k)g0�k�np un p-
triangle de nombres positifs. Supposons que chaque ligne de fap(n; k)g est log-concave et satisfait
la relation de récurrence suivante :

ap(n; k) =

pX
j=0

�jap(n+ 1; k + j); k = 0; 1; 2:::; n (3.15)

Alors le p-triangle fap(n; k)g est double LC-positif et donc double-PLC.

Preuve. Notons ap(n + 1; k) = vk pour 0 � k � np + p. Ainsi la suite fvkg est log-concave et
Ar(n+ 1; q) =

Pnp+p
k=r vkq

k. Par la relation récurrence (3.15), on aura :

Ap;r(n; q) =

npX
k=r

pX
j=0

�jvk+jq
k

= Ap;r(n+ 1; q)
pX
j=0

�jq
�j �

p�1X
j=0

p�jX
l=1

�jvnp+j+lq
np+l �

pX
j=1

j�1X
l=0

�jvr+lq
r+l�j :

de la même manière, on obtient

Ap;r(n�1; q) = Ap;r(n; q)
pX
j=0

�jq
�j�

p�1X
j=0

p�jX
l=1

pX
f=0

�j�fvnp�p+j+l+fq
np�p+l�

pX
j=1

j�1X
l=0

pX
f=0

�j�fvr+l+fq
r+l�j

Alors

A2p;r(n; q)�Ap;r(n� 1; q)Ap;r(n+ 1; q) =

Ap;r(n; q)

24Ap;r(n+ 1; q) pX
j=0

�jq
�j �

p�1X
j=0

p�jX
l=1

�jvnp+j+lq
np+l �

pX
j=1

j�1X
l=0

�jvr+lq
r+l�j

35
�Ap;r(n+ 1; q)

24Ap;r(n; q) pX
j=0

�jq
�j �

p�1X
j=0

p�jX
l=1

pX
f=0

�j�fvnp�p+j+l+fq
np�p+l

�
pX
j=1

j�1X
l=0

pX
f=0

�j�fvr+l+fq
r+l�j

35
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=

p�1X
j=0

pX
f=0

24p�jX
l=1

np+pX
k=r+p

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p)qk+np�p+l
35

+

pX
j=1

pX
f=0

"
j�1X
l=0

npX
k=r

�j�f (vr+l+fvk � vr+lvk+f )qk+r+l�j
#

+

p�1X
j=0

pX
f=0

24p�jX
l=1

r+p�1X
k=r

�j�fvnp�p++l+fvkq
k+np�p+l +

j�1X
l=0

np+pX
k=np+1

�j�fvr+l+fvkq
k+r+l�j

35
=

p�1X
j=0

pX
f=0

p�jX
l=1

24 npX
k=r+p

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p) qk+np�p+l

+

np+jX
k=np+1

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p)qk+np�p+l

+

np+pX
k=np+j+1

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p)qk+np�p+l
35+ pX

f=1

npX
k=r+1

�j�f (vr+fvk � vrvk+f )qk+r�j

+

pX
j=2

pX
f=1

24r+j�1X
k=r+1

�j�f (vr+fvk � vrvk+f )qk+r�j +
npX

k=r+j

�j�f (vr+fvk � vrvk+f )qk+r�j

+

j�1X
l=1

h
�j�f (vr+l+fvr � vr+lvr+f )q2r+l�j +

r+lX
k=r+1

�j�f (vr+l+fvk � vr+lvk+f )qk+r+l�j

+

r+j�1X
k=r+l

�j�f (vr+l+fvk � vr+lvk+f )qk+r+l�j +
npX

k=r+j

�j �f (vr+l+fvk � vr+lvk+f )qk+r+l�j
i35

+

p�1X
j=0

pX
f=0

24p�jX
l=1

r+p�1X
k=r

�j�fvnp�p+j+l+fvkq
k+np�p+l +

j�1X
l=0

np+pX
k=np+1

�j�fvr+l+fvkq
k+r+l�j

35
On a

p�1X
j=0

pX
f=0

p�jX
l=1

24 npX
k=r+p

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p) qk+np�p+l

+

np+jX
k=np+1

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p)qk+np�p+l

+

np+pX
k=np+j+1

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p)qk+np�p+l
35
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=

p�1X
j=0

pX
f=0

p�jX
l=1

24 npX
k=r+p

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p) qk+np�p+l

+

np+pX
k=np+j

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p)qk+np�p+l
35

=

p�1X
j=0

pX
f=0

p�jX
l=1

qk+np�p+l

24 npX
k=r+p

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p)

+

np+pX
k=np+j

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vk+(np+j+l�k)vnp�p+j+l+f�(np+j+l�k))

35 (3.16)

car

p�1X
j=0

pX
f=0

p�jX
l=1

np+pX
k=np+j+1

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p)qk+np�p+l

=

p�1X
j=0

pX
f=0

24p�jX
l=1

np+j+lX
k=np+j+1

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p)qk+np�p+l

+

p�jX
l=1

np+pX
k=np+j+l

�j�f (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p)qk+np�p+l
35

= 0 par le changement l0 = k � np� j et k0 = l + j + np au deuxième terme.

La sommation (3.16) a des coe¢ cients positif par la log-concavité de fvkgk; et que le premier
terme de (3.16) donne :

Si np� p+ j + l + f � k; alors

(vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p) = (vnp�p+j+l+fvk � vk+(np+j+l�k)vnp�p+j+l+f�(np+j+l�k))

� 0

;

sinon, (vnp�p+j+l+fvk � vnp+j+lvk+f�p) = (vnp�p+j+l+fvk � vnp�p+j+f+(p�f)vk�(p�f)) � 0:



63

De plus, on a
pX
f=1

npX
k=r+1

�j�f (vr+fvk � vrvk+f )qk+r�j

+

pX
j=2

pX
f=1

24r+j�1X
k=r+1

�j�f (vr+fvk � vrvk+f )qk+r�j +
npX

k=r+j

�j�f (vr+fvk � vrvk+f )qk+r�j

+

j�1X
l=1

h
�j�f (vr+l+fvr � vr+lvr+f )q2r+l�j +

r+lX
k=r+1

�j�f (vr+l+fvk � vr+lvk+f )qk+r+l�j

+

r+j�1X
k=r+l

�j�f (vr+l+fvk � vr+lvk+f )qk+r+l�j +
npX

k=r+j

�j �f (vr+l+fvk � vr+lvk+f )qk+r+l�j
i35

=

pX
f=1

npX
k=r+1

�j�f (vr+fvk � vrvk+f )qk+r�j +
pX
j=2

pX
f=1

npX
k=r+j

�j�f (vr+fvk � vrvk+f )qk+r�j

+

pX
j=2

pX
f=1

j�1X
l=1

npX
k=r+j

�j�f (vr+l+fvk � vr+lvk+f )qk+r+l�j (3.17)

car
pX
j=2

pX
f=1

r+j�1X
k=r+1

�j�f (vr+fvk � vrvk+f )qk+r�j

+

pX
j=2

pX
f=1

j�1X
l=1

�j�f (vr+l+fvr � vr+lvr+f )q2r+l�j

= 0 par le changement k0 = l + r au deuxième terme

et
pX
j=2

pX
f=1

j�1X
l=1

r+lX
k=r+1

�j�f (vr+l+fvk � vr+lvk+f )qk+r+l�j

+

pX
j=2

pX
f=1

j�1X
l=1

r+j�1X
k=r+l

�j�f (vr+l+fvk � vr+lvk+f )qk+r+l�j

= 0 par le changement k0 = l + r et l0 = k � r au deuxième terme.

La sommation (3.17) a des coe¢ cients positif par la log-concavité de fvkgk:

Par conséquence , le polynôme A2p;r(n; q)�Ap;r(n�1; q)Ap;r(n+1; q) a des coe¢ cients positifs.
Donc, le p-triangle fap(n; k)g est LC-positif.

Il est clair que le p-triangle réciproque fa�p(n; k)g possède la même propriété que fap(n; k)g.
Ainsi fa�p(n; k)g est LC-positif. En�n, le p-triangle fap(n; k)g est double LC-positif. �

Dans le Théorème 78, en prenant �j = 1 pour tout j = 1::p et ap(n; k) =
�
a�n
b�k
�
p
pour

0 � k � np on obtient le corollaire suivant :
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Corollaire 79 Soient a; b 2 N et a � b. Si les suites fxkg et fykg sont log-concaves alors la
suite :

zn =

npX
k=0

�
a� n
b� k

�
p

xkynp�k; n = 0; 1; 2; ::

est aussi log-concave.

Preuve. On sait que
�
a�n
b�k
�
p
=
Pp
j=0

�
a�n�1
b�k�j

�
p
via la relation de récurrence longitudinale (3.10).

Donc pour vk =
�a�(n+1)

b�k
�
p
, et �0 = �1 = ::: = �p = 1; alors ap(n + 1; k) =

�a�(n+1)
b�k

�
p
: Ainsi,

f
�
a�n
b�k
�
p
g est double-PLC. Par conséquent la suite fzng est log-concave. �

Conjecture 80 Le triangle f
�
n
k

�
p

�
a�n
b�k
�
p
g est PLC et double-PLC.

Nous avons véri�é cette conjecture numériquement, ce qui à fait l�objet de l�annexe 1.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié la log-concavité des suites numériques, plus précisément

la préservation de la log-concavité, ce qui nous a permis d�aborder avec aisance le concept d�uni-

modalité, telles que les suites numériques liées aux triangles de Pascal ordinaire et généralisé.

Au premier chapitre, nous avons exploité les concepts et outils qui permettent d�assurer la

préservation de la log-concavité. Pour ce faire, nous avons introduit le concept de la log-concavité

positive qui nous a permis, sous certaines conditions, d�assurer la préservation de la log-concavité

des suites: Essentiellement, Wang et Yeh [44] ont proposé deux applications aux opérateurs

linéaires d�ordre deux, la première nous a permis de voir que les triangles f
�
n
k

�
g et f

�
a+n
b+k

�
g où

a; b 2 N avec a � b sont PLC et double PLC, ainsi que le triangle constant, le second résultat
nous a permis de constater aussi que le triangle f

�
a�n
b�k
�
g où a; b 2 N avec a � b est PLC et

double PLC. On a aussi compris que les triangles ordinaires ne peuvent prendre en charge que

les opérateurs linéaires d�ordre deux.

Au deuxième chapitre, nous avons abordé le problème d�unimodalité des polynômes. Nous

avons commencé par des préliminaires sur les suites unimodales. Nous avons vu la notion de

préservation pour l�unimodalité des polynômes. Ainsi, le polynôme P (x+�) pour les deux cas �

entier et � réel positif reste unimodal lorsque P (x) est unimodal. Nous avons abordé aussi dans

ce chapitre la notion de polynôme log-concave. Dans certains cas, on a été capable de spéci�er

le mode ou les modes éventuels.

En�n, dans le dernier chapitre, nous avons proposé d�étendre certains résultats présentés au

premier chapitre à des triangle plus généraux. Principalement, nous avons abordé la propriété

PLC, ainsi la LC-positivité dans les p-triangles comme le cas du triangle de Pascal généralisé issu

des coe¢ cients biqnomiaux. Comme pour le chapitre premier nous avons établi des théorèmes de

préservation de la log-concavité, et nous avons proposé deux applications aux opérateurs linéaires

d�ordre p. Dans la première, on a pu établir que les triangles f
�
n
k

�
p
g; f
�
a+n
b+k

�
p
g où a; b 2 N avec

a � b sont PLC et double PLC. La seconde, nous a permis de montrer que le triangle f
�
a�n
b�k
�
p
g
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où a; b 2 N avec a �.b est PLC et double PLC.

Nous terminons notre travail par la conjecture suivante : Les triangles f
�
n
k

�
p
gf
�
a�n
b�k
�
p
g est PLC

et double PLC.



Annexe 1 : Véri�cation numérique

de la conjecture 82 par un

programme en Delphi

Véri�cation numérique de la conjecture par un programme en Delphi

Le programme suivant en Delphi véri�e numériquement notre conjecture.

unit Unit1 ;

interface

uses

Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, Forms,

Dialogs, StdCtrls, Grids, System.ComponentModel, Borland.Vcl.ExtCtrls ;

type

TForm1 = class(TForm)

bin : TStringGrid ; S : TStringGrid ; Label5 : TLabel ; d : TStringGrid ;

Panel1 : TPanel ; Edit1 : TEdit ; Edit2 : TEdit ; Edit3 : TEdit ; Edit4 : TEdit ;

Label1 : TLabel ; Label2 : TLabel ; Label3 : TLabel ; Label4 : TLabel ; Panel2 : TPanel ;

Edit5 : TEdit ; Label6 : TLabel ; Edit6 : TEdit ;Label8 : TLabel ; Label9 : TLabel ; Button1 :

TButton ;

procedure Edit1Change(Sender : TObject) ;

procedure Edit2Change(Sender : TObject) ;

procedure Edit3Change(Sender : TObject) ;
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procedure Edit4Change(Sender : TObject) ;

procedure Button1Click(Sender : TObject) ;

private

{ Déclarations privées }

public

{ Déclarations publiques }

end ;

var

Form1 : TForm1 ;

n,a,b,p :integer ;

implementation

{$R *.dfm}

procedure TForm1.Edit1Change(Sender : TObject) ;

begin

n :=strtoint(edit1.Text) ;

end ;

procedure TForm1.Edit2Change(Sender : TObject) ;

begin

a :=strtoint(edit2.Text) ;

end ;

procedure TForm1.Edit3Change(Sender : TObject) ;

begin

if (a-n)<=0 then

showmessage(�changer la valeur de a�) ;

b :=strtoint(edit3.Text) ;

If b > a then

begin
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showmessage(�b est superieur à a, changr le�) ;

end ; end ;

procedure TForm1.Edit4Change(Sender : TObject) ;

var sm,sl,k,i,j :integer ;

begin

p :=strtoint(edit4.Text) ; S.ColCount :=(n+1)*p+1 ;

label9.Caption :=�Le �+inttostr(p)+�-triangle�; bin.ColCount :=(n+1)*p+1 ;

bin.RowCount :=n+2 ;

for i :=0 to bin.RowCount-1 do

bin.Cells[0,i] :=�1�;

for j :=1 to bin.ColCount-1 do

bin.Cells[j,0] :=�0�;

for i :=1 to bin.RowCount-1 do

begin

for j :=1 to bin.ColCount-1 do

begin

sm :=0 ;

if j-p>=0 then

begin

for k := j-p to j do

sm :=sm+strtoint(bin.Cells[k,i-1]) ; bin.Cells[j,i] :=inttostr(sm) ;

end

else

begin

for k := 0 to j do

sm :=sm+strtoint(bin.Cells[k,i-1]) ; bin.Cells[j,i] :=inttostr(sm)

end ; end ; end ;
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///////////

d.ColCount :=b+1 ; d.RowCount :=a-n+2 ;

for i :=0 to d.RowCount-1 do

d.Cells[0,i] :=�1�;

for j :=1 to d.ColCount-1 do

d.Cells[j,0] :=�0�;

for i :=1 to d.RowCount-1 do

begin

for j :=1 to d.ColCount-1 do

begin

sl :=0 ;

if j-p>=0 then

begin

for k := j-p to j do

sl :=sl+strtoint(d.Cells[k,i-1]) ; d.Cells[j,i] :=inttostr(sl) ;

end

else

begin

for k := 0 to j do

sl :=sl+strtoint(d.Cells[k,i-1]) ; d.Cells[j,i] :=inttostr(sl)

end ; end ; end ; end ;

procedure TForm1.Button1Click(Sender : TObject) ;

var sum1,sum2,sum3,sum11,sum21,sum31 :int64 ;

i :integer ;

t :boolean ;

begin

i :=1 ; t :=true ;
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while (i<=s.ColCount-2)and(t=true) do

begin

if(sqr(strtoint(s.Cells[i,0]))-strtoint(s.Cells[i-1,0])*strtoint(s.Cells[i+1,0])) >=0 then

i :=i+1

else

t :=false ;

end ;

if t= false then showmessage(�changer la suite, car elle n�est pas LC�)

else

begin

sum1 :=0 ;

for i :=0 to n*p do

if b-i>=0 then

sum1 :=sum1+strtoint(bin.Cells[i,n])*strtoint(d.Cells[b-i,a-n])*strtoint(s.Cells[i,0])

else

sum1 :=sum1 ; sum2 :=0 ;

for i :=0 to (n-1)*p do

if b-i>=0 then

sum2 :=sum2+strtoint(bin.Cells[i,n-1])*strtoint(d.Cells[b-i,a-n+1])*strtoint(s.Cells[i,0])

else

sum2 :=sum2 ; sum3 :=0 ;

for i :=0 to (n+1)*p do

if b-i>=0 then

sum3 :=sum3+strtoint(bin.Cells[i,n+1])*strtoint(d.Cells[b-i,a-n-1])*strtoint(s.Cells[i,0])

else

sum3 :=sum3 ;

edit5.Text :=inttostr(sqr(sum1)-sum2*sum3) ;
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sum11 :=0 ;

for i :=0 to n*p do

if b-n*p+i>=0 then

sum11 :=sum11+strtoint(bin.Cells[n*p-i,n])*strtoint(d.Cells[b-n*p+i,a-n])

*strtoint(s.Cells[n*p-i,0])

else

sum11 :=sum11 ; sum21 :=0 ;

for i :=0 to (n-1)*p do

if b-(n-1)*p+i>=0 then

sum21 :=sum21+strtoint(bin.Cells[(n-1)*p-i,n-1])*strtoint(d.Cells[b-(n-1)*p+i,a-n+1])

*strtoint(s.Cells[(n-1)*p-i,0])

else

sum21 :=sum21 ; sum31 :=0 ;

for i :=0 to (n+1)*p do

if b-(n+1)*p+i>=0 then

sum31 :=sum31+strtoint(bin.Cells[i,n+1])*strtoint(d.Cells[b-(n+1)*p+i,a-n-1])

*strtoint(s.Cells[(n+1)*p-i,0])

else

sum31 :=sum31 ;

edit6.Text :=inttostr(sqr(sum11)-sum21*sum31) ;

If (strtoint(edit5.Text)>=0) and (strtoint(edit6.Text)>=0) then

showmessage(�Le triangle est PLC et double PLC�)

end ; end ;

end.

Exécutant ce programme, nous proposons les deux exemples suivant :

Exemple 81 Soient (n; p) = (5; 2); (a; b) = (8; 6); et les valeurs de la suite log-concave fxkgk
sont données dans le tableau suivant
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k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

xk 1 2 4 8 11 15 20 12 6 3 1 0 0

Tab. 3.1 �Table des di¤érents valeurs de la suite fxkgk

Selon l�exécutable suivant

Nous obtenons le tableau suivant

n a b p 41
n 42

n Propriété du triangle

5 8 6 2 3058712 3058712 PLC et double PLC

Tab. 3.2 �La valeur de 41
n et 42

n

Exemple 82 Soient (n; p) = (7; 3); (a; b) = (10; 4); et les valeurs de la suite log-concave fxkgk
sont données dans le tableau suivant

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

xk 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 13

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3

Tab. 3.3 �Table des di¤érents valeurs de la suite fxkgk
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Selon l�exécutable suivant

Nous obtenons le tableau suivant

n a b p 41
n 42

n Propriété du triangle

7 10 4 3 79524 79524 PLC et double PLC

Tab. 3.4 �La valeur de 41
n et 42

n
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