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INTRODUCTION GENERALE

Les semi-conducteurs sont des matériaux qui jouent un rdle d’une importance
considérable dans le domaine de la recherche et de I’industrie. lls interviennent dans de
nombreux secteurs tels que les télécommunications, I’électronique et la microélectronique qui
est a la base de I’informatique, pour ne citer que ceux la [53, 57]. lls ont permis I’élaboration
de nombreux dispositifs actifs tels que les éléments discrets qui n’assurent qu’une seule
fonctionnalité comme les transistors, les circuits intégrés, qui sur une méme plaquette de
semi-conducteur regroupent plusieurs éléments de base, et les microprocesseurs qui assurent
des fonctions logiques complexes et multiples. L’étude des semi-conducteurs est par

consequent un axe de recherche tres dynamique et en plein essor.

C’est dans ce domaine que s’inscrit le travail de cette these et plus précisément il porte
sur I’étude du transport dans les semi-conducteurs avec pour objectif d’établir un systéme
d’équations hydrodynamique valable au dela du régime classique decrit par le modele de
dérive-diffusion [1]. Cette étude est d’une importance cruciale que ce soit dans le cadre de la
physique fondamentale ou dans le cadre de la physique appliquée, notamment dans le

domaine de la microélectronique.

En physique fondamentale, I’analyse des phénomeénes de transport permet de mieux
comprendre les interactions microscopiques entre les porteurs de charges et le réseau, la
structure de bande du cristal, etc. Cette étude est trés difficile voire impossible, & partir de

mesures expérimentales.

En physique appliquée, il est de plus en plus important d’utiliser la simulation dans les
procédés de fabrication des dispositifs a base de semi-conducteurs. Cette importance s’est
considérablement accrue avec la miniaturisation de ces dispositifs qui ont atteint actuellement
des dimensions de I’ordre du nanometre. En effet I’élaboration de ces dispositifs nécessite
beaucoup de temps avant I’obtention des conditions d’élaboration désirées et cela codte par
conséquent extrémement cher. La solution utilisée est la modélisation et la simulation qui sont
une alternative beaucoup moins colteuse. Dans la microélectronique cela permet de modéliser
et simuler efficacement et rapidement de nouveaux composants électroniques. Cette

simulation permet in fine d’obtenir la caractéristique des dispositifs. Les circuits intégrés qui



sont a la base de la microélectronique sont constitués de milliers de composants élémentaires

(diodes et transistors principalement).

Avec les dimensions sub-micrométriques actuelles de ces composants, toute la physique sous-
jacente doit étre revisitée sur la base de nouveaux modeéles théoriques basés sur la théorie
cinétique et les équations hydrodynamiques. Ces modéles dépendent considérablement des
connaissances de plus en plus sophistiquées sur le transport des charges dans les semi-

conducteurs.

Actuellement, il y a une trés forte demande pour ces modeles cinétiques et
hydrodynamiques capables de mieux comprendre la physique qui est a la base de ces
dispositifs semi-conducteurs, et capables de faire des prédictions trés précises sur leur
fonctionnement. Il existe en fait quatre classes de modeéles pour simuler les propriétés de
transport dans les dispositifs semi-conducteurs que sont : i) les modeles quantiques, ii) les
modeles semi-classiques, iii) les modéles hydrodynamiques, iv) et le modele de dérive-
diffusion. Les deux premiers modeles sont microscopiques, c’est a dire que I’on décrit la
dynamique des porteurs de charge dans tout I’espace des phases (position-impulsion) tandis
que les deux derniers, ils décrivent la dynamique d’un trés grand nombre de particules
(assimilé a un élément de fluide) dans I’espace réel. Il est évident que du modele i) au modéle
iv) la complexité des équations mises en jeu décroit de fagon significative.

Le modele quantique fournit la description la plus fine du transport dans les semi-
conducteurs. 1l n’est utilisé que pour décrire des systemes qui exhibent des comportements
purement quantiques, tels que les semi-conducteurs mésoscopiques, les nanotubes de carbone,
etc. Les phénomenes quantiques mis en jeu sont par exemple le confinement des porteurs de

charges, les interférences quantiques et I’effet tunnel.

L’approche semi-classique est basée sur I’équation de Boltzmann semi-classique ou
I’évolution de la trajectoire des porteurs de charge est décrite par la dynamique Newtonienne
(mouvement classique des particules) et par des taux de diffusion quantiques (processus
dissipatifs d’un état d’énergie a un autre). A I’inverse de la description purement quantique
I’énergie des états propres des particules n’est pas calculée de facon self-consistante mais de
facon indépendante. Cette approche permet de décrire le transport dans les semi-conducteurs

jusqu’a des échelles inférieures au micron.



Les modeles de dérive-diffusion et hydrodynamiques sont nettement plus simples que
les modéles cinétiques et ils sont par conséquent de loin les modeles les plus utilisés dans les
simulations pour prédire les propriétés des dispositifs électroniques. Ces deux modeles sont
obtenus en prenant les moments de I’équation de Boltzmann. Les modeles de dérive-diffusion
sont basés sur les deux premiers moments tandis que pour les modeles hydrodynamiques, il
faut rajouter des moments d’ordre supeérieur. Le modele de deérive-diffusion est un modeéle
simplifié qui ne répond plus aux impératifs résultant de I’évolution de la technologie des
composants électroniques et des circuits électroniques actuels. En revanche les modéles
hydrodynamiques constituent une alternative particuliérement intéressante aux modéles
cinétiques dans la mesure ou ils allient aussi bien la simplicité mathématique des équations
utilisées par rapport aux modeles cinétiques, que I’aptitude de pouvoir décrire des systemes de

tailles sub-micrométrique.

Dans cette these I’objectif visé est d’établir un systeme d’équations hydrodynamiques
valable du régime classique défini par de nombreuses interactions entre les porteurs de charge
(électron ou trou) et le réseau, au régime balistique defini comme une limite asymptotique du
transport non collisionnel. A notre connaissance il n’existe pas dans la littérature de résultats
similaires valables quelque soit le régime de collision dans les semi-conducteurs. Pour
développer ce modeéle nous avons di limiter sa validité a des dispositifs soumis a des champs
électriques d’intensité modérée, typiquement inférieure au kilovolt par centimétre. Cette
restriction conduit a une dépendance linéaire des moments responsables du transport (densité
de courant, flux de chaleur, etc.) par rapport aux forces thermodynamiques (champ électrique,
gradient de température, etc.).

Dans le chapitre I, on présente les principaux modeles théoriques cinétiques et
hydrodynamiques (quantique, semi-classique et classique) utilisés dans la littérature pour
décrire le transport des porteurs de charge dans les semi-conducteurs. En premier, pour
faciliter la lecture du manuscrit, on a résumé les principales propriétés des semi-conducteurs
en relation avec le transport des porteurs de charge.

Le chapitre 1l est consacré aux méthodes de résolution des équations cinétiques
(formalisme de la fonction de corrélation, méthode basée sur le développement sur la base des
harmoniques sphériques, méthode de Chapman-Enskog,...). On a aussi présenté deux
résultats de la littérature établis dans la limite quasi-collisionnelle [2] et non collisionnelle [3],

qui ont fait I’objet d’une comparaison avec les résultats obtenus dans ce travail [4-7].



Le chapitre Il porte sur la résolution de I’équation de Boltzmann semi-classique.
Toutes les étapes de calcul sont explicitement présentées. En particulier, la procédure qui
utilise le développement sur les polynbmes de Legendre, le calcul des opérateurs de
projection qui assurent les propriétés d’invariance de I’opérateur de collision, la résolution du
systeme infini d’équations des composantes anisotropes de la fonction de distribution, a I’aide

des fractions continues, sont explicitement exposés.

Le dernier chapitre est dédié au calcul des coefficients de transport et des termes de
production qui représentent I’objectif central de cette these. Ces grandeurs physiques ont été
calculées analytiquement en fonction d’intégrales qui dépendent des fractions continues et de
la fonction de distribution de Fermi-Dirac. Le calcul numérique des coefficients de transport
et des termes de production est également rapporté dans ce chapitre. Le comportement
asymptotique, dans la limite collisionnelle et balistique, a fait I’objet d’une étude particuliére.

Des comparaisons avec les résultats de la littérature sont aussi présentées.

Enfin, on résume les principaux résultats de cette thése ainsi que les perspectives dans

une conclusion genérale.



CHAPITRE I
Equation Chapter 1 Section 1

MODELISATION DANS LES SEMI-CONDUCTEURS

. INTRODUCTION

Dans ce chapitre on va présenter les modéles d’équations pour les semi-conducteurs
qui représentent I’objectif central de ce travail. Ces modéles se subdivisent en deux modeéles
microscopiques que sont les modéles quantique et cinétiques et deux modeles macroscopiques
que sont les modéles de dérive-diffusion et les modeles hydrodynamiques. On a consacré le
premier paragraphe a la présentation du semi-conducteur en précisant ses propriétés et ses
domaines d’application. Le deuxieme paragraphe porte sur les modélisations utilisées dans les
simulations des dispositifs a base de semi-conducteurs. A cet egard une attention particuliére
est consacrée a la modélisation semi-classique qui fait I’objet de cette these. Enfin, les

principaux résultats sont résumés dans une bréve conclusion.

1. SEMI-CONDUCTEUR : propriétés et applications

La microélectronique a pris son essor grace aux propriétés specifiques des semi-
conducteurs. Ces propriétés ont permis la fabrication de composants électroniques de plus en
plus sophistiqués. Cette évolution s’est faite de facon progressive. D’abord sont apparus les
dspositifs a base de semi-conducteurs discrets, c’est a dire ne réalisant qu’une seule fonction
par exemple les transistors découverts par Shockley, Bardeen et Brattain en 1947 [8]. Puis au
sein d’une méme plaquette de semi-conducteurs, il a été possible d’insérer de multiples
interfaces (jonctions). Ces interfaces reliées entre elles constituent un circuit électronique
intégré au substrat et remplissant une fonction de traitement de [I’information. Le
microprocesseur représente le stade le plus avancé de la technique ; les fonctionnalités qu’il
integre sont tellement nombreuses et complétes que le microprocesseur constitue I’image, a
I’échelle microscopique, de I’ordinateur. Les semi-conducteurs ont apporté trois avantages
essentiels : une diminution de la consommation d’énergie, une rapidité accrue de

fonctionnement et la miniaturisation.



Le semi-conducteur le plus connu et dont I’usage est le plus répandu est le silicium. Il en
existe d’autres. Les corps simples du groupe IV de la classification de Mendeleiev, autre que
le silicium, comme le germanium, sont aussi des semi-conducteurs. Des composés peuvent
étre aussi des semi-conducteurs, par exemple les composés des corps des groupes Il et IV,
comme I’arséniure de Gallium (AsGa) et I’antimoniure d’Indium (InSb).

Leurs caractéristiques résultent de leurs propriétés électriques particulieres, intermédiaires

entre les isolants et les métaux. Leur conductivité électrique (10°Q'm™-10'Q'm™) se
situe en effet entre celle des métaux (107Q*'m™—-10°Q*m™) et celle des isolants

(<10‘8§2‘1m‘1). On peut citer deux propriétés remarquables des semi-conducteurs. La

premiére est leur interaction particuliere avec la lumiére. Les semi-conducteurs photosensibles
recevant de la lumiere la convertissent en courant électrique. Comme application potentielle
de cette propriété, on peut citer les cellules photovoltaiques. La deuxiéme propriété est qu’en
présence d’impuretés (dopage), ses propriétés de conduction peuvent étre profondément
modifiées. En fait les semi-conducteurs purs sans présence d’impureté n’ont que peu d’intérét
en eux mémes. Dans le cas du silicium par exemple, chaque atome, a I’état isolé posséde
quatre électrons sur sa couche périphérique. Au sein du cristal, chaque atome est relié a quatre
voisins par quatre liaisons covalentes résultant de la mise en commun d’un électron par
chaque partenaire. Statistiquement huit électrons gravitent sur la couche externe de chaque
atome de silicium du réseau. Ceci est un état stable pour les électrons et une telle
configuration est au total peu intéressante dans les applications d’électronique. Si par
diffusion dans le solide d’un gaz de nature chimique différente, I’on remplace quelques
atomes du réseau cristallin de silicium par des atomes de ce gaz, le semi-conducteur qui est dit

alors, dopé, a lui beaucoup plus d’intérét.

Les interactions entre les atomes d’impureté et ceux du réseau vont permettre I’apparition
de multiples effets, géneérateurs d’applications. Ainsi dans le cas d’atomes de phosphore
diffusés dans le silicium: I’atome de phosphore comprend sur sa couche externe cing
électrons au lieu de quatre pour le silicium. Quatre d’entre eux vont étre inclus dans des
liaisons covalentes avec les atomes voisins de silicium. Un autre sera quasi-libre. Des
électrons de I’atome de phosphore vont donc rester inoccupés et vont pouvoir se déplacer
quasi-librement a la recherche d’orbitales incomplétes. Ce type de semi-conducteur est dit de
type N. Par ailleurs, si on dope le silicium avec des atomes de bore qui possédent trois

électrons sur la couche périphérique, on va pouvoir satisfaire uniquement trois liaisons
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covalentes avec les atomes de silicium. Ce semi-conducteur va donc présenter un manque
d’électron dans la bande de valence qui se comporte comme une charge positive mobile. 1l est
alors commode de considérer cette lacune comme une quasi-particule, c’est le concept de
trou. Ces trous pourront étre comblés dans un endroit et réapparaitre ailleurs. Ce type de semi-
conducteur est dit de type P. Les propriétés de conduction vont donc étre améliorées de fagon
significative. Ce qui est encore plus intéressant avec les semi-conducteurs dopés, ce sont les
interfaces (jonction) entre deux semi-conducteurs de types différents. En effet une jonction N-
P (une diode dans la pratique) laisse passer le courant dans un sens mais le blogue dans
I’autre. Une autre application non moins importante est le transistor, ou dans ce cas deux
jonctions sont utilisées. Les diodes et les transistors ont de nombreuses applications en
électronique et en microélectronique tels que le redressement, la commutation,

I’amplification, etc.

Les semi-conducteurs ont ajouté I’avantage supplémentaire de I’intégration. Des
interfaces sont ainsi réalisées en trés grand nombre au sein d’une méme tranche de semi-
conducteur. Elles sont reliées entre elles par des connexions microscopiques, en fonction des
besoins de fonctionnalités tres précises : traitement du signal, opérateurs de calcul ou de
logiques simulés par des circuits électriques ou électroniques, etc. Il faut noter que leur
intégration s’est continlment accrue depuis leur invention en 1958 et cette intégration est a la

base de la conception des circuits intégres et des microprocesseurs.

1.  MODELES D’EQUATIONS

En général le choix d’un modéle approprié est déterminé par plusieurs facteurs, incluant le
temps des simulations, la précision des calculs numériques et sa validité physique. Il est
nécessaire par conséquent de comprendre aussi bien la nature que le domaine de validité des
modeles de transport dans le contexte des observations expérimentales, pour qu’ils soient

appliqués correctement aux simulations des dispositifs semi-conducteurs.

On s’intéresse dans ce paragraphe aux modeles théoriques en vue de décrire les propriétés
des semi-conducteurs et les caractéristiques des dispositifs a base de semi-conducteur. Dans la
littérature de trés nombreux modéles ont été rapportés et ils se subdivisent en modéles
microscopiques et modeles macroscopiques. En outre, ces modeéles peuvent étre classiques ou

quantiques.



I11.1. Modeéle quantique de Wigner

Actuellement, les dispositifs semi-conducteurs ont atteint des tailles de I’ordre de
quelques nanometres. A ces échelles de longueur, les modeéles classiques ne sont plus
valables. Seule I’approche quantique permet de les décrire correctement. On est alors en face
d’un nouveau défi qui consiste a établir des modéles quantiques pour prendre en compte des
effets quantiques inhérents a ces dispositifs. Un deuxiéme aspect, non moins important est
gu’a ces éechelles spatiales, le transport devient faiblement collisionnel et sa description
nécessite une modélisation spécifique différente des modélisations des semi-conducteurs de
taille supérieure au micrometre. A titre d’exemple, des observations expérimentales ont
montré que lorsqu’un MOSFET est congu a des échelles plus petites que 60 nm, il fonctionne
dans un régime quasi-balistique [9]. A I'inverse des exemples usuels sur I’application de
I’équation de Schrddinger d’une particule dans un potentiel bien défini, le transport quantique
dans les semi-conducteurs est un systéme de particules en interaction avec des conditions aux
limites et plusieurs types de collisions. Plusieurs approches sont utilisées pour décrire le
transport quantique, dont notamment les transformations de Wigner [10], I’équation maitresse
de Pauli [11] et les fonctions de Green [12]. Toutes ces méthodes sont équivalentes dans la
mesure ou elles représentent différentes transformations du méme probleme physique. Elles
different cependant entre elles par leur facilité a prendre en compte les effets de diffusion, les
transitions d’une région cohérente a une région non cohérente et d’une région confinée a une

région non confinée.

Dans ce travail on va présenter le formalisme basé sur les transformations de Wigner
qui est le plus utilisé pour décrire le transport quantique. Pour établir un modéle quantique, on
décrit le gaz de porteurs de charge (électron ou trou) par I’équation de Schrodinger appliquéee

a une particule soumise a un champ self-consistant

Gl o,
ih—4=———Va, +V(r,t)y, =H 1.1
ot om Y, ( )l//}, v, (1.1)

ou y, est la fonction d’onde correspondant aux energies propres E, définies par :

Hy, =Ew.. (1.2)



V(r,t) est I’énergie potentielle self-consistante, et m” est la masse effective des porteurs de

charge.
L approximation de la masse effective signifie que I’équation de Schrdédinger avec des
porteurs de charge libres et une energie potentielle totale V,,(F,t) =V, (7, t)+V(F,t) ou

V., (F,t) estI’énergie potentielle du réseau, soit

el "’
'h#=—ﬂvzf/ﬁ + Vi (N Dy, (1.3)

peut étre réécrite sous la forme (1.1) , en remplacant I’énergie potentielle totale V,,(F,t) par

I’énergie potentielle self-consistante V(F,t) et en remplacant la masse m des porteurs de

charge libre par la masse effective m”.

Pour un état quantique pur décrit par une fonction d’onde w(r,t), on définit la

fonction de Wigner par

o ro.,.. o\
fW(r,p):j ' (F+F )y (r—1)e " (1.4)
ou p est I'impulsion et la notation « * », signifie complexe conjugué. Pour la simplicité, on
suppose quew(r,t), f,(F,p), etc, ne dépendent pas explicitement du temps. Par ailleurs,
pour un état quantique non pur, deécrit par les fonctions d’ondes y, (F',t) avec des nombres

d’occupation N, la fonction de Wigner s’écrit

LB =N, | (?,Tr)““*(

(1.5)

=l
+
=l
~—
<
~
—~
=l
|
=l
~—
D
>

On note que Z N, =N est le nombre total de porteurs de charge dans le systeme.
A

La fonction de Wigner donne un puissant outil pour faire le lien entre la mécanique

classique et la mécanique quantique. Une propriété fondamentale est que les observables de la



mécanique quantique qui sont quadratiques en w(F,t), sont linéaires en f, (r,p). Par

exemple, la probabilité de présence d’une particule dépendant de I est donnée par

n(F)=y[ = [ f,dp (16)

Pour établir I’équation de Wigner qui donne I’évolution de la fonction de Wigner, on dérive

par rapport au temps I’équation (1.5),

of,(F,p) A’ oy (F+T) . o . . Op(F—T) | alf
T:;Nﬂj(ﬂ'h)s o py(F—F)+y (F+T )T}e : (1.7)

En utilisant I’équation de Schrédinger (1.1) appliquée & w(F —7) :

a__.' 2 I ' '
inVTT) W G r EY V(- F (P —T) (18)
ot 2m
et & la fonction d’onde conjuguée, v (F +7)
(1.9)

X o 2
OV (TH1) 1 G (r ) eV +F )y (F+F)
ot 2m

—ih

on obtient alors

, {hz*sz//*(F+F')—V(F+F',t)z//*(F+F')}y/(F—?') )
M:ileji 2m ez%v
I () +W*(r+r'){—2}:;*vzw(r—r')+V(r—r',t)¢//(r—r')}

(1.10)

En séparant les termes des gradients des termes qui contiennent I’énergie potentielle self-

consistante, on réécrit I’équation (1.10) sous la forme
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n°
¥ B Viy (F+71)py(r-r r+r)Vay((r-r Py
8fw(art p)__ 3ZNId3 S AV P (F= 1) =y (P4 P )V (7 =)} ol
AV +T )= V(F-T Dy (F+F)yp(F-T)
(1.11)
Intégrant par partie I’intégrale qui contient les gradients, il résulte,
of (¥, d® r h2
B I (T O =)=y (Ve
. o 5, (12
—E;NJW{V(F+?,t)—V(?—F,t)}z/(F+F)w(F—F)e h
Simplifions davantage cette équation (1.12). Pour cela on pose
dlr o w N 1 N 11
Al:J.—(ﬂ'hf (V' (T +P)y(r-T)e " -y (F+F)e " (Vi (r 1)} (1.13)
et
A= d°r eZiSF[{V(r+r -V -F .0} (F+F ) (F-F) (1.14)
(wh)’ |
et I’equation (1.12) s’écrit comme
of (F,p 1 n?
Wgt p):E;N‘[z J ZN (1.15)

i) Transformons I’expression A comme suit,

A J (i;f)'s H{Vr- -(Vrl//*(? - F'))}t//(F -~ F')ez%l —y (F+ F')eZi% {Vr. (vr.y/(r — r))}H
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et en intégrant par partie et en notant que y(+o) — 0, il vient

A=—Ié:;V¢/u+r)V7(w@—rm”?j+Iég§Vw@f@+fm”?jth@—r).

En développant les dérivées des produits par rapport a r’ et en réarrangeant les différents

termes on obtient finalement,

pedir Ef‘
A=2 2 [ L () V(P -1) =V, (F+F) p(F—T)fe (1.16)
B (xh)
i) Simplifions a présent I’expression A, . Pour cela on développe I’énergie potentielle
en série de Taylor comme suit,
. ; ov (1) OV (1) "V
V(r+r)=V(r — rr———+-+ rr .
(Fr) =N+, or 2l Z‘Z" " orer, n! ,Z;(' . )arar, 0
(1.17)
En utilisant ces expressions (1.17) on obtient la différence d’énergie potentielle
0 v (1.18)

V(F+F)-V(F-T) Lo
(Fer)=V( T 'n'?%% > or™or,™or,"™

En injectant ces expressions (1.18) dans I’équation (1.14), on obtient apres quelques

manipulations mathématiques

dr2§|w VR
r,hr® —mm7m—m— r+r r—r 1.19
|: 2 3 ar;l nlarz nzarS ng ( )l//( ) ( )

ZZZI

I’]'I"l'l’]'nln2 s

ou n, +n,+n,=n=13,5,---est un nombre impair. Posons
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o, (F,P) _ 0f,(F,B)| , f,(F.B)]

(1.20)

ot ot |, ot
ou
of (F, D B dér oo o . Ly 2iPr
M‘ =3'N (;jj(ﬂh 3J'd3r W' (F+7) V(T -T) =V (F+7)p(f-T)e
(1.22)
et
of ,(F, P) d’r 2i s gt R 112 4
w =3>'N r+r r-r)e*”
o |, ; U %%nznun 'nlarnlar"zar"s‘”( Fry(r=r) ]
(1.22)
On remplacer V. par V, dans I’équation (1.21) et en utilisant la définition
dr 212
f(F D) =N, [y, (F 7)oy, (F-T)fe (1.23)
2 (ﬂh)
Il vient
AL [y, 1,00.0) (1.24)
ot | m

Par ailleurs, en calculant la dérivée de la fonction de Wigner par rapport aux variables

impulsions, on trouve

o g (F, ﬁ)—ZNAJ'[Zirl j(zgzy[zirs]s%*(r F)%(F ')e; (;zh)s (1.25)

oplopkopy 4 n h
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Ce qui donne en utilisant les équations (1.23) et (1.25)
)= | [ ][] S h(n) (1.26)
2|r 2ir, 2ir, op; 0P, opy’

En utilisant cette expression (1.26) dans I’équation (1.22), on trouve

of,(F, P) (
ot

n n, g (1.27)
ZZZ ety [ W a \H(h )" et L p)
g In Ingtoror,2or™ |\ 2ir 2ir, 2ir, op;top,2ops

] (7, P) =
m

que I’on peut réécrire comme

%, P) —( p*)vrfw(r, b)+
A m (1.28)
[EJ +”2+"‘3—1Zzz o e/ o f (f" I_j) )
2 e nIn, Ing 1| or o, or,™ op; 0P, opy’
ou bien sous une forme plus compacte comme
o, (,P) __( P . 3 SN

ou I’opérateur V. agit uniquement sur le potentiel V (f)
Dans I’approximation semi-classique 7 — 0, —(%)sin{gVF-VB}V(F)qu.Vﬁ et

I’équation (1.29) devient I’equation de Vlasov, si on assimile la fonction de Wigner a la
fonction de distribution.

L’équation (1.29) peut aussi étre modifiée sous une autre forme habituellement utilisée

dans la littérature [13] en réécrivant I’équation (1.28) dans I’approximation 1D,

ot OX ~ (2)”*1 n! (i)”*l ox"  ok"
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n-1

n-1
Sachant que Gj =(-1) 2 pour n=1,35... il résulte

afw(r,m:_(&jafw(r,m ()2 o'V at,(r,p) (1.31)
ot m ) ox = (2) " ntp x" ok '

111.2. Modeéle semi-classique

111.2.1. Equation de Boltzmann dans I’approximation classique

Le formalisme basé sur la théorie cinétique est probablement celui qui est le plus
utilisé dans la littérature pour décrire les propriétés de transport dans les gaz neutres, les
plasmas et les semi-conducteurs. Il fait appel a la physique statistique hors équilibre pour
décrire un systéme constitué d’un trés grand nombre de particules. Pour souci de clarté, on
présente dans ce paragraphe le formalisme dans I’approximation classique. On fera ensuite les
modifications pour prendre en compte les effets quantiques dans le cadre de la théorie semi-

classique.

L’équation de départ est I’équation de Liouville qui décrit I’évolution de la fonction de
distribution N-particules fy (F,....T,, ,...By,t) dans I’espace des phases (F,....Ty, ... By )

au cours du temps t,

a iﬁ- : i M _o. (132)
at i=1 af‘; i=1 t ap|

Cela suppose que les particules remplissent tout I’espace des phases (hypothése d’ergodicité).
Cette équation décrit de facon exacte le comportement du gaz de particules mais vu sa forme
tres complexe elle n’est pas tractable ni analytiqguement ni numériquement. 1l est nécessaire de
la simplifier considérablement pour obtenir une équation utilisable. Pour cela cette équation
est intégrée successivement sur les variablesdr,dp, , dr, ,dp, ,,..., dr,dp,, générant ainsi un
systemes d’équations couplées appelées hiérarchie BBGKY (acronyme de Bogoliubov, Born,

Green, Kirkwood et Yvon) [14]. A un ordre p quelconque I’équation obtenue relie la fonction

de distribution  f,(%,...T,,p,...p,,t) dordre p a la fonction de distribution

fp_l(Fl, coor T Py r)p_l,t) d’ordre p-1. L’équation la plus simple est la derniere équation de la

15



hiérarchie qui contient la fonction de distribution une-particule et la fonction de distribution

deux-particules et qui s’écrit comme

oy (1.33)

ou ¥ est I’énergie potentielle due a une source externe et ¢, est I’énergie potentielle

d’interaction entre la particule 1 et la particule 2 (énergie potentielle self-consistante). En

utilisant le développement de Mayer

£, (R B Py Port) = £1(R, Bot) £ (B Port) + 9 (1,5, By, Py t) (1.34)

LU [%ﬁ‘*’j.ﬁ:jdpzd@ %2 29 (1.35)

ot m of \ ot o ) op,

Dans un milieu chargé, on pose

oY+ ~ _
_M:q(avw) (1.36)
on
ou q est la charge de la particule et, E(T,t) et B(F,t) sont les vecteurs champs électrique et

magnétique respectivement. Ces champs prennent compte aussi bien les champs créés par des

sources externes que les champs créés par les particules. L’équation (1.35) devient

0

S

2. 99 (1.37)

a—n+&-ij+q(E+Vxl§)-§f—ﬁl=Idﬁzdrz 0,
1 1

ot m orn

D
=

Cette équation est une équation cinétique qui nécessite une relation de fermeture qui consiste

a exprimer la fonction de corrélation de paire g en fonction de la fonction de distribution

une-particule f,. Pour des systemes faiblement corrélés le membre de droite est remplacé par

16



I’opérateur de collision de Boltzmann. En posant f, = f (F, p) (appelée dorénavant fonction
de distribution), elle s’écrit formellement
of p of

= ~ of of
~ 2 LE+VxB)—=| = 1.38
ot m or a <B) op (6tjcoll -

ou le membre de droite qui tient compte des collisions de I’espéce de particule considérée,
avec les autres especes de particules, est I’opérateur de Boltzmann defini dans le cas classique

par

IR L RATCAR AR A (139)

viEvl

ol (V;,v;) sont les vitesses des deux particules avant la collision et (V,,V,), leur vitesses

apres la collision, o est la section efficace différentielle de collision et dQ est I’élément

d’angle solide a travers lequel diffuse la particule de vitesse v, apres la collision, I’autre

particule jouant le role de particule cible.
111.2.2. Passage a la limite semi-classique

Nous allons dans une premiére étape présenter la notion de fonction de distribution

f (F,E,t) dans I’approximation quantique.

111.2.2.1. Fonction de distribution des électrons d’une bande donnée

Dans les semi-conducteurs, les électrons et les trous sont des fermions et ils doivent
étre décrits rigoureusement par la mécanique quantique. Il est donc nécessaire de modifier

I’équation (1.38) pour qu’elle soit valable dans un régime semi-classique. Dans ce modéle un

électron (un trou) est repéré a la fois par sa position¥ , par son vecteur d’onde K , et un indice

de bande n. Le mouvement entre deux collisions d’un électron d’une bande donnée d’indice n
soumis & des champs électrique et magnétique, E(F,t), B(F,t) est régi par les équations semi-

classiques du mouvement

17



(1.40)

Dans ces équations, v, et g, sont respectivement la vitesse moyenne (vitesse de groupe de

I’onde associée) et I’énergie des électrons.

Pour décrire les propriétés microscopiques des électrons, on introduit la fonction de

distribution une-particule des électrons dans une bande donnée. Etant donnée la forme des

équations (1.40), il convient d’utiliser la fonction de distribution f (F,E,t) qui en plus de la

position ¥ et du temps t, a pour argument le vecteur d’ondek . La quantité
_2
(271_)3/2

une position dans un élément de volumedr, centré en ¥ et un vecteur d’onde dans un

f(f,lz,t)d?dlz représente alors le nombre moyen d’électrons qui, a I’instant t, ont

élément de volumedk , centré enk . Le facteur 2 prend en compte les deux orientations de

spin. La densité locale des électrons de la bande considérée est donnée par :
n(F,t) =—7 [ f(F.K.t)dk (1.41)

A I’équilibre thermodynamique la fonction de distribution est la fonction de
distribution de Fermi-Dirac. A la température OK, les électrons dans un solide occupent les
états d’énergie conformément a la structure de bande et en accord avec le principe d’exclusion
de Pauli. Deux électrons seulement, de nombres quantiques de spin opposés, peuvent occuper
chaque état quantique. Il y a autant de paires d’électrons que d’états quantiques. AT =0K, la

densité d’état électronique est définie par

D(e)= 2\7/[2 (Zm*j NES (1.42)

h2
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Cette densité d’état tient compte des deux orientations possibles de spin. Par intégration sur tous
les états d’énergie on obtient la densité électronique,

n=|D(¢)de (1.43)

0

ou u, est I’énergie de Fermi qui est I’énergie maximale occupée par des électrons a T=0K. Aux

températures finies, des électrons sont excités dans des niveaux supérieurs a I’énergie de Fermi
en libérant des niveaux inférieurs. Dans les semi-conducteurs en particulier, I’excitation
thermique peut faire passer des électrons de la bande de valence au-dessous du niveau de Fermi,
dans la bande de conduction située au-dessus de ce dernier. L’effet de la température crée des
trous au sommet de la bande de valence. Il s’agit d’une production de paires électron-trou. La
probabilité d’occupation d’un niveau d’énergie &, a une température finie T, est donnée par la

fonction de distribution de Fermi-Dirac,

_ &~ H N
feo (€) _{1+ exp[—kBT ﬂ (1.44)

ou kg ~1.38102J /K est la constante de Boltzmann et x,_ est I’énergie de Fermi, qui apparait

également en tant que potentiel chimique. La densité d’électron s’écrit dans ce cas,

1= [D(#) frode (1.45)

On peut noter que la fonction f., (&) dépend de la différence d’énergie &— u. et non

du choix de I’origine sur I’échelle des énergies. Pour les métaux, I’origine est choisie en
général au minimum de la bande de conduction. Dans les semi-conducteurs I’origine peut
correspondre avec le fond de la bande de valence, donc loin de la bande interdite et du niveau
de Fermi. En pratique, on fait correspondre I’origine de I’échelle des énergies avec le sommet
de la bande de valence. La fonction (1.44) ne peut prendre que des valeurs entre 1 et 0, soit

0< fp(g)<1.
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En particulier :

Lorsque le potentiel chimique est négatif et |,uc| >> kT la fonction de Fermi-Dirac tend vers une

Maxwellienne, c’est a dire vers la limite classique,

-1
f _l1 E7He || sexp| ZEH | exp| He i 1.46
o (€) {+exp[ T H exp( T exp T exp T (1.46)

Lorsque le potentiel chimique est proche de zéro les effets de dégénérescence ne sont plus

négligeables et dans la limite x, >>k,T le systéme est fortement dégenéré.

En outre, dans un semi conducteur, en plus des électrons dans la bande de conduction, il y a
des trous qui sont des quasi-particules correspondant a des états électroniques inoccupés au
sommet d’une bande. Le nombre de trous sur des niveaux d’énergie compris entre les valeurs &

et £ +de est la fonction de distribution statistique des trous, soit

f(e)=1-fp (&), (1.47)
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111.2.3. Equation de Boltzmann semi-classique

En tenant compte des équations (1.40), I’équation (1.38) s’écrit
—+vk-—r+%(ﬁ+\7kxl§)- =[—j (1.48)
coll

Les collisions sont décrites avec I’opérateur de Boltzmann établi a I’origine pour les
gaz neutres dilués. Il faut donc aussi le modifier pour tenir compte des effets quantiques. La
modification de cet opérateur passe par le calcul de la section efficace de collision entre les
particules (ou les quasi-particules) considérées. En outre la probabilité pour qu’une particule
effectue une collision avec une autre particule doit aussi étre corrigée pour tenir compte de la
nature quantique des particules. Sa dérivation nécessite donc de spécifier la nature des
particules qui subissent des collisions. Les principaux mécanismes collisionnels sont ceux des
porteurs de charge (électron ou trou) avec les impuretés, les phonons (vibrations du réseau du

cristal semi-conducteur), et les interactions électron-électron.

V. MECANISMES DE COLLISIONS DANS LES SEMI-CONDUCTEURS
IV.1. Collision électron-impureté

Le processus de collision est celui d’un électron avec un centre diffuseur localisé

représenté par une impureté. Dans une telle collision, I’électron passe d’un état ‘IZ> a un état
‘IZ'>; la différence de quantité de mouvement correspondante, Ap = h(IZ—IZ’) étant absorbée

par I’impureté. L’énergie de celle-ci change donc de (Ar))2 /2M |, M étant sa masse. Comme

cette masse est beaucoup plus grande que celle de I’électron, ce changement d’énergie est trés
petit par rapport a I’énergie initiale de I’électron. Cette énergie initiale n’est donc
pratiguement pas modifiée par ce type diffusion, qui est dite pour cette raison, diffusion
élastique. Le seul parametre nécessaire a la description de la collision est le vecteur d’onde K

de I’électron; la position 7 et le temps t étant fixés. La fonction de distribution f (F,E,t),
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notée pour souci de simplification, f,, représente la probabilité pour que I’état ‘IZ> soit

occupé par un électron (la probabilité pour que I’état ‘IZ> soit vide est donc (1 f,).

Pour écrire I’intégrale de collision électron-impureté, il convient d’introduire la
probabilité conditionnelle W, .dt pour qu’une transition de I’état ‘IZ> vers I’état ‘IZ'> se

produise dans I’intervalle de temps dt. Si le potentiel d’interaction est suffisamment faible, on

peut utiliser I’approximation de Born de la diffusion. Si en plus on utilise I’approximation

élastique et la regle d’or de Fermi, on obtient I’expression du taux de transition de I’état ‘IZ>

vers |"état ‘IZ’> [14,15],

S(e, — &) (1.49)

Dans la formule (1.49), V, désigne le potentiel d’interaction electron-impureté et la fonction
de Dirac 5(5k —gk,) signifie que I’énergie de I’électron n’est pas modifiée par la collision.
Etant donné qu’initialement I’électron est dans I’état ‘IZ> et que I’état ‘IZ’> est vide, il faut

multiplier W, . par la probabilit¢ f_ pour que I’état ‘IZ> contienne un électron et par la

probabilité (1— fk) pour que I’état ‘IZ’> soit vide. L’intégrale de collision pour des collisions

sur des impuretés s’écrit donc

(ﬂj = ZMk,k’ fk’(l_ fi )_Wk’,k fi (1_ fi )] (1.50)

ot .

soit encore

(%) s Tt 1), 10 1 (151)

ot (2z)°

ou V désigne le volume de I’échantillon considére. En fait I’intégrale (1.51) est générale et elle

peut aussi bien étre appliquée a I’interaction d’un électron avec un phonon. Pour faire le lien

22



avec I’opérateur de Boltzmann (1.39), on peut montrer que la section efficace différentielle est

reliée a I’élément de matrice du potentiel perturbateur par

2

ma/?2

(0 =—<IZ' i|Z> 1.52
Le principe du bilan détaillé permet d’écrire
(%j _0 (153)
at coll
ce qui implique que
Wi feoie (1_ =0 ) ~W s Feoi (1_ fFDk’) =0. (1.54)

ou f., est la fonction de distribution locale de Fermi-Dirac. Comme pour une diffusion

élastique on a & (k)= &(k'), alors I’équation (1.54) implique que
Wi =W (1.55)

qui est la propriété de microréversibilité. Dans ce cas I’opérateur de Boltzmann (1.51) s’écrit

of \Y >,

On peut noter que I’opérateur sous cette nouvelle forme, en tenant compte de la diffusion
élastique et de la microréversibilité, est devenu linéaire. Habituellement ce type d’opérateur

est réécrit sous une forme d’opérateur de relaxation de la forme

of _ f—f,
(choll - T(k (1:57)
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ou 7(k) est le temps de relaxation qu’il faut calculer en utilisant quelques hypothéses
( p q quelg yp

simplificatrices. En supposant que le semi-conducteur est soumis a un champ électrique
externe de magnitude relativement faible on peut décomposer la fonction de distribution en
une fonction d’ordre zéro (la fonction de Fermi-Dirac) et une fonction qui décrit les

perturbations créées par ce champ, soit
f(K) = feo (K)+ £, (K), (1.58)

on peut montrer que

K 'EJdE’ (1.59)

qui peut s’écrire aussi sous une forme plus explicite, indépendante du champ électrique

appliquée, E, sous la forme

=—|0o(6)(1-cos8)dQ (1.60)

ou & est I’angle entre les vecteurs K et k'. A titre d’exemple on donne la formule de
Conwell-Weisskopf [15] qui calcule la section différentielle pour des impuretés ionisées et

qui conduit au temps de relaxation suivant

1 1 Z%'ng ™ ( (9. D
= i In| 1+ cot g?| —min- (1.61)
(k) 167 (g,6,) v2m 2

ou Ze est la charge de I'impureté, &, est la constante diélectrique du semi-conducteur, n, est
la densité des impuretés et 6. .. est I’angle minimum de déflection de I’électron correspondant

au plus grand paramétre d’impact. 1l est important de noter que la diffusion des porteurs de
charge avec les impuretés doit étre prise en compte pour des températures du réseau
typiquement inférieure a 100K . Par conséquent a température ambiante (300K), ces

interactions sont négligeables devant les interactions électron-phonon.
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IVV.2. Collision électron-phonon

Les ions ne sont pas exactement disposés en un arrangement périodique, mais
subissent par rapport a leur position d’équilibre des oscillations (correspondant a des
vibrations du réseau) dont I’amplitude croit avec la température. Ces oscillations donnent lieu
a une diffusion des électrons, que I’on décrit généeralement en termes d’interaction électron-
phonon.

Considérons la collision d’un électron avec un phonon. Il existe deux branches

d’oscillation dans les solides, la branche acoustique et la branche optique.

IV.2.1. Diffusion par les phonons acoustiques

C’est une diffusion que I’on peut considérer comme élastique dans la mesure ou
I’énergie des phonons échangée lors de I’interaction est relativement faible par rapport a
I’énergie des électrons,

ho << (k) (1.62)

ou la fréquence @ est relié a I’impulsion G des phonons par la relation de dispersion des

phonons acoustiques,
=V, (1.63)

Dans la relation (1.63), v, est la vitesse du son dans le cristal. Dans le cadre de

I’approximation du temps de relaxation, la constante de temps est donnée par I’équation
(1.59). Cette expression dépend de la probabilité de transition et d’un facteur qui dépend du
champ électrique appliqué.

)] Calcul de la probabilité de transition

Dans le cas des phonons acoustiques, la probabilité de transition est définie par
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+5[5(k’)—g(k)+hw]+‘<l¥”\/ac

R’>r 5[e(K)-z(k)- hw]} (1.64)

Le premier terme rend compte de I’émission d’un phonon et le deuxieme terme de
I’absorption d’un phonon. Les fonctions de Dirac assurent la conservation de I’énergie dans

les deux cas.

Le calcul des éléments de matrice dans I’expression (1.64) est relativement long, nous

en donnons seulement les principales étapes.

L’énergie potentielle de déformation dans un cristal est reliée a la variation du volume

oV d’un cristal, soit
Y o
aCVZD V.U(r) (|65)

ou D, est le potentiel de déformation et U(F) est le vecteur déplacement d’un phonon que

I’on peut écrire sous la forme

a(F)=>, Zp?/wéq (aq exp(iE.F)+ al exp(—iE.F)) (1.66)

ou €, est un vecteur unitaire qui précise la polarisation (parallele a la direction du

déplacement, p est la densité de masse du cristal et (aq,a;) sont les opérateurs de création et

d’annihilation des bosons. Les expressions (1.65) et (1.66) permettent d’exprimer I’opérateur
de déformation dans I’espace de Fourier sous la forme

V,.(d)=C(d)a, +C'(-d)a, (1.67)

IO I T
C(q)=D, vaw(leq.q). (1.68)
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En utilisant I’opérateur (1.67), le calcul de I’élément de matrice du potentiel de déformation

donne

K) =C(a)yn, (1.69)

<Erv E> =C(q)n, +1 (1.70)

ou

nq:# (1.71)
exp kTT -1

est le nombre d’occupation des phonons (statistique de Bose-Einstein) et T est la température

<< 1, Vérifiée par les phonons

du semi-conducteur. En tenant compte de I’inégalité
B

acoustiques, on obtient finalement,

2 2
DecksT (1.72)

i) Calcul du facteur en champ électrique

Explicitons le terme en champ électrique dans I’équation (1.59) comme

_ _kEcose (1.73)
kE cos @

On donne sur la figure 1.1 la géométrie du champ électrique et des vecteurs d’onde K et k' de

I’électron avant et apres I’interaction avec le réseau, respectivement. L’ impulsion du phonon

est définie par

hg =hk'—nk . (1.74)
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On peut montrer a partir des équations (1.73) et (1.74) que

1 k'cos@’  q(cosBcosd +sin Ssindcosg)
kcosd kcosé

(1.75)

ol ¢ est I’angle entre les plans constitués par les vecteurs (IZ',IZ) et (E,Ox).

iii) Calcul du temps de relaxation

En utilisant les expressions (1.64) et (1.75) dans la relation du temps de relaxation des phonons

acoustiques on obtient

1 vV (27) D2k,T s [(5(k')5(k)+hw)

. gn
. dp [ T cos poid
Jsindp [ =} cospada H(5(K)-5(k)~ 1)

1.76
() (2e) 1 2w ] -

Umin
qui s’écrit plus explicitement comme [14,15]

2 2
L __DukTm, (1.77)
(V) 7htpv:

ou Vv est la vitesse des électrons définie par

e=mv?/2. (1.78)

On note que ce temps de relaxation est inversement proportionnel a la vitesse v des électrons,

i.e., plus les électrons sont rapides et plus les collisions avec le réseau sont efficaces.
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Figure 1.1 : Géométrie du champ électrique E et des vecteurs d’onde K , k' et §.

1VV.2.2. Diffusion par les phonons optiques

La branche optique des ondes acoustiques dans les cristaux contribue aux diffusions
des électrons par le réseau de facon moins importante que la branche acoustique [54]. La
principale caractéristique de ces diffusions est qu’elles sont inélastiques. Cela signifie que
I’on doit tenir compte de I’énergie des phonons dans le calcul de I’opérateur de collision
électron-phonon optique. Les calculs sont en grande partie similaires a ceux rapportés dans la
section 1V.2.1. Nous allons donner I’expression de cet opérateur de collision sans en présenter
les détails de calcul, qui conduisent a sa dérivation. Cet opérateur ne peut pas étre approximé

par un opérateur de relaxation et son expression est [15],

ho
exp| o
of 1 > (kBT] 7 hao 1.
— = Vi | f———m—2 | f7dQ |+4/V - fex ——| fdQ
Bl 7o (V) d e ) LT EPUcT pd|
(1.79)
ou
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(1.80)

fi:f( Vzi;(). (1.81)

2 2
Vet our Vv’
et Vit y = x P £ avec Z:tho
0 pour Vi<y m

L’ opérateur (1.79) conserve le nombre de particule mais il ne conserve pas I’énergie

(opérateur inélastique).

1VV.3. Collision électron-électron

Les collision électron-électron jouent un rdle significatif que dans les semi-

conducteurs fortement dégénérés (typiquement pour des densités de porteurs de charge
supérieures a 10" cm™). Sous sa forme la plus compléte, cet opérateur se présente sous une

forme mathématique relativement complexe,

_ LB{ FE (- £) (1= )~ f f,(1- f’)(l— A )}5E5k.see (IZ KK, El')dlzldl?dlzl'

e—e
ou le domaine d’intégration est restreint a la premiere zone de Brillouin B,

O :5(5+51 —5'—51’)

6R:6(IZ+I21—IZ’—IZ1 )
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sont les fonctions de Dirac qui modélisent la conservation de I’énergie cinétique et de
impulsion lors d’une collision d’un état (KK, ) & un état (K',k;), See(IZ,IZ’,Izl,Izl j est la

section efficace de collision et les facteurs (1-f), (1-f,), (1-f') et (1—f,) prennent en

compte le principe d’exclusion de Pauli.

En général, cet opérateur est simplifié sous une forme d’un opérateur de relaxation.

D’apres la référence [15], il s’écrit comme

ar __ (1.82)

ol 7,_,(V)oc v est le temps de relaxation électron-électron. Notons que sous cette forme, cet

opérateur de relaxation n’est pas conservatif. On peut y remédier en prenant un temps de

relaxation constant.

V. MODELES HYDRODYNAMIQUES

Les modeles hydrodynamiques sont incontestablement les modeles les plus populaires

pour décrire les propriétés de transport dans les dispositifs semi-conducteurs. Au lieu
d’utiliser la fonction de distribution f (¥, V,t) ol v =7k /m, ce sont les moments de cette

fonction de distribution qui sont a la base de ces modéles. Ces moments représentent des
moyennes statistiques de grandeurs physiques microscopiques et dans le cas général ils sont

définis a I’ordre n par la relation,
M, (F.t) ~ [(v)'f (7,9,t)d% (1.83)

Cette approche nécessite d’utiliser plusieurs moments reliés entre eux par des équations de
conservation que I’on établies a partir des équations cinétiques aussi bien quantique que semi-

classique. On mesure alors I’intérét de cette approche en notant que les moments ainsi que les

31



équations hydrodynamiques ne dépendent que des variables espace et temps. Cela simplifie
considérablement les équations du modeéle. De plus les moments sont des grandeurs moyennes

qui peuvent donc étre directement mesurable, telles que la densité, la température, etc.

V.1. Equations hydrodynamiques a trois moments

Dans son domaine de validité le modéle de dérive-diffusion fournit une bonne
approximation a travers les équations de bilan de la densité de charge et de la densité de
courant, couplées de fagon self-consistante au champ électrique appliqué au dispositif semi-
conducteur. Cependant pour décrire le comportement du transport dans les semi-conducteurs
sub-micrométriques, il est nécessaire d’aller au dela de I’approximation diffusive pour
prendre en compte des processus collisionnels plus complexes entre les porteurs de charge et
d’autres excitations élémentaires dans le matériau. En particulier il est nécessaire de
considérer d’autres parameétres physiques pertinents pour décrire le transport tels que la
densité de courant, le tenseur des contraintes, le flux de chaleur pour inclure notamment les

effets thermoélectriques.

La procédure standard pour inclure tous ces effets au plan hydrodynamique consiste a
établir une hiérarchie d’équations de bilan pour un ensemble complet de parametres
pertinents. Ces équations constituent un modéle hydrodynamique complet lorsque tous les
moments d’ordre supérieur sont exprimés par rapport aux variables hydrodynamiques que

sont la densité de particules et d’énergie et la vitesse de dérive.

Pour dériver les équations hydrodynamiques, on démarre donc de I’équation cinétique

que I’on écrit sous la forme

ﬂ-i_viﬂ_'_gEii:(ij . (|84)
ot oX, m " ov, ot Jeon

i
On a utiliseé la notation des indices répétés et considére dans le terme de force que le vecteur
champ électrique. Il est trés aise de genéraliser cette théorie a des systémes soumis a des
champs magnétiques. Tous les termes collisionnels sont représentés formellement par le
membre de droite de I’équation (1.84). A I’équilibre thermodynamique I’équation (1.84) se

résume a
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of
(choll =0 (I 85)

qui admet pour solution la fonction de Fermi-Dirac donnée par I’équation (1.44). Les

équations hydrodynamiques sont obtenues en multipliant a I’ordre n, I’équation cinétique
(1.84) par (\7)n et on Iintégre dans I’espace des vitesses (ou I’espace des vecteurs d’onde K ).

Les modéles d’équations les plus utilisés sont ceux basés sur les trois premieres équations

correspondant a n=0, 1 et 2.

En multipliant I’équation (1.84) par m, mv et %mv2 il vient

o9p Mg (1.86)
ot q ox
o, 90 q’ g
8—t1+aa—Xi(P§ij+Hij+pViVj)—FpEjZERJ- (1.87)
oW +i(qi + WV, )-EJ, =Q (1.88)
ot ox
ou

. 2 , .
p(r,t):FImfd p=mn(F,t) (1.89)

est la densité de masse locale des porteurs de charge et n (F,t) est la densité de particule,
S 21,
V (r’t)_FHIVfd p (1.90)

est la vitesse de dérive (appelée aussi vitesse moyenne) des porteurs de charge,

<y

(f,t)=%jq\7fd3p (1.92)
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est la densité de courant

oW :%Jém(\‘/—V)z fdp (1.92)

est la densité d’énergie locale des porteurs de charge

P(F,t)z%pW (1.93)

est la pression isotrope,

11, = | (4V),(v-0) - 3(v-9) 5, 0% (1.94)

G (Ft)=5[>m(v-V) (v-V) fd*p (1.95)

est le flux de chaleur.
On définit aussi les termes de production que sont, le taux de transfert d’impulsion

entre les porteurs de charge et les autres particules (ou quasi-particules),

3

R:ijm(v—V),ﬁ d’p (1.96)

N i ot

coll

et le taux de transfert d’énergie entre les porteurs de charge et les autres particules (ou quasi-
particules),

d’p. (1.97)

coll
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On peut noter que le systeme d’équations (1.86)-(1.88) n’est pas self-consistant. En
effet ce systtme d’équations décrit I’évolution spatio-temporelle des variables
hydrodynamiques que sont la densité, la vitesse de dérive et la température des porteurs de
charge. Mais d’autres moments d’ordre supérieur, le tenseur des contraintes, le flux de chaleur
ainsi que les termes de production, doivent étre exprimés en fonction des trois variables
hydrodynamiques n, V et T . Cette opération nécessite de réétudier le traitement cinétique

en résolvant analytiqguement I’équation cinétique (1.84) et de calculer les expressions des

relations de fermeture T, q;, R et Q en fonction de n, V et T . Le calcul de ces relations

de fermeture est I’un des plus important probléeme dans la modélisation des semi-conducteurs.
C’est un probleme physique toujours ouvert qui fait toujours I’objet de travaux de recherche
intensifs dans le domaine des semi-conducteurs. Le domaine de validité physique des
relations de fermeture induit celui des équations hydrodynamiques. En particulier, dans les
semi-conducteurs de tailles sub-micrométriques les relations de fermeture doivent étre

valables dans le régime faiblement collisionnel.

V.2. Equations hydrodynamiques a plus de trois moments

Une deuxieme approche établie par Grad [16] pour les gaz neutres est une approche
qui nécessite de considérer plus d’équations hydrodynamiques et de calculer des relations de
fermeture en utilisant le développement de la fonction de distribution sur la base des
polynémes d’Hermite tensoriels. Ces polyndmes tensoriels ont été établis par Grad dans la
référence [17]. Cette méthode se distingue de I’approche de Chapman-Enskog [18] par le fait
qu’elle n’utilise pas un développement par rapport a un parameétre d’échelle (nombre de
Knudsen), et c’est le nombre d’équations fluides mis en ceuvre qui va limiter son domaine de
validité. Plus le nombre d’équations fluides est important, plus le domaine de validité est

large.

En plus des trois équations (1.86)-(1.88), on prend en considération les équations
fluides d’ordre 2 et 3 qui vont décrire I’évolution du tenseur des contraintes et du flux de

chaleur. La premiére s’écrit
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%) P
7’+a(nijk+nijvk)—2JiEj =P, (1.98)

ou le moment d’ordre supérieur
My = [m(v-V) (\7—\7)j (v-V) fd°p

est un tenseur symétrique et de trace nulle par rapport aux indices, i et j, et ou les tenseurs,

VE; et P; sont des tenseurs symétriques et de trace nulle.

La deuxiéme équation a pour expression,

o @ 5
%%—Xj(uﬁ £qV,+qV, +pwvivj)—%nijEj —%PEi -Q, (1.99)
ou
201 (e N (o
uij:Fjgm(v—v)z(v—v)j(v—v)kfd3p.

Le probléeme des relations de fermeture dans cette méthode concerne les relations

constitutives ITy (p,V,W ), u;(p.V,W), et celles fournies par les termes de production R,

Q, Q et P;. La méthode la plus connue est celle des 13 moments de Grad dans les gaz

neutres et les semi-conducteurs faiblement dégénérés. Elle consiste dans une premiére étape a

écrire la fonction de distribution sous la forme,

F(7,9,8)= i (R0 Y HI (V) M7 (7 0) (1.100)

0 2
...av_jexp(-v 12) (1.101)

est le polyndmes d’Hermite tensoriel de rang n et f,, est la fonction de distribution de
Maxwell qui décrit les semi-conducteurs non dégénérés a I’équilibre. Dans I’expression

(1.100) M[’;](F,t) est un moment hydrodynamique. On injectant ce type de solution dans
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I’équation cinétique, en intégrant I’équation cinétique une fois multipliée par un polynéme
d’Hermite d’ordre donné, on génere ainsi des équations hydrodynamiques couplées. La

méthode des 13 moments de Grad fait intervenir les paramétres, p,V , W, P, etq.

Une autre approche est utilisée pour calculer les relations de fermeture des équations
hydrodynamiques dans les semi-conducteurs basée sur la maximisation de I’entropie. Pour
déterminer les relations de fermeture on a besoin d’exprimer la fonction de distribution sous

une forme particuliere
f=f(FVtA) (1.102)

ou les A, expriment les n moments fluides considérés (les 13 moments par exemple décrits

plus haut). Cette fonction (1.102) est calculée en utilisant le principe variationnel qui
maximise I’entropie a I’aide des multiplicateurs de Lagrange [19-21].

VI. CONCLUSION

Dans ce chapitre on a présenté les modéles théoriques utilisés dans la littérature pour
décrire les propriétés de transport dans les semi-conducteurs. Ces modeéles se subdivisent en
modeles cinétiques et hydrodynamiques. Les modéles cinétiques quantiques sont basés sur
I’équation de Schrodinger et les modeles semi-classiques sur I’équation de Boltzmann semi-
classique. Ce dernier qui fait I’objet de cette thése a été présenté de facon plus détaillée. En
particulier I’équation de Boltzmann semi-classique a été rapportée de fagon quantitative et les
principaux mécanismes de diffusion des porteurs de charge avec le réseau sont décrits avec le

formalisme de la mécanique quantique et de la théorie cinétique.
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Chapitre 11
Equation Chapter 2 Section 1
METHODES DE RESOLUTION DES EQUATION CINETIQUES

l. INTRODUCTION

Dans ce chapitre on s’intéresse aux méthodes de résolution des équations cinétiques
utilisées dans la littérature. L’ objectif principal visé est d’établir des relations de fermeture
des équations hydrodynamiques présentées dans le chapitre I. Deux travaux particuliers
rapportés dans la littérature avec lesquels nous avons comparé nos résultats sont également

exposeés dans ce chapitre.

Il. METHODE BASEE SUR LA FONCTION DE CORRELATION

L approche quantique pour étudier les phénomenes de transport dans les cristaux
semi-conducteurs est celle basée sur les fonctions de corrélation. Ces fonctions de corrélation
jouent le méme rdle en mécanique statistique des phénomenes hors équilibre que celui de la
fonction de partition en mécanique statistique des phénoménes a I’équilibre
thermodynamique. Cette fonction se définit par

C(t) =(A(0)A(t)) (11.1)

ou A(t)est une observable fluctuante, et ou la moyenne s’effectue dans tout I’espace des

phases (rJ, q) par rapport a une fonction de distribution a I’équilibre thermodynamique, soit :

C(t) = [ A(p.9,0)A(p.q,t) f (p,q)dp,...dp, da,...dg, (11.2)

ou N est le nombre de particule du systeme et f(p,q) est la fonction de distribution des

porteurs de charge a I’équilibre thermodynamique. Dans le cas des électrons, c’est la fonction

de distribution de Fermi-Dirac.

Nous présentons, dans ce qui suit, le formalisme permettant de calculer les coefficients
de transport en utilisant les fonctions de corrélation de Wigner [13].
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11.1) L’operateur de Wigner et la fonction de corrélation de Wigner

La fonction de Wigner contient toutes les informations nécessaires pour calculer les
valeurs moyennes d’un opérateur a une particule, en particulier les variables de transport
telles que la densité de courant et d’énergie. Le point de départ de la théorie est basée sur

I’opérateur de Wigner, donné par

1 e iqz A% q q
(k,z,t)=—| dge'*c (k—=,t)c .(k +=,1). 1.3
0. (k2,0 = daec; (k=2 0c, (k+2.0) (11.3)

Cet opérateur est déterminé a partir des opérateurs d’annihilation ¢, et de création c, des

porteurs de charge en tenant compte de la corrélation entre deux bandes d’indices « et « . Il
est intéressant de rappeler que la fonction d’onde des porteurs de charge est en genéral
projetée sur la base des fonctions propres dont les opérateurs de création et d’annihilation en
sont les coefficients. En conséquence, la fonction de Wigner est une valeur moyenne de

I’opérateur de Wigner défini par I’équation (11.3).

Dans le cadre de la configuration a une particule, I’opérateur de Wigner satisfait les
mémes équations du mouvement que la fonction de Wigner. En introduisant les collisions, il
satisfait I’équation quantique de Langevin, i. e., en plus du terme de relaxation, il contient un
terme de fluctuation. Les fluctuations et le bruit du transport des porteurs de charge peuvent

étre décrits par les fonctions de corrélations de transport.

Ces fonctions de corrélation de transport sont obtenues a partir de la fonction de
corrélation de Wigner et dans une description 1D, elles s’écrivent sous la forme de la variance

O pp (K2, K", 271 :£< U (K 2,0)g 4 (k' 2,87 >
. | 2 (11.4)
+§< 9, (k' 2109,k z,t) >-<4g,,(k,z,t) >< g, (k',z',t') >

Dans le cas stationnaire, les fonctions de corrélation dépendent de la variable t —t', et pour la
simplicité, on peut poser t'=0. Dans le cadre de I’approximation a une seule particule,
I’évolution temporelle de la fonction de corrélation est déterminée par I’équation de

mouvement de la méme maniére que celle de la fonction de corrélation de Wigner,
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a ' ' " . 1 1

P fow s (Kiz, ik 2%0) = L, £, 50 (K, 2,8k, 27, 0) (1.5)
ou le second membre de cette équation est donné par le second membre de I’équation (1.31).
L’équation du mouvement doit étre complétée par les conditions initiales et les conditions aux
limites. La condition initiale, c'est-a-dire t' =t est la variance de I’opérateur de Wigner. Elle

satisfait I’equation du mouvement suivante

0

afm.y 2k 2,6k 20 = (G, + ) fo (K2, 6K, 200). (11.6)

Dans le cas stationnaire, on a alors :

(Ly + L) oy (K, 2,0k, 21,0) = 0 (I1.7)

ou I’opérateur L, agit uniquement sur les variables correspondantes (notées prime) et sur la

seconde paire d’indices de la bande d’énergie. Le zéro du membre de droite indique que dans
le cas du régime balistique, les fluctuations ne sont ni créées ni détruites, mais sont
uniquement transportées du fait du mouvement des porteurs de charge. Donc, les collisions
ont un effet double : elles détruisent les corrélations et créent les fluctuations.

Ces phénomeénes donnent lieu a un terme de source de relaxation et de bruit dans
I’équation (11.6) donnée ci-dessus. Ces deux phénomenes sont reliés par le théoréeme de
fluctuation-dissipation en donnant naissance a la variance dans la limite balistique selon

I’équation suivante [22,23]

5f 0 (k,2,0,k,2",0) zziaaa.aﬁﬂ. f2(K)[1- 1t (k)] (k=k")S(z-2") (11.8)
T

ou la fonction f (k) désigne la fonction de Wigner stationnaire.

La procédure de calcul de la fonction de corrélation & I’état stationnaire et par
conséquent de la fonction de corrélation de n’importe quelle variable de transport nécessite

trois étapes,
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) Le calcul de la fonction de Wigner stationnaire

)] A partir de cette fonction, on calcule la variance de la fonction de Wigner
stationnaire,

iii) La résolution de I’équation du mouvement de la fonction de corrélation en utilisant

les conditions initiales données par la variance.

11.2. Les fonctions de corrélation a I’équilibre thermodynamique

Dans ce paragraphe, le formalisme général établi précedemment peut étre appliqué
dans le cas d’un systéeme de longueur finie a I’équilibre thermique pour lequel des expressions
analytiques peuvent étre obtenues. En se basant sur ces expressions, on peut calculer des
coefficients de transport linéaires. Les expressions obtenues permettent de décrire les

phénomenes de transport du régime balistique au régime diffusif.

On choisit comme exemple, un systéme limité de longueur | avec—1/2<z<1/2, sans
aucun potentiel externe et de structure de bande d’énergie de forme parabolique. De ce fait,
I’évolution temporelle est déterminée par I’opérateurl:\?v =-v,(k)o/oz, avecF, (z)=0. Le

systéeme est situé entre deux contacts idéaux qui permettent d’injecter des porteurs selon la

fonction de distribution de Fermi-Dirac.

)] La fonction de corrélation de Wigner

A I’équilibre thermodynamique, les deux premieres étapes i) et ii) sont simples. La
solution stationnaire pour la fonction de Wigner, qui peut étre interprétée comme une fonction

de distribution, est donnée par la fonction de distribution de Fermi-Dirac,

f (kz2)=3,,. {exp [%uﬂ (11.9)

Tous les parametres donnés sont supposés comme étant connus. La fonction de corrélation

initiale est donnée par I’équation (11.8). En incluant les collisions par le bais de I’opérateur de

relaxation, la fonction de corrélation de Wigner satisfait I’équation du mouvement
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0 o 1
—+V (K)——-—|6f . ..(k,z,t;:k",z',0)=0 11.10
|:8t a( )6k Ti| aa,ﬂﬁ( ) ( )

c

dont la solution est obtenue avec la condition initiale (11.8) sous la forme,

—t

foapp (K Z, LK, Z 0)_2iefc5m5w f0(K)[1- 17 (k) ]o(k—k")&(z-v,(K)t-2) (11.11)

)] Les fonctions de corrélation des variables de transport

Les opérateurs du courant électrique local 1,(z,t) et du courant d’énergie local 1,(z,t)

dans la direction Oz sont obtenus a partir de I’opérateur de Wigner selon I’équation suivante

1,(z,1) :ez"‘ZIgm(k,z,t)va(k)[ga(k) “ dk (11.12)

ou e est la charge des porteurs de charge et #=1,2. En conséquence, les densités de charge

et d’énergie a 1D sont obtenues avec la méme équation mais sans la vitesse de groupe. On

définit des opérateurs de courant électrique et d’énergie comme suit,

Iﬂ(t):%_[l?llﬂ(z,t)dz (11.13)

et la matrice des éléments des fonctions de corrélation des courants est donc donnée par

C,.@t)= —<5I L)1, (O)>+;<5I 0)sl,(t) >

5 . (11.14)
j dzdz' j dkdk'va(k)[ga(k)]”'lvﬂ(k)[gﬂ(k)]v_l vy (Ko Z,1K,24,0).

—0

4yv

{Z

Ce qui donne, en utilisant la fonction de corrélation de Wigner & I’équilibre donnée dans

I’équation (11.11), le résultat final suivant,

eV ey j dzdz’ j dkdk V2 (k)[&, (k)] (11.15)

<2 (0[1- 1200 (1 —|va<k)|-t)®(I v, (1)
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ol O(x) est la fonction de Heaviside.

La matrice des densités spectrales de courant correspondantes est obtenue par la

transformée de Fourier-Laplace de la fonction de corrélation respective et elle est donnée par

4—pu—-v
e #

S, (@)= [C,, (e “dt = :

> [ kv, (k)f [, (0]

zl?

) (11.16)
xf2(k)[1- 1K) ] (rl(a))ra (k) — 72 () (1_ e o) J]

Ici 7,(k) = I/|va (k)| est le temps de transit microscopique des porteurs de charge dans I’état
k), et 7,(w) =7,/(1+iwr,). Cette équation (I1.16) décrit une transition continue du régime

diffusif au régime balistique. Les deux régimes correspondent aux limites 7, (k)/z, & et

z,(k)/z. —> 0 , respectivement.

iii) Les coefficients de transport linéaires

Les coefficients cinétiques linéaires permettent de relier les flux aux forces

thermodynamiques. Dans des systéemes homogeénes, une telle relation est donnée par :
J,=>L.X, (11.17)

ou J, et J, sont les densités de courant électrique et d’énergie respectivement,
X,=E —lv(gj et X, = —[%)VT sont les forces thermodynamiques et E est le champ
e

electrique. Les coefficients cinétiques L, sont des tenseurs de rang deux pouvant étre

obtenus a partir de la connaissance du systeme approprié des fonctions de corrélation des
densités de courant a I’équilibre thermodynamique en utilisant le théoréeme de fluctuation-

dissipation [24]. Les coefficients L, sont proportionnels a la densité spectrale définie dans

I’équation (11.16).
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I, METHODE BASEE SUR LE DEVELOPPEMENT DE CHAPMAN-
ENSKOG

Pour résoudre analytiguement les équations cinétiques dans le cas le plus général (non
linaire) la méthode la plus utilisée est celle de Chapman-Enskog. C’est probablement le
formalisme le plus rigoureux et le plus exploité dans la littérature.

Dans cette section nous présentons cette méthode en utilisant par simplicité un opérateur
de collision de relaxation qui inclut tous les processus collisionnels. Cette méthode est
efficace lorsque les forces thermodynamiques et tous les gradients (spatiaux et temporels)
sont de faible magnitude comparativement aux effets collisionnels. Ceci se traduit par

I’équation cinétique

o o q_ of 1
a oyt ag ot _Ir s ¢ 1
o e Tmtov, L (= fe)) (1118)

‘ N \ s Vv .
ou & <<1 est un parametre d’échelle correspondant au nombre de Knudsen K :—I°_ ~¢g,ou
14

L est la longueur typique des gradients et v, est la vitesse caractéristique du systeme. Cette
condition traduit le fait que les processus collisionnels sont dominants par rapport aux forces

thermodynamiques. La méthode de Chapman-Enkog [18] consiste a développer la fonction de

distribution, le flux de chaleur, etc, par rapport au parametre d’échelle & <<1

f=frefl+e’f+.. (11.19)
Oy = &0, +°0; +-+ (11.20)
I, =€l +& T2 +-- (11.21)

En plus la méthode de Chapman-Eskog est basée sur I’hypothése que les relations

conservatives suivantes sont remplies

%Ifodsp:n, (11.22)
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p=nV , (11.23)

%ITf°d3p=pW (11.24)
et pour >0

2
%j[l mv, m;’ Jf“dSp:O. (11.25)

A titre d’exemple nous allons calculer la solution pour un probleme 1D ou I’inhomogénéité
du systéme est suivant I’axe Oz. En injectant les solutions (11.19)-(11.21) dans I’équation

cinétique (11.18) on obtient & I’ordre un

£l _\/Eﬁylmafﬂ_\/iﬁyﬂzﬁafﬂ cos @ +
1% 82 14 kBT ay

_gyafﬂa_v (COSHZ—EJ'
v oy oz 3

ou vt:‘/kB—T, y=Vv?/2v et cosf@=v,/v.
m

Le premier terme décrit les flux (densité de courant et flux de chaleur) tandis que le

(11.26)

deuxiéme terme, décrit les tenseurs d’ordre 2 (tenseur des contraintes).

Notons toutefois que le développement de Chapman-Enskog n’a pas été capable de
décrire des systemes trés inhomogenes avec des nombres de Knudsen de I’ordre un ou
supérieur a un. Pour décrire ces systemes, il faut garder un nombre trés important de termes
(quelques dizaines) dans le développement de Chapman-Enskog, ce qui rend cette méthode

peu efficace. En revanche, elle reste tres adaptée dans les semi-conducteurs dont les

dimensions sont trés importantes par rapport au libre parcours moyen (L >> ﬂmfp).
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IV. METHODE BASEE SUR LE DEVELOPPEMENT SUR LES
HARMONIQUES SPHERIQUES.

Cette méthode consiste a développer la fonction de distribution sur la base des

harmoniques sphériques dans I’espace des vecteurs d’onde Kk,
f(k)=> 2 Y (k.0.p) f" (k) (1.27)

ol Y," (k,8,¢) est I’'harmonique sphérique d’ordre (I,m) et f"(k) est la composante de la
fonction de distribution d’ordre (I,m). Les variables k, 6 et ¢ sont les coordonnées

sphériques définies par la relation
k =(kcos@,ksin@cos g, ksindsing). (11.28)

Ensuite ce développement (11.28) est injecté dans I’équation cinétique. En multipliant

I’équation résultante par les Y,m(k,H,go) [25] et en intégrant sur & et ¢ on génére ainsi une

infinité d’équations qui décrivent I’évolution des composantes f," (k) dans I’espace (k,F,t).

Pour résoudre ces équations couplées il est nécessaire d’opérer une troncature a un

ordre n donné du systeme d’équations, i.e.,

f(E):iZYlm(k,e,w) £ (k) (11.29)

Cette troncature n’est réalisée que pour rendre le probleme solvable. La troncature la plus
simple usuellement utilisée est n= 1 ou 2 [26, 27]. Comme le terme isotrope f; (k) est en
général la fonction de distribution de Fermi-Dirac, les composantes anisotropes f,7 (k ), vont

prendre en compte I’écart a I’équilibre thermodynamique. Comme en pratique I’ordre du
développement est petit, il résulte que cette méthode est efficace pour décrire les systemes trés

proches de I’équilibre thermodynamique. Par ailleurs la résolution analytique du systéme
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d’équations pour déterminer les relations de fermeture désirées, est une tache difficile et sa

résolution n’est possible qu’en utilisant des approximations.

V. APPROCHES NUMERIQUES.

On peut aussi simuler les semi-conducteurs avec les équations cinétiques sans
I’utilisation des équations hydrodynamiques et par conséquent le calcul analytique des
relations de fermeture. Elles sont plus précises puisque elles utilisent des équations
microscopiques mais elles sont nettement plus complexes a résoudre que les équations

hydrodynamiques.

Les méthodes numeériques pour simuler les dispositifs semi-conducteurs avec
I’équation de Boltzmann se scindent en méthodes non stochastique et stochastigue.
L’approche numérique directe non stochastique consiste a discrétiser I’égquation de Boltzmann
couplée aux équations du champ de fagon self-consistante (équation de Poisson) dans tout
I’espace des phases en tenant compte des conditions initiales et des conditions aux limites,
appropriées. Cette approche est la méthode la plus lourde, qui nécessite un temps de calcul

trop important et en générale elle est trés peu utilisée dans ces simulations.

Les simulations Monte Carlo en revanche sont plus utilisées pour analyser le transport
dans les semi-conducteurs [28,29]. Elles se heurtent également au probleme du temps de
calcul mais aussi au bruit numérique qui accompagne les résultats obtenus, inhérents aux
méthodes stochastiques. Elle consiste a suivre I’évolution des positions et des vitesses d’un
ensemble de particules soumises d’une part au champ électrique et d’autre part a des forces

aléatoires. Les mécanismes de diffusion des particules avec le réseau sont simulés avec des

nombres aléatoires. Ce processus est répété typiquement entre 10* et 10° pour simuler le

trajet des porteurs de charge a travers le dispositif. Bien que le bruit statistique décroit lorsque

le nombre de particules choisi N, augmente, il décroit cependant seulement en /N, ce

sim ?

qui nécessite pour le réduire de fagon significative une valeur de N, extrémement élevée,

sim ?

qui rend non raisonnable I’utilisation de ce type de simulations.

En fait les méthodes utilisées en pratique pour simuler les dispositifs semi-conducteurs

sont les méthodes hydrodynamiques.
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VI. RESULTATSDE LA LITTERARURE.

Dans cette section on rapporte deux résultats de la littérature. Ceux de Greiner et al.,
[3] qui utilisent le formalisme de la fonction de corrélation pour calculer les coefficients de
transport balistique dans I’approximation quantique et ceux de Rangel-Huerta et Velasco [2] ,
qui utilisent la méthode des moments. Ces deux résultats ont fait I’objet de comparaison avec

la littérature.

VI.1. Résultat de Greiner et al.

Plusieurs travaux ont été réalisés, durant ces derniéres années, concernant le transport
balistique dans les systémes mesoscopiques. La finalité de ces recherches est de calculer les
relations de fermeture des équations hydrodynamiques non collisionnelles. En outre cela
permet aussi de déterminer les unités fondamentales de la conductance électrique, de la
conductance thermique quantique, etc. [30].

Parmis ces travaux, ceux de Greiner et al. [3] concernent le calcul de I’expression
explicite de la conductivité thermique dans le régime balistique pour des systémes
mésoscopiques dégénéreés et non dégénérés. Ces auteurs ont suivi la méme démarche que
celle utilisée dans le calcul de la conductivité electrique développée dans la référence [31, 32].
Elle consiste a utiliser la théorie de la réponse linéaire avec la formalisme de la fonction de
correlation. Dans le cadre de la réponse linéaire, on exprime les flux en fonction des forces

thermodynamiques selon I’équation (11.17).

L’ application du théoreme de fluctuation-dissipation [24], dans le cas des systéemes
faiblement perturbés par rapport a I’équimibre thermodynamique, a permis d’établir les
densités de courant électrique et du flux de chaleur a partir des propriétés spectrales des

fluctuations. A I’équilibre thermodynamique, ces fonctions de corrélation s’écrivent

C,, (t):E<Jy(O)JV(t)+JV(0)Jﬂ(t)> (11.30)

ou la notation () correspond & la moyenne statistique. En appliquant ces deux derniéres

équations a un systéeme 1D, de longueur caractéristique L suivant la direction Oz, placé entre

deux contacts parfaits, c'est-a-dire complétement absorbants et thermalisants, et en utilisant le
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formalisme de la fonction de Wigner [33], les fonctions de corrélation généralisées sont

données par,

+v-2
C (t):i(ijz hi ! exp| - j”z dzj”kzw-l)F (1-Fep ) dk (11.31)
" z\mL)\2me T, JI-H2 I P i

ou e est la charge élementaire des porteurs de charge, 7 est la constante de Planck réduite,
m" est la masse effective des électrons, 7, est le temps de diffusion des électrons, k est le
vecteur d’onde des électrons diffusés et F., est la fonction de distribution de Femi-Dirac. Les

bornes d’intégration pour le vecteur d’onde sont définies par,

. L
k*=+— 11.32
5 (11.32)

L’équation (I11.31) décrit la transition continue du régime balistiqgue (non collisionnel) au

régime diffusif (trés collisionnel). Comme indique plus haut, les coefficients cinétiques
dynamiques L#V(a)) peuvent étre calculés par le biais de la densité spectrale qui est la
transformée de Fourier-Laplace S, (@) des fonctions de corrélation C,, (t) & travers la

relation [34],

L. (o) =LS;;T(“’) (11.33)

ou k; est la constante de Boltzmann et T est la température du systeme. Aprés quelques
manipulations mathématiques, I’expression de la densité spectrale s’ecrit comme,

23/2 e4—,u—v

S#V (0)) = WL dEEH+v—3/2 FFD (1_ FFD)

(11.34)
«(0) 1_L‘”)(l_er<E>/r<w>)

7(E)

ou r(E) =L m*/2E est le temps de transit microscopique des électrons ayant une énergie E

et I'(w)=r,/(1+ior,). L’équation (11.34) décrit la transition continue du régime diffusif au
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régime balistique caratérisée par les situations limites z/z, — o et z/z, — 0 respectivement.
En utilisant I’approximation balistique z/I" <<1 et en considérant le cas statique (c'est-a-dire

w=0), I’equation (11.34) devient, en développant le terme exponentielle exp(—r/l“)
jusqu’au deuxieme ordre par rapport au paramétre z/T,

2e? E 2
S, (o):Tj0 dE(Ej Feo (1 Fro)

(11.35)
Par ailleurs, en introduisant un temps moyen de transit z, , défini selon le régime choisi, les

coefficients cinétiques statiques dans le régime balistique sont donnés par les équations
suivantes pour le cas non dégéneré et degénére, respectivement,

2
ndg __ en ndg
1 T =T
m

2n(k,T)*
ngg — n(mE ) z_;1dg

(11.36)
n N enk, T
AN L LB
et
2 2
dg _ &N o _ | 267
L om T h'
n 72 (k T)2
R [“?E—E | (137
2 72 (KT )2 |
—LEp2|1+ 2 L |
h 3 E?
en 2e
LR

o M YE, = LF E.

Dans les deux systemes d’équations précédents (11.36) et (11.37), on utilise la concentration

des électrons n pour un systeme a 1D et I’énergie de Fermi des électrons est donnée par

(= =(7zhn)2/8m* Le temps moyen de transit balistique z, est donne par les équations
suivantes,
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(11.38)

ou v, et vy, sontdes vitesses moyennes des €lectrons pouvant se deplacer entre les deux

contacts parfaits dans le cas non dégénéré et degénére respectivement. Ces deux cas limites

sont caratérisés par les approximations & = E. /k,T < —1et § = E. /k T > 1, respectivement.

On peut déduire ainsi, la conductivité thermique dynamique qui peut étre calculée a

partir de la relation standard,

Klow)= Lll(a)) Lo, (a))_l-u (CU) L21(a))
“ Ly ()T (11.39)

Dans le cas statique 1D, cette conductivité thermique peut étre calculée explicitement dans le
cas non dégénéré et dégénéré, soit

balis,ndg nk;T ndg nLkg/le/z
U S
m (27zm )
K_balis,deg — 7[_2 nkéT deg _ 2_72'2 LkéT
6 m T 3 h

(11.40)

Le comportement de la conductivité thermique balistique en fonction du paramétre ez, est

réprésente sur les figures (I1.1) et (I11.2) dans les cas non dégéneré et fortement dégéneré

respectivement.
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Figure 11.1 : La conductivite thermique balistique en fonction wz;

dans un systeme classique (non dégénéré). La partie réelle est en trait continu et la partie

imaginaire est en trait pointille.
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Figure 11.2 : La conductivite thermique balistique en fonction de wz; dans
un systeme fortement dégénéré. La partie réelle est en trait continu et
la partie imaginaire est en trait pointillé.
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On définit aussi la notion de conductance thermique quantique (cas dégénéeré) comme

étant la conductivité thermique par unité de longueur [30,35], soit
Kbalis — Kbalis / L ) (“41)
Son expression explicite se déduit aisément a partir de I’équation (11.40),

3 h

Kbalis,deg —

(11.42)

Ces résultats de Greiner et al. feront I’objet dans le chapitre 1V, d’une étude comparative avec
les résultats obtenus dans ce travail.

V1.2. Résultat de Rangel-Huerta et Velasco

Rangel-Huerta et Velasco [2] ont développé un modele cinétique semi-classique basé
sur la résolution de I’équation de Boltzmann par la méthode des treize moments [16]. La
fermeture des équations de transport dans les semi-conducteurs est effectuée en faisant un
développement de la fonction de distribution autour de la fonction de Fermi-Dirac. Dans leur
modele, ils considerent que les temps de relaxation jouent un role central dans la

détermination des quantités constitutives généralisées.

Dans le régime collisionnel, il est bien admis dans la littérature que le modele dérive-
diffusion constitue une bonne approximation dans I’établissement des équations constitutives
de transport. En effet, ce modele couplé a I’équation de Poisson associée au champ électrique
applique, permet d’établir les densités des électrons et du courant electrique [36,37]. Dans
leur modéle les auteurs ont établi un systeme d’équations hydrodynamiques généralisées
valable au-delda de I’approximation de dérive-diffusion. Pour cela ils ont pris en compte
d’autres quatités de transport telles que le tenseur de contraintes et le flux de chaleur. Ceci
permet d’inclure les effets thermo-électriques dans le transport des électrons dans les
systéemes mésoscopiques. Ce systeme d’équations formé de quantités constitutives de

transport et de termes de source constituent un systeme d’équations auto-consistant [38].
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L approche utilisée est basee sur le calcul de la fonction de distrution & partir de
I’équation de Boltzmann semi-classique. La méthode de résolution est celle de Grad basée sur
les treize premiers moments de la fonction de distribution. En outre le principe de
maximisation de I’entropie a été utilisée. En tenant compte de toutes ces considérations les
auteurs ont deduit les coefficients de transport généralisés dans le cadre de I’approximation
linéaire, ou les forces thermodynamiques sont considérées de faible magnitude. Enfin les
termes de production (termes de source) sont évalués dans le cadre de I’approximation du

temps de relaxation.

Plus précisément ils supposent que les électrons de conduction sont faiblement
dégénérés et décrits par la fonction de distribution f(F,R,t) telle que f(F,R,t)deF

correspond au nombre d’état Roccupé par les électrons autours de ¥ a I’instant t. Cette

fonction de distribution obeit a I’équation semi classique de Boltzmann sous I’action d’une

force électrique appliquée, soit

of nk of e _ of
A _Ce X o, f 11.43
ot mor n ' ok, Q(fe fe) (1143)

ou E; est le champ électrique et le terme de collision est donne par

Q(f,, fk)=_[s(ki,ki')[fk'— fk}dﬁ (11.44)
Seules les interactions électrons-réseau sont prises en compte avec un taux de diffusion
S (ki : ki'). La vitesse de groupe des électrons est liée a I’énergie microscopique qui caractérise

une bande de conduction de forme parabolique. Les expressions explicites de la vitesse de

groupe et de I’énergie sont données respectivement par,

¢ -9e(k) _mk (11.45)
hok, m
e(k)= h;:: (11.46)
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L’equation générale de transport pour une propriété arbitraire moyenne <W(F,t)> est obtenue

par multiplication de I’équation (11.43) par la quantité V/(F,t) suivie d’une intégration dans
I"espace des vecteurs d’onde k , ce qui donne

oly) , 1 olky) :<aW>+<h_K5_W>_EEi <5_W>+<QW> (11.47)

ot m o ot m or/ h '\ok

ou

et

(@ (Ft))=[(" k) -v) ok

Le modeéle cinétique développé repose sur le fait que I’état macroscopique du systéme est

caraterisé par les trieze variables, (n,W,Ji,qi, P<ij>) . Leur définition sont

- Ladensité des électrons
n(r.t) = f (F,R,t)dR (11.48)

permettant de définir la densité de masse
pa(r,t)=mn(r,t)

et la densité de charge
p.(rt)=en(r.t).

- Le vecteur densité de courant électrique,
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3, (7.t) == 22 [k f,dk = en(F.t)v, (£ (11.49)
- Ladensité d’énergie est définie par

- oW :I%m*v fdv (11.50)

ol v, (F,t):ci (F,t)—vi (F,t) est la vitesse aléatoire.

- Le tenseur de contraintes est donné comme un moment de second ordre de la fonction

de distribution,

R (rt)=[m'vv, fdk. (1.51)

3
Ce tenseur par définition a une trace nulle, i.e., p, = z Pii =0 et il est symétrique. Ce type
1

de tenseur est désigné par la notation, P<ij>' Notons aussi que dans la littérature, on relie

souvent ce tenseur a la densité d’énergie des électrons par les relations suivantes

1 2
By = Py 3% P = Ry +3W 3, =Py + P9, (1152)

ou la densité d’énergie est reliée a la pression hydrostatique par p = %W :
- Enfin, le flux de chaleur est défini par
g, (F,t) = J'l m'v2v, fdk . (11.53)
2

Ainsi les treize variables fondamentales utilisées dans le modéle sont

* l * 2 * 1 * 2
w(v;)=4m MV €0, MV, oMV, o (11.54)
Les équations hydrodynamiques correspondant a ces variables sont

- L’équation de la conservation de masse,
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%n _M 0 _, (11.55)
ot e or

- L’équation de la conservation de la densité d’énergie,

opW 0
Lo (g +pW)-EJ =Q 11.56
81: ar (ql pm ) ivi ( )

i
- L’equation du vecteur densité de courant

o, e 0 e’
- m*ﬁ—n(l:’ij-i-pmViVj)—meEi:Pi (11.57)

- L’equation du flux de chaleur

oq O e S5e B

E‘f‘a—rj(uij + qui + quj +meViVj)+F P<ij>Ej +F pEI = Qi (“58)
- Enfin I’équation du tenseur des contraintes

OP.. P
(ii) -

7+£(p<”>k +PyVi )23 E, =P, (11.59)

On peut noter que les relations constitutives désirées sont celles qui consistent a exprimer les

quantités

U :j%mvzvivj fdk (11.60)
et

Py == [mv v v, fdk (11.61)

en fonction des treize variables pertinentes présentées plus haut. Ainsi le systeme d’équations
hydrodynamiques sera self-consistant si en plus, on exprime explicitement les termes de

production, Q,,, P,, P_._ et Q, en fonction de ces variables.

<ij>
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Pour calculer toutes ces quantités de transport, la premiere étape consiste a résoudre
I’équation de Boltzmann avec la méthode de Grad [16] et a utiliser en plus le principe de
maximisation de I’entropie [39-41]. La fonction de distribution calculée par les auteurs a pour

expression,
£ (1K, t) = P (K)[ 1+ 0 | (11.62)
ou ®* représente la fonction qui tient compte de I’écart & I’équilibre thermodynamique,

1 = 3m™ 1
o =~ P vv +(1-F. (k
ar, YY) (1 Feo ))ngﬂz 2512 -211,1,

* 2 * 2
Al kT Ie_jﬂh I, +5 4_iﬂ|2 qV,
e 14 k,T 10 k,T

ol v =(2"k?m*?x )/ h* et les intégrales 1, sont les intégrales de Fermi définies par,

H _oo n 2 M B
I”(kBT]_-([X {exp(x kBT}Ll} dx (11.64)

Les relations constitutives sont établies a partir des définitions (11.60) et (11.61) et de la

(11.63)

fonction de distribution de Grad (11.62) et (11.63). Les expressions obtenues sont

Pijs 5 0.9}, (11.65)
U =%:—6 P (11.66)
4
et
2k§ 7/2
U=gqzVleT (11.67)
ou
U; =u . +UJ; (11.68)
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et

0.0 = Ui +d;0, +0,5; - (11.69)
En ce qui concerne les termes de production, ils ont été établis par la méme approche.

En considérant un systéme homogéne, les coefficients de transport linéaires ne dépendent

donc que de la fréquence w, et ils sont définis par,

T o
Ji(0)=L,(0)E (0)+L, ()T %
o )' (1.70)
0
0 =Ly (a)) = (a)) +L,, (a))T B
ou les coefficients cinétiques de transport sont
2, T5/2 31, (1-i +5I
Lu@0=e;ter f( w%) o( /) , (11.71)
m (1-ier, )(1—Ia)rq)—z'Jz'q/z'quqJ

7/2 51, (1-i 71

Lu(0)=—9k“q; c(i-iony)+ 71y (5 7 . (11.72)

3m ! (1—ia)rJ)(1—ia)rq)—rJrq/rmrqJ

L (@)= —EKBVT:/Z ] 51, (1-iwz, )+3l, (TJ/qu) | (11.73)

3m "(1-iwr, )(1—iqu)—rJrq/rquqJ

_kévai/ZT 7I6(1—ia)rj)+5l4(rJ/qu)

L ) * . 11.74
zz(a’) 3m™2 q(1—ia)rJ)(1—i0)Tq>—TJTq/TJqTqJ | )
et
-1
E =g+ O (11.75)
e or

Les temps de relaxation 7, utilisées dans les équations (11.71-11.74) sont des intégrales

complexes qui s’expriment en fonction des intégrales de Fermi et des taux de diffusion des
électrons avec le réseau. Les auteurs ont rapporté un exemple numérique de ces résultats
analytiques en calculant la conductivité thermique en fonction du parameétre adimensionnelle

o, . Ces courbes sont représenteées sur les figures 11.3 et 11.4, correspondant respectivement a
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la partie réelle et imaginaire de la conductivité thermique. Ces résultats feront aussi I’objet

d’une comparaison avec les résultats obtenus par notre modele.
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Figure 11.3: Partie réelle du coefficient de la conductivité thermique en
fonction de wr,, pour différentes valeurs du parametre de dégénérescence,
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K(w) /1(0)

VII.

cinétiques que sont la méthode basée sur les fonctions de corrélation, la méthode de
Chapman-Enskog basée sur un développement asymptotique par rapport au nombre de
Knudsen, la méthode basée sur le développement sur les harmoniques sphériques et enfin les

approches numériques. En outre, deux résultats de la littérature qui ont fait I’objet de
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Figure 11.4: Partie imaginaire du coefficient de la conductivité thermique en
fonction de wr,, pour différentes valeurs du parametre de dégenérescence,

2 H H
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CONCLUSION

Dans ce chapitre nous allons présenter les méthodes de résolution des équations

comparaison avec nos résultats, ont aussi été rapportés dans ce chapitre.
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Chapitre 111
Equation Chapter 3 Section 1
RESOLUTION DE L’EQUATION DE BOLTZMANN

I. INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré a la résolution analytique de I’équation semi-classique de
Boltzmann dans les semi conducteurs. C’est une équation cinétiqgue permettant de mettre en
évidence la diffusion et la dérive des porteurs de charge sous I’effet des champs extérieures
appliqués, en utilisant une approche classique. Son caractére quantique réside dans la contribution
des processus internes de diffusion des porteurs de charge au sein du semi-conducteur. Le calcul de
la fonction de distribution des porteurs de charge est effectué pour un dispositif semi-conducteur
inhomogéne suivant une direction (axe Ox), ce qui correspond en général aux situations physiques
rencontrées dans les expériences. Dans une premiere étape la fonction de distribution est
développée sur la base des polyndmes de Legendre. Cette base est choisie a cause de la symétrie
axiale dans I’espace des vitesses induite par I’inhomogénéité 1D. La technique de ressommation a
I’aide des fractions continues est ensuite utilisée pour tenir compte de toutes les composantes de
Legendre de la fonction de distribution. Enfin les opérateurs de projection de I’opérateur de

collision électron-électron sont utilisés pour assurer les propriétés conservatives de cet opérateur.

Il. MODELE CINETIQUE

I1.1. Equation de Boltzmann-semi-classique

L’équation de base utilisée dans ce travail est I’équation semi-classique de Boltzmann
présentée de facon détaillée dans le chapitre 1. On a limité notre analyse a un seul type de porteurs
de charge, les électrons, et a un probléme 1D dans I’espace réel. Notons que la généralisation de

cette theorie aux trous ne pose aucune difficulté particuliére.

Le point de départ du calcul est I’équation de Boltzmann 1D dans I’espace réel, qui décrit

I’évolution de la fonction de distribution des électrons dans I’espace des phases ([3, F) a un instant t

donné [14,15],
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6F(F,E,t)+v oF (7,k,t) e oF (7,k,t)
ot X m ov

X

=C(F) (111.1)

o F(F,V,t) est la fonction de distribution des électrons & une particule, V=hk est le vecteur

vitesse (vitesse de groupe associée a I’onde), k est le vecteur d’onde du réseau réciproque de la

premiére zone de Brillouin, q=-e est la charge des électrons, m est la masse effective

électronique, et E est le champ électrique supposé suivant I’axe Ox. La vitesse du groupe des

électrons est donnée dans I’approximation parabolique et sphérique,

v="V.(k). (111.2)

&(K)="—. (11.3)

L’equation est considérée comme classique du fait qu’on peut prédire la position des porteurs de
charge alors gqu’en mécanique quantique, la connaissance de la position et de la vitesse de fagon

simultanée, n’est pas possible.

Le membre de droite de I’équation (111.1) tient compte des processus diffusifs des électrons
dans le semi-conducteur. Il est constitué dans notre modele par trois contributions : I’opérateur
d’interaction électron-électron, I’opérateur d’interaction électron-phonon acoustique et I’opérateur
d’interaction électron-phonon optique. Notons qu’on a négligé dans notre modéle la diffusion
électron-impureté, considérée comme négligeable a température ambiante. La prise en compte des
diffusions des électrons avec les impuretés ne pose aucune difficulté pour incorporer dans notre
modele. 1l suffit en effet de rajouter dans la fréquence de collision totale, la contribution de ces

mécanismes de diffusion.

L’effet cumulatif de ces trois contributions est donné formellement par I’équation
C(F)=C.(F)+C,(F)+C,(F) (111.4)
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Ces trois opérateurs sont décrits dans le chapitre I.

11.2. Approximations utilisees

Afin de pouvoir résoudre analytiqguement I’équation semi-classique de Boltzmann de fagon
exacte, on suppose que les forces thermodynamiques appliquées sont de faible amplitude. En
particulier le champ électrique appliqué est supposé inférieur a quelques kV/cm. Ceci nous permet
de décrire I’état du semi-conducteur comme étant constitué d’un équilibre global représenté par la

fonction de distribution de Fermi-Dirac F., et d’un état hors équilibre représenté par une fonction

de distribution f qui décrit cette déviation par rapport a I’équilibre, soit

F=F,+f
ou
FFD(‘Q#O]: 1 . (111.5)
0 exp(g_'uo]+1
TO

La temperature globale T, des électrons est donnée en unité énergie et u, est le potentiel chimique

global.

On effectue le changement de repéere dans I’espace des vitesses suivant

V=V+V (111.6)

ol V =VX est la vitesse fluide (vitesse moyenne ol vitesse de dérive) des électrons et V' est la
vitesse aléatoire électronique. Cette derniere a donc une moyenne statistique nulle. En effectuant ce
changement de variable et en tenant compte de I’approximation d’un champ électrique appliqué de
faible amplitude, I’équation de Boltzmann semi-classique devient,

A, H By N, | N,
ot “ox m ov, ot ov, “ox ov

=C,. (f)+Cy(f)+Cy(f) (1.7)

X
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Dans cette équation des termes non lineaires de magnitude relativement faible ont été négligés, et
on a aussi utilisé par souci de simplification la notation v au lieu de V' qui sera comprise

dorénavant comme étant la vitesse aléatoire.

L’étape suivante dans la résolution de I’équation (111.7) est d’utiliser la transformée de

Fourier (t<—>a),x<—> K), ou o et K sont la fréquence et le nombre d’onde dans I’espace de

Fourier. Apres transformation dans I’espace de Fourier, I’équation (111.7) s’écrit

eE (K, ) oF,

m ov
al:FD
YoV,

X

~iof (WK, 0)+iKv, f (VK,0)=

X

N (111.8)
\'

X

_iw\i(K,w)%FiHK\i(K,w)v

Cee(f)+Cac(f)+Cop ~)

La notation «~ », signifie que les grandeurs physiques sont définies dans I’espace de Fourier. Sous
cette forme I’équation (I11.8) est difficile a résoudre analytiquement. Pour le faire, on va la

développer sur la base des polyndmes de Legendre [25].

11.3. Développement sur la base des polynémes de Legendre

Parmi les méthodes utilisées en théorie du transport dans les semi conducteurs, le
développement sur les harmoniques sphériques est une approche souvent utilisée. Elle permet de
transformer I’équation brute (111.8) en une infinité d’équations couplées. En général sur ces
équations on peut opérer des troncatures qui dépendent de I’inhomogénéité du systeme. Plus
précisément plus le systéme est inhomogene et plus on doit garder un nombre d’harmoniques
sphériques plus important. Dans notre cas la symétrie du probléme est axiale, et dans ce cas les

harmoniques sphériques deviennent les polynémes de Legendre.

Désormais pour plus de commodité, nous omettons «~ » sur les grandeurs f, E et V . Afin

de clarifier notre méthode de calcul, on rappelle en premier les principales propriétés des

polynémes de Legendre. Ce sont des polyndmes définis par la relation

Pla)= S?nil[ddaj (e® -2) (111.9)
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oll @ =cosf = (111.10)
V

et v, est la composante de la vitesse aléatoire des porteurs de charge suivant la direction de

I’inhomogénéité Ox. On note que la vitesse V est définie dans I’espace des vitesses 3D. Ces

polyndmes vérifient la condition de ortho-normalisation
+1
[ P(a)P,(a)da =25, (111.12)

ou 5nm est le symbole de Kronecker. A titre d’exemple, les trois premiers polyndmes de Legendre

qui sont utilisés dans le calcul des différents coefficients de transport sont donnés par

P, =1,
P, =+/3a, (111.12)
P, = ﬂ(az —ij

2 3

Par ailleurs la relation de récurrence sur ces polynémes, que nous utilisons est

SN - S P £ (11.13)
J2n-12n+1 J2n+1+2n+3

aP, ()
Développons a présent la fonction de distribution sur la base des polynémes de Legendre,

f(V,K,a)):iP (@)f, (v.K,0) (111.14)

n
n=0
ou fn(V) est la composante d’ordre n de la fonction de distribution. Il est a noter que les

différentes composantes de la fonction de distribution sont fonction du module de la vitesse
aléatoire uniquement. Ainsi le développement (111.14) permet de séparer la partie angulaire de la

fonction de distribution de sa partie énergie.

En introduisant le développement (I11.14) dans I’équation de Boltzmann (111.8) et en tenant

compte de la définition (111.10), nous obtenons,
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—|a)2f v,K, co)P+|KvZf VK, ®)aP, =

n=0

E(K’a))Va Feo —iaV (K,a))Va—aFFD
m ov ov

+iKV(K,a))v2a2%+Cee Zw:fn(v,K,a))Pnj

n=0
0

+C,, (i f, (VK o) Pn]+COp [nz_(; f,(V.K, o) Pnj.

n=0

(111.15)

En utilisant la relation de recurrence (111.13) nous obtenons une équation de transport en fonction

des polyndmes de Legendre d’ordre (n, n-1, n+1),

P, n+l P

—|a)Zf i +IKVZ{\/2n \/2n+ \/2n+ \/2;+j‘ f}

°E Vo e iy vo S (111.16)
ov

+—Va——=
m oV

+iKV v? o’ ag\F/D +cee(z f P J+Cac(2 fP j+cop[z fP ]

n=0 n=0
En permutant les indices entre la nieme composante de la fonction de distribution d’ordre n et les
polyndmes de Legendre d’ordre n-1 et n+1, on raméne I’équation (I11.16) a une équation en

fonction des polynémes d’ordre n uniquement, soit

i iKvf n+1 iIKvf
—-iw) P+ + il p o=
Z Z{\/Zn 1 \/2n+1 J2n+1 \/2n+3}
+£Vaal:i—iwv Vaal:i+iKV VZ(:(ZaFi (11.17)
m ov ov ov

+Cee(2 fnPnj+Cac(i) fnPnj+Cop(2 fnPn]

En remplacant « et «® en fonction des polyndmes de Legendre et en utilisant la variable
plag

adimensionnelle, y = &/T, = mv®/ 2T, (ou T, est définie en unité énergie), nous obtenons,

67



1) y2 2(n+1)i y2
—'waP+Z (n-1)iK v, y**f +\/—(n+)|Kvty f. p_
\/2n 1 J2n+1 J2n+1  2n+3

+E£vt yY2 Fep P —iaV Qvt yY2 =D Feo P +iKV 2v y[ 2 +POJ6FFD (111.18)
m /3 ov J3 J5 2 ov

+Cee(2 fnPnJ+Cac (2 fnPnj+Cop(2 fnPnj.

L’utilisation de la condition d’orthogonalité des polynémes de Legendre donnée par I’équation
(111.11), permet d’obtenir un systeme infini d’équations couplées constituées des composantes

successives de la fonction de distribution perturbée f,_,, f et f

n

1/2f1_gi yaFFD _

—ia)f0+£iKvty (11.19)

J3

V2

J3

+£|wl yll2 al:iz
3w T oy

27
N

iKv, y"2 £, _ﬁ eE 12 OFgp

iKv, y"f, +
Jamv, T oy (111.20)

—iof +

232 32 . 2 ¢

— —— 1KV
VIS s "2
4 8FFD

——IKV :Cee|2+Cac|z+C0P

NG

~iwf, + iKv yY2 f, +

n\/E H 1/2 f
n-1

iKv,y
J(2n-1)(2n+1) pour (n>3) (111.22)

. (n+1)v2
J(2n+1)(2n+3)

—iof, +

iKv,y"f ,=C.| +C,| +C

ac |n op

n

Comme nous pouvons le constater, le systeme d’équations, (I11.19)-(111.22), ainsi obtenu
représentent une hiérarchie infinie d’équations qui doit étre résolu dans son intégralité pour obtenir
une solution exacte. Nous remarquons que les trois premieres équations du systeme sont en fonction
des forces hydrodynamiques correspondant au gradient de température, au gradient du potentiel
chimique, au champ électrique et a la vitesse fluide. Par contre, les composantes de la fonction de
distribution, pourn>3, sont reliées entre elles par une relation de récurrence. Il est important de

noter que les composantes de la fonction de distribution ne sont pas du méme ordre de grandeur
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dans les systemes fortement collisionnels. Plus I’ordre est faible, plus la composante est importante

(f,>> f,>> f,---). Cela est dii a I'ordre de grandeur, KA, ~&, ol 4, est le libre parcours
moyen des électrons. En fait chaque composante de la fonction de distribution d’ordre n sera

. n , . .. .
proportlonnelle(KApm) . En revanche lorsque le régime est non collisionnel soit, KA,__ >1, ce

Ipm

parametre KA __ ne joue plus le réle d’un parametre d’échelle et dans ces conditions, toutes les

Ipm

composantes de la fonction de distribution sont du méme ordre de grandeur.

En utilisant les opérateurs de collision électron-phonon acoustique et électron-phonon
optique définis par les temps de relaxation (1.77) et (1.80) respectivement, leurs composantes sur la
base des polyndmes de Legendre s’écrivent [4],

Cucly =478 N (V) f,(V)- T ()] (111.23)

N (y+Qph)|:Nph fo(y)_(Nph +1) fo(y+Qph)}
=-4r3,,
0 N (Y=, ) [N +2) £ (1) Ny o (y -2,
455, (D[N (2, 1 (-2,) N (y-2,.) 1 (y-2,.)] D
_47T80p|:N (y+Qph)FFD(y+Qph)_N+(y_Qph)FFD(y_Qph):| fo(y)

C

op

C

0P |ns0 :_47[S°P[N(y+Qph)Nph + N+(y_Qph)(Nph +1)] fn(y)
4780, [ N (Y+Q40) Feo (¥+ 25 )~ N (Y= Q31 ) Feo (Y= 241 ) | T (¥) (111.25)
_47[Sop|:N (y+Qph)FFD(y+Qph)_N+(y_Qph)FFD(y_Qph):| fn(y)

ou les section efficaces des collisions élastiques et inélastiques sont données par les équations
suivantes [42,43]

2
- T;Dac : (111.26)
Ar hpv,
2
(D,
o = (2 3 (111.27)
87" pe
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ol T, est la température du réseau en unité énergie, et ou N, est la fonction de distribution de

Bose-Einstein (1.71°.

La densité d’état des électrons dans le cadre de I’approximation parabolique des bandes d’énergie

s’écrit en fonction de la variable réduite d’énergie y comme

3/2T1/2
m*T,
h3

N(y)=k2%=\/§ Jy. (111.28)

D’autre part, nous avons introduit dans les équations (111.24) et (111.25) une grandeur réduite donnée
par I’équation(111.29), qui constitue la limite supérieure de I’énergie au dela de laquelle la densité

d’état d’énergie est non nulle,

Q, =" (111.29)

ol ¢, estI’énergie des phonons.

Ainsi la condition nécessaire sur I’expression de densité d’état d’énergie des électrons dans les

semi-conducteurs est donnée par I’équation [42,43],

N(y-9Qp). pour y=Q,

-

(111.30)
pour y<Q

Dans les équations précédentes (111.26) et (111.27), nous avons utilisé les parametres
physiques, D,, et D dont on rappelle qu’ils représentent le potentiel de déformation dans le cas
des collisions électron-phonon acoustique et électron-phonon optique respectivement. De méme, p
représente la densité du réseau cristallin et v, est la vitesse sonore longitudinale. Dans ces

opérateurs de collision, I’approximation élastique a été utilisée pour les interactions électron-
phonon acoustique, mais les interactions électron-phonon optique sont inélastiques. Ces deux
approximations sont liées aux transitions effectuées par les électrons en absorbant ou en émettant un
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phonon d’énergie &, qui peut étre négligeable (approximation élastique) ou non négligeable

(processus inélastique) par rapport a I’énergie cinétique des électrons. De plus, on note que les

potentiels de déformations D,. et D  utilisés dans notre modeéle sont considérés constants du fait

que les semi conducteurs étudiés ont une géométrie a symétrie maximale. Dans le prochain chapitre,
nous allons choisir le silicium qui a une symétrie cubique a faces centrées comme modele de
simulation. Cette symétrie correspond bien a notre modele des opérateurs de collision. En outre,

notre modeéle nous permet d’étudier des systemes de dégénérescence arbitraire, i.e., des valeurs

arbitraires (négatives et positives) du paramétre g, /T, .

Afin de pouvoir résoudre I’équation de transport analytiqguement tout en respectant le
principe de la conservation de la densité et de I’énergie des porteurs de charge, nous avons choisi un
temps de relaxation isotrope constant pour les deux opérateurs de collision. Ceci est di a la
complexité des deux opérateurs de collision qui se présentent sous une forme intégro-différentielle.

Dans la littérature, I’opérateur de collision électron-électron est modélisé comme suit [44]

Ce, =ve{fm(y,%j— fn(y)} (111.31)
0
avec,
ILIO T ﬂ aFFD T 6FFD
o=l T T o YT o 111.32
” {TOTO Toj o T, oy (I1.32)

ou v, est une fréquence de collision phénoménologique considérée comme constante. Cette

propriété d’une fréguence de collision constante est nécessaire pour assurer les propriétés
conservatives de cet opérateur. Il est important de noter que cet opérateur de collision ne joue pas
un role significatif dans le cas des semi-conducteurs non dégénérés (typiquement pour des densités

d’électrons inférieure 210" cm™) et il est souvent négligé dans la littérature.
En ce qui concerne la contribution isotrope de I’opérateur de collision électron-phonon

optique, nous avons proposé la relation donnée par I’équation

C

op

5= Vano (Ye) [ Feo (Y0, T0) = Fo (¥) ] (111.33)
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ou
vopo(yc):47zsop{Nph[N (Ve +Qp ) +exp(Q, )N (. _Qph)]}

(111.34)
+47TSop|:N (yc+Qph)FFD(yc +Qph)_ N+(yc _Qph)FFD(yc _Qph):|

est la méme expression de la fréquence de collision utilisée dans I’équation (I111.25) avec une

energie caractéristiquey.. Il est a noter que [I’expression (I11.33) peut étre obtenue
approximativement de I’équation (111.24) en supposant que la composante isotrope de la fonction

distribution fo(yiQph) est donnée en fonction de la fonction de distribution de Fermi-Dirac

comme

fo(Yy£Qy )~ exp(FQ,,) fep (V) (111.35)

Rigoureusement, cette approximation est valable uniqguement pour un gaz de porteurs de charge
proche de I’état d’équilibre thermodynamique. De plus, la contribution inélastique est supposée
moins importante que la contribution élastique. Ceci s’explique par fait que les processus de

thermalisation exigent plusieurs collisions pour qu’ils soient significatifs.

Dans les équations (111.20)-(111.22) les composantes anisotropes fn(g) de la fonction de
distribution relaxent vers la valeur zéro pour ‘isotropiser’ le systeme. On peut aussi noter que dans
I’équation isotrope (111.19), les collisions électron-électron Cee(fo)‘o font relaxer la fonction de

distribution vers la fonction de Fermi-Dirac fFD (g,TO) qui dépend de la température des électrons

T, , tandis que les collisions électron-phonon optique Cop(fo)|0 font relaxer la composante isotrope

vers la méme Fermi-Dirac f.,(&,T,) qui dépend de la température du réseauT, . En outre, nous

pouvons aussi appliquer notre modele cinétique pour calculer les propriétés de transport des trous
dans les semi conducteurs. Nous avons juste a changer dans I’équation semi-classique de
Boltzmann les paramétres des électrons par celles des trous (mobilité, masse effective ...) et
réécrire les opérateurs de collision avec les probabilités appropriées de diffusion trou-trou et trou-

réseau.
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1. RESOLUTION ANALYTIQUE DE L’EQUATION DE BOLTZMANN

En adoptant les approximations indiquées plus haut sur les opérateurs de collision électron-
électron et électron-phonon optique, I’opérateur total de collision peut étre exprimé en fonction de
I’opérateur de collision de relaxation. Ainsi, nous pouvons résoudre par intégration directe dans
I’espace de Fourier, I’équation semi-classique de Boltzmann. En plus du développement de la
fonction de distribution sur la base des polynémes de Legendre, nous utilisons aussi les opérateurs

de projection qui vont assurer les propriétés d’invariance collisionnelle.

De méme, nous allons résoudre la partie anisotrope sans les termes de source de I’équation

de Boltzmann avec la technique des fractions continues [25].

111.1. Calcul des opérateurs de Projections

Ces opérateurs de projection sont appliqués uniquement sur la premiere équation isotrope
(111.19) du systeme infini d’équations couplées. Il faut noter que cette derniere telle qu’elle a été
écrite ne peut pas garantir le principe de conservation évoqueé précédemment. Dans ce qui suit on va

exposer les calculs de ces opérateurs.

Ces opérateurs P et Q sont définis par les propriétés d’orthogonalité et de complémentarité

entre eux, c’est a dire,

PQ =0
et (111.36)
P+Q=1

Par ailleurs I’opérateur P projette I’équation cinétique isotrope dans un sous-espace
hydrodynamique ou les propriétés conservatives des opérateurs de collision sont vérifiées. Par
définition cet opérateur de projection est défini par I’équation

PC,.(f)=0 (11.37)

ou dans notre cas C_(f) est I’opérateur de collision électron-électron exprimé dans le cadre de

I’approximation du temps de relaxation, i.e.,
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PC,,(f)=P(f—fgp)=0 (111.38)

Par analogie avec I’expression de la fonction de distribution f_, (I111.32), nous supposons que

: o - . oF
P(fo) est construit sur la base des vecteurs linéairement indépendants donnés par ﬁ et

oF
y—=2- tel que,
oy

(111.39)

Les coefficients A, et A, peuvent étre développés sur la base des moments fondamentaux, Mé’z

3/2

(densité de particule) et M;" (densité d’énergie), de la composante isotrope de la fonction de

distribution f, , comme suit

A(f)=aMi +aM3” o)
Az(fo):a3Mé/2+a4Mg/2 '

+00
ol la notation M " = I f y™dy aété utilisée. Ce sont les moments d’ordre m de la composante de la
0

fonction de distribution d’ordre n.

Pour calculer I’expression de ces opérateurs il suffit donc de calculer les coefficients

numériques, a, , .

Pour cela nous rappelons la propriété des opérateurs de projection, P> =P, que I’on obtient

aisément a partir des equations (111.36),
P(P(f,))=(1-Q)P(f,)=P(f,). (111.41)
Puis, nous posons P( f 0) = g(f,) eten lui appliquant I’opérateur P, il résulte

74



OFep OFep

Pla(f)]=A(a(f)) 5 +A,(9(f))y 5 (111.42)
ou
Ai[g(fo)]zaiM;/(zfo)+azMgS£2fo) (11.43)
ALo(fo)]=aMyi +aM)
Ce qui nous donne :
oF oF
P[g ( fo )] = [aiM ;/(Zfo) + az'V';(zfo)] a;D "’[asM ;/(Zfo) + a4M§(2fo)] Yﬁ (111.44)
qui s’écrit plus explicitement comme,
oF, oF

Pl:g(fo):|=|:aij- y"g( f,)dy—= +a2jy3/zg(fo)dyi}

¥ » (111.45)

+[aﬁfymg(fo)dy+a4fy3/zg(fo)dy}y%

En identifiant I’équation (111.45) a I’équation (I11.39), on calcule les expressions explicites des

quatre coefficients cités ci-dessus :

3, = ~10F,, ,a, = OFye (111.46)
5 F—1/2 F3/2 -9 I:1/2 I:1/2 5F—1/2 l:3/2 -9 I:1/2 I:1/2

a, = L, ;a, = 2Fe (111.47)
9F1/2F1/2 _5F71/2 Fl/Z 9F1/2 I:1/2 _5F71/2F1/2

ou les F, sont les intégrales de Fermi

= ad :m :
G’j | ( ! ﬂ] dy (111.48)
0 exp +1

En tenant des équations (111.46) et (111.47), la forme finale de I’expression (I11.44) devient alors :
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1 ° ° oF
Pla(y)]= 10F,, | y"*g(y)dy-6F,, | y**g ydy}—FD
[ ( )] OF,Fy, —5F 4, Fy {|: 3/2'([ ( ) 1/2'([ ( ) oy

1
_|_
9F1/2 FlIZ - 5F—1/2 I:3/2

(111.49)

K ° oF
{_6 Fl/ZI y'2g (Y)dy + 2F_1/2j y*?g (Y) dY} y 8)F1D }
0 0

111.2. Applications des opérateurs de projection sur I’équation isotrope.

Nous pouvons maintenant appliquer I’opérateur de projection P sur I’équation isotrope
(111.19). Cette équation doit assurer les propriétés de conservation de la densité et de I’énergie des

porteurs de charge c’est a dire,

Tcee(f)zr?aﬁ =0 (111.50)
Jeu(D)e(p) 2P =0 (11151)

En couplant le résultat obtenu avec I’équation isotrope (111.19), (ce qui revient a multiplier

I’équation isotrope par I’opérateur Q), nous obtenons,

. \/E \/E (10F3/2M11_6F1/2M12)8F
—iw| f,— fp (V. T,) |+ —=iKv,y"*f, = ~=iKv T
[ 0 FD( 0)] N N 9(F1,2)2 ~5F ,Fy,  OY

QiKV (_6|:1/2M11 + F71/2M12) OFep
t 2
9(F1/2) _SF—1/2F3/2 6y

7 Vol fo—fro (ViTo) ]+ (111.52)

Vopo (yc)l: feo (y'TL)_Sinel (yqu’TO'TL)]

ou

VO = VopO + Vee

est la fréquence totale de collision isotrope et il apparait dans cette équation un terme de source

inélastique qui s’écrit comme,
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1T, T, T
Sinel = fFD(y’TL)__ (_)I_ ’ ’ oy :
15T_‘9(F3/2 (To)Fuz (TL)_FlIZ (To)F3/2 (TL)) (||| 53)
0 .
T
L T_9(5F71/2 (TO)FB/Z (TL) 9, (TO)FlIZ (TL))+ anp[YfﬁJ
0 0
—= y
D T oy
3(.'._0.'._9 _Tﬁ] ( F1/2 (To) I:-1/2 (TL ) - F—1/2 (To) F1/2 (TL ))
0 0 0
Par ailleurs dans I’équation (111.53), les notations suivantes sont utilisées,
, : : T,
» la température adimensionnelle, 9=_|_—,
L
2
Ho Ho 0
> D=9|F,| 2% || -5F ,| 22 [F,,| 22 (11.54)
|: llz[Tojj| 1/2(1—0) 3/2(1-0]

Nous pouvons facilement vérifier que pour&=1, le terme inélastique (111.53) devient nul comme il

se doit.

On peut noter que cette équation (111.52) dépend de la composante isotrope de la fonction de
distribution et de la premiére anisotropie a travers les intégrales M, et M/. La prochaine étape
nécessaire pour calculer les expressions explicites des différentes composantes de la fonction de

distribution est I’utilisation de la méthode des fractions continues pour résoudre les équations

anisotropes sans terme de source.

111.3. Méthode des fractions continues

La technique mathématique des fractions continues est utilisée souvent en physique
statistique pour ressommer les composantes de la fonction de distribution dans la base des
harmoniques sphériques (donc aussi des polynémes de Legendre) et d’obtenir ainsi une solution
sous forme d’une fraction continue d’un ordre donné. L’équation anisotrope sans terme de source
(111.22) s’écrit en regroupant la contribution des processus collisionnels sous forme d’une fréquence

v(y), sous la forme,
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. /2 ; 12
[—io+v(y)]f, + NEEenEsT iKv,y"f,

I11.55
(n+1)v2 ( )

’ J(@n+1)(2n+3)

iKVt yl/2 1:n+1 = 0

Nous pouvons résoudre cette équation en utilisant des relations de récurrence, mais nous pouvant

aussi operer de fagon plus simple en calculant la composante f, avec des ordres successifs, et
ensuite géneraliser le résultat. La premiére approximation est celle qui consiste a négliger f, et a

calculer la composante f, en fonction de f,, soit

H 1/2
fo-3 |2 Ky 4 (111.56)

35 -iw+v(y) °

L’ordre suivant consiste a garder la composante f, eta I’exprimer en utilisant I’équation (111.56) en

fonction de f,, soit

H 1/2
— 'K"tysz f, (111.57)
35 asztzy
—iw+ +
o+v(y) —iw+v(y)

En généralisant cette expression a I’ordre n arbitraire on trouve,

2 32

f, =—iKv,y"* —=—=F’f,

J35

AY 3 - - & <+ - - 7 -
ou F, est la fraction continue définie par la relation de récurrence suivante

2(n+1)2

) KRR (111.58)
4(n+1)’-1

La fréquence de collision totale est donnée par la relation suivante
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)= 415N (1) 428, [N (Y- DN N (=) (N, +1)
(111.59)

47rSop[N (Y+Q)Fp (y+Q)-N"(y-Q) FFD(y—Q)]+v

L utilisation simultanée de la technique des fractions continues et I’application des opérateurs de
projection va permettre de calculer les expressions analytiques des composantes de la fonction de

distributions des porteurs de charge.

I11.4. Calcul des trois premiéres composantes de la fonction de distribution

Les composantes de la fonction de distribution dont on a besoin pour calculer les relations
de fermeture sont les deux premiéres composantes anisotropes. Pour les calculer explicitement,
nous éecrivons les trois premiéres équations du développement de I’équation semi-classique de

Boltzmann sur la base des polyndmes de Legendre,

10F, M!-6F, M2
(Heo+vo)[ fo=feo (vTo) = quvy”2f+£'Kvt( (3’2)21 = 1)ag;D+
9 Fﬂz _SEuze/z
(111.60)
2. (BE,MI+F M) oF
_IKVt( = 21 = 1)y o +Vop0(yc)l:fFD(y!TL)_Sinel(y!/uO’TO’TL)]
\/é g(Fuz) _SF—ust/z 8)/
f =—iKv, ~—= V2 Fly"?f, +\/§y“2F18FFD eE QyﬂzplaFFD i |-
\f V3 oy \mv,) 3~ ° oy v, (11,61
R e )
4 oF eE
f, = K2vZyF'F2f, iKv,yF!F2 —Fp
’ 3\/_ g BEN R oy (mv J )
4 oF V '
Fip2 e | ¥
3\/§ (y) oy [vtj
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La résolution du systeme d’équations (111.60)-(111.62) conduit aux expressions explicites des trois
composantes de la fonction de distribution en fonction des forces thermodynamiques de magnitude

relativement faible,

_ 2,2 2 32~01 OF OF || V2 iKVt 1OF3/2M11 _6F1/2M12
f,=9-—=KV, y"*G_F, + \/_ - 5
3 oy oy 3 —-iw+v, 9(|:]/2) ~5F ,,Fy,

_EKZ 2 5/ZGOF1 a|:|:D aFFD \/E iKVt _6 I:1/2'\/|l:L + I:—1/2'\/|12
H UM oy oy oy 3 —iw+v 2
0 )| 9(Fy) —5F y,Fy,

3 -lw+v,

{g(;] (KVt )2 chO Fcl +]}V0po(yc)[ feo (y’TL) ~ Sinel (y, /‘O’TO’TL)]

2 2 2e OFp /. 16 2 oF /.
—(Kv,) yG2F! +1 fp —=—yGF! —F(iKE )+ —(Kv,) G F!F’y> —(iKV
{3( t)ycc }FD 3mycc ay( ) 45( t) cccy ay( )
+EyGC°Fcl—aFFD (iKv,) T
3 oy A
(111.63)

—6FJ/2M11 + E]/lez y oF

2
f, == K*’y"’GF!
' t 9(F]/2)2 5F R, | O

3 (Fe) ~5F 1oy | ¥

V2

. V2.
_ﬁ IKVIGS Fc1 2Vopo(yc)[ 1:FD(y’TL) _Sinel (yi :uO’TO’TL)] _ﬁ IKVth?Fc1 ’ 1:FD

1 2
10F,,M; —6F,M; |, {% Koy GO 2)

L2 o e i _Q(iwl}ew : P
Jmy Ty B
—EQ(iKV)iKVthFchfys’zaFﬂ

1543

t

(111.64)
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[ szz s/zGo(F ) Fc2 aFFD + Kz zyF Fz 8FFDJ _i-\/EKVt 10F3,2|V2|11—6Fﬂ2|\/|12
oy 3\/_5 o N\ —lo+v, 9( F]jz) —5F ,Fy,
(_ 8 (szz) y7/2GO(F ) FCZ alzFD + 4 KZVZyZFchCZ aFFDJ _I\/EKV'( _6F]J2,\£|j-+F7]J2M12
915 & 315 y J Ao+v, 9(F1,2) —5F ,Fy,
8

_([Q\/E(KZVIZ)Z yZGS(Fcl)Z Fczj[_ia)1+V0J +(3j§ KZV‘ZyF:FCZJ(_ileOj}v"’“’(%)[ foo (y,TL)—Sinel (y,,uo,TO,TL)]
_{gjg(szf) Y6 (R F +3ng chlFCZ}fFD
{—szvfyzGo(F) 2 ¥ L 22 yrip? Feo }(—i 2Kvt)£

%5 2/ 3\/5 o mv,
64 2,2 30 2\2 6FFD 4 e aFFD _
{‘W(Kv) ve (R (R) oy g IRR }(lKV)
W2 o o1y 2OFoT . Vv
— g Ky G (F)F > [—u\/EKvt](ua)VJ

(111.65)

=]
ol G’ :(—ia)ﬂ/o + szfgchlj :

Nous notons que les équations (111.63)-(111.65) constituent un systéme d’équations couplées pour les

composantes f,, f, et f,.

IV. CONCLUSION

Dans ce chapitre, un nouveau modéle cinétique basé sur I’équation de Boltzmann semi-
classique, est présenté. Ce modéle prend en compte les mécanismes collisionnels électron-électron
et électron-phonon (acoustique et optique). L’approximation 1D dans I’espace réel ainsi que
I’approximation des forces thermodynamiques d’intensité de faible magnitude ont été considérées.

L’équation de Boltzmann semi-classique a été résolue analytiqguement de facon exacte en
utilisant les opérateurs de projection et la technique des fractions continues. La fonction de
distribution a été calculée dans la base des polyndmes de Legendre en fonction d’intégrales qui
dépendent des fractions continues et de la fonction de distribution de Fermi-Dirac.
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CHAPITRE IV

CALCUL DES RELATIONS DE FERMETURE DES EQUATIONS
HYDRODYNAMIQUES DANS LES SEMI-CONDUCTEURS

I. INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré au calcul analytique des coefficients de transport et des
termes de production généralisés. En préliminaire, nous rappelons les expressions des
équations hydrodynamiques dans le cadre de I’approximation des forces thermodynamiques
faibles magnitude. Ensuite, nous présentons le calcul des relations de fermeture. Des résultats
numeriques de ces coefficients sont présentés en fonction du paramétre de Knudsen du régime

collisionnel au régime non collisionnel, pour différentes vitesses de phase normalisées
a)/\/EKvt. Une étude plus détaillée est réservée au phénomene de transport dans le regime

balistique (non collisionnel). Enfin, nous achevons notre discussion par une comparaison de

nos résultats avec ceux de la littérature dans le cas quasi-collisionnel et balistique.

Il. SYSTEME D’EQUATIONS HYDRODYNAMIQUES

Les équations hydrodynamiques ont été présentées dans le chapitre I, dans le cas
général. On va les réécrire dans ce chapitre dans le cadre de I’approximation des forces
thermodynamiques d’intensité relativement faible. On rappelle que ces équations décrivent
I’évolution des moments hydrodynamiques (densité, vitesse de dérive et densité d’énergie)
dans I’espace spatio-temporel a travers les trois lois de la conservation du nombre de

particule, de I’impulsion et de I’énergie. Leurs expressions explicites s’écrivent comme,

a_”+ ony _ 0 Equation Chapter 4 Section 1(I1V.1)
ot ox
oV

t m 3mn, ox mn, Ox  mn,
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W, 0 yys 2w Y, 3

ot ax(") 3 °ox  ox Qi (IV:3)

ou I’indice “0’, signifie que la grandeur est calculée a I’équilibre global défini par la fonction
de distribution de Fermi-Dirac

Feo (a%) = {exp (%} +1} . (IV.4)

Les parameétres physiques qui définissent ces équations sont les grandeurs hydrodynamiques
n, Vet W et les grandeurs de transport et de production. Les variables hydrodynamiques sont
définies par les expressions,

i) la densité des électrons,
©o2d%p
n= j s (IV.5)

Il est important de noter que la densité de particules peut s’exprimer en fonction du potentiel

chimique en utilisant la définition standard,

1
- 2d°®
n:j{1+exp[8_l_ﬂﬂ hsp.

i) la composante du vecteur vitesse fluide des porteurs de charge, paralléle a I’axe

d’inhomogénéité

+00 3
V= [v,f 2‘;—3"’ (IV.6)

ou v,, est la vitesse des électrons par rapport au repere du laboratoire.
iii) la densité d’énergie

W =F,,/Fy,(n,T +nT,)
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ou les F, sont les intégrales de Fermi définies par I’équation (111.48). Par ailleurs, les

grandeurs de transport sont les suivantes,

iv) la composante parallele a I’axe d’inhomogenéité du vecteur flux de chaleur
généralisé,
+00 2d3p
q, = [ ev,f - (IV.7)
V) I’élément x-x du tenseur de contraintes,
+00 2 3
3 » V), 2d°p
HXX_[Om[vX—?jf e (IV.8)

Enfin les termes de production sont,
Vi) la composante du vecteur taux de transfert d’impulsion, parallele a I’axe

d’inhomogénéité

2d°p
h3

RX:Iva[Cac(f)+Cop(f)+Cee(f)] (1V.9)
vii)  Le taux de transfert d’énergie entre les électrons et le réseau qui est un terme de

transport inélastique et il caractérise le transfert d’énergie entre les électrons et les

phonons optiques.

2d°p
h3

Qinel = Tgcop ( f ) (lVlO)

Les quantités de transport ainsi que les termes de production sont des relations de
fermetures des équations hydrodynamiques si on les exprime en fonction des variables
hydrodynamiques, n, V et W. Ce qui va conduire a un systeme self-consistant d’équations
hydrodynamiques.

On peut réécrire les grandeurs de transport et les termes de production en fonction de
variables adimensionnelles, plus adaptées pour les calculs numériques. Pour cela on utilise la

notation des moments de la fonction de distribution
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M = [y fdy (IV.11)
0

ou y=mv’/2T, et f, estla composante ‘i’ de la fonction de distribution développée sur la

base des polyndmes de Legendre (voir chapitre I11). En utilisant ces notations, on obtient

)} La densité de courant dans le repere fluide électronique, suivant I’axe Ox,

2

J, =———en,v,M; (IV.12)

' \/§F1/ 2

)] Le flux de chaleur généralisé suivant I’axe O,

2
=N TV, M12 (IV.13)

0, =
\/EFl/z

i) L’élément x-x du tenseur de contraintes,

LN FVEC (IV.14)

H XX
3V5F,,

iii) Le taux de transfert d’impulsion électron-réseau

4F m 2 T
=00 W g _ V2 nomvt'[yv(y)fl(y)dy (1V.15)
0

RX X
3 Fl/2 € F ‘/é

iv) Le terme de transfert d’énergie di aux collisions inélastiques électron-phonon

optique
N, T, Ny T,
Qinel = % (%?fo) = op0 ; ° <M03/2 (TO ) -M 2132 (TL )) ' (|V16)
1/2 12

Les moments, donnés par les équations (IV.12)- (IV.15), peuvent étre ecrits dans

I’espace de Fourier, par rapport aux forces thermodynamiques que sont le gradient de
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température iKT, le gradient du potentiel chimique généralisé (qui inclus le champ

électrique), iIK iz =iK 1+ eE , et la densité de courant de charge

2d°
J, =—erxf 3p .
En plus nous avons rajouté la contribution du vecteur de vitesse de fluide V qui n’est pas une
force thermodynamique. Notons que la densité de courant de charge J, est due aux collisions
électron-réseau (second membre de I’équation de Boltzmann) alors que la vitesse fluide V est
due a la propagation libre des électrons (premier membre de I’équation de Boltzmann). Cette

séparation des vitesses va nous permettre de Vérifier si la symétrie d’Onsager des coefficients

de transport est bien vérifiée.

Notons que la condition de la moyenne statistique de la vitesse aléatoire des électrons

nulle, conduit a
M;=0. (IV.17)

En résumé, la condition de la vitesse aléatoire nulle et les grandeurs de transport se présentent

sous la forme,

J, =en0vtii+en0vti KT +en,v, = L IK (IV.18)
L, V, L, |K|T, L, \K\T

q, =-n.Tv,L,, “:% v, L, "K‘TO n,T,v, L23://—t— n,T,v, L24e;—(:w (IV.19)

I, = _noToLm%_noToL% T, Ny ToLss ‘IK‘V NeToLss ‘KT;,]] v, (1V.20)

R, =-nmv,v,. LM% +n,mv,v, L, % —n,mv,v,. L43://—t+ L, % J, (1IV.21)
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ou les Lij sont les coefficients de transport linéaires et adimensionnels. Leurs calculs passent

par la résolution de I’équation de Boltzmann. Notons juste que les flux sont générés par la
composante de la premiére anisotropie et que le tenseur de contraintes est issu de la
composante de la seconde anisotropie, calculées dans le chapitre précédent. En revanche les

termes de production nécessitent un traitement spécifique qui sera présenté par la suite.

1. CALCUL DES COEFFICICIENTS DE TRANSPORT

Pour calculer les coefficients de transport dans une premiere étape nous recalculons la

premiére et la deuxiéme anisotropie de fagon explicite en éliminant les moments M, et M;

dans les équations (111.64) et (111.65). Comme précisé plus haut on propose le développement

de la premiére anisotropie sous la forme,

f=f|—|+f|=|+f|—|+f — . (IvV.22)
b [TOJ ' [To v, TV,

En multipliant I’équation (111.64) par y et y* et en intégrant sur I’espace des vitesses nous

obtenons deux équations algébriques couplées pour les moments M, et M?. En résolvant ce

systeme d’équation, on déduit les expressions explicites de ces deux moments. On les

remplace ensuite dans I’expression de la premiere anisotropie obtenant finalement,

|:|;g,0 (3 F]/Z _} F_yz ‘%j I;/ZOLE) I:3/2 _§ F1/2 l%ﬂ
fI_—qu\FGFly”‘3F 2 2 % 22 LT
1 3 a]

0 (122705° = 15°155°) T
31 5 3 (IV.23)
I;ﬂ/(z)’o *Fuz A F—szﬁ _I;g,o 7F3/2 F:I! l%
L2 o an O 2 2 2 27T )T
+IKVt _GchyS/ 1007100 10,0100 -
3 Y (|5/2 |1/2 _Is/z |3/2 ) To

87



1 3
- F I 1,0,0 _ - F I l,0,0jl
~ 2 F |: -1/2 " 5/2 1/2 " 3/2 ) ~
f [ﬁ] =38Ry Zeo L2 : iy, £

3 o (ET-nPR)
{1 = i _ 3 - |1,0,0} (IV.24)
EGOFl 3/2 aFFD 2 e 2 e iK E
+ c' ¢ y P |1,0,0| 1,0,0 |1,0,o| 1,0,0 I Vt T
y (5/2 va a2 e ) 0
1 1.0.0 3 1,0,0
N e ST B
f \% _ 2GOFl 1/2 aFFD {2 e 2 S PN
1y | T\3 <Y oy | 1001100 _ 1100|100 Ia)V_
t (5/2 12 3/2 372 ) t
1 3
> oF [2 Fllzlé}gyo_zlzl/zlll/g'o}
_\/:GOFly3/2 FD ia)_
c ' c 1,0,071,0,0 1,0,051,0,0
3 oy (|5/2 I1/2 _|3/2 |3/2 ) Vi (1V.25)
SiKv, \EEV’ZF;F;_E K2v2y*2G2 (FL) Fj}—aFFD iKv, -
315 3 oy Vi
“ikv, |2 20 aygopyee O [1"lsz e iy, ~-
t 3 45 t>~c'c 8y <|é}g’0|11/'g'0—|;}g'0|;}g'o) tVt
avec
2 -1
Gc0 =(—ia)+vo + szfgchl] (1V.26)

et ou la notation pour les intégrales qui contiennent les fractions continues et la fonction de

distribution de Fermi-Dirac,

o K i i k OF 5 (T, .
)= (R () ety v

a été utilisée. La dépendance des coefficients de transport en fonction du vecteur densité de

courant J_ est obtenue en réécrivant I’opérateur de collision électron-phonon acoustique dans

le référentiel du laboratoire, soit

Coa(1)=vay"?Y n(ﬂa@)—@vmy%iaw) (1v.28)
n=1

oy enyVv,
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En tenant compte du deuxieme terme de I’équation (IV.28) qui est un terme de source, nous

déduisons aprés quelques étapes de calcul,

2 2 2.,2,,20 al:FD ‘]x
fl(Jx):\/; [yF ~= KV y*GY (F! )} RET

1107100 _ 1107100
K2 22 |2 v GOELY2 aFFD (I lsi. — 157" 1 ) Jy
+ Vt§ 3 Vac2e e Y |L00|100 _ | 100100 (1V.29)
(5/2 vz g2 13 )
| 101200 _ | 110100
t Va2 e | 100100 _ [L00| 100
3\3 oy (5/2 vz — b2 3/2) —enV, )

De la méme fagon, I’expression explicite de la deuxieme composante anisotrope de la
fonction de distribution des porteurs de charge est déduite a partir des équations (111.21) et
(111.56) comme suit :

/2

f,(y)= —|Kv— y R (y)+iKV

T

A partir des équations (1V.23)-(1V.25), (1V.29) et (1V.30), nous pouvons calculer les

4 yF? OFcp

357 ° oy

(1V.30)

expressions explicites des différents coefficients cinetiques L;. Il faut noter que leurs

expressions sont écrites dans I’espace de Fourier ; ce sont donc des expressions complexes.

En calculant les moments M, et M/ de la fonction de distribution on obtient,

1 .
(3R - Foi2?) S Fae (o) 120
2F, v, (15 1)
3 .
|:(Fl/2|;/go 3F1/2|11/20)(2F1/2+(_'a)+vo)lel>}g'oj}

1,0,011,0,0 1,0,011,0,0
2F;,Kv (|5/2 L™ = 1327 132 )

L11 =
(Iv.31)

+

1/2
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0 00)[[ 3 1o m - 00 _ Ho |10,
(3F1/2|31/go - F—l/2|2/20)|:[2 Fy, ) F i .I.()j+(_|w+vo)(lsl’/go _Tio |11,20ﬂ
0 0

1,0,01100 _ 10,0100
2F1/2Kvt(|5/2 I1/2 _|3/2 |3/2 )

L, =

(IV.32)
5 3 H, ; 100 _ Mo 1100
F o, 159° =3F,1.59° KF, -~F, °j+(—|a)+v )[I P P
+( 1/273/2 12712 ) 2 3/2 2 12-|-0 0 5/2 -I-O 3/2
2F,,Kv, (155°135° - 135°155°)
16 .2
0,0 0,0 2,211, 1,0
(_3F1/2|91,/2 + F_izlsis )[45k Vilgs — o glé/lz }
Lis =
1,0,0 71,00 1,0,0y1,0,0
2F1/2 (|5/2 L2 = lai2 Laiz )
1V.33)
16 2 (
1,0,0 1,0,0 2,2 1111 11,0
(_ Foiolay” + 3F, 15, ){45k Viliig - Ia)§|5,2 }
+
,0,071,0,0 ,0,0711,0,0
2Fy, (Ié/z Ill/2 - I;/z I;/Z )
110100 _ y110§100
3 _\/EV 020 2\/E K22 |1,2,0+2\/§ K22y |1,1,0(|2 15, 137" 1y, )
4= FlYac’2 T t"ac"3 tVac"3/2 1,0,071,0,0 1,0,071,0,0
\/é 3\/5 3\/5’ (|5/20|1/2 —l3; 13 )
110y100 _ 11107100 (Iv.34)
+2\/§ K22y, |L1,0(|3 ;" =115, )
3\/5 tac 752 (|1,0,o|1,0,o_|1,o,0|1,0,0)
52 w2 T 32 13
5F Il,0,0 3F Il,0,0 1 F - Il,0,0
( si2l32 ~ 9P ls) ) 2 T (Hlo+vg) 1
L, =
1,0,0y1,0,0 1,0,011,0,0
\/§F1/2(|5/2 L™ = 1ai2 Lsiz )
(Iv.35)

3 .
{(3F1/2 3" =5F, 155" )(2 Fu, + (mi@ +v) 13" )}

+ /2F Il,0,0ll,0,0 _ Il,0,0ll,0,0
1/2 5/2 "1/2 3/2 "3/2
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3 1 .
[ L N |
0 0

L, =

2, v, (127120~ | E201227)
(1V.36)
5 3 )
R [ e C ]|
n 0 0
2, v, (1271 5291557)
(SRl 4 3F,150°)| o kvitEy —io 203 |
L 45 3
: 2, (1201520 — 1591550
(IV.37)
(_3F1/2 |;}g,o + 5F3/2 |11/'g’0 )[ZZ kZVt2 I %}121 - ia)g I;'/lz’o}
_l_

1,0,011,0,0 1,0,0 1 1,0,0
2F1/2(|5/2 L™ = 132 13 )

1101100 1104100
2 0 4 4 (Iz ls, =157 15 )
_ 10 2 120 2 110
L24 _3F acIS 9F K Vtzvac|4 +9F K VtZVaCISIZ ILO'OILO'O —ILO'OllO'O
v2 vz v2 52 ‘w2 T 32 132
4 ( | 1501100 _ 110|100 (1Vv.38)
2 110 \ '3 12 2 732
+9|: Kvtzvaclm | 500|100 _ 1100100
2 52 2 12 Y32

_ 8K2Vt2 Ié}jil( I:—1/2 |é}g,o _3F]J2 |;./g,o) N 8K2Vt2 I %/121 (_F—yz I%/%O +3F1/2 %xo)

L31 - 45F IL0,0IL0,0 _ IL0,0IL0,0 I 45F Il,0,0Il,0,0 _ Il0,0Il,0,0 (IV39)
12\ "5/2 "12 3/2 "3/2 2\ '5/2 "12 3/2 "3/2

1, 0, H 0, H
8K zvflé/lzl { |51/c;o (3':1/2 - F—l/2 Toj - |31/go [5F3/2 - 3F1/2 Toj}

0 0

1,0,011,0,0 1,0,011,0,0
45F1/2(|5/2 I1/2 _|3/2 I3/2 )

8K thzlg}lél |:_ I;}Z'O (3F1/2 - F—1/2 I-LFOJ + |11/’(2)'0 (5F3/2 - 3F1/2 l-ll-loj}

L32 =

(IV.40)

0 0

=+
1,0,011,0,0 1,0,071,0,0
45F1/2(|5/2 l2™ = 132" 132 )
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8|K|v : _ 8
o= Sttt - |
1/2
kv 1 (o2 ke |2 e SR kv |
+ V.41
45F, (1557132 — 135°152°) (VA
soievin| 2 <o 21 SR vy (o2 o kv
_+_
45F,, (155°15° ~ 135°15%°)
_ 32K2V12 Vac 0’1’1_ 32\/5 Vac 1,21
o oasV2F,, V2 |K|v, 7 135F, 2 |K|v,
L3282 v (TIGT - 1E) V.2
5/2 .
135F,, V2[K v, ™ (1550105 = 15501557
L3282 v (TR - 1)
712
135F,, V2[K v, " (15501055 = 15501527
1,2,0 110y 100 110 100
L - Z‘K‘Vt 040 4KV} 120 4K 33 1 (|3/2|5/2 - |5/2|3/2)
41 2 3 100 1 100 _ 100 | 100
3Fy, 9F,, 9F,, (Is/z Lz = laz2 13 )
1,2,0 110 100 110 100 (IV43)
N 4KV} I3 (|5/2 Lz = ez la )
100y 100 100y 100
9|:1/2 (|5/2 Lz = T2 132 )
o 00)[| 3 1o w i 00 _ Ho |10,
2 [ R R R +
Y \BR, K|V (155717~ 13°155°)
(IV.44)

5 3 Y7 .
(ZFolsl}g'O _4':1'11/2'0){(2 Fy2 5 Fy TOJ—'_ (-lo+ Vo)(
0

5/2 3/2
TO

| 100 _ Hy | 10,0

)

\/§F1/ 2

1,0,011,0,0 1,0,071,0,0
K| v, (15501500 — 1100

5/2 "1/2 3/2 "3/2
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Lo = (AR 2R 2wz - Bty
v (IV.45)
o (2R - am) Rk - B

1/2

_4F 2 0.1.0
44 = t+t_ —V ac|5/2
3|:1/2 3|:l/2

5/2 3/2
IlOO 1,0,0 IlOOIlOO)

[110] 1oo_|110|100)

(IV.46)

2,,211,2,0
VacK Vt I7/2 +

9 1/2 1/2 5/2 1/2 3/2 "3/2

v, szflgw((

IllOIlOO_IllO 1,0,0

n v K2 zlllo 3 1/2 3/2
9': ac Il,O,OIl,OO IlOO 1,0,0
1/2 5/2 "1/2 3/2 3/2

L’expression du terme de production de transfert d’énergie inélastique di aux
collisions électron-réseau se calcule a partir de la définition (IV.16) et de I’expression de la

fonction isotrope (111.63). Son calcul explicite donne

.
Qiet =Vop nOO(MS/Z—Mﬁ/DZ(TL)) (IV.47)

que I’on peut écrire sous la forme suivante :

Ou = S| 1) (1) 08 1)) |

op0 Fo |l2T,

Ve r::oTo {B(eﬁ,z (T.) = Fyo (T, ))}%}

12

(IV.48)

ou @ =-". Nous pouvons aussi exprimer ce terme inélastique en fonction de la densité n et la
L

température T en utilisant la relation

n 2(3 o Fﬂ;@g

2 TO 2Fl/2 TO 2':1/2 TO

93



Il faut noter que ce terme de production inélastique Q, ., est un terme local. Ceci est dil au fait

nel

que nous avons utilisé une fréquence de transition constante vopo(yc) donnée par I’équation

(111.33). Nous pouvons avoir un terme non local dans le cas ou la fréquence de collision
dépend de la vitesse microscopique.

IV. EXPRESSIONS DES COEFFICIENTS DE TRANSPORT EN FONCTION DES
Variables T,V et J, .

En éliminant la contribution directe du potentiel électrochimique généralisé i par la
condition de la quasi-neutralité du systtme M. =0[Eg. (IV.17)], nous pouvons déduire les

expressions des relations de fermeture des équations fluide en fonction de trois parametres
macroscopiques qui sont la température, la vitesse fluide et la densité de courant. Les
nouvelles expressions du flux de chaleur, du tenseur de contraintes et du taux d’échange

d’impulsion s’écrivent alors comme,

nT v iKT Vv J
— K 200 T L o n TV, —— BN TV, X V.49
0y T v T, qlolo tvt :Bq olo tenth ( )
1, :annOTol—nV\/EMﬂ+7/n\/§ MooV, iK Iy (1V.50)
TO Vac Vt Vac enOVt
iIKT V J
R = 4./2nmv2 —— 4 7. NnMmV,v. ——v.nmv,y, —X_ V.51
X ﬂR 0 t TO 7/R 0 t" ac Vt J'0 t"” ac enOVt ( )

ou les coefficients de transport adimensionnels exprimés dans I’espace de Fourier (a)K) sont

)] le coefficient de la conductivité thermique,
K, =—tobe | (IV.52)
Ly
i) le coefficient de viscosité
n = %+ Ly (IV.53)
1
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iii)  le coefficient de friction électron-réseau

v, :%— L, (Iv.54)
1
iv) le coefficient convectif issu de la vitesse de dérive V
a, =%— L, (IVv.55)
1
V) le coefficient de I’anisotropie de température
oy - %— L. (IV.56)
1
Vi) le coefficient de Peltier issu de la densité de la vitesse de dérive J,
p=ube g, (IV.57)
1
vii)  le coefficient thermique électron-réseau
Br = ﬂ"' L, (1V.58)
1
viii)  le coefficient de viscosité dd a J,
Yn = %+ Ly, (IV.59)
1
iX) le coefficient de friction électron-réseau di a V
Ve =%—L43. (IV.60)
1

Due a la séparation des termes de transport proportionnels a la vitesse moyenne en deux
contributions dans les équations (1V.49)-(1V.51), le coefficient de Peltier, le coefficient de

viscosité et le coefficient de friction électron-réseau sont donnés respectivement par

B=B,ta,, n=n,+y; etv=v,+y;.
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V. RESULTATS NUMERIQUES ET DISCUSSION

Nous allons présenter dans ce paragraphe des résultats numériques concernant ces
coefficients dans le cas du silicium. Les résultats obtenus sont représentés dans les figures
IV.1-1V.8. Chaque coefficient de transport est scindé en deux parties, I’une reelle et I’autre
imaginaire. Ces figures illustrent le comportement des coefficients de transport en fonction du

parametre pertinent (parametre de Knudsen), I' = Kv, /v,. = K4, ou A, est le libre parcours
moyen électron-phonon acoustique. Trois valeurs de la vitesse de groupe normalisée sont
considérées, &= a)/\/EKvt =107, 0.1, et 10. Les valeurs physiques utilisées sont celles du

silicium [42,43]. Nous les résumons dans le tableau ci-dessous.

Paramétre physique Valeur numérique
Potentiel de déformation D,. =9%V
Densité de masse p =2330kg /m®
Masse effective m=2.910""kg
Température des électrons T, = 300K
Vitesse acoustique longitudinale v, =9040m/s

Libre parcours moyen électron-phonon | A ~0.1um

acoustique

Fréquence de collision électron-phonon 475,.m* I1°~107s™

acoustique

Fréquence de collision électron-phonon 47z‘50prhm2/h3z1.71063_1

optique

- —— —~ 1
Fréquence de collision électron-électron v, =10%s
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La valeur typique de la vitesse qui a permis de calculer la fréquence de collision électron-

phonon optique est donnée par y =2, et le potentiel chimique adoptée est, 4, /T, =-10, ce

qui correspond a gaz d’électron trés faiblement dégénéré. Nous pouvons remarquer que pour

K4, =1, le transport électronique est nettement non local et la longueur caractéristique du

systéme est submicronique, soit L =0.63um.

On peut aussi noter que les coefficients de transport utilisés dans les équations

(IV.52)-(1V.60) dépendent fortement des parametres T et £. En outre, les effets non locaux
générent de nouveaux coefficients de transport, notammenta, (K, ), ay; (K@), 7, (K,0) et
7= (K, ). Ces coefficients de transport n’ont aucune contrepartie dans les relations locales du

transport et elles s’annulent dans la limite collisionnelle.

Les intégrales (IV.27) ont été calculées numériguement en utilisant un algorithme
standard [25] des fractions continues. Ces fractions continues sont calculées avec une

)

fractions infinies possédent la propriété de converger trés rapidement et que le temps de calcul

= <107 ol n est I’ordre de la fraction continue. Notons que ces

c

F'

c

précision WF”+1

numérique de ces fractions ne dépasse pas quelques secondes.

Nous pouvons remarquer dans les figures IV.1 et IV.4 que le coefficient de la

conductiviteé thermique K; et le coefficient de la viscosite 7, sont réduits par les effets non

locaux et dans la limite collisionnelle (C'<<1) et pour&~1, la partie imaginaire de ces

coefficients de transport est comparable a la partie réelle.

Par ailleurs, pour & <<1(transport quasi statique) et I'>1 (limite non collisionnelle),
dus aux effets purement non locaux, les coefficients de transport dissipatifs, K et 7, ,
présentent un comportement asymptotique proportionnel a 1/|K|. En général les coefficients

de transport diminuent du régime quasi statique au régime transitoire, sauf pour le coefficient

de transport v, [Fig. IV.7] qui présente une dépendance en fonction de & négligeable.
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047
(b)
0.3

IMAG(K.)
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Figure V.1 :: conductivité thermique K. , (a) parties réelle et (b) partie imaginaire, en fonction du

parametre de collisionnalit¢ I'=Kv /v, pour différentes valeurs de & = co/\/§| K|v,,

E= a)/\/§| K|vI ,1073 (courbe pleine), 107" (courbe en pointillés) et 10 (courbe en tirés).
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Figure 1V.2 : Le coefficient convectif o, dd a I’effet de la vitesse fluide V , (a) parties réelle et (b)
partie imaginaire, en fonction du parametre de collisionnalité T'=Kv, /v, pour différentes valeurs de

E= a)/\/§| K|vt ,10_3 (courbe pleine), 107" (courbe en pointillés) et 10 (courbe en tirés).
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Figure 1V. 3 : du coefficient de Peltier ﬂq dd a I’effet de la densité de courant J, , (a) partie réelle et
(b) partie imaginaire, en fonction du paramétre de collisionnalité I'=Kv, /v, pour différentes
valeurs de & = a)/x/E|K| vy, 10°° (courbe pleine), 107" (courbe en pointillés) et 10 (courbe en tirés).

Principe de symeétrie d’Onsager S, =—/x IT est vérifié, ou 3 est le coefficient thermique

d’interaction électron-réseau
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Figure IV .4 : le coefficient de viscosité 7, , (a) partie réelle et (b) partie imaginaire, dd a la vitesse de

dérive en fonction du paramétre de collisionnalité I'=Kv, /v, pour différentes valeurs de

: 107 (courbe continue), 107" (courbe en pointillés) et 10 (courbe en tirés).

_ @
ég_x/§|K|vt
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REAL(a,)

IMAG(a, )

Figure IV.5 : Le coefficient d’anisotropie de tempeérature o, (a) partie réelle et (b) partie

imaginaire, en fonction du parametre de collisionnalité¢ I'=Kv, /v, pour différentes valeurs

de &= a)/\/§|K|vt ,107% (courbe pleine), 10" (courbe en pointillés) et 10 (courbe en tirés).
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Figure IV.6: Le coefficient de viscosité y;, (a) partie réelle et (b) partie imaginaire, dd a la densité

de courant J, en fonction du parametre de collisionnalit¢ T'=Kv, /v, pour différentes valeurs de

E= a)/\/§|K|vt : 107 (Courbe noir), 107" (courbe en pointillés) et 10 (courbe en tirés).
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Figure IV.7 : Le coefficient de friction v électron-réseau, (a) partie réelle et (b) partie imaginaire,

dd a I’effet de la densité J,, en fonction du parametre de collisionnalité I'=Kv, /v, pour différentes

valeurs de & = a)/\/§|K|vt : 107 (courbe pleine), 107" (courbe en pointillés ) and 10 (courbe en

tirés).
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Figure 1V.8 : Le coefficient de friction y électron-réseau, (a) partie réelle et (b) partie imaginaire, du

dd a I’effet de la vitesse fluide V en fonction du paramétre de collisionnalité I'=Kv, /v,_, pour

différentes valeursde & = a)/\/§| K|vt , 10°° (courbe en trait plein), 107" (courbe en pointillés) and

10 (courbe en tirés).
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Nous avons trouvé numériquement que le principe de symétrie d’Onsager pour les

quantités fluides J, et 2—1- est vérifié, c'est-a-dire S (,K)=—p(w,K)/T" pour des valeurs
X

arbitraires de T" et £. De plus, dans la limite quasi statique, la symétrie d’Onsager est aussi
valable pour I’ensemble des coefficients de transport non diagonaux, y(0,K)=y,(0,K)/T et

a,(0,K)=-a(0,K). Il est important de noter que la symétrie Onsager obtenue avec notre

modele est obtenue de facon self-consistante et ainsi elle confirme partiellement la fiabilité de
nos résultats; alors que de nombreux travaux dans la littérature utilisent cette symétrie pour

calculer les coefficients de transport.

Dans I’espace réel, les expressions non locales des relations de fermeture X, (x,t)

(conductivité thermique et coefficient de viscosité) peuvent étre exprimées en termes d’un

produit de convolution entre I’expression locale X, (x,t) et un noyau @ contenant les effets

non locaux, c’est a dire,

o (x,8) = [[@ (x=x,t=t)X, (x,t') dxdt". (IV.61)

Dans le régime quasi statique (cf << 1), nous pouvons calculer les expressions explicites du
noyau @ dans le cadre de I’approximation diffusive. Cette approximation consiste a garder le

terme local et le premier terme non local d’ordre I'? dans la fonction de distribution. Pour

cela, nous développons la fraction continue comme suit,

' 1 1 2(n+1)’ 2
F" ~ ~ 1- Kv,y/ . V.62
v(y) 4(n+1)2—1( vy () (1v.62)

Dans I’espace de Fourier, les relations de fermeture non locales se comportent comme des

fonctions Lorentziennes,

Xo (K)= X, (K) {1+ (K4)), (IV.63)
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ou A, est une longueur de délocalisation. Dans I’espace reel, nous obtenons I’expression

suivante,

(X, x’):exp(—b(;t;x}/%d. (1V.64)

d

Nous ne donnons pas dans ce travail les expressions explicites des coefficients de
transport dans la limite diffusive qui peuvent étre calculées de facon aisée. Nous tenons a
préciser que cette technique est largement utilisée dans la théorie de transport des plasmas
créés par laser pour décrire le transport thermique avec des gradients de température raides
[45-47].

VI. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE ET COMPARAISON AVEC LA
LITTERATURE.

A notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature de résultats théoriques ou
expérimentaux concernant I’étude du comportement des phénomenes de transport dans les
semi-conducteurs dans le régime semi-collisionnel. Dans les limites collisionnel et non
collisionnel en revanche plusieurs résultats ont été rapportés. Dans ce qui suit on va étudier le
comportement asymptotique des coefficients de transport et comparer le résultat obtenu avec

ceux de la littérature.

V1.1. Régime collisionnel (local)

Dans un premier temps, nous étudions le comportement asymptotique des coefficients

de transport obtenus (IV.52)-(1V.60) dans la limite de I’approximation tres collisionnelle,

cest-a-dire [(a,Kv,)/v, |<<1. Afin d’obtenir des expressions explicites, pour plus de

simplicité, nous avons négligé les corrélations électron-électron et électron-phonon optique.
Les collisions importantes que nous avons retenues sont les interactions électron-phonon

acoustique uniquement. Dans ce cas, I’expression des fractions continues devient alors,
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F" ~ _— (IV.65)
ou

3/2 12
v, =472 % (1V.66)

A partir de I’équation (I11.52), nous pouvons déduire que la fonction de distribution isotrope

est définie comme étant la fonction de Fermi Dirac locale,

fo(¥)= o (¥.To) (IV.67)

Dans le cadre de cette approximation, le modéle de transport le plus utilisé dans les semi
conducteurs est celui de dérive-diffusion. Ce modele est valable dans des dispositifs de
dimensions appréciables et pour de faibles gradients de température. De plus, ce modéle est
basé uniquement sur I’équation de continuité couplée au vecteur de densité de courant que
nous calculons a partir de I’équation (IV.18) dans la limite collisionnelle. En revenant a
I’écriture des résultats précédents dans I’espace réel, nous pouvons obtenir I’équation standard
de dérive-diffusion, donnée par

3 =2_® 5(8—”j (IV.68)
3F,mv,. T,

ac

a_ﬁ:a_ﬂ+eE :ﬂT_O@_’_

eE (1V.69)
oX  OX F., N, ox

Dans la littérature, un modele, dit modéle hydrodynamique a été élaboré, basé sur les
équations hydrodynamiques (I1V.1)-(1V.3). Il tient compte du gradient de température et des

processus collisionnels et du transfert d’énergie et d’impulsion lors des collisions électron-
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réseau. En adoptant les notations de Braginskii [48], nous pouvons calculer aisément les
relations de fermeture collisionnelles comme suit,

R, :—{Zi—Eij(nO a—Tj+ 3Py, %JX (IV.70)
F, 3F, )\ "ox) 2F, e
2
q = "oV | 2F, _8(F) (ﬂ} 2R SR Ty (IV.71)
v | Fyy 3F,F \ox) | F, 3R, e

_32F nT,dv 16( 2F 9F, | T, dJ,

. 45F,, v, dx 45[F1,2 4F, )evéIC dx

(IV.72)

Le terme de source inélastique de transfert d’énergie Q. ., dd aux collisions inélastiques est

inel !

donnée par I’équation (1V.48), écrite dans I’espace réel.

En général, les coefficients de transport établis a partir des modeéles cinétiques
théoriques et des simulations Monte Carlo sont principalement comparés aux données
expérimentales dans la limite collisionnelle, largement disponible dans le littérature. Nous
pouvons citer comme exemple les travaux récents de Smirnov et Jungermann [49] concernant

une étude théorique du transport semi-classique des trous dans des semi-conducteurs

stationnaires (a):O)et homogénes(K:O), en tenant compte des structures de bande

completes pour des champs électrique et magnétique uniformes.

Nous avons comparé nos résultats avec ceux de la littérature concernant la
conductivité thermique dans la limite KA,, — 0. Le résultat de la littérature considéré dans ce
travail est celui de la référence [2], ou la conductivité thermique est calculée en fonction du

parametre oz, , 7, €tant le temps de relaxation pour le flux de chaleur en utilisant la méthode

des 13-moments. Les quantités constitutives sont établies comme des termes de relaxation par
la méthode de Grad [voir chapitre 11, 8V1.2]. Les résultats obtenus sont représentés dans la

figure 1V.9 pour la partie réelle et la partie imaginaire de la conductivité thermique.
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Figure. 1.9 : La conductivité thermique en fonction

du paramétre adimensionnel wz, dans le régime collisionnel,

(traits pleins) nos résultats, (traits en pointillés) résultats de la référence [2].
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Afin d’effectuer cette comparaison avec la littérature, nous devons exprimer le temps

de relaxation macroscopique z, en fonction du temps de libre moyen microscopique (temps de

vol) 7, . Cette relation approximative s’exprime comme,

wr, =1.3207, (IV.73)

Nous pouvons observer un bon accord pour la partie réelle et un accord qualitatif pour la
partie imaginaire de la conductivité thermique. Cette différence pour les deux résultats est due
essentiellement a la méthode utilisée qui ne tient compte que de 13 moments, alors que notre
approche permet de tenir compte de toutes les anisotropies avec I’utilisation de la méthode

des fractions continues.

V1.2. Régime balistique

Le régime balistique a gagné en intérét et en importance ces derniéres années dans la
mesure ou il concerne les dispositifs semi-conducteurs sub-micrométriques et notamment
nanomeétriques, qui sont a la base de la microélectronique moderne. L’étude du transport dans
ce régime est cruciale pour une bonne compréhension des phénomeénes physiques mis en jeu.
Dans le transport collisionnel donc diffusif, le mouvement des électrons soumis & un champ
électrique est limité par le libre parcours moyen (typiquement du micrométre a quelques
centaines de nanometres). En plus les effets dissipatifs (chaleur) sont importants dans ce
régime diffusif. Dans le régime balistique les électrons ne subissent pas d’interaction avec le

réseau et ce n’est donc pas accompagné de dissipation de chaleur.

Expérimentalement les conducteurs balistiques présentent actuellement un intérét
croissant sont les systemes nanométriques. A I’échelle nanométrique plusieurs expériences
ont été conduites pour comprendre le transport balistique dans les semi-conducteurs. Nous
pouvons citer notamment celle de Van Wees et al. [50] qui ont mis en évidence
expérimentalement la quantification de la conductance. Cette expérience consiste a considérer
deux électrodes constituées de deux réservoirs de particules (deux métaux de potentiels

chimiques g4 et g, ), reliés par N fils nanométriques.
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Les électrons qui contribuent au courant électrique sont ceux qui ont une énergie ¢,
telle que z4 < &€ < u, . Le courant qui circule entre les deux reservoirs est défini par la fonction

de distribution de Fermi-Dirac comme suit,

I :%I[FFD (6—1)—Feo (g—,uz)]ng z%N (14— 1)
La différence de potentiel entre les deux électrodes est
V=(um-w)le
Il résulte une conductance électrique quantique [54]
G=1/V :2Ne2/h:NGO
ou
G, =2e*/h=1/(12.9kQ)=7,727.10°Q™

est le quantum de conductance électrique [55,56]. Cette quantification de la conductance a été
mise en évidence dans la référence [50]. Nous donnons sur la figure 1V.10 la mise en

évidence de cette quantification de la conductance électrique en fonction de la tension
appliquée.

joL.__V=2500m _ |
rGate /7~
gl
|
Nm oF
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ol .

5 18 S16 -14 -12 -1
gate voltage (V)
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Figure 1V.10 : La conductance quantique electrique a 0.6 K en function de la tension entre
deux contact ponctuel (d’apres B. J. van Wees dans la Réf [30])

Dans le cadre de I’approximation semi-classique il est aussi possible de mettre en

évidence ce régime balistique. Ce régime est défini par I’approximation KA, >>1. Nous

allons présenter dans cette étude la conductivité thermique non collisionnelle afin de la
comparer avec celle de Greiner et al. [3]. Dans cette référence [3] le coefficient de la
conductivité thermique 1D a été calculé par le formalisme de la fonction de corrélation. Nous
présentons dans les figures 1V.11 et 1V.12 les résultats obtenus dans notre étude ainsi que
ceux établis dans la référence [3].

Nous pouvons remarquer dans la figure V.11 que dans le cas fortement dégénéré, nos
résultats sont en bon accord avec ceux de la littérature. Cependant, nous observons des

fluctuations dans la courbe de la référence. [3] pour de larges valeurs de & associees a la

forme des fonctions de corrélation.
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Fig. IV.11 : la conductivité thermique en fonction du paramétre adimensionnel @74, pour le

cas fortement dégénéré, (traits pleins) nos résultats, (traits en pointillés) résultats de la
référence [3].
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Figure IV.12 : La conductivite thermique en fonction du parametre adimensionnel @7,

pour le cas non dégénéré, (traits pleins) nos résultats, (traits en pointillés) résultats de la
référence [3].

Par ailleurs, comme le montre la figure 1V.12, nous pouvons noter qu’un accord
qualitatif a été obtenu entre les deux résultats dans le cas non dégénéré. On suppose que cet

écart est di du fait que nous avons considéré un modeéle de transport a trois dimensions alors
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que Greiner et al. ont développé une théorie 1D. Pour confirmer cet argument, on donne sur la
figure 1V.13 le calcul de la fonction de corrélation a 1D, 2D et 3D calculée dans la référence
[13]. On peut observer que dans le cas 3D, les oscillations sont moins importantes et ce

comportement s’approche davantage de nos résultats.

iy

Re[S, (w)S,  (0)]

Figure I1V.13 : La partie réelle des densités spectrales des fonctions de corrélation des flux

dans le régime balistique 1D, 2D et 3D. La Lorentzienne est associée au cas diffusif [13].

Nous avons aussi calculer analytiqguement I’expression explicite de la conductivité
thermique dans la limite £ — 0. En utilisant un développement asymptotique de I’intégrale de
Sommerfeld, pour calculer les intégrales I,:jk(a),K), et aprées quelques manipulations

mathématiques, nous obtenons les expressions explicites suivantes, dans le cas non dégénéré
et dégénéré respectivement :

9 12 nyVv,
=2 = V.74
ndg 5 . |K| ( )
64z ) nZeT
K — o "o, IV.75
. ( 3 J KTh (V-9
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Nous retrouvons des expressions similaires a celles établies par Greiner et al. dans la
référence [3], avec quelques différences dues a la dimensionnalité du probléme. Il est a noter
que le coefficient de la conductivité thermique 1D non dégénéré a été déja calculé par
Hammett et Perkins dans la référence [51], en utilisant I’équation cinétique de Vlasov. Leur

expression est donnée par :

2 NV

HP 0Vt
=,[]——=t V.76
ndg . |K| ( )
et ce résultat correspond bien a celui établi par Greiner et al., pour kL=2, ou L est la

longueur active du semi conducteur.

VIl. CONCLUSION

Ce chapitre est consacré au calcul des relations de fermeture des trois équations
hydrodynamiques. Ces relations sont valables pour un régime de collision et un spectre de
fréquence w, arbitraires. Le calcul des relations de fermeture a nécessité de calculer
analytiquement les coefficients de transport et les termes de production a partir de I’équation
de Boltzmann semi-classique. La symétrie d’Onsager a été vérifiée ce qui corrobore
partiellement la validité de nos résultats. Les résultats numériques sur les coefficients de
transport dans le régime collisionnel et balistique sont en agrément avec ceux rapportés dans

la littérature.
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CONCLUSION GENERALE

Un systeme d’équations hydrodynamiques généralisées pour décrire les électrons de
conduction dans les semi-conducteurs est établi. Pour cela des relations de fermeture
correspondant aux coefficients de transport et aux termes de production des équations
hydrodynamiques de conservation de I’impulsion et de I’énergie, sont calculées en fonction
des potentiels thermodynamiques, que sont le gradient du potentiel chimique, le gradient de

température et la vitesse de dérive.

Ces coefficients de transport (conductivité thermique, pouvoir thermoélectrique,
coefficient de viscosité, etc.) et ces termes de production (taux d’échange d’impulsion et
d’énergie électron-réseau) sont calculés analytiquement en résolvant I’équation de Boltzmann
semi-classique dans I’approximation des forces thermodynamiques de faible magnitude. Les
mécanismes de diffusion des électrons dans le semi-conducteur sont pris en compte a travers
les interactions électron-phonon acoustique, électron-phonon optique et électron-électron, qui

constituent les mécanismes collisionnels dominants a tempeérature ambiante.

La méthode analytique utilisée est basée sur le développement de la fonction de
distribution sur la base des polynémes de Legendre. Toutes les composantes de la fonction de
distribution sur cette base sont prises en considération, en utilisant les fractions continues. Par
conséquent les résultats obtenus sont valables pour un régime de collision arbitraire. Les
propriétés d’invariance des opérateurs de collision sont assurées a I’aide des opérateurs de
projection.

Les coefficients de transport ainsi que les termes de production sont calculés dans
I’espace de Fourier en fonction d’intégrales dont I’intégrant dépend de la fonction de

distribution de Fermi-Dirac et des fractions continues.

Le calcul numérique des coefficients a permis de mettre en évidence le role des effets
non locaux spatiaux et temporels dans les semi-conducteurs a I’échelle mésoscopique. En
particulier, les effets non locaux spatiaux ont tendance a réduire les parties réelles de la
conductivité thermique et du coefficient de viscosité qui sont responsables de la dissipation

dans le semi-conducteur.
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Les coefficients obtenus vérifient de facon self-consistante la symétrie d’Onsager, ce
qui corrobore la fiabilite des résultats obtenus. Des expressions explicites des coefficients de
transport quasi-statiques dans I’espace reel, valables dans les régimes faiblement non locaux

(régime diffusif), sont également proposees.

Par ailleurs, I’étude du régime balistique est aussi abordée dans la limite d’une

fréquence de collision nulle. Cette étude a montré que les coefficients de transport dissipatifs

dans I’approximation quasi-statique, varient en 1/|K| dans I’espace de Fourier spatial. Cette

dépendance représente la signature des effets non collisionnels décrit habituellement dans les

intégrales de Plemelj de Landau [52].

Les résultats obtenus sont en bon accord avec ceux de la littérature qui utilisent la
méthode des moments dans la limite quasi-collisionnelle et le formalisme de la fonction de

corrélation dans la limite non collisionnelle.

Ce travail ouvre la voie a quelques perspectives de recherche dans le domaine de la

théorie du transport dans les semi-conducteurs mésoscopiques.

) La prise en compte d’un champ magnétique a I’ordre zéro permet de sonder
les effets du champ magnétique sur le transport. En particulier d’autres
coefficients de transport peuvent étre calculés dont notamment ceux de

Nernst et Righi-Leduc.

i) Les effets non linéaires peuvent également étre inclus dans ce formalisme.
Ceci va nécessiter d’opérer des troncatures sur le nombre d’équations du
développement sur la base des polynémes de Legendre. Chaque équation

correspondant & un ordre donné devient une équation aux dérivées partielles.

iii) Ce formalisme peut aussi étre adapté au transport quantique balistique en

utilisant I’équation de Wigner.
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Abstract

A transport theory in semiconductors, based on the semiclassical Boltzmann equation, is
presented. The kinetic equation is solved keeping all the anisotropies of the distribution
function with the use of the continued fractions. The solution is derived with the assumption
that the deviation of the electron distribution function with respect to the equilibrium is small.
The generalized current density, heat flux, stress tensor and the production collisional terms
are calculated in the linear approximation, as functions of the lower moments, i.e. the
electrochemical potential, the temperature and the drift velocity. The results obtained are valid
for arbitrary collision frequency with respect to K v; and @, where K ! and ™! are,
respectively, the characteristic length and timescales of the system and vy is the thermal
velocity. These transport coefficients can be used to close the generalized hydrodynamic

equations valid in the whole collisionality range.

PACS numbers: 72.10.Bg, 72.20.Ht, 51.10.+y

1. Introduction

In the past, the study of electric behavior in a semiconductor
device has been based on the drift-diffusion equation [1].
The drift-diffusion model is a low-order approximation of
the Boltzmann transport equation (BTE) [2], which assumes
that the mobility of the carriers is a function of the local
electrical field only. The application of this model is limited to
devices where the spatial variation of the electric field is not
very rapid. However, in modern devices, whose size is in the
deep submicron region, the drift-diffusion model is no longer
applicable.

Three more accurate device simulation methods have
recently been widely used in the literature: the Monte
Carlo [3], the direct solution of the Boltzmann equation
[4, 5] and the hydrodynamic approaches [6—17]. These models
have many advantages over the drift-diffusion model, such
as their ability to treat hot-electron effects. In addition, the
Monte Carlo and the Boltzmann methods also allow a natural
treatment of spatially and temporally nonlocal phenomena.

The Monte Carlo simulation of the BTE is habitually
used for analyzing carrier transport in bulk semiconductors
and it consists of tracking the momentum and position of
an ensemble of carriers as they move through a device

0031-8949/08/025704+15%$30.00

1

under the influence of the thermodynamic and the random
scattering forces. This method, which takes into consideration
various scattering mechanisms, can provide a more detailed
description of carrier transport. However, the noise in the
solution and the enormous amounts of computation time
required make this model not very practical for device design.
A direct solution of the BTE avoids the noise problem, but it
is even more prohibitive for device design.

On the other hand, the hydrodynamic approach which
constitutes the aim of this work is the most important in
predictive device simulation, since it has some advantages
over the Monte Carlo simulations. In particular, it can
model multidimensional devices without the excessive
computational time inherent to the kinetic method. The fluid
description of carriers in semiconductors results from the
conversion of the BTE into an infinite set of equations
for the moments ,(,7) =/ Fk,7, t)(% —Vy"dk of
the distribution function F (/E, 7,t) defined at time ¢, in
phase space (7, l;), where 7 is the position vector, k is
the wave vector, # = h/2m is the reduced Planck constant,
m is the effective mass at the conduction-band edge, 17(77 1)
is the drift velocity (or the macroscopic velocity) and n > 0
is the order of the moment. The resulting set of equations

© 2008 The Royal Swedish Academy of Sciences Printed in the UK
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is equivalent to the BTE and therefore provides an accurate
description of the system. These equations are coupled and,
in order to find the evolution of €2,, knowledge of the
higher order moment 2,1 is required recursively. The usual
treatment of this closure problem is to consider only the
equations for the first three moments which describe the
evolution of the lower moments, i.e. the density n(7,t),
the drift velocity 17(17 ,t) and the temperature T (v, t) (or the
thermal energy). These equations are the carrier continuity
equation, the momentum balance equation and the energy
balance equation. Therefore, one is faced with the problem
of calculating accurate closure relations to model momentum
and energy transport, by expressing relationships between
the transport coefficients (the higher moments) and the drift
velocity I7(F, t) and the usual thermodynamic forces, i.e.
the electric field E, the gradient of the chemical potential
Vi and the gradient of the temperature, V7. The validity
of the hydrodynamic model depends thus on the range of
validity of the transport coefficients and, consequently, it
depends on the mathematical method used to solve the kinetic
equation. For instance, the well-known Chapman—Enskog
method [6] at the first order is applicable only for strongly
collisional systems. In the literature, the validity conditions
of the hydrodynamic equations are often not fulfilled,
particularly when the hydrodynamic scale length Ly, and the
hydrodynamic scale time #, are respectively comparable to
the electron mean-free-path A, and to the electron collision
time ..

Several works have been devoted to the derivation
of a hydrodynamic-balance-equations model of carrier
transport in semiconductor devices. In these models, the
various relaxation rates are imported from Monte Carlo
calculations or simply assumed to be constant. In this
work, we propose a new set of transport coefficients to
close the hydrodynamic equations even in cases where the
hydrodynamic scale length L} and the hydrodynamic scale
time #, are respectively comparable to or even smaller than the
electron mean-free-path A, and the electron collision time .
In particular, the whole anisotropic part of the distribution
function is kept and therefore the results are valid for
arbitrary collisionality. As in previous work [6], the approach
is perturbative, assuming small deviations from equilibrium
(weak fields, small temperature variations, etc), but the scale
length is not necessarily longer than the mean-free-path.
The closure quantities are calculated as functions of the
carrier drift velocity, the carrier temperature, as well as the
carrier density, without an outside, separate Monte Carlo
procedure. Thus, besides the usual advantages of traditional
hydrodynamic approaches, the present method enjoys the
added convenience of a self-contained treatment of scattering.

To actually use the results, it would be necessary to do
an inverse Fourier transform of the results obtained here, to
obtain spatial convolution formulae. This is left for future
work.

A rigorous generalization of these linear and nonlocal
results to nonlinear transport theory is a difficult task.
One possible solution is to use the linear theory results
(derived in this work) for varying space and time background
parameters. It might seem, at first sight, that a perturbation
approach as used here will not be a useful basis for future

hydro simulations with larger (nonperturbative) variations.
However, we may mention that such an approach has proved
successful in hot plasma simulations: nonlocal heat flow
formulae based on perturbative solutions of the electron
kinetic equations were obtained and incorporated into a
hydrodynamic code, and comparative simulations in cases
with strong and rapid spatial variations were done with both
the modified hydrodynamic code and kinetic codes, showing
excellent agreement [18, 19]. Furthermore, an experimental
confirmation of the validity of this approach was provided
by the thermal filamentation experiments of Young et al
[20, 21], where a plasma was heated by a laser beam with a
controlled intensity modulation, and the density perturbation
resulting from the temperature modulation was measured.
Epperlein and Short [22, 23] showed that these results
could be reproduced only if one took into account the
reduction of the plasma thermal conductivity due to nonlocal
effects, as obtained by applying a perturbation analysis to an
assumed Maxwellian plasma equilibrium, while the classical
Spitzer—Harm [24] thermal conductivity (which is based on
a Chapman-Enskog approach) leads one to expect that the
density modulation would be far less than what was observed.
These computational and experimental results therefore
give us confidence that for electrons in semiconductors, a
perturbative analysis of the Fermi—Dirac distribution function
may also be applied for the analysis of transport phenomena,
in the regime where the mean-free-paths are not much shorter
than the perturbation wavelengths.

This paper is organized as follows. In section 2, we
present the kinetic model. Section 3 is devoted to the solution
of the BTE and to the computation of the generalized
transport coefficients. We present in section 4 a discussion
and, in section 5, comparisons with the results reported in the
literature. Finally, we summarize our results in the last section.

2. Equations of the model

The basic equation in this work is the BTE for electrons.
At space-time coordinates (7, #), the electrons constitute an
assembly of free charged particles with a distribution of wave
vectors k and they can be described by the semiclassical BTE,

AFG, k,t) . OF(F, k1)
+v- —
ot ar
AF(r, k., t)

x B) = C(F), )

where F(7, E, t) is the electron distribution function, k is
assumed to belong to the first Brillouin zone of the reciprocal
lattice, e is the elementary charge, E and B are the electric
and magnetic fields, respectively,

L1 -
v=—Viek)

2
. @
is the group velocity of electrons and
N h2k2
o)== - )
m
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is the energy band dispersion relation in the parabolic
approximation. Note that we can easily apply our model to
an arbitrary energy band. The right-hand side of equation (1)
corresponds to the collisional productions and it is constituted
by three contributions, namely, the electron—electron, the
electron—acoustic phonon and the electron—optical phonon
collision operators,

C(F) = Cee(F) + Cac (F) + Cop (F). “4)

In the more general case (the electron gas could be
degenerate), the first term in equation (4) reads

Cee(F) =/{F’ Fil-F)Y(1-F)—-FF(1-F){1 —F{)}
B
X 858z See(k, K, Ky, K}) dky dK' K}, )

where the domain of integration is restricted to the first
Brillouin zone B;

Sp=68(et+e—¢& —¢g)), (6)

k) (7)

are the Dirac functions and they model the conservation of
the kinetic energy and of the momentum during a _collision
from the state (k, kl) to the state (k’ k’), ee(k K, ki, k’)
is the cross section; the factors (1 —F), (1—Fy), (1—F’)
and (1 — F7) account for the Pauli exclusion principle. These
were introduced for the first time in the BTE by Uehling
and Uhlenbeck [25], and their effect was further analyzed by
Kaniadakis [26]. Finally, the notations ¢, €1, &', €] and F,
Fy, F', F| stand respectively for s(l?), s(lzl), s(l}"), 8(1?1) and
F k), F(k), F(K), F(k)).

The electron—phonon (acoustic and optical) collisions are
modeled by the operator

5%:8(/;4‘]_(}1 —/?—

Con(F) =/ {(Nph+ 1)8(e — &' +epn)
+Nowd (s — &' —epn) F'(1 — F)} Spn(k, k') dk'
—L{(Nph+1)5(e’—g+gph)
+ Nond (&' — & —epn) F(1 — F) Y Spn (k, K) d', (8)

where &y, is the phonon energy and Ny, is the phonon
occupation number given by the Bose—Einstein statistics,

1

M) = e/ T — 1 ©
where 7p is the lattice temperature in energy units (this
notation is adopted hereafter for the temperatures). The other
notations used in equation (8) are similar to the notations
adopted in equation (5). In equations (5) and (8), for
nondegenerate electron distribution, (F, F’, F}, F|)<1, the
quantities (1 —F), (1 —F"), (1 —Fy) and (1 — F]) may be
replaced by unity and this lead to a significant mathematical
simplification of these collision operators. In particular,
expression (8) becomes a linear operator. For more details of
a general analysis of the effects produced by the presence of
nonlinearities (like the one arising from the Pauli exclusion
principle), we refer the reader to [26]. We should note that

for simplicity, the electron—impurity interaction is neglected
in this work.

As we aim at obtaining an analytic solution of the BTE
valid in the whole collisionality range, we assume that the
thermodynamic forces have a weak magnitude (typically the
applied electric field is smaller than a few kV/cm) and
therefore we solve the BTE for small deviations from the
electron gas equilibrium represented by the Fermi—Dirac
distribution function, i.e. F' = Fgp + f, where

(%)= s
Frp (10)
Ty exp((e — o)/ To) +1

is the electron Fermi—Dirac distribution function, g is
the associated chemical potential and 7; is the electron
temperature. In addition, we consider unmagnetized semi-
conductors (B = 0) and the inhomogeneity of the system is
along the x-axis. In the velocity frame of the electron gas,
equation (1) becomes

3f+ of eEdFpp 0V 0Fm oV 0Fgp
-ty = = — —— =V, —
dt T ox m 0vy ot dvy dx 0vy
= ee(f)+Cac(f)+Cop(f)a (11)

where ¥ and V = V% correspond respectively to the random
velocity and to the perturbed fluid velocity. To solve
equation (11), we perform the Laplace—Fourier transform
(t < p, x < K) and we readily obtain

pf(@ K, p)— f@,K, r=0)+i1<vx.?<6, K, p)

E(K, p) o _ R,
_ ¢E(K.p)dFip | pi k. 2 (k= 0) 2

m 8vx Iy Uy

+ Cee(f) + Cac () + Cop ().

+HK f/(K, p)vx Frp (12)
dVy
As is usual in the transport theory for one-dimensional
(1D) inhomogeneous semiconductors, we expand the
distribution function on the Legendre polynomial basis
(henceforth, we drop the tilde over the f, E and V, but these
now mean f(v, K, p), E(K, p) and V (K, p)),

S@, K, p)=Y_ P f,(v, K, p),

n=0

(13)

where P,(o = ”7*) is the Legendre polynomial of order =

normalized in this work as P,(1) =+/2rn+1 and f,(v) is
the component of the distribution function of order n. Using
expansion (13), we project equation (12) on the Legendre
polynomial basis obtaining an infinite set of equations

V2 dFrp
— fo(t =0)+ —=iKv,p'/? 1KV
pfo— fo NG N — o
= Cee|0+ C0p|0 ’ (14)
J2 213
pfi— ﬁ(t—0)+ﬁ1Kv,y1/2f0 151Kv,y1/2f2
V2 eE | ,0Fm V2V | ,dFm
—Y - =Dy T
- 3my, Iy J3u dy
V2V (t=0) dF
_ﬁ v pyl/z B;D t Cee| * Cac|1+ Cop}l ’ (15)
t

1
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242, 32,
ph—LE=0)+ J—l—SIKUryl/zfl + ﬁll{vtyl/zﬂ
4 0 Frp
—leVy 8y :Ceelz""Ca\:|2"’_C0p27 (16)
nﬁ
= ft=0)+ iKvy'? f,_
Py =t = 0+ e KUy
(n+1)V2

iKv,yl/zf,,H

V@n+1)2n+3)

= Cee|n+cac|n+cop‘n (n =3), (17)

where the notations v, = ‘/% and y = %0 have been used.

We assume that the initial value of the perturbed distribution
function corresponds to the perturbed Fermi—Dirac
distribution function,

fW,K,t=0)= frp(y, K,t=0)

(o T(K,1=0) wu(K,1=0)\ dFpp
a T() T() T() E)y

T(K,t=0)0Frp
y T, 3y )

(18)

where the temperature 7 and the chemical potential p stand
for the perturbed quantities. The explicit expressions of the
electron—lattice collision terms in equations (14)—(17) read

Cac|n>0:_47[SacN(y)[fn(y)_f0(y)]v (19)

Coply = =47 Sop (N +2) [Nt fo () = New + 1) fo (v + )]
N (= ) [Non + 1D /os() — N oy — )]}
—47 Sop Frn() [N+ Q) (0 + Q) = N* (v = ) foy — 9)]
—47 Sy [N+ Q) Frp(y + Q) — N'(y = ) Fin(y — Q)]

x fo(»), (20

Coplyag = =47 Sop [N+ Noh + N (y = ) (Npn + 1)]

X fu(¥) =47 Sop [N (y + Q) Frp (¥ + €2)

—N"(y = QF(y — D] £/, (1), (21)
where ,
TLE2
- 22
hE?
Sop = ——2 23
® = SZpem (23)
dk m32T /2
N(y):kzd—s =ﬁT°f, (24)

_ Eph

Q=—, 25
T 25)

. Ny —9Q),
0, otherwise,

fory > Q,
(26)

and where E,. and E,, represent the deformation potentials,
p is the crystal density and Cj is the longitudinal sound
speed. We should note that in our model we consider only
electron intravalley scattering for both acoustic and optical
phonons. We use the elastic approximation for the acoustic
phonons and inelastic approximation for the optical phonons
with a constant energy, &pn. In addition, we consider in this
work silicon semiconductors, which are cubic systems with
a face-centered lattice. Therefore these semiconductors are
isotropic, and the deformation potentials E,. and E,, are
scalars instead of tensors as they should be in anisotropic
semiconductors. In addition, the generality of our model
allows us to investigate arbitrary degeneracy, i.e. arbitrary
negative and positive values of the parameter, o/7p in
equation (10).

Each collision operator plays a specific role
in the BTE. The anisotropic collision contributions
(Ceeln=05 Cacln=0, Copln=0) relax the distribution function
towards an isotropic function fy(¢), the isotropic
electron—electron collision operator Ce.|o relaxes the
distribution function toward the perturbed Fermi—Dirac
function frp(e, Tp) and the isotropic electron—optical phonon
collision term relaxes the distribution function toward the
perturbed Fermi—Dirac function fp(e, 71).

To derive analytic solutions of the BTE, we have
to simplify the expression of the isotropic part of
the electron—optical phonon collision operator Cqp(f0)lo
and of the integro-differential electron—electron collision
operator Ce.(f). The simple way is to propose relaxation
operators [27] with constant collision frequency in order
to fulfill the conservation requirements. For Cop(fo)lo, wWe
propose the expression

Cop|0 zvopo(yc) [fep (v, no, TL) — foO)], (27)

where

Vopo (Ve) = 47T Sop {Nph [N(yc +) +eXP(Q)N+(yc - Q)]}
+ 47TSop [N(ye+£2) Frp(ye + )

—N"(ye — ) Frp(ye — Q)] (28)

is the same expression of collision frequency as used in
equation (21) with a characteristic normalized energy y.. We
note that expression (27) could be obtained approximately
from (20) if we assumed that the shifted distribution
functions fy(y £ ) (gain terms) are approximated by the
perturbed Fermi—Dirac distribution function, fy(y &+ Q) =~
exp(F2) frp(y). Rigorously, this approximation is valid for
an electron gas close to the equilibrium state. In addition,
usually the inelastic contribution is less important than the
elastic contribution and this ordering is due to the fact that
the thermalization processes require many collisions to be
efficient.
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On the other hand, the electron—electron collision
operator (5) is modeled as follows:

Ceeln = Vee |:fFD (J’v ) fn(}’):|

where v, is a phenomenological collision frequency assumed
to be constant. It is important to note that this operator does
not play a significant role for nondegenerate semiconductors
(typically for electron density less than 10! cm™3) and it
is often neglected in the literature. As we will see, the
conservative properties of (29) are used to eliminate the initial
distribution function in equation (14). We emphasize also
that we can also apply our kinetic model for calculating the
transport properties of holes in semiconductors. We just have
to change in the BTE the electron parameters by those of
holes (mobility, effective mass, etc) and rewrite the collision
operators with the appropriate hole—hole and hole—lattice
scattering probabilities (see for instance [3]).

(29)

3. Solution of the BTE

With the simplifications carried out on the electron—electron
and the electron—optical phonon collision operators, the total
collision operator can be expressed as a relaxation collision
operator (BGK operator). Thus, we can solve this equation
with a direct integration in the Fourier—Laplace space as done
for instance in [28] devoted to the solution of the BTE in
neutral gases. In this work, we follow the method derived
in [29], based on the expansion of the distribution function on
the Legendre polynomial and the mathematical technique of
the continued fractions. Instead of using pole-integrals in the
complex plane, inherent to the direct method, our method has
the desirable property to handle the simple integral containing
the continued fractions.

Using the approximations (27)—(29) and the invariance
properties of the electron—electron collision operator,

+0o0

/.

+o0

I.

the initial moments w(K,t=0) and T (K,t=0) are
calculated and equation (14) becomes

2dp
Cel N 2o, (30)

_.2dp
Ceel Ne(B) 73 =0, (1)

2
—iw[fo— fio(y, To)]+ %iKv,y”zfl

_ Qi[{ t(lOF3/2M11 —6F; )y M?) 3 Fp
V3 O(Fi)2)? —5F_1pF3, 0y
LV2 Ko, C8FI2M) +F_1/2Mf)yaFFD
V3 NFip)?* —=5F1pFsp ° dy
—vo [fo — fro (¥, T0)1+ vop, (ve)
X [fro (v, TL) = Sinel (v, 1o, To, TL)], (32)
where we have used the notation M) = f0+°° Sy dy,

Vo = Vopo T Vee and p = —iw and where the inelastic source

term has the expression

1 o T 2
Sinel = L) — — 0——
ol = feo(v, Tr) DH:<T0T0 T())

T
X (OF12(To) F12(TL) — SF_12(TL) F32(To)) + 1579
0

X (F3/2(To) F12(TL) — FI/Z(TO)F3/2(TL))] }

M, (o/ To))
ay

1

T
_5{ |:F9(5F—1/2(T0)F3/2(TL) —9F1p(To) F12(T1))
0

o T
+3 ——0— — | (F1(Ty) F- T
(To T )( 12(To) F_12(TL)

—F—l/Z(To)Fl/Z(TL)):|}yaFFD(y});MO/TO)). (33)
In equation (33),

Ty 0\ 1’ W Mo
=5 ool () () (2.
and

Fu(Tyr) = f N > d. (4

o exp(y— (ror/TorL))+1

We can easily check that for 8 = 1, the inelastic term (33)
vanishes as it should. To solve the infinite set of
equations (17), we use the techniques of the continued
fractions [30], obtaining

32
/33

where F? is a continued fraction defined by the recurrence
relation

f3 = —iKv, F2 f, (35)

1
© T Cio+v()+ QM+ D/@0+ D)2 — D) K2y Fyl
(36

n

with

v(y) =47 Sac N(y) +47[S0p[N(y+ Q)Nph
+N' (7 = Q) (N + D] +47 Sep [N (v + Q) Fep (v + Q)

— N (v = QFen(y — D]+ vee (37)
Solving the algebraic equations (15), (16) and (35), we

deduce the expressions of the relevant components of the
anisotropic distribution function, i.e.

fi= —iKv,ﬁFl V2 £+ ek ¥2 yI2F 19FrD
V3¢ t«/— Fe oy
Ciw V ‘/— 1/2 1 dFrp
v f ke dy
28 IF,
—iKv,(iKV)>= V2 YR PR (38)
flS dy
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and
4 4 ek . 8FFD
= — — K2y F'F*fy— — —iKv,yF'F?
f2 305 e /i 3smu el Ty,
4 . 3 Frp
+——iKV FlF? 39
35 Yy F, F; oy (39

Equations (32), (38) and (39) constitute a complete set of
coupled equations for the fy, f1 and f.

We can now compute from equations (32), (38) and (39)
the desired generalized transport quantities, namely, the
x-component of the heat flux,

o adp
qx :‘/; EUXfF,

(40)
oo
the x—x component of the stress tensor
+00 2 2d =
nxx=/ P ey e (41)
oo T3 h3

and for the production terms, the electron—lattice momentum
transfer

-

+o0 2d
R, = / o [Cel N+ Cop(N+Cel D] 5F 42)

—0Q

and the electron—lattice energy transfer

+00 2d g
Oinet = / eCol L. (43)

[o.¢]
For the sake of clarity, we have relegated the explicit
expressions of the transport coefficients to appendix A
(equations (A.39)—(A.47)).

The transport coefficients constitute exact closure
relations for the perturbed hydrodynamic equations since
they are computed self-consistently. However, as usual, we
assume that these relations could be used to close the weakly
nonlinear hydrodynamic equations, namely the continuity
equation

d anV
) (44)
at  Odx
the momentum transport equation
av v 2 oW 1 oll,, R
oyl 2 0 T T (45)
at ox m 3nam 0x nm 0x mn
and the energy transport equation
aw 9 2 _dV vy  0gy
_+_(WV)+_W_+HXX_+ = Qinela (46)
at  Ox 3 ox ox  ox
where
W:F3/2/F1/2nT (47)

is the energy density.

4. Discussion

Let us now discuss the results obtained in this work. Two
regimes are discussed: the local and the nonlocal regimes.

4.1. Local regime

First, we investigate the asymptotic behavior of the
transport coefficients (A.39)—(A.47) in the strongly collisional
limit [(w, Kvy)/v] < 1. For simplicity, in order to get
explicit expressions of these transport coefficients, we
neglect the electron—electron and the electron—optical phonon
correlations. In this case, the continued fractions become

) 1
LN (48)
where "
Suem¥2T
Ve = 4TV/2 % (49)

From equation (32), we can deduce that the isotropic
distribution function is the perturbed Fermi—Dirac distribution
function, fy(y) = frp(y, Ty). In the framework of this
approximation, the most popular model of carrier transport
in semiconductor devices is the drift-diffusion model. This
model is valid for large devices and for small temperature
gradients. It is based on the continuity equation (44) coupled
with the current density that we calculate from equation (A.6)
in the collisional limit. Converting the result back in real space
we obtain the familiar drift-diffusion equation:

2 Fy (o[
Jo=o o To (0K (50)
3 Fl/zmvac To 0x
where ~
Bl 0 2F 1, Ty 0
SR e =20 (51)
ax 0x F_1/2 no 0x

A more elaborate model used in the literature is
the hydrodynamic model, based on the hydrodynamic
equations (44)—(46). It accounts for the temperature gradient
and the collisional processes of electron momentum and
energy transfer with the lattice. Following the Braginskii
notations [31], we easily calculate the collisional closure

relations
Fi S5SF oT 3F] 2
Ro=— (2 = 22L) (ggo= )+ 22205 0 (52
F() 3F1/2 0x 2F0 e
_nov; (2F,  8(F)*\ (8T (A0 _SBp\ T,
4= Vac F]/z 3F1/2F0 0x F() 3F1/2 e v

32F1 }’IQTQ dv 16 2F1 9F1/2 T() de
Y U45Fp v dx 45 <F1 n 4K )

(54)
and Qi is given by the expression (A.35), converted back to
the real space.

4.2. Nonlocal regime

Roughly the nonlocal effects become significant for
Khae > 1072, where Ao = wh*pC?/(m>TLEZ) is the
electron mean free-path deduced from equations (22)
and (23) for the electron—acoustic phonon scattering. For
typical silicon values [14], E,, =9¢eV, p=2330kgm_3,
m=29x10"3"kg, T} =300K and C;=9040ms~!, the
electron mean free-path is about A, &~ 0.1 um. Thus, the
corresponding scale lengths L =2m/K are smaller than
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Figure 1. Real part (a) and imaginary part (b) of the thermal
conductivity Kt as a function of the collisionality parameter
I' = Kv, /v, for different values of & = ﬁ, 1073 (solid line),

10! (dotted line) and 10 (dashed line).

63 um. In particular, for KA,. = 1, the transport is strongly
nonlocal and the scale length becomes submicrometric
(L ~0.63 um).

In the nonlocal regime, we can see from
equations (A.39)-(A.47) that the transport coefficients
depend on the spatial and temporal scales. The nonlocal
effects yield new transport coefficients, namely o, (X, w),
an(K,w), yn(K,w) and pr(K,w). These coefficients
have no counterparts in the local relations (52)—(54) and
they vanish in the collisional limit. The closure relations
are calculated as functions of the collisionality parameter
I' = Kv, /v, for different values of £ = m We have used
the physical parameters for silicon at room temperature [3]:
477 Saem? /1> ~ 107571, 4w Sop Nonm? /1> ~ 1.7 x 108571,
Vee = 108571, 7L =0.026eV, y.=2 and po/Ty = —10.
The integrals (A.33) are computed numerically using the
standard algorithm [32] of the continued fractions. These
fractions are calculated very accurately with a precision
of about |(|F™'| —|F"|)/|F"|| < 10~°. For illustration we
give in figures 1-8 the real and the imaginary parts of these
coefficients.

We can see in figures 1 and 4 that the thermal conductivity
Kt and the viscosity coefficient ny are reduced by the
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Figure 2. Real part (a) and imaginary part (b) of the '—convective
coefficient o, as a function of the collisionality parameter
I' = Kv, /v, for different values of £ = —=2—, 1073 (solid line),

\/E\K\Ur ?
107" (dotted line) and 10 (dashed line).

nonlocal effects and in the collisional range (I'<1) for & > 1,
the imaginary part of these coefficients is comparable to their
real parts. On the other hand, for £ « 1 (quasi-static transport)
and I > 1 (collisionless range), due to purely nonlocal effects,
the dissipative transport coefficients, Kt and ny (figures 1
and 4), present an asymptotic behavior proportional to 1/|K]|.
In general the coefficients decrease from the quasi-static
regime to the transient regime apart from the coefficient v,
which presents a negligible dependence on £. We have found
numerically that the Onsager symmetry for the perturbed
fluid quantities, J, and g—z, is verified, ie. B;(w, K) =
—PBr(w, K)/ ' for arbitrary values of the parameters I'
and &. In addition, in the quasi-static limit & =0, the
Onsager symmetry holds for all the off-diagonal coefficients,
yn(0, K) = (0, K)/T" and a,(0, K) = —an(0, K). It is
important to note that the Onsager symmetry obtained with
our model partially confirms the reliability of our results.
Sometimes in the literature this symmetry is imposed and not
retrieved as it is the case in this work.

In real space, the nonlocal expressions of the closure
relations Xy (x, ) can be expressed in terms of convolution
products, involving a factor constituted by the local
expressions of the closure relations Xj(x, ¢), and kernels @
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Figure 3. Real part (a) and imaginary part (b) of the J,—Peltier
coefficient B, as a function of the collisionality parameter
I' = Kv, /v, for different values of £ = —=2—, 1073 (solid line),

V2IK v
107! (dotted line) and 10 (dashed line). Due to the Onsager
symmetry B, = —Br/ " where B is the electron-lattice thermal

coefficient.

which contain the nonlocal effects, i.e.
Xu(x, t) = / / D(x—x,t—H)Xi (X, H)dx'dt’.  (55)

In the quasi-static regime (I' < 1), we can compute
the explicit expression of the kernel @ in the diffusive
approximation. This approximation means that we keep the
lower order nonlocal terms with respect to the relevant
parameter I'2. The continued fractions become

F'~ !
C v HQE+D2/En+1)2 = 1)Ky /v(y)
1 2(n+1)? 5
~0) (l - 4(n+1)2_1(1<vty/v(y)) ) (56)

and in the Fourier space the closure relations behave
as Lorentzian functions, [Xy(K)= X (K)/(1+ (K1),
where A4 is a delocalization length. As a result, in real space,
we obtain the kernel

®(x,x") =exp (— |idzx)f)|> /ZAd(x’).

We do not give here the explicit expressions of these
weakly nonlocal transport coefficients; we just recall that this

(57
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Figure 4. Real part (a) and imaginary part (b) of the V'—viscosity
coefficient 1y as a function of the collisionality parameter
I' = Kv, /v, for different values of & = ﬁ, 1073 (solid line),

107" (dotted line) and 10 (dashed line).

technique has been widely used in hydrodynamic simulations
of laser-created plasmas to describe the thermal transport in
steep temperature gradients [33].

5. Comparison with the results of the literature

To our knowledge, there do not exist in the literature
experimental data that describe the behavior of the transport
coefficients with respect to the collisionality parameter, which
constitutes the main result of this paper. Usually, the transport
coefficients derived from the theoretical kinetic models and
the Monte Carlo simulations are mainly compared to the
experimental data in the collisional range, available in the
literature. For example, we can cite the recent paper of
Smirnov and Jungemann [34], which reported a theoretical
work on the semiclassical hole transport in stationary
(w =0) and homogeneous (K = 0) approximations, taking
into account the full band structure of a semiconductor with
arbitrary oriented and uniform electric and magnetic fields.

Let us compare our results with those derived from
theoretical models. We pay more attention to the asymptotic
regimes, KA, > 1 and K4, — 0.

For the ballistic regime, KA, > 1, we compare
the thermal conductivity in both the nondegenerate and
strongly degenerate cases with the results established by
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Figure 5. Real part (a) and imaginary part (b) of the anisotropy
temperature coefficient oy as a function of the collisionality
parameter I' = Kv, /v, for different values of £ = ﬁ,

1073 (solid line), 10" (dotted line) and 10 (dashed line).

Greiner et al [35]. In this paper, the 1D thermal conductivity
is calculated within the correlation function formalism. We
can see in figure 9 that in the strongly degenerate case,
good agreement is obtained. However, we observe that the
curve of [35] exhibits fluctuations for large values of &
associated with the shape of the correlation function. On
the other hand, as shown in figure 10, we can note that
qualitative agreement is obtained in the nondegenerate case.
We believe that the departure with respect to our results is
due to the 3D geometry used in our model. For completeness,
we report also the explicit conductivity in the limit & — 0.
From equations (A.17), (A.18), (A.21) and (A.39), using the
asymptotic expansion of a Sommerfeld integral to compute
the integrals, I/ k(w, K), we obtain after some algebra,

9 /2 ngv

ndg oVr

KM =0)= /=22,
T @=0=3y K

64\ n2 1y
3 \Kh

(58)

K%w=m=< (59)
for the nondegenerate and degenerate cases, respectively.
We retrieve similar expressions (equations (17) and (18)
in [35]) as Greiner et al, with differences due only to the
dimensionality of the system. Note that the 1D nondegenerate

Figure 6. Real part (a) and imaginary part (b) of the J,—viscosity
coefficient yr as a function of the collisionality parameter
I' = Kv, /v, for different values of £ = ﬁ, 1073 (solid line),

107! (dotted line) and 10 (dashed line).

thermal conductivity has already been computed from the
Vlasov equation by Hammett and Perkins in [36],

2 nov,
K?P(w=0>=\g—|m’,

and this result corresponds to the one derived by Greiner
et al [35], for KL =2, where L is the active length of the
semiconductor device.

Now we consider the other limit KA,. — 0 and again
we compare our results with the literature for the thermal
conductivity. In [17], the thermal conductivity is calculated
as a function of wt,, where 7, is a relaxation time for
the heat flux with the use of the 13-moment method. The
constitutive quantities are derived as relaxation terms by
means of the Grad scheme. The results are given in figure 11
for both the real and the imaginary parts of the thermal
conductivity. To carry out the comparison we must express
the relation between the macroscopic relaxation time 7, and
the microscopic mean-free-time t,.. The relation obtained
is approximately wt, =1.322wt,.. We can observe good
agreement for the real part and qualitative agreement for the
imaginary part of the thermal conductivity. The discrepancies
between the two results could be due to Grad’s method, which
accounts for only 13 moments, whereas in our approach we
take into account all the anisotropies with the use of the
infinite continued fractions.

(60)
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6. Summary and conclusions

By means of the kinetic theory, we have developed a
general formulation of the transport theory including the
contribution of all anisotropies of the distribution function.
In opposition to the standard Chapman—Enskog method
based only on the expansion of the total distribution
function in small parameters, (2, @) « 1, the present
transport coefficients are valid in the whole collisionality
range. The closure relations of the hydrodynamic equations
are computed self-consistently without any adjustable free
parameters. Accordingly, the hydrodynamic equations are
suitable for describing semiconductor devices very far from
the equilibrium.

The method of solving the kinetic equation developed
in this work consists of transforming the infinite system of
anisotropic equations to a single equation with the use of
the continued fractions. Some simplifications are introduced
in the collision operators in order to solve analytically the
BTE. However, the collisional invariance properties of these
operators are not affected by these approximations. The total
distribution function is com;()uted in the Fourier space as a
function of the integrals 1,/" (w, K); we can calculate very
accurately the numerical value with standard algorithms.
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Figure 8. Real part (a) and imaginary part (b) of the
V—electron—lattice friction coefficient yx as a function of the
collisionality parameter I' = K v, /v, for different values of

£= 5% 1073 (solid line), 10! (dotted line) and 10
(dashed line).
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Figure 9. Real and imaginary parts of the ballistic thermal
conductivity K}ig in the degenerate case, as a function of the
parameter wTg, = ﬁé. The dotted line corresponds to the results

of [33]. The chemical potential used is ’;—g =10.

In our approach, we used the kinetic equation which
was linearized for small deviations from the equilibrium
state. Thus the derived transport coefficients are strictly
speaking valid only for the linear case. This is one of the
most significant limitations of our theory. Nevertheless, our



Phys. Scr. 78 (2008) 025704

S Mesbah et al

1

Imaginary part

0.14

S

S0

<

S K

<

%0(\

X 0014
Real part

1E-3 4
0.01 0.1 1 10 100

ot

Figure 10. Real and imaginary parts of the ballistic thermal

conductivity K. ?dg in the nondegenerate case, as a function of the
parameter wTygg = %5 . The dotted line corresponds to the

results of [33].

0.8 1

0.6 4 Imaginary part

K /K (0)

0.4

024 Real part

0.0 . ; . . . .

Figure 11. Real and imaginary parts of the thermal conductivity Kt
in the limit KA,. — 0, as a function of the parameter wt, =
1.322wt,.. The dotted lines correspond to the results of [17]. The
chemical potential used is MTS =0.5.

nonlocal results represent a significant improvement over the
standard (local) transport coefficients, which are independent
of the wavenumber and of the frequency. Furthermore, we
believe that the semicollisionnal closure relations can be
fruitfully applied in the nonlinear hydrodynamic equations to
describe transport properties of semiconductors far from the
local equilibrium.

One of the planned extensions of the present work will
be to investigate the nonlinear regime of the transport in
submicronic semiconductors with the use of a Boltzmann
code, and to compare it with a hydrodynamic code
incorporating the nonlocal corrections obtained in the present
work.

Acknowledgments

The Agence Universitaire de la Francophonie, Bureau de
I’ Amérique du Nord (AUF) and project 02 MDU 548 of the
Comité Mixte d’Evaluation et de Prospective Algéro-Francais

(CMEP) are gratefully acknowledged for partial support. The
work of JPM is supported by the National Science and
Engineering Research Council of Canada and the Ministére
de I’Education du Québec.

Appendix A

This appendix is devoted to the computation of the closure
relations of the hydrodynamic equations (44)—(46). For this
we compute from the BTE the average random velocity
condition,

M| =0, (A.1)
the heat flux 5
gx = noTov, M7, (A.2)
V6 F, 2 :
the x—x component of the stress tensor
M, = LnoToMj/z, (A3)
3V5F
the electron—lattice momentum transfer
4F) mvy 2
Ry = v — nomv, | yv(y)fi(y)dy,
3Fip e Fip/3 J Y
(A4)
and the electron—lattice energy transfer
no Tt
Oinel = —— M. (A.5)
Fip

The moments (A.1)—(A.5) are constituted by linearly
independent terms proportional to the thermodynamic
potentials, iK T and iK i = iK u +eE, and to the temperature
T, the drift velocity V, the gradient of the drift velocity
iK'V and the current density J, = —eny V. Note that we have
isolated the contribution due to the drift velocity V', generated
by the free streaming operator from the contribution generated
only by the collision terms proportional to the current density
Jr. As we will see, this splitting allows us to verify the
Onsager symmetry of the transport coefficients. Thus, in the
more general case, they can be written as

, 1K iKT
Ml =engv; L1 ——— tengv; L2
|K'| To |K'| To

Vv A
+engv;L13— —engvi L4 =0,
Uy enov;

(A.6)

iKj iKT

= —noTov, Loy —— +noTyv, Loy ——
qx hodoVy 21|K|To noLoV; 22|K|To

V Jx
_nOTOUtLZBU_ —noTov,Log , (A7)

t enpv;

o
I, = —nolyl;1— —noTyLzx—
xx 0lo 31T0 0lo 32T0

KV iKJ,
—noToL3z——+noToLzy

IK v A9

K lenov,’
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1 1,00 (3 1,0,0
iK i iKT 2GF 32 9FFD [(5) Foaply™ — (3) Fiplyj ] 4
R, = —nomv vy Lo —— +nomv,vae Lap —— YUY -
: MR KT, 3 N (A ) B
vV my
—nomUVacLgz— + Lyy . Jx, (A9) 28 )
v o 3/2 L2252
1Kv, EE y F1F2 §K Ufy G(Fl) F2
where L;; are the linear transport coefficients. The expression
of the electron—lattice energy transfer Qjne Will be computed 0 Frp 2 2
later on. We can split the calculation of the distribution dy IKU’ — Ky, _K v GRy?
function into two parts. First, we drop the dependence L0011 _ 100,101
with respect to J, and we compute the contributions 8 Frp (]3/2 s — 1 L)y ) ) 14
proportional to the perturbed parameters, 7, i and V. From dy (11 0.0 7100 _ 1.0, 0[1’0,0) lKvtv—t> (A.13)
equations (32) and (38), after some algebra we deduce the s hj” =Ll
analytic expressions of the first anisotropic component,
; andG=(—ia)+vo+K2vt2§chl)7l
P
fi=nh < ) +h ( > +f <_> h (n 0 Tov,> ’ (A.10) Now let us compute the dependence of the closure
relations with respect to J;. It is more convenient to work on
where the ion velocity frame (the laboratory frame) instead of the
T 5 oF velocity electron frame as used previously. In this frame the
fil=)=-iK v,\/t GF /=2 elastic collision operator reads
T() 3 By

LG/ Fia — (1/2) F-1 p(1to/ To)
y — LG/ Fy — G/ Fi (o) Ty))

B

1,0,0 y1,0,0 1,0,0 71,0,0 T
<[5/2 Iy, _[3/2 13/2 ) 0
2 IF,
+iKv,\/iGF1y3/2£
3 ay
Ly (/2 Fija — (1/2)F-1 o/ To))
—13°((5/2) Fsp = 3/2)Fip(io/ To) | T
X =)
1,0,0 71,0,0 1,0,0 71,0,0
(15/2 [1/2 _13/2 ]3/2 ) T
(A.11)
/1 2 1/28FFD
2) = _ /ZGF -
N (To> \/; 1y dy
(/2 F 113 = /2 Fi a1
X
1,0,0 +1,0,0 1,0,0 71,0,0
<[5/2 Iy, _[3/2 13/2 )
D) IF,
xiKv,ﬁJr\/iGFly”zﬂ
, V3 ay
[(1/2)F_1/21;/3° (3/2)F]/2111/’g’0]4 i
X 1,00 71,00 71,0,0 71,0,0 ! Vi
(15/’2’ L)y " =y 1)y ) 0
(A.12)
4 2 IF,
P (_) =\ﬁcplyl/2£
vy 3 ay

1,0,0
Iy

)

() Faap i = (G) Fie

1,0,0 71,0,0 1,0,0 71,0,0
(15/2 L)y " =Ly 1)y

],

Uy

X

12

Cao(/) = —vacy'? D /(1) Pa(6)

n=1

2
3 Vacy —(/——

and the corresponding distribution function is

0Frp Ji
dy enpv;

Pi@) (A.14)

2 2
fi (Jo) —fvac [yFl —~ §K2 v/ y?G (F)? }

0 Fj J, 2 /2
aFD—X 2v,2 —vacGFlyl/2
y  (—engvy) 3V3
1,1,0 71,0,0 11,0 71,0,0
3 Frp (1 I5)" = I L)y )
1,0,0 71,0,0 1,0,0 71,0,0
9y (15/2 Ly " =1Ly ), )
Jx 2 22 /2 3/2
D — v v Gy
(—engvy) t3y 3 Ly
1,1,0 71,0,0 1,1,0 71,0,0
3 Fyp (1 L)y =L L)y ) Ji
1,0,0 11,0,0 1,0,0 71,0,0\ (— ’
9% (15/2 L)y =15 Iy )( enov:)
(A.15)

Similarly, the second anisotropic distribution function
can be readily deduced from equations (16) and (35),

obtaining
22 4 anD
) = —iKv,——=y'?F, fy () +iKV F
Sy t«/ﬁy 2/1 (v 3ﬁy S
(A.16)
Now from equations (A.10)—(A.12) and (A.15), we
calculate the expressions of the coefficients L;;
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1,0,0 1,0,0 121 3/2 32412 .
(Pl =310 (ot (100 - (1) 1120)
+ 9
(G2 F + (—iew+u) 13°) 251K (BAOHA0 - BA°RAY)
1,00 71,00 _ 71,00 71,0,0 :
2F p K, ([5/2 L)y =5 Iy )
L= Ly =
( Lo 100) ((3)F1/z Yy 1/2@) ( 5F3/213 +3F1/215‘/g 0) [(16/45)k2v, 15‘/51 ia)(2/3)131/; 0]
3F1/21 —F_ 1/21
B FRE) | v (190 (1) 110?) YN (e T
2R K (IS0 - 80 L3°) X (=3FRE +5EIE0) [a64sR 1) — o315
5 1o 2F1 (15/2 [11/(2) 0 131/2 0[31/(2) 0) ’
(Faptis® =3k p0120) (@) Re-() Pt (A.23)
X / P o) (1§/2 (%) 55°)
2F1 2K, (151/‘(2)’0111/’(2)'0 7131/'2'0131/2 0) ’ Loy = 2 vac[;) 1,0 4 _* g2 tz ac141 2,0
(A.18) 3Fip 9F )2
107100 _ 71.1071,00
4 o 110( Ispm =1y I3/2>
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T QF LY —4F 1)%)
227100 2. 1110
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4F 2 01,0 2.271,2,0
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227110 ( Lp =5 hpy )
oF ;K 1,0,0 ;1,0,0  71,0,0 71,0,0
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(A.32)
where

1#%%0=/.Wmfﬁw%ﬁf§ﬁgﬁﬁ@
0
(A.33)

For the energy transfer production term, the computation
is more straightforward. It is defined by

Oune = voporoTy (M;2 = Mif (TD) . (A34)
More explicitly, it reads
3
Qinel = Vopono To (Fl/z(To) —0F p(1Tr))
5 T
+=(0F3/2(Tr) — F3,2(T0)) | = 1 T voporo To
2 T
3 2
X 5(9F1/2 (Tr) — Fi2 (Tp)) g (A.35)
0

We should note that the production term Qj, is a local
collisional term. This is due to the approximations used in
the inelastic operator (27) defined with a constant frequency
Vopo (). We can get a nonlocal expression if we keep the
energy dependence of the collision frequency.

Finally, we express formally the closure relations of the
hydrodynamic equations by eliminating the electrochemical
potential in equations (A.7)—(A.9) with the use of the
condition (A.6), obtaining

_ —KT«/EHOTOU? iKT

|14 Jy
+agnoTov,— — Byno Tov, ,
Vac 0 1% enovy

(A.36)

T }’l()T()U iKV
I, =0ln"oToF — V2L ——
0

Vac Uy
noTov J,
+ynV/2 g (A.37)
Vac engv;
iKT
R, = ,BR\/EnomvtzT + YRIOM U Vye —
0 t
Jx
— VynoMmUgVae ) (A.38)
enyv;

where the dimensionless semicollisional transport coefficients
in the (w, K) space are the thermal conductivity

(A.39)
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the V'—viscosity coefficient

ny = + L33, (A.40)
11
the J,—electron—lattice friction coefficient
Ly L
yy= 2201, (A.41)
Ly
the V'—convective coefficient
Ly L
ag=—2E L, (A.42)
Ly
the anisotropy temperature coefficient
L, L
an = 2L 1y, (A.43)
Ly
the J,—Peltier coefficient
LyiLs
By = + Loa, (A.44)
Ly
the electron—lattice thermal coefficient
LayLyy
Br = + Ly, (A.45)
Ly
the J,—viscosity coefficient
L31Ly4
yn = + L3, (A.46)
Ly
and the V—electron—lattice friction coefficient
LyLiz
YR=— Ly (A47)
1

Due to the splitting of the transport terms proportional to the
velocity into two contributions in equations (A.36)—(A.38),
the Peltier coefficient, the viscosity coefficient and the
electron—lattice friction coefficient are given respectively by
B=PB;tog,n=nvtynandv=v;+pR.

The last closure relation is the inelastic term (A.34)
that we have to express as functions of the perturbed fluid
parameters, 7 and n, with the use of the definition of the
perturbed density,

o <§ _ @“n) I Fpp
no 2 TQ 2F1/2 To 2F1/2 To'
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