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Résumé

Résumé

Considérons un essai clinique longitudinal ou les patients recrutés sont alloués a I’un des deux
traitements et sont sujets a des mesures répétées sur le temps. Supposons que la réponse du
i —iéme patient au traitement h, h = 1,2 est un vecteur aléatoire y;,; distribué selon le
modele y,; = yn + BrXx + en;, 0U (i, Br) sont des paramétres inconnus représentant les
effets des traitements, x sont les temps de mesures, et ey; sont des vecteurs d‘erreurs
indépendants distribués identiquement, dont la distribution est inconnue. Pour tester les
hypothéses Hy: 8, = B, contre Hy: B, # [5,, Lee et DeMets (1992) ont proposé une procédure
séquentielle groupée non paramétrique utilisant le test de Wilcoxon somme des rangs, ou les
rangs sont basés sur les estimateurs des moindres carrées ordinaires, Sy;, de 8, calculés pour
chaque y;,;. Mais, leur procédure assigne des nombres pré-spécifiés de patients a chaque
traitement, ce qui ne réduit pas 1’allocation de patients au traitement inférieur. Nous
proposons deux procédures asymptotiquement efficaces qui mettent fin a 1’essai et
rejettent H, au premier test intermédiaire significatif, ou les patients sont assignés aux
traitements selon des regles d’allocations dépendant des données, qui réduisent les allocations
au traitement inférieur. Les études de simulations montrérent que les régles d’allocations
proposées sont susceptibles de réaliser une réduction considérable dans le nombre de sujets
assignés au traitement inférieur aux dépens de ’augmentation relativement petite en le
nombre total de sujets échantillonnés et de la diminution en puissance lorsqu’elles sont
comparées a ’allocation qui assigne le méme nombre de patients a chaque traitement sous les
distributions normale, logistique et exponentielle.
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Introduction

INTRODUCTION

Depuis qu’elle a été suggérée pour la premiére fois par Bross (1952) et Armitage (1954),
I’application des plans d’expériences séquentiels dans les essais cliniques n’a cessé
d’augmenter car le recrutement des patients est intrinsequement séquentiel et il est
éthiquement important de réduire le nombre de patients exposés a des traitements inférieurs.
Les méthodes séquentielles fournissent des plans flexibles qui permettent un arrét précoce
soit pour rejeter soit pour accepter 1’hypothese nulle, Hy, de I’égalité de deux traitements. Une
acceptation rapide de H, permet a I’expérimentateur d’arréter 1’essai pour ‘futilité’ lorsque les
données suggerent que 1’étude a peu de chance d’aboutir a une conclusion positive. D’autre
part, un rejet rapide de H, évite d’exposer d’autres patients au traitement inférieur, voir e.g.
Jenisson et Turnbull (1999).

Un plan purement séquentiel, autrement dit un plan ou un test intermédiaire aprés chaque
mesure est effectué, ne serait, pour des raisons d’organisation, que difficilement réalisable.
Dans ce cas il parait naturel d’utiliser un test séquentiel de données groupées qui consiste a
répéter au plus K tests de signification intermédiaires de H, contre H;, un test apres
I’accumulation de chaque nouveau groupe de données. Au premier test significatif
I’échantillonnage est terminé et H, est rejetée. Ces tests intermédiaires sont effectués avec un
seuil ay de facon a garantir un seuil global «, oy étant la probabilité de rejeter a défaut H, lors
du k — eme test intermédiaire. Plusieurs techniques de tests séquentiels de données groupées
ont été proposées, entre autres, par Pocock (1977), O’Brien et Flemming (1979), Fallissard et
Lellouch (1992) et Lan et DeMets (1983). Quelques autres références pertinentes des
principaux développements théoriques sur I’analyse séquentielle sont: Wald (1947), Ghosh
(1970), Siegmund (1985), Ghosh et Sen (1991) et Mukhopadhyay et de Silva (2008).

Une procédure séquentielle testant deux hypothéses H,, contre H, est définie par une regle
d’allocation spécifiant le traitement du prochain patient ou groupe de patients, par un temps
d’arrét de I’échantillonnage et par une décision finale en faveur de H, ou de H;. L’objectif
d’une telle régle d’allocation est de réduire le nombre de patients recevant le (ou les)
traitement le moins efficace et d’augmenter au contraire le nombre de patients recevant le (ou
les) traitement le plus efficace. On notera que ce cadre peut étre relié¢ a celui du ‘bandit a deux
bras’ (two armed-bandit’); voir e.g. Lamberton, Pagés, et Tarés (2004). Dans notre travail
nous nous restreignons aux méthodes de tests séquentiels qui mettent fin a 1’essai et rejettent
H, au premier test intermédiaire significatif et assignent les patients aux traitements selon des
régles d’allocations qui réduisent les allocations aux traitements inferieurs. Ces méthodes
furent proposées dans le cadre paramétrique transversal notamment par, Robbins et
Siegmund (1974), Louis (1975) et (1977), Sarkar (1991), et Zoubeidi (1996). Cerutti et
Zoubeidi (2003) ont développé une méthode pour un modele linéaire a effets mixtes avec des

rreurs distribuées normalement. Dans le contexte non paramétrique, Rosenberger (1995) et
Bandyopadhyay et Biswas (1999, 2000) ont proposé des procédures basées sur les modéles
d’urne.



Introduction

Les regles d’allocations se présentent fréquemment dans plusieurs domaines des statistiques,
le controle adaptatif, le marketing et en économie. Le premier exemple fut introduit par
Robbins (1952), et depuis, plusieurs variantes ont été ensuite étudiées de maniére étendue
(voir Berry et Fristedt (1985), Wang , Kulkarni et Poor (2005a, 2005b)).

En 1992, Lee et DeMets (Journal of the American Associattion 87, 136-142) ont proposé une
procédure séquentielle de groupes pour tester 1’égalité des taux de croissance de deux
traitements lorsque la distribution des réponses est inconnue. Mais, leur procédure assigne des
nombres pré-spécifiés de patients a chaque traitement, ce qui ne réduit pas ’allocation des
patients au traitement inférieur.

L’objectif de notre travail est d’introduire une procédure séquentielle de groupes encore plus
flexible basée sur la statistique de Wilcoxon somme des rangs ajustée avec des regles
d’allocations dépendant des données. Nous développons deux procédures asymptotiquement
efficaces qui mettent fin a ’essai et rejettent Hy au premier test intermédiaire significatif, et
assignent les patients aux traitements selon des régles d’allocations, qui réduisent les
allocations au traitement inférieur.

Cette these est structurée en quatre chapitres permettant de décrire les différents aspects de
notre travail.

Comme la procédure ou notre travail est centré utilise un test séquentiel non paramétrique
basé sur les statistiques linéaires de rang, nous rappelons dans le chapitre | les résultats
essentiels concernant ces statistiques. Puis, nous en donnons les théorémes illustrant leur
normalité asymptotique.

Le chapitre Il introduit le cadre général de la thése. Il est constitué de deux parties

- La premiére partie introduit les essais cliniques congus pour évaluer si un nouveau
traitement est supérieur au traitement standard.
- La deuxieme partie donne un apercu sur les méthodes séquentielles et présente quelques
procédures élaboreées a cette fin.
Dans le chapitre III, nous modifions la procédure de Lee et DeMets (1992) en I’ajustant avec
des regles d’allocations dépendant des données. Ces régles sont dérivées a partir de la
contrainte de rejet de ’hypothése nulle et leur efficacité est montrée en associant un risque a
chaque procédure. En plus des aspects éthiques importants de réduction des allocations au
traitement inférieur, ces procédures fournissent plus d’observations du traitement supérieur
pour d’autres analyses apres la fin de 1’échantillonnage. En fin de ce chapitre, nous illustrons
les deux procédures que nous avons réalisé dans le cadre de ce travail par un exemple réel.

Le chapitre IV traite les études de simulation pour étudier la performance de ces régles
d’allocations et comparer chacune d’elles a 1’allocation qui affecte la moitié des patients a
chaque traitement sous les distributions: normale, logistique et exponentielle. De 1a, nous
ferons les commentaires des résultats obtenus, et nous cléturons notre travail par une
conclusio
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Chapitre |

Théorie de distribution des statistiques linéaires
de rang

Ce chapitre présente les statistiques linéaires de rang qui sont essentielles dans la théorie
statistique non paramétrique. Daniels en (1944) a donné, le premier, la forme générale d’une
statistique linéaire de rang, en introduisant le concept de score associé a une paire
d’observations. Nous commencgons d’abord par les définir dans les cas univarié, multivarié et
celui avec données manquantes. Puis, nous nous intéressons & leur distribution asymptotique.
Pour cela, nous énoncons pour chaque cas un théoréme qui établit ceci. Un traitement
mathématique avancé complet des statistiques linéaires de rang a été donné dans Hajek et
Sidak (1967). Une version intermédiaire du sujet est disponible dans Randles et Wolfe (1979)
gue nous recommandons vivement aux lecteurs intéressés. On pourra aussi consulter Puri et
Sen (1985).

1.1 Statistiques linéaires de rang univariées

Soient X;,X,, ... ,Xy des variables aléatoires indépendantes de fonctions de répartitions
F,, F,, ... ,Fy définies et continues sur R, et Ry,R,,... ,Ry leurs rangs respectifs tels que
Ry = R(Xi) = X1 Vxyexp K =1,...,N.

Définition 1.1.1
Soient ¢;,1 < i < N, des constantes positives non toutes nulles. On appelle statistique linéaire
de rang une statistique de rang Ly de la forme

Ly = XL, c;a(Ry). (1.1.1)

La statistique ainsi définie est caractérisée par des fonctions scores a(i) générées par une
fonction ¢(t),0 < t < 1, comme suit:

a(i) = @ (ﬁ)1 <i<N (1.1.2)
ou
a(i)=Ee(U;), 1<i<N, (1.1.3)

ou, U; est la i — eme statistique d’ordre dans un échantillon aléatoire de taille N de la
distribution uniforme sur [0,1]. Les scores donnés par (1.1.2) sont les plus utilisés en raison
de leur simplicité.

Exemple 1.1.1
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On considére N =n+ m observations X, ... ,X, indépendantes de distribution F et
Y1, ..., Yy, indépendantes de distribution G, et R, R,, ... , Ry leurs rangs respectifs, lorsque
celles-ci sont ordonnées toutes ensembles. Soient

1 si 1<i<n

a(l)—‘P( ) plsisNete {0 sin+l<i<n+m

N+1/)  N+1

La statistique Ly s’écrit alors

Ly = Xitici (Nlj-il N %) =Xi-1 (Nli-il N %) (1.1.4)

11 s’agit de la statistique de Wilcoxon somme des rangs.

Dans les essais cliniques, les échantillons (X, ..., X,) représentent les réponses des sujets
ayant recu le traitement contrble, et (Y3, ...,Y,,) représentent les réponses des autres sujets
ayant recu le nouveau traitement. Pour tester I’hypothése de I’absence de différence d’effet
entre les traitements, la région critique du test de Wilcoxon classique est construite a partir de
la statistique donnée par (1.1.4), sous I’hypothése de I’absence d’effet traitement, c.a.d,
I’hypothése nulle.

1.1.2 Distribution asymptotique de Ly

Le probléme central concernant les statistiques linéaires de rang est d’établir des conditions
sous lesquelles elles sont asymptotiqguement normales avec leurs parametres naturels E (Ly) et
Var(Ly).

Les variables aléatoires X;, ..., Xy sont telles que F;(x) = F(x — By — Bc;), i=1,...,N,

x € R, ou B, et B sont des parametres de locations inconnus; 8 représente la différence entre
les deux populations. Notre hypothése d’intérét et qu’il n’y pas de différence entre les
populations, ceci revient a tester 1’hypothese

Hy: 5 =0 contre Hy:f # 0. (1.1.5)

Pour I’étude de la loi asymptotique de la statistique L, donnée par (1.1.1), considérons
I’hypothése nulle Hy: F;(x) = F,(x) = = Fy(x) = F(x — By) = Fy(x), ou F, est une
fonction de répartition continue mais inconnue. Sous cette hypothese, la distribution des
rangs R;,i =1,...,N, est indépendante de la distribution F,, ce qui donne une importance
particuliere aux statistiques qui ne dépendent des observations que par I'intermédiaire des
variables aléatoires R;, i = 1, ..., N. A cet effet, nous allons d’abord donner la forme génerale
de I’espérance et de la variance de la statistique Ly Sous H,, puis nous énongons un théoréme
pour établir sa distribution asymptotique. Pour la démonstration on consultera Puri et Sen
(1985).
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Proposition 1.1.1. Soit Ly = XN, c;a(R;) une statistique linéaire de rang.
Sous I’hypothése H,, nous avons

E(Ly) = Néa (1.1.6)

et of = var(Ly) = =2, (c; — O[T, (@) — @)?] (1.1.7)

1
Ol:l c = —1 EI-V_ C;,a= —1 EI-V_ a(i)
’ N =1%*v N =1 '

Théoreme 1.1.1
Supposons que les constantes ¢;, 1 < i < N, vérifient la condition de Noether (1949)

Leieni(€i=)%)
Z?I:1(ci _E) 2

et que a est une fonction score de carré intégrable. Alors sous H,

- 0 quand N — +oo, (1.1.8)

Ly—E(Ly)

JVar(Ly)

ot V'(0,1) est la distribution normale centrée et réduite.
Dans le cas ou Fj, ..., Fy varient, Puri et Sen (1985) ont établi et démontré un résultat
général de la normalité asymptotique de Ly.

- N(0,1) quand N — +oo, (1.1.9)

Exemple 1.1.2

Considérons une expérience clinique sur un nouveau traitement. Soient X, ..., Xy etY;, ..., Y,
les performances du traitement contrdle et du nouveau traitement sur n et m patients
respectivement, ol n + m = N. Si le nouveau traitement a pour effet potentiel d’induire une
translation des performances alors on pourra modéliser les observations X5, ..., Xy et Y, ..., Y,
comme étant indépendantes de distributions F;(x) = F(x —B1—ci(By — ﬁl)), ouc =1
pouri=1,..,n, c¢; =0 autrement et 8, h = 1,2 représente les effets inconnus des deux
traitements. Il s’agit de tester I’hypothése Hy: f; = 5 contre 1’alternative Hy: 51 < f55.
L’hypothése nulle exprime le fait que le nouveau traitement a la méme performance que le
traitement controle. L’ alternative décrete au contraire que le nouveau traitement est supérieur
. . - - o Ly-N¢a .
au contréle. Pour faire le test, on utilise la statistique centrée réduite Z = o Si le
niveau du test est fixé a a, la région critique est alors de la forme C = {Z < g, }, ou g, est le
quantile d’ordre (1 — a) de la loi normale centrée réduite.
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1.2 Statistiques linéaires de rang multivariées

Soient X3, ... , Xy des vecteurs aléatoires indépendants de distributions F,(x), ..., Fy(x),
continues et définies sur R?, avec p > 1. Nous notons par X,, = (Xml,...,me)t, pour
m=1,...,N, et laj — eme distribution marginale par Fp,;;(x) = P(ij < x), pourl1 <j <
p, 1 <m < N. Puisque toutes les F,[;;(x) sont supposées continues, pour chaque j, les
observations X ;, ..., Xy; sont distinctes avec une probabilité égale a 1. Nous définissons les

0 _ 0) ) XY
rangs par Ry; = X1 iy, <x,) POUr 1 <i< N, tels que Ry = (R,\,Jl,...,RN’N) est une

permutation des entiers {1, ..., N}. R,(\{) est le vecteur des rangs de la j — éme colonne de la
matrice X donnée par

X11 X12 le Xg
LN t

Xug=| M Ko T ) ) (121
Xt Xnz = Xnp X5

dont les lignes représentent les sujets et les colonnes les temps auxquels les analyses sont
effectuées.

La matrice correspondante

(1) €Y €Y

/ R RN1 RNN

pr = ( ) ( ) (1.2.2)
R(p) RNpl RNpN

est appelée matrice de collection des rangs de X. Cette matrice génére une matrice de
collection des scores

an1 (Rz(vlf ) A 1 (R1(vlz\)z) a,(\,l)
Ay = : : = N (1.2.3)
an (R) + anp (RR)) \a?

Les statistiques linéaires de rang considérées ici dépendent de X, ... , X seulement a travers
R,(\{). Pour les définir, nous considérons pour chaque j un ensemble de N scores de rang

a;() = E [o;(U)| ou 0, () 1i<w, (1.2.4)

ol ¢;(w), pour 0 < u < 1, sont des fonctions scores, et U < --- < U sont N variables
aléatoires de la distribution uniforme sur [0,1], telles que E(U,f,i)) =Lt

N+1
Nous introduisons comme dans le cas univarié les constantes connues c;, i = 1, ..., N, qui

dans les essais cliniques indiquent 1’affectation des traitements aux patients (voir exemple
1.1.1).
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Définition 1.2.1: Le vecteur des statistiques linéaires de rang des composantes de X4, ... , Xy

est défini par Ly = (L,\,J-)j=1 O

Lu = Eacian; (RY), 1<) <p. (1.2.5)

1.2.1 Distribution asymptotique de Ly

Les statistiques linéaires de rang de la forme (1.2.5) jouent un réle fondamental en inférence
statistique non paramétrique (voir le probleme a deux échantillons considéré dans I’exemple
1.1.1). Elles sont tres utilisées pour tester et estimer les paramétres des modeles linéaires
généraux multivariés. Pour cela, nous étendrons les résultats concernant la distribution
asymptotique de ces statistiques aux vecteurs aléatoires.

Les vecteurs aléatoires X;,..,Xy sont tels que F;(x)=F(x—a—c¢B), i=1,..,N,
x € RP, F est une fonction de répartition multivariée continue mais inconnue, c; est une
constante connue pour chaque i; & = (ay, ..., a,) et B = (By, ..., B,) sont des paramétres
inconnus.

Puri et Sen (1985) ont discuté le test de rang des hypothéses Hy: § = 0 contre H;: B # 0. Ce
test est basé sur le vecteur de statistiques lineaires de rang Ly de dimension px1 donné par
(1.2.5).

Sous I’hypothése nulle, la distribution des rangs est indépendante des F;, ainsi la distribution
asymptotique est plus facile a obtenir. Nous énoncons alors comme pour le cas univarié un
résultat pour calculer I’espérance et la variance du vecteur Ly.

Proposition 1.2.1
Sous I’hypothese nulle Hy: § = 0

1- E(Ly) = (N EC_le)jzl'._. » (126
N | — 1 a. (i
ol c:;Z?’:lCi et aNjZWinV=1aNj(l)'

2-Var(Ly) = (ULi(c; — ©)*) Vy, (1.2.7)

ou Vy = (ij,)j,j'zl,... » et Vi = %2?21 <(aNj (RI(Vji)) - a_Nj) (aNj' (RIE/]L)) - CL_N]")>.

L’¢lément v; - de la matrice Vy de dimension p est stochastique vu qu’il dépend des rangs

R(J')

vi» Mais il est invariant par rapport a la o-algebre des permutations des rangs.

La preuve de cette proposition est donnée dans Puri et Sen (1985).

Le théoreme suivant nous donne la convergence de la matrice V, vers une matrice constante
v. On en trouve une démonstration dans I’ouvrage de Puri et Sen (1985).

Théoreme 1.2.1

Soit p;(u) = @1 (W) — @ (u), ol @;,(u), k = 1,2, est decroissante. Si ¢;(u) est de carré
intégrable, et absolument continue sur [0,1] pourj =1, ..., p.
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Alors sous H, la matrice

Vy 5 v(F) = (v(P) | quand N - 4o (1.2.8)

ji=1,..,
ot vj(F) = fol @F (wdu — (fol <pj(u)du)2

+00 400 1 1
et v [0 70 (F) o (Fr0)) dFy (e y) = [ o;wdu [ o (u)du,
ou F;; est la distribution conjointe de X;; et Xr.

Nous arrivons maintenant au théoréeme qui étend le théoréeme 1.1.1 au cas multivarié. Il nous
donne la normalité asymptotique multivariée du vecteur statistique Ly. On en trouve une
démonstration dans I’ouvrage de Puri et Sen (1985).

Théoréme 1.2.2
Supposons que:

L 1B 0?)
Zlivzl(ci_f)z

2- @;(u) satisfait les conditions du théoreme (1.2.1) et que v(F) est définie positive.

— 0 quand N - 4+ (1.2.9)

Alors, sous Hy: B = 0

L
Ly >Ny, ((N €@)jor, pp 2iea(ci — ©)2Vy) (1.2.10)

ou, V) est une matrice de rang p définie positive.

Exemple 1.2.1

Considérons un essai clinique avec deux traitements ou n patients sont affectés au traitement
controle et m patients sont affectés au nouveau traitement (N = n 4+ m), supposons que p
mesures sont relevées sur chaque patient aux temps T = (tl, ty, ...,tp)'. Soit X; =

(%11, Xi2, ...,xip)' les observations sur le patient i = 1, ..., N telles que
Xi = Bonl + BinT + &,

oU Bon €t By sont des paramétres inconnus représentant respectivement 1’intercept et le taux

de changement par rapport aux temps du traitement h = 1,2 et g; = (eil, ...,eip)' sont des
erreurs de mesures aléatoires de distribution continue inconnue et de matrice de covariance
définie positive. Ce modele de régression linéaire simple est utilisé entre autre pour 1’étude
des courbes de croissance et les effets des traitements a travers le temps. Dans ce contexte on
s’intéresse a la comparaison des effets des traitements fB;; et B;,, c-a-d, on teste les
hypothéses

Hy: 11 = P12 €t Hy: P11 # Prz
Soit S = {ts,, ts,, ., s} Un sous ensemble de {t;,t,, ..., ¢,} avec tg, >t; et ts, =t
représentant des temps d’analyse des données pour chaque patient et soit

> A A A ! N~ A . . , . . s
Bi= (,Bil, Bizs - ,BiK) , 0U f3; est I’estimateur des moindres carrés ordinaires de 3, basé sur
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les données du patient i jusqu’au temps ts;) c.a.d, (xil,xiz, "-'xits.)- Les Bl—j,i =1,...,N sont
J

non biaisés, E(f;;) = Byn, 00 h =1 ou 2 selon que le traitement auquel le patient i a été

alloué ont une variance commune. La fonction de répartition de f8; pourra s’écrire comme
Fi(Z) = F(Z - ,812]1 - Ci(ﬁlz - ’811)10, OU YAS IRK, ]l = (1,1, ...,1), (S RK, Ci = 1 pOUI’

i=1,..,n et ¢; =0 autrement. On note par R,(\{) = (R,(V’l)R,(V’Z)R,(V’,?,) les rangs de
ﬁAlj,ﬁAzj, ""BNj’ (] = 1, ...,K) et par

R - R
Rgxy =| ¢ : la matrice des rangs de f8;, ..., By. on utilise les statistiques

R(K) R(K)

N1 NN

définies dans (1.2.5) de distribution nulle spécifiée dans le théoréme 1.2.2 pour tester les
hypOthéSGS HO: Bll == ﬁlz et Hl: Bll * 312'

1.3 Statistiques linéaires de rang multivariées avec données manquantes

Les données manquantes sont induites par I’absence de réponse de certains sujets a certains
suivis, et sont une source possible d’erreur systématique dans les essais thérapeutiques. C’est
pourquoi on doit faire les efforts nécessaires pour se conformer a certaines dispositions a la
collecte et a la gestion des données. Dans la réalité toutefois, on devra presque toujours
composer avec 1’absence de données. Néanmoins, on pourra considérer comme valides des
essais ou des données seront manguantes, a la condition que les méthodes de traitement des
données manquantes soient rationnelles. Little et Rubin (1987) ont proposé une classification
des données manquantes en trois catégories: données dites manquantes complétement
aléatoires, données manquantes aléatoires ou données manquantes informatives.

Soient X;,X,, ..., Xy des vecteurs aléatoires px1. Supposons que seulement N(j) de
X1j,X3j, ..., Xy; Ont €té observes. Notons par O; I’ensemble des sujets i pour lesquels X;; a

été observée. Pour i € 0}, notons par R

N(pi 1€ rang de X;; parmi X,;, £€0; c'est-a-dire, le rang

de X;; obsevée.

Comme en section 1.2, nous définissons pour chaque j un ensemble de N(j) scores de

rang ayj);(0) =E(pj(UIE,l()j)> ou @; (m) ou, @j(u), 0 <u<1, sont des fonctions

scores Ulfll()j) < < UISIZ]()] ))sont des variables aléatoires ordonnées d’un échantillon de taille
N(j) de la distribution uniforme sur [0,1], et R,(Vj()j)l. est le rang de X;; parmi les N(j) sujets

observés. Pour chaque j, de méme notons toujours par Ly(j); = Xieo; CianG); (R,E,j()j)i) :

Définition 1.3.1
Nous appelons Ly (obs) = (LN(j)j)jzl pla statistique linéaire de rang multivariée avec des

données manquantes.
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Finalement, on établit la normalité asymptotique du vecteur Ly (obs) par le théoreme suivant.

Théoreme 1.3.1
Supposons que les conditions du théoréme 1.2.2 sont satisfaites. Alors

Lu(obs) 5 %, (NDGany)),_, T (1.3.1)

aN(j)j(Rz(vi% j)i)

NG et I' est une matrice de variance- covariance de rangp a

ou, Ay(j); = Xieo;

éléments(y; j,)lsj,j'sp'

1 = B B (0 () - ) (o () ~3)
o Bes e iy (S (o (R) ) Bver o (+) - )
S (1)~ ) o () -3}
+ 3960 Dies, Lres, cic {2 Znee, (0 (RY) = @)} Swes, (a7 (RY) - )},
- e ) e (o (R) - ) (o () - 3)
+ g B (4 (R) = @) v, (o (1)) - )}
+Z-9e0 Tier, Trer, i (i Zner, (4 (R) = )i Zwer, (0 (RY) - 7))

Pour la démonstration on consultera Lee, Reboussin et DeMets (1990).
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Chapitre 11

Méthodes séquentielles pour les essais cliniques

Ce chapitre est consacré aux méthodes séquentielles qui trouvent une application dans les
essais cliniques de comparaison de traitements. Ces derniers prennent une place de plus en
plus importante dans la médecine actuelle, notamment en pharmacologie. Les essais cliniques
sont les moyens permettant aux médecins d’évaluer les nouveaux médicaments, ils sont
décrits en section 2.1. En section, 2.2, sont présentées les méthodes séquentielles qui
permettent d’arréter une étude clinique dés qu’une différence entre les traitements est mise en
évidence. Les méthodes séquentielles groupées pour les essais cliniques avec mesures
répétées sont présentées en section 2.4, mais avant un modele approprié pour modéliser ces
données est décrit. Finalement quelques logiciels d’applications sont présentés en section 2.5.

2.1 Les essais cliniques

Les essais cliniques ou études cliniques sont une méthodologie ancienne en médecine. Le
premier a avoir formalisé cette discipline est le médecin persan Avicenne en 1025 apres
Jésus-Christ dans son ouvrage encyclopédique de médecine médiévale. Le terme essai
clinique signifie une expérience clinique dans laquelle des sujets humains ou des animaux
sont impliquées. Lorsque I’expérience concerne des personnes, des contraintes éthiques tres
fortes surgissent, qui placent d’emblée ce type d’étude dans une catégorie tout a fait
particuliére. Les essais cliniques constituent une partie essentielle de la recherche médicale,
car ils aident les chercheurs a comprendre dans quelle mesure les procédures et traitements
nouveaux fonctionnent bien. Il existe plusieurs types d’essais cliniques, chacun visant a
répondre a un type spécifique de question. Les types les plus courants d’essais cliniques sont
les suivants:

e Les essais thérapeutiques, qui vérifient la sécurité d’emploi et I’efficacité des nouveaux
traitements medicaux.

e Les essais de prévention, qui explorent les fagons de prévenir certaines maladies.

e [es essais diagnostiques, qui étudient de nouvelles méthodes diagnostiques de maladies
ou de troubles spécifiques.

e Les essais sur la qualité de vie, qui explorent les fagons d’améliorer le confort des
personnes souffrant d’une maladie ou d’un état pathologique particulier.

2.1.1 Aspects réglementaires

Dans un essai clinique, deux choses sont importantes: la sécurité du patient et le but de la
recherche. Chaque essai est congu comme un plan d’action qui explique clairement comment
les choses vont se dérouler. L’investigateur de I’essai (un médecin) prépare ce plan d’action
(protocole). Celui-ci explique ce que doit étre fait durant I’essai et pourquoi. Il décrit combien
de patients prendront part a 1’étude, quels types d’examens seront réalisés et comment les
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traitements de 1’essai seront donnés aux patients. Pour la sécurité du patient, chaque essai doit
étre examiné et approuvé par le CCPPRB (Comité Consultatif pour la Protection des
Personnes dans la Recherche Biomédicale). Sans ’avis de ce comité, 1’essai ne peut débuter.
Ce comité comprend des médecins, des psychologues, des assistantes sociales, des
scientifiques et juge de 'intérét de 1’étude pour les patients et I’absence de danger pour les
personnes qui y participent. Il s’assure aussi que le patient recevra une information claire et
compléte sur 1’étude avant d’y participer et y donnera son consentement libre et éclairé. Ces
procédures sont régies par la loi Huriet-Sérusclat du 20 Décembre 1988.

Un des plus célébre essais cliniques fut celui de James Lind qui démontra en 1747 que le fruit
du citrus peut soigner du Scorbut, il compare les effets de différentes substances acide allant
du vinaigre au cidre, sur des groupes de marins atteints du Scorbut, il découvre que le groupe
qui a eu des oranges et des citrons s’est rétabli apres 6 jours.

Un deuxiéme essai fut celui de Frederick Akbar Mahomed (1849-1884, voir O’Rourke et
Michael, 1992) qui a réussi a séparer les patients souffrant de néphrites chroniques (avec une
hypertension secondaire) des patients qui ont ce qu’on nomme actuellement une hypertension
artérielle.

2.1.2 Description d’une étude clinique

Il y a en général deux types d’études:

Les études d’observation du milieu: dans cette étude, c’est I’environnement qui détermine
qui est exposé au facteur, qui fait I’objet de 1’étude, et qui n’en fait pas I’objet. Si de telles
études peuvent mettre en évidence des liens, ceux-ci n’impliquent pas forcément des relations
de causalité. On peut diviser ce type d’étude en trois catégories:

- étude reétrospective : dans ce cadre, on considéere un échantillon ayant une
caractéristique donnée (par exemple un groupe de patients atteints d’un cancer des
poumons), et on mesure la présence ou non de certaines caractéristiques (le patient
est-il fumeur?). Le terme étude rétrospective est bien adapté, dans la mesure ou les
facteurs sont collectés apres coup. Bien sur, cela induit une source d’imprécision
supplémentaire.

- étude prospective: dans ce type d’expérimentation, on commence 1’étude en
prenant un échantillon possédant une caractéristique donnée (le patient est fumeur),
et un autre sans celle-ci (le patient ne fume pas). L’expérience est menée a bien en
mesurant la fréquence d’apparition du facteur sous intérét (cancer des poumons). Si
I’étude prospective est la plus satisfaisante du point de vue scientifique en matiére
de mise en évidence d’une relation de causalité, elle est souvent difficile a mettre en
place, colteuse, et parfois impossible a entreprendre (la maladie peut mettre des
décennies avant de se déclencher, ou extrément rare).

Les études expérimentales: désormais, c’est I’expérimentateur qui détermine qui est exposé
et qui ne I’est pas. De telles études sont plus @ méme de faire apparaitre des relations de
causalité. Le chercheur répartit les patients dans plusieurs groupes, habituellement de maniére
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aléatoire, et dans la mesure du possible, essaye de maintenir tous les facteurs constants, a
I’exception du facteur sous intérét.

En général une étude clinique compare les effets de médicaments face a un placébo, une
nouvelle thérapie a une thérapie usuelle, un traitement médical face a une intervention
chirurgicale, des méthodes d’apprentissage... .

Aprés ces paragraphes introductifs, nous considérons quelques aspects statistiques du
probleme.

2.1.3 Les différentes phases des essais cliniques

Les essais cliniques se déroulent le plus souvent en quatre phases distinctes précédées d’une
phase pré-clinique. Chacune de ces phases vise un objectif différent et est congue pour
répondre a une question différente.

La phase pré-clinique

Elle consiste en 1’étude de la molécule, sa structure, son effet sur les cellules, son effet sur
I’animal au niveau comportemental et biologique, 1’é¢tude des organes cibles. A partir de ces
¢tudes on détermine la DMT qui représente la dose maximale que 1’animal peut tolérer.

Etude de phase |
Les essais de phase | sont de courte durée et ils portent sur cinquante a cent volontaires
sains.
Les objectifs des essais de phase | sont:
e d’¢évaluer la sécurité d’emploi du médicament,
e de déterminer les effets indésirables du médicament,
e d’¢valuer de quelle maniére le médicament doit étre administré.
Notons que cette phase fait de plus en plus souvent appel a des personnes souffrant de
maladies précises, pour lesquels les traitements conventionnels ont échoués (cancéreux,
sidéens, etc.).

Etude de phase 11
Les essais de phase Il portent sur cent a trois cents patients souffrant de la maladie pour
laquelle le médicament est développé. Aucun volontaire sain ne participe.
Les objectifs des essais de phase Il sont:
e d’¢évaluer I’efficacité et la sécurité d’emploi du médicament a court terme,
e de déterminer la dose optimale du médicament c’est-a-dire, la dose a laquelle le
médicament possede la plus grande efficacité et le moins d’effets indésirables.

Si le traitement présente un réel intérét, on passe a la phase Il1I.

Etude de phase |11
Les essais de phase Ill portent sur un échantillon de la population constituée de plusieurs
centaines a plusieurs milliers de patients.
Les objectifs d’un essai de phase I1I sont:
e de confirmer les résultats en matiere de sécurité d’emploi et d’efficacité lors des essais
de phase I,
e de comparer le nouveau médicament a d’autres substances, soit un placébo, soit des
traitements standards, afin de savoir s’il est plus performant que ses concurrents.
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C’est a I’1ssue de cette phase que les résultats peuvent étre soumis a I’AFSSPS ou a ’agence
européenne des médicaments(EMEA) ou son homologue aux états unis la Food and Drug
Administration (FDA) pour 1’obtention de 1’autorisation de commercialisation appelée AMM
(Autorisation de Mise sur le marché)

Etude de phase 1V

Les essais de phase IV sont réalisés lorsque le nouveau médicament a regu ’autorisation de
mise sur le marché. Dans cette phase, le nouveau médicament est prescrit sur un groupe de
patients nettement plus large. Il peut étre sur plusieurs milliers de maniére a permettre de
déceler, le cas échéant, des effets indésirables graves.

Les essais de phase IV permettent de développer de nouvelles utilisations, de le comparer a
d’autres traitements utilisés pour la méme pathologie et d’établir son efficacité clinique pour
la méme pathologie chez des types de patients beaucoup plus variés.

2.1.4 Les erreurs statistiques

La comparaison de traitements dans les essais thérapeutiques s’effectue sur des séries
d’effectifs limités, avec des critéres d’inclusion et d’exclusion parfaitement définis. Les
résultats different des valeurs vraies en raison des fluctuations d’échantillonnage et I’on ne
peut conclure qu’a la condition de consentir certaines erreurs statistiques:

e’erreur statistique de premicre espece alpha, c’est ’erreur de conclure a I’efficacité
d’un traitement qui en fait est inefficace. Cette erreur doit étre d’un niveau assez bas
afin d’éviter la mise en circulation sur le marché de nouveaux produits sans utilité
réelle.

e[ ’erreur statistique de seconde espéce béta, c’est I’erreur qui fait courir le risque de ne
pas mettre en évidence I’efficacité d’un traitement. La quantité 1-béta est la puissance
et correspond a la probabilité de mettre en évidence une différence significative, sachant
qu’elle est vraie.

L’importance relative de ces deux erreurs dépend bien entendu de I’expérience: 1’erreur béta
dans le cas d’un traitement anti-cancéreux sera examinée avec attention, alors que si ’on
s’intéresse a un médicament coliteux contre la grippe, c’est ’erreur alpha qui sera largement
prépondérante.

o ’erreur statistique de troisiéme espece gamma, c’est D’erreur de conclure qu’un
traitement est supérieur a I’autre, alors qu’en réalité, il est inférieur. Cette erreur est
voisine de 0 lorsqu’on a choisi pour alpha et béta des valeurs basses, ce risque est bien
sr le plus grave, il conduirait a utiliser une thérapeutique mois efficace qu’une autre.

2.2 Champs d’application des methodes séquentielles

Les méthodes séquentielles se retrouvent au niveau des essais cliniques, médicaments en
particulier, pour lesquels le nombre de cas étudiés n’est pas fixé a ’avance. Par exemple, les
patients se présentent 1’un apres 1’autre, 1’intérét est alors de ne poursuivre le traitement que si
nécessaire ou éventuellement, de 1’arréter. Elles sont caractérisées par trois éléments:
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eune régle d’arrét,
eune régle d’allocation, et

eune regle de décision.
Nous donnons quelques situations pour montrer 1’intérét des méthodes séquentielles:

e || en résulte une tres grande économie en temps comme en co(t;
e ¢viter les problémes d’éthique qui accompagnent souvent les essais cliniques;
e surveillance régulicre de ’essai; et

e situations ou seulement 1’analyse séquentielle peut fournir une solution.

Les méthodes séquentielles ont un réle a jouer dans chaque phase du développement clinique.

eSouvent, au cours de la phase une, le premier patient recoit une petite fraction de la
dose qui a été fixée en réalisant des expérimentations animales. Puis des doses
croissantes sont administrées. La démarche est completement séquentielle: Quand
faudrait-il s’arréter? S’il faut poursuivre, avec combien de patients supplémentaires?
En pratique cette démarche est cependant trés rare, en raison de la difficulté a formuler
I’objectif précis de 1’étude d’une part, et d’autre part, du petit nombre de personnes
impliquées, ce qui anéantit la notion de puissance statistique. Cependant il y a main-
tenant des plans séquentiels bayésiens formels pour la phase une (voir
O’Quigley,Pepe, et Fisher,1990).

eEn ce qui concerne la phase deux, il est possible de comparer le traitement a un
standard. Nous pouvons aussi comparer plusieurs nouveaux traitements, afin d’évaluer
quel sera le plus prometteur pour la phase trois. Ranké et autres (2002) ont réalisé un
essai clinique de phase Il sur un traitement anti-infectieux avec une méthode
séquentielle telle que le test triangulaire pour déterminer si ce dernier est suffisamment
efficace pour justifier une évaluation plus poussée en phase I1l. Comme en phase une,
quelques procédures séquentielles bayésiennes ont été développées pour cette phase,
voir e.g. Heitjan (1998).

eIncontestablement le plus grand apport des statistiques dans les essais cliniques
concerne la phase trois: comparaison a grande échelle de deux ou plusieurs
traitements. De grands échantillons et 1’assurance d’une puissance élevée sont
impératifs pour espérer avoir la chance de convaincre les autorités sanitaires officielles
et le corps médical de la pertinence de la nouvelle thérapie. En général un nouveau
traitement est comparé a un placébo ou a d’autres traitements. L hypothése nulle est
I’absence de difference entre les effets. Les mesures sont prises au cours du temps, la
démarche séquentielle ayant pour objectif 1’arrét de I’expérimentation dés qu’une
différence entre les effets est mise en évidence. L’équilibre reste alors a trouver entre
une terminaison trop prématurée qui perd une certaine crédibilité médicale, et une
méthode trop conservatrice qui inciterait a continuer 1’expérience alors que pour des
raisons ¢éthiques il serait souhaitable de la stopper (infériorité nette d’un traitement par
rapport a un autre). On peut ici citer le cas particulier de I’expérience de
bioéquivalence: Dans ce cas dernier cas un nouveau traitement plus avantageux
(moins d’effets secondaires, administration plus rapide, colt plus faible) est comparé a
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d’anciens traitements. L’objectif est ici de montrer qu’il n’y a pas de différence entre
les effets. Dans ce cas c’est donc une terminaison prématurée au profit de Hy, de
Iégalité de tous les traitements qui est recherchée et I’intérét se porte davantage sur la
puissance que sur le seuil de signification. L’article de Todd (2007) est une bonne
référence pour cette phase.

el es essais de phase VI sont habituellement réservés pour la surveillance post
marketing des traitements apres qu’ils aient recu une approbation réglementaire. Une
fois de plus, il est vraisemblable qu’elle soit une procédure séquentielle avec une
accumulation de données sur des évenements antérieurs qui ont lieu suivant une
répartition largement répandue d’un traitement. En faisant une révision de la
littérature, cette phase a regu une tres faible attention de la part des statisticiens
développant des méthodes séquentielles formelles.

2.3 Procédures séquentielles

La nécessité de méthodes spécifiques resulte directement du fait que les analyses répétées a
un niveau a = 5% sur des données qui s’accumulent conduit & une augmentation de ce
risque. Ce risque est d’autant plus important que le nombre d’analyses est plus élevé. Par
exemple, si pour deux analyses au seuil @ = 0.05, le risque a réel est de 0.08, pour cing
analyses il est de 0.14, pour dix analyses il est de 0.19 et pour une infinité d’analyses il est de
1.00 (voir Armitage, McPherson et Rowe, 1969). Pour éviter de tels probléemes, deux
principales approches peuvent étre utilisées. La premiere approche est dérivée des méthodes
purement séquentielles développées au cours des années 40 — 50 et la seconde est dérivée des
méthodes séquentielles groupées qui furent développées au cours des années 70 — 80. Ces
méthodes offrent ’avantage de permettre I’arrét d’une expérience deés qu’une différence entre
les traitements est mise en évidence, contrairement aux méthodes classiques qui vont jusqu’a
la fin de I’expérience.

2.3.1 Procédures purement séquentielles

Dans beaucoup d’études cliniques, les patients se présentent de maniere séquentielle. Une
procédure purement séquentielle est un plan d’expérience pour lequel un test est réalisé¢ des
qu’une nouvelle mesure est disponible.

La premiére procédure purement séquentielle, le test séquentiel de rapport des probabilités
(SPRT), a été développée par Wald (1947).

2.3.1.1 Description de la procédure.

Soit X une variable aléatoire (ou vecteur aléatoire) ayant une fonction de densité f. En analyse
classique, pour tester Hy: f = f, contre Hy: f = f;, le lemme de Neyman-Pearson propose le
test suivant. Soit [(x) = f;(x)/fo(x) le rapport de vraisemblance. On choisit une constante
r > 0, on rejette H, si [(x) = r et on I’accepte si [(x) < r. Ce test est le plus puissant parmi
tous les tests de méme seuil.

Pour le SPRT, on rejette H, pour I(x) grand et on 1’accepte pour [(x) petit; pour les valeurs
intermédiaires de [, on prend de nouvelles observations. Le SPRT est défini comme suit:
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Définition 2.3.1.1

Soient X4, X5, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et £, la densité conjointe de
X1, ..., Xy Pour tester les hypotheses Hy: f,, = fon poOUr tout n contre Hy: f,, = f1, pour tout n,
en utilisant le SPRT, on choisit deux constantes positives A et B (A < 1 < B) et on prend des
observations jusqu’a

N=inf{n=>1t.ql, & (A,B)}, (2.3.1)

Ol] ln = fln(Xl; ---an)/fOn(Xli ---;Xn)'
On rejette Hy si ly = B eton 1’accepte si [y < A.

Remarque 2.3.1.1

Si les X, sont i.i.d., le SPRT minimise a la fois E,(N) et E; (N) parmi tous les tests ayant la
méme puissance et le méme niveau. E, (resp. E;) est I’espérance quand H,, (resp.H,) est vraie.
La propriété d’optimalité réclame que le SPRT nécessite moins d’observations que n’importe
quel autre test d’hypothéses simples de méme risque de premicre et deuxiéme espéce. Celle-Ci
n’est plus valable pour des hypothéeses composites.

Exemple 2.3.1.1
Soient X3, X5, ... des variables aléatoires i.i.d.de lois V' (u, 1). On veut tester Hy: u = po VS
Hy:p = py (uo < uq). Le rapport de vraisemblance est

n ©xi—uq)

—_— . ) = -_ 2 -
L =11, 2epey U @(x) = 1/V2m exp(—x2/2), — 00 < x < oo,

L = exp {(u — p)Sn =5 (uf — )} avec S, = Tty x,

1, & (A, B) siet seulement si(u; — io)S, — % (u2 — ud) & (LogA,LogB)

LogA LogB

ou S, —%(lh + 1o) € (M'H) = (a, b).

Ainsi la regle d’arrét s’ écrit
N=inf{n=16qS 30 +u) € (ab),

c'est-a-dire qu’on continue I’échantillonnage tant que la valeur de la statistique est dans la
bande, et on s’arréte dés que 1’on sort.

Définition 2.3.1.2

Nous appelons a = Py(ly = B) et § = P,(Iy < A) les risques de premiere et deuxieme
espece du SPRT, ou P, et P, indiquent les probabilités selon que H, ou H,, est vraie,
respectivement.

Les approximations de Wald (1947) de P;(ly = B) et E;(N), i = 1,2, qui représentent la taille
de I’échantillon espérée sont données par les théoremes suivants.
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Théoréeme 2.3.1.1

Pourle SPRT, a < (1—-B)/B et B < (1 —a)A.

Si on néglige le saut de Iy sur les frontieres A et B, alorsa = (1 — A)/(B — A) et
B =AB-1)/(B-A).

(La preuve cf. Siegmund, 1985).
Théoreme 2.3.1.2
Soient X;, X5, ... des variables aléatoires i.i.d.et N = inf{n > 1t.ql, & (4,B)}. Alors

a(B-1)+b(1-A)
Uo(B—A)

a A(B—1)+b B(1—A4)
p1(B-A)

E,(N) = et E;(N) =

)

oua=LogA,b=LogB et u; = E;[Logl(X,)], i =0,1.
(La preuve cf. Siegmund,1985).

Remarque 2.3.1.2

Bien que le SPRT est obtenu comme un test d’une hypothése simple contre une alternative
simple, il peut aussi étre considéré pour des hypotheses composites. Par exemple, pour tester
Hy: 6 < 6, contre Hy:6 > 6, pour une famille exponentielle & un paramétre. On choisit

6, > 6,, puis on construitle SPRT pour Hy: 0 = 6, contre Hy: 6 = 0.

Une deuxiéme procédure, reposant sur les mémes principes, le test triangulaire (TT), a été
développée par Anderson (1960). La différence entre les deux procédures réside dans les
équations des frontiéres.

Siegmund (1977,1985) a montré que des procédures séquentielles telles que le test séquentiel
de rapport de probabilités, utilisé¢ avec des régles adéquates, valent la peine d’étre considérées.
Malgré ce travail, I’'implémentation reste sporadique.

Les praticiens sont généralement réticents a propos des procédures séquentielles et préferent
utiliser un test final unique. O’Brien et Fleming (1979) indiquent certaines objections souvent
avancees :
e sentiment d’incertitude et de scepticisme vis-a-vis des procédures presque optimales;
e le nombre important de méthodes séquentielles déja proposé est déja en soit un
repoussoir ;
e les procédures séquentielles impliquent un plan d’expérience compliqué; et
e des raisons non anticipées peuvent amener a des modifications importantes du plan
d’expérience; mais les changements induits au niveau d’un plan séquentiel sont
extrémement complexes.

Pocock (1983) mentionne d’autres inconvénients:
e manque de crédibilité du aux petites tailles d’échantillon;
e manque de réalisme concernant les estimations des différences d’effets entre
différents traitements;
e intervalle de confiance plus large;
e biais induits par les reégles d’arrét;
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e appréciation non compléte des cofits et bénéfices en raison de la rapidité de la
procédure ;
e la divulgation des résultats intermédiaires peut étre a 1’origine des pressions et
« recommandations » faites aux responsables de 1’étude; et
e risque plus élevé de conclusion erronée.

2.3.2 Procédures séquentielles groupées

Le fait de regrouper des observations est une tres bonne alternative a une procédure purement
séquentielle. L’investigateur examine périodiquement ses données. Il est ainsi capable de
stopper 1’étude en cas de forte évidence contre I’hypothése nulle. Une étude clinique est le
plus souvent menée dans différents centres. Dans une telle situation, il y a peu d’espoir que
chaque nouvelle mesure individuelle soit transmise sans délais au centre de monitorage; des
difficultés de coordination d’agenda causent aussi des délais dans 1’organisation des réunions;
mais il est beaucoup plus facile d’attendre qu'un certain nombre de nouvelles mesures soit
disponible, et realiser un test séquentiel.

Les avantages des procédures séquentielles sur données groupées ont été bien illustrées par
Pocock (1982). Ce dernier donne I’exemple d’une procédure séquentielle sur données
groupées permettant sous 1’hypothése alternative une réduction de 40% de la taille moyenne
d’échantillon (ASN) par rapport a une procédure non séquentielle, et une augmentation de
seulement 19% sous I’hypothése nulle.

Une procédure purement séquentielle aboutit aussi a une réduction de 40% de la taille
moyenne d’échantillon sous I’hypothése alternative par rapport a une procédure non
séquentielle, mais une augmentation de 35% sous I’hypothése nulle.

2.3.2.1 Quelques procédures séquentielles groupées

Ces méthodes ont été €laborées dans le contexte d’un essai clinique qui prévoit K tests au
total et donc K — 1 tests intermédiaires aprés I’inclusion d’un nombre fixe de malades. Ce
genre de tests intermédiaires a pour objectif de mettre fin a I’essai si la supériorité du
traitement a 1’étude a été clairement établie, s’il est devenu peu probable d’observer une
différence de traitements ou si on constate des effets indésirables inacceptables (kramar,
2007). Elles constituent la base des tests sequentiels groupés. Le cadre général est défini par
les suppositions suivantes.

Suppositions 2.3.2.1 Nous considérons deux traitements, A et B. Alors

® a chaque étape, deux groupes de ny et ng patients sont assignés respectivement aux
traitements A et B;

e les observations sont normales N (i, 62), avec u = py, OU U = Ug, €t 8§ = p, — Ug;

e |le nombre maximum de tests intermédiaires est K;

e la variance o2 est connue; et

e nous testons Hy: 6 = 0 contre Hy: 6 # 0.
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Procédure de Pocock (1977)

Apreés le k — eme groupe de mesures, nous considérons la statistique
- Kk XA, '_XB, i
dy = X = ~ N (g — pp, 20% /kn), (2.3.2)

ou )?A,j et )?B,j sont les moyennes des mesures récoltées des traitements A et B dans le
Jj — eéme groupe. Nous rejetons Hy: i, = lg pour Hy: by # Up S

Po=2{1-p(Vin 25)} > a, k=1,..K, (2.3.3)

ou ¢ est la fonction de répartition d’une variable aléatoire normale centrée réduite. Le niveau
a’ est choisi pour garantir le niveau global a. K est le nombre de groupes fixé a I’avance, Py,
est la p — valeur intermédiaire sous H,.

Le niveau a’ dépend de K et a, nous écrivons alors

a' =Pr(2,K,a).
(2.3.4)

Si nous appelons b, (2, K, o) la frontiére correspondante, nous rejetons I’hypothése nulle si
k —_
72 = ZT"Zdﬁ > b2(2,K, ) (2.3.5)

Pour @ = 0.05 ou @ = 0.01, Pocock (1977) fournit une table indiquant la valeur a choisir
pour a’. La puissance 1 — 3, est exprimée comme une du ratio

Vné

= (2.3.6)

Si 0% est inconnu, ¢ est remplacée dans (2.3.3) par la fonction de distribution de Student a
2(kn — 1) degrés de liberté. Pocock (1982) observe que le niveau désiré a est encore controlé
et qu’il y a une légere perte de puissance.

Par des approximations normales, la procédure peut étre €largie a d’autres types de données
telles que les données exponentielles, et les données binaires.

Procédure de O’Brien et Fleming (1979)

La procédure de O’Brien et Fleming est un peu plus souple dans la mesure ou elle n’exige
pas I’égalité du nombre de patients affectés aux deux traitements. Un test intermédiaire est
réalisé apres my, et mg nouvelles observations des traitements A et B respectivement. Nous
voulons tester les hypothéses H,: P, = Py contre H,: Py #+ Pg, OU P, et Pg sont les proportions
réelles de succés pour les traitements A et B. Soient Yy, (respectivement Yz, ) le nombre de
succes avec le traitement A (respectivement traitement B) apparaissant aprés le (k — 1) —
éme test mais avant le k — éme test. Considérons la statistique

_ Par—Ppy
2= ooty (2.3.7)
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k k k k
Yi=1Xaj+tLj=1Xpj 1 _Zj=1XAj+Zj=1XBj
k(mg+mg)

et Var(Py — Pgy) = P Tm—
O’Brien et Flemming arrétent 1’expérimentation en faveur de 1’alternative au premier test
k € {1,...,K} tel que

2k = Dipr(2.K, @), (2.38)

ol bopr(2,K, @) est la valeur frontiére obtenue par simulation. Pour K < 5, b3zr(2,K, @)
peut étre remplacée par y?_,, le (1 — a) — quantile de la loi Khi-deux a un degré de
liberté.

Procédure de Lan et DeMets (1983)

La constatation de I’augmentation du risque alpha global avec la répétition des analyses a
conduit plusieurs auteurs entre autres par Peto, Pocock et O’Brien et Fleming a proposer a la
fin des années 70, des stratégies simples pour maitriser ce risque, une fois arréter le nombre
maximum d’analyses que 1’on doit effectuer. L’idée est de déterminer des seuils de
signification intermédiaires, identiques ou différents a chaque analyse tels que le risque alpha
reste inférieur au risque global si I’ensemble des analyses est réalisé. Ces méthodes ont été
généralisées par Lan et DeMets (1983) sous la forme d’une fonction de dépense du risque
alpha. Cette procédure offre une grande flexibilité pour construire les frontiéres séquentielles
discretes.

La procédure exige seulement la spécification a I’avance d’une fonction a* définie sur [0,1]
continue et strictement croissante telle que a*(0) = 0 et a*(1) = a.

Définition 2.3.2.1

a” est appelée fonction de I’erreur dépensée, une fonction qui attribue la part du seuil global a
utiliser au cours du k — eme test, k = 1, ..., K et ce, de facon a garantir le seuil a défini au
préalable.

Pour préserver un niveau de signification nominal «, il est nécessaire de calculer a(t;), ou t;
(0 < t, <1) correspond a la fraction d’information au moment de 1’analyse. Ces valeurs
a(t;) peuvent étre utilisées pour le calcul des valeurs frontieres c; qui leur sont associées
d’aprés I’algorithme itératif ci-apres.

A la premiére analyse, on cherche la valeur de ¢, qui satisfait la relation suivante

P{|B(t)| > ¢1} = a”(t1),

ou B(t) est un processus stochastique.
A la deuxiéme analyse, on cherche la valeur de c, qui satisfait la relation suivante

P{B(t)] <1, [B(t)| 2 c2} = a(£;) — a” ().
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Pour les autres valeurs on procéde de facon itérative par 1’algorithme récursif (Armitage et
autres, 1969)

P{IB(t)| < cq, e, IB(tg—1)| < i1, IB(tr)| = ¢} = a™ (t) — a*(ty-1), k= 3,.., K.

Pour éviter a I’expérimentateur d’introduire une part de subjectivité indésirable, le choix de la
fonction de dépense a*(.) doit étre fait avant que 1’essai commence. Kim et DeMets (1987)
ont donné quelques exemples de fonctions ou a est I’erreur de premiére espéce consentie au
départ. Une premiére est

ai(t) = aln(1 + (e — D). (2..3.9)

Cette fonction de dépense produit des seuils similaires a ceux de Pocock (1977) lorsque le
nombre d’observations entre les tests est constant. Elle permet des arréts fréquents avec une
perte de puissance. Une autre fonction de dépense est

ai(t) =2 — 2b (“Tf) (2.3.10)

Cette fonction de dépense produit des seuils similaires a ceux de O’Brien et Fleming (1979).
La procédure qui I’utilise est trés conservatrice au début de 1’expérience. Elle est congue pour
des études a long terme.

Finalement, Lan et DeMets (1983) ont proposé
az(t) = at€, (2.3.11)

ou ¢ est une constante strictement positive déterminant la forme de la courbe; elle est fixée
par I’expérimentateur. Si c = 1, la procédure est plus conservatrice que (2.3.9), mais moins
conservatrice que (2.3.10). La variable t correspond a la fraction d’information au moment de
la k — ieme analyse, c’est —a-dire, le nombre de sujets au moment de ’analyse par rapport au
nombre total de sujets prévus dans 1’étude, le temps calendrier standardisé ou I’information de
Fisher des statistiques utilisées (voir Reboussin et DeMests, 1994).

2.4 Méthodes séquentielles groupées pour les essais cliniques longitudinaux
2.4.1 Données longitudinales

Les données longitudinales, ou donnée répétées, sont fréquentes dans les études médicales,
car elles permettent d’analyser les modifications au sein de chaque individu au cours du
temps. On entend par données répétées des données telles que, pour chaque individu
considéré, on dispose d’observations a différents instants, autrement dit répétées dans le
temps. Lorsque les données sont balancées, les modéles de régression multivariés peuvent
étre utilisés. Neanmois, la plupart des données longitudinales ne sont pas balanceées. Dans ce
cas I'utilisation des mode¢les linéaires mixtes est recommandée. La structure générale de ces
modeles décrite par Laird et Ware (1982) peut étre donnée par:

Y=XB+Zu+e, avec X est une matrice de constantes connues, Z est une matrice de
constantes connues, B représente le vecteur des parameétres associés aux effets fixes, u
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représente le vecteur des parametres associés aux effets aléatoires et e représente le terme
aléatoire classique.

2.4.2 Modéle linéaire mutlivarié

Une expérience clinique est souvent constituée de 1’accumulation de mesures au cours du
temps sur des patients qui d’ailleurs, peuvent eux aussi entrer de manicre échelonnée dans
I’expérience. D’autre part, les mesures ne sont souvent pas prises sur tous les patients a la
méme date ou peuvent ne pas étre prises du tout. Les raisons sont nombreuses: maladie,
vacances, déménagement. Il semble donc opportun de faire en sorte que le plan d’expérience
puisse étre différent pour chaque patient, ce qui donne:

Yi=XB+¢g, (2.4.1)

! 7 Ve - .
avec Y; = (yl-l,yl-z, ---'yini) le vecteur de réponses observées du sujet i, B est un vecteur

px1 inconnu d’effets fixes, X; une matrice n;xp connue du plan d’expérience reliant 8 a la
réponse Y; et g; ~ NV (0, Q;).

En général Q; est une matrice n;xn; sans structure spécifique. Voici quelques possibilités de
structures pour €; listées par Jenrich et Schluster (1986), n(8) étant le nombre de parametres
effectifs contenus dans ;.

e (; = ¢°I: les observations sont normales et identiquement distribuées. Ceci est le
modele de régression standard, pour lequel n(6) = 1;

e O, = ¢ZE + o}1, 0l la matrice E est faite de 1; cette structure correspond au modele
d’ANOVA, appelé quelques fois modéle a symétrie composée et n(6) = 2;

e (), = Z;DZ] + o%I, ol Z; est une matrice n;xq et D est une matrice gxq inconnue. Ce
modele est appelé modéle a effets mixtes, et n(0) =1+ q(1 + q)/2;

o [Qi]ix= of,1 = |j — k| + 1: ¢’est la structure par bandes, ou généralement une
structure auto- régressive, et n(8) = n;.

® [;];x = 02pl=*l: ceci correspond 4 la structure d’un modéle auto-régressive standard

d’ordre 1, a2 et p sont des paramétres inconnus.

e Finalement, si (; est quelconque, n(8) = n;(n; + 1)/2.
2.4.3 Procédure de Lee et DeMets (1991)

En 1991, Lee et DeMets ont propose une procédure séquentielle groupée paramétrique avec
mesures répétées basée sur un modéle linéaire a effets mixtes pour comparer les taux de
croissance de deux traitements. Soient Ny le nombre de patients dans 1’étude a la k — iéme
analyse, on a N; < N, -+ < N et K le nombre total de tests intermédiaires. Soient m, (k)
respectivement m, (k) le nombre total de patients ayant suivi le premier respectivement le
deuxiéme traitement jusqu’a la k — ieme analyse intermédiaire, k = 1,2, ..., K. Supposons
que lors du k — iéme test nous disposions pour chaque patient i ayant suivi le traitement h
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(i =12,..,my(k); h = 1,2) de n*(k) observations. Alors, pour le i — éme patient assigné
au traitement h, nous avons

ou Y = (yh,vh, . vl ) XMk) = 1 ! o h1 B = (B 3{1)’
i Yizr - Ying (k) xhooxlh ity )’ ’

et bl = (bl;, b¥)~N;(0,D) indépendants; ef*(k) —( ll,eg,...,ei’;l?(k)) ~ N (0,021

indépendants et indépendants des b

Définissons S (k) comme étant I’estimateur du maximum de vraisemblance de 8" calculé en
utilisant toutes les informations disponibles jusqu’a la k — ieme analyse intermédiaire. Cet
estimateur est donné par

BRI = T (XPUWEOXEW) T XA WOV (),

ol Wh(k) = (Vih(k))_l etV (k) = var (Yih(k)) = 62(I + Z;(k)DZ!(K)).

Le but de la procédure est de tester les hypothéses Hy: f1 = B? contre Hy: i + BZ, en
utilisant les statistiques

S(k) = pL(k) — B2 (k), k=12,..,K, (2.4.3)

ol BR(k), h = 1,2 est I’estimateur du maximum de vraisemblance de la pente pour le
traitement h, & la k — ieme analyse intermédiaire, S (k) = (0,1) 8" (k).

Sous H, on a que (5(1),5(2),...,S(K)),~NK(O,Z), ol ¥ est une (KxK) matrice de
variances covariances.

En posant m(k) le niveau intermédiaire a 1’étapek, la recherche des valeurs critiques c(k),
k =1, ..., K, garantissant un seuil global « revient a fixer des (k) tels que YX_, m(k) = a et
a résoudre successivement, pour k = 1, ..., K, les équations g, (c(k)) = n(k)/2,

. @ e w » .
ol g () = f_cc(l) _CC(Z)---I; f.(x,0,%) dx;dx, -+ dxg, fr(x,0,%) est la densité de la loi

N (0, ).

Nous avons ainsi les criteres de décision: si lors du (k — 1) — ieme test intermédiaire la
procédure ne s’est pas arrétée en faveur de H;, alors on collectionne des données jusqu’a
temps t(k) auquel on a décidé de faire la k — ieme analyse, puis on calcule la statistique

S(k) et la valeur critique c(k). Si |S(k)| > c(k) alors la procédure est arrétée en faveur de
H,. H, est acceptée seulement si lors du dernier test on a |S(K)| < c(K).

24



Méthodes séquentielles

2.4.4 Procédure de Lee et DeMets (1992)

Lee et DeMets (1992) ont proposé une procédure non paramétrique séquentielle groupée pour
comparer les taux de croissance de deux traitements. La procédure est basée sur les
statistiques linéaires de rang et la construction des frontiéres séquentielles de groupes utilise la
distribution conjointe des dites statistiques (cf. chapitre I) et la fonction de dépense de Lan et
DeMets (1983).

2.4.4.1 Modele statistique

Dans une étude clinique séquentielle groupée, soit N le nombre de sujets permis et K le
nombre maximum de groupes de sujets autorisés. A la k — iéme analyse, N, est le nombre
de patients dans 1’étude et N; < N, < -+ < Ny = N. A la k — ieme analyse intermédiaire,
les sujets sont alloués aléatoirement a 1’un des deux traitements. Ainsi, nq, Sujets sont
assignés au traitement 1 et n,, = N, — ny; sont assignés au traitement 2. A chaque visite au
centre de déroulement de 1’essai, chaque sujet fournit une série de r mesures sur une période
de temps. Cette série refléte la réponse au traitement et provient d’'un modele linéaire
général. Soit Yy; = (Wni1, > Ynir)' le vecteur d’observations sur le sujet i assigné au
traitement h, h = 1,2.

Pour les patients avec le traitement 1, on a

Y1i(k) = Bo11 + B1x + £4;(k) (2.4.4)

et pour les patients avec le traitement 2, on a

Y,i(k) = Boz1 + Box + &5, (k). (2.4.5)

Nous nous trouvons donc dans le cas d’un modele linéaire de courbes de croissance que 1’on
peut écrire de la facon suivante

Yini(k) = Bonl + Brx + & (k), (2.4.6)
ou pouri=1,..,Ni; h=12, k=1,..,K, ona

Y, (k) = (ym-l(k), ...,yhir(k))', x = (X4, X5, ..., X;-)' représente les temps de mesures, By, et

- - - !
Br sont les effets fixes inconnus des traitements et &,;(k) = (ehil(k), Eniz (K), ...,ehir(k))
sont les erreurs de mesures indépendantes de distribution multivariée continue mais inconnue
de matrice de variances covariances définie positive.

Remarque 2.4.4.1

Le modele (2.4.6) n’oblige nullement de suivre une structure particuliere pour le recrutement
des sujets: ’expérimentateur a le libre choix du nombre ny;, de sujets qu’il affecte a chaque
traitement a la k — iéme analyse intermédiaire, mais le nombre de mesures reste fixé ar. Le
modele (2.4.6) est un modele flexible, il inclut a la fois les données longitudinales et les effets
des traitements S, et B,. Mais quelques précautions devraient étre prises en utilisant ce
modele parce qu’il peut ne pas étre appropri¢ lorsque la période d’observations du sujet est
trop longue, voir e.g. Diggle, Liang et Zeger (1994).
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2.4.4.2 Procédure du test des hypotheses

Soient Y, (k), ... Yy, (k) des vecteurs aléatoires indépendants provenant du modéle (2.4.6).
Nous voulons comparer les taux de croissance de deux traitements en testant les hypothéses

Ho:ﬁl = ’82 contre Hl:ﬁl * ﬁz. (247)

Etant donné la nature non-paramétrique et séquentielle du probléme, il est approprié d’utiliser
une procédure séquentielle groupée basée sur la statistique de Wilcoxon somme des rangs
utilisant les rangs des estimateurs de 85, h = 1,2.

Définissons By; (k) (h = 1,2;k = 1,2,+++,K) comme étant I’estimateur de B), obtenu par la
méthode des moindres carrés ordinaires en utilisant toutes les données du patient i affecté au
traitement h, c-a-d, Y,;(k),i = 1,2,--+, Ny, ainsi

Bk = Yi=1 XY ijn(K)=1Xpi(k)
hi }7=1x§—r)‘<2

, (2.4.8)

ol x = (1/7) Xi=q xj ety (k) = (1/7) =1 ynij (k) sont les moyennes des composantes de
x et Y,;(k), respectivement.

Remarque 2.4.4.2 Sous le modéle (2.4.6), f;(k),1 < i < N, sont indépendants et distribués
suivant une fonction de distribution F(z — B, —c;6) ou 8 = B, — Py, etc;=1pour1 <i <
ny et ¢; = 0 sinon; voir Lee et DeMets (1992, page 138).

Remarque 2.4.4.3 Observons que les B;(k) sont i.i.d sous Hy: B; = [3,. Cependant, ce dernier
résultat n’est plus vrai lorsque les temps de mesures x difféerent parmi les patients puisque les
B; (k) auront des variances différentes.

Le test que nous allons utiliser consiste a classer dans I’ordre croissant I’ensemble des N
estimateurs. Ensuite, a chaque estimateur on attribue un rang correspondant a son numéro
d’ordre, compris entre 1 et N,.. Sans perte de généralité, nous réarrangeons les f3;(k) de fagon
que les premiers ny;, correspondent au traitement 1 tandis que les derniers n,; correspondent
au traitement 2. Soit R; (k) le rang de B; (k) parmi, B, (k) ..., By, (k). La statistique linéaire de
Ri(k) 1

1. s N
—oi= 1, .., N, s’écrit . X ¢; (Nk+1 E)’

i
Ni+1
ou c; est égale a 1 si le sujet i est assigné au traitement 1 et 0 sinon.

rang qui a pour fonctions scores a; (i) =

Lorsque n,; et n,; sont indépendants des données, c-a-d, de Y,;(k), Lee et DeMets (1992)
ont proposé la statistique de Wilcoxon somme des rangs pour tester séquentiellement les
hypothéses (2.4.7), cette statistique basée sur les données du k — éme groupe est définie par

Ri(k) 1 Nik (Ri(k) 1

1 N 1
Lk = \/Tkzi:kl Ci (Nk+1 2) = \/Tkzizl —). (2.4.9)

Np+1 2

Théoreme 2.4.4.1 Soit p, = ny /N, etsupposons que limy, . px = p, pour tout k > 1.
Alors lorsque H, est vraie, sous des conditions de régularité sur F et p, le vecteur
(Lq, ..., Ly)" est asymptotiquement normal multivarié de moyenne 0 et de matrice de
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covariances p(1 — p)¥x, lorsque N, — +oo, ol ¥, = (&ﬂ)ﬂ est telle que 3;; = 1/12 et

R(j) 1\(RD 1 .
(RO sis

J
0 = ——
! ,/MN;Z.=1 <1v,- +1 2

Preuve : voir Lee et DeMets (1992).

Les valeurs critiques sont calculées comme suit: I’hypothése nulle est rejetée si |L| > by,
ou by, est la valeur critique appropriée. On désigne par C (k) 1’événement de ne pas rejeter H,
lors des (k — 1) premieres analyses et de rejeter H, lors du k — iéme test, c’est-a-dire
C(k) = NFZH{ILk| < b} N{ILk| > by}

Soit @), le niveau de signification intermédiaire a I’étape k, c’est-a-dire, a; = Pry {C(k)}.
En observant que les C (k) sont disjoints, nous avons au temps t,correspondant au k — iéme
test intermédiaire

a(ty) = PrHO{Ul 1C(l)} Z _1 Pry {C(D} = Z] 10k -

Naturellement, a;, dépend du choix de la fonction de 1’erreur dépensée de Lan et DeMets
(1983) ou peuvent étre pré-spécifiés (cf. Slud et Wei 1982).
La recherche des valeurs critiques ¢, kK = 1, ..., K, garantissant un seuil global a revient a
fixer ay tels que YK_,a, =a et A résoudre successivement pourk =1,..,K les
équations

= f“’l [ 1[]_ L b5 5100, S )dsy ...dsk], (2.4.10)

bk1

ol 3, est la matrice de covariances de toutes les statistiques L, k = 1, ..., K, et

- 1 \k/2 L -1/2
(l)k(slf vy Sk 01 Zk ) = (\/T_n') | k|
multivariée (0, 3x).

1 ~ -1 " .
exp(—=s") s)estladensité de laloi normale
2

En principe I’intégrale (2.4.10) peut étre évaluée en utilisant des algorithmes d’intégration
numérique. Scherwish (1984) donne la soubroutine MULNOR pour évaluer des probabilités
normales multivariées, et 1’algorithme de Lohr (1992), qui est habituellement plus rapide que
MULNOR pour des intégrales d’ordre €levé, mais un peu plus lent dans le cas de petites
dimensions.

La procédure est définie comme suit: a la k —ieme, 1 < k < K, analyse intermédiaire, si
|Li| > by nous arrétons 1’échantillonnage et rejetons Hy: B, = B, , Sinon nous continuons
I’échantillonnage jusqu’au prochain test intermédiaire lorsque k < K. D’autre part, si
|Li| < by, pour tout 1 < k < K, alors nous arrétons 1’échantillonnage et acceptons H,.

Exemple 2.4.4.1

La procédure est illustrée par un ensemble de données réelles d’un essai clinique sur
I’efficacité d’un médicament antiépileptique (Progabide). Dans cet essai, conduit par Leppik
et autres (1987), 59 patients épileptiques sont aléatoirement assignés a Progabide (31 patients)
ou au placébo (28 patients). Alors a quatre visites successives le nombre de crises ayant lieu
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dans les deux semaines précédentes furent enregistrées pour chaque patient. L’objectif de
’essai était d’inférer si Progabide réduit significativement le nombre de crises. Les données
furent prises de l’ouvrage de Davis (2002) et il est accessible sur le site web:
www.springerny.com/Supplements/0387953701/Supplementary-Files/Datasets.htm.
Supposons que les données suivent le modéle (2.4.6), nous voulons tester séquentiellement les
hypotheses Hy: 8, = B, contre H;: B; # 3, en utilisant un plan d’expérience comprenant trois
groupes de tailles N; = 10, N, = 28 et N; = 46, respectivement, avec quatre mesures par
patient a des temps 2, 4, 6, 8 semaines. En utilisant la fonction de I’erreur dépensée de Pocock
(1977) avec un niveau de test « = 0.05 et le temps indicateur égale au pourcentage
d’observations collectées, nous obtenons les valeurs critiques intermédiaires b; =
0.66385,b, = 0.63980 et b; = 0.63354. A chaque étape, nous utilisons 1’allocation qui
affecte la moitié des observations a chaque traitement.

A T’étape k = 1, nous sélectionnons N,p, = 5 pour chaque traitement et calculons leurs
estimateurs des moindres (LSE) de B,,. Ces estimateurs, f5;(1) sont: 0.70, 0.50, 0.05, 0.25,
—0.35 pour le groupe traitement et —0.30, —0.10, 0.25, 0.15,1.65 pour le groupe placébo.
Les rangs résultants de B;(1) pour le groupe traitement sont: 9.0,8.0,5.0, 6.5, 1.0. Ainsi
L; = 0.11499. Puisque |L,| < 0.66385 = by, nous passons a I’étape suivante.

A I’étape k = 2, nous procédons a échantillonner le prochain groupe de 28 patients nous
sélectionnons N,p, = 14 patients pour Progabide et 14 patients pour le placébo. Les
estimateurs LSE de g, sont 0.70,0.50, 0.05,0.25, —0.35,0.25, 0.80,0.00,—0.10, —0.60,
0.65,0.30, —0.10,0.50 pour le groupe traitement et —0.30,—0.10, 0.25, 0.15,1.65, 0.60,
—0.80, —4.05,0.00, —2.45,—0.90,—1.10,—0.20,1.20 pour le groupe placébo. Les rangs
pour le groupe traitement sont: 25.0,21.5,16.0,18.0,7.0,18.0, 26.0,14.0,12.0, 6.0, 24.0,

20.0,12.0,21.5. Le test statistique est L, = 0.50178. Puisque |L,| < 0.63980 = b,,
I’échantillonnage continue.

A TD’étape k = 3, nous échantillonnons le troisiéme groupe de 46 patients. Nous prenons
N3;p; = 23 patients pour le groupe traitement et 23 patients pour le groupe placébo. Les
estimateurs LSE de S, sont: 0.70, 0.50, 0.05,0.25, —0.35,0.25,0.80, 0.00, —0.10, —0.60
0.65,0.30,—-0.10,0.50,—1.15, 0.40, 1.85, —0.35, —0.20, 0.35, 5.50, 0.05, 0.20 pour le groupe
traitement et —0.30, —0.10, 0.25, —0.15, 1.65, .60, —0.80, —4.05,0.00, —2.45, —0.90,
—1.10 — 0.20,1.20,—-1.75,—-0.90, 0.60, —1.25,0.15,0.90, 0.10,0.10, 0.45 pour le groupe
placébo. Les rangs pour le groupe traitement sont:40.0, 35.5, 22.5,29.0,11.5,29.0,41.0,20.5,
18.0, 10.0,39.0,31.0,18.0, 35.5, 5.0,33.0, 45.0,11.5, 14.5,32.0,46.0,22.5, 27.0. Ainsi,
L = 0.47997. Puisque |Ls| < 0.63354 = b3, nous acceptons 1’hypothése nulle H,.

2.5 Logiciels et applications

L’utilisation des méthodes séquentielles a ét¢ simplifiée par 1’existence de plusieurs logiciels
permettant a la fois la planification, le suivi et I’analyse des essais cliniques comparatifs
comme: PEST (2000) pour les procédures des purement séquentielle et East (2000) pour les
procédures sequentielles groupées. Ces logiciels permettent, dés la phase de planification
d’évaluer I'intérét et la faisabilité de la mise en place de ces méthodes séquentielles en
donnant le nombre moyen de sujets nécessaire pour conclure sous différentes hypothéses en
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fonction du type de regle d’arrét choisie et des différents paramétres de 1’essai. Ceux-Ci
offrent ensuite la possibilité, lors de la phase de recrutement, de réaliser rapidement les
analyses intermédiaires & partir des données concernant le critére de jugement principal et le
traitement alloué, tout en protégeant I’erreur de premiére espeéce alpha.. De plus, en cas de
franchissement d’une régle d’arrét, ils fournissent des estimations non biaisées de 1’effet du
traitement et de la précision de son évaluation en tenant compte de la nature séquentielle des
analyses effectuées.

Avec I’aide de ces logiciels, ces procédures ont été utilisées fréquemment durant les dix
derniéres années dans plusieurs domaines thérapeutiques tels que la cardiologie,
I’infectiologie, la cancérologie ou la pédiatrie.

Les investigateurs peuvent ainsi utiliser les avantages de ces approches qui leur permettent
d’identifier des essais futiles et de les arréter et d’identifier des thérapies efficaces rapidement.

Peace (1992) présente un volume entier d’applications pré-cliniques et cliniques des
procédures séquentielles au développement et a la recherche de drogues. De plus, des
manuscrits individuels reportant des tests cliniques qui ont été concus et analyses de maniére
séquentielle sont en train d’apparaitre en grand nombre. Les domaines d’applications incluent
des analyses contre le cancer, contre les virus, les maladies cardiovasculaires, dégénérative et
gastro-intestinales parmi beaucoup d’autres.
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Chapitre 111

Procédures non parametriques séquentielles groupées
pour comparer les taux de croissance de traitements

Lee et DeMets (1992) ont propose (voir 2.4.4) une procédure flexible qui utilise un test non
paramétrique séquentiel groupé pour comparer les taux de croissance de deux traitements.
Leur méthode assigne des nombres pré-spécifiés de patients a chaque traitement, ce qui ne
réduit pas 1’allocation des patients au traitement inférieur. Dans ce chapitre, nous introduisons
une méthode séquentielle de groupes encore plus flexible basée sur la statistique de Wilcoxon
somme des rangs ajustée avec des régles d’allocations dépendant des données. Nous
proposons deux procédures asymptotiquement efficaces qui mettent fin a 1’essai et rejettent
H,: ; = B, au premier test intermédiaire significatif et assignent les patients aux traitements
selon des regles d’allocations dépendant des données, qui réduisent les allocations au
traitement inférieur. Quelques regles d’allocations standards sont présentées en section 3.1,
incluant une procédure séquentielle groupée. Les procédures proposées sont présentées en
sections 3.2 et 3.3, respectivement. En section 3.4, I’'implémentation des procédures est
illustrée par un exemple réel.

3.1 Regles d’allocations séquentielles

Les reégles d’allocation séquentielles se présentent fréquemment dans plusieurs domaines des
statistiques, le contrble adaptatif, le marketing, et en économie. Le premier exemple fut
introduit par Robbins (1952), et depuis, plusieurs variantes ont été ensuite étudiées de maniere
étendue (voir, Berry et Fristedt (1985),Wang, Kulkarni et Poor (2005a, 2005b)). Dans les
essais cliniques, nous utilisons une régle d’allocation pour allouer I’entrée des patients entre
les traitements. Mais il y a souvent deux objectifs simultanés

e détecter le meilleur traitement le plutot possible, et
e réduire le nombre de patients assignés au traitement inférieur (ITN).

Les régles d’allocations séquentielles peuvent avoir d’autres objectifs

e réduire le biais de I’expérimentateur (voir Wei, 1978),
e obtenir des intervalles de confiance de largeur fixée (Eisel, 1994), ou
e viser une bonne randomisation entre les différentes strates (Zoubeidi, 1994).

3.1.1 Procédure d’Anscombe

Une régle simple fat proposée par Anscombe (1963).
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Régle 3.1.1 Supposons que I’expérience clinique concerne N patients et deux traitements.

1. A la premiere étape, n patients sont assignés a chaque traitement et nous identifions
le meilleur traitement, ou ce qui pourrait étre le meilleur;
2. ensuite, les N — 2n patients restants sont assignés au traitement suppose le meilleur.
Des procédures de tests séquentiels avec des régles d’allocations dépendant des données
furent proposées par Robbins et Siegmund (1974), Siegmund (1985) et Louis (1975).

3.1.2 Procédure de Robbins et Siegmund

Soient Xi, X5, ... , X, ... € Y, Y5, ..,Y,, ... des variables aléatoires indépendantes et
distribuées normalement de moyennes inconnues E(X;) = u, et E(Yj) = U,, pour tout
i,j =1,2,...,etde variance 1. La procédure de Robbins et Siegmund (1974) est basee sur le
test séquentiel du rapport des probabilités, SPRT, pour tester les hypothéses Hy: § = —6*
contre H;: § = &%, oU § = u, — ;. L’échantillonnage s’arréte selon la paire de temps d’arrét
(M,N) = inf{(m,n) = (1,1) tel que Z,, , & (B,A) }, ol les frontiéres du test A et B sont
tellesque0 < B <1< Aet

Zinn = exp{26" == (Y =X )}, (3.1.1)

ol X =(1/m)YZ, X;etY = (1/n) X, Y;. On rejette H, lorsque Z,, , = A et on I’accepte
lorsque Z,,,,, < B. Pour & # 0, les erreurs de probabilité du type 1 et du type 2 sont majorees
par

-1

Ps(rejeter H;) = Ps(rejeter Hy) < (1 + exp (— S{I;B» . (3.1.2)
L’inégalité (3.1.2) peut étre remplacée par une égalité lorsque on néglige les sauts de Zy; y sur
les frontiéres A ou B. Puisque (3.1.2) est indépendante de (M, N), il s’ensuit que le choix de
toute régle d’allocation n’affecte pas la fonction puissance.

La reégle d’allocation de Robbins et Siegmund (1974) est plutdt intuitive car elle ne minimise
aucune fonction de codt, elle est définie comme suit:

Regle 3.1.2 de Robbins et Siegmund (1974)

1. choisirc > b,
2. ayant observeé x, ..., x,, et y, ..., ¥, @ssigner un nouveau patient au traitement 1
(sinon au traitement 2) si

lﬂ(y_§)<ﬂ

c m+n m+n’

Quelques fonctions de co(t ont été introduites plus tard par Siegmund (1985)

e un colt g(&) pour I’allocation au traitement 1, et
e un colt h(6) pour I’allocation au traitement 2,
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ou

d .
g(8) = h(=6) = { 14550 s1820 (3.1.3)
1 si 6 <0,

d est une constante qui permet d’ajuster le colt. Le colit moyen est alors

g(&)Es(M) + g(=8)Es(N). (3.14)

Il est vu en (3.1.2) que la puissance et I’erreur du type sont essentiellement invariantes par le
choix de la régle d’allocation. Ainsi la minimisation du colt se réduit a la minimisation de
(3.1.4).

Régle 3.1.3 de Siegmund (1985)

1. choisir g et h, c-a-d, d dans (3.1.3),
2. ayant observé x, ... , X, €t y4, ... , ¥, @Ssigner un nouveau patient au traitement 1, (sinon

au traitement 2), si
h(yn - Em )
< [
\} 9(¥, - %n)

Avec quelques simulations, Siegmund (1985) montre les mérites de cette régle d’allocation,
mais les résultats sont trés sensibles au choix de d en (3.1.3).

|3

3.1.3 Procédure de Louis

Dans le méme contexte que Robbins et Siegmund (1974). Louis (1975), dans sa procédure
apres avoir observé x, ... , X, et yq, ... , ¥, définit le temps d’arrét de ’expérience par

(M,N) = inf {(m,n) 2 (L,1): Zyy & G ,A)},
oul<A et Z,, estdonné par (3.1.1).

Il introduit deux fonctions de codt g (&) et h(8) définies par

y sié6=0

9(5)=h(_6)={1 si8 <0,

ouy > 1. Sarégle d’allocation minimise le coit moyen
Es(M + N) 4+ (y — DEs(M1(550) + Nlgs<qy)- (3.1.5)

Regle 3.1.4 de Louis (1975)

Chagque nouveau patient est assigne au traitement 1 si % < qy(Zm,n), au traitement 1 avec

s s - m - . - m
probabilité g, (Zy,,) si — = qy(Zm,), (traitement 2 autrement) et traitement 2 si —>

+n
,/yZm,n+1

VYZmnt1 + [ Zmnty '

ay(Zmn), OU Zp, , est donné par (3.1.1) et q,(Zmn) =
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3.1.4 Commentaire

Cheévre (1992) compare les régles d’allocations proposées par Robbins et Siegmund (1974),
Louis (1975) et Zoubeidi (1989). Pour un méme risque d’erreur alpha, il remarque qu’aucune
de ces regles est uniformément la meilleure. Cependant, la régle proposée par Robbins et
Siegmund (1974), qui est la plus intuitive offre souvent de meilleurs résultats et pourtant, elle
ne satisfait aucun critére d’optimalité précis, contrairement a celle de Zoubeidi (1989) et
Louis (1975). Ceci signifie que le colt d’échantillonnage n’est pas d’une importance
primordiale parce qu’il est difficilement quantifiable du fait qu’il est éthique. Une procédure
qui est optimale pour une fonction de colit donnée peut ne pas I’étre pour un autre coft.

3.1.5 Données groupées

Cerutti et Zoubeidi (2003) ont développé une méthode pour un modele linéaire a effets mixtes
avec des erreurs distribuées normalement. Lorsque la régle d’allocation est introduite, la
statistique S(k) définie en (2.4.3) devient S(k) = B, (k) — B, (k). Soit

— — 1 _ —

S*(k) = [var(S(k)|Fr—1)] 2 [S(k) — E(S(k)|Fx-1)]. Cerutti et Zoubeidi (2003) montrent
que sous Hy: f; = B, le vecteur (§*(1), ...,§*(k)) est distribué normalement IV, (0, I). Leur
régle minimise le risque suivant:

R(A) = E(Z ne(A),

ol 1. (A) = d(8)[a?(k) — a*(k — 1] + d(=8)[a' (k) — a?(k — 1)] et a™ (k) est le nombre
de patients affectés au traitement h, h = 1,2 au k — ieme test, et d () est le coit d’allouer
un patient au traitement 2.
Régle 3.1.5 de Cerutti et Zoubeidi (2003)
1- Choisir la fonction de I’erreur dépensée a(.), I’erreur de type 1 @, m, et m;
2- al’étape k, arréter 1’essai et décider
e H;si |S*(k)| > z,, ou
e Hysia(k) =aet|S* (k)| < z.

3- Autrement, assigner 2mp(k + 1) nouveaux patients au traitementl et 2m[1 — p(k + 1)]
au traitement 2.
Pour la définition de p(k), consulter Cerutti et Zoubeidi ( thése de doctorat, 2003, p. 132)

Dans le contexte non parameétrique, Rosenberger (1995), Bandyopadhyay et Biswas (1999),
et Bandyopadhyay et Biswas (2000) proposerent des procédures basées sur les modeles
d’urne. Une liste assez compléte a ce sujet est dans le chapitre écrit par A. Basu, et J. K.
Ghosh dans I’ouvrage de Ghosh et Sen (1991).
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3.2 Procédure séquentielle groupée proposée Nol

Considérons un plan expérimental séquentiel groupé ou les patients sont alloués a 1’'un des
deux traitements, alors plusieurs mesures sont prises sur chacun d’eux sur une période de
temps. Soit M, le nombre de patients qui sont entrés dans 1’essai entre la (k — 1) — éme et
la k — éme analyse intermédiaires, et soit N = ZleMj le nombre total de patients dans
I’essai avant la k — éme analyse intermédiaire, c-a-d, N; < N, < -+ < Ny = N, ou K est le
dernier test intermédiaire, et N le nombre maximum de sujets permis dans I’expérience.
Rappelons que ny;, et n,; désignent les nombres de sujets qui furent assignés aux traitements
1 et 2, respectivement, c-a-d, ny, + n,, = Ni. De plus, soit y;; (k) le vecteur des r mesures
prises sur le i — eme patient a la k — éme analyse intermédiaire, assigneé au traitement h.
Supposons que les y,; (k) sont des vecteurs aléatoires indépendants distribués selon le modele
(2.4.6), c-a-d,

Yhi(k) = )/hl + th + Shi(k)' i = 1, v, Npg, h = 1,2 (321)
Soit By,; (k) ’estimateur des moindres carrées de B), basé sur yy,; (k) et soit R;(k) le rang de

Nous généralisons la statistique (2.4.9) au plan expérimental ou n,; et n,;, dépendent des
données collectées des k — 1 premiers groupes de sujets, c-a-d,

M1 = {yn(N:1<i<Netl<j<k-1} (3.2.2)

Alors, nous ajustons cette statistique généralisée avec une régle d’allocation dépendant des
données asymptotiquement efficace pour allouer les sujets aux traitements. Soit F;_, la
sigma-algébre générée par [[,—1 (F, est la sigma-algebre triviale) et F;,_; < Fy. Lorsque n;
dépend de []x-1, Px = nix/Ni estune variable aléatoire Fj,_, mesurable.

Définition 3.2.1 La séquence stochastique A = (pr)rs1 est appelée régle d’allocation
dépendant des données.

Lorsque 1’essai démarre p; ne dépend pas de y,;(l) et en I’absence de toute information a
priori au sujet des traitements, elle peut étre établie, sans perte de généralité, a p; = 1/2.

Si p; dépend des données des k — 1 groupes précédents, nous définissons la statistique du test
par

— 1 Nik Ri(k) _ l —
dye = = S1k (—Nk+1 2), k=1,..,K, (3.2.3)

ol R; (k) est le rang de B;(k) parmi B, (k), ..., By, (k), € < px <1 —§&, et est une constante
telle que 0 < & < 1/2. Cette restriction sur p,, est imposée pour retrouver la condition de la
normalité asymptotique des statistiques linéaires de rang (voir Lee et DeMets 1992,théoreme
1).

Dans ce qui suit nous allons restreindre le plan expérimental aux regles d’allocations non-
singuliéres que 1’on définit par
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Définition 3.2.2 € ={A: & < pj(A) <1—¢} est 'ensemble des régles d’allocations
satisfaisant:

e a chaque étape k, k = 1, ..., K, la proportion cumulative de patients assignés a chaque
traitement depuis le début de I’expérience est au moins &, une valeur fixée 0 < & <
0.5, établie avant que 1’essai commence.

De plus nous ferons les suppositions suivantes.
Suppositions 3.2.1 Nous supposons que 1’essai est tel que

e un groupe pilote de patients relativement petit sont assignés a chaque traitement;

e aux ¢tapes suivantes, des groupes relativement grands de patients de tailles
équivalentes entrent dans 1’essai, dont ny,, = M pj, sont assignés au traitement 1
etn,, = M, (1 — p;) au traitement 2. Nous posons M, = a, M avec a; — 1 pour

k>2eta; - 0quand M — +co.

Définition 3.2.3 Lorsque nous utilisons une régle d’allocation la variable aléatoire T = T(A)
représente le temps d’arrét de la procédure, c-a-d, I’indice du test intermédiaire auquel le test
s’arréte. Ainsi T € {1, ..., K}, et K est le dernier test intermédiaire.

La regle d’allocation que nous présenterons a les caractéristiques suivantes:

e clle dépend essenticllement des parametres d’intérét, c-a-d, la différence des pentes,
plutdt que les pentes elles-mémes,

e [’erreur de type 1 est contrblée,

e la performance devrait étre optimale ou essentiellement optimale pour une fonction
de codt donné.

Nous montrons dans ce qui suit que les niveaux de signification ne sont pas affectés en
introduisant une regle d’allocation.

Théoréme 3.2.1 Supposons que la distribution, F des B;(k) satisfait les conditions de
régularité de Puri et Sen (1985) pour les statistiques linéaires de rang établies dans le
théoreme de Lee et DeMets (1992). Sous Hy: B, = 5, le vecteur aléatoire (d4, ...,d;)" a une
distribution asymptotiquement normale de moyenne O et une matrice de covariances Xy =
(Jﬂ)ﬂ quand M augmente a l’infini, ou oj; =1/12, 0y, =0 pour 2 <1 <K, et g;; =
1 ¢V (RG) 1) (R _ 1 ,

/NjN_lZi=1 <N,-+1 2) (Nl+1 2)’ 2sj<lsK.

Preuve : Dans toute cette preuve, supposons que Hy: B; = B, et la mesure de probabilité de
permutation. D’abord, supposons que p, ne dépend pas des réponses y,;(l). Lee, Reboussin
et DeMets (1990, Théoreme 3.1) montrent que dy = (dy, ..., dg)' est asymptotiquement

N (0,Tg), ou Ik = (yfl)1sj,lsK ot

pj(1-pj)N; (R ;
i (1-p )N, s (RL(J)_1>(R1_(D_1)' 1<j<I<K. (3.2.4)

Vit = Voi(-p)ON(Nj-1) Fi=1\N+1 2/ \Nj+1 2
Lorsque M - 4o et j =2, p; »p, Nj/N - 1 et N;/N - 0; y;; est équivalent a
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oy = 1 ZN; (Ri(j)_l)(Ri_(l)_l), 2<j<l<Kk,

[N;N; “i=1\N;j+1 2] \Nj+1 2
1 N (R 1)2 N; 1
o,=0,pour 2<I<K, et gj;= >l |l==-=) = L~ —, QObservons que,
o Nj-17EIANHL 2 12(Nj-1) 12

sous H,, oj est indépendant de p, . Alors,dy est asymptotiquement V' (0,2x) et sa
distribution est indépendante de py.

Lorsque p, dépend de []x—q1, Nous utilisons un raisonnement par récurrence pour prouver le
résultat final. Par définition, p, ne dépend pas de y;; (1), ainsi avec la premiére partie de cette
preuve, d, est asymptotiquement N (0,0,,). Supposons maintenant que 1’hypothése de
récurrence est vraie pour d, nous montrons que d ., est asymptotiquement N (0, 2 ,1). Soit

o AW
4 = (Ok+11 Ok422) - Ok+1k) €L O = Oppq g4q, CleSt-a-dire, Zk+1_%)'

La distribution asymptotique conditionnelle de dy.;sachant Fyest V(4’2 tdy, 0 — A’ Xt A).
La fonction caractéristique de dj,; en t,,; = (tq, ..., tx4+1) €St

B(tesr) = Elexpliti1dira}] = E[Elexpfiti,1dia}1Fe]]

= Elexp{itidi }E (exp{itys1di+1|Fi})]

Lyl . ry—1 1.2 ry—1
=F [exp{Ltkdk} exp {ltk+1A Xpdy — Etkﬂ(a —A'Xy A)}]

1 _ . A
= exp {_ §t1%+1(0t1%+1 — 4% 14)} Elexp{i(tys14' 2" + ti)dy}]
= exp{—t2,, (0 — 4514 o A I + E) D (b A S+ 8

exp =5 tir1(0 K A exp =3 (14" 2" + ) 2i (b1 4257 + 1)

— _1.2 12 py-1p_Le2 pry-iy y-14_1 Ax-ly
= expl— k10 TSty 4 2y S ticer 4 2 2pe2 S terrd 2 2ty

1 ! —_ 1 !

— 5 bkt ik A — 2 thktk}
1 1

= exp {_gtiﬂa — 1A't — Et;czktk}

1
= exp {_ Y t;c+12k+1tk+1}’
qui est la fonction caractéristique de NV (0, Xy+1). En vertu du théoréeme de 1’unicité des

fonctions caractéristiques, voir e.g. Dudewicz et Mishra (1988) page 261, le résultat est
prouve. =
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Une conséquence directe du théoreme 3.2.1 est que les valeurs critiques de la procédure sont
indépendantes de p;, i =1, ..., K, et donc sont indépendantes de la régle d’allocation. Nous
sommes capable d’utiliser les méthodes d’approximation de Pocock (1977) ou O’brien et
Fléming (1979), ou toute autre fonction de I’erreur dépensée.

3.2.1 Le probléme d’allocation

Soit p(.) une fonction réelle positive continue et monotone. Supposons qu’il coite p(§)
(resp. p(—6)) pour allouer un patient au traitement 1, (resp. au traitement 2). De plus,
supposons sans perte de généralité, que p est une fonction croissante, faisant ainsi les valeurs
larges de f3;, une propriété désirable des traitements. Pour définir les cotits d’échantillonnages,
nous considérons que lors de la comparaison des pentes f5;, B,; il suffit de considérer les
régles d’allocation qui dépendent de la différence des pentes plutdt que les valeurs des pentes.
Ainsi, posons

5 =By — B, (3.2.5)

Définition 3.2.4 Les cofts d’échantillonnages moyens de la procédure séquentielle groupée
avec le test de Wilcoxon somme des rangs qui utilise une régle d’allocation A € C sont
donnés par

R(A) = E(Z/1 4,00, ), (3.26)

ol Q(j,A) = p;(A)p(8) + [1 —p;j(A)]p(-d).

Nous énongons deux lemmes utiles. Le premier indique que lorsqu’ il y a une différence entre
les deux traitements, le temps d’arrét T(A) est stochastiquement inférieur ou égal a 2
asymptotiquement, le second est une conséquence directe du premier.

Lemme 3.2.1 Pour || > 0 et pour tout A € C, limpy ;e 1iz(a)<23 =1 €n probabilité, ou 1,

est la fonction indicatrice de 1’ensemble.
Preuve Soit R;(k) = X%, Uy;(k), ol Uy (k) = 1(3,4012, 010
Pourl <i<nyg_q,

E[R;(K)|Fy-1] = X%, P[Bi(k) = B; (k)| Fy—r]
= X721 P[Bi(K) = By |Fremr] + X726 7252 P[Bi(K) = (k)| Fe—s]
+30k 1 PlBiO = BiUO|Fica] + 27 1 PR = B(K0)|Fi—a]
= Ry(k — 1) + (nyye — M=) F(Bi(k) — B1) + (Mg — nau—1)F (B (k) — B2)

= Ri(k — 1) + my F(Bi(k) — By) + my F(Bi(k) — B2).
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Pourngy,_1 +1<i<ny,
E[R: ()| Fy—1] = Ej% P[Bi(k) = B;(1)|Fie-]
I P[Bi(k) = B |Frems ] + Tj2T 21 P[Bi(K) = B (K)|Fie-]
+ 30 PIBiR) = BiUO|Fr] + 23K, o1 PLBi(K) = B ()| Fie—s].
Le troisieme terme du membre de droite

N PlBiR) = BiU)|Frca] = 1+ X021 PIBiCR) = B ()| Frey |-
JE

Ainsi, E[R;(k)|Fye_1] = X725 [1 = F (B (k) — By)] + Zj2k 221 — F(B; (k) — By)]

m1k

+1+

+m2kvk,
ou
Vg = P[ﬁl(k) = ﬁA](k)], pour nqy—1 +1<i< Nk et Nk + Nok-1 +1 S] < Nk'

[\/Pk(l—Pk dlek 1] —J—ank [N;(fi ;lTk—1]

nyx ERi(K)|Fp— 1) Nk

\/_Z N+l 2/Ng

Nik—1 E(Rl(k)lfk 1) Nnik E(Ri(k)|9:k—1) _ Nik

YN Si=nak-1+1 k k
\/_Z Ni+1 \/N_Zl Nik-1+ Ng+1 2,/Ny

Np+1  Np+1

= X (S e F (B — B1) + 2 F (B — o))

o [ g 1 = (B (0) — )] + 2t 1 -

Nj+1 Np+1
_ myg m1k(m1k—1) MmyeMmaEVi| Nk
F(ﬁj(k) 'Bl)] + Ny +1 2(Ng+1) + Np+1 ] 2,/Ng

Ng+1  Np+1

= = [Zi B T P (B = B1) + 2 F(BiCk) — B))

+ Pk yNe-1 (1 _ 3. _ Mik My (Myg+2maEve—1)  Nag
o Np+1 21 (1 F (800 'Bl)) +Nk+1] + 2(Ng+1)/Ny, 2Ny

Posons Aj_; = Y2k {w 28k g (B.(k) — ) +5 Lt F(ﬁz(k) ﬁz)}

Ng+1 Ng+1

4+ Mk ZNk 1(1 _F(ﬁ](k) ﬁl)) Ni+1

N +1 +1°

On obtient alors
_ _ Ag-1 | Map(mye+2movi—1) — ngg
E[Vpi(1 — pi) di|Fr-1] = D + 2N Dy N
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Ag—1 + My (Mag+2(Mak—N2k-1)Vk—1)  Nik—1  Myp(Ng+1)

Nk 2(Ng+1){/Np 2/Ng 2(Ng+1),/Ng
— Ak-1 + My (M1 +2N2kVie—2N2k—1Vk—1)  Nak—1
Nk 2(Ngk+1){/Ng 2/Ng
_ Myg(Myg—1+myg+nye+1)
2(Ng+1)/Ng
_ Ag—1 | Mapg(Mag—1+2-2Npk—_1Vg)  Nag-1  MagNar(2vg—1) (3.2.7)

Nk 2(Ng+1),/Ni 2N 2(Ng+1)/Ni *

Observons que, pour k = 2, les trois premiers termes du membre de droite de (3.2.7) sont
bornés et convergent vers zéro lorsque N, — +oo. Ainsi, par le théoréme de convergence
dominé de Lebesgue, leur espérance converge vers zéro. Tandis que le quatrieme terme a
pour espérance, lorsque k > 2,

[mlknzk(ZVk—l) _

2(Ng+1)y/Ng

> (SNk_nlk'l)(zvk_l)sw/Nk lorsque v > 0.5

E (PreNg—N1k-1)A—pRINgQve—1) | ) — 2(Ng+1)
2(Ny+1)/Ny (ENg—N1k-1)VE—1)§
< Y Ny lorsque v < 0.5

qui converge vers +oo lorsque v > 0.5 et —oo lorsque v < 0.5. Alors, en prenant 1’espérance
sur les membres de (3.2.7) nous concluons que E[d,] tend vers +oo lorsque v > 0.5 et vers
—oo lorsque v < 0.5. De plus, d’aprés Puri et Sen (1985) (théoréme 2.3.1, page 13),
Var|d,] est asymptotiquement bornée quand N, tend vers I’infini.

Le test de Wilcoxon somme des rangs est sans biais dans le cas du modeéle de location
F(z — B, — ¢;6) (voir Lehmann 1975, théoreme 2, page 67), qui implique que sa fonction
puissance est non décroissante en |§]. Aussi, rappelons que, par le théoreme (3.2.1), d, est
N(0,1/12) lorsque § = 0. Ainsi, pour § > 0,

_ d,—Esld;] b,—Esld;] dy—Egsld;] —by—Egld;]
Pslldz| = b] = Ps JVarslas] = x/Vara[dz]] 5 | varstas] ~ JVars[dZ]]
v Vi —by—Esldy]
= Fo [ 2d, 2 Ji * PO[ 242 =~ arslay]
b,—Egld,] —b,—Egld,]
=1-¢ (fVari[di]) + (b( ;araa[dzz] ) ~ 1, quand Nz = oo, u

Lemme 3.2.2 Pour tout &:|8] >0 et pour tout A € C, limyico L(z(g)=r(,)} = 1 €N
probabilité, ou A, est I’allocation 'pairwise', c-a-d, 1’allocation qui affecte la moitié¢ des
observations a chaque traitement.

Preuve D’aprés le lemme 3.2.1, pour tout A € C et pour |6 > 0,limp 4o 1iz(a)<2) =1 €N
probabilite, ainsi, limy e 1iza)<2) = liMy 5400 1{T(cﬂp)52}_

Puisque 'égalité 11,4, )=1} = L{r(a,)=1} est Vérifiée, car toutes les régles d’allocations sont

'pairwise' lorsque I’expérience démarre, nous déduisons que les limites existent, et
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limp 400 Lzay=iy = limpy 40 1{r(cﬂp)=i}'i = 1,2 ainsi limpy_ ;o 1{T(ﬂ)=1(ﬂp)} =1en
probablilté. -

3.2.2 Dérivation de la regle d’allocation

La régle d’allocation que nous allons développer est basée sur les données des k — 1 premiers
groupes de patients qui génerent la sigma algébre F,_;. Soit b la valeur critique au k — ieme
test intermédiaire et 7 = 17(A) = min(inf{k = 1:|dy| > by, K}) le temps d’arrét de la
procédure, c-a-d, I’indice du test intermédiaire auquel 1’expérience s’arréte. En dérivant la
régle d’allocation, notée A, nous argumentons que, si § = 0, toutes reégles d’allocation sont
équivalentes conformément au théoréme (3.2.1) , elles ont un risque égal (3.2.6). D’autre part,
si |6 > 0 et M est large, nous montrons dans le lemme (3.2.1) que la procédure devrait
s’arréter au second test intermédiaire. Ainsi nous devrions trouver une regle d’allocation qui
minimise les colts d’échantillonnages moyens (3.2.6) asymptotiquement a chaque étape,
comme si elle était la dernicre étape avant la fin de I’expérience. Ainsi, supposons que nous
sommes a 1’étape k, et que |§] > 0, alors nous voulons trouver p; € [¢,1 — &] qui minimise
Q(k, A) sous les contraintes

|di—1 (AN Fp—1l < br—q, (3.2.8)
|E(dy—1 (AN Fr—1)| = by, et (3.2.9)
pr(1—pi) < 1/4. (3.2.10)

Sachant que Q(k, A) est monotone en py, il est facile de voir que la solution a ce probléme de
minimisation est égale au plus grand p, € [¢,1 — &] satisfaisant la contrainte (3.2.9) lorsque
§ > 0, et le plus petit p,, € [¢,1 — €] satisfaisant ladite contrainte lorsque 6 < 0.

Nous énongons d’abord une proposition et un lemme dont on se servira pour dériver la regle
d’allocation.

Proposition 3.2.1 Un estimateur de v, est V,_,, V;—, €tantla proportion de toutes les
paires (Eli(k — 1), B,k — 1)), 1<i<n etngg,+1<j< N,y telles que

Bri(k—1) = [?Zj(k —1). Alors

n
Zl 111_{ 1R (k_l) nlk_1+1

b = _ _ (3.2.11)
Ni1k—1M2k-1 2N2k-1
Preuve
n1k 1 "zk 14 Nk-1|y"2k-1 Zk 1
_ ] 2 15 _4 15 »
Y = Bt s {511'232]} _ Zisi 2= {P1i2B5)} 2= (B1i2B2))
k-1 — -
Nikg—1N2k-1 Nig-1M2k-1

n1k 1 n1k 1
diet Y= Ypes)

Nik-1M2k-1

k— . k- o — —
or Z L 11{311 2]}+Z 2 11{[”1i232j} = Ri(k—1) et
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Nik-1 v MN1k-1 _ Vk-1 .
Xy ie1 1{3”232]} = Y27 'ri(k —1). Comme r;(k — 1) est une permutation

desentiersi = 1, ..., ny ;_,alors

Nyg—1(Mqp—1+1 . .-
Z:l:”{ 'rik—1) = Zn”‘ 1 = Takoal 21" L ), en remplacant et en simplifiant, on

n
Zl 111_6 1Rl(k_1) _ nlk_1+1

Nyk—1M2k-1 2N3K—1

obtient Vj,_; = m

Lemme 3.2.3 Soit F(z — B;,) la fonction de distribution empirique de F(z — ) a 1’étape
k —1, alors

T E(Bi (k) = Br) = (yge—q + 1)/2
ST F(Bil) = B1) = M1k,
YNt R(Bi(k) — By) = Ney +1—R(k—1),
Ol P,_y est défini dans (3.2.11) et R(k — 1) = (1/ny_1) X122 Ry(k — 1).

Preuve

nlk 1F(:Bl(k) :81) T s nlk 1#{:81 (k) < Bi(k); 1 < j < myye_ 1}
_ 1 M1V M1k-11 ~
- nlk—lziil ! jil ! 1{Bj(k)sﬁi(k)}'
Cette double somme est une somme de permutation de {1, ..., ny,_4} €t 2”1" 1=

Ny g—1(Nq -1+1)
2

nlk 1F(,31(k) ,31) = (N1 +1)/2.

, en remplacant ci-dessus et en simplifiant, on obtient

S F (Bl — By) = Tt = —#{B; (k) < Bi(K); 1 < j < myye_s)
= Nypo 12n1k 1Zm1k 1n1k jnlk :

Nk 1F(ﬂl(k) ﬂl) Zi\,kiln #{,B](k) < ,Bl(k) 1 <] < Nyg-— 1}

l{ﬁj(kypi(k)} = Nyg—1Vk-1-

1 Nqn_ Ny _
= —— 2l X2 1 m0<Bi)

Nik-1

_ 1 Nik— Ng-1 1 Nik— Np— _ _
T Lj=1 L=t L 00<mi00) T3 2111 Py L3;00=p100)

1 n Nj—
=—2; 2 {Nk—l -2 1{Bj(k)zﬁi(k)}}

Nik-1
1 Mk
+ Nik-1 Zj:l i= 1 1{.8](’() =B ()}
Comme 3.7 15 uy=p,a0) = Rj(k — 1), le rang de f; (k) a I'étape k — 1 et

Nj—
Zizkl ! 1{Ej(k)=ﬁi(k)} = 1.0n aalors
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YNt BB () — ﬁl)—T YN +1—Ri(k =D} =Ny +1-R(k—1). m

Ci- aprés, nous dériverons la régle d’allocation proposée, c-a-d, le plus grand (le plus petit)
pr € [&,1 — &] satisfaisant la contrainte |E[d |Fr_1]| = by lorsque § > 0 (§ < 0).

Pour ce faire, nous calculons d’abord I’espérance de la statistique du k — iéme test dj.
Ainsi,

_ 1 Nnik Rl(k) _ l
E[dlek—l] =F [m2i=1 (Nk+1 2) |Tk—1]

2y ERi(R)Fr—1) —

Ny(Np+ 1)]
2

(Nk+1)\/Nkpk(1 Pr) [Z
L B(Ry (k)| Fp_q) + X2k E(R;(K)|Fy-1)

l—nlk_1+1

(Nk+1)\/ Nkpk(l Pk) [Z

_ n1k(Nk+1)]
2

(Nk+1)\m{znlk "Ri(k = 1) + X247 myy F(Bi(k) — Ba)
+ SRty F(Bi(k) — B2) (g — nyr—1) k[ — F(Bi(e) — By)]

+ Ny — Nygq + (e — Nyg— ) (Mg — 1D /2 (yge — Ny 1) Mo vy
—ny (N +1)/2}
En écrivant ny, = Ny, My = Ny — Nyg—1 = PNk — Nag—q €My = Ngp — Ngpg
= Ny — pi Ny — Ni_1 + ny_1, €enremplacant ci-dessus, il vient

TR (k= 1) + (N — Nag—q) Dtk F(Bi(k) — By)

E[dy|Fy-1] = (Nk+1)m{2
+(Ng — PNk — Ng—q + nyg—q) D262 F(Bi (k) — B2)
+ Pk Nk — N1k—-1) ZNk 1[1 F(ﬁj (k) — /31)] + PNk — Nyp—1q
+(@rNi — Nag—1) Px Nk — N1 — 1)/2
+ PNk — nage—1) (Nk = N — N1 + nage—1)vie — DN (N + 1) /23

En remplagant F par sa similaire empirique F et en posant G (8, N) = XL, F(B;(k) — B), on
obtient

E[dklj:k—l] =

{"1k—1E(k — 1) + PN G (1, Nyg—1)

1
(Ni + 1)/ Nip (1 — pi)
—M1k-1G(B1, N1g—1) + (N = N1 + 1y 1) G (B2, Nag—1) — DNk G (B2, Myg—1)
+Pka(Nk—1 - G(ﬁl:Nk—l)) - nlk—l(Nk—l - G(,BLNk—l)) + PNk — Nyp—1

+(PENE — 2Ny NPy + 12—y — DN + Nyge—1) /2
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+(@rNE — nyg—1 Ny — DENE + Ny 1 NPk — Ng—1 NPy + Nyg—1Ni—1
+N k1 Nk — No_ 1)V — 0kNE + piNi) /2}

1 2 n72 i _
- U’k"‘ﬂm {pka (1/2 V) + pka [G(ﬁlinlk—l) G(ﬁZinlk—l)
_G(ﬁlﬂNk—l) + Nk—l +1-— Nig-1 — 1/2 + NkV + Nyg-1V — Nk_lv + Nyg-1V
—Ni/2 = 1/2] + nyje_qR(k — 1) = nyp—1G(By, Ny—1)

+(Ng — Ng—q +N1p—1)G (B2 Nyg—1) — Nyg—1Ng—1 + Nyp—1G(B1, Ni—1) — Nyp—q

+ n%k—1/2 + Nyg-1/2 + g1 Ngv + 1y Ny_qv — n%k—ﬂ/}-
En vertu du lemme (3.2.3),0na

E[dk|Tk—1] =

ENZ(1/2 = v) + peN[nyp—1/2 + 1/2

1
{r
(Ni + D/ Nigpre (1 — pi)
—Nyg-1V—1 = Ngog =1+ Rk — 1) + Ny + 1= ngpq — 1/2+ Ny Dy
+ Nag-1Vk—1 — Ng—1V + Ny Vg — Ni /2 = 1/2] + n1k—1§(k - 1)
- n%k—1/2 —Nyg-1/2 + NiNyge—1Vg—g — Ny NigVpe—1 + nl%ﬁk—l — Nyk-1Ng—1
+ Nypo1Ng—1 + Nygeg — Ny R(E— 1) = nypemq +0fy 1 /2 +nyp_q/2

A A 2 ~
— N1 N V-1 + N1 Ni—1Vk—1 — N1 V-1

Apres simplification, on obtient

E[dg|Fr-1] = {PENE(1/2 = v) + PN [(v — 1/2) (N,

1
(N + D/ Nipi (1 — py)

+nqp—1 — Ni—1) = Nj—1/2 = 1/2 + R(k — D]}
Posons A, =v—1/2 etB, = (v—1/2) +nl]\’]‘—;1(v —-1/2) —Nik[Nk_lv + % — R(k — 1)].
La contrainte |E [dy|Fx-1]] = by devient

PiNi (B—DkAr)

(Nk+1)y/Nkpr(1-pi)

Siv #1/2, (3.2.12) est asymptotiquement équivalente a /i”‘—zk |B — piAx| = by, laquelle
—Pk

> by. (3.2.12)

est asymptotiquement équivalente a % lv—1/2|(1 —p) = by.
—Pk

En estimant v par V,_,, nous obtenons 1’expression asymptotiquement équivalente suivante

VN (1 = pi) [V—1 — 1/2]| = by,
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En élevant au carré les deux membres, on obtient le polynéme

W(pr) = =Ny (Dp—q — 1/2)2%p2 + Ny (D1 — 1/2)?p,, — b2 = 0. Les solutions de ce
polynéme sont

Wik, Wap = gi §¢1 — min{4b2 /[N, (V—; — 1/2)?],1}, et (3.2.12) est satisfaite pour
Pr € w1k, wak].
Alors, larégle d’allocation proposée, A, assigne du k — ieme groupe

max{0, p, Ny — pr—1Nk—1} patients au traitement let les patients restants au traitement 2, ou

minf{wyy, 1 — &} siv,_; = 0.5

max{wyg, €}  sivx_q <O0.5. (3.2.13)

Pr = Pr(Ay) = {

Les frontiéres séquentielles by, ..., by, de la procédure sont calculées a partir de la distribution
k — variée de (d4,...,d;) vialarelation
Py, (ld1| < by, oy [di—1| < b—1, 1di| > by) = a = a(ty) — a(tx-1),

pour k =1, ..., K. On peut utiliser la fonction de I’erreur dépensée de Lan et DeMets (1983)
pour calculer les niveaux de signification intermédiaires {ay, k =1,...,K}. La fraction
d’information t; est aussi necessaire, elle est estimée en utilisant le temps calendrier
standardisé, ou le nombre d’observations accumulées a la k — iéme analyse intermédiaire au
nombre total d’observations disponibles a la fin de 1’essai.

3.2.3 Efficacité asymptotique de la procédure

Soit P, = P(A,) la procédure qui utilise les tests statistiques dj, définies en (3.2.3), et la
regle d’allocation A4, définie en (3.2.13). Soit G I’ensemble des procédures qui utilisent d
et une régle d’allocation A € C. L’efficacité asymptotique de la procédure P, qui est le
résultat principal dans notre travail est établie dans le théoréme suivant.

Théoreme 3.2.2 : Pour tout § € (—o0, +0), R(P,)/infpegR(P) converge vers 1, lorsque M

va I’infini.

La preuve de ce théoréme repose sur les lemmes suivants. Le lemme (3.2.4) donne une borne
inférieure pour les risques des procédures utilisant la statistique d,, et les allocations A € C, et
le lemme (3.2.5) montre que pour tout |§] > 0, I’allocation A, alloue le maximum permis de
patients au traitement supérieur, c.a.d, 1 — ¢, quand M tend vers I’ infini.

Lemme 3.2.4 Pour tout § € (—oo, +0) et toute régle A € C
A)

= QminE[ lim 1{T(ﬂp)=z}1{a¢o}]

M—+00

+p(OE [ Jim (v(A,) = D)1jra,s2)Lis=0)].

lim
M—+o00

OU Qmin = MingecQ (i, A) = Ep(—18]) + (1 — &)p(|8]), et A, € C est I’allocation qui
affecte la moitié des observations a chaque traitement.
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Preuve
Montrons d’abord que Qpin = Mmin4ecQ (i, A) = Ep(—[6]) + (1 = p(|6D).

si6>0,p(6)—p(=06) =pdé]) —p(—|8]) < 0.Dans ce cas

QA = pi(A) p(8) + [1 = pi(A)]p(=8) > (1 —=[pU8]) — p(=I6D] + p(=16])

=1 =8psD) + & p(=16D) = Qumin-

sid <0, p(8) —p(=68) = p(—|8]) — p(6]) > 0. Dans ce cas

QA > Elp(—18D) — p(I8D] + p(I6D)

=&p(=16D) + (1 = &) p(+8D) = Qmin-

Donc Q(i,A) = Quin POUr tout A € C et I’égalité est atteinte par 1’allocation A € C définie
par p, =1— équandd > 0 etpar A € C ayantp, =& quand § < 0.
Le reste de la preuve du lemme est comme suit.

Les co(ts d’échantillonnage moyens sont définis par

R(A) = E[Zj(j) M;Q(j, cfl)] mais a; = M;/M ceci implique# = E[Zf(j) an(j,cA)]

ou % —a,0(1,A) =E 25(:"‘21) a;Q(j,A) que I’on peut encore écrire

R(A) . .
— —aQ,A) = E[Z;i‘g)(aj(?(l,cﬂ)l{r(ﬂ)zz} + a;Q(, C’q)l{r(cﬂ)<2})]

A . A .
= E[Z;iz) an(]'Uq)l{r(cﬂ)zz}] + E[Zﬁ(zz) an(]r‘A)l{T(Jl)<2}]r et

comme E[Z?S) a;Q(J, c/l)l{f(ﬂkz}] > 0. Alors

R(A) .
— — a0, A) 2 E[Z;S) an(/;Cﬂ)l{r(cﬂ)zz}]

A .

= E[Z;iz) 2,QU, v‘l)l{r(ﬂ)zz}l{a=o}]
A .

+ E[Z;iz) 200, v‘l)l{r(ﬂ)zz}l{&co}]

A ,
= E[a20(2, M1 (y=2yLs=0)] + E[Z;iz) 200, dq)l{‘r(cfl)>2}1{8¢0}]

A .
+E[Z§(=z) 2 Q0, ﬂ)l{r(cﬂ)zz}l{a:o}]-

Lorsque 6 = 0, Q(j, A) = p(0), et toutes les allocations sont équivalentes, nous remplagons
T(A) par r(c/lp) dans la troisieme espérance. Nous avons aussi Q... = Q(j,A) lorsque
7(A,) = 2. Il vient alors

R(A)
oM a,Q(1, A) = a;QminE[1zn=211(520)]
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+E [Z]TSZ) an (i» cﬂ) 1{r(cﬂ)>2} 1{5;&0}]

+p(OE [0 41104, 1221 1501

= a20minE [1{1'(04):2}1{5¢0}1{T(ﬂ)=1(<ﬂp)}] (3.2.14)
+8Qmink |12 1520 et ee(y)} (3.2.15)
+ E[27% 400, A 1> 1is20)] (32.16)
+p(0)E [zj(jp) 01 (r(a,)52) L1603 (3.2.17)

Les fonctions indicatrices sont positives et mesurables, de plus Zj-;z a;Q(j, A)1z)>23 1520}
et X2 @j1{z(a,)=2) Lis=0) SONt Majorées.

En appliquant le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue pour les variables
aléatoires qui convergent en probabilité, lorsque M — 400, nous obtenons

ea; »0et g1, j=2,
® (3.2.14) > QumE[limy_ e Lipa=21s-0y] par le lemme (3.2.2),
® (3.2.15) —» 0 par le lemme (3.2.2),

e (3.2.16) — 0 par le lemme (3.2.1),
® (3.217) > p(0)E [limysoo (1(Ap) = 1)1(r(a,)52) Lis=01- =

Lemme 3.2.5 Pour tout |6] > 0,

_ A 1—¢&siv>1/2
llmM—>+oo pZ(dqe) = {E siv< 1/2

Preuve
Rappelons que p, est calculée a partir de (3.2.12). Avec les formules de A, et By , lorsque
v # 0.5, (3.2.12) est équivalente a

N;
fipz |B; — p2Az| = by,
laquelle est equivalente a
% lv—1|(1-p,) = b, (3.2.18)
—P2

Observons que le membre de gauche de (3.2.18) tend vers +oo lorsque N, — +oo, ainsi, la
contrainte |E[d,|F,]| = b, a une solution p, € [¢,1 — &]. Ceci implique que p, est soit égale
afoul—¢ selonquev <0.50uv > 0.5. =
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Preuve du théoreme (3.2.2)

R(A1)
infhaecR(A) —

= B[V a0 A | = B [32001, 40| + E 2147 @ 0 4]

Il est clair que R(A4) = infgec R(A) qui implique

R(a‘h)

21Q(1 A +E 255 ;0 A Lirayen Lis=o)]

A
+E [ZT( Ya; Q(, A1) Lza)s215= 0}]

Il vient que

R(A)-M1Q(1,Ay) _ A :
— = E[ZT( v aiQ(l,v‘ll)l{r(ﬂl)zz}l{axo}]

+p(0)E [E )a, iL{r(a,)22) (5= o}]
E[215" @06 A et za Lo | = B |25 @ 06 A 1reay-0 1w
+E [ZT(‘”“) a; QQ, qul)l{t(a‘ll)>2}1{5¢0}]
= B2 0,000 A0) L ra =eay)) He(ay)oz) oo
+E 255" @ QUL A Lpea, ey L ircan=2) 1is#0) |

A .
+E [ZT( Ya, QG C’ql)l{r(d‘ll)>2}1{6¢0}]-

Finalement
R(A)-M100A) _ E[ 2, A1 1 1 3.2.19
] - aZQ( ) 1) {T(c/lp)=2} {T(cfll)=‘[(c/lp)} {53’:0}] ( = )
+E [azQ (2'c"ll)1{r(cﬂl)=z}1{r<ﬂl)¢1(cﬂp)}1{6¢o}] (3.2.20)
+E [Zr(ﬂl) a; Q(i, C’ql)l{r(d‘ll)>2}1{é‘¢0}] (3.2.21)
A
+ p(0)E [Z;izp) ail{r(ﬂp)22}1{5=0}]. (3.2.22)

Mais limpy_ 400 az = 1 €t Q(2,A;) = p2(A1)p(8) + (1 — po(Ay))p(—5), en vertu du
lemme (3.2.4) limy_ 10 Q(2,A41) = (1 —&) p(—|6]) + Ep(—[6]) = Qmin-

Avec les mémes arguments que ceux de la preuve du lemme (3.2.3), quand M — +oo,
(3219) = Quink [iMyysoo Lz a,)=) o= ]

(3.2.20) - 0,
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(3.221) - 0,

(3222) - p(O)E [limyrsoo(T(Ap) = 1)1(r(a,)52) Lis=r]| €6 52 QL AL) = 0.

R(A1)

Il s’ensuit que limy,_, 4 o = QminE [limM_ﬂroo 1{T(cﬂp)=2} 1{5;&0}]

+ p(O)E [limy oo (t(A) — 1) 1gp(a,)2) Lis0)].
Posons

Bing = QminE [limM—>+oo Liz(ap)=2) 1{6¢0}] + p(0)E [limM—>+oo Lir(ay)-1) e ()22} 1{5::0}]-

3 g . R(A) . M 1
D’apres le lemme (3.2.4) limp,_ 4 o 2 Bing etlimpy_ 4o D > By’ Alors

: R(A) _ 1. R(A) M T . . R(A)
hmM_)Jroom = limpy 400 M RAD > 1. Ceci implique que infzee limpy 4o RAD > 1,
qui implique que limy,_ infﬂec% > 1. Alors limM%mmf;(E—ji(‘m > 1, et comme

1 1

R(Ay) . R(Ay) _

R = 1 ONalimyseo Tor n i = 1 -

Pour conclure, nous donnons une esquisse de 1’implémentation de la procédure 1 ci- apres.
Régle 1 de Zoubeidi et Abane (2009)

igiet lde commencer la collection de données, spécifier le nombre maximum de sujets
participants dans 1’essai, N, le niveau de signification global a, et la fonction de I’erreur
dépensée, a(t), pour déterminer les niveaux de signification inter-médiaires. Une telle
fonction est une fonction réelle continue croissante définie pour 0 <t < 1,ou a(0) = 0 et
a(1) = a. Le temps du k — iéme test intermédiaire t = t; représente le temps calendrier
standardisé, la fraction d’information ou le rapport du nombre de mesures collectées au
nombre maximum de mesures ; voir Lan, Reboussin et DeMets (1994)

Etape 2.Démarrer avec un groupe pilote relativement petit de N, sujets. Assigner la moitié
des sujets a chaque traitement (i.e,n,; = N;/2) et calculer d, selon (3.2.3). Déterminer le
niveau de signification intermédiaire a; = a(t;) et déduire by, le (1 — a;) x 100 — iéme
percentile de la loi V' (0,1/12). Si | dy | > by s’arréter et rejeter Hy, sinon aller a 1’étape
suivante.

Etape 3. Au k —ieme test intermédiaire ,k > 2, calculer p, selon (3.2.13), recruter
M, = N, — N,_, patients et assigner aléatoirement nq, —n;,_; = max {PpNy —
Pi—1Ni_1,0} d’eux au traitement 1 et assigner les patients restants, c-a-d, ny, — Nyp—q =
N, — nyx — Ny, au traitement 2. Calculer B;(k) pour les sujets

nouvellement recrutés, et enregistrer les rangs de B, (k), ...,,L?Nk(k). Calculer dy, et le niveau
de signification intermédiaire aj = a(ty) — a(ty—,). Alors, calculer b, en résolvant
récursivement  I’équation @ = PHO[ﬂ]'-‘;f {|dj| < bj}, |dj| > bk], ou (dy,..,dy)" est
N, Y%) et Y est définie dans le théoreme (3.2.2). Si
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| di | > by arréter I’échantillonnage et rejeter H,
| di | < by et N, < N continuer I'échantillonnage et procéder comme en 2
| di | < by et N, = N arréter I'’échantillonnage et accepter H,,.

3.3 Procédure séquentielle groupée proposee No.2

Nous présentons dans cette section une procedure qui utilise une version modifiée de la
statistique (3.2.3) avec comme objectif de comparer sa performance a celle de la procédure 1.
Les notations étant celles de la section 3.2, soit my; = ny, — ny -1 le nombre de patients
dans le k — eme groupe assignés au traitement h, h = 1,2 et q, = mq, /My, ou & < q; <
1 — ¢, I’allocation des patients du k — éme groupe aux traitements basée sur les données des
k — 1 groupes précédents génerant la sigma algebre Fy_;. Soient Ry (k), ..., Ry, (k) les rangs
de B;(k) parmi les sujets du k — éme groupe, c-a-d, R:(k), .., Ry, €st une permutation de
{1, ..., M, }. Observons que, contrairement a la procédure 1, les rangs R; (k) sont calculés
parmi les M, sujets du k — iéme groupe et non a travers les N, sujets qui sont entré dans
I’étude. La statistique somme des rangs de Wilcoxon basée sur les données du k —
ieme groupe est définie par

L, = Zli"ikl ¢ (Rf(k) _ 1)'

Mp+1 2

ou c; est égale a 1 si le sujet i est assigné au traitement 1 et 0 sinon. Alors en réarrangeant les
sujets L peut s’écrire comme

=1 \Mp+1 2
Lemme 3.3.1 Sous Hy: B; = B, ’espérance et la variance de la statistique L) sont données
par Eo[Li|Fr-1] = 0, et Vary[Li|Fr_1] = [qx(1 — q1) Mi]/[12(M,, + 1)], o
qx = Mg/ M.

Preuve
En vertu de la proposition (1.1.1, cf. chap. I), on a
Eo(LilFim1) = M()ak), ol (k) = -Bi2% (k) = 7% = g et

ak) = Mikzﬁkl a;(k) = Z (Mk+1 B %) My Mk+1ZMk (i N % N %)]

[Mk(Mk+1) Mk Mk]

Mk(Mk+1) 2 2
_ 1 [Mk(Mk+1) Mk(Mk+1)
T M (Mp+1) 2

=0.

On a aussi Vary(Ly | Fe-1) = - 2

Me (i) — (k) M (ay(k) — a(k))’.

1

Calculons £ (¢; (k) — c(k))z.

Sk (cik) = (k) = Tk cZ (k) — 26(k) Ti% ¢ (k) + My & (k)
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= My — 2qMyy + My Qi = Myqy — 2qi My + Myqic = Myqy — qiMy,
= My qi (1 — qy).

Il reste a calculer le deuxiéme facteur

S (a, () — @(0)° = E% a?(k) = T (=~ 1)

Mp+1 2
1 My .2 1 My . | Mg
= i L Lt —
(M +1)2 L= Mk+1zl=1 4
_ 1 [Mk(Mk+1)(2Mk+1) 1 [Mk(Mk+1)] + My,
T (Mp+1)2 6 My +1 2 4

_ Mk(ZMk+1) My,
T 6(M+1) 4

_ Mp(ME-1)
T 12(ME+1)”

En remplacant les deux facteurs dans Var, (L} |Fx_1), on obtient

. 1 My (Mp—1)
Varg(Ly|Fr-1) = pym—) My q, (1 — qi) —1§(M:+1)
_ Miqr(1-qp)
To12(Mg+1) [ ]

Au k — ieme test, la statistique du test pour la procédure proposée est donnée par

1/2 L
) 3.3.2
a;j(1-q;) M ( )

4 = k12 vk L; _ 12k [IZ(Mj+1)
" " e (i)

Observons que dj, est une somme pondérée de statistiques de Wilcoxon calculée pour chaque
k

groupe séparément. Ainsi, contrairement a la procédure 1, le nombre et les valeurs des temps

de mesures, x, peuvent différer a travers les groupes.

Comme pour la Procédure 1, nous supposerons que I’essai démarre avec un groupe pilote de
patients relativement petit suivi de groupes de tailles relativement grandes et équivalentes, c-
a-d, nous posons M, = a;, M avec a; — 1 pour k > 2 et a; —» 1, lorsque M — +oo. La
distribution nulle de (d7, ..., dg)' est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 3.3.1 Supposons que la distribution, F, des f;(k) satisfait les conditions de
régularité de Puri et Sen (1985) pour les statistiques linéaires de rang établies dans le
théoreme 1 (voir Lee et DeMets, 1992). Sous H,: 8; = B, le vecteur aléatoire (dj, ...,dg)" a
une distribution asymptotiquement normale de moyenne nulle et de matrice de covariances
N = (a;;.)l,j, ot g7 = (i/j)*? pour 1 < i < j < K lorsque M augmente a ’infini.

. L,—E(L; 12(Mp+1) L),
Preuve: Soit Z; = % (i) _ 120Mit) L d,iz\/i%Zf:lZ]f.

’var(L’;() ax(1-qr) My

lorsque q est indépendant des données y,;(j), 1 <j <k —1, et Hy: §; = B, est vraie,
Z1, ..., Zx sont indépendantes et asymptotiquement distribuées comme des variables aléatoires
standards (voir Lehmann, 1975, p.13).
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. . * * 1 i * 1 ] *
Pouri < j, cov(d;,d; ) = cov (@Zkﬂzk’ﬁzf:lzl)
= cov (izl 7k LZL 7* _I_LZ] ] Z*)
i ak=1%k » \/7 =141 \/7 I=i+1“1L"
11 [ * [ *
= Eﬁ COU(Z;czlzk'Zﬁzlzl)

= 57 var(Ses Zi) =7 = 1)

Ainsi (d], ..., dy)" est asymptotiquement normal multivarié avec une moyenne nulle et de
matrice de covariances Y5 telle que o7 = (i/j)/?pour 1 < i < j < K.

Lorsque q, dépend des données y;;(1), 1 <1<k —1, nous utilisons une preuve par
récurrence pour montrer le résultat final. Lorsque 1’essai commence, g; ne dépend pas des
données y;; (1), avec la premiére partie de cette preuve, dj est asymptotiqguement N (0,1).
Supposons maintenant que I’hypothése de récurrence est vraie pour dy, c-a-d, (dj, ..., d,) est
asymptotiquement (0, };,), nous montrerons que dj,,, est asymptotiquement V' (0, Y7, 1)-

H * __ l E EI * _A_ * — ZI*( A*
Soit A —<\ﬂ\/; / P ) et " =1, c-a-d, Zk+1—%r~?>-

La distribution asymptotique conditionnelle de dj_, sachant Fy (i.e,dj = (d}, ..., d})) est
N(A'yy dy, 1 - ATy ).

La fonction génératrice de dj,,; en ty.q = (tq, ..., tys1) € RFH1 est
M(ty4q) = E[exp(Z'f:f tid;)] =E [E[exp(Zi-‘:l tid?)exl’(tkﬂdliﬂ) |Tk]]

= E |exp(Zh., t:d;) Elexp(tierdis )| il

* N P 1 ol gk
=E [exp(Z{-"'zl t;dj Jexp (tk+1A Xk di+ ;t1§+1(1 —4" Y 4 ))]
1 * ox * *

= exp Gtk (1- 47508 ) Blexp(Slest + tennadd)]

en posant aj, = A"’y .

Comme E[exp(T,(t; + tiy1a:)d;)] est la fonction génératrice de dj, = (dj, ..., dy)’ et

d~N (0, ;) qui est notre hypothese de récurrence, il vient alors
M(tysq1) = exp (% trea(1— 4*121*;14*)) exp (% (tx + trsrar) Ti by + tk+1ak)>
= exp (321(1 = 4757 8) ) exp (G{ESiti + tiorti i + e @GSt
i1 A X Ak})

1 U T 1 (7 o px ok gk
= exp (g tir(1-4"3% 4 )) exp (5 {tiZkt + te i XXk A
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* x g * P e
i1l Yk Tite + tiad Y TiXk 47))

Aprés simplification, on a
)  oxTL gk 1 (7 o px 1A% 2 W oxL gk
M(tyy1) = exp Etk+1(1_A Yi 4%))exp (E{thktk+2tk+1tkA + i1 4" 2 4 })

1 * * gk
= exp (E {ter1 + 2ty tid™ + t;cZktk})

exp G {t;(ZZt,*(}) qui la fonction génératrice des moments de NV (0, Y7 41)-

3-3-1 Dérivation de la régle d’allocation

Lemme 3.3.2 Soit t*(A) = min(inf{k > 1:|d}| = b;},K). Pour |§| > 0 et pour tout
A € C, limy_ 4o 1ir+(a)<2y = 1 €n probabilité.

Preuve Soit U;;(k) = 1(3,)2p,) 0U 1 < i < my;.. Observons que

P[U; (k) = 1|Fyy] = { /2 sil<ij<my

v sil<i<mypet my+1=<j< Mg,

ou v # 0.5quand |§] > 0. Pour 1 <i<my, Ona
1 *
BRI OIFir) = 5 |25 Uy (0| P

—Z;‘/I:kl P[U;;(k) = 1|Fy_4]

_ 1 mqyg 1
- ZJ 17 t o ZJ m1k+1

12(M;j+1) I/ZL_j
a;(1-q;) M;’

Calculons I’espérance de la statistique d; = \/_Z =1 [

12(m;+1)]Y2 E(L3] )
aj(1-q;) Mj

mqj R:(])_l
> E[M]Z (Mj+1 2) Tl]

_ g ER@IR) _my

=1 Mj(mMj+1) 2M;

=y =2 v(1- q;)]—&

. 1
E[d;|F1] - ?:1[

ie

=1 M;+1
=k [F ()] - 5
=ﬁ[%+v<1—qj>]——

M; (q; 1
“olaEera-a)-
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= 4qj [M +1 (1 qf) (v _%)]

En remplacant dans E (d3|¥;), on obtient

1/2
qui converge vers +oo

1 12(Mj+1)
E(d3|Fy) = f 14 [M +1 (1 B q] T2 ] [qj(liqj)

siv>0.5 et —oosiv<0.5 quand M — +oo.
En utilisant la formulation de Var(L3|F;) voir Lehmann (1975, pp. 69-70), par un calcul
direct on peut montrer que Var(d5) est asymptotiquement bornée quand M — +oo. Ainsi,

Plld;| < b3] = P[=b; < d; < b3]

p|tizEld) _ dims(ds) _ is(ai)|
/Var dz \/Var J ar(dZ)

D’apres le théoréme de convergence de la loi normale, on a

o b3~E(d3) b3—E(d3)
Pllaz] < bz] —><1>L/Var(d2] cl)[\/Va r(d3)

ou ¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Ainsi, quand M — +oo,

] quand M — +oo,

¢(—o) — p(—0) =0 quand v < 1/2
$(4+0) — dp(+0) =0 quand v > 1/2.

En dérivant I’allocation A,, nous utilisons le méme argument que celui pour dériver la regle
d’allocation A, en utilisant les colts d’échantillonnage (3.2.6 ). A la k — éme analyse
intermédiaire la statistique du test s’écrit

PlId31 < b3 - {

g Loy [12(M,.+1)]1/2 L
VR 2IF gi(-0) ] M
12(Mk+1)]1/2 L, 1 wk-1 [12(M1+1) 1/2L_;'

‘/—[Qk(l dr) Mk+\/__ J=1 a;j(1-a;) Mj

La contrainte |E (dy, (A)|Fr-1)| = by implique que

1/2

1/2 (Mj+1) j
- ¥ [q](l e rvaey] I (3.3.3)

E[L}|Fre—1] ¥
> _*
Mila(1-q]/2 = 7k [12(Mk+1)]

— blt,\m —dj_,Vk-1 —
V12(Mg+1)

0,(k - 1)
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ou
USSR . k_l[ ) 14 L,
—g)/2 = k =1 7= ) (3.3.4)
Milqr(1-qx)] 12(Mg+1) qj(1-q;)(Mx+1)]  M;

_ —bpVk—dp_Vk-1 _ B
T J12(Mp+) O2(k — 1)

avec 0,(k—1) > 0,(k —1).

Dans Lehmann 1975 (pp. 69 — 70), nous avons
E[L}|Fr-1] = [v(k) — 0.5]MZq, (1 — qi)/ (M, + 1). Ainsi les contraintes (3.3.3) et (3.3.4)
peuvent étre réécrites comme

M 2v(k) — DIqe(1 — q)]"? = 20, (k — D (M + 1) (3.3.5)
ou

M (2v(k) — DIqr(1 — q)1*? < 20,(k — 1) (M + 1). (3.3.6)

Pour la résolution de ces deux contraintes, nous examinons les cas ot 2v(k) — 1 est positif et
négatif.

esi 2v(k) —1> 0, soitv(k) > 0.5, on divise les deux membres par M, (2v(k) — 1), les
contraintes (3.3.5) et (3.3.6) sont équivalentes a

204 (k—1)(Mg+1)

_ 1/2 >
ou
20,(k—1)(M;+1
(1 = g2 < 202 (338)

Trois cas se présentent :
esi0,(k—1) < 0,(k—1) <0, lasolutionestq, =1,
o 5i0,(k — 1) > 0> 0,(k — 1), lasolution est g, = (1 +/T— min{44,,1})/2

esi0,;(k—1)>0,(k—1) >0, lessolutions sont g, = (1 + \/1 —min{44,, 1})/2 ou
qr = 1, selon que (3.3.7) ou (3.3.8) est vraie respectivement.

esi 2v(k) —1 <0, soitv(k) < 0.5, on divise les deux membres par M, (2v(k) — 1), les
contraintes (3.3.5) et (3.3.6) impliquent

205 (k=1)(My+1)
[2v(k)—1|My

[q:(1 — g )12 < (3.3.9)

ou
_ 205(k=1) (M +1)
12v(k)—1|My

[qx(1 — g )]V? = (3.3.10)
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On distingue aussi les trois cas suivants:
esi0>0,(k—1)>0,(k—1) <0, lasolutionest g, =0, ou
= (1 — /1 —min{44,, 1})/2, selon que (3.3.9) ou (3.3.10) est vraie,
respectivement.
esi0,(k—1) > 0> 0,(k— 1), lasolution estq, = (1 — J1 —min{44,, 1})/2.

esi0,(k—1)>0,(k—1) >0, lasolution est gq; = 0.

Nous allons maintenant donner rien que les solutions plausibles p, € [0,1] suivant que le
traitement 1 est supérieur ou non. Ces solutions sont données par le tableau suivant.

v(k) 0 Y2 1
0>0,(k—1)>0,(k—1) qx = 0.5 —/0.25 — min{4,,0.25} =1
0,(k—1)>0>0,(k—-1) qx = 0.5 —/0.25 — min{4,,0.25} qx = 0.5 +/0.25 — min{4,, 0.25}
0;(k—1)>0,(k—1)>0 g =0 qx = 0.5 +/0.25 — min{4,, 0.25}

La solution aux contraintes (3.3.5) et (3.3.6) dans l’intervalle [&,1 — &] est

1 —max{n,(k —1),&} siv(k) >1/2
dx ={

max{n,(k — 1), ¢} sinon,
ou
. /2
1-[1-min{44 -(k—1),1}]1 )
ni(k—1) = > , =12
. 2

-1 biVEk+d: k-1 (Mp+1

et Ak — 1) = (DR KT QD) 5y

3[2v(k)-1]12M}

En estimant v(k) par v(k — 1) donné par (3.2.11), nous obtenons la regle d’allocation A,
donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.3.1 La régle d’allocation qui assigne au k — iéme groupe §; M, patients au
traitement 1 et (1 — G, )M, patients au traitement 2 est telle que

1—max{f;(k —1),&} siv(k—1)=>1/2

max{f,(k — 1),¢} sinon, (3.3.11)

G = ) = |

ou
7:(k —1) = 0.5 — [0.25 — min{4;(k — 1),1}]""*j = 1,2
i 2
- — 1) biVE+d_VE=1| (Mg+1
et A](k— 1) — [( ) k\/_+ k—1 ] ( kt )

3[29(k-1)-1]2M?

Les frontieres séquentielles b3, ..., by sont calculées via

P [1d5] < b}, ..., |dj_y| < iy, 1dj| > bi] = ay = a(ty) — a(te_r), pour k = 1,..,K.
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Nous énongons maintenant le résultat qui établit I’efficacité asymptotique de la régle A,.

Théoreme 3.3.2 Soit P, = P(A,) la procédure qui utilise les tests statistiques dj,, définies
en (3.3.2), et la régle d’allocation A, définie en (3.2.13). Soit G I’ensemble des procédures
qui utilisent la statistique dj et une régle d’allocation A € C. Pour tout § € (—oo,400),
R(P.)/infpegR(P) converge vers 1 quand M — +oo.

La preuve de I’efficacité¢ asymptotique de la procédure No.2 est similaire a celle de la
procédure No1l, elle est donc omise.

La procédure est implémentée comme suit.
Régle 2 de Zoubeidi et Abane (2009)

Les étapes 1 et 2 sont similaires a la procédure 1 a I’exception, en étape 2 la valeur
critique b; étant calculée a partir de la distribution " (0,1).

Etape 3.Au k — iéme test intermédiaire, calculons g, selon ’équation (3.3.11), recrutons
M, patients, et assignons aléatoirement §,M; d’eux au traitement 1 et les patients
restants au traitement 2. Calculons fB;(k) des patients nouvellement recrutés, et
enregistrons les rangs des f;(k) parmi ces M, sujets. Calculons d;, et le niveau de
signification intermédiaire aj = a(t;) — a(ty_,). Alors calculons by en résolvant
récursivement 1’équation a; =PH0[n}‘=_11 dj’-k Sbf},ld}il >bk], ou (dj,..,dy)" est
N(0,X%), X est definie dans le théoréme (3.3.1). Si

| dy, | > by, arrétons I'échantillonnage et rejetons H,,
| dj | < by, continuons I'échantillonnage tant que k < K,
| di| < by, pour tout 1 < k < K, arrétons I'échantillonnage et acceptons H,,.

Pour illustrer cela, nous donnons un exemple mettant en application les deux regles
d’allocation sur un jeu de données.
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3.4 Exemple illustratif

Dans cette section les procédures 1 et 2 sont illustrées a travers un ensemble de données
réelles d’un essai clinique sur les effets des suppléments de calcium sur la densité des os des
femmes. Dans cet essai, conduit par Smith EL, Sempos CT, Smith PE, Gilligan C (1989), 74
femmes ménopausées furent assignées en nombres égaux soit au supplément en calcium ou
au placébo, et 10 a 11 mesures de la densité des os furent prises sur chaqu’une d’elles a des
temps différents. Ci-dessous, nous montrons comment utiliser les procédures proposées pour
comparer les taux de développement des os sur des groupes de patients soumis au traitement,
i.e, prenant des suppléments de calcium et celui avec le placébo. Supposons que les
changements dans la densité des os suivent le modele (2.4.6), nous testons H,:[; =
B, versus Hy: B; # [, en utilisant un plan séquentiel groupé avec K = 3 groupes de tailles
M; =10 et M, = M5 = 30. Les niveaux de signification intermédiaires furent calculés en
utilisant la fonction de I’erreur dépensée de Pocock, a(t) = aLog[1 + (exp(1) — 1)t], avec
un niveau de test @ = 0.05 et un temps indicateur t égal au pourcentage des observations
collectées, ainsi nous obtenons les valeurs critiques intermédiaires b, = 0.7001, b, =
0.6349 et b; = 0.64819 pour la procédure 1, et by = 2.5435, b; = 2.2089,. b; = 2.1875
pour la procédure 2.

Procédure 1: a I’étape k = 1 (premier test), Ny = M; = 10 et p; = 0.5, n;; = n,; = 5.
Nous sélectionnons 5 sujets de chaque traitement et calculons leurs estimateurs des moindres
carrées ordinaires (MCO) de B,. Ces estimateurs, 35,;(1), sont: -0.0000241 -0.0000223
-0.0000587 -0.0000306 -0.0000456 pour le groupe traitement et -0.0000331 -0.0000273
-0.0000651, -0.0000228, -0.0001121 pour le groupe placébo. Les rangs résultants R;(1) de
Bn;(1) pour le groupe traitement sont: 8, 10, 3, 6, 4 et 5, 7, 2,9, 1 pour le groupe

, .. 1 R;i(1) 1 1 3 1
placébo. La statistique est alors d; = WA= AL PR (N‘1+1 — E) = 557 [(E — 5) +

(i_ l) n (i _ l) n (ﬁ _ l) + (1_‘;— %)] - \/1_0(1—10) = 0.2012. Puisque | d; | < 0.7001

11 2 11 2 11 2 1
= b;, nous continuons 1’éhantillonnage.

A I’étape k = 2 (deuxiéme test), N, = N; + M, = 40. Pour déterminer le nombre de sujets a

. N . N R;i(1 +1
allouer aux traitements, nous calculons, a partir de (3.2.11 ), v, =Z§2}#—%
11721 21

= S22 = 0.64,
W12, Wpp = 0.5 4 0.5\/1 — min{4b?/N,(¥; — 0.5)2,1} = 0.5+ 0.5\/1 — min{2.057,1} =
0.5. Posons ¢ = 0.2, comme ¥; > 0.5, nous obtiendrons p, = min{w,,, 1 — &} = 0.5. Ainsi
nous sélectionnons n,, = N,p, = 20 sujets au traitement et n,, = 20 sujets au placébo. Les

estimateurs MCO de f35,;(2) sont: pour le traitement
-0.0000241 -0.0000223 -0.0000587 -0.0000306 -0.0000456 -0.0000057 -0.0000339

-0.0000231 -0.0000351 -0.0000340 -0.0000014 -0.0000306 -0.0000314 -0.0000363
-0.0000039 0.0000006 -0.0000558 -0.0000237 -0.0000137 -0.0000426
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Pour le placébo

-0.0000331 -0.0000273 -0.0000651 -0.0000228 -0.0001121 -0.0000092 -0.0000379
-0.0000659 -0.0000137 -0.0000662 -0.0000108 -0.0000558  -0.0000809 -0.0000063
0.0000241 -0.0000009 -0.0000628 -0.0000361 -0.0000524 -0.0000244

Les rangs respectifs R;(2) de tous ces estimateurssont: 19 23 5 29 1 34 13 4 32 3
33 9 2 35 2538 6 15 10 24 26 30 7 22 11 36 18 28 16 17 37 21 20
14 40 39 8 27 31 12.

Les rangs résultants R;(2) pour le traitementsont26 30 7 22 11 36 18 28 16 17
37 21 20 14 40 39 8 27 31 12

. _ 1 20 (Ri2 1\ _ 1 [(26_ 1 30 1y, ..
La statistique du test d, = Traapon, Zi=1 (N2+1 2) = \/ﬁ[(41 2) + (41 2) + -+
(% _ %) + (g - %)] = 0.3856. Puisque | d, | = |0.3856| < b, = 0.6349, I’hypothése nulle
n’est pas rejetée.

A I’étape k = 3, N3 = 70, nous calculons & partir de (3.2.11), v, = ZfﬁlRi—(z) —hett_

N12N22 2n3;

0.625, wq3,wy3 = 0.5+ 0.5\/1 — min{4b%/N;(V, — 0.5)2,1} =

0.5 + 0.5,/1 — min{1.537,1} = 0.5. Comme ¥, > 0.5, par (3.2.12), nous obtiendrons p; =
minf{w,;,1 — &} = 0.5. Nous sélectionnons n,; = N3p; = 70(0.5) = 35 sujets au

traitement et n,; = 35 au placébo. Les estimateurs MCO S,,;(3) sont: pour le traitement

-0.0000241
-0.0000231

0.0000039
-0.0000228
-0.0000035

-0.0000223
-0.0000351
0.0000006
-0.0000259
-0.0000445

et pour le placébo

-0.0000331
-0.0000659
-0.0000241
-0.0000856
-0.0001293

-0.0000273
-0.0000137
-0.0000009
-0.0000507
-0.0000339

-0.0000587
-0.0000340
-0.0000558
-0.0000314
-0.0000376

-0.0000651
-0.0000662
-0.0000628
-0.0000198
-0.0000173

-0.0000306
-0.0000014
-0.0000237
-0.0000299
-0.0000329

-0.0000228
-0.0000108
-0.0000361
-0.0000412
-0.0000448

-0.0000456
-0.0000306
-0.0000137
-0.0000542
-0.0000520

-0.0001121
-0.0000558
-0.0000524
-0.0000537
-0.0000354

Les rangs R;(3) de tous les estimateurs sont respectivement
35 44 9 53 2 62 26 6 60 5 61 14 4 63 48

3 19 5 24 16 8 55 1

33 57 21 30 37 25 49

51 31 32 66 40 38 28 70 69 13 50 59 23 42 52
65 22 27 36 18 67 7.
Pour le groupe traitement les rangs R;(3) sont

49 54 11

41

20 64 34 51 31 32 66 40 38 28 70

52 45 39 43 15 58 12 65 22 27 36 18 67 7.

Ainsi la statistique du test d; =

35
VP3(1-P3)N3 Zl:l (

0.64819, I’hypothese nulle est acceptée.
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@—E) = 0.5. Puisque | d3 | < b3 =

N3+1 2

-0.0000057
-0.0000314
-0.0000426
-0.0000163
-0.0000013

-0.0000092
-0.0000809
-0.0000244
-0.0000657
-0.0000317

68 10 29
54 11 41
45 39 43

69 13 50

-0.0000339
-0.0000363
-0.0000306
-0.0000567
-0.0000657

-0.0000379
-0.0000063
-0.0000241
-0.0000207
-0.0000401

17 46 47
20 64 34
15 58 12
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Procédure 2: a [I’étape k=1, M; =10, g, = 0.5, my; = my; = 10(0.5) = 5. Nous
sélectionnons 5 sujets de chaque traitement et calculons leurs estimateurs MCO de f;,. Ces
estimateurs 3,; (1) sont: -0.0000241 -0.0000223  -0.0000587 -0.0000306 -0.0000456
pour le traitement et -0.0000331 -0.0000273 -0.0000651 -0.0000228 -0.0001121 pour
le placébo. Les rangs R;(1) de ces 10 estimateurs sont respectivement 5 7 2 9 1 8 10
3 6 4. Lesrangs R;(1) résultants pour le traitement sont8 10 3 6 4, produisant ainsi les

. _ w5 (R 1) _ o _ w5 (20m+0\Y2 15 ,
valeurs de L] = i=1( m 2) = 0.3182etd] = X7, (611(1—671)) = 0.7311. Puisque

| di | = 0.7311 < 2.5435 = bj, nous continuons encore I’échantillonnage a la prochaine
étape.

A T’étape k = 2, nous procedons a échantillonner le groupe de 30 sujets (M, = 30). Pour
implémenter la régle d’allocation A, nous calculons a partir de (3.2.11), ¥; = 0.640,

~ ooy (ebvzea)” r ooy (b3VE+ay)”
A,(1) = oot = 03114, Ap(1) = J 72—

3(2v,—-1)2M,

= 2.1081,

A;(1) = 0.5 — Jo.zs —min{4,(1),0.25} = 0.5, 7,(1) = 0.5 — \/0.25 — min{4,(1),0.25} = 0.5.

Comme v; > 0.5, §, =1 —max{0.5,0.2} = 0.5. Nous sélectionnons m;, = 30(0.5) = 15
sujets au traitement et 15 au placébo. Les estimateurs MCO f;(2) de B, sont: pour le
traitement

-0.0000057 -0.0000339 -0.0000231 -0.0000351 -0.0000340 -0.0000014 -0.0000306
-0.0000314 -0.0000363 0.0000039 0.0000006 -0.0000558 -0.0000237 -0.0000137
-0.0000426

et pour le placébo

-0.0000092 -0.0000379 -0.0000659 -0.0000137 -0.0000662 -0.0000108 -0.0000558
-0.0000809 -0.0000063 -0.0000241 -0.0000009 -0.0000628 -0.0000361 -0.0000524
-0.0000244.

Les rangs R;(2) de tous les estimateurssont 24 9 3 22 2 23 6 1 25 18 28 4
11 7 17 26 14 20 12 13 27 16 15 10 30 29 5 19 21 8. Pourle
traitement lesrangssont 26 14 20 12 13 27 16 15 10 30 29 5 19 21 8.
di | 1 (12(Mp+1)
V2 + V2 (@2(1—‘72)
b; = 2.2089, on continue 1’échantillonnage.

1/2
Ainsi L, = 1.0484 et d; = ) = 1.4702. Puisque | d5 | =[1.4702| <

A T’étape k = 3: nous procédons a échantillonner le groupe de 30 sujets (M, = 30). Comme
en étape 2, nous calculons v, = 0.625, A,(2) = 1.950, 4,(2) = 3.3236, /,(2) = 7,(2) =
0.5, my3 = My3 = 30 §; = 15. Les estimateurs MCO S,;(3) sont: pour le traitement

-0.0000306 -0.0000228 -0.0000259 -0.0000314 -0.0000299 -0.0000542 -0.0000163
-0.0000567 -0.0000035 -0.0000445 -0.0000376 -0.0000329 -0.0000520 -0.0000013
-0.0000657,
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et pour le placébo

-0.0000241 -0.0000856 -0.0000507 -0.0000198 -0.0000412 -0.0000537 -0.0000657
-0.0000207 -0.0001293 -0.0000339 -0.0000173 -0.0000448 -0.0000354  -0.0000317
-0.0000401.

Les rangs R;(3) respectifs des 30 estimateurssont 23 2 9 26 12 7 4 25 1 16
27 10 15 18 13 20 24 22 19 21 6 28 5 29 11 14 17 8 30 3.
Les rangs du traitementsont 20 24 22 19 21 6 28 5 29 11 14 17 8 30
3. Les statistiques résultantes L3 = 0.7903 et d3 = 1.7871. Puisque | d3| =|1.7871| <
2.1875 = b3, nous arrétons 1’échantillonnage et acceptons Hy: 1 = [s.

Les deux procédures 1 et 2 ont échoué a rejeter H, et elles ont alloué des nombres égaux de
patients aux deux traitements. Comme attendu, lorsque les traitements ne sont pas
significativement différents les allocations A, et A, échantillonnent des deux traitements de
maniere égale. Notons que le test de Wilcoxon somme des rangs séquentiel de groupes avec
I’allocation paiwise a aussi échoué a rejeter H.

Remarque : les procédures proposées peuvent étre facilement généralisées pour tester
I’égalité d’une combinaison linéaire des coefficients de régression de deux traitements dans
un modele linéaire général. Supposons que le modéle (2.4.6) est remplacé par un modeéle plus
géneral

Yhi =Xﬁh+ehi, i = 1,...,nh,

ou X est une matrice r xm connue (r > m),BnL = (Bno,--»Prnm-1) €St un vecteur de
paramétres inconnus représentant les effets des traitements et e; (pour h =12 et i =
1,...,ny) sont des vecteurs d’erreurs indépendants distribués identiquement avec une
distribution continue inconnue. Pour tester les hypotheses

Hy:c'By = c¢'B, contre Hy: ¢'By # ¢' By,

oU c¢ est un vecteur de m coefficients connus, on a besoin seulement de redéfinir les
expressions suivantes :

(i) soit R;(k) (i = 1,..., ) le rang de ¢’ B (k) parmi (¢ By (k) ..., ¢’ B (k) ), 00t By (k)
est I’estimateur des moindres carrés ordinaires de 3, basee sur Yp;,

(ii) soit & = ¢'(B, — Ba).
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Chapitre IV

Etude de la performance de procédures séquentielles
de comparaison de traitements

Dans ce chapitre nous présentons les simulations de monte carlo basées sur 10000 répliques,
exécutées sous le modéle (2.4.6). Différents cas de paramétres étaient utilisés pour comparer
les performances de cing procédures en testant les hypothéses (2.4.7), a savoir, la Procédure 1
(notée d(A,)); la Procédure 2 (notée d*(A,)); le test de Wilcoxon somme des rangs
séquentiel groupé ajusté avec I’allocation 'pairwise' A, qui assigne des nombres égaux de
sujets aux deux traitements, (c-a-d, la procédure de Lee et DeMets décrite en 2.4.4, cf.

chapitre 11) (notée d(c/lp)) ; ’analogue de la procédure 2 ajustée avec ’allocation 'pairwise'

(notée d*(c/lp)); et le test de Wilcoxon somme des rangs non-séquentiel qui exécute un test

unique a la fin de I’expérience. Puisque les cingq procédures étaient dérivées pour un modele
balancé avec des temps de mesures égaux, nous étudiions aussi les effets des mesures
manquantes sur leur performance.

Dans notre propre programme écrit en Fortran 95, les r observations furent générées sur
chaque sujet selon Y,; = 2Y/2Z; + y,1 + B,x, 0l Z; est un vecteur de r scores standardisés
indépendant et identiquement distribués générés a partir des distributions la normale standard,
la logistique (0,1), et I’exponentielle (1). Ces distributions étaient sélectionnées pour
représenter diverses formes de distribution. Nous utilisons deux formulations pour la matrice

de covariances des erreurs 2, 2, = %[l + (1,x)D(1,x)] et 2, = (02(|f‘f|)”, ou D est

une matrice 2x2 spécifiée et ¢ li=Jl représente la corrélation entre les j — éme etj — éme
mesures du méme sujet. La premiére formulation de la structure de covariance est du type a
effets mixtes tandis que la derniére est du type autorégressive (AR(1)). Les temps de
mesures étant pris comme x = (0,1,2,...,r — 1), avec r = 5,10 et 20. Les autres parametres
sont choisis tels que y; =y, = 0.5, £ =0.1,0.2, et 0.3,62=1, D;; =D,, =1¢etD;, =
D,; = 0.5,et { = 0.3,0.5 et 0.8. Les valeurs critiques, by, et by, étaient calculées en utilisant
la fonction de ’erreur dépensée de Pocock (1977) avec un niveau de signification a = 0.05,
c-a-d, a, (tx) = aLog[1 + 1.718t, ], ou t; est le rapport du nombre de mesures collectées, a
la k — ¢me analyse intermédiaire, au nombre maximum de mesures.

Les approximations de Monte Carlo pour K = 3 groupes, (M; =10, M, = M3 = 50)
et (M; =10,M, = M; = 100) sujets par groupes, r =5 mesures par sujet, et une
covariances £, sont indiquées dans les tableaux 1 — 6. Les résultats pour les autres cas sont
similaires a ceux reportes. Les résultats affichés incluent la puissance empirique, le nombre
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moyen de sujets alloués au traitement inférieur (ITN), le nombre total moyen de sujets
échantillonnés par les deux traitements (ASN), les déviations standard du ITN et ASN (SD),
la réduction relative en le nombre de sujets alloués au traitement inférieur RD =
100[ASN — 2(ITN)]/ASN, et le pourcentage de sujets échantillonnés sur le nombre
maximum de sujets Obs = 100 x ASN/N.

Contrairement a toutes les autres procédures, la procédure 1 tend a étre modérément libérale
avec un niveau de signification observé excédant sa valeur nominale de 0.05 par plus que
deux déviations standard. Notons que, en nous basant sur une approximation binomiale, nous
considérons que le niveau de signification n’est pas contrélé lorsque sa valeur empirique

tombe a l’extérieur de o iZ\/a(l—a)/10000 = (0.0456,0.0544) . D’autre part, la

procédure 2 semble étre Iégerement conservatrice avec un niveau de signification observé
legérement en dessous de 0.0456 dans deux des six cas indiques par les tableaux 1 — 6.

Les quatre procédures séquentielles, comparées au test classique de Wilcoxon somme des
rangs réalisent des réductions substantielles dans le nombre total de sujets échantillonnés
(usqu'a 40% a & =1) aux dépens d’une perte modérée de puissance. Les regles
d’allocations proposées, A, et A,, réalisent une réduction relative dans le nombre de sujets
assignés au traitement inférieur, comme mesurée par RD, qui est proportionnel a la taille de
I’échantillon et § = §; — 3,. Par exemple a § = 1, RD est au dessus de 45%. A, et A,
réalisaient cette réduction aux dépens de I’augmentation relativement petite en le nombre de
sujets échantillonnés, ASN, et de la diminution en puissance lorsqu’elles sont comparées a
I’allocation 'pairwise', A,,. La variation du ITN est plus large sous A; et A, que Sous A,,.
Lorsqu’on compare les procédures 1 et 2, nous trouvons que la Procédure 1 est modérément
plus puissante que la Procédure 2, mais cette puissance plus élevée devrait étre équilibrée
contre la nature libérale de la procédure 1. De plus, la Procédure 1 réalise des réductions plus
grandes dans la taille totale (ASN) et dans le nombre de patients assignés au traitement
inférieur (ITN).

Puisque un plan expérimental réaliste devrait considérer la possibilité de présence de mesures
manquantes sur les patients, nous avons simulé les quatre premieres procédures dans un cas
non balancé telles que chaque mesure est établie comme manquante avec une probabilité
A=0.2,0.3 et 0.5. Les résultats dans le cas des Z; distribuées selon les distributions
logistique (0,1) et ’exponentielle (1) avec A = 0.5 sont présentés dans les tableaux 7 et 8.
Les quatre procédures semblent étre robustes en présence de données manquantes
aléatoirement. Ce résultat n’est pas surprenant car ces procédures sont attendues a étre peu
affectées par la violation de la condition du modéle équilibré tant que les distributions sous
I’hypothése nulle des Sy; (k) ne sont pas tres différentes; voir Lee et DeMets (1992, p. 138, le
haut de la colonne 2).
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Tableau 1: simulations utilisant la distribution N(0,1), K =3, r=5, £ =0.1 et a = 0.05

M1=10 et M2=M3=50

1) Puissance ITN (SD) ASN (SD) RD Obs
0.0 0.061 54.1 (15.2) 108.3 (09.0) 0.04 98.5
0.048 54.3 (14.5) 108.5 (08.5) -0.12 98.6
0.047 54.3 (04.3) 108.5 (08.5) 0.00 98.6
0.044 54.3 (04.1) 108.7 (08.1) 0.00 98.8
0.048 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.2 0.140 48.0 (17.2) 106.6 (12.7) 9.86 96.9
0.102 49.3 (15.7) 107.5 (10.9) 8.20 97.7
0.133 53.3 (06.3) 106.6 (12.6) 0.00 96.9
0.130 53.4 (06.2) 106.7 (12.3) 0.00 97.0
0.162 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.4 0.388 40.1 (19.0) 101.7 (18.6) 21.08 925
0.306 42.1 17.7) 103.3 (17.0) 18.45 94.0
0.420 49.8 (10.2) 99.6 (20.3) 0.00 90.5
0.382 50.4 (09.7) 100.7 (19.4) 0.00 91.6
0.491 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.6 0.687 30.9 (18.7) 93.0 (23.7) 33.53 84.5
0.592 34.2 (17.8) 95.6 (22.7) 28.39 86.9
0.767 43.4 (12.5) 86.9 (24.9) 0.00 79.0
0.719 45.1 (12.2) 90.3 (24.4) 0.00 82.1
0.832 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.8 0.869 22.9 (16.1) 83.0 (24.9) 44.93 75.5
0.838 26.2 (15.5) 84.6 (25.0) 38.12 76.9
0.954 36.8 (11.1) 73.6 (22.3) 0.00 66.9
0.926 38.6 (11.9) 77.1 (23.7) 0.00 70.1
0.973 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
1.0 0.948 17.0 (13.1) 75.1 (22.9) 54.63 68.3
0.947 20.3 (12.5) 74.8 (22.8) 45.70 68.0
0.997 324 (07.4) 64.8 (14.7) 0.00 58.9
0.989 33.7 (08.8) 67.3 17.7) 0.00 61.2
0.998 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0

Les cing entrées dans chaque cellule correspondent la procédure 1 (i.e, dy(A;)), la Procédure 2 (dj,(A>)),
la procédure de Lee et DeMets (dk(c/l,,)), la version Pairwise de la procédure 2 (d;(cﬂp)) , et le test de

Wilcoxon somme des rangs classique, respectivement. K: nombre de groupes, M,: taille du groupe k,d =
B1 — B2, ITN: nombre échantillonné du traitement inférieur, ASN: nombre total moyen échantillonné, SD:
déviation standard correspondantes aux mesures, RD = 100[ASN — 2(ITN)]/ASN. Obs: pourcentage du
nombre maximum de sujets qui fut échantillonné.
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Tableau 2: simulations utilisant la distribution ¥(0,1), K =3, r=5, £ =0.1 et a = 0.05

M, =10 et M, = M; = 100

1) Puissance ITN (SD) ASN (SD) RD Obs
0.0 0.055 103.7 (29.7) 207.1 (16.9) -0.18 98.6
0.043 103.6 (32.1) 207.3 (16.2) 0.04 98.7
0.043 103.7 (08.1) 207.3 (16.2) 0.00 98.7
0.047 103.6 (08.3) 207.2 (16.6) 0.00 98.6
0.049 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.2 0.224 86.9 (34.4) 200.7 (29.1) 13.39 95.6
0.152 89.1 (36.5) 203.4 (24.9) 12.40 96.8
0.223 99.5 (15.6) 199.1 (31.2) 0.00 94.8
0.199 100.2 (14.8) 200.3 (29.6) 0.00 95.4
0.267 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.4 0.629 64.5 (36.9) 181.7 (45.0) 29.06 86.5
0.489 69.6 (38.3) 188.6 (41.0) 26.24 89.8
0.715 84.3 (24.6) 168.7 (49.2) 0.00 80.3
0.626 89.0 (23.3) 177.9 (46.7) 0.00 84.7
0.761 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.6 0.899 46.0 (32.4) 157.4 (49.9) 41.54 75.0
0.823 49.5 (34.0) 162.3 (49.9) 39.03 77.3
0.972 67.0 (21.4) 134.0 (42.7) 0.00 63.8
0.940 73.2 (24.0) 146.3 (48.1) 0.00 69.7
0.980 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.8 0.974 32.0 (25.8) 135.4 (43.6) 52.72 64.5
0.967 355 (26.2) 135.2 (43.4) 47.50 64.4
1.000 57.2 (10.3) 114.4 (20.6) 0.00 545
0.997 61.0 (16.3) 122.0 (32.6) 0.00 58.1
1.000 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
1.0 0.992 24.2 (21.0) 123.1 (33.7) 60.66 58.6
0.995 27.5 (20.2) 119.6 (29.5) 53.97 57.0
1.000 55.2 (03.3) 110.0 (06.5) 0.00 52.6
1.000 56.1 (07.2) 112.1 (14.4) 0.00 53.4
1.000 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0

Les cing entrées dans chaque cellule correspondent la procédure 1 (i.e, dy(A)), la Procédure 2 (dj.(A>)),
la procédure de Lee et DeMets (dk(c/l,,)), la version Pairwise de la procédure 2 (d;(cﬂp)) , et le test de

Wilcoxon somme des rangs classique, respectivement. K: nombre de groupes, M,: taille du groupe k, 6 =
B1 — B2, ITN: nombre échantillonné du traitement inférieur, ASN: nombre total moyen échantillonné, SD:
déviation standard correspondantes aux mesures, RD = 100[ASN — 2(ITN)]/ASN. Obs: pourcentage du
nombre maximum de sujets qui fut échantillonné.
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Tableau 3: simulations utilisant la distribution logistique (0,1), K =3, r =5, { = 0.1et a = 0.05

M1=10 et M2=M3=50

1) Puissance ITN (SD) ASN (SD) RD Obs
0.0 0.067 54.2 (15.3) 108.0 (09.7) -0.41 98.2
0.043 54.4 (14.3) 108.7 (08.1) -0.19 98.8
0.051 54.2 (04.4) 108.4 (08.8) 0.00 98.6
0.046 54.3 (04.1) 108.6 (08.2) 0.00 98.7
0.049 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.2 0.141 47.9 (17.0) 106.6 (12.6) 10.14 96.9
0.114 48.7 (15.9) 107.1 (11.6) 9.19 97.4
0.134 53.3 (06.3) 106.6 (12.6) 0.00 96.9
0.128 53.3 (06.2) 106.7 (12.4) 0.00 97.0
0.158 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.4 0.401 39.4 (19.1) 101.2 (19.0) 22.12 92.0
0.320 41.4 (17.9) 103.0 (17.4) 19.65 93.6
0.429 49.7 (10.2) 99.5 (20.4) 0.00 90.4
0.402 50.2 (09.8) 100.4 (19.7) 0.00 91.3
0.500 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.6 0.701 30.2 (18.6) 92.4 (23.9) 34.58 84.0
0.607 33.3 17.7) 94.8 (23.0) 29.79 86.2
0.786 43.0 (12.5) 86.0 (25.0) 0.00 78.2
0.739 44.4 (12.4) 88.8 (24.7) 0.00 80.8
0.848 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.8 0.878 22.3 (15.8) 82.7 (24.9) 46.03 75.2
0.846 25.4 (15.5) 83.8 (25.0) 39.30 76.2
0.965 36.2 (10.8) 72.4 (21.6) 0.00 65.8
0.939 37.9 (11.6) 75.9 (23.3) 0.00 69.0
0.977 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
1.0 0.953 16.7 (12.9) 74.5 (22.7) 55.13 67.8
0.954 19.4 (12.0) 73.5 (22.2) 47.09 66.8
0.996 32.1 (07.0) 64.3 (14.0) 0.00 58.5
0.993 33.1 (08.3) 66.3 (16.6) 0.00 60.3
0.998 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0

Les cing entrées dans chaque cellule correspondent la procédure 1 (i.e, dy(A,)), la Procédure 2 (dj(A,)),
la procédure de Lee et DeMets (dk(cﬂp)), la version Pairwise de la procédure 2 (d,ﬁ(cﬂp)) , et le test de

Wilcoxon somme des rangs classique, respectivement. K: nombre de groupes, M,: taille du groupe k, § =
B1 — B, ITN: nombre échantillonné du traitement inférieur, ASN: nombre total moyen échantillonné, SD:
déviation standard correspondantes aux mesures, RD = 100[ASN — 2(ITN)]/ASN. Obs: pourcentage du
nombre maximum de sujets qui fut échantillonné.
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Tableau 4: simulations utilisant la distribution logistique (0,1), K =3, r=5, £ = 0.1eta = 0.05

M, =10 et M, = M; = 100

1) Puissance ITN (SD) ASN (SD) RD Obs
0.0 0.063 103.6 (29.5) 206.3 (18.9) -0.42 98.2
0.049 102.9 (32.8) 207.1 (16.8) 0.66 98.6
0.045 103.6 (08.3) 207.1 (16.7) 0.00 98.6
0.048 103.5 (08.6) 207.0 (17.2) 0.00 98.6
0.046 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.2 0.227 86.7 (34.4) 201.2 (28.4) 13.83 95.8
0.155 88.7 (36.4) 203.1 (25.3) 12.64 96.7
0.233 99.3 (15.9) 198.6 (31.8) 0.00 94.6
0.205 100.1 (14.9) 200.2 (29.7) 0.00 95.3
0.283 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.4 0.653 64.4 (37.2) 181.1 (45.3) 28.91 86.3
0.502 68.8 (38.5) 187.6 (41.7) 26.60 89.3
0.724 84.2 (24.6) 168.5 (49.3) 0.00 80.2
0.647 88.7 (23.4) 177.4 (46.9) 0.00 84.5
0.788 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.6 0.903 44.4 (31.8) 154.7 (49.7) 42.60 73.7
0.843 48.1 (32.9) 159.9 (50.0) 39.86 76.1
0.977 65.8 (20.6) 131.6 (41.2) 0.00 62.7
0.944 72.3 (23.8) 144.7 (47.6) 0.00 68.9
0.984 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.8 0.973 30.9 (24.7) 134.3 (42.9) 54.00 63.9
0.966 34.6 (25.7) 134.0 (42.7) 48.40 63.8
0.999 56.9 (09.6) 113.8 (19.1) 0.00 54.2
0.997 60.2 (15.3) 120.0 (30.6) 0.00 57.4
1.000 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
1.0 0.995 23.8 (20.6) 122.3 (32.8) 61.13 58.2
0.997 26.9 (19.6) 119.4 (29.2) 54.92 56.9
1.000 55.2 (03.0) 110.3 (05.9) 0.00 52.5
1.000 56.0 (06.9) 111.9 (13.7) 0.00 53.3
1.000 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0

Les cing entrées dans chaque cellule correspondent la procédure 1 (i.e, dy(A;)), la Procédure 2 (dj(A5)),
la procédure de Lee et DeMets (dk(cﬂp)), la version Pairwise de la procédure 2 (d,’;(cﬂp)) , et le test de

Wilcoxon somme des rangs classique, respectivement. K: nombre de groupes, M,: taille du groupe k, 6 =
B1 — B, ITN: nombre échantillonné du traitement inférieur, ASN: nombre total moyen échantillonné, SD:
déviation standard correspondantes aux mesures, RD = 100[{ASN — 2(ITN)]/ASN. Obs: pourcentage du
nombre maximum de sujets qui fut échantillonné.
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Tableau 5: simulations utilisant la distribution exponentielle(1), K =3, r =5, é = 0.1 eta = 0.05

M1:10 etM2:M3:50

1) Puissance ITN (SD) ASN (SD) RD Obs.
0.0 0.059 54.0 (15.8) 108.2 (09.4) 0.18 98.3
0.047 54.5 (14.2) 108.6 (08.4) -0.36 98.7
0.041 54.4 (03.9) 108.7 (07.9) 0.00 98.8
0.048 54.2 (04.3) 108.5 (08.6) 0.00 98.6
0.049 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.2 0.171 46.6 (17.7) 106.0 (13.5) 12.16 96.4
0.120 48.4 (16.1) 107.1 (11.7) 9.67 97.3
0.159 53.0 (06.8) 106.0 (13.6) 0.00 96.3
0.147 53.2 (06.5) 106.3 (13.0) 0.00 96.7
0.168 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.4 0.480 37.0 (19.2) 99.0 (20.7) 25.14 90.0
0.368 40.2 (18.1) 101.6 (18.7) 20.95 92.4
0.517 48.2 (11.1) 96.4 (22.3) 0.00 87.6
0.468 49.3 (10.5) 98.5 (21.0) 0.00 89.6
0.509 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.6 0.774 27.7 (18.2) 88.8 (24.7) 37.60 80.7
0.675 31.1 (17.2) 92.1 (24.0) 32.48 83.7
0.854 41.3 (12.4) 82.5 (24.9) 0.00 75.0
0.806 42.9 (12.5) 85.8 (25.0) 0.00 78.0
0.841 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
0.8 0.919 20.1 (14.8) 78.3 (24.1) 48.69 71.2
0.877 23.2 (14.3) 80.4 (24.6) 42.25 73.1
0.980 34.4 (09.5) 68.8 (19.0) 0.00 62.5
0.966 36.4 (10.9) 72.8 (21.8) 0.00 66.1
0.975 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0
1.0 0.966 15.2 (12.0) 70.9 (20.6) 57.06 64.5
0.963 18.4 (11.1) 715 (21.0) 48.51 65.0
0.999 31.2 (05.4) 62.4 (10.7) 0.00 56.7
0.997 32.2 (07.1) 64.5 (14.3) 0.00 58.6
0.999 55.0 - 110.0 - 0.00 100.0

Les cing entrées dans chaque cellule correspondent la procédure 1 (i.e, dy(A,)), la Procédure 2 (dj(A,)),
la procédure de Lee et DeMets (dk(c/lp)), la version Pairwise de la procédure 2 (d,’;(cﬂp)) , et le test de

Wilcoxon somme des rangs classique, respectivement. K: nombre de groupes, M,: taille du groupe k, 6 =
B1 — B, ITN: nombre échantillonné du traitement inférieur, ASN: nombre total moyen échantillonné, SD:
déviation standard correspondantes aux mesures, RD = 100[{ASN — 2(ITN)]/ASN. Obs: pourcentage du
nombre maximum de sujets qui fut échantillonné.
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Tableau 6: simulations utilisant la distribution exponentielle(1), K =3, r =5, = 0.1 et a = 0.05

M, =10 et M, = M; = 100

1) Puissance ITN (SD) ASN (SD) RD Obs.
0.0 0.063 103.4 (30.3) 206.6 (18.2) -0.07 98.4
0.048 103.3 (32.6) 207.1 (16.8) 0.23 98.6
0.046 103.6 (08.2) 207.2 (16.4) 0.00 98.7
0.043 103.6 (08.1) 207.3 (16.3) 0.00 98.7
0.050 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.2 0.265 83.8 (35.6) 199.1 (31.2) 15.81 94.8
0.182 87.4 (36.9) 202.0 (27.2) 13.41 96.2
0.279 98.1 (17.3) 196.1 (34.6) 0.00 93.4
0.243 99.4 (15.8) 198.7 (31.6) 0.00 94.6
0.330 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.4 0.732 59.7 (36.3) 175.2 (47.6) 31.81 83.4
0.583 64.8 (38.6) 182.6 (44.6) 28.99 87.0
0.801 80.5 (25.0) 161.1 (50.0) 0.00 76.7
0.728 85.3 (24.4) 170.7 (48.8) 0.00 81.3
0.848 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.6 0.926 40.4 (30.3) 148.2 (48.6) 45.53 70.6
0.890 44.1 (30.9) 151.9 (49.4) 41.93 72.4
0.988 62.7 (18.1) 125.5 (36.1) 0.00 59.7
0.973 67.8 (21.8) 135.6 (43.7) 0.00 64.6
0.994 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
0.8 0.981 28.9 (24.3) 129.5 (39.6) 55.29 61.7
0.977 32.2 (23.5) 129.6 (39.7) 50.24 61.7
1.000 56.0 (06.9) 111.9 (13.8) 0.00 53.3
1.000 58.1 (12.1) 116.3 (24.2) 0.00 55.4
1.000 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0
1.0 0.995 22.3 (19.8) 120.0 (30.1) 62.93 57.2
0.997 25.5 (18.3) 117.4 (26.2) 56.54 55.9
1.000 55.1 (01.7) 110.1 (03.5) 0.00 52.4
1.000 55.5 (04.9) 110.0 (09.9) 0.00 52.8
1.000 105.0 - 210.0 - 0.00 100.0

Les cing entrées dans chaque cellule correspondent la procédure 1 (i.e, dy(A,)), la Procédure 2 (dj(A,)),
la procédure de Lee et DeMets (dk(cﬂp)), la version Pairwise de la procédure 2 (d,’;(cﬂp)) , et le test somme

des rangs de Wilcoxon classique respectivement. K: nombre de groupes, M,: taille du groupe k, § = B, — B35,
ITN: nombre échantillonné du traitement inférieur, ASN: nombre total moyen échantillonné, SD: déviation
standard correspondantes aux mesures, RD = 100[ASN — 2(ITN)]/ASN. Obs: pourcentage du nombre
maximum de sujets qui fut échantillonné.
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Tableau 7: simulations en présence de données manguantes,
lorsque K =3, r=10, M; =10, M, = M3 =50, ¢ =0.5, £ =0.1,et a« = 0.05

Distribution logistique (0,1)

1) Puissance ITN (SD) ASN (SD) RD Obs.
0.0 0.061 54.4 (14.8) 108.3 (09.1) -0.45 98.4
0.048 54.2 (14.1) 108.6 (08.4) 0.16 98.7

0.042 54.3 (04.0) 108.7 (08.0) 0.00 98.8

0.044 54.3 (04.0) 108.7 (08.1) 0.00 98.8

0.2 0.143 47.9 (17.0) 106.7 (12.5) 10.09 97.0
0.114 48.7 (15.8) 107.3 (11.4) 9.18 97.5

0.141 53.2 (06.5) 106.4 (13.0) 0.00 96.7

0.131 53.4 (06.2) 106.7 (12.4) 0.00 96.0

0.4 0.414 38.9 (19.1) 100.8 (19.9) 22.86 91.6
0.330 41.2 (17.7) 102.5 (17.8) 19.71 93.2

0.457 49.0 (10.7) 98.0 (21.4) 0.00 89.1

0.423 49.8 (10.1) 99.6 (20.3) 0.00 90.6

0.6 0.718 29.5 (18.4) 91.8 (24.1) 35.60 83.4
0.640 324 (17.7) 94.0 (23.3) 31.04 85.5

0.809 424 (12.5) 84.8 (25.0) 0.00 77.1

0.765 43.9 (12.4) 87.9 (24.8) 0.00 79.9

0.8 0.893 21.9 (15.6) 81.9 (24.8) 46.54 74.4
0.856 24.8 (15.1) 82.9 (24.9) 40.19 75.4

0.971 35.7 (10.5) 71.4 (21.0) 0.00 64.9

0.948 37.8 (11.6) 75.6 (23.2) 0.00 68.7

1.0 0.957 16.3 (12.5) 73.6 (22.2) 55.63 66.9
0.960 19.2 (12.0) 72.9 (21.9) 47.21 66.3

0.998 31.6 (06.1) 63.2 (12.3) 0.00 57.5

0.996 33.1 (08.3) 66.3 (16.5) 0.00 60.2

Les cing entrées dans chaque cellule correspondent la procédure 1 (i.e, dy(A,)), la Procédure 2 (dj(A,)),
la procédure de Lee et DeMets (dk(cﬂp)), la version Pairwise de la procédure 2 (d,’; (cﬂp)) , respectivement.

K: nombre de groupes, M,: taille du groupe k, § = ; — B,, ITN: nombre échantillonné du traitement inférieur,
ASN: nombre total moyen échantillonné, SD: déviation standard correspondantes aux mesures, RD =
100[ASN — 2(ITN)]/ASN. Obs: pourcentage du nombre maximum de sujets qui fut échantillonné.
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Tableau 8: simulations en présence de données manguantes,
lorsque K =3, r=10, M; =10, M, = M3 =50, ¢g=0.5, £ =0.1, et « = 0.05
Distribution exponentielle (1)

1) Puissance ITN (SD) ASN (SD) RD Obs.
0.0 0.064 54.0 (15.1) 108.2 (09.4) 0.17 98.3
0.047 54.1 (14.2) 108.6 (08.4) 0.28 98.7

0.047 54.3 (04.2) 108.6 (08.3) 0.00 98.7

0.043 54.4 (04.0) 108.7 (07.9) 0.00 98.8

0.2 0.170 46.6 (17.6) 106.2 (13.3) 12.18 96.5
0.127 47.9 (16.1) 107.0 (11.9) 10.45 97.2

0.160 53.0 (06.7) 106.1 (13.4) 0.00 96.4

0.153 53.1 (06.6) 106.2 (13.2) 0.00 96.6

0.4 0.482 37.0 (19.3) 98.7 (20.9) 25.11 89.7
0.379 39.9 (17.9) 101.6 (18.7) 21.32 92.3

0.514 48.2 (11.1) 96.5 (22.2) 0.00 87.7

0.473 49.2 (10.6) 98.4 (21.1) 0.00 89.4

0.6 0.781 26.8 (18.0) 87.5 (24.9) 38.87 79.6
0.687 30.8 (17.3) 915 (24.1) 32.65 83.2

0.860 41.0 (12.4) 82.0 (24.8) 0.00 74.6

0.812 42.7 (12.5) 85.5 (25.0) 0.00 77.7

0.8 0.921 19.7 (14.8) 77.9 (24.0) 49.49 70.8
0.884 23.2 (14.3) 80.1 (24.5) 41.99 72.8

0.983 34.4 (09.5) 68.7 (19.0) 0.00 62.5

0.971 36.0 (10.7) 72.0 (21.4) 0.00 65.5

1.0 0.970 15.0 (12.0) 70.9 (20.6) 57.78 64.4
0.967 18.0 (10.8) 711 (20.8) 49.31 64.7

0.999 31.2 (05.4) 62.4 (10.7) 0.00 56.7

0.998 32.1 (06.9) 64.1 (13.8) 0.00 58.3

Les cing entrées dans chaque cellule correspondent la procédure 1 (i.e, dy(A;)), la Procédure 2 (dj.(A5)),
la procédure de Lee et DeMets (dk(c/l,,)), la version Pairwise de la procédure 2 (d; (cflp)) , respectivement.

K: nombre de groupes, M,: taille du groupe k, § = 8; — B,, ITN: nombre échantillonné du traitement inférieur,
ASN: nombre total moyen échantillonné, SD: déviation standard correspondantes aux mesures, RD =
100[ASN — 2(ITN)]/ASN. Obs: pourcentage du nombre maximum de sujets qui fut échantillonné.
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Conclusion et perspectives

Les méthodes séquentielles offrent 1’avantage de permettre I’arrét d’une expérience dés
qu'une différence significative entre les traitements est mise en évidence. Evitant ainsi
I’éventuel dilemme éthique des méthodes non séquentielles qui continuent a infliger un
traitement apparemment mauvais a certains patients. De plus, ['utilisation d’une régle
d’allocation permet une réduction du nombre de patients affectés aux mauvais traitements.
Encore, pour des raisons d’éthique, une telle réduction est d’une considération importante
dans les essais cliniques.

Nous avons introduit dans ce travail deux procédures séquentielles de données groupées pour
tester 1’égalité des taux de croissance de deux traitements sous le modele (2.4.6, cf. chap. I1).
Ces procédures utilisent des versions modifiées du test séquentiel groupé somme des rangs de
Wilcoxon et des régles d’allocations asymptotiquement efficaces. Les deux procédures
réalisent leur objectif de réduction substantielle de la taille totale de 1’échantillon et du
nombre de sujets alloués au traitement inférieur, aux dépens d’une perte modérée de
puissance par rapport au test classique somme des rangs de Wilcoxon et le test séquentiel
groupé proposé par Lee et DeMets (1992). Bien que développées sous I’hypothese d’égalité
des temps de mesures pour tous les patients, les deux procédures sont peu affectées lorsque
les mesures sont manquantes aléatoirement. De plus, la procédure 1 semble meilleure que la
procédure 2 en termes de puissance et de réduction des tailles de 1’échantillon, mais elle est
libérale en ce sens que son niveau de signification excede sa valeur nominale (un exces qui va
jusqu’a 0.02 pour un niveau signification de 5%, cf.chap. IV. Tableau 3). Par conséquent,
nous recommandons 1’utilisation de la procédure 2 lorsque le contrdle strict du niveau de
signification est crucial.

Pour poursuivre ce travail, il serait intéressant de pouvoir: 1) généraliser la procédure de Lee
et DeMets (1992), c-a-d, proposer des procédures sequentielles groupées pour comparer les
taux de croissance de plusieurs traitements face a un contréle, ou de maniére générale, de
plusieurs traitements entre eux, tout en garantissant un seuil global de signification désiré; 2)
développer des régles d’allocations pour optimiser 1’affectation de patients nouvellement
incorporés dans I’expérience.
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