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Résumé

La résolution des problémes multiobjectifs, particuliérement les problémes d’optimi-
sation combinatoire multiobjectifs se fait ou bien dans I'espace des critéres ou dans
I'espace de décision en utilisant la résolution & posteriori des programmes linéaires.
Cependant, nous avons introduit a travers cette thése une nouvelle vision pour ré-
soudre un de ces types de problémes, il s’agit du probléeme de sac a dos multiobjectif.
Deux contributions sont issues de cette vision, la premiére consiste a développer une
nouvelle méthode de réduction montrant la valeur ajoutée dans I'optimisation combi-
natoire, particuliérement pour le probléme de sac & dos biobjectif suivi des expériences
numériques comparées aux résultats de Jorge et Gandibleux (2008).

Pour la deuxiéme contribution, afin de valider 'utilité de la méthode proposée an-
térieurement, nous 'intégrons dans une méthode de résolution exacte proposée par Ja-
hanshahloo et al.(2005) et nous terminons par des expériences numeériques sur quelques
instances étudiées.

Les résultats obtenus sont comparés a ceux existants, indiquant l'efficacité de la
réduction développée pour toutes les instances étudiées.

Mots clés : probléme de sac & dos, solution efficace, réduction, prétraitement, variable
réguliére, probléme d’optimisation multiobjectif.
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Introduction générale

rendre une décision est l'action de tous les jours, le role principal de la recherche
P opérationnelle est d’aider & prendre cette décision en vue d’une gestion efficace,
rationnelle et logique.

Le probléme de sac & dos est un probléme classique qui fait partie des problémes
d’optimisation combinatoire les plus étudiés pendant plusieurs années, en raison de ses
nombreuses applications dans le monde réel. En effet, il intervient souvent comme sous
probléme dans de nombreux domaines et concerne des problémes de logistique comme
le chargement d’avions ou de bateaux, de productive, de finances et d’économie comme
la gestion de portefeuilles ou dans 'industrie comme la découpe de matériaux. Malgré
la simplicité de la structure de ce probléme en variables binaires : une seule contrainte et
uniquement des coefficients entiers positifs, il appartient a la classe des problémes NP-
difficile. Cela explique le nombre important d’ouvrages qui lui sont consacrés |60, 70],
mais aussi les différents travaux proposant diverses méthodes de résolution. Il existe de
nombreuses extensions du probléme de sac & dos, selon le domaine des variables (valeurs
binaires, entiéres ou réelles), le nombre de contraintes (unidimensionnel, bidimensionnel
ou multidimensionnel), le nombre de profits associés & chaque objet (unicritére ou
multicritére), le nombre de sacs,..., etc.

La méthode de séparation et évaluation et la programmation dynamique sont des

méthodes de résolution exactes capables de garantir une solution optimale de bonne
qualité pour le probléme de sac a dos.
L’application directe de ces derniéres méthodes peut engendrer un temps d’exécution
important, et rapidement les méthodes métaheuristiques deviennent I'unique moyen
d’obtenir une solution approchée en un temps raisonnable. La méthode classique telle
que la programmation dynamique et la séparation et évaluation peuvent étre com-
binées de maniére efficace pour donner naissance a des méthodes coopératives. Afin
de diminuer le temps de résolution de maniere économique, l'apparition de nouvelles
méthodes de réduction semblent particuliérement intéressantes pour la résolution des
problémes d’optimisation combinatoire [4, 84]. Le probléme de sac a dos unicritére se
résout de maniére assez efficace et plusieurs travaux portent sur différentes extensions
du probléme de sac & dos qui sont beaucoup plus difficiles & résoudre [10, 65].

Les recherches dans le domaine combinatoire sont longtemps restées confinées aux
situations ot un seul objectif est a optimiser. Cependant, de nombreux cas réels néces-
sitent I'optimisation simultanée de plusieurs objectifs conflictuels. En fait, la résolution
exacte des problemes d’optimisation combinatoire multiobjectifs est difficile, tant d’un
point de vue théorique que pratique, ils sont tous NP-difficiles [67, 93|, méme lorsque
la version monoobjectif du probléme appartient a la classe de complexité P [93].
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Les travaux d’Ulungu [97] ont été dédiés a l'optimisation combinatoire multiobjec-
tif. L’auteur a observé que les travaux concernant la résolution de certains problémes
monoobjectifs avaient produit des méthodes de résolution tres efficaces. Il a cherché
a exploiter la structure particuliére de ces problémes dans le contexte multiobjectif,
d’ott la naissance de la méthode dite en deux phases. Comme son nom l'indique, cette
méthode procéde au calcul des solutions efficaces en deux phases; la premiére cal-
cule les solutions dites supportées tandis que la seconde calcule des solutions dites
non-supportées. La méthode a été appliquée a de nombreux autres problémes d’op-
timisation combinatoire multiobjectifs. Cependant, les expérimentations numériques
montrent que cette méthode peine a passer 'augmentation de la taille des instances
résolues. Aussi, elle a été adaptée au probléme de sac a dos biobjectif par Visée et
al. [98] en 1998; dans la deuxiéme phase de la procédure, les auteurs utilisent une
procédure de séparation et évaluation pour le cas monoobjectif de Martello et Toth
[70], dans le but de générer des solutions efficaces non-supportées. Ils ont montré que
le nombre de solutions non-supportées est trés élevé comparant a celui des solutions
supportées. De plus, la méthode en deux phases est restée limitée au cas biobjectif
[96, 98], jusqu’aux travaux de Przybylski [83]. Ce dernier a proposé une généralisation
de la méthode & trois objectifs et plus, ainsi qu’une nouvelle procédure de calcul des so-
lutions non-supportées, en utilisant une procédure dite ranking. En effet, 'application
de telle procédure permet d’explorer ’espace de recherche d’une maniére performante,
en découvrant les solutions dans un ordre favorisant les plus efficaces. Du fait que la
méthode en deux phases s’appuie fortement sur la structure du probléme & résoudre,
il suffit d’une petite variation dans la formulation du probléme pour que la procédure
en deux phases perde son efficacité, elle ne peut pas étre applicable si la structure du
probléme est changée. Captivo et al. ont proposé en 2003 une méthode exacte basée
sur une transformation du probléme de sac a dos multiobjectif & un probléme du plus
court chemin, la performance de leur algorithme est meilleure que celui de Visée et al.
[98]. D’autres méthodes exactes et approchées seront exposées au cours de cette thése.
L’efficacité des méthodes de résolution appliquées au probléme de sac a dos mo-
noobjectif est basée sur la notion du core, tel que de nombreux tests expérimentaux
sur une large variété d’instances de problémes de sac a dos ont montré que seul un
sous-ensemble contenant un nombre relativement faible d’objets sert a la détermina-
tion d’une solution optimale. En effet, les objets pour lesquels I'efficacité est trés grande
auront de grandes chances de faire partie des solutions optimales, tandis que ceux ayant
une efficacité plus proche de zéro seront probablement dans aucune de ces solutions. Le
plus souvent, seules les variables dont 'efficacité est moyenne seront déterminantes aux
solutions optimales. Ceci est particuliérement vrai si le nombre d’objets est trés grand.
Cette observation a mené Balas et Zemel [4] & définir la notion du core ; 'ensemble qui
contient les objets dont I'efficacité est moyenne. Puchinger et al. [84] ont élargi cette no-
tion du core pour le cas du probléme de sac a dos multidimensionnel. Malgré que cette
notion n’est pas immeédiate pour le cas multiobjectif, Gomes da Silva et al. ont proposé
une extension du cas monoobjectif unidimensionnel au cas biobjectif unidimensionnel
[44]. Mavrotas et al. ont proposé une extension du cas biobjectif unidimensionnel au cas
biobjectif multidimensionnel |73]. Cependant, le fait que le core soit défini & partir de
la connaissance d’une solution optimale rend difficile son utilisation dans une méthode
de résolution. Ainsi, plusieurs auteurs ont proposé diverses méthodes pour calculer une
estimation du core [4, 71, 78]. Jorge et Gandibleux ont proposé de nouvelles propriétés
qui servent a réduire a priori la taille du probléme de sac a dos multiobjectif [57, 58|.




INTRODUCTION GENERALE

La résolution des problémes multiobjectifs, particuliérement les problémes d’opti-
misation combinatoire multiobjectifs se fait en utilisant la résolution a posteriori des
programmes linéaires. Cependant, nous avons introduit a travers cette thése une nou-
velle vision pour résoudre un de ces types de problémes, il s’agit du probléme de sac a
dos multiobjectif unidimensionnel en variables binaires.

D’abord, nous étudions 'efficacité de la procédure de réduction proposée par Jorge
et Gandibleux [57|, nous identifions plusieurs instances auxquelles leur procédure ne
fournit aucune réduction de la taille du probléme considéré.

Dans la premiére partie de cette thése, nous développons une stratégie de réduction
en exploitant I'information de données, nous mettons en évidence plusieurs propriétés
qui permettent de déterminer a priori la valeur de certaines variables dans toutes les
solutions efficaces avant la résolution du probléme "prétraitement". La méthode de
réduction développée est basée sur ’espace de données, utilise des solutions extrémes,
la borne inférieure et supérieure de la cardinalité d’une solution efficace et la notion
d’efficacité d’objet qui est populaire dans le cas monoobjectif et presque absente dans
le cas multiobjectif. Cette premiére contribution a fait 'objet d’une publication dans
la revue internationale "INTERNATIONAL TRANSACTIONS IN OPERATIONAL
RESEARCH", intitulée "New reduction strategy in the biobjective knapsack problem"
et présentée oralement dans une conférence internationale, 23rd International Confe-
rence on Multiple Criteria Decision Making, MCDM’15, intitulée : Data Pre-treatment
for Solving bi-objective Knapsack Problem.

Dans une deuxiéme partie, nous intégrons la méthode de réduction développée
antérieurement dans la méthode de résolution exacte [54] pour valider son utilité. Ainsi,
la méthode de résolution comporte deux phases ; la premiére phase consiste a réduire la
taille du probléme considéré tandis que la deuxiéme résout le probléme résiduel tiré de
la premiére phase. Cette deuxiéme contribution a fait l'objet d’une présentation orale
intitulée : Effect of Reduction Strategy in the Binary Bi-Objective Knapsack Problem,
dans une conférence internationale; The 11th international Conference on Multiple
Objective Programming and Goal Programming (MOPGP’15).

Dans cette thése, on présente six chapitres :

Le premier chapitre présente le probléme de sac a dos uniobjectif et ses extensions, en
éclaircissant quelques méthodes de résolution de sa version unidimensionnel, suivi par
les procédures de réduction appliquées en prétraitement, initialisées par Balas et Zemel
[4] dans sa version unidimensionnel et les travaux de Puchinger et al. [84] en version
multidimensionnel.

L’optimisation multiobjectif est présentée dans la premiére partie du deuxiéme cha-
pitre, quelques notions de base concernant I’ensemble de solutions efficaces, notion de
dominance et enfin les méthodes de résolution classiques. Tandis que la deuxiéme par-
tie est consacrée a l'optimisation multiobjectif en nombres entiers, en déterminant la
notion de solutions supportées et non-supportées, et quelques méthodes de résolution.
Le troisiéme et quatriéme chapitre, présentent les problémes d’optimisation combina-
toire multiobjectifs (MOCO), et le probléme de sac a dos multiobjectif (MOKP) ainsi
que leurs méthodes de résolution les plus étudiées.

Le cinquiéme chapitre est autour de la notion du prétraitement, nous présentons les
travaux de Gomes et al. (2008) concernant le probléme de sac a dos biobjectif et les
travaux de Mavrotas et al. (2009) pour le cas multiobjectif multidimensionnel. A la
fin du chapitre, nous exposons les travaux de Jorge et Gandibleux (2008) dédiés au
probléme de sac a dos biobjectif.
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Nos contributions font partie du sixiéme et dernier chapitre qui est divisé en deux
parties, la premiére porte sur un développement d’une nouvelle méthode de réduction,
basée sur 'information de données [13, 22, 23|, tandis que la deuxiéme partie porte sur
une intégration de la procédure de réduction proposée antérieurement dans la méthode
exacte développée par Jahanshahloo et al. [54] dans le but de réduire sa taille et de
résoudre le probléme de sac & dos multiobjectif en un temps raisonnable. Des expéri-
mentations numériques portant sur plusieurs types d’instances sont présentées a la fin
de ce chapitre.




Chapitre

Abécédaire sur le probléme de sac a dos
unicritére (KP)

1.1 Introduction

La programmation linéaire a pour objet I’étude et la résolution des problémes d’op-
timisation dans lesquels la fonction objectif aussi bien que les contraintes sont des
fonctions linéaires en variables de décision. Un programme linéaire est un probléme
dans lequel les variables de décision sont des réels qui doivent satisfaire un ensemble
d’équations et (ou) d’inequations linéaires (dites contraintes) et la valeur d’une fonc-
tion linéaire de ces variables appelée "fonction objectif" doit étre rendue maximum (ou
minimum).

Un probléme d’optimisation combinatoire est défini & partir d’'un ensemble fini X et
d’une application Z : X — R, il s’agit de déterminer € X tel que Z(7) = gél)r(l (Z(x))
ou Z(z) = max (Z(x)) .

L’optimisation combinatoire trouve des applications dans des domaines variés : la
gestion, l'ingénierie, la conception, la production, les télécommunications, les trans-
ports, I’énergie, les sciences sociales et 'informatique,..., etc. De nombreuses applica-
tions peuvent étre modélisées sous la forme d’un probléme d’optimisation combinatoire
comme le probléme du voyageur de commerce (Traveling Salesman Problem), le pro-
bléeme d’affectation (Assignment Problem), I'ordonnancement de téches, le probléme
de couverture (Set Covering Problem) et le probléme de sac & dos (Knapsack Problem)
appelé aussi probléme de chargement.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme du sac a dos dans sa version
la plus simple dont on présentera ainsi quelques unes de ses nombreuses extensions,
citons le probléme du sac a dos en variables entiéres (/K P), le probléme du sac a dos
multidimensionnel (MKP), le probléme du sac & dos multiple (m — K P). Des méthodes
usuelles de résolution existantes et des procédures de réduction sont présentées a la fin
de ce chapitre.

Définition 1.1 La convexité
e Un ensemble S est convexe si pour n’'importe quels deux points distincts de cet
ensemble, le segment qui relie ces deux points est contenu dans ’ensemble S.
Autrement dit : un ensemble S est dit "convexe" si :

Vay,o0€Set 0<A<1 : Azp+(1—AN)zp €S (1.1)
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(a) Un ensemble convexe (b) Un ensemble non convexe

FIGURE 1.1 — Exemples d’ensemble convexe et d’ensemble non convexe

e Une fonction Z d’un convexe S a valeurs dans R"” est dite convexe si :

Vaj,oaeSet 0<A<1:ZAx; + (1 —Nxg) < AZ(z1) + (1 — N)Z(xq). (1.2)
e Le programme mathématique m%?(Z(a:)) ou ml)I(l(Z(QZ)) est un programme "convexe"
TEe re

si S est un ensemble convexe et si Z est une fonction convexe.

1.2 La version de base de probléme de sac & dos

Le probléme du sac a dos fait partie des problémes d’optimisation combinatoire
les plus étudiés depuis des décennies. Il peut étre traité comme une réduction d’un
probléme général de la programmation linéaire en variables binaires.

Le contexte de ce probléme est le suivant :

— Soit un container (ou cargo ou camion ou satellite ou...) de capacité limité w en

poids (ou en volume).

— n objets, caractérisés par leur valeur ¢; et leur poids (ou volume) w;.

Le probléme consiste a définir le chargement optimal du container a l’aide des objets
disponibles : quels objets charger dans le container de maniére a maximiser la valeur
totale du chargement, tout en respectant la limite de capacité du container ?

Le nom "Knapsack" (sac & dos) noté (K P), est folklorique, lui vient de la situation du
campeur qui doit sélectionner des objets parmi un grand nombre d’objets possible a
emporter dans son sac ; utilisé originellement pour ce probléme, le nom lui est resté. Il
est aussi parfois dénommé "Cargo loading problem".

Sa formule mathématique peut s’écrire comme suit :

;

max(Z) = Z C,T;
i=1

(KP) " (1.3)
Zwixi <w
i=1
\ '1"7, 6 {O,l},Z: 17...,77,
e Nous supposons que tous les profits ¢; et les poids w;, pour tout i = 1,...,n

et la capacité du sac a dos w sont des entiers positifs. Si ce n’est pas le cas, on
pourra faire une transformation pour satisfaire cette hypothése, voir : [60, p. 10]
et |93, p. 216].

e Pour éviter toutes solutions triviales, nous allons imposer un certain nombre
d’hypothéses sur les données d’entrée du probléme du sac a dos qui sera valable
et applicable sur la plupart des extensions de (KP) :
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1. Vie{l,2,...,n}, w; <w,

2. iwi > w.
i=1

e L’hypothése (1.) assure que chaque objet peut étre chargé dans le sac a dos.
e L’hypothése (2.) évite le cas triviale ou le sac contient tous les objets.

Le probléeme de sac & dos unidimensionnel se particularise par rapport & un probléme
linéaire général en variables binaires par l'existence d'une unique contrainte. Il existe
plusieurs contextes d’applications pour ce probléme, nous citons a titre d’exemples ;

e Le probléme d’investissement "Capital Budgeting Problem" : sélection d’inves-
tissement ¢ € {1,2,...,n}, nécessitant un capital w; et correspondant a un ren-
dement c¢; et le capital total disponible est représenté par w.

e Le probléme de découpe "Cutting Stock Problem" : découpe d’une plaque rec-
tangulaire (carton, acier, verre, ...) de longueur w, en différentes piéces possibles
i€{1,2,...,n}, de méme largeur que la plaque et de longueur pré-définie w; ; ¢;
représente le profit correspondant a la piéce 7.

Le cas particulier dans lequel le profit et le poids des objects sont les mémes, w; =

pi;t = 1,...,n correspond au probléeme de la somme des sous-ensembles, connu sous le
nom de "Subset-sum problem".
Dans cette situation, il convient de trouver le sous-ensemble J C {1,...,n} tel que

la valeur Z w; est maximale, et soit inférieure & w. Par exemple dans le probléme de
icJ
découpe, 'objectif est de minimiser la perte ou le déchet w — Z w; de la découpe.
icJ

1.2.1 Les extensions du probléme de sac & dos (KP)

Parmi les nombreuses extensions du probléme de sac a dos citons le cas unidimen-
sionnel, bidimensionnel ou multidimensionnel, aussi selon le domaine des variables;
valeurs binaires, entiéres ou réelles, selon le nombre de sacs,..., etc. Cette section pré-
sente quelques unes d’entre elles [60, 93] :

— (IKP) : le probléeme du sac a dos en variables entiéres tel que les variables x;
binaires sont remplacées par des variables x; entiéres et bornées 0 < x; < b;;
chaque objet 7 est disponible pour le chargement en b; exemplaires.

— (MKP) : le probléme du sac & dos & m dimensions ou le probléme du sac a
dos & multi-dimensionnels , chaque objet i est caractérisé par différentes valeurs
wj;, j =1,...,m, (poids, volume,... ) et les objets chargés doivent vérifier les m
contraintes

n
E w]legw]aj::[v?mv
=1

ol wj, 7 =1,...,m sont les capacités correspondantes du container.
/ n
max(Z) = Z Cix;
i=1
(MKP) (1.4)

n
Zwﬁxigwjjzl,...,m

i=1
( 2, €{0,1},i=1,...,n
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— (m — KP) : le probléme du sac & dos multiple tel qu’il existe m containers, de

capacité respective w;; j = 1,...,m , pouvant accueillir les différents objets. Avec
les variables binaires, pour j =1,....m,eti=1,...,n:
1 sil'objet @ est chargé dans le container j,
sinon.
Le probléme peut s’écrire comme suit :
( m n
max Z Z Cilj;
j=1 i=1
n
wixy; <w;j=1,....m
m— kcp){ 2V ST = (1.6)

=1
m
g r; <li=1,...,n
Jj=1

r; €{0,1},j=1,...,m,i=1,...,n

\

Remarque 1.1 Le probléme (m — K P) est un sous probléme du probléme d’af-
fectation généralisée (GAP) [93].

— (m — CKP) : le probléme du sac a dos a choix multiple ; I’ensemble des objets
est divisé en m classes (j = 1,...,m), la classe j contenant N; objets. L’objet
Jj€{1,...,N,} dela classe j est caractérisé par son poids wj; et sa valeur c;;. Le
sac a dos doit contenir un objet unique de chaque classe, les m objets sélectionnés
doivent maximiser la valeur du chargement afin de ne pas dépasser la capacité w
du sac a dos.

Avec les variables binaires pour j =1,...,m, i =1,..., Nj.

vy = { 1 sil’'objet i de la classe j est sélectionné, (1.7)

0 sinon.

Sa formulation mathématique et d’autres extensions du probléme de sac a dos
sont détaillées [60, 93], nous terminons ce paragraphe par présenter le probléme
de sac a dos en variables continues (LKP) dit probléme relaxé, ce dernier est
obtenu en remplagant x; € {0,1} par z; € [0,1].

(

n
max(Z) = Z Ci%;
i=1
n
Z wiT; < w
i=1

L 0<z; <1,:=1,...,n

(LKP) (1.8)

Sa résolution s’appuie sur des notions et concepts définis par la suite. Dans la section
suivante, nous nous intéresserons au probléme du sac a dos unicritére dans sa version
de base.
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1.3 Relaxation et bornes supérieures et bornes infé-
rieures

Les méthodes de relaxation sont généralement utilisées pour calculer une borne
supérieure ou une borne inférieure de la valeur optimale du probléme de sac a dos (KP)
en se ramenant a des problémes pour lesquelles des méthodes de résolution efficaces
existent. Nous trouvons dans la littérature, la relaxation continue (LKP) qui consiste a
relacher la contrainte d’intégrité des variables, la relaxation lagrangienne qui consiste
a étendre le probléme au probléme relaxé L(K P, A) ou ce dernier ne contient pas des
contraintes, qui sont inclus dans la fonction objectif comme un terme de pénalité.
Geoffrion [40] et Fisher [34] ont montré que cette relaxation pouvait étre utilisée de
maniére efficace pour la résolution du probléme de sac & dos multidimensionnel (MKP)
[70, p. 19], il existe une relaxation alternative appelée relaxation surrogate ou agrégée
(S(A)) introduite pour la premiére fois par Glover [43]. Elle consiste & combiner toutes
les contraintes en une seule contrainte. Il existe d’autres relaxations dans [70, 60, 10, 65].

1.3.1 Bornes supérieures et bornes inférieures de Dantzing

Le calcul des bornes inférieures et supérieures est un point important permettant

d’affiner les performances de la description de la méthode de résolution, comme 'on
verra lors de la description de la méthode Branch & Bound.
Le calcul des bornes nécessaires se fait au début de I’algorithme et elles sont calculées
a chaque fois que des variables sont fixées. Le calcul des bornes supérieures est souvent
le processus qui consomme le plus de temps d’exécution. Pour cette raison, il est sou-
vent intéressant de résoudre la relaxation continue du probléme (KP). La relaxation
continue présente un avantage du point de vue de temps de résolution qui résulte de
I'utilisation de la méthode du simplexe. En élargissant ’espace des solutions réalisables,
nous acceptons de nouvelles solutions hors espace. La plus grande valeur de la fonction
objectif associée a ces solutions nous conduit & une borne supérieure. Tandis que pour
le calcul des bornes inférieures le premier choix est retenu a partir de l'algorithme 3.
Entre autres quelques bornes existantes dans la littérature seront exposées :

a. Bornes supérieures :

e La borne supérieure la plus simple du probléme du sac a dos (KP), peut étre
obtenue en prenant la solution optimale de la relaxation continue du probléme
du sac a dos (LKP) et en considérant son arrondi a la valeur entiére infé-
rieure. On expose le déroulement de la recherche de cette borne développée par
Dantzing [21], en présentant quelques définitions importantes et utiles :
L’important et fameux résultat du probléme sac & dos uniobjectif unidimen-
sionnel (KP) est présenté comme suit :

En 1957, Dantzing [21] a montré qu'il est facile d’obtenir une solution optimale
du probléme sac & dos relaxé; les n articles sont triés par ordre décroissant
d’efficacité (non increasing profit-to-weight ratios), et faire entrer dans le sac
objet par objet jusqu’a ce que le sac soit rempli, il existe un objet noté b qui
ne peut pas entrer entierement dans le sac, cet objet est appelé objet bloquant
ou critique ou objet de séparation (the break or critical item or split item).
La détermination d’une solution optimale du probléme de sac & dos relaxé est
basée sur les définitions suivantes :
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Définition 1.2 On appelle "tightness ratio" le rapport de la capacité du sac
a dos sur la somme des poids des objets :

W
n

(1.9)

r =
i=1

Définition 1.3 Efficacité d’un objet
On appelle efficacité d'un objet ¢ le rapport de son profit sur son poids, noté
c.
par —.
i

Supposons que les objets sont triés dans 'ordre décroissant des rapports :

& C C.
2>2s > (1.10)
w1 W2 W,

Définition 1.4 Objet de séparation (Element bloquant, Objet critique)

On appelle élément bloquant le premier objet qui ne peut entrer entiérement
dans le sac a dos lorsque les objets sont ajoutés par I'ordre cité par I’equation
(1.10).

Notons b I'indice correspondant au :

J
b=min{j | > w;>w}, (1.11)
=1

cet objet vérifie :
b—1 b
Z w; Kw < Z W, .
i=1 i=1

Théoréme 1.1 Solution optimale de la relazation linéaire [70]
Une solution optimale T du probléme relazé (LKP) est donnée par :

1 si i<b,
b—1
@rry =] Coxnw (1.12)
st 1 =0,
Wy
0 si ©1>0.

La valeur optimale Z*(LK P) d’une instance est obtenue en prenant les objets
dans lordre (1.10), jusqu’a I’élément bloquant puis on ajoute la fraction de
cet élément permettant de saturer le sac a dos, ainsi on aboutit a la borne
supérieure présentée par Dantzing [21] qui est exprimée comme suit :

n b—1 b—1

Z(LKP) =) @7 =Y et (w-) w) 2.
5 5 X Wy
i=1 i=1 =1

Compte tenu de l'intégralité de ¢; et x;, on a donc :
Ch

=1

10
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e Martello et Toth [72], [70, p. 20] ont proposé une autre borne supérieure amé-
liore celle donnée par Dantzing, en considérant les deux cas ou l'objet b est
inclus ou exclu de la solution, on considére les deux solutions suivantes :

1 si i<b,
bil
~0 W = Wi
@) =AY (1.13)
Wh+1

0 si  sinon.

1 si i<b—1 et i=0,

b—1
(@) = - (1.14)
max{0, 1 — bosi o i=b—1,
Wp—1

0 si sinon.

En effet, U' et U? correspondent respectivement aux deux branches d’'une
alternative : soit z;, = 0, et alors la capacité restante est remplie au mieux avec
une fraction de .1, soit x, = 1, et alors le dépassement de la capacité est
réduit au mieux avec une fraction de zp_1.

n b—1 b—1 c

UOZZCZ/SC\?:ZCZ‘FL((JJ—Z’LUZ) b+1J,
— — — Wp+1
i=1 i=1 =1

et

n b—1 b—1 c
Ul:Zcﬁ%:Zcmch—F[(w—Zwi—wb) ol
i=1 i=1 Wo—1

i=1
La borne supérieure proposée par Martello et Toth [72] est la suivante : Uy =
max{U° U'}. 1l est clair que Uy < Uj.
D’autres bornes supérieures ont été définies dans [70]. Ces bornes sont peu utili-
sées dans les méthodes de résolution.
b. Bornes inférieures :
Une borne inférieure doit avoir une propriété importante, elle doit correspondre
a une solution réalisable pour le probléme initial. Il s’agit donc de construire
une procédure qui permet de trouver rapidement des solutions approchées du

probléme. Plusieurs méthodes heuristiques sont proposées dans la littérature |10,
p. 48].

1.4 Méthodes de résolution

Nous présentons dans cette section quelques méthodes de résolution exactes et heuris-
tiques.

1.4.1 Procédure de séparation et évaluation (Branch & Bound)

La méthode Branch & Bound dite séparation et évaluation est I’'une des méthodes
les plus connues pour la résolution des problémes d’optimisation combinatoire NP-
difficiles. Il est a noter que I’énumération de I’ensemble des solutions est souvent peu

11
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réaliste en raison de 'importance de son cardinal. Le concept algorithmique derriére les
procédures de séparation et évaluation consiste en une énumération partielle de 1’espace
des solutions d'une maniére précise et intelligente. En général, seule une petite partie
de l'espace est explorée explicitement et il est garanti que ’espace non considéré de
maniére explicite ne contient aucune solution optimale. La recherche par décomposition
de 'ensemble des solutions peut étre représentée graphiquement par un arbre :
e Chaque sous probléme crée au cours de I'exploration est schématisé par un noeud
de l’arbre (ou sommet), le noeud racine représentant le probléme initial.
e Les branches de I’arbre schématisent le processus de séparation. Elles représentent
la relation entre les noeuds.
e Lors de la séparation, un noeud crée un ensemble de noeuds.

Neeud Initial

Neeud éliminé
x,=0

FIGURE 1.2 — Arborescence de Branch & Bound

La méthode de Branch & Bound est basée sur trois principes :

Le principe de Séparation

Le principe de séparation consiste a diviser le probléme en un certain nombre de
sous problémes Sol’ de 'espace des solutions réalisables Sol. En résolvant tous les sous
problémes et en prenant la meilleure solution trouvée, on est assuré d’avoir résolu le
probléme initial. Ce principe de séparation est appliqué de maniére recursive a chacun
des sous ensembles tant que celui-ci contient plusieurs solutions.

La procédure de séparation d’un ensemble s’arréte lorsqu’on connait la meilleure so-
lution de ’ensemble ou on connait une solution meilleure que toutes celles de I’ensemble
ou encore on sait que I’ensemble ne contient aucune solution admissible.

Le principe d’évaluation

Le principe d’évaluation a pour objectif connaitre la qualité des noeuds a traiter.
En utilisant deux types de bornes, une borne inférieure Z et une borne supérieure Z
du probléme initial. La connaissance d’une borne inférieure et supérieure de chaque
sous probléme permet de stopper ’exploration d’un sous ensemble de solutions qui ne
sont pas candidates a l'optimalité : si pour un sous probléme la borne supérieure est
plus petite que la borne inférieure du probléme, ’exploration du sous ensemble cor-
respondant est inutile. D’autre part, lorsque le sous ensemble est suffisamment petit,
on procede a une énumération explicite, on résout alors le sous probléme correspondant.

Stratégie de parcours :

12
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La stratégie de parcours est la régle qui permet de choisir le prochain sommet
a séparer parmi l’ensemble des sommets de l'arborescence. On peut citer quelques
strategies de parcours les plus connues :

— La profondeur d’abord : I'exploration privilégie les sous problémes obtenus
par le plus grand nombre de séparations appliquées au probléme de départ, (les
sommets les plus éloignes de la racine).

— La largeur d’abord : cette stratégie favorise les sous problémes obtenus par
le moins de séparations du probleme de départ, c’est a dire les sommets les plus
proches de la racine (de profondeur la moins élevée).

— Le meilleur d’abord : cette stratégie consiste a explorer des sous-problémes
possédant la meilleure borne. Elle permet aussi d’éviter ’exploration de tous les
sous problémes qui possédent une mauvaise évaluation par rapport a la valeur
optimale.

Algorithme 1: Branch & Bound pour (KP)
1 PSE(J x,] 4,3 z*)
Input :
J 7 : I'indice de 'objet sur lequel opérer
Output :
1z : la solution en cours de construction
1 z* : la meilleure solution trouvée.

2 — | La solution est elle réalisable ?
i—1
3 if Zwixi < w then
j=1
4 — | Mise a jour de la meilleure solution connue.
5 if Z(z) > Z(z*) then
6 A
7 end
8 if i <n then
9 Calculer une borne supérieure Z
10 — | Séparation de la recherche sur les sous espaces disjoints vérifiant
z;,=1ouxz; =0.
11 if Z > Z(z*) then
12 ;=1
13 PSE(J z,li+1,] z%)
14 z; =0
15 PSE(J z,li+1,] z%)
16 end
17 end
18 end

De nombreuses procédures de séparation et évaluation ont été proposées, les travaux
de Martello et Toth [70] font références a ce sujet.

1.4.2 Programmation dynamique

La programmation dynamique est une méthode classique de résolution exacte qui
peut étre utilisée pour la résolution d’un grand nombre de problémes d’optimisation.

13
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Cette technique peut étre appliquée quand une solution optimale consiste en une com-
binaison de solutions optimales de sous problémes, ce qui est le cas pour le probléme de
sac a dos. Pour pouvoir s’appliquer avec intérét, elle exige que les problémes traités aient
une structure particuliére de type séquentielle. La plupart des problémes combinatoires
peuvent se mettre sous cette forme et étre résolus par programmation dynamique.
Le principe de base de la programmation dynamique est le suivant :

1) On prolonge le probléme dans une famille de probléme de méme nature.

2) On relie par une relation de récurrence les solutions optimales de ces problémes.

Exemple 1.1 Résolution du probléme de sac a dos

max(Z) = > c;r; w; >0
j=1

(KP) Yo wizr; <w, wetw,; des entiers positifs (1.15)
i=1 o
;=0 ou 1, 7=1n
Pour tout ¢ de 1 a n et pour tout y de 0 & w.
Considérons les problémes P;(y) :
max(Z) = > ¢z,
j=1
P ‘ 1.16
DR (1.16)
i=1 -
z;=0o0ul, j=1.

appelons Z;(y) la valeur de la solution optimale de P;(y), on a alors :
Zi1(y) = max {Z;(y), civ1 + Zi(y — wi11)} qui exprime le fait que ;41 = 0 ou 1.
Les valeurs des variables de la solution optimale z;(y) tel que :

1 sinon

Algorithme 2: Programmation dynamique pour K P en {0 — 1}

Output :
1 Les performances des solutions optimales

1 fory=0:wdo

2 | Zo(y) =0

3 end

4 forie{1,2,...,n} do

5 for y=0:w do

6 if y > w; then

7 | Zi(y) = max {Zi_1(y),ci + Zi—a(y — wi)}
8 else

9 | Zi(y) = Zia(y)
10 end

11 end

12 end

13 return Z,(w)

14
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Dans certaines situations, la programmation dynamique [90, 70, 93, 65, 56| peut étre
une alternative aux algorithmes Branch & Bound.

Résoudre les problémes d’optimisation combinatoire est trés difficile, en effet pour
de tels probléemes, les méthodes exactes exigent un effort calculatoire qui croit exponen-
tiellement avec la taille des instances du probléme et souvent cette résolution se heurte
a une explosion du nombre de combinaison & explorer et rapidement les méthodes
approximatives deviennent I'unique moyen d’obtenir une solution approchée dans un
temps raisonnable.

1.4.3 Meéthode de résolution approchée

Il s’agit de ’algorithme Glouton "Greedy Algorithm" qui est une procédure de ré-
solution approchée du probléme de sac a dos (K P), cette heuristique est basée sur
un principe trés simple : on commence par la sélection des objets un par un dans un
ordre décroissant cité par I'equation (1.10), a condition que les contraintes puissent
étre satisfaites, jusqu'a ce qu'une solution admissible soit obtenue. L’algorithme 3
est exécuté pour remplir le sac & dos, ceci permet d’obtenir une borne inférieure Z.

Algorithme 3: Algorithme Glouton
Input :
4 C : la matrice de profits
Jwii=1,...,n:les poids de I'objet ¢
J w : capacité du sac a dos
J 2 : la solution initial
Output :
1 Z : la borne inférieure
T @ : la capacité résiduelle
1 2 : la solution construite par le Glouton
Initialization
Trier les objets par ordre décroissant d’efficacité (1.10)
0+—Z
W w
for i=1:ndo
if w; < w then
1+— z;
W—w; <—w
é + ¢ — é
else
0+— x;
end

© 00 N o oA~ W N =

e e
N = O

end

=
w

Cas particulier inadapté par 1’algorithme de Glouton

Soit un probléme de sac a dos suivant :

max(Z) = c1x1 + caTs
(KP) ¢ wizy + wazs < w
v, €{0,1}, i=1,2
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tel que n =2,¢1 =2, w; = 1,et co = w, wy = w avec w > 1.

L’algorithme Glouton choisira en premier 'objet 1, il est plus efficace, empéchant la
sélection du second objet. Or, la sélection de ce second objet aurait donné une solution
d’une meilleure qualité.

Cette procédure est rapide, peut donner dans le pire des cas des résultats particulie-
rement mauvais, comme le montre le cas particulier ci-dessus. Elle est ainsi principa-
lement utilisée en préparation pour une résolution plus cotiteuse (par exemple pour
obtenir une premiére borne inférieure).

1.4.4 Complexité

La théorie de la complexité en temps des algorithmes a pour objet d’étudier I'évo-
lution du temps de calcul d'un algorithme en fonction de la dimension du probléme a
traiter. Pour certains problémes, I'importance des données numériques est essentielle.
A tel point que le caractére non polynomial d’un algorithme pour un tel probléme
peut étre provoqué uniquement par la grandeur méme des données numériques qui y
interviennent. Dans ce cas, si 'on impose une borne supérieure, 1’algorithme devient
polynomial. Un tel algorithme est appelé pseudo-polynomial, le temps d’exécution d’un
tel algorithme (déterministe) est borné supérieurement par un polynéme en dimension
du probléme et en dimension du plus grand nombre qui intervient dans la description
d’une réalisation [26, 93]). Le probléme de sac a dos est le plus simple des problémes non
triviaux d’optimisation linéaire en variables binaires, il posséde une seule contrainte et
uniquement des coefficients entiers positifs. Tel qu’il se trouve en tant que sous probléme
de nombreux problémes d’optimisation combinatoire, donc il a une grande importance
dans l'optimisation combinatoire malgré la simplicité de sa structure [56]. Le probléme
de sac a dos est I'un des 21 probléemes NP-difficiles.

1.5 Prétraitement du probléme de sac a dos uniob-
jectif

Le temps d’exécution des algorithmes pour toutes les instances pratique du pro-

bleme de sac a dos est tres important, la diminution de ce temps résulte d’une étude de

réduction du nombre de variables modélisant le probléme malgré que sa complexité ne

change pas. Donc, il serait intéressant de réduire la taille du probléme considéré avant

sa résolution par des procédures qui fixent a priori le plus grand nombre de variables
a leur valeur optimale.

1.5.1 Réduction du probléme de sac & dos uniobjectif

Les procédures de réduction consistent a une partition de ’ensemble des variables
{1,2,...,n} en trois sous ensembles :

Jy={ie{l,2,...,n} | x; = 1, dans toutes les solutions optimales de KP}.

Jo={ie{1,2,...,n} | x; =0, dans toutes les solutions optimales de KP}.
F= {1, 2, e ,n}\(J1 U Jo)
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1.5. PRETRAITEMENT DU PROBLEME DE SAC A DOS UNIOBJECTIF

Le probléme de sac & dos initial peut s’écrire sous une forme réduite aux seules
variables de F' comme suit :

max(Z) = Z Cix;
i€l

icF

x; € {0,1},2 el
oUWw=w-— Y, w,.

i€Jy

Les solutions optimales du probléme initial sont alors celles du probléme réduit, aux-
quelles les objets de J; sont ajoutés.
Ingargiola et Korsh [53] ont proposé une nouvelle méthode pour déterminer les en-
sembles J; et J.
L’idée principale est la suivante : si la valeur de x; prend la valeur b (b=0 ou b=
1) produit une solution irréalisable ou moins bonne que la meilleure solution connue
alors, x; doit prendre la valeur 1 — b dans toutes les solutions optimales. Soit Z* la
valeur correspondante a une solution réalisable du probléme de sac & dos et pour
i € {1,2,...,n}, soit Z} (resp. Z?) une borne supérieure pour le probléme considéré
calculée en ajoutant la contrainte z; = 0 (resp. z; = 1), alors les ensembles J; et Jy
sont définis comme suit :

L={ie{1,2,...,n}| 20 < Z*},
Jo={ie{1,2,...,n}| Z} < Z*}.

Dans I'algorithme de Ingargiola et Korsh, les bornes supérieures Z} et Z? sont calculées
en utilisant les bornes de Dantzing [70], mais de nombreuses améliorations ont vu le
jour [71, 77].

1.5.2 Notion du core du probléme de sac & dos (K P)

De nombreux tests expérimentaux sur une large variété d’instances de problémes

de sac a dos ont montré que seul un sous ensemble d’objets dont 'efficacité ressemble
a l'efficacité de 'objet bloquant b intervient dans la construction effective des solutions
optimales. Ceci se remarque d’autant plus que le nombre de variables est grand [77].
Cette observation a mené Balas et Zemel [4] & définir la notion du core.
En 1980, Balas et Zemel [4] ont donné une définition précise du core d’'un probléme
de sac a dos, cette définition présentée ci-dessous est basée sur la connaissance d’une
solution optimale du probléme relaxé (LKP). Plus précisément, ils ont noté qu’'une
solution optimale d’une instance générée aléatoirement du probléme de sac a dos est
similaire & une solution optimale du probléme de sac & dos relaxé (LKP) donc, ils ont
défini le core d’une instance de la maniére suivante :

Soit x* une solution optimale de KP et les objets sont triés suivant un ordre dé-
croissant de lefficacité d’objet définit par I’équation (1.10), le core est un ensemble
défini par :

C={jn. o), (1.19)
ou
si=min{i | 2] =0,i=1,...,n}, (1.20)
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et
Jo=max{i|x] =1,i=1,...,n}. (1.21)

La figure 1.3 représente la notion du core :
x 1 | I 1

0
| | I | I
Objets 1 2 -1 J\

1 0 0 0 1 0 . 0 0
| |
| |
j

Core

FIGURE 1.3 — Core exacte

Le probléme core est alors défini comme suit [70] :

I’IlaX(Z) = ch-xi
ieC
ieC
r; €{0,1}, 1€ C
Ji—1
ou C={j1,...,Jot et 0=w— Z w;.
La taille du core est une petlte fractlon de n pour de nombreuses instances. Par
conséquent, si les valeurs de j; et js sont connues a priori, il est possible de ne ré-
Ji—1

soudre que le probléme réduit aux objets de C', avec une capacité de w — Z w; et

P
de compléter ensuite la solution de maniére a ce que : z; = 1,Vi € {1,...,j; — 1} et
x; =0,Vi € {j2+ 1,...,n}.

Le fait que la notion de core est basée sur la connaissance d’une solution optimale
rend difficile son utilisation dans les méthodes de résolution. Dans la section suivante,
on présente de divers valeurs du cardinal de ’ensemble core estimé par les chercheurs
avant la résolution du probléme [70].

1.5.3 Notion de core du probléme de sac & dos de grande taille

En général, pour les problémes de large dimension, la taille du core pour de nombreuses
classes d’instances est petite par rapport aux nombres d’objets n. Cependant, si on
connait a priori les valeurs j; et js, on pourra résoudre le probléme initial en posant :

x; =1 pourtout j€ J ={k| &>le},
Wi Wi,
et c .
x5 =0 pourtout je& Jp={k] -+ < ]2}
Wi,

ensuite résoudre le probléme réduit par la méthode "Branch & Bound" ou program-
mation dynamique ou autres méthodes approximatives.

En pratique, les indices j; et jo ne sont pas connus a priori, mais une meilleure
approximation est basée sur la résolution d’un probléme core fixé & C' = {b—u, ..., b+u}
avec une variation de choix pour la valeur de u et b est I’élément bloquant calculé par
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I’équation (1.11), tel que la plupart des algorithmes utilisant la notion du core reposent
sur le choix de sa taille |C| = 2u, tel que 2u représente le nombre d’objets autour de
I'objet critique. Plusieurs propositions ont été faites pour trouver le cardinal ou la taille
du core. Balas et Zemel [4] ont proposé une valeur constante |C| = 50. Martello et Toth
[71] ont proposé une valeur pour u = /n puis u = 2y/n [69]. Ces différentes valeurs de
|C'| se rapportent & des interprétations différentes du probléme (|77, 65]).

Plusieurs expérimentations ont été menées par Pisinger [77] sur différents types de
problémes de sac & dos pour déterminer la taille minimale du core (moyenne sur 100
instances). Celles-ci sont présentées dans la table 1.1 :

n non- faiblement | fortement | la somme des
corrélées | corrélées corrélées | sous-ensembles
100 5 12 13 14
500 8 17 25 13
1000 11 17 36 13
5000 14 21 79 13
10000 17 25 104 13

TABLE 1.1 — Taille minimale du core |C] suivant le nombre d’objets.

e Les instances non-corrélées : les profits et les poids sont générés aléatoirement
dans l'intervalle [1, R], ot les valeurs de R sont détaillées dans [77].

e Les instances faiblement corrélées : les poids w; sont générés aléatoirement dans
I'intervalle [1, R] et les profits ¢; sont générés aléatoirement dans I'intervalle [w; —
%,wi—k%], 1=1,...,n.

e Les instances fortement corrélées : les poids w; sont générés aléatoirement dans
I'intervalle [1, R] et les profits ¢; = w; + 10, i = 1,...,n.

1.5.4 Notion du core du probléme de sac & dos multidimension-
nel (MKP)

Les définitions précédentes (1.19), (1.20) et (1.21) du core pour le probléme de sac
a dos unidimensionnel peuvent étre étendues au probléme de sac a dos multidimen-
sionnel (MKP) sans difficultés. Le probléme principal réside dans le fait qu’il n’y a
pas une mesure d’efficacité évidente. J.Puchinger et al. [84] ont présenté un nouveau
développement du core pour le probléme de sac & dos multidimensionnel (MKP) qui
est une extension du concept du core classique de cas unidimensionnel.

Mesure d’efficacité du (MKP)

Le core du probléme de sac a dos multidimensionnel est défini en dependence du
choix de la fonction d’efficacité des objets, puisque aucune mesure d’efficacité évidente
est disponible pour ce probléme.

Pour obtenir les mesures d’efficacité des objets pour (MKP), on considére la forme
générale de lefficacité d’objets définie en introduisant des valeurs r; pour chaque
contrainte du probléme (MKP).

C;

e;(générale) = — :
D Wi
j=1
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1.6. CONCLUSION

Diverses propositions ont été faites pour calculer une estimation de la valeur de r; dans
[79, 60]. Comme il existe plusieurs possibilités pour définir les mesures de efficacité
d’objets pour MKP, le core du probléme de sac a dos multidimensionnel (MKP) doit
étre définis en fonction d’une mesure d’efficacité spécifique e.

Soit z* une solution optimale et supposons que les éléments sont triés selon 1'effi-
cacité décroissante e, et soit C, défini par :

Ce = {jfa -"aj§}7

ou
ji=min{i | z; =0,i=1,...,n},

et
j;:max{i|J;Z:17Z’:1,...,n}.

Bien que le concept de la notion du core soit une base de 'efficacité des algorithmes
appliqués au probléme de sac a dos uniobjectif en variables binaires, son utilisation est
difficile du fait qu’elle se référe a une solution optimale déja trouvée.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé quelques extensions du probléme de sac a dos
unicritére ainsi que les méthodes existantes pour sa résolution exacte et approchée,
en faisant le point dans la derniére partie sur des méthodes de prétraitement afin de
réduire la taille de ce probléme. Le concept du core dédié au probléeme de sac a dos
classique [4] a conduit & des algorithmes trés réussis |71, 79, 77]. L’idée principale
est de réduire le probléme de sac & dos & un ensemble d’éléments dit ensemble core
pour lesquels il est difficile de décider si ces éléments entrent dans la construction d’une
solution optimale ou non, tandis que toutes les variables en dehors de cet ensemble sont
initialement fixées & certaines valeurs, par conséquent résoudre le probléme résiduel par
une méthode exacte ou approchée.

Les probléemes d’optimisation a objectif unique étaient une premiére modélisation

des problémes de recherche opérationnelle. A travers le temps on remarque que ce
procédé manque de réalisme, il serait impossible de combiner tous les points désirés
en une seule fonction objectif, ot on néglige un nombre fini d’objectifs et on s’éloigne
dans ce cas de la solution réaliste. Une telle situation ne modélise pas correctement un
probléme.
Afin de s’approcher au maximum de la réalité, de nouvelles méthodes caractérisées par
la prise en considération de tous les objectifs apparaissent. Cette multiplicité d’objectifs
semble plus logique pour la modélisation des problémes. Dans le chapitre suivant, on
présentera I'aspect de 1'optimisation multicritére (MO).
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Chapitre

Optimisation Multiobjectif (MO)

2.1 Introduction

L’optimisation multiobjectif (MO) ou multicritére est un domaine dont 'impor-
tance est justifiée par la nature multiobjectif des problémes d’optimisation & résoudre
dans la réalité. Elle se propose de traiter les problémes qui nécessitent la satisfaction
de plusieurs critéres en méme temps. Ces critéres sont parfois conflictuels et parfois
complémentaires. Un des aspects caractérisant 1'optimisation multiobjectif est qu’elle
fournit un ensemble de solutions réalisant le meilleur compromis entre les critéres consi-
dérés. Cet ensemble de solutions est appelé ’ensemble optimal de Pareto.

Plusieurs techniques ont été développées pour traiter ces problémes & objectifs mul-
tiples, la plus utilisée est 1'algorithme qui maximise plusieurs objectifs par I'intermé-
diaire de la programmation linéaire paramétrique.

Il existe deux types principaux de méthodes de résolution des problémes multiob-

jectifs, les méthodes exactes et les méthodes méta-heuristiques.
Nous commencons ce chapitre par donner la formulation d’'un probléme multiobjectif,
suivie d'un apercu sur quelques notions de base concernant I’optimisation multiobjectif
et la classification des solutions optimales au sens de Pareto dites solutions efficaces.
Nous terminons par quelques méthodes de résolution des problémes multiobjectifs en
nombres continus ainsi qu’en nombres entiers.

2.2 Problémes d’optimisation multiobjectifs

L’optimisation multiobjectif ou la programmation multiobjectif est un processus
d’optimisation de deux ou plusieurs objectifs conflictuels (exemple : maximiser la per-
formance d’un véhicule et minimiser la consommation des carbures), simultanément
qui vérifie certaines contraintes. On trouve 'optimisation dans de divers champs de
Finance et Gestion ou la décision optimale sera choisie dans la présence de (Trade-
offs), compromis (échange de questions et réponses). Le probléme linéaire multiobjectif
est défini comme un probléme dont on cherche la solution ou le vecteur de décision
x = (21,9,...,%,) qui satisfait un ensemble de contraintes et optimise un vecteur de
fonction objectif Z = (21, Zs, ..., Z,).
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La figure 2.1 représente une modélisation d’un probléme biobjectif :

1 ]
X3 zZ,
AT
- — X I h
1‘ _( | X} \zlx]
! I B -T
| | | |
| I | - |
| (P *q I
—_— = |
' -
X2 zx) Z,
espace des décisions espace des objectifs

FIGURE 2.1 — Modélisation d’un probléme biobjectif

Formulation mathématique

Le probléme multiobjectif se présente comme suit :

“Optimiser”Z, = Ckx k=1p

2.1
t.q reX (2.1)

(MOLP) {

ou I'ensemble X est déterminé par des contraintes (inéquations, équations) linéaires :
X ={z e R" Ax = b,z > 0},

AcR™" xcR*, beR™ CFecRY>™ k=1,p.
Si de plus, I'ensemble des décisions est restreint aux entiers, le probléme devient un
probléme de programmation linéaire multiobjectif entier défini par :

“Optimiser”Z, = Ckx k=1,p

2.2
t.q reD (22)

(MOILP) {

ou D=X NZ", Z est 'ensemble des nombres entiers.

Remarque 2.1 Dans la suite, nous considérons, sans perte de généralité, que toutes
les fonctions objectifs sont a maximiser.

Une écriture équivalente du probléme MOILP se présente comme suit :

«“ ”Z — k k’ — 1_
(MOILP) { max"Zy = C'w P (2.3)
t.q reD
2.2.1 Notion de dominance
Soit le probléme (MOLP) :
«“ ”Z — k k? — 1_
(MOLP) { max"Zy = P (2.4)
t.q reX

Considérons 'application linéaire Z qui associe a chaque vecteur de décision x € X,
son image Z(z) = (c'z, ..., Px) dans lespace des critéres, notée Y = {Z(z) | = € X}.
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2.2. PROBLEMES D’OPTIMISATION MULTIOBJECTIFS

Définition 2.1 Espace de décisions et espace des critéres
e L’espace R"™ dans lequel se situe 'ensemble des actions X tel que (X C R™) est
appelé espace de décisions.
e L’espace R? dans lequel se situe Z(X) est appelé espace des critéres ou espace
des objectifs.

Lorsqu’une solution est associée a une seule valeur, on parle d’'un probléme monoob-
jectif, lorsqu’elle est associée a plusieurs valeurs, on parle d’'un probléme multiobjectif
(ou multicritére).

Dans ce dernier cas, une solution ne peut étre considérée comme la meilleure de toutes
les autres mais, il reste possible de comparer des solutions deux a deux en utilisant
Iordre partiel donné par une relation de dominance au sens de Pareto, définie par la
suite.

Une solution Pareto optimale (dite aussi solution efficace), ne peut étre améliorée sur
un objectif sans dégrader un autre objectif. Selon cette relation, la comparaison de
deux solutions montre que soit I'une est meilleure que I'autre, soit qu’elles sont incom-
parables. Par conséquent on cherche un ensemble de solutions non-dominées, parmi
lesquelles on ne peut décider si une solution est meilleure qu’une autre, aucune n’étant
systématiquement supérieure aux autres sur tous les objectifs.

On commence par exposer comment caractériser 'intérét des solutions qui maximise
“max” différents objectifs, a travers la notion d’optimalité de Pareto.

Dominance de Pareto

Dans l'ordre de prendre une distinction entre les vecteurs de RP, on définit trois
différents ordres :

Soient Z', Z? € RP,

1. Relation d’ordre faible : Z' > Z? si et seulement si :

Zy > 77, Vke{l1,2,...,p}.
2. Relation d’ordre : Z! = Z2 si et seulement si :
Zl>7ZF Vke{l1,2,....p}et3k € {1,2,...,p}, t.q. Z} > Z}.
3. Relation d’ordre stricte : Z! => Z? si et seulement si :
Zl > 7% Vke{l1,2,...,p}.

Nous définissons par la suite trois différentes notions de dominance au sens de
Pareto pour un probléme multiobjectif.
Soient x,Z € X et solent Z(z), Z(z) leurs images dans I'espace des objectifs Z(X) :

Définition 2.2 Notion de Dominance
Si Z(x) = Z(z), Z(x) domine faiblement Z(7).
Si Z(z) »= Z(z), Z(x) domine Z(Z).
Si Z(x) => Z(%), Z(z) domine strictement Z(z).

Remarque 2.2 La dominance stricte implique la dominance implique la dominance
faible, donc on a :

Z(x) == 2(3) = Z(2) = 2(3) = Z(2) = Z(3).
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En général, dans les problémes d’optimisation multiobjectifs, on ne peut pas toujours
comparer les solutions contrairement aux problémes d’optimisation uniobjectifs.

Exemple 2.1

Pour une instance donnée, on présente quatre vecteurs dans ’espace des objectifs
pour p = 2 (voir, Figure 2.2).

Zy

fffffffffffffffffffffffffffffff

———————————————————————————————
7777777777777777777777777777777

_______________________________

FIGURE 2.2 — Comparaison des points

Toutes les paires des vecteurs peuvent étre comparées par la relation de dominance
au sens de Pareto : d == a, d = ¢, d = b, ¢ > a, b > a, a part le couple (b,c), car b
est incomparable avec ¢, c’est a dire b ¥ ¢ et ¢ % b.

On définit par la suite de différents types de solutions :

Définition 2.3 Solution efficace (Efficient solution)
Une solution réalisable & € X sera dite efficace (Pareto optimale) s’il n’existe pas
une autre solution réalisable z € X tel que Z(z) = Z(Z).

Définition 2.4 Ensemble efficace (Efficient set)
L’ensemble efficace noté par Xg contient toutes les solutions efficaces.

Définition 2.5 Point non-dominé (Non-dominated point)
L’image Z(&) d’une solution efficace  dans 'espace des objectifs est appelé un
point non-dominé.

Définition 2.6 Frontiére de Pareto (Pareto front)

L’image des solutions efficaces X sera notée Yy = {Z(x) | x € Xg}, est appelé le
front pareto (Pareto front), autrement dit, le graphe obtenu de 'image des solutions
efficaces est appelé la frontiére efficace (Pareto front) dans le cas continu.

Définition 2.7 Solution faiblement efficace (Weakly efficient solution)
Une solution réalisable & € X est appelée solution faiblement efficace s’il n’existe
pas une autre solution réalisable x € X tel que Z(z) => Z(Z).

Définition 2.8 Point faiblement non-dominé (Weakly non-dominated point)
L’image d’une solution faiblement efficace est appelé un point faiblement non-
dominé.
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Définition 2.9 Ensemble des solutions faiblement efficaces (Weakly efficient
set)

L’ensemble de solutions faiblement efficaces noté Xy g contient toutes les
solutions faiblement efficaces.

L’image de Xy g, sera Yyw = {Z(x) | © € Xwg}.

FIGURE 2.3 — Ensemble de solutions faiblement non-dominées Yy

Les dix points représentent I'image des solutions faiblement efficaces dans ’espace
des objectifs Yyw, (voir, Figure 2.3).

zZ,

7

FIGURE 2.4 — La frontiére de Pareto Yy

Les sept points représentent la frontiére de Pareto. Il existe trois points qui sont
faiblement non-dominés mais ils ne sont pas des points non-dominés, (voir, Figure 2.4).

Remarque 2.3 Une solution faiblement efficace est dominée par une solution efficace.

2.2.2 Optimalité lexicograghique

On introduit dans cette section, une autre définition d’optimalité, il s’agit d’" Optimalité
lexicographique", cette notion est utilisée lorsqu’il existe un classement d’importance
entre les objectifs marquant une préférence absolue, la qualité de la solution suit un
ordre total appelé ordre lexicographique. Par exemple pour p = 2, on commence par
optimiser le premier objectif Z; sans tenir compte du deuxiéme objectif Zs, s’il existe
plusieurs solutions optimales, on optimise le deuxiéme objectif tout en gardant la valeur
optimale obtenue pour le premier objectif.

Définition 2.10 Ordre lexicographique
Soient Z', Z? € RP | et si Z' # 72, soit k* = min{k, Z} # Z}}.
1. Ordre lexicographique : Z! =, Z% si Z}. > Z2. ou Z' = Z2.
2. Ordre lexicographique stricte : Z' ==, Z°, si Z}. > Z3..
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Le probléme d’optimisation lexicographique peut étre écrit comme suit :

lexmax,ex(Z1(x), Zo(2), ..., Z,(x)). (2.5)

Définition 2.11 Solution lexicographiquement optimale

Une solution réalisable z* € X est appelée une solution lexicographiquement
optimale, s’il n’existe pas une autre solution réalisable x € X tel que Z(x) >,
Z(x").

En plus, on peut dire que £* € X est une solution lexicographiquement optimale si
Z(x*) Zpex Z(x), Yz € X.

Toutes les solutions lexicographiquement optimales sont obtenues par I'algorithme 4 :

Algorithme 4: Les solutions lexicographiquement optimales

Input :

| Parameétres : X 'ensemble de solutions réalisable et Z,, Zs, ..., Z, les

fonctions objectifs du probléme multiobjectif (MOLP).

Output :

1 Parameétres : L’ensemble de solutions lexicographiquement optimales.
1 Initialisation
2 X1 =X
3 k:=1
4 while k£ <pdo
5 Résoudre le probléme monoobjectif max Z(x).

r€X)
6 if le probleme précédent admet une solution unique xj, then
7 Arréter, zj est I'unique solution optimale du probléme d’optimisation
lexicographique.
end
if £k = p then
10 Arréter, I’ensemble de solutions optimales du probléme d’optimisation
lexicographique est :
{r € X, : Z,(z) = max Z,(z)}
zeXy

11 end
12 X1 i ={re X, | Z,(z) = max Z(x)}.
13 end

Théoréme 2.1 [26, p. 129]

Soit x* € X tel que Z(2*) iex Z(x), Vo € X alors x* € Xp.

Il est également possible de définir une solution lexicographiquement optimale pour un
autre classement des objectifs différent du classement (Z;(x), Zo(x), ..., Z,(x)).

Définition 2.12 Solution lexicographiquement optimale globale

On appelle une solution lexicographiquement optimale pour au moins un classe-
ment des fonctions objectifs une solution lexicographiquement optimale globale définie
comme suit :
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Une solution réalisable x* € X est appelée une solution lexicographiquement et
globalement optimale s’il n’existe pas une autre solution réalisable x € X tel que
Z™(x) = Z™(x*), pour au moins une permutation 7 € {1,2,...,p}.

On présente dans la figure 2.5, les solutions lexicographiquement et globalement op-
timales dans l’espace des objectifs. Une de ces solutions représente une solution du
probléme lexmax,cx(Z1, Z3) et 'autre solution représente une solution du probléme
lexmax,ex (22, Z1) de 'exemple 2.1.

FIGURE 2.5 — Image des solutions lexicographiquement et globalement optimales

Par la suite nous utiliserons la notion des sous ensembles de R? comme suit :

e R ={zcR? | z >0}
e RY ={zxeRP | x>0}
e RV, ={zeRP | z>> 0}

2.2.3 Ensemble complet minimal et maximal des solutions effi-
caces

La définition de la frontiére de Pareto est relative a ’espace des objectifs. Une
solution appartient a la frontiére de Pareto si elle n’est dominée par aucune autre
solution réalisable. Lorsque deux solutions différentes ont exactement les mémes valeurs
dans l'espace des objectifs, il s’agit de solutions équivalentes. Lors de la résolution d'un
probléme, on peut trouver deux cas possibles de la cardinalité des solutions efficaces ;
si 'ensemble de solutions efficaces est trés grand il sera intéressant de ne garder que
les solutions dont les images dans ’ensemble des objectifs sont différentes, mais si
le probléeme admet peu de solutions efficaces, il sera intéressant de garder toutes les
solutions efficaces y compris dont les images sont identiques (cela dépend du choix de
décideur). Nous parlerons alors de recherche d’'un ensemble complet minimal, dans le
premier cas, et d'un ensemble complet maximal dans le deuxiéme cas. Nous exposerons
par la suite, leur définitions mathématiques.

Définition 2.13 Solutions équivalentes (Equivalent solutions) :
Deux solutions admissibles x, 2 € X sont dites équivalentes, si :
Z(x) = Z(z).
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Définition 2.14 Ensemble complet

e Un ensemble complet Xz est un ensemble de solutions efficaces tel que toute
solution réalisable = € X \ Xp est soit équivalente, soit dominée par une solution
T € Xg.

e [’ensemble complet minimal Xg,, est un ensemble complet sans solutions équi-
valentes.

e [’ensemble complet maximal X g, est un ensemble complet contenant toutes les
solutions équivalentes.

e Pour chaque point y € Yy, il existe au moins une solution z € Xpg tel que
Z(z) =v.

Remarque 2.4 e Tout ensemble complet contient un ensemble complet minimal.
e Trouver un ensemble complet minimal dans le cas multiobjectif est équivalent
dans le cas uniobjectif & trouver une seule solution optimale et non pas toutes
solutions optimales.
Il existe d’autres sens d’optimalité [67, 26].

2.2.4 Le point Idéal, Nadir, Anti-Idéal et point Utopique

Dans 'optimisation multiobjectif le concept de bornes n’est pas bien développé,
les meilleures bornes inférieures et supérieures parmi tous les points non-dominés sont
données par le point idéal, le point nadir et le point utopique définis respectivement
par :

e Point Idéal

Le point idéal Z est le point de R? de coordonnées :

Ty =7} = maggc(Zk(z)), Vk=1,..p.
re

e Point Nadir
Le point Nadir n de RP de coordonnées :

e = 2 = min (Zy(z)), Yk=1,..p.
zeXp
e Point Utopique
D’un point idéal, on peut se référé au point utopique noté ZY défini de la maniére
suivante :

2V =7+ €U,

ol £ > 0 est un petit nombre positif et U = (1,1,...,1) € RP est le vecteur
unitaire ; & noter que ce point n’est pas réalisable.

e Point anti-idéal
Le point anti-idéal Z est le point de R? de coordonnées :

Z, = ZHM =min(Zy(x)), Vk=1,..,p

zeX
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La figure 2.6 représente de différents points particuliers dans le cas d’un probléme
d’optimisation bicritére :
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FIGURE 2.6 — Points particuliers

Quelques remarques sur ces derniers points particuliers

Avec deux objectifs, le point Nadir est obtenu en déterminant deux solutions
X1 et X? lexicographiquement optimales par rapport a la permutation (1,2) et
a (2,1) respectivement, ZV = (Z;(X?), Zy(X1')). Cette égalité est due a I'ordre
naturel des points non-dominés dans le cas biobjectif. Cependant, avec plus de
deux objectifs, la détermination du point nadir n’est plus aisée [26].

Le point idéal ne correspond pas & une solution réalisable car si c¢’était le cas, cela
signifie que les objectifs ne sont pas conflictuels et qu’une solution optimisant un
objectif, optimise simultanément tous les autres objectifs, dans ce cas on peut
ramener le probléme multiobjectif & un probléme ayant une seule solution Pareto
optimale.

Les points Z! et ZV sont au plus prés possible de I’ensemble des points non-
dominés. Aucun de ces points n’est réalisable, sauf si tous les objectifs ont une
solution optimale commune.

On note que Z! # ZV si les objectifs sont considérés conflictuels.

Définition 2.15 Matrice des gains
D’abord, on résolve p problémes uniobjectifs m%zc(Zk(x)) Soit #* une solution op-
Te

timale du critére Zi(x) , Vk =1,2,...,p, alors Z;(i*) = mag(Zk(a:))
xE

La matrice carrée de dimension p suivante :

Zy o T oo Ty
Z oo Zyoooo iy
Zn A/

est dite matrice des gains. La diagonale principale de la matrice des gains est formée
des coordonnées du point idéal Z] = Z,.(2%), Vk = {1,2,...,p}.
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L’approximation du point nadir est obtenue comme suit :

L’algorithme 5, détermine le point nadir et le point idéal :

Algorithme 5: Point Nadir et point idéal (p = 2)
Input :
| Paramétres : X I'ensemble de solutions réalisables et Z = (21, Zs, ..., Z,) est la
fonction objectif du probléme multiobjectif .
Output :
1 Paramétres : Le point nadir Z& = (ZN, Z) et le point idéal Z! = (Z{,Z1) .
1 Résoudre les deux problémes uniobjectif max Z;(z) et max Zs(z). On note les
valeurs optimales Z{ et Z1.
2 Résoudre le probléme uniobjectif max Z;(x) avec une contrainte additionnel
3 Résoudre le probléme uni objectif max Z;(z) avec une contrainte additionnel
4 On note par la valeur optimale ZY et ZV respectivement.

Il est facile de voir a partir de la définition du point nadir que ’algorithme 5 calcule
ZN . Les solutions trouvées dans I’étape 1 de cet algorithme ne sont pas nécessairement
efficaces (mais sont faiblement efficaces), mais les solutions optimales des problémes
avec contrainte dans l’étape 2 et 3 sont efficaces. Par conséquent, le point nadir peut
étre facilement obtenu en générant les deux solutions lexicographiquement optimales.
Malheureusement, cette approche ne peut pas étre généralisée a plus de deux objectifs
(b > 2) [26].

2.3 Méthodes de résolution

Dans de nombreux problémes réels, la prise en considération de deux ou plusieurs
objectifs (critéres) conflictuels est obligatoire, ces objectifs expriment de différentes uni-
tés. En réalité les problémes multicritéres sont mal posés, contrairement aux problémes
unicritéres, il n’existe pas en général un unique vecteur de valeur qui soit meilleur que
tous les autres. Le plus souvent, résoudre un probléme multiobjectif (MO) consiste
a trouver ’ensemble des solutions optimales au sens de Pareto, c’est-a-dire les solu-
tions telles qu’il n’existe pas de solution au moins aussi bonne sur tous les critéres et
meilleure sur au moins un critére. D’oul vient la notion de la solution optimale au sens
de Pareto définie auparavant (Définition 2.3).

Les méthodes de résolution des problémes multiobjectifs sont des méthodes d’aide a la
décision car le choix final sera laissé au décideur. Il existe trois types d’approches pour
résoudre un probléme multiobjectif (MO) :

2.3.1 Approches de résolution

Quand on parle d’une solution d’un probléme multiobjectif, il s’agit d’un ensemble
de solutions. Cependant, pour un probléme issu de la réalité, une seule solution pourra
étre retenue, un choix par un décideur doit donc étre effectué. Le décideur peut interve-
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nir en cours de la résolution du probléme multiobjectif, aprés ou de maniére interactive.
Dongc, il existe trois approches pour que le décideur intervient :

a. Préférence a priori : le décideur définit ses préférences entre les différents ob-
jectifs avant d’utiliser la méthode de résolution. C’est a dire ramener le probléme
multiobjectif a& un seul objectif au risque d’enlever toutes significations au pro-
bléme.

b. Préférence a posteriori : le décideur choisit la solution de son choix parmi un
ensemble de solutions fourni par la méthode de résolution. C’est a dire tenter
d’apporter des réponses au probléme tenant compte de tous les objectifs (calcul
de la matrice gain pour arriver a toutes les réponses)

c. Préférence progressive : le décideur affine son choix de compromis au fur et a
mesure du déroulement de la méthode d’optimisation.

Certaines méthodes peuvent ne pas étre classées dans une seule catégorie. En effet, la
méthode qui consiste a agréger les différents objectifs & I'aide de paramétres est une
méthode a préférence a priori; le décideur affecte les parameétres de maniére & favoriser
un objectif parmi les autres. Cependant, si les paramétres sont affectés aléatoirement
et si la méthode est itérée en changeant les paramétres a chaque exécution. Dans ce
cas il s’agit d’'une méthode a préférence a posteriori.

Donc pour sélectionner une solution efficace ¢a nécessite une certaine connaissance
de la structure de préférence du décideur, cette information est traduite en termes de
parametres.

Définition 2.16 Paramétres de Préférences

1) Un vecteur A = (Ay,...,Ap)  (les A, étant appelés coefficients d’importance des
p fonctions objectifs ou paramétres de préférence).

2) Des vecteurs de performances ayant des significations particuliéres, comme le
point de référence qui est défini par des niveaux d’aspiration (valeurs souhai-
tables) sur chaque critére et point de réservation qui est défini par des niveaux
de réservation (valeurs non souhaitables) sur chaque critére.

Nous présentons dans la section suivante quelques méthodes fondamentales exactes
développées de fagon a obtenir un ensemble de solutions efficaces dite solutions Pareto
optimales ou une partie du front Pareto. Les méthodes existantes sont classées selon la
facon dont le décideur articule ses préférences.

2.3.2 Catégories de méthodes fondamentales

Dans la programmation mathématique multiobjectif, on distingue trois principales
méthodes :

e Les méthodes a priori

Le décideur indique I'importance relative des fonctions objectifs, il connait a priori
le paramétre de chaque objectif avant de combiner les différentes fonctions ob-
jectifs en une seule fonction d’utilité suivant les préférences du décideur (Théorie
I'utilité multi-attribut), donnée par :
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a. Approches scalaires
Le principe d’une catégorie qui forme les approches dites scalaires est de revenir
a un probléme monoobjectif via un ensemble de paramétres.
Etant donné un ensemble de paramétre de préférence : A = {(\y, ..., \,) € RP},
les A\ sont des coefficients d’importances des fonctions objectifs.
On définit une fonction croissante des objectifs et agrégeons les valeurs des
objectifs pour chaque solution :

s(Z,A):RPx A >R

ot (A C RP) est I'ensemble des parameétres. Les fonctions d’agrégation les plus
employées sont :

Utilisation de la fonction d’utilité

L’ensemble des méthodes de la théorie de I'utilité multicritére repose sur I’axiome
suivant :

Tout décideur essaye d’optimiser une fonction d’utilité

S1(Z,\) =Ux(Zy) k=1,p, (p fonctions objectifs)

Les modeles les plus utilisés sont le modeéle additif et le modéle multificatif. Uy
représente une fonction de mise & I’échelle du k°™¢ objectif.

Critique :

Dans la plupart des cas, le décideur ne peut pas exprimer clairement sa fonc-
tion d’utilité, soit par manque d’expérience, soit par manque d’information,
I'utilisation de ces modéles impose que les objectifs soient compatibles.

Il est donc trés difficile d’utiliser ces techniques lorsque ’ensemble des objectifs
est composé a la fois d’objectifs qualificatifs et quantitatifs.

Caractérisation a ’aide des parameétres :

La somme pondérée : Cette méthode est largement utilisée en optimisation
linéaire multiobjectif, elle consiste a additionner tous les objectifs en affectant
a chacun un coefficient de parametres. Ce coefficient représente I'importance
relative que le décideur attribut a l'objectif, donc le probléme d’optimisation
multiobjectif (MOLP) peut se ramener & un probléme de programmation pa-
ramétrique monoobjectif de la forme :

p
A eA, A:{)\ Y =1 >0, k:m}

La fonction scalarisante E M Zi(x) permet de caractériser entiérement ou

k=1
partiellement ’ensemble de solutions efficaces.

Critique :

Cette procédure est efficace et trés simple & mettre en oeuvre mais se heurte
a quelques problémes, tels que le choix des paramétres des objectifs et de la
compensation entre les différents objectifs.
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Choix des paramétres des objectifs

Une solution a ce probléme est d’utiliser une combinaison linéaire des objectifs
et de faire varier les parameétres de facon & constater I'influence de tel ou tel
objectif sur le résultat.

La compensation entre les différents objectifs

Une valeur de base d’un objectif peut étre composée par les valeurs des autres
objectifs, cela peut conduire le décideur a faire le mauvais choix.

p
Ss(Z,0) =Y M| Zk — Zi]
k=1

Zy est la k®™ composante du point idéal et S3(Z, \) mesure la déviation qui
sépare I’évaluation des propositions, qui sont généralement sur des points effi-
caces ou faiblement efficaces, du point d’aspiration ; cette déviation peut étre
mesurée par d’autres normes :

e Norme L, pondérée :

1/q

p
Si(Z,\) = [Z Ak ‘Zk —7k|q , q €.
=1

e Norme L, de tchebychev pondérée :

S5(Z, )\) — Imax {)\k |Zk —Ek‘} .

1<k<p

e Norme composée ( Tchebychev pondérée augmentée )

p
SG(Z,/\): max {Ak‘Zk_7k|}+pZ)\k‘Zk_7k|7 p>0

1<k<
=r=p k=1

Caractérisation a ’aide de points cibles
eNiveau d’aspiration

1/q
. q€TL, Zy€Z(X),

q

p
SH(Z,\) = [Z A (Zk — 7
k=1

Z, est un point cible qu’on souhaite étre trés prés.
e Niveau de réservation
1/q

Ss(Z,\) =

p
> Nl Zi = Z0)
k=1

et des contraintes sur les critéres Z;, > Z;.
Z;, représente un plus petit seuil.

Méthode de la programmation par but "Goal programming"

Dans cette méthode le décideur doit affecter des cibles (niveaux d’aspiration)
ou des buts qu’ils souhaitent réaliser pour chacun des objectifs, ces valeurs
sont incorporées au probléme en tant que contraintes additionnelles, la fonction
objectif essayera de réduire au minimum les déviations absolues des cibles aux
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objectifs. La forme la plus simple de cette méthode peut étre formulé comme
suit :

P

olt Z; représente la cible fixé par le décideur pour le k¢ critére. Le critére
doit réduire au minimum la somme des valeurs absolues de la différence entre
les valeurs a atteindre et les valeurs réellement réalisées. Il est possible d’utili-
ser cette technique de maniére interactive en modifiant a chaque itération les
niveaux d’aspiration.

Une formulation plus générale de la programmation but est de remplacer la
fonction objectif ci-dessus par la p°™¢ puissance de la déviation |Z; — Z;|. Une
telle formulation est appelée la programmation par but généralisée. Différentes
applications de cette technique ont été proposée dans Ignizio (1983).
Critique :

Nous pouvons reprendre la critique faite pour la somme pondérée, la méthode
est facile & mettre en oeuvre mais la définition des paramétres et des buts a
atteindre est une question délicate qui détermine D'efficacité de la méthode.
Cette méthode a I'avantage de fournir un résultat méme si un mauvais choix
initial a conduit le décideur & donner un ou plusieurs buts non réalisables.
Méthode e-contrainte

Cette méthode est basée sur la maximisation d’un objectif Z; en considérant
que toutes les autres objectifs Z; avec k # [ doivent étre supérieur a une valeur

| Ple) d wex 4(e) (2.6)
Z(z) > e, Vk#L '

Le décideur peut ensuite réitérer ce processus sur un objectif différent jusqu’a
ce qu’il trouve une solution satisfaisante.
Critique :
La connaissance a priori des intervalles appropriés pour les valeurs de €, est
exigée pour tous les objectifs.
Il existe d’autres méthodes, la méthode de Vincke, Vanderpooten, mini-max,
méthode de Zionts et Wallenius et d’autres [16].

b. Approches non-scalaires
Une autre catégorie forme les approches dites non-scalaires, ces méthodes ont
des mécanismes spécifiques pour chaque objectif et considérent les objectifs
individuellement. Une méthode fait partie de cette catégorie couramment uti-
lisée, il s’agit de la méthode lexicographique. Cette méthode est proposée par
Fourman [37].
Méthode lexicographique
Dans cette méthode les critéres sont rangés par ordre d’importance par le
concepteur, la solution optimale est alors obtenue en optimisant les fonctions
objectifs commencant par les plus importantes et le processus continu ainsi
selon 'ordre d’importance affecté aux objectifs.
On suppose que les indices des fonctions objectifs indiquent non seulement le
nombre de critéres mais également la priorité de ’objectif, donc ils représentent
les plus et les moins importants critéres respectivement.
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La méthode lexicographique peut s’exprimer de la maniére suivante : supposons
que les fonctions objectifs Z; avec k = 1,. .., p classées de telle sorte que si k < [
alors Z est prioritaire sur Z;.

Le premier probléme & résoudre peut étre formulé par :

(L) {jﬁ;x Al o

On obtient alors x} la meilleure solution trouvée pour le probléme (LP;) cité
par l'equation (2.7), associée a la valeur Z; = Z;(x7). Cette derniére devient
alors une contrainte du probléme associé¢ & (LP,) suivant :

max Zo(x)
(LP)§ Z1(x) = Z7 (2.8)
t.q. reX

La meilleure solution trouvée pour le probléme (LP;) est x5, associée a la valeur
73 = Zy(xh), cette derniére est ajoutée comme contrainte supplémentaire pour
la résolution du probléme (LP3).

Les critéres sont rangés en ordre de préférence puis optimiser I'un aprés I'autre
dans cette ordre.

A Titération k on résout le probléme :

'maXZk(x) 1<k<p
Zo(x) = 23
.2( ) =2 (2.9)
Zy1(x) = Zg 4

reX

La solution finale dépend de l'ordre de préférence. L’algorithme 4 dans ce
chapitre, fournit les étapes en détail de la méthode lexicographique.

Une méthode alternative pour générer les solutions lexicographiquement opti-
males, dans le cas d'un probléeme d’affectation biobjectifs (p = 2), se trouve
dans article [82]. Cette méthode particuliére, contrairement a ’algorithme 4
connu de la méthode lexicographique classique de ce chapitre, est basée sur
un probléme paramétrique, a ’avantage de ne pas modifier la structure du
probléme.

e Les méthodes a posteriori

Le décideur prend sa décision dans un ensemble de solutions, calculé par un sol-
veur multiobjectif. Dans ce cas, la qualité de la décision dépend du choix de la
méthode de résolution, car celle-ci va devoir donner un ensemble de résultats le
plus représentatif de l'espace des objectifs efficaces. L’inconvénient de ces mé-
thodes est que le nombre de solutions efficaces généré peut étre tellement grand
de sorte que I'on doit avoir recours a une procédure d’agrégation pour dégager la
ol les meilleures solutions se trouvent.
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En général, ces approches comportent trois étapes :
e Recherche d’une solution initiale réalisable.

e Recherche d’une solution initiale efficace.

e Recherche des solutions efficaces.

e Les méthodes interactives

Le déroulement de la plupart des méthodes interactives se résume par une alter-
nance d’étapes de dialogue et de calcul.

Critique :

Dans une méthode interactive, c’est de la dynamique de 'interaction issue ’aide
de la décision. Ces modéles exigent donc une connaissance approfondie de la part
du décideur des outils utilisés. Ce n’est malheureusement pas souvent le cas. Leur
domaine d’application se résume a des situations ot le nombre d’actions est trés
élevé.

2.3.3 Quelques résultats de base

Considérons le probléeme (MOLP) définit par I'equation (2.4).

Les théorémes suivants résument les résultats obtenus par Geoffrion (1968) pour
le probléme paramétrique P()) donné par I'equation (2.10). Ces résultats ménent a
classifier les solutions efficaces en deux catégories, cette classification sera présentée
dans la section suivante.

Théoréme 2.2 Somme Pondérée [}1] On peut écrire le probléme paramétrique d’un
probleme multiobjectif comme suit :

PO max (kz:; /\ka(x)) , AeRY (2.10)

tqg.xe X

Si x* est une solution optimale du probleme P(\), alors on a les résultats suivants :
1. St X € RY alors, x* est une solution faiblement efficace supportée Xwsp.
2. Si A e R, alors, z* est une solution efficace supportée Xgp.
3. Si A€ R et siz* est lunique solution optimale de P(\) alors, x* est une solu-
tion efficace supportée.

Théoréme 2.3 [41]
Soient X et Z tel que Z(X) =Y convexe (dans ce cas Xgp = Xgg),
1. St z* € Xywgg, alors il existe A € RY tel que x* est une solution optimale pour
le probleme P()).
2. Six* € Xgp, alors il existe A € RY,_ tel que x* est une solution optimale pour
le probleme P()).

Théoréme 2.4 Soland (1979)
Un point x € X est une solution efficace pour le probleme (MOLP) si et seulement
si x est une solution optimale du probléme P(e) défini par I’équation (2.6).
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2.3.4 Classification des solutions efficaces

Il existe une importante classification des solutions efficaces : les solutions efficaces
supportées et les solutions efficaces non-supportées (supported efficient solutions and
non-supported efficient solutions). On peut caractériser ces solutions comme suit [26,
67| :

e Les solutions efficaces supportées : notées Xgg, elles peuvent étre obtenues par
résolution du probléme d’optimisation combinatoire unicritére paramétrique ob-
tenu par agrégation linéaire de différents objectifs P()), donnés par 'equation
(2.10).

Les images des solutions efficaces supportées dans ’espace des objectifs sont si-
tuées sur la frontiére de '’enveloppe convexe de Y, notée conv(Y).

e Les solutions efficaces non-supportées : notées Xyg = Xp \ Xsg, cette partie
de solutions efficaces ne peut pas étre obtenue par résolution du probléme uni-
objectif paramétrique. Les images des solutions non-supportées ne sont pas situées
sur la frontiére de I'enveloppe convexe.

La figure 2.7 représente les différents types de solutions trouvées dans ’espace des

objectifs pour le cas d’un exemple du probléme dont les objectifs sont & maximiser et
le nombre d’objectifs est p = 2.

2 A

\ A Point supporté
D .

-+ Pointnon supporté

| ] .
-------------- Ty o Point dominé

— Fermeture convexe
du Front Pareto

L.
-
1

z

FI1GURE 2.7 — Différents types de solutions efficaces

En plus, on peut distinguer deux catégories de solutions supportées, les solutions
supportées extrémes Xgg et les solutions supportées non extrémes Xgps = Xgp\ Xsp1-
a. Les solutions supportées extrémes (Extreme supported efficient solutions) : leurs
images se situent sur un des sommets de conv(Y').
b. Les solutions supportées non extrémes (Non extreme supported efficient solu-
tions) : leurs images se situent sur les facettes de conv(Y').
On présente un exemple numérique pour extraire la notion des solutions supportées et
non-supportées, cet exemple est introduit par Bowman [16]).

Exemple 2.2 Soit :

max Z1 = 6$1 -+ 3]]2 + x3

max Zs = 1 + 319 + 623
T1+xo+ax3 <1
T1,%2,T3 € {07 1}

(PBow) (2.11)
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Il est clair d’aprés le théoréme de Geoffrion que les solutions optimales du probléme
(PB2v(\)) donné par I'équation (2.12) :

max /Z = )\(61’1 + 3513'2 + 373) + (1 — )\)(%1 + 3372 + 61’3)
PBow(/\) tq x|+ xo + Z3 S 1 (212)
r1, xo, wx3€{0,1} avec 0< <1

sont des solutions efficaces supportées.

L’ensemble des solutions admissibles du probléme est composé de trois solutions
X; = (1,0,0), X5 = (0,1,0), et X3 = (0,0,1). Alors Xp = {X1, Xo, X3} et Yy =
{Z<X1)7 Z<X2)7 Z<X3)} = {(67 1)7 (37 3)7 (17 6)}

La table 2.1 ci-dessous résume toutes les solutions efficaces et les valeurs correspon-
dantes des objectifs.

Z | Z1| Zsy
X106 |1
Xo| 3] 3
X3 1] 6

TABLE 2.1 — Solutions non-dominées Z(Xg) = Yn

Les solutions X; et X3 sont des solutions efficaces supportées, obtenues du probléme
(PB°v())), mais la solution X5, qui est aussi efficace n’est pas une solution optimale
du probléme (PB°¥()\)). Si on représente les points non-dominés, voir (Figure 2.8),
on remarque que (3,3) est un point non-supporté tandis que les points (1,6) et (6, 1)
sont des points supportés. Cependant, le seul point non-dominé établi par un meilleur
compromis entre les objectifs est non-supporté.

2 M Solution non dominée générie par (F)

¢ Solution non dominde non générée
T par (Fy)

FIGURE 2.8 — Représentation des points non-dominés du probléme (P5ov).

Alors, parmi les solutions efficaces, nous pouvons en distinguer deux types de solu-
tions 96] :
e Les solutions efficaces supportées Xgp : celles qui sont situées sur l'envelope
convexe de ’ensemble de solutions. Ces solutions efficaces X; et X3 ont été ob-
tenues en résolvant le probléme paramétrique PPoV(\).
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e Les solutions efficaces non supportées Xygp : ces derniéres ne peuvent pas étre
obtenues par résolution du probléme paramétrique. La seule solution trouvée est
Xs.
Le choix final d'une solution efficace est effectué par un décideur qui décide d’obtenir un
compromis reflétant ses demandes, pourrait ne pas étre satisfait du seul choix apporté
par I’ensemble des solutions supportées. En effet, ces derniers peuvent ne représenter
qu'une faible partie de solutions efficaces [98]. En conclusion, la difficulté rencontrée
dans la résolution des problémes (MOILP) est la détermination de I’ensemble des solu-
tions non supportées X ygg qui ne sont pas solutions du probléme paramétrique pour
aucun paramétre \.

2.4 Problémes d’optimisation multiobjectifs en nombres
entiers

Dans de nombreuses situations réelles modélisables par la programmation mathé-
matique, les variables qui doivent apparaitre dans la modélisation sont supposées a
étre partiellement ou totalement en nombres entiers. On parle alors de programmation
en nombres entiers (ILP : Integer Linear Programming). Les problémes o toutes les
variables doivent étre entiéres sont appelés "problémes totalement en nombres entiers",
ceux dont une partie seulement des variables doivent étre entiéres sont dits "problémes
mixtes". Lorsqu’on impose aux variables de décision du (MOLP) d’étre entiéres, nous
aurons le probléme (MOILP) définit par I’équation (2.3), dont la structure est complé-
tement différente de celle du (MOLP), cette différence est due au fait que 'ensemble X
est convexe par contre ’ensemble D n’est pas convexe, et donc le principe de Geoffrion
qui permet de caractériser I’ensemble de solutions efficaces par les solutions optimales
du probléme paramétrique n’est plus valable, tel qu’il représente qu’une partie des solu-
tions efficaces appelée solutions supportées "supported solutions". Sur cette base 1'idée
d’efficacité peut étre élargie en répartissant I’ensemble des solutions efficaces en deux
sous-ensembles. L’ensemble de solutions optimales du P(\) ot X est remplacé par D,
on le note par Xgg '’ensemble des solutions efficaces supportées du probléme MOILP
et Xnysg 'ensemble des solutions efficaces non-supportées.

Dans la section suivante, nous présenterons quelques méthodes de résolution pour
les problémes d’optimisation multiobjectifs en nombre entiers.

2.4.1 Méthodes de résolution

Le développement des méthodes pour la programmation linéaire multiobjectif &
variables continues (MOLP) a été entamé sur les problémes multiobjectifs a variables
entiéres (MOILP). Cependant, la prise en compte des variables entiéres dans le contexte
multiobjectif améne des difficultés particuliéres, les tentatives de combinaison simple
d’une méthode de résolution de MOLP avec une méthode classique pour la résolution
des problémes & variables entiéres (ILP) ne donne pas en général les résultats voulus.
Pour surmonter ces difficultés et obtenir des algorithmes performants, un développe-
ment des méthodes spécifiques pour résoudre les problémes de types (MOILP) est exigé.
Il existe un grand nombre de méthodes de résolution dédié spécialement aux problémes
d’optimisation en nombres entiers, nous présenterons quelques unes :
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Meéthode de Klein et Hannan (1982)
Cette méthode consiste & résoudre progressivement une séquence de programmes li-
néaires en nombres entiers, avec des contraintes ajoutées a chaque itération.
La méthode génére des solutions efficaces de fagon que 1'utilisateur ne soit pas obligé de
déterminer entierement 1’ensemble des solutions efficaces s’il ne s’intéresse qu’a quelques
unes. L’algorithme de la méthode est décrit dans [17].

Méthode de Villareal-Karwan
Cette méthode est une extension des techniques de résolution du probléme de sac a
dos a I’aide de la programmation dynamique.
Dans le probléme (MOILP), les coefficients des matrices C et A sont supposés entiers
positifs et N; (j =1,2,...,n) est un entier positif considéré comme borne supérieure
de la variable x;.

2
En posant Y = Z a’ z; ou a’(m, 1) est la §éme colonne de la matrice A, introduisons
j=1
le probléme suivant :
A la 7™ itération :

r i

T

max Y, C7x;
i=1

ta (2.13)

i
)
' lajxj SY

J
OSZE]‘SN]‘, jzl,,l

\

o 0 <Y?i<bet Xp(P(Y")) est Pensemble de solutions efficaces correspondant.
Ce probléme peut étre résolu en considérant la programmation dynamique multiobjectif
a l'itération 1.

HZ(YZ) = “max” (Cil’i @ HZ-_1<Yi_1))

a; <Y'-Yi! (2.14)

¢ est le ™ vecteur de la matrice C' et H;_;(Y*"!) correspond a I'ensemble de solutions
de I'étape i — 1, avec un second membre de contraintes Y*~! et @ indique que la somme
s'effectue sur tous les éléments de H; ;(Y*™!).

Ces équations récursives sont appliquées pour chaque vecteur second membre Y7,
0 < Y? < b et pour chaque i itération du probléme.
Dans 'étape finale n, Xg(P) = Xg(P,(b)).

Méthode de Chalmet et al.
Cette méthode a été proposée par Chalmet et al. pour résoudre un probléme biobjectif
en variables discrétes.
Le probléme monocritére max {\Z1(x) + (1 — X\)Za(x)} est résolu afin de générer 'en-

semble des solutions supportées Xgp du probléme (MOILP), puis ’ensemble des solu-
tions non-supportées qui sont déterminées comme suit :

Soient Z!' = (Z{,7}) et Z* = (Z}, Z2) deux points non-dominés, adjacents parmi les
points déja obtenus.

On cherche s’il y a une solution non-dominée entre ces points en résolvant le probléme
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suivant :
max Az (z) + (1 — \) Zy(z)
tq  Zi(x)> 2]
(P) Zo(w) = 73 (2.15)
reD
Ael0,1].

Soit Z! la solution efficace s’il y a des solutions & ce probléme.
La méme procédure est appliquée ensuite avec les paires (Z1, Z%) et (Z!, Z?). S’il n’existe
pas de solution pour le probléme (P’) alors Z! et Z? sont deux solutions non-dominées
adjacentes. La méthode prend fin lorsque toutes les paires ont été examinées.
Méthode de Gonzales, Reeves et Franz : Cette méthode est interactive, elle
comporte deux phases :
— Un sous-ensemble E de solutions efficaces (supported solutions) est d’abord dé-
terminée (ensembles de solutions préférées par le décideur).
— Les solutions non supportées sont ensuite présentées I'une aprés 'autre au déci-
deur, si z*(est 'une d’elles) est préférable & une solution = de E| x est rejetée de
E et elle est remplacée par z* (I'algorithme de la méthode est décrit dans [17]).
Méthode de Alves et Climaco
Cette méthode est interactive, elle combine 1'utilisation de la distance de Tchebychev
avec la technique des coupes de Gomory (1963), a chaque itération, ’algorithme proposé
fournit la solution non-dominée la plus proche du point de référence fixé par le décideur.
L’analyse des informations données par le décideur, a chaque étape de dialogue, permet
d’ajuster le point de référence de l'itération suivante [17].
Méthode MOMIX de Teghem et Kunch (1986)
C’est une version interactive de la méthode Branch & Bound. Elle comporte deux
phases :
La phase 1
C’est une phase d’initialisation, il s’agit de déterminer le premier point efficace 2° en
minimisant la norme de Tchebychev. Le probléme suivant est résolu pour m = 0.

min o
(Pn) | t.q. Bok(Mpy — ) <6 k=1,2,...,p (2.16)
€ X,
ot Xo = X ; M,, ;. la valeur optimale de la k"¢ fonction objectif sur X,, et B,x =
Oy k N eme . . . _ Mm,k*nm,k 1 .
ST o le paramétre de la k"¢ fonction objectif par exemple v, = T R TN 3

Ot Ny est la k™ composante du point nadir sur X,,.

La phase 2

La méthode Branch & Bound interactive est utilisée en deux étapes :

Premiére étape (Procédure descendante "depth first") :

Soit la m®™¢ itération.

e Soit 2! le m®™¢ compromis et Z, = C*z™ ! la valeur correspondante pour la
i®™¢ fonction objectif.

e Le DM indique le critére 4,,(1) € {1,2,...,p} & améliorer en priorité.
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e Un nouveau compromis est obtenu en résolvant le probléme (P,,) avec
X=X N {x]Zlm(l)(x) > sz(1),(m_1)} de fagon que le critére [, (1) est amé-
lioré.

Test d’arrét
Des tests d’arréts ont été définis, on cite quelques uns :

a) Xy, = ¢.

b) Mjm — mim < € pour toutes les valeurs k (¢ > 0, fixé).

c) 7, le vecteur des meilleurs valeurs des fonctions ob jectifs fournies par le meilleur
compromis trouvé est préféré au vecteur idéal M,,.

d) Un nombre Q d’itérations a été effectué.

Si aucune amélioration n’a été apporté a Z aprés un nombre () d’itérations fixé par le
décideur, la premiére étape de la procédure s’arréte.

Deuxiéme étape (Procédure remontante " backtracking") :
La région d’admissibilité négligée a chaque itération de la procédure descendante est
scannée pour un éventuel meilleur compromis que Z dans cette région. Les différentes
opérations sont :
- Le noeud correspondant au compromis ™! est séparé en p branches.
- Soit L, (k); k=1,2,...,p lordre de priorité dans lequel le décideur veut voir amé-
liorer les p critéres par rapport a ce compromis ;
- Les p sous noeuds sont obtenus par adjonction respective des contraintes suivantes :

1) Zim(1) > Z77H(1).

lm

2) Zn(2) > G (2), Zin(1) > Z (L),

P) Zim(p) > Zpi H(0)s Zim(K) > Z H(K). k=1,2,...p.
L’ensemble de solutions admissibles est divisé et a chaque sous noeud on résout le
probléeme (P,,).
Les mémes tests d’arréts sont utilisables.

Il reste a citer la méthode de Ralph Stuer et Choo, la méthode de Macott et Soland,
I'algorithme de Moulai et celui de Chaabane et d’autres [16, 17].

2.5 Conclusion

Nous avons rapporté dans la premiére partie de ce chapitre les principales défi-
nitions nécessaires a la présentation des problémes d’optimisation multiobjectifs en
nombre continus (MOLP), et quelques méthodes de résolution développées a ces pro-
blémes. Entre autre, nous avons mis en évidence les difficultés inhérentes aux pro-
blemes (MOILP) a travers quelques résultats de base donnés par le théoréme de Géof-
frion (1968). D’autres méthodes de résolution ont été présentées pour la catégorie des
problémes d’optimisation multiobjectifs en nombres entiers. Cependant, il existe un
nombre important de problémes en nombres entiers qui ne peuvent se formuler que
comme problémes a variables binaires. Le chapitre suivant est dédié aux problémes
d’optimisation combinatoire multiobjectifs (MOCO), nos travaux se situent dans ce
dernier domaine.
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Chapitre

Probléemes d’Optimisation Combinatoire

Multiobjectifs (MOCO)

3.1 Introduction

Un nombre considérable de problémes en nombres entiers est formulé comme pro-
blémes a variables qui ne peuvent prendre que deux valeurs 0 ou 1, il s’agit des pro-
blémes d’optimisation combinatoire multiobjectifs (MOCO : Multi-Objective Combi-
natorial Optimisation). L’optimisation combinatoire occupe une place trés importante
en recherche opérationnelle et en mathématiques discrétes. Son importance se justifie
d’une part par la grande difficulté des problémes associés et d’autre part par le nombre
important d’applications réelles pouvant étre modélisées sous sa forme : tel que le pro-
bléeme d’affectation "Assignement Problem", le probléme de voyageur de commerce
"Traveling Salesman Problem", le probléme de couverture d’ensemble "Set Covering",
le probléme de transport, le probléme de location, le probléme du plus court chemin,
le probléme de sac & dos "Knapsack Problem",..., etc. Bien que les problémes d’opti-
misation combinatoire sont souvent faciles a définir, ils sont généralement difficiles a
résoudre. En effet, la plupart de ces problémes appartiennent a la classe des problémes
NP-difficiles. Dans ce chapitre, nous exposerons la formulation des problémes (MOCO)
ainsi que les différents types de problémes d’optimisation multicritéres (MOCO) et nous
terminerons par quelques méthodes de résolution concernant ce type de problémes.

3.2 Quelques applications classiques des problémes
(MOCO)

Les problémes d’optimisation combinatoire multiobjectifs (MOCQO) sont au centre
d’un grand intérét dans la littérature depuis plusieurs années. Le probléeme MOCO
peut s’écrire comme suit :

“max”Z, = CFzr k=1,p
(MOCO){ t.q. z €D (3.1)
D c {0,1}"

La structure combinatoire est associé a différents problémes dans la littérature. Certains
exemples seront envisagés et définis dans la section suivante, parmi les nombreux types
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de problemes MOCO existants |28, 29].

3.2.1 Probléme d’affectation multicritére

Le probléme d’affectation est un probléme qui tient une place centrale dans le
domaine de 'optimisation combinatoire, par le fait qu’il possede de nombreux liens
avec d’autres problémes. Il est un cas particulier du probléme de transport, aussi il
se présente comme une relaxation d’un probléme plus complexe, il s’agit du probléeme
de voyageur de commerce [93]. Le probléme d’affectation "Assignment problem"(AP)
est un probléme spécifique des problémes linéaires en variables binaires. Il consiste
a affecter n personnes (ressources, équipements, localisations,...) & n taches (travaux,
activités, services,...). A titre d’exemple, affecter des ouvriers a des travaux, des pro-
fesseurs a des classes, des équipages a des vols aériens, ou encore, les différents services
d’un hopital aux différents emplacements disponibles,...,etc.

Désignons par i = 1,...,n : les personnes et par 7 = 1,...,n : les taches. Notons cfj
le coefficient du kéme critere. Ces valeurs peuvent étre un coiit associé a ’affectation
d’une personne 7 a une tache j, une durée d’affectation, un indice de préférence exprime
par une personne %, ou un facteur de fiabilité.

Introduisons les variables binaires :

(3.2)

- 1 sila personne i est affecté a la tache j,
Y1 0 sinon.

Les contraintes du probléme d’affectation s’écrivent de la fagon suivante :
e La contrainte donnée par 'equation (3.3) veut dire que la personne i doit étre
affectée a une et une seule tache.

j=1

e La contrainte donnée par 1’equation (3.4) veut dire que la tache j ne peut étre
affectée qu’a une et une seule personne.

ay=1, j=1....n (3.4)
=1

Le probleme d’affectation multiobjectif peut s’écrire comme suit :

n n
[7ESNT k
min” 7, = g g civi, k=1,...,p

i=1 j=1

’

=1, =1,
(MOAP) ;x” C T et (3.5)

ixijzl, jzl,...,n,
i=1

vy €4{0,1}, ij=1,...,n

\
Dans le cas uniobjectif, le probléme d’affectation est un probléme de complexité po-
lynomial (appartient a la classe P), et il est particuliérement un des plus simple de
I'optimisation combinatoire. Il posséde une matrice totalement unimodulaire (matrice
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dont tous les sous déterminants valent —1, 0 ou +1). Par contre dans le cas multiobjec-
tif, il est un des problémes NP-difficiles. Un tableau représente les résultats concernant
la complexité de quelques problémes classiques d’optimisation combinatoire dans leurs
versions multicritére et unicritére se trouve dans |67, Chapitre 2, p 30].

3.2.2 Probléme de transport multicritére

Le probléme de transport multicritére est une extension du probléme d’affectation
multicritére (93, 97|. Supposons qu’on transportent un produit & partir de r usines
(dépots) disposant de quantités qq, go, - - ., g- vers s destinations (ateliers, magasins,...)
ou des demandes dy, ds, . ..,ds doivent étre satisfaites. Le probléme n’aura de solution
que dans la mesure ou la quantité totale disponible permet de satisfaire la demande

T S
totale, c’est a dire Z qi = Z d;. On associe des valeurs cfj le cotit de transport, délai
i=1 i=1

de livraison, sécurité de livrjaison, quantité fournie au transport d’une unité de produit
de l'origine ¢ & la destination j. Il s’agit de déterminer comment approvisionner les
dépots a partir des ateliers de maniére a minimiser le coiit total et le délai de livraison
et d’autres objectifs de transport.

Soit x;; la quantité de biens transporté de ¢ vers j; le probléme de transport mul-
ticritéres peut se formuler comme suit :

T S
« ST} k _
min E E G, k=1,...,p

i=1 j=1

(

i=q, i=1,...
(MOTP) ;xz] qz; 7 ) 7T7 (36)

r
E ‘Tij:dj7 jzl,...,S,
i=1

x;; > 0,entier Vi, .

\

3.2.3 Probléme de voyageur de commerce multicritére

Le probléme du voyageur de commerce multicritére, noté (MOTSP) "Multi-Objective
Travelling Salesman Problem", fait partie de 'optimisation combinatoire. Ce probléme
était ’objet de plusieurs études spécifiques et complexes, donnant lieu & deux ouvrages
intéressants cités dans [93] faisant une synthése des progrés réalisés dans le cas uniob-
jectif. Il est simple & définir : Soit un voyageur de commerce qui doit réaliser une
tournée en visitant une et une seule fois n villes tout en minimisant les divers frais et
risques occasionnés par ces déplacements.

Considérons un graphe G(N, A) avec N = {1,2,...,n} 'ensemble de sommets et
A={(i,7);1,7 € N,i # j} 'ensemble d’arétes ; les n sommets représentent les villes et
les arrétes (i, j) représentent les routes entre deux villes. Si les cfj, k=1,...,psont
les diverses valeurs (distance ou coiit) associés au déplacement de la ville ¢ vers la ville
j. Le probléme revient & rechercher un cycle hamiltonien qui soit de colit minimum.
Soit x;; la variable qui vaut 1 si I'on effectue le trajet allant de ¢ vers j et 0 sinon. Le
probléme MOTSP peut se formuler :
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( n n

“min” ZZcfja:ij, k=1,...,p
i=1 j=1
ZIij = 1, Vj
(MoTsp)d 7 (3.7)
inj = 1, Vi.
j=1
) @;>1, VT CN, T=N\T
€T T
Tij S {O, 1}, VZ,j

\
Ce probléme trés simple est I'un des plus connus en recherche opérationnelle, correspond
a un probléme NP-difficile. La difficulté du probléme réside dans le fait qu’il ne peut
y avoir de sous-tours dans la permutation, vu son caractére cyclique. Contrairement
au probléme d’affectation uniobjectif qui est un probléme de complexité polynomial,
le probléme de voyageur de commerce (TSP) est NP-difficile.

3.2.4 Probléme de couverture multicritére

Le probléme de couverture multicritéres noté MOSCP (Multiobjective Set Covering
Problem) peut se présenter comme suit : considérons que nous devons atteindre tout un
ensemble de localités et que nous pouvons prendre un certain nombre de routes ayant
chacune k cotts c;?, k=1,...,p (p colts associés a chaque route) d’utilisation pour
y arriver. Il s’agirait donc de trouver les "meilleures" routes possibles pour atteindre
toutes les localités, c’est & dire déterminer I'ensemble de routes des cotits minimaux
couvrant toutes les localités.

Définissons la notion de couverture mathématiquement : Soit / = {1,2,...,m} un en-
semble de m objets, ¢ € I. Considérons n sous ensembles H; de I, j € J ={1,2,...,n}.
Une couverture de I est un ensemble de H; tel que j € J* vérifiant la condition
U H; = 1. Soit c?, k =1,...,p le cott associ¢ a H; pour I'objectif k, le probléme
jeJ*

inulticritére de couverture peut s’écrire de la fagon suivante :

(

“min” Z%F = Zc?xj, k=1,...,p
j=1
tix; >1, Viel,
(MOSCP) ; A (3.8)
Zl‘i]‘ = 1, \V/’L,
j=1
[ z; €{0,1}
ou
(1 siieH;,
bij = { 0 sinon. (3.9)
et

(3.10)

I 1 si H; appartient & la couverture,
J 0 sinon.

et & >0, V(k,j).
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3.3. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTION POUR LES PROBLEMES
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3.2.5 Probléme du plus court chemin multicritére

Le probléme du plus court chemin noté (MOSPP)" Multiple Objective Shortest
Path Problem" est un probléme qui peut étre une interprétation du probléme de sac a
dos. Son contexte est le suivant :

On considére un graphe orienté acyclique G(N, A) ou N = 1,...,n est un ensemble
de sommets et A est un ensemble d’arcs reliant des couples de sommets. A chaque arc
(,7) on associe p valeurs positives c@,’j), k=1,...,p; pouvant représenter un cofit,
un temps, une distance,..., de parcours de i vers j. Soit 1 € N et n € N deux sommets
fixés, I'ensemble de tous les chemins reliant 1 a n est noté (CH). A chaque chemin
K € CH correspond aux valeurs Z;(K) = Z c@,j), E=1,...,p.

(i,9)EK

Le probléme du plus court chemin multicritére consiste a minimiser ces p valeurs.

Sa formulation mathématique peut s’écrire de la fagon suivante :

;

“min” Z% = Z Z c’(“m)a:ij, k=1,...,p
i=1 (i,j)eK
inj—Zxﬂ: 1 sit=1
| JEN jEN -1 sit=n
ol
[ 1 silarc (4,5) € K,
Tij = { 0 sinon. (3.12)

3.2.6 Probléme de sac & dos multicritére

Désormais, nous nous intéressons a un probléme dont la structure mathématique
peut décrire aussi un grand nombre de problémes d’optimisation, il s’agit du probléme
du sac a dos, ce probléme a été abondamment traité dans la littérature pour les raisons
suivantes : sa formulation simple, son interprétation économique propre (probléme de
chargement et d’investissement), il apparait souvent comme sous-probléme d’autres
problémes d’optimisation combinatoire (probléme d’affectation généralisé,...). Apres
avoir vu de quoi consiste ce probléme dans sa version unicritére (voir chapitre 1) et les
études larges dans la littérature concernant ce probléme [60, 70]. Nous allons consacré
le chapitre 4 a une étude détaillée de sa structure dans le cas multiobjectif et ses
méthodes de résolution développées dans la littérature.

Il existe d’autres types de problémes d’optimisation multicritéres (MOCO) [28, 29].

3.3 Différentes méthodes de résolution pour les pro-
blémes MOCO

Dans les problemes MOCO, le nombre de solutions efficaces non supportées est trés
important comparant avec celui des solutions efficaces supportées [98]. Il n’existe pas
de réponses théoriques pour ce phénomeéne, mais pour plusieurs problémes MOCO,
on observe que le nombre de solutions efficaces supportées croit de fagon polynomial
avec la taille de l'instance tandis que le nombre de solutions non supportées croit
exponentiellement avec la taille du probléme [67, chapitre 7,8].
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Une littérature abondante et riche concernant les méthodes de résolution des pro-
blémes d’optimisation combinatoire multiobjectifs (MOCO), exactes et heuristiques.
On présentera dans ce chapitre les méthodes souvent utilisées [66, 67, 26, 27, 28, 29|.
Le but de ces méthodes est la détermination du front pareto ou une approximation
du front pareto de différents problémes MOCO. Pour se faire il existe deux approches
principales de résolution d’un probléme d’optimisation multicritére qui varient entre
les méthodes exactes (Branch & Bound : procédure de séparation et évaluation), et les
méthodes heuristiques et les méta-heuristiques.

3.3.1 Les méthodes exactes

Les méthodes exactes ont la particularité de garantir I'optimalité de la solution ob-
tenue. De nombreuses méthodes utilisent des techniques de scalarisation pour résoudre
des problémes multiobjectifs reformulés en problémes monoobjectifs. On expose dans
cette sous section, quelques méthodes de résolution développées pour les problémes
MOCO, on commence par les méthodes scalarisantes, la méthode des sommes pon-
dérées telles que l'algorithme de Benson [9], la méthode e contrainte [50]| ensuite la
méthode mixte dite "the hybrid method" et on termine par la méthode en deux phases
qui a été appliquée sur un grand nombre de problémes d’optimisation biobjectifs et
moins de travaux concernant plus de deux objectifs [96, 98, 83].

Les méthodes scalarisantes

L’approche traditionnelle pour résoudre les problémes d’optimisation multiobjectifs
est la scalarisation. Cette méthode populaire transforme un probléme multiobjectif a
un probléme monoobjectif en combinant linéairement les différents objectifs. La scala-
risation est une technique simple et naturelle développée pour résoudre les problémes
d’optimisation multiobjectifs en utilisant des sommes pondérées [9]. Le probléme d’op-
timisation multiobjectif est transformé a un probléme uniobjectif suivant :

p
Z RY.
1515?; Mo Zg (), avec \, € RY

Le théoréme de Geoffrion [41] indique qu’en utilisant différentes valeurs pour le vec-
teur ), il est possible d’obtenir toutes les solutions supportées du probléme multiobjec-
tif. Par contre, aucune solution non-supportée ne peut étre trouvée par cette méthode.
Cependant, pour les probléemes MOCQO, l’ensemble de solutions non-dominées est gé-
néralement non convexe. Cette méthode peut donner seulement une approximation de
I’ensemble de solutions efficaces X g, composé des solutions supportées. Parmi les pre-
miers papiers étudiants la résolution exacte des problémes MOCO, citons la méthode
développée par Aneja et Nair [3], cette derniére est basée sur le calcul des solutions
supportées du probléme de transport biobjectif. Elle consiste & trouver les parameétres
qui permettent d’obtenir tous les points supportés extrémes. La méthode n’utilise au-
cune spécificité du probléme de transport, donc elle peut étre appliquée a n’importe
quel autre probléme. Elle est souvent utilisée pour déterminer un ensemble de solutions
supportées d'un probléme d’optimisation combinatoire au cas biobjectif.
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Les fonctions de sommes pondérée de Tchebychev [92]

Une autre approche connue dans la littérature concernant I'optimisation est la sca-
larisation des fonctions de Tchebychev ou la premiére apparition était en 1976 [11], la
méthode génére des solutions non supportées.

Soit || Z°—Z(x)||x est la distance de la pondération de Tchebychev Z(z) = (Z1(x),. .., Z,(z))
a Z°, le point de référence sur 'espace des objectifs, tel que Z° > Z(z), Vo € X. Donc :

12° = Z()la = max (W(Z0 — Ze(@)}.

La solution optimale de . min [|Z° — Z(z)||x est au moins une solution faiblement
)
efficace, et le paramétre A € A = {(A,Aa,...,\y) ¢ A > 0, VE, Z)\k = 1} de

k=1
. Erllin | Z° — Z(x)||x génére toutes les solutions efficaces.

On reformule la derniére phrase de la maniére suivante :
Le probléme paramétrique uniobjectif de Tchebychev est donné comme suit :

Jmin |27 = Z(z)]| (3.13)

On obtient le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 [92, chapitre 14]
Soit & une solution optimale de (3.13) :
e St \>=0alorsz € Xyg.
o Si & € Xg , alors il existe X\ = 0 tel que T est une solution optimale pour le
probléme cité par lequation (3.13).

On remarque que ’hypothése de convexité n’est pas nécessaire pour la fonction de
somme pondérée de Tchebychev et avec cette technique, il est ainsi possible de générer
toutes les solutions efficaces en variation de parameétre \. Bien que ces propriétés sont
intéressantes, la méthode a été peu utilisée pour résoudre les problémes MOCO, en
raison de sa difficulté dans la résolution et au fait que la solution optimale du probléme
donné par I’équation (3.13) est faiblement efficace.

Les fonctions de sommes pondérée de Tchebychev augmentée

Les fonctions de sommes pondérée de Tchebychev augmentée est une extension des
fonctions de sommes pondérée de Tchebychev classique.

Si on note par F'(\, z) la distance de tchebychev pondérée au point idéal Z7, tel
que F(\,z) = ||Z(x) — Z!||, La fonction scalarisante de Tchebychev augmentée est
définie comme suit :

P
Ixnea})?cF()\,x) +p;Zk(x) (3.14)
avec p une petite valeur positive. L’avantage de la fonction de Tchebychev augmentée

est que contrairement a la fonction de Tchebychev classique, la solution optimale du
probléme (3.14) est une solution efficace [26].
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Dichotomie

La dichotomie propose une procédure simple, facile pour le calcul des solutions
supportées, initialement proposée par Aneja et Nair (1979) [3] dédié a la résolution
exacte du probléme de transport biobjectif (probléme a minimiser). Cette procédure a
ignoré I'’ensemble des solutions non-supportées.

Soit Xgg ’ensemble de solutions efficaces supportées. La méthode est initialisée par la
détermination de deux solutions X! et X? lexicographiquement optimales par rapport
aux objectifs lexmaz,ex (Z*(x), Z*(x)) et lexmaz,ex (Z*(x), Z'(z)) respectivement.
Durant la recherche dichotomie, des solutions de ’ensemble X g sont triées par ordre
croissant des valeurs Z, une itération de cet algorithme consiste a résoudre un probléme
P, défini par \y = Z5 — Z5 et Ay = Z7 — Z7 ou Z" et Z* sont deux points consécutifs
avec Z] < Zi et donc Z3 > Z3. Le vecteur A correspond a la normale de droite joignant
les points Z" et Z°. Cet algorithme est initialisé par X" = X! et X* = X?2. Toutes
les solutions obtenues du probléme paramétrique P, sont énumérées, ces derniéres
peuvent étre extrémes ou non-extrémes. Dans une situation particuliére ot le probléme
paramétrique admet une unique solution, on a X = X2,

Soit R = {X*, t € T} ’ensemble des solutions optimales du probléme paramétrique
Py, ou T est 'ensemble d’indices tel que |T'| est le nombre de solutions optimales. Deux
cas sont possibles :

a. Si {X", X*} N R = ), donc toutes les solutions X* sont des nouvelles solutions
supportées et elles sont rajoutées & Xgg. On calcule ensuite, la valeur minimale
et maximale de Z;(x) dans {X?, t € T}. Soit X' et X' les solutions ou le
minimum et le maximum sont atteints. Deux nouveaux problémes paramétriques
sont considérées, I'un défini par les solutions X" et X! et I’autre est défini par les
deux solutions X* et X*. Il n’est pas nécessaire de considérer un autre probléme
paramétrique par deux solutions de I’ensemble R car le paramétre A obtenu est
le méme que celui défini par les solutions X" et X* et par conséquent aucune
nouvelle solution ne peut étre obtenue.

ZJA

FIGURE 3.1 — Cas a. Ensemble de solutions efficaces extrémes Yqg

b. Si {X", X*} N R # 0, alors toutes les solutions X" différentes de X" et X*® sont
des solutions supportées non-extrémes.

La méthode dichotomie n’utilise aucune spécificité du probléme de transport, elle peut

donc étre appliquée a n’importe quel probléme d’optimisation. Elle est souvent utilisée

pour la détermination d’'un ensemble de solutions efficace supportées d’un probléme

d’optimisation combinatoire biobjectif, comme 1’on verra par la suite. Cette méthode
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FIGURE 3.2 — Cas b. Ensemble de solutions efficaces non extrémes Yggo

est restée limitée au cas biobjectif jusqu'aux travaux de thése de Przybylski [83], ce
dernier a proposé une généralisation de la méthode a trois objectifs et plus, en proposant
une autre fagon de calculer les paramétres.

La méthode e-contrainte

Il existe une autre méthode différente de la précédente, il s’agit de la méthode
e-contrainte. C’est une méthode connue pour une meilleure technique, résout les pro-
blémes d’optimisation multiobjectifs, il n’y a aucune aggregation des critéres, un seul
objectif Z; est optimisé (maximisé ou minimisé) tandis que les autres objectifs sont
transformés a des contraintes. Le probléme d’optimisation s’écrit alors :

Ple) { =eX Zile) (3.15)
Zp(x) > e, k=1,p, k#i et e€RP. .

La méthode e-contrainte a été introduite pour la premiére fois par Haimes et al
[50], elle permet de générer toutes les solutions efficaces (& noter que la solution du
probléme donné par (3.15) peut étre faiblement efficace, alors dans ce cas 'optimisation
lexicographique peut étre utilisée). Contrairement a la méthode des sommes pondérées,
aucune hypothése de convexité n’est nécessaire.

Remarque 3.1 On peut remarqué que cette méthode peut étre interprétée comme
une itération de la méthode lexicographique décrite par 'algorithme 4.

L’objectif Z; représente 'objectif important ou 1’objectif préféré. L’ensemble Pareto
optimal est généré en faisant varier les valeurs de €. Il est ainsi possible de générer
I’ensemble Pareto optimal en résolvant un seul ensemble de problémes d’optimisation
uniobjectifs. Il est a noter que cette méthode capable de générer les solutions non-
supportées contrairement a la méthode d’agrégation. Cependant, ’ajout des contraintes
modifie le polyéedre, ce qui peut avoir un effet négatif sur le calcul d’une borne inférieure
(par exemple).

Proposition 3.1 Soit & est une solution optimale du probléme donnée par I’équation
(3.15), pour quelques i , alors & est faiblement efficace.

Proposition 3.2 Soit Z est la solution optimale unique du probléme donnée par
I'équation (3.15), pour quelques ¢ , alors & est une solution efficace supportée et donc
efficace.
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Théoréme 3.2 Une solution réalisable & € X est dite efficace si et seulement si 3¢ €
RP telle que T est optimale du probléme donné par l’équation (3.15) pour tout i =

1,....p.

Preuve : La démonstration des propositions précédentes (3.1),(3.2) ainsi que le théo-
réme (3.2) se trouve dans [26].

Remarque 3.2 Avec des choix appropriés pour le vecteur €, toutes les solutions effi-
caces peuvent étre obtenues [50]. C’est a dire I'ensemble de toutes les solutions efficaces
trouvées depend du choix appropriés de la valeur de e.

Parmi les avantages d’une méthode exacte du type e-contrainte est qu’elle est facile
a mettre en oeuvre et posséde peu de problémes de stockage que d’autres méthodes,
puisque chaque solution efficace est obtenue en résolvant un nouveau programme li-
néaire en variables binaires. Afin d’éliminer les solutions faiblement efficaces, 1’algo-
rithme 6 cité dans la référence [5], représente une alternative de I’algorithme classique
de la méthode e-contrainte.

Algorithme 6: e—contrainte

1 L’ensemble de solutions efficaces X.
2 Générer une solution optimale X 1p de max Zy ().

(
de max Zy ().
4 Générer une solution optimale X' de max{ZQ(x), Zi(x) > Z1 (X2}
zeX
5 XE = {Xl}, ] =1
6 while Z,(X7) < Zy(X2,) do
7 Générer une solution optimale X/*! de
max{ (Zg(Xgpt) ZQ(X]))Zl(I) + ZQ((L’) | reX ZQ(J]) Z ZQ(XJ) + 1}
8 Xp = XpU{X7} j =j+1;
9 end
10 return Xg.

[uny

3 Générer une solution optimale X 02pt

La méthode mixte

La méthode mixte "Hybrid method", est une combinaison entre la méthode des
sommes pondérées et la méthode e-contrainte. Le probléme a résoudre est de la forme :

P
A2,
max 2 MeZil®)
Zk:(x) > Zk('ro)? k= 17 <D
reX

P(mixte) (3.16)

- AeRL.

— 29 est une solution réalisable du probléme donné par I’équation (3.1).

Il existe une relation entre la méthode des sommes pondérées et la méthode e-
contrainte, le théoréme (3.3) montre cette relation.
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Théoréme 3.3 Chankong and Haimes (1983)

p
o Supposons que T est une solution optimale du probleme paramétrique max > AeZi(x).
TEA =1

— 51 Ay > 0 alors, il existe € tel que T est une solution optimale du probléme
donné par l’équation (3.15).
e Supposons que X est un ensemble convexe et Zy sont des fonctions convezes (voir
définition (1.1)).

— Si & est une solution optimale du probléeme cité dans l’équation (3.15) pour

. P .
quelques k, il existe X € R tel que T est optimale pour max > AZy(x).
TEX L1
D’autres méthodes scalarisantes sont largement expliquées dans [26, 28, 29].

La méthode en deux phases

La méthode en deux phases a été développée par Ulungu et Teghem en 1995 [96]
pour résoudre les probléemes MOCO. Dans sa version original, la méthode résout le
probléme d’affectation biobjectif (BAP). L’idée générale est de construire I’ensemble
des solutions efficaces Xg en séparant la recherche des solutions supportées Xgg et
la recherche des solutions non supportées Xygg, et d’utiliser des algorithmes efficaces
pour le cas mono-objectif quand il en existe. Ces algorithmes ayant été congus pour
profiter pleinement de la structure du probléme, toute modification de cette structure
empéche leur utilisation. C’est pourquoi on s’interdit avec cette méthode d’ajouter
des contraintes sur les valeurs des fonctions objectifs afin de rechercher les solutions
efficaces (comme par exemple I’ajout de contraintes pour les problémes MOILP). Dans
cette section, on présentera cette méthode en détail. Comme son nom l'indique cette
méthode se compose en deux phases :

e Phase 1 : Détermination des solutions efficace supportées Xqp

On présente la premiére phase dans la méthode en deux phases qui reste inchan-
geable dans tous les algorithmes en deux phases. Elle consiste a la construction
de ’ensemble des solutions efficaces supportées a 'aide de la méthode dichotomie
proposée par Aneja & Nair [3], basée sur le théoréme de Géoffrion [41], qui géneére
toutes les solutions efficace supportées Xgp (extrémes et non-extrémes) a 'aide
d’un probléme uni-critére dont la fonction objectif est une agrégation linéaire
de deux objectifs. Cette phase est identique a celle de Aneja & Nair (3| pour le
probléme de transport, rappelons cependant que ces auteurs se contentaient de
cette seule phase, en ignorant I'ensemble Xygp.

e Phase 2 : Détermination des solutions efficace non-supportées Xygsg
Cette phase est la partie la plus originale du travail élaboré par Ulungu et Teghem
(1995). L’objectif est de rechercher, pour chaque paire (X", X*) de 'ensemble de
solutions de Xgp, sl existe des solutions efficaces non supportées X*) vérifiant :

720 < ziV < 7P
et
zy) >z > zy

des solutions pareilles seraient situées a l'intérieur du triangle A[Y Z() Z(1)].

La deuxiéme phase génére toutes les solutions efficaces non-supportées Xnygsg.
Cette deuxiéme phase est généralement enumerative. La premiére technique est
d’utiliser les bornes inférieures et supérieures, et de fixer quelques variables, dans
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le but de réduire cette énumération dans chaque triangle. Cependant cette se-
conde phase prendra une forme différente de la premiére puisque une méthode
Branch & Bound sera appliquée pour tout couple de solutions efficaces supportées
adjacentes. cette deuxiéme phases est bien détaillé dans les références (97, 96, 98|.
La seconde technique, développée par Przybylski et al.[82] est d’utiliser un al-
gorithme ranking pour résoudre les problémes paramétriques. Ce dernier travail
est dédié au probleme d’affectation, Przybylski et al.[82] ont montré que cette
approche est plus efficace et simple & appliquer que la premiére technique.
La méthode en deux phases est a l'origine adaptée pour résoudre les problémes biob-
jectifs. Elle a été appliquée sur un grand nombre de problémes d’optimisation combina-
toires biobjectifs (BOCO) tel que le probleme d’affectation [96], et le probléme de sac
a dos [98] avec une approche de type séparation et évaluation en deuxiéme phase. En
2008, la méthode a été appliquée au probléme d’affectation avec une approche de type
ranking [82], au probléme de flot de coit minimum en variables entiéres, et d’arbre cou-
vrant de poids minimum, ainsi qu’aux problémes d’ordonnancement biobjectifs. Pour
plus de détail le lecteur pourra se référé a [28, 29, 82, 67]. L’'inconvénient de cette
méthode est que de nombreux problémes doivent étre résolus, méme si seulement un
ensemble complet minimal est recherché. En outre, des algorithmes de ranking, qui
sont efficaces pour la deuxiéme phase ne sont pas populaires dans les problémes d’op-
timisation combinatoire. D’autre part, la méthode respecte la structure du probléme
considéré. En effet, I'adaptation de la premiére phase aux problémes d’optimisation
multiobjectifs avec p = 3 n’est pas facile, comme I’a souligné Przybyslki et al.|81]. Mal-
gré ces difficultés, Przybyslki et al.[81] et Ozpeynirci [75] ont généralisé la méthode.
L’étude de la performance de ces derniéres méthodes n’a pas été faite.

La méthode en deux phases de Carlo Filippi et Elisa Stevanato [33]

Dans ce travail, une variante de la méthode en deux phases pour les problémes
d’optimisation combinatoire biobjectifs a été exploitée. Tout d’abord, les auteurs ana-
lysent la procédure énumérative, souvent utilisée dans la littérature pour résoudre des
problémes d’optimisation combinatoires biobjectifs, et convient pour résoudre les pro-
blémes généraux. Ils ont montré que la procédure génere ’ensemble exacte de solutions
efficaces X g en résolvant exactement 2| X g| — 1 problémes uniobjectifs. Deuxiémement,
ils inteégrent leur procédure dans la méthode en deux phases, ou les solutions efficaces
supportées sont calculées dans la premiére phase et les solutions non-supportées sont
calculées dans la deuxiéme phase. Ensuite, ils testent leur méthode sur le probléme de
voyageur de commerce biobjectif. La procédure développée surpasse la méthode dite
e-contrainte, utilisée pour résoudre les problémes d’optimisation combinatoire biobjec-
tifs.

La méthode de Gokhan Kirlik et Serpil Sayin [62]

Dans cette étude, un nouvel algorithme est proposé pour générer toutes les solutions
efficaces pour les problémes d’optimisation combinatoire multiobjectifs en nombre dis-
crets. Dans cet algorithme, la recherche est faite sur plus de p— 1 rectangles ol p repré-
sente le nombre d’objectifs dans le probléme et pour chaque rectangle, deux étapes sont
utilisées pour résoudre le probléme. L’algorithme est basé sur la fonction scalarisante
e-contrainte, ainsi il est comparé a des études sur le probléme de sac & dos multiobjectif
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et le probléme d’affectation multiobjectif. La méthode est trés compétitive en termes
de temps de résolution et le nombre de problémes d’optimisation résolus.

Un trés grand nombre de méthodes de résolution existent pour le cas biobjectif
[96, 98, 33, 56|, beaucoup moins de littérature disponible pour le cas ot le nombre
d’objectifs augmente [83, 62|. Bien que les méthodes exactes permettent de trouver
des solutions optimales pour des problémes de taille raisonnable, le temps de calcul
nécessaire pour trouver une solution risque d’augmenter exponentiellement avec la taille
du probléme, les méthodes exactes rencontrent généralement des difficultés face aux
applications de taille importante, au temps de calcul qui se positionne en premier lieu,
ainsi que le nombre croissant d’objectifs qui contribue largement a le faire exploser.
Les méthodes approchées constituent une alternative trés intéressante pour traiter les
problémes d’optimisation de grande taille si 'optimalité n’est pas essentielle. En effet,
ces méthodes sont utilisées depuis longtemps par de nombreux chercheurs.

3.3.2 Les méthodes approximatives

Résoudre des problémes d’optimisation combinatoire multiobjectifs NP-difficiles est
trés ardu, en effet pour de tels problémes, les méthodes exactes exigent un effort calcu-
latoire qui croit exponentiellement avec la taille des instances du probléme, et rapide-
ment, les méthodes méta-heuristiques deviennent I'unique moyen d’obtenir une bonne
solution en un temps raisonnable. Ces méthodes méta-heuristiques sont principalement
basées sur des méthodes de recherche locale (méthodes de descente, tabou, recuit si-
mulé) ou des méthodes évolutives (algorithmes génétiques, colonies de fourmis, Scatter
Search). Une facon intuitive de mesurer la distance entre une solution approchée et
une solution optimale est la garantie relative de performance qui borne le rapport
maximum entre I’approximation et la valeur de la solution optimale. Cette expression
de la distance par un pourcentage de la valeur de la solution optimale a 'avantage
d’étre indépendante de 'ordre de grandeur des coefficients du probléme. Nous propo-
sons d’exposer quelques méthodes méta-heuristiques pour la résolution des problémes
d’optimisation combinatoires multiobjectifs NP-difficiles.

Définition 3.1 Garantie relative de performance (monoobjectif)
Soit Z*(I) la valeur optimale des solutions de I'instance I et Z“(I) la valeur obtenue
par I'algorithme d’approximation A.

L’algorithme A est un algorithme d’approximation avec une garantie relative de
ZA(1)
Zx(I)

performance égale a k, 0 < k < 1 si I'inégalité > k se vérifie pour toute instance

L.
Un algorithme & garantie relative de performance égale a k sera appelé une k-
approximation. Pour mettre en évidence la différence entre I’approximation et la valeur
de la solution optimale, on définit ¢ = 1 — k et on parlera de 1 — e approximation
ZA(I) o ] em Z*(I) — ZA(I)
z1) =~ Z+(I)

définition est valable dans le cas multiobjectif :

vérifiant ; < ¢; pour toute instance I. Cette

Définition 3.2 Garantie relative de performance (multiobjectif)
Soit une instance I d’un probléme multiobjectif; soit X4 les solutions réalisables
non-dominées obtenues par ’algorithme A.
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— 2 € X* est une 1—e approximation de z* € Xp si Zp(z4) > (1—€)Z(2*) Vk €
{1,2,...,p}.

— X# est une (1—¢) approximation de la frontiére efficace de I si, Va* € Xg, J24 €
X4 tel que 24 soit une (1 — €) approximation de z*.

Il est logique que le temps d’exécution d'un algorithme d’1 —e approximation augmente
lorsque € diminue. Plus la solution demandée doit étre de bonne qualité, plus il faut du
temps pour la trouver. Ainsi, il est intéressant de pouvoir limiter cette durée d’exécution
dans une certaine mesure.

Définition 3.3 Algorithme d’approximation en temps polynomial

Un algorithme d’(1 —¢€) approximation est un algorithme d’(¢) approximation en temps
polynomial (PTAS : Polynomial Time Approximation Scheme) si sa complexité en
temps d’exécution est polynomial en n.

Définition 3.4 algorithme d’approximation en temps totalement polynomial

Un algorithme d’(1 — €) approximation est un algorithme d’e-approximation en temps
totalement polynomial (FPTAS, Fully PTAS) si sa complexité en temps d’exécution
est polynomial en n et polynomial en %

La frontiére efficace d’une instance d'un probleme MOCO peut contenir un nombre
arbitrairement grand de solutions. Par conséquent, un PTAS pour un MOCO a I’avan-
tage de donner une approximation ayant une qualité garantie, mais aussi de présenter
un ensemble de solutions relativement petit au décideur. Des méta-heuristiques multi-
objectifs sont souvent utilisées pour approximer un ensemble complet. Leur efficacité
pour la résolution en pratique de problémes trés difficiles est a l'origine du regain
d’intérét pour les MOCO dans les années 1990 ([56, 67]).

La figure 3.3 représente un exemple d’une frontiére de Pareto et plusieurs approxi-
mation de cette frontiére.

7/

Y  o—
Approx. | —
Approx.2 —
Approx. 3
—_
____——_-'-—-

Z
FIGURE 3.3 — Approximation d’une frontiére efficace et ses approximations.

La figure 3.3 illustre le probléme en présentant plusieurs approximations d’une
méme frontiére. Aucune de ces approximations n’est meilleure qu'une autre, cet exemple
montre que la notion de bonne qualité n’est pas évidente en optimisation multiobjectifs.
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Une literature existante concernant des algorithmes approximatifs pour les problémes
multiobjectifs, en 1979, [51] développe FPTAS pour le probléme du plus court chemin
multicritéres, ce probléme a été aussi étudié par Warburton en 1987 [99], En 1990,
Ruhe et Fruhwirth [88] présentent un algorithme e-approximation pour le probléme
flot bicritéres. Dans [89], Safer et Orlin étudient les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il existe un FPTAS pour un probléeme MOCO. Ils présentent dans [89] un
FPTAS pour divers problémes de flot, de sac a dos et d’ordonnancement. En particulier,
ils prouvent l'existence d’'un FPTAS pour le probléme de sac a dos multiobjectif. En
2009, Bazgan et al. ont proposé un FPTAS pour ce probléme |7, 6]. Glasser et al. ont
aussi proposé un PTAS pour le probléme de couverture de disque multiobjectif [18]. De
méme, Tsaggouris et al. ont présenté un FPTAS pour le probléme de plus court chemin
multiobjectif [94]. Il existe quelques travaux concernant les problémes MOMKP et les
problémes MOTSP [67, Chapitre 4,5].

3.3.3 Les méthodes méta-heuristiques

les résultats disponibles des méthodes de résolution exacte pour le cas multiobjectif
se cantonnent a quelques centaines de variables et prennent assez de temps. Il est
alors naturel de s’orienter vers des méthodes approchées pour résoudre les plus grandes
ou les plus difficiles des instances de problemes MOCO. D’ou la naissance des méta-
heuristiques, ces derniéres sont des concepts généraux pour produire des heuristiques,
dont leur but est de résoudre une grande classe de problémes d’optimization. Elles sont
souvent utilisées pour approximer un ensemble complet de solutions efficaces. Ehrgott
et Gandibleux [27] proposent un état de I’art des méta-heuristiques pour les problémes
MOCO, la plupart des méta-heuristiques utilisent des processus aléatoires et itératifs
comme moyens de rassembler de 'information, d’explorer ’espace de recherche et de
faire face a ’explosion des problémes combinatoire. Une méta-heuristique peut étre
adaptée pour différents types de problemes, tandis qu'une heuristique est utilisée a
un probléme donné. Plusieurs d’entre elles sont souvent inspirées par des systémes
naturels dans de nombreux domaines tels que : la biologie (algorithmes évolutionnaires
et génétiques) la physique (recuit simulé), et aussi I’éthologie (algorithmes de colonies
de fourmis). On distingue deux catégories : les algorithmes de recherche locale et les
algorithmes évolutionnaires (a population) [29, 27|, la troisiéme catégorie est un hybride
entre les deux derniéres catégories [27].

e Méthodes de recherche locale : Dans les algorithmes d’exploration de voisi-
nage, a partir d’une solution initial la procédure a travers un mécanisme local
d’agrégation des objectifs, fournit une partie de la frontiére Pareto correspon-
dante & une direction donné A. Ce principe est répété pour plusieurs directions
de recherche pour approximer l’ensemble de solutions efficaces (I’ensemble de
points non-dominés dans ’espace des objectifs). L'efficacité de ces algorithmes
dépend fortement de la direction A.

e Algorithme évolutionnaire : Contrairement a la premiére catégorie, o seule-
ment une seule solution est considérée, pour cette catégorie toute la population
contribue a la détermination de plusieurs solutions potentiellement efficaces pa-
rallélement.

e Des approches hybrides : Des méthodes hybridant les algorithmes de la pre-
miére et la deuxieéme catégorie ont donné naissance aux méthodes MOGLS (Mul-
tiple Objective Genetic Local Search), MOGTS (Multiple Objective Genetic Tabu
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Search) et d’autres [27].

Ces méthodes sortent du cadre de nos travaux, nous nous limiterons juste & mentionner
par la suite quelques contributions existantes. Le lecteur souhaitant approfondir sur ces
méthodes pourra consulter a [67, 27, 29].

De différentes méthodes méta-heuristiques ont été développées, parmi ces méthodes la
plus populaire est recuit simulé (simulated annealing (SA))[61, 97, 95, 38|, la recherche
tabou (tabu search (TS))[42, 39|, VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithm |[24].
MOGA (Multiple Objective Genetic Algorithm, des méthodes évolutionnaires comme
algorithmes génétiques, colonies de fourmis, la recherche de voisinage, les algorithmes
GRASP, et Scatter Search [67, 27, 29|. Contrairement aux méthodes exactes, les mé-
thodes méta-heuristiques ne garantissent de maniére exacte I’ensemble des solutions
Pareto optimales mais une approximation aussi bonne que possible de cet ensemble
dans un temps acceptable. Cet approximation est également appelée ensemble de so-
lutions potentiellement efficaces. Le principal inconvénient de ces procédures est la
difficulté d’obtenir une bonne approximation de la frontiére efficace, comme le men-
tionne la figure 3.3. Pour mesurer la qualité des approximations, il existe un ordre sur
I’ensemble de solutions potentiellement efficace, pour étre en mesure de dire qu’une ap-
proximation est meilleure qu'une autre. Une comparaison entre deux approximations
en utilisant la notion de dominance au sens de Pareto est récapitulé dans un tableau,
voir |67, p.44, chapitre 3|.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques types de problémes d’optimisa-
tion combinatoire multiobjectifs (MOCO) existants suivis de différentes méthodes de
résolution dédiées a ces problémes, a savoir les méthodes scalarisantes, la méthode e-
contrainte et la méthode populaire en deux phases. Les méthodes approximatives et
méta-heuristiques ont été brievement présentées. Nous consacrons le chapitre suivant a
un probléme dont sa structure est la plus simple mais en résolution est le plus complexe
des problémes d’optimisation combinatoire (MOCO), il s’agit du probléme de sac a dos
multiobjectif.
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Chapitre

Probléme de sac a dos multiobjectit

(MOKP)

4.1 Introduction

Bien que le probléme de sac & dos uniobjectif largement étudié (Martello & Toth

[70], Kellerer [60]) posséde plusieurs situations pratiques, le cas unicritére prouvé NP-
complet, ne puisse pas tenir compte des nombreux aspects pertinents (plusieurs critéres)
de la réalité, ainsi le cas multicritére semble étre plus réaliste.
Le probléme de sac a dos multiobjectif est une extension naturelle du probléme de sac
a dos monoobjectif. La taille de ’ensemble efficace peut croitre de fagon exponentielle
avec le nombre d’objets dans le sac a dos. Ceci est prévu car les algorithmes propo-
sés sont basés sur des méthodes d’énumération implicites telles que la programmation
dynamique, les procédures de séparation et évaluation ou des heuristiques, en particu-
lier les méta-heuristiques rapprochant un ensemble efficace [29]. Plusieurs méthodes de
résolution disponibles dans la littérature, on présentera dans la section suivante celles
souvent utilisées pour la résolution du probléme de sac a dos multicritére.

4.2 Les méthodes de résolution

On distingue deux grandes classes pour résoudre le probléme de sac & dos multicri-
tére : les méthodes exactes et les méthodes approximatives :

4.2.1 Les méthodes exactes

Les méthodes exactes sont connues pour résoudre de fagon efficace le probléme de
sac & dos multiobjectif (MOKP). On présente une partie de ces méthodes avec quelques
précisions a propos du nombre d’objets et la taille du probléme considéré.

e La méthode en deux phases a été adaptée au probléme de sac & dos multiobjectif
par Visé et al. [98], en premiére phase, les auteurs utilisent la méthode dichotomie
pour chercher toutes les solutions supportées, tandis que la deuxiéme phase, la
méthode Branch & Bound est utilisée dans le but de générer toutes les solutions
non supportées. Ils testent leurs méthodes sur des instances du probléme biob-
jectif générées aléatoirement. La capacité du sac & dos w est égal a la moitié de
la totalité des poids. La taille limite des instances est a 500 objets.
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e En 2000, Klamroth et Wiecek [63] présentent plusieurs formulations de program-
mation dynamique, malheureusement la méthode ne dépasse pas la partie théo-
rique (pas d’ expériences numériques).

e [l existe une analogie entre le probléme de sac & dos et le probléme du plus court
chemin, tel que le probléme KP peut étre résolu de maniére similaire & la recherche
du plus court chemin. Cette similarité reste valide dans le cas multiobjectif [56].
Captivo et al. [12] ont proposé en 2003, une méthode exacte basée sur une trans-
formation du probléme BOKP au probléme du plus court chemin biobjectif. Les
auteurs ont évalué leur procédure sur trois types d’instances du probléme de sac
a dos biobjectif : aléatoire, faiblement corrélées et fortement corrélées. Ils ont
résolu la premiére catégorie a 320 objets, la deuxiéme catégorie & 800 objets et
la derniére a 900 objets. Ils ont montré que le temps d’exécution de la méthode
est meilleur que celui de la méthode de Visée et al. L’algorithme implémenté
retourne néanmoins a un ensemble complet minimum de solutions efficaces :

Algorithme 7: Plus court chemin pour BOK P

Input :
4 G : le graphe construit
Output :
1 Les performances de solutions efficaces
— — |S;i(y) est 'ensemble des performances obtenu au sommet Z;(y)
Si(y) == (0,0)
for i € {1,2,...,n} do
for y=0:wdo
if y > w; then
| Si(y) = Sici(y) U{d+c : de Sioa(y —wi)}
else
| Si(y) = Sia(y)

end

© 00 N o oA W N =

end

=
=)

end

return U Sn(y)

y=0

[y
[

=
N

e Méthode exacte (2005) [54]
On présente la méthode exacte développée par Jahanshahloo et al.[54], cette
méthode est proposée pour détecter toutes les solutions efficaces d’un probléme
de programmation linéaire multiobjectif en {0, 1}, la méthode peut étre aussi
appliquée pour le probléme de sac & dos multiobjectif en variables binaires.
On considére le probléme de sac a dos biobjectif suivant :

/ n
“max”(Z%) = Zcfxi, k=1,2.
i=1
(BOKP) " (4.1)
Zwixi <w
i=1
L r; €{0,1}, i=1,...,n.
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Pour résoudre le probléme (BOKP) donné par I'equation (4.1), on considére les
deux problémes de sac & dos uniobjectifs K Py, (k=1,2) :

max Z*(x)
(K Py) Z w;r; < W (4.2)
i=1
lCiE{O,l}, ’l:l,,n
Soit Gy = {} ,z},,..., ] } I'ensemble de solutions optimales du probléme K P

et Lo = {il,ig, N ,ia}.
— Si 'ensemble G est vide, alors on résout le probléme défini par :
(

2
max Z Z"(x)
k=1

(SKP) < L (4.3)
Z w;T; < w
i=1
\ r; € {0,1}, i=1,...,n
Supposons que Gy = {z},7},,... ,x;‘ﬁ} est ’ensemble de solutions optimales

du probléme (SK P) donné par 'equation (4.3) et Ly = {i1,ia,...,i3}. Notons
que z; € Gy tel que ¢ € Lo est une solution efficace du probléme (BOKP)
donné par l'equation (4.1).

— Si 'ensemble G est non vide, on détermine toutes les solutions optimales du
probléme défini par :

;

2
maxz 7" (x)
k=1
ZH(x) > Za) — Mty k=1,2, q € Lo

n
Zwixi <w
i=1
th + t2q S ]-7 ththq S {07 1}7
\ r; €{0,1}, i=1,...,n.

Dans le cas ty, = 1 (k = 1,2), la contrainte Z*(z) > ZF(x}) — Mty, est
redondante, sinon, la contrainte est non redondante. La contrainte t1, + toq <
1 (¢ € Lo) : implique qu’au moins une des contraintes Z*(x) > Z*(x}) —

(SKP,) (4.4)

n
_ - k
Mty,, Kk = 1,2 est non redondante (on peut choisir lrgkaé { 2162} comme
1=
une borne inférieure de la valeur de M).

. *
Maintenant, on suppose que A = {xml,x

* *

iieare- - Th,, b est Tensemble des
solutions optimales du probléme (SKP1) donné par I'équation (4.4), ot j =
aou f.
e Si A est vide, Gy est 'ensemble des solutions efficaces du probléeme (BOKP).
e Si A est non vide, I'ensemble des solutions efficaces est G; = Gq U A.
Dans le but de déterminer toutes les autres solutions efficaces du probléme
(BOKP) donné par I'equation (4.1), on procéde de la fagon suivante :
pour chaque x; € A, on ajoute les trois contraintes suivantes au probléme
(SKP) :

7M@) > ZF(x)) — Mtyg, k=1,2.

61



4.2. LES METHODES DE RESOLUTION

tig +t2q < 1.

et deux (0,1) variables au probléme (SKP), ti, et to,. Par conséquent, le
probléme (SK P;) peut s’écrire comme suit :

2
max Z 7k (z)
k=1

ZF(x) > ZF(xf) — Mg, k=12

n
g W < W
i=1

th—{—tgq S 1 q:il,-'~,ij+1,ij+27--'7ij+l (j:aouﬁ).
$i€{0,1}7 Z:L,?’L

(

(SKPy)

\

(4.5)
Ce processus continue jusqu’a ce que le probléme (SK P,) donné par 1'équation
(4.5) devient irréalisable. Si les problémes (SKP), (SKPy), (SKP,) admettent
des solutions optimales alternatives, on doit déterminer toutes ces solutions. Ce-
pendant cet action décroit le nombre d’itérations de I'algorithme et garantie 1’ob-
tention de toutes les solutions efficaces du probléeme (BOKP). On termine cette
méthode par donner quelques théorémes utilisés :

Théoréme 4.1 Si G = {27, x5,,..., 7%} Uensemble de toutes les solutions op-
timales du I probleme (K Py) donné par ’équation (4.2), alors au moins une de
ces solutions est efficace pour le probleme (BOKP).

Théoréme 4.2 Chaque solution optimale du probléme (SKP) est une solution
efficace pour le probleme (BOKP).

Remarque 4.1 Pour trouver I’ensemble de solutions efficaces, un effort calcula-
toire est exigé, pour chaque itération de ’algorithme proposé par Jahanshahloo
et al.[54] , 'ajout de trois contraintes :

ZMx) > ZMxh) — Mtyg, k=1,2,

th + Z(:Qq S 1

et deux variables binaires t1, et ty, est exigé pour réduire le domaine, a la fin, au
moins une solution efficace est trouvée. Comme le nombre des solutions possibles
est fini, I'algorithme converge.

En 2006, Figuera et al. [32] ont étendu les résultats de Captivo et al. Les auteurs
ont présenté des algorithmes pour la construction de quatre modéles de réseau
tous représentants les problémes MOKP et la transformation du MOKP au pro-
bléme du plus court chemin multiobjectif. Ils ont testé leurs travaux sur différents
types, mais les résultats ne sont pas présentés.

Algorithme exacte (2007) [55]

Les auteurs ont proposé une nouvelle procédure basée sur la formulation de la
programmation linéaire pour trouver toutes les solutions efficaces du probléme
de sac a dos biobjectif en variables {0,1} en résolvant un nombre limité de pro-
blémes uniobjectifs. Ils montrent que la méthode proposée est capable de générer
I’ensemble efficace avec moins de contraintes et de variables que la méthode dé-
veloppée par Jahanshahloo et al. [54]. Un exemple est présenté illustre toutes les
étapes de la procédure. Dans cette section, on présente cette procédure en détail.
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La méthode bénéficie considérablement au développement de la méthode présen-
tée auparavant proposée par Jahanshahloo et al. [54]| dédiée au probléme linéaire
multiobjectif en variables {0, 1}. La procédure développée peut étre appliquée au
probléme de sac a dos {0, 1} multiobjectif de fagon particuliére.

L’avantage de la procédure développée par Jolai et al.[55] comparant avec la
procédure générale de Jahanshahloo et al. [54] pour MOLP, qui admet moins de
contraintes et de variables. A chaque itération le probléme contient m+ 3% (k+1)
contraintes et n+ 2% (k + 1) variables, donc le nombre de contraintes et variables
augmentent par trois contraintes et deux variables, respectivement. Par contre
pour cette procédure le nombre de contraintes et variables sont constants et égales
a m+ 5 contraintes et n + 2 variables (pour k£ > 1). La méthode peut étre valider
a d’autres problémes ayant des propriétés similaire au probléme de sac a dos. La
méthode n’a pas dépassée la description théorique et un exemple didactique (pas
de résultats numériques).

Bazgan et al. [5] ont présenté une méthode de résolution exacte basée sur la
programmation dynamique pour le probléme de sac & dos multiobjectif. Celle-ci
est similaire a I’algorithme du plus court chemin. Les auteurs utilisent plusieurs
relations de dominance complémentaires pour éliminer des solutions partielles
durant la résolution.

Chaque relation de dominance se concentre sur des considérations spécifiques. Il
est alors souhaitable de faire usage a des relations de dominance complémentaires.
En outre, au moment de décider d’utiliser une relation de dominance, un arrét
doit étre fait entre la capacité potentielle de jeter de nombreux états et le temps
qu’il faut pour étre vérifiée.

Nous présentons maintenant les trois relations de dominance utilisées dans la mé-
thode. Les deux premiéres relations sont trés faciles a mettre en place, par contre
la derniére est difficile a établir, elle est considérée en raison de sa complémenta-
rité avec les deux autres.

a. La premiére de ces relations fondée sur 'observation du fait que lorsque la
capacité résiduelle w — y associée a un état S;(y) est supérieure ou égale a
la somme des poids des objets restants, alors la seule fagon d’obtenir une
solution efficace a partir de S;(y) est d’ajouter tous ces objets.

b. La deuxiéme relation est basée sur la dominance de Pareto. Soit s € S;(y)
et & € S;(v); siy < ¢, alors tous les objets pouvant étre sélectionnés a
partir de S;(y) peuvent aussi 1'étre & partir de S;(y). Ainsi, si s > s’ alors
I’état s permettra d’obtenir des solutions au moins aussi bonnes qu’a partir
de &', ce dernier peut donc étre rater pour la suite.

c. La troisiéme relation de dominance est la plus cotiteuse a évaluer. En effet,
elle est basée sur la comparaison entre des extensions spécifiques d’un état
et une limite supérieure des extensions d’un autre état. Pour plus de détails
[5, p. 10].

Ils ont testé leur algorithme sur différents types d’instances : aléatoire (type A),
fortement corrélés (type B), faiblement non corrélés (type C) et fortement non-
corrélés (type D) pour le cas biobjectif et pour les instances de trois objectifs,
type A et C. En moins de deux heures de temps de calcul sur un bi-Xeon 3,4 GHz
avec 3072 Mo de RAM, ils ont résolu des instances biobjectif de type A avec 700
objets, de type B avec 4000 objets, de type C avec 500 objets et sur le type D
avec 250 objets. Ils ont comparé leurs résultats avec la méthode de Captiva et al.
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et avec une méthode e-contrainte couplé avec le solveur ILOG Cplex 9.0, ils ont
obtenu de meilleurs résultats et aussi ils ont résolu les cas de grande tailles. Pour
les cas de trois objectifs, en raison de I’explosion de la cardinalité de I’ensemble
de solutions efficaces, ils ont pu résoudre les cas de type A qu’avec un maximum
de 110 objets et les instances de type C avec un maximum de 60 objets, il est
remarquable que cette méthode est la premiére méthode exacte qui a été adaptée
aux cas de trois objectifs pour les problémes MOKP.

e J.Jorge et X.Gandileux [58], ont présenté des améliorations sur les bornes uti-
lisées pour l'exploration d'un triangle dans I’algorithme en deux phases pour le
probléme de sac a dos biobjectif {0, 1}, tel que décrit par Visée et al.[98]. Ils ont
aussi proposé une nouvelle procédure en deux phases pour ce probléme, utilisant
un ranking pour l'exploration des triangles. Les expérimentations numériques
montrent une amélioration clair de la procédure en deux phases utilisant des pro-
cédures de séparation et évaluation lorsque les bornes améliorées sont utilisées.
Quand a l’approche ranking, les expérimentations indiquent qu’elle est la plus
performante comparée a l’algorithme utilisant des procédures de séparation et
évaluation et comparée a la programmation dynamique de Bazgan et al., sauf
quelques classes d’instances particuliéres. Pour plus de détails [56].

e On peut reprendre la méthode de Gokhan Kirlik et Serpil Sayin [62].

e A. Rong et al. [86] ont présenté un algorithme de programmation dynamique
pour générer la frontiére de Pareto pour le probléme de sac & dos biobjectif en
nombres entiers. L’algorithme développé répond & un probléme réduit construit
aprés 'application des techniques de fixation de variables. Les résultats numé-
riques obtenus a partir de différents types du problémes de sac & dos biobjectifs
montrent l'efficacité de 'algorithme proposé. En 2014, les mémes auteurs ont
proposé une autre méthode exacte pour le probleme de sac a dos biobjectif en
nombres entiers [87].

4.2.2 Les méthodes approximatives

Le passage au cadre multiobjectif rend implicitement les probléemes MOKP plus
ardus, en particulier du fait de la grandeur du nombre de solutions efficaces. Des al-
gorithmes pour le cas monoobjectif peuvent résoudre des instances ayant plusieurs
centaines de milliers de variables en un temps raisonnable, les résultats disponibles
pour les algorithmes de la version multiobjectif sont limités a quelques centaines de va-
riables, les méthodes approchées sont les seules remeédes pour résoudre les plus grandes
ou les plus difficiles des instances. Nous présentons dans cette section des méthodes
approximatives dans le but de produire un PTAS et FPTAS. Bien que les méthodes
approximatives sortent du cadre de nos travaux, nous citons quelques-unes dédiées aux
problémes MOKP : Erlebach et al.[30] ont présenté en 2002 un FPTAS efficace et ap-
plicable pour les problémes MOKP, aussi ils ont présenté un algorithme PTAS pour les
problémes MOMKP basé sur la programmation linéaire, Dans 2006, Kumar et Baner-
jee [64] ont présenté un algorithme stochastique pour obtenir (1 + €)-approximations.
Récemment, en 2009, Bazgan et al.|6] ont proposé un algorithme FPTAS, I'idée prin-
cipale de leurs approche est basée sur la programmation dynamique et 'utilisation de
plusieurs relations de dominance complémentaires pour écarter une partie de solutions
dominées. Ils ont comparé leur algorithme FPTAS avec celui de Erlebach et al. et ils
ont montré que leurs résultats sont meilleurs.
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4.2.3 Les méthodes heuristiques

Nous présentons une synthése des méthodes heuristiques qui a pour but trouver

une bonne approximation de I’ensemble de solutions efficaces.

— En 1993, Ulungu [97] a présenté dans sa thése la premiére adaptation de la
méthode SA aux problémes MO, il s’agit de la méthode MOSA. Il a adapté
la méthode pour le probléeme MOKP [95]. 11 a résolu les instances biobjectifs
aléatoires (les mémes instances que dans la méthode exacte par Visé et al. [98])
avec jusqu’a 500 objets.

— Ben Abdelaziz et al [8] ont proposé en 1997 une méthode basée sur la recherche
tabou. Ils résolvent des instances aléatoires biobjectifs jusqu’a 100 objets. Ils ont
fait une extension de la méthode réalisée en 1999, en integrant une recherche
tabou dans des algorithmes génétiques.

— Czyzak et Jaskiewicz ont adapté une méthode de recuit simulé [20] pour résoudre
(MOKP). Ils ont adapté le cas de 2, 3 et 4 objectifs générés aléatoirement avec
800 objets au maximum.

— Gandibleux et Fréville [39] ont proposé en 2000 une méthode de recherche tabou,
appelée MOTS, appliquée au probléme de sac & dos biobjectif. Ils ont utilisé de
différentes techniques pour réduire ’espace de décision. Ils ont testé leur mé-
thode sur des instances aléatoires dans le cas biobjectif 50 et 100 objets. Aucune
comparaison avec d’autres méthodes heuristiques a été réalisée.

— Ils existent aussi les travaux de Gandibleux et al. établis en 2001, les travaux
de C. Gomes et al. en 2006 et en 2007 et d’autres travaux [67, 27|. Le principal
inconvénient de ces procédures est la difficulté d’obtenir une bonne approximation
de la frontiére efficace.

Bien que lefficacité des procédures de résolution dans le cas unicritére se base sur
la notion du core, dans le cas multicritére peu de travaux existants dans cet axe, il
nous semble intéressant de se pencher vers cet axe. Le chapitre suivant rapporte les
travaux consacrés a la fixation de variables, avant la résolution du probléme de sac a
dos multiobjectif dans sa version unidimensionnel et multidimensionnel.
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Chapitre

Prétraitement pour le probléeme de sac a dos
multiobjectit

5.1 Introduction

Les procédures de réduction essayent a travers différentes techniques de diminuer de
facon efficace le temps d’exécution des méthodes de résolution exactes ou approchées
pour toutes les instances pratiques du probléme de sac & dos, bien que cela ne change
pas la complexité des algorithmes. Ces procédures sont disponibles pour sa version
monoobjectif unidimensionnel et multidimensionnel [4, 84| (voir : Chapitre 1).

Nous exposerons dans la premiére partie de ce chapitre les travaux de Gomes da
Silva et al. [44], les auteurs proposent une extension de la notion du core du cas mo-
noobjectif au cas biobjectif. Les travaux de G.Mavrotas et al. [73] concernant le cas
multiobjectif multidimensionnel prennent leur part dans la deuxiéme partie. Dans la
troisiéme partie, nous présenterons les travaux de J.Gorge et X. Gandibleux [58, 57|, les
auteurs proposent de nouvelles propriétés visant a réduire a priori la taille du probléme
de sac a dos biobjectif, suivis d'un exemple didactique.

5.2 Notion de core du probléme de sac & dos multiob-
jectif

Pour le probléme du sac & dos uniobjectif unidimensionnel, le core (noyau) est défini
comme un sous-ensemble d’objets (voir : Définition 5.3) dont leur efficacité est similaire
a Defficacité de 1'élément bloquant définit au chapitre 1 (voir : Définition 1.11).

Les algorithmes les plus efficaces pour résoudre le probléme de sac a dos uniobjectif
en variables {0, 1} sont basés sur la notion du core et le probléme core, malheureu-
sement, ce concept est resté limité au cas uniobjectif unidimensionnel [4], jusqu’aux
travaux de J. Puchinger [84] en 2006, 14 ot les auteurs ont proposé une extension au
cas uniobjectif multidimensionnel et par conséquent ils ont défini le concept du core
pour le probléme du sac & dos uniobjectif multidimensionnel,(voir : Chapitrel). Gomes
da Silva et al. [44] ont validé l'existence de tel ensemble core pour le probléme de sac
a dos biobjectif unidimensionnel en variables {0,1}. En 2009, Mavrota et al. [73] ont
proposé une adaptation du concept du core pour le probléme de sac a dos biobjectif
multidimensionnel en variables {0, 1}. Cette extension n’était pas triviale, les auteurs
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ont mis en oeuvre la notion du core de ce dernier cas en synthétisant les deux ceuvres,
celui de J. Puchinger [84] et de Gomes et al. [44].

La premiére section de ce chapitre sera consacré aux travaux de Gomes da Silva et
al. [44] tandis que les travaux de Mavrota et al. [73| seront présentés dans la deuxiéme
section.

5.2.1 Notion de core multiobjectif unidimensionnel

La notion du core du probléme de sac a dos monoobjectif est basée sur le tri
de VDefficacité d’objet en ordre décroissant [4], cet ordre ne se trouve pas dans le cas
multiobjectif. C.Gomes da Silva et al. ont proposé une généralisation du core pour le
probléme de sac a dos biobjectif [44]. On présente dans cette section le déroulement de
cette généralisation :

Le probléme de sac a dos biobjectif peut s’écrire comme suit :

( n

“max”(Z%) =Y cfa;, k=1,2,
i=1
(BOKP) d (5.1)
Zwimi <w
i=1
L r; €{0,1},i=1,...,n.

ol z; est une variable de décision égal a 1 si 'objet 7 est sélectionné dans le sac & dos
et 0 sinon. On suppose que :

a. Toutes les données w, ¢; et w;, pour ¢ = 1,...,n, sont des entiers positifs.
n
b. Z w; > w, dans I'ordre d’éviter toutes les solutions triviales.
i=1
C.Gomes da Silva et al. [44], ont défini le probléme core comme suit :

max(Z;) = Z el
f
max(Zs) = cla;
(BOK P¢) Pyt (5.2)

e’
z; € {0,1}, i € C.

¢

ol Ww=uw — Z w;.
1€{1,2,....n}\C
Les fonctions objectifs peuvent étre agrégées en un seul objectif. Dans le cas biobjectif
une agrégation des fonctions peut étre exprimée par :
Z(x,\) = Mi(z) + (1 — \)Zy(z) avec 0 < A < 1. Soit & une famille des fonctions
paramétriques Z(z, A), le core est défini dans le cas biobjectif comme suit :

Définition 5.1 Soit & une famille des fonctions paramétriques Z(x, \), le core d’une
solution efficace ' pour le probléme de sac a dos biobjectif (BOKP) est le plus petit
core en considérant chaque fonction de & séparément, obtenu en remplagant les objets

, . ., L C;
par ordre décroissant de leur efficacité pondérée :
W;
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Remarque 5.1 Cette définition s’étend au cas multiobjectif p > 2.

Considérons qu’il existe p solutions efficaces et ¢ fonctions objectifs, le core associé a
une solution efficace 2! en tenant compte des fonctions Z(x, A\*) est défini :

CR = (b8, (5:3)

ou
it =minfi | 2f=0, i=1...,n}, (5:4)

et
jo'=max{i | al=1, i=1,..n} (5.5)

(Si gt > 4L, on pose C' = (}) et ou les objets sont ordonnés suivant un ordre
décroissant des rapports
Neel + (1 — M\F)e?
) = et A=) (5.6)

W;

Le core du probléme de sac & dos biobjectif d’une solution z' est défini par :

Ot = argming=,..{|C*|}. (5.7)

Déterminer le core d’un probléme BOKP d’une solution efficace exige que toutes les
fonctions Z(z, A) de & soient analysées. Pour obtenir le plus petit ensemble core, une
estimation se fait de la fonction déterminante I’ensemble core pour obtenir I’ensemble
efficace. Pour déterminer I’ensemble core d’une solution efficace, les objets du probléme
de sac a dos en variables {0, 1} doivent étre triés par un ordre décroissant de 'efficacité
d’objet :

1 2 2 1_ 2
gy datd=Na o a-a 5y (5.8)

Le rapport donné par I'equation (5.8) est une fonction de A, pour cette raison, ce
rapport n’est pas bien défini, mais il peut vérifié I'inégalité suivante :

L2 L2
i, C—Z} <e(N) < max{&, C—Z} (5.9)

min{
w; wj w; Wy

Pour déterminer le core du probléme paramétrique, on doit trier le rapport défini par
I'équation(5.8) par ordre décroissant donné par :

en,(N) >ep,(N) > o >e,(N), ou{ly,ly.... 1} ={1,2,...,n}. (5.10)

A chaque fois que X varie dans [0, 1], 'ordre défini dans (5.10) n’est pas stable. La
détermination des valeurs de A pour que l'ordre soit stable est bien détaillé dans [44].
Pour détecter 1’ensemble core C'; le probléme biobjectif est transformé a un pro-
bléme uniobjectif, prenant I’exemple suivant : soit la fonction paramétrique Z(x, %) =
En utilisant cette fonction particuliére Z(x, A), 'ensemble core C' est composé de
21 objets a la droite de la figure 5.1 (11 objets dans le cas de la méme figure & gauche)
autour de I'objet bloquant.
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4100 Front de Pareto #1007 Front de Parsto
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FIGURE 5.1 — Core exacte

Dans le but d’éclaircir la notion du core dans le cas d’un probléme de sac a dos
biobjectif, on présente un exemple didactique :

Exemple 5.1

max(Zl) = 91x1 + 38x9 + 8xg + 77xy + 9325 + 13z + 41la7 + 8lzg + 11x9 + 93219
max(Zy) = 35x1 + 4929 + 8623 + 1924 + 5025 + 90x6 + 2127 + 5928 + 6329 + 5521
33x1 + 45x9 4+ 23x3 + 1924 + 70x5 + 100x6 + 6327 + 70x8 + 559 + 10219 < 244
T; € {0, 1}

(BOKP)

(5.11)

Ce probléeme admet cing solutions efficaces listées dans la table 5.1 :

v | 1121341516 7[819]10
Xti1rjof1j1{oj1{ojo|1]|1
X2|l1/0|1|1|1]0]0|1|0]|1
X311 |1]0]{0]0]O|1|1]|1
X411 1{0j1/0]0f0|1]1
X011 |1|{1]0]0|1|0]|1

TABLE 5.1 — Solutions efficaces

La table 5.2 résume tous les points non-dominés.

Z | 21| Zsy
X1 1293 | 348
X2 | 443 | 304
X3 1320 | 347
X 1332|338
X5 | 388 | 318

TABLE 5.2 — Points non-dominés
En utilisant les formules précédentes données par les équations (5.3), (5.4) et (5.5), pour
trois différentes fonctions Z (A, x) tel que les valeurs de A € {(0,1), (1,0), (0.5,0.5)}, la
table 5.3 représente I’ensemble core associé a toutes les cinq solutions efficaces.
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Z(\ 1) = 02, + 12, Z(\ 1) = 12, + 02, ZO\ ) =12, + 17,
C'T=12,1,4,6} C?>1=15,8,2,7,3,9,6} C3T=15,8,2,9,6}
C2 ={9,2,1,4,6,8,5} 22 = {2,7,3} 32 = {8,2}
C'3 = {4,6,8} C?3 = {4,1,5,8,2,7,3,9,6} | C3%={4,3,1,5,8,2,9}
C'4 = {4,6,8,5} C24 ={4,1,5,8,2,7,3,9} | C34={4,31,58,2,9}
C'5=1{9,2,1,4,6,8,5} | C2°={1,5,8,2,7,3} C35 = {1,5,8,2}
CT*=19,2,1,4,6,8,5} | C** = {4,1,5,8,2,7,3,9,6} | C>* ={4,3,1,5,8,2,9,6}

TABLE 5.3 — Ensemble core pour différentes fonctions Z (A, x)

D’aprés cet exemple, on peut conclure que :
— Pour le méme probléme, plusieurs fonctions paramétriques peuvent étre construites
pour déterminer I’ensemble core.

— L’ensemble core dépend de la solution efficace considérée.

— La méme solution est associé a différent ensemble core.

Aussi I’'exemple montre que pour plus d’un objectif, le rapport profit sur poids n’est
pas bien définit, il dépend de la fonction paramétrique considérée.

De la méme maniére que le cas uniobjectif, I’ensemble core est le plus petit core
donné d’une solution efficace (voir : Définition 5.1, Equation (5.7)).

Donc 'ensemble core exacte des solutions efficaces X', X2, X3, X4 X est donné

respectivement par CHt, C32, C13 C14, O35,

Remarque 5.2 Un autre exemple de taille n = 7 est détaillé concernant la détermi-
nation des valeurs de A [44].

En conclusion, les auteurs ont proposé une extension du concept core au cas d’'un
probléme de sac a dos biobjectif en variables {0, 1}, cependant, cette extension n’est
pas évidente puisque plusieurs core peuvent étre définis pour chaque solution efficace.
Les auteurs appuient leurs propositions par de nombreuses expérimentations sur cing
familles d’instances. Il ont noté que les caractéristiques du cas uniobjectif sont valables
au cas biobjectif [44]. Aussi, ils ont observé que pour une instance donnée, la taille
du core est relativement insensible a I'intérieur d’une méme famille. Cette taille peut
énormément varier d’une famille a une autre.

Enfin, les auteurs proposent deux d’algorithmes de résolution utilisant le core, res-
pectivement pour une résolution approchée et exacte, mais pas de résultats numériques.

5.2.2 Notion de core pour le cas multiobjectif multidimension-
nel

Mavrotas et al. [73] ont combiné les résultats proposés par Gomes et al. [44] sur le
core pour le probléme de sac a dos biobjectif (BOKP) avec ceux de Puchinger et al.
[84] sur le core pour le probléme de sac & dos monoobjectif multidimensionnel, et ils
ont exploité le concept du core pour la résolution du probléme de sac & dos biobjectif
multidimensionnel [73].

Les auteurs traitent dans cet article [73] le probléme du sac a dos biobjectif multidi-
mensionnel, ils proposent ’adaptation du concept du core qui a été utilisé efficacement
au cas du probléme de sac a dos uniobjectif multidimensionnel. I.’idée principale du
concept du core est basée sur le principe "diviser pour conquérir". Au lieu de résoudre
un probléme avec n variables, ils résolvent plusieurs sous-problémes avec une fraction
de n variables. L’idée principale est la suivante :
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— Selon Gomes da Silva et al. [44], en premiére étape, ils résolvent le probléme relaxé
qui produit 'ensemble des solutions efficaces extrémes (Xgg), ensuite ils affectent
a chaque solution efficace extréme un intervalle de paramétre \ correspond & un
programme linéaire multiobjectif (MOLP).

— Pour chaque solution efficace extréme et en utilisant les valeurs de paramétres A
pour agréger les deux fonctions objectifs, on transforme le probléme & un pro-
bléme uniobjectif. Ensuite, nous profitons de la méthode de Puchinger et al.[84]
concernant le concept du core pour le probléme du sac a dos multidimensionnel.

— Pour chaque solution efficace extréme, nous affectons le core approprié (selon
Puchinger et al. [84] efficacité de dual). Nous ajustons le probléme biobjectif
(MKP) aux variables du core spécifiques et on résout avec la méthode Branch &
Bound, afin de générer le front Pareto.

— Nous répétons ce processus pour toutes les solutions efficaces extrémes et a la
fin nous fusionnons l’ensemble front pareto pour obtenir une représentation de
I’ensemble complet du front Pareto du probléme initial.

L’idée peut étre exprimée par un graphe illustratif. La figure 5.2 explique la méthode
développée pour la notion du core pour le probléme de sac a dos biobjectif multidimen-
sionnel, le front de Pareto du probléme détendu est représenté par la ligne A, B, C,
D. Pour chacune des quatre solutions efficaces extrémes, nous déterminons ’ensemble
core. Les variables qui sont en dehors du core sont fixées soient & 0 ou 1 (variables
réguliéres), et la partie fixe correspond aux points A’, B’, C’, D'. Les quatre solutions
obtenues en résolvant le probléme BOMKP par la méthode Branch & Bound (MCBB)
implique que les variables du core produisent les solutions optimales localement perti-
nentes du front Pareto. Par exemple a partir des variables fondamentales du core de A,
les solutions optimales localement Pareto A;, Ay, A3 sont produites. Aprés que toutes
les solutions efficaces extrémes soient visitées, les solutions optimales localement Pa-
reto sont fusionnées pour obtenir la représentation de ’ensemble Pareto du probléme
original du sac & dos biobjectif multidimensionnel (BOMKP).

Z,

FIGURE 5.2 — Représentation graphique du core d’'un probléme BOMKP

Toutes les étapes de la méthode développée et plus de détails sont dans la référence

73].
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MULTIOBJECTIF

5.3 Reégles de réduction pour le probléme de sac a dos
multiobjectif

Dans cette section, on présentera les travaux élaborés par J.Jorge et X.Gandibleux
[58, 57|, les auteurs ont remarqué que le fait que le core d’un probléme soit défini
a partir de la connaissance d’'une solution optimale rend difficile son utilisation dans
une méthode de résolution. Ils ont proposé un prétraitement basé sur des propriétés et
quelques notions existantes dans la littérature, pour extraire un ensemble de variables
dites réguliéres. Ces variables prennent une seule valeur qui vaut & 0 ou 1 dans toutes
les solutions efficaces.

5.3.1 Caractére régulier des variables

A travers une instance particuliére aux coefficients générés aléatoirement et sans
corrélation, les auteurs dans [58, 57, 56| ont remarqué que cette instance de taille
50 accepte 34 solutions efficaces, ott 9 variables prennent la valeur 0 dans toutes les
solutions efficaces, tandis que 18 prennent la valeur 1 dans toutes les solutions efficaces
et les autres restantes interviennent dans les deux cas (prennent les valeurs 0 ou 1.)

On présente cette instance du probléme de sac a dos biobjectif par la figure (5.3)
qui montre les profits et poids des objets, associés au caractére régulier des variables
correspondantes.

FIGURE 5.3 — Caractére régulier des variables

Les variables égales a 0 sont indiquées par des triangles, celles des variables égales a
1 sont illustrées par des cercles. Les données représentées par des carrés correspondent
a des variables intervenant avec les deux valeurs dans toutes les solutions efficaces.

Les auteurs ont observé que certaines données semblent groupées selon le type des
variables auxquelles elles sont attachées. En particulier, les variables toujours a zéro
sont dans une partie de l'espace ou les profits sont faibles et aux poids importants,
alors que celles toujours égales a un sont associées aux grands profits et aux poids
faibles. Il n’y a cependant aucune séparation nette de ’espace entre chaque groupe de
variables. En effet, ils ont constaté que des variables intervenant avec les deux valeurs
sont présentées dans tout I'espace. On présente un exemple didactique expliquant ce
caractére de variables :
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Exemple 5.2 On considére le probléme de sac & dos biobjectif (BOKP) :

maX(Zl) = 21‘1 + 21’2 + 51’3 + 9134 + 81’5 + 6.T6
max(Zy) = 8x1 + 2x9 + 623 + 224 + Hx5 + 86
8x1 + 8xo9 + T3 + Dy + das + 224 < 17
T; € {O, 1}

(BOKP) (5.12)

L’ensemble efficace est représenté par la table 5.4 :

v |[1]1213]4/5]|6
Xti1f(oj1]0]0]1
X2|l1]{0[0]|0]1]|1
X300 1]0]1]1
X*1olo1]1]0]1
X>l0(0/0]1]1]1

TABLE 5.4 — Solutions efficaces

On remarque que la variable zo = 0 et la variable x4 = 1 dans les cinq solutions
efficaces.
L’ensemble efficace situé dans I’espace des objectifs est représenté dans la table 5.5 :

X X1 X2 X3 X7 X°
Z(X) | (13,22) [ (16,21) | (19,19) | (20,16) | (23,15)

TABLE 5.5 — Les points non-dominés

Les points non-dominés sont représentés par la figure 5.4 :

22 2@l
21
20

za(x)

z1(x)

FIGURE 5.4 — I'ensemble des points non-dominés Yy = Z(Xg)

5.3.2 Variables réguliéres et relation de dominance

Cette section présente les définitions des éléments nécessaires pour les propriétés
présentées par la suite.
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Définition 5.2 Variables réguliéres

Soit X i I’ensemble complet de solutions efficaces du probléme de sac a dos biobjectif
donné par I'équation (5.1).

C():{Ze {1,,n}|x1:O, V$€XE}

01 :{ZE {1,,n}|1’221, VﬂjEXE}
Les ensembles Cy et C sont les indices des variables réguliéres, celles qui n’acceptent
qu’une seule valeur dans toutes les solutions efficaces.

L’espace déterminé par les données du probléme de sac & dos est ’ensemble des
vecteurs donné par :
V={eN"xZ|v'=(q,....,d&, —w;), i€ {1,...,n}} (5.13)
Définition 5.3 On considére v', v/ € V. Un vecteur v' domine v/ (v* = v7), si
(¢iyooorel,—wy) > (cj, ..., c%, —w;) pour au moins une inégalité stricte.

)
Définition 5.4 Soit v* € V. L’ensemble de tous les indices j de vecteurs v/ dominant
le vecteur de donnée v’ est appelé ensemble préféré et noté par :

P ={je{l,...,n} | v/ =2'}. (5.14)

Définition 5.5 Soit v* € V. L’ensemble des indices j des vecteurs v/ dominés par le
vecteur v’ est appelé ensemble dominé et noté

D) ={je{l,....,n} | v' =} (5.15)

Bornes sur la cardinalité des solutions efficaces

Une borne inférieure L B et une borne supérieure U B de la cardinalité d’une solution
optimale = pour le probléme de sac & dos uniobjectif unidimensionnel ont été introduites
par Glover [43]. Ces bornes sont définies comme suit :

Définition 5.6

LB = max{s | Zwi <w} tel que w; > wipq, Vie{l,...,n—1} (5.16)

i=1

UB = max{s | Zwi <w} tel que w; <wipq, Vie{l,...,n—1} (5.17)

i=1

Les bornes LB et UB sont clairement indépendantes des fonctions objectifs, cette
observation a mené Gandibleux et Fréville [39] & généraliser leurs utilisation au cas
multiobjectif & travers la proposition suivante :

Proposition 5.1 Soit Xz 'ensemble complet de solutions efficaces (5.1). Si z € X,
alors : .
LB<) ;<UB.
i=1
Ces bornes seront utilisées conjoignement avec les deux ensembles dominé D(v') et

préféré P(v') définis respectivement par les équations (5.14), (5.15) pour construire de
nouvelles propriétés détectant un ensemble de variables réguliéres.
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5.3.3 Propriétés des variables réguliéres

Dans cette section des conditions proposées dans [56] sous lesquelles une variable
soit réguliére dans ’ensemble des solutions efficaces.

Proposition 5.2 Soit x € Xg.
Vie{1,2,...,n}, si x; =0 alors z; = 0, Vj € D(v").

Proposition 5.3 Soit x € Xg.
Vie{l1,2,...,n}, siz; =1 alors x; = 1, Vj € P(v").

Proposition 5.4 Soit i € {1,2,...,n}.
Si |P(v")| > UB alors z; = 0, Vr € Xg.

Proposition 5.5 Soit i € {1,2,...,n}.
Si Z w; +w; > w alors x; = 0, Vo € Xp.

JjEP(vY)

Proposition 5.6 Soit i € {1,2,...,n}.
Sin—|D(")| < LB alors x; =1, Vz € Xpg.
Proposition 5.7 Soit i € {1,2,...,n}.
Si Z w; <w alors z; =1, Vo € Xp.

J¢D(v")
Preuve : La preuve des propositions (5.2), (5.3), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7) sont dans la
référence [56].
Détermination de I’ensemble de variables réguliéres

L’algorithme 8 détermine I'ensemble de variables réguliéres C| et C] détecté par

J.Jorge et X.Gandibleux [56, 57, 58].
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Algorithme 8: Détermination de ’ensemble de variables réguliéres.
Input :

1 c¥ : le vecteur profit de chaque objectif; k=1,2,...,p
Jw;i=1,...,n: le poids de chaque objet

J w : la capacité du sac a dos

Output :

T Co, O

Calculer LB et UB

forie {1,2,...,n} do

N =

3 | Calculer |P(v%)| et |D(v')]

4 if |[P(v")| > UB ou Z w; +w; > w then
JEP(v?)

| Co=Cou{i}
6 else
7 n — |D(v")| < LB ou Z w; < w
J¢D(v?)
8 end
9 C,=Ccyu{i}

10 end
11 return C), Cf;

On présente le déroulement de I'algorithme 8 sur I’exemple 5.2. D’une part, cette ins-
tance accepte cing solutions efficaces, listées dans la Table 5.4, chacune de ces cingq
solutions vérifie xo = 0 et zg¢ = 1. D’une autre part, la borne inférieure LB = 2 et la
borne supérieure U B = 3. Dans le but de détecter un ensemble de variables réguliéres,
nous appliquons les propriétés (5.2), (5.3), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7) :

Les vecteurs de données sont :

2 2 5
vl = 8 , v? = 2 , 3 = 6 ,
—8 —8 —7
9 8 6
vt = 2 , v = ) , 0 = 8
-5 —4 -2

Dans cet exemple, la table 5.6 représente les ensembles préférés et dominés de
chaque objet i tel que i =1,2,...,6:

i P(v") D(v")
vt {6} {2}
02| {1,3,4,5,6) | 0

v’ {6} {2}
vt 0 {2}
v° 0 {2}
v® 0 {1,2,3}

TABLE 5.6 — Ensembles préférés et dominés
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D’aprés la table 5.6, on constate que :
— P(v?) = {1,3,4,5,6}, | P(v?) |= 5 > UB tel que UB = 3, on conclu de la
propriété 5.4 que x5 = 0 dans toutes les solutions efficaces.
— D(v®%) = {1,2,3}, d’apreés la propriété 5.6, n — |D(v")| £ LB(w) tel que n = 6,
|D(v®)| = 3 et LB = 2, mais d’aprés la propriété 5.7, Z w; < w, on a :
j¢D(v*
wy+ws +wg =5+4+2 =11 < 17, alors z4 = 1 da;:zs t(o&tes les solutions
efficaces.
En conclusion J.Jorge et X.Gandibleux ont développé des propriétés basées sur quelques
notions existantes dans la littérature, détectant un ensemble de variables régulieres
avant la résolution du probléme de sac a dos biojectif.

5.4 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre, trois cas concernant une réduction de la taille du
probléme de sac a dos multiobjectif unidimensionnel et multidimensionnel avant sa
résolution. Le premier cas s’agit de la notion du core dédiée au probléme de sac & dos
biobjectif unidimensionnel inspiré du cas uniobjectif unidimensionnel ensuite 1’exten-
sion au cas biobjectif multidimensionnel et enfin nous avons exposé un prétraitement
établi par J.Jorge et X.Gandibleux [58, 57, 56|. La détection de variables réguliéres est
basée sur des concepts introduits en détail dans ce chapitre. L’espace de recherche a
été réduit ce qui peut conduire & une diminution du temps de calcul nécessaire pour
la résolution du probleme MOK P. Les résultats théoriques sont évalués a la lumiére
présentant deux objectifs, et appuyés par des expérimentations numériques [57|. Ces
expérimentations montrent que la procédure de réduction est utile pour les instances
ou les coefficients sont indépendants, en particulier pour le cas biobjectif, la procédure
de réduction n’a pas été adaptée aux instances ou les coefficients d’'un objectif et de
la contrainte sont corrélés. Cependant, ces expérimentations numériques montrent que
de nombreuses variables n’obéissent pas aux propriétés développées, méme si elles sont
visiblement réguliéres apres calcul de I'ensemble complet des solutions efficaces. Cette
observation nous a motivé a faire une étude plus approfondie sur des approches fixant
a priori ces variables. Dans le chapitre suivant nous proposons d’autres propriétés pour
remédier aux cas non étudiés.
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Chapitre

Une nouvelle procédure de réduction pour le
probléme de sac a dos multiobjectif

6.1 Introduction

Il existe treés peu de méthodes exactes de réduction dédiées au probléme de sac a
dos multiobjectif. Aussi, il nous a semblé intéressant de voir ce qui pouvait étre fait
dans ce sens. Ceci est ’objectif de notre premiére partie de ce travail de thése. Aprés
une étude des méthodes de réduction existantes, une méthode utilisée en biobjectif a
attiré notre attention. Il s’agit de la méthode expliquée dans la section 3 du chapitre
5.

L’observation faite dans la conclusion du chapitre précédent, nous a conduit a pro-
poser une nouvelle procédure de réduction pour déterminer a priori un ensemble de
variables réguliéres pour le probléme de sac & dos multiobjectif en se basant sur plu-
sieurs propriétés. Ensuite, nous intégrons cette procédure dans une méthode exacte
pour étudier son utilité dans la résolution du probléme considéré. Dans la section sui-
vante, la formulation du probléme de sac a dos multiobjectif en variables binaires est
présentée, nous définissons ’espace de données du probléme, inspiré de l'efficacité d’ob-
jet du cas unicritére, nous décrivons théoriquement et techniquement notre algorithme
de réduction suivi d'un exemple didactique expliquant toutes les étapes et montrant la
valeur ajoutée dans I'optimisation combinatoire, particulierement pour le probléme de
sac a dos biobjectif en variables binaires.

Les expérimentations numériques en fin de ce chapitre, nous permettent de tirer
des interprétations et conclusions sur la performance de la procédure de réduction
développée et son impact sur le temps d’exécution globale.
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6.2 Espace de données du probléme MOKP

Le probléme de sac & dos multiobjectif peut s’écrire comme suit :

;

“max” (Z%) = ZcfxZ E=1p
i1

MOKP - 6.1
(MOKP) S < (©.1)
i=1 L
\ r; €{0,1} i=1,n
ou :
1. ¢ w; et w sont des entiers positifs et x = (1, 73,...,7,) dans I'ordre d’éviter

toutes solutions triviales, on suppose que :
2. w; <w, 1=1,n.

3. iwi > w.
=1

1=
Rappelons la définition de l'efficacité d’un objet dans le cas d'un probléme de sac a dos
unicritére unidimensionnel.

Définition 6.1 Efficacité d’un objet

On appelle efficacité d'un objet le rapport de son profit sur son poids, noté par
€; = —Z.
Wy
Remarque 6.1 — La notion d’efficacité d’'un objet dans le cas unicritére est diffé-
rente de la notion d’efficacité d’une solution dans le cas multicritére.

Soient Cy et C4 les ensembles d’indices qui correspondent aux variables réguliéres (voir :
définition 5.2). On définit I'espace de données du probléme de sac & dos multicritére
de la maniére suivante :

Définition 6.2 Espace de données du probléme de sac a dos multicritére
Soit I'ensemble E de vecteurs E' de composantes ef, i = 1,...,n, k= 1,...,p.
Alors :

E = {E’ ER" | B = (ef,e?,...,eh), ie{l, - ,n}} ouef:;—i, kE=1,...,p.
(6.2)
Définition 6.3 Soit £, E7 € E. Un vecteur E* domine E? (E* = E7), si:
eF>eh Vke{1,2,...,p}, et I c{1,2,...,p} t.q. €F >e§.

=)

Définition 6.4 Soit E' € E.
L’ensemble de tous les indices j de vecteurs B’/ dominant le vecteur de données E'
est appelé ensemble préféré donné par :

P(EY={je{l,....,n} | BV = E'}.

Définition 6.5 Soit £ € E.
L’ensemble des indices j des vecteurs E? dominés par le vecteur de données E° est
appelé ensemble dominé donné par :

D(EY={je{l,...,n} | E' = E’}.
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6.3 Description de I’algorithme développé

On présente dans cette section, le déroulement de la méthode proposée ainsi que
sa description théorique et technique suivie d’un exemple didactique en fin de cette
section.

6.3.1 Description théorique

L’algorithme proposé s’articule autour de deux étapes, la premiére, détermine p solu-
tions efficaces supportées extrémes, tandis que la deuxiéme, détecte un ensemble de
variables réguliéres (voir : la définition 5.2).

Onnote X!, X2, ..., XP, psolutions efficaces supportées extrémes du probléme M OK P
définit par l equatlon (6.1) tel que X* = (ak 2k ... 2%), k=1,2,...)p

On définit aussi les ensembles Jy et J; par :

)

Jo = {je{l,...,n} | aj=ai=---=2af =0} (6.3
4)

2 6
Jio= {je{l,...,n} | zj=a5=---=af =1} (6.

Sans perdre de généralité, on considére le probléme de sac & dos biobjectif (p = 2).
Pour chercher deux solutions efficaces supportées extrémes X' et X? du probléme
BOKP, on propose la méthode lexicographique :
1. La solution lexicographiquement optimale X! correspondante au probléme

lexmax,ey (21 (z), Z*(x)) est obtenue de la fagon suivante :

En premiére étape, on résout le premier probléme uniobjectif Z!, avec le para-

métre A égal a (1,0), soit X, une solution optimale. Si cette solution est unique

alors elle est efficace et la solutlon lexicographiquement optimale X! est égale a
X jpt Sinon, ’il existe plusieurs solutions optimales, alors X! i €st une solution
faiblement efficace, dans ce cas, pour améliorer le deuxiéme objectif sans dégrader
le premier, on optimise le deuxiéme probléme uniobjectif Z?(x) sous la contrainte
additionnelle Z'(z) = Z'(X,,,). C'est a dire : glg;{{Zg | Zi(x) = Z1(X,,)}, soit
X1 une solution efficace parmi 1’ensemble de solutions lexicographiquement op-
timales du probléme.

2. La deuxiéme solution lexicographiquement optimale X? correspondante au pro-
bléme
lexmax,ex (Z2(z), Z*(z)) est obtenue de la méme maniére.

Les ensembles d’indices correspondants aux variables réguliéres notés par Dy et Dy,
sont calculés de la maniére suivante :

a. Pour ¢ € Jy, les objets dominés par au moins U B objets "en terme d’efficacité"
sont groupés a la fin, dont les valeurs de variables correspondantes sont égales &
x; = 0 dans toutes les solutions efficaces.

b. Pour i € Ji, les objets dominant au moins n — LB objets "en terme d’efficacité"
sont groupés en premier, dont les valeurs de variables correspondantes sont égales
a x; = 1 dans toutes les solutions efficaces.

Mathématiquement, on écrit :

Dy = {i€Jy | |P(EY)| >UB} (6.5)
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tel que P(E") est 'ensemble préféré défini ci-dessus (voir : définition 6.4) et UB est
la borne supérieure de cardinalité des solutions réalisables pour le probléme biobjectif
(voir : définition 5.6, I'equation 5.17).

D, = {ieJy | |D(E)| >n— LB} (6.6)

tel que D(E") est 'ensemble dominant défini ci-dessus (voir : définition 6.5) et LB est
la borne inférieure de cardinalité des solutions réalisables pour le probléme biobjectif.
(voir : définition 5.6, I'equation 5.16).

6.3.2 Description technique

Dans cette section, on présente une description technique de 1’algorithme proposé, cet
algorithme détecte un ensemble d’indices noté Dy et D; dont les variables correspon-
dantes vaux 0 et 1 respectivement.
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Algorithme 9: Détermination des ensembles Dy et D

© O N O Ok W N =

W W W W W W ONNNRNDNDNNRNDNDNKRRRRBHRHKBKEKEHKBKRH K-
AR BN R OO ®IO0 AR ®NR O ®©® ® N0 WA ®N R O

Input :
+ ci-“ : le vecteur profit de chaque objectif k =1,2,...,p
Jwi,i=1,...,n :les poids des objets
J w : la capacité du sac & dos
Output :
1D = DgU D; : 'ensemble d’indices de variables réguliéres
Initialisation
Dy + @,D + @,
Trouver le vecteur d’efficacité d’objet de chaque objectif.
for i < 1 ton do
for j < 1 topdo

|6 -

end
end
Définir l'efficacité d’objet dans le cas d’un probléme multiobjectif ;
for i < 1 ton do

B« [e!(q),e2(i),. .., el ()]
end
Calculer LB et UB;
Calculer p solutions efficaces supportées X1, ..., XP;
(p < 2 pour KP biobjectif);
Définir;
Jo<—{je{l,....,n}|x; :x?
S {je{1,...,n}|z} :x?:---:
mo < |J0],m1 — |J1‘;
D(] < @;
for i+ 1 to mg do

Calculer P(E(Jo(@)),

if |[P(E(0®))| > UB then

| Do <— DoU{Jo(i)}

end
end
return Dy;
Dy + (Z);
for i+ 1 tom; do

Calculer D(E(1());

if |[D(E1)| > n — LB then

| Dy DiU{(i)}

end
end
return Dq;
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6.3.3 Exemple didactique

Cet exemple est présenté expliquant le déroulement de I'algorithme 8 de Jorge et
Gandibleux [58, 56|. Bien que 'exemple contienne trois variables réguliéres la procé-
dure ne détecte aucune de ces variables. Partant de cette remarque, nous proposons de
dérouler notre procédure de réduction sur cet exemple montrant ’avantage de 1’algo-
rithme 9 et la valeur ajoutée :

Exemple 6.1

max(Z;) = 1lxy + 4xe + bxg + 1oy + Txs5 + 1326 + 427 + 328
max(Zy) = 9x1 + 8o + 23 + 224 + 1625 + Sxg + 927 + 4y
4x1 4 329 4+ 223 + 14 4+ 825 4+ T26 + 627 + Dxg < 20
T; € {O, 1}

La table 6.1 représente les trois solutions efficaces obtenues en résolvant le probléme
(BOKP)(6.7) :

(BOKP) (6.7)

¢ | 11213145678
Xt{1|(ofj1]1{0]|1]1]0
X211 |1]1]{1]0]0]0O
X3|1{0f0o]|1][1]1]0]0

TABLE 6.1 — Solutions efficaces

La premiére, la quatriéme et la huitiéme colonnes sont des indices des variables régu-
lieres correspondants a Cy = {1,4} et Cy = {8}.
On appliquons la réduction établi par J.Jorge et X.Gandibleux [57], on obtient :

— Les vecteurs de données :

11 4 5 1

vt = 9 , 02 = 8 , 0P = 2 vt = 2 ,
—4 -3 —2 -1
7 13 4 3

VW= 16 |, = 5 |, o= 9 |, B=]| 4
-8 7 —6 -5

— La borne inférieure LB = 2 et la borne supérieure UB =5 .

~ P(v®)={1,2} et D(v')={7,8} et D(v*) = {0} et en utilisant les propriétés
dans [57], on obtient : [P(v®)] 2 UB et wy +ws+ws = 13 # w, donc on ne peut
rien dire sur la valeur de xg, méme si xg = 0 dans toutes les solutions efficaces,
aussi 8 — [D(v')| =6 £ LB et wy + wy + w3 + wy + w5 + wg £ w qui ne peut
pas déterminer la variable x;, méme si x1 = 1 dans toutes les solutions efficaces.
La méme maniére pour la valeur x4, on ne peut pas la déterminer par les pro-
priétés développées dans [57].

En conclusion, I’ensemble d’indices de variables réguliéres détecté dans [57] est donné
par C; = () et Cy = 0.

Maintenant, on applique notre procédure de réduction sur ’exemple 6.1, en parcourant
les trois étapes suivantes :
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1. On définit I'espace de données E de vecteurs :
1 [ 2,75 > [ 1,33 3 (2,5 i (1
E—(2,25 Er=laes =1 ) E =g )
0,87 1,85 0,66 0,6
5 __ ) 6 __ ) 7 __ ) 8 __ )
(%) m=(on ) m= (%) 7= (0

2. Deux solutions efficaces supportées extrémes sont calculées par la méthode lexi-
cographique données par 1’algorithme 4 :
X!'=(1,0,1,1,0,1,1,0) et X2%=(1,1,1,1,1,0,0,0).

3. Les ensembles Jy et J; sont définis (voir : 'equation (6.3) et (6.4)) par :
Jo={8} et J; ={1,3,4}.
Dans cet exemple, la table 6.2 représente I’ensemble préféré et I’ensemble dominé
de chaque objet 7 en utilisant les définitions 6.4 et 6.5 :

i P(EY D(EY)

El ] {3,4,5,6,7,8}
E? 0 {4,5,7,8}
E? {1} {6,8}

E* {1,2} {5,7,8}
E° | {1,2,4} (7.8}

E® {1,3} 0

ET| {1,2,4,5) {8}

E8 | {1,2,3,4,5,7} )

TABLE 6.2 — Ensembles préférés et dominés

L’ensemble dominé par le vecteur E' est : D(E') = {3,4,5,6,7,8}, donc | D(E")| >
n — LB, d’aprés I'equation (6.6), on conclut que : 1 € Dy et donc x; = 1.
L’ensemble dominé par le vecteur E® est D(E®) = {6,8}, on a |D(E®)| » n— LB
donc, on ne peut rien dire sur xs.

L’ensemble dominé par le vecteur E* est D(E*) = {5,7,8}, comme |D(E*)| #
n — LB on ne peut rien dire sur x,.

L’ensemble dominant le vecteur E® est P(E®) = {1,2,3,4,5,7}, on a |P(E®)| >
UB, d’aprés I'équation (6.5) on conclut que : 8 € Dy alors xg = 0.

Par conséquent, la procédure proposée détecte quelques variables réguliéres Dy = {1}

et Dy = {8}, ces derniéres n’ont pas été détectées par la procédure développée dans
[57].

6.4 Expérimentations Numeériques

Les instances du probléme de sac a dos prélevées du site :
http ://xgandibleux.free.fr/MOCOIlib/instances/ MOKP/, sont formées de trois types
1A, 1B, 1C, selon plusieurs caractéristiques précisées par la suite.
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D’une part, ces instances sont utilisées pour valider ’algorithme proposé et d’autre part
les instances ont été résolues a 1’aide d’une méthode exacte. L’ensemble de solutions
efficaces permet de calculer Cy et C définis ci-dessus. Leurs cardinaux servent & borner
les résultats pouvant étre obtenus a l'aide d’'une méthode de réduction et évaluer la
qualité des propriétés développées. La premiére partie de cette section présente les
instances utilisées ainsi que les résultats obtenus de I'algorithme proposé sur toutes les
instances comparés avec ceux de Jorge et Gandibleux (2008). Puis, la seconde partie
présente les résultats obtenus de I'impact de cet algorithme sur le temps d’exécution
globale sur quelques instances comparés avec ceux de la méthode de résolution proposée
par Jahanshahloo et al. (2005).

6.4.1 La détection de I’ensemble de variables réguliéres

L’algorithme 9, est implémenté dans un environnement MATLAB 11 sur un PC
Intel(R) Pentium(R)M Processor 2.13 GHz. On utilise CPLEX 12.2 pour résoudre le
probléme de sac & dos biobjectif.

On adopte les notations suivantes :
— 2K Pn —r : le probléme de sac a dos biobjectif avec n objets et le rapport de la
capacité sur la somme des poids égal a r € 1072 x [11,91].

— | Cg |=| Co Uy | : le nombre d’indices de variables réguliéres obtenu par une

méthode exacte donnée par le site mentionné auparavant.

— | Cy | : le nombre d’indices de variables réguliéres donné dans [57].

— | D |=| Dy U Dy | : le nombre d’indices de variables réguliéres donné par notre
algorithme.
— T : le temps d’exécution de notre algorithme.
| CJ ]
- R; = * 100%.
’ ||CE |’
D
— Rp = * 100%.
7 Cr |

e Résultats des instances du type 1A
Ce type contient 5 instances du probléme de sac a dos biobjectifs unidimension-
nels en variables {0, 1}. Les vecteurs profits et poids sont uniformément générés.

Les instances contiennent entre 50 et 500 objets. Le rapport r appartient a I'in-
tervalle [0.11,0.92], (voir : table 6.3).

Instances | Ce| | |Cy| || Dol ||Di]|||D]|T(s)
2K P50 — 11 31 10 28 0 28 | 0.59
2K P50 — 50 20 2 6 2 8 0.71
2K P50 — 92 48 28 1 34 35 0.5
2K P100 — 50 56 10 8 21 29 | 2.49
2K P500 — 41 | inconnu | inconnu 60 10 70 | 6.97

TABLE 6.3 — Nombre de variables réguliéres fixées & 0 ou 1 pour 1A.

D’aprés la table 6.3, la résolution de 'instance 2K P500 — 41 fournit 70 variables
réguliéres par contre | Cg | et | C; | sont inconnus.
La différence entre les résultats R; et Rp en pourcentage est dans l'intervalle

14.58% et 58.06% (voir : fig.6.1).
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1,0000 -
0,9000 -
0,8000 -
0,7000 -

0,6000 -

— R

0,5000 -
—DIp

0,4000 -
0,3000 -
0,2000 -

0,1000 -

0,0000

1 2 3 a

FIGURE 6.1 — Pourcentage des variables réguliéres pour le type 1A

e Résultats des instances de type 15

Ce type contient 27 données correspondent & 09 instances du probléme de sac &
dos biobjectifs unidimensionnels en variables {0, 1}. Le rapport r est fixé a 0.5.
Trois variantes A, B et C', de 09 instances sont explorées, ou les profits et les poids
dans les deux premiéres variantes sont générées uniformément dans l'intervalle
[1,100].

a. Le type 1B/A, les vecteurs profits et poids sont générés uniformément dans

[1,100], (voir : table.6.4).

Instances | |Cg | | |Cy| || Do| || D1]]||D]]|T(s)
2K P50 27 11 6 10 16 | 0.52
2K P100 53 5 > 13 18 | 0.45
2K P150 83 18 14 24 38 1 0.95
2K P200 | 116 17 15 34 49 | 1.45
2K P250 139 18 15 39 54 | 2.23
2KP300 | 173 26 17 o4 71 | 2.54
2KP350 | 213 31 21 o8 79 | 3.75
2K P400 | 252 33 28 72 100 | 4.58
2K P450 | 270 27 35 88 123 | 547

TABLE 6.4 — Nombre de variables réguliéres fixées a 0 ou 1 pour le type 1B/A

La différence en pourcentage est aussi significative, elle est entre 18.52% et
35.56% (voir : fig.6.2).
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FIGURE 6.2 — Pourcentage des variables réguliéres pour le type 1B/A
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b. Les instances de type 1B/B ont été crées a partir de 1B /A en remplagant le
deuxiéme vecteur profit par le premier dans ordre inverse (¢ = ¢}_,,, Vi),
( voir : table.6.5).

Instances | |Cg | | |Cy| | | Do ||| D1] || D] |T(s)

2K P50 24 9 3 9 12 | 0.26
2K P100 51 4 7 14 21 ] 0.52
2K P150 78 9 7 23 30 | 0.87

2K P200 | 108 15 11 25 36 | 1.26
2K P250 | 145 18 14 38 92 | 2.03
2K P300 | 180 32 18 o1 69 | 2.23
2K P350 | 203 31 25 o1 76 | 3.82
2K P400 | 249 39 29 64 93 | 4.87
2K P450 | 249 31 25 7 102 | 6.10

TABLE 6.5 — Nombre de variables réguliéres fixées & 0 ou 1 pour le type 1B/B

Dans cette catégorie, toutes les instances produisent une différence impor-
tante entre les rapports Ry et Rp (voir : fig.6.3)
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FIGURE 6.3 — Pourcentage des variables réguliéres pour le type 1B/B

c. Le type d’instances 1B/C, les composantes du vecteur profit générées par
plateaux de longueurs tirées aléatoirement dans I'intervalle ([1, [ {5 ]]), (voir :
table 6.6).

Instances | |Cg | | |Cy| || Do| || D1]]||D]]|T(s)
2K P50 23 3 3 8 11 | 0.21
2K P100 61 11 11 17 28 | 0.63
2K P150 81 10 13 27 40 | 0.86
2K P200 | 105 19 10 28 38 | 1.45
2K P250 136 15 11 43 54 | 2.03
2KP300 | 186 37 28 46 74 | 2.86
2KP350 | 193 29 10 o4 64 | 3.82
2K P400 | 239 A7 41 71 112 | 4.77
2K P450 | 291 27 28 87 115 | 5.96

TABLE 6.6 — Nombre de variables réguliéres fixées a 0 ou 1 pour le type 1B/C

Ce type d’instances présente les mémes résultats, toutes les instances pro-
duisent une différence clair (voir : fig.6.4).
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FIGURE 6.4 — Pourcentage des variables réguliéres pour le type 1B/C

Les résultats précédents concernant le type d’instances 1B conduisent aux
conclusions suivantes :

(a) Une grande similarité est observée entre les classes 1B/A et 1B/B.

(b) D C Cpg, sauf la premiére instance pour la classe 1B/C. D’une part,
notre procédure produit l'indice 31 € D; mais 31 ¢ C; et d’une autre
part, toutes les solutions montrent qu’il existe seulement une solution
efficace parmi 79 solutions, sa composante x3; égale a zéro tandis que
toutes les autres solutions efficaces leur composante x3; égale a 1, ce qui
conduit lors de la résolution du probléme de sac a dos biobjectif que
notre procédure pourra rater une solution parmi 79 solutions efficaces.

(c) |Cy| < |D| < |Cg|, la différence entre |D| et |C;]| est significative.

(d) La moyenne de temps d’exécution est acceptable, entre 0.21 et 6.10
secondes.

(e) Pour toutes les instances, la taille du probléme est limitée a 450.

e Résultats des instances de type 1C
Ce type contient 38 données de 3 variantes du probléme de sac & dos biobjectifs
unidimensionnels en variables {0,1} : non corrélées, noté "UNCOR", faiblement
corrélées noté "WEAK" et fortement corrélées noté "STRONG". Le rapport est
fixé a r =0.5.

a. UNCOR : cette variante est composée de 20 instances de 50 variables. Les
profits et les poids sont générés uniformément ; 10 entre eux sont dans l'inter-
valle [1,300] et les autres sont dans I'intervalle [1,1000], (voir : la table.6.7).
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Instances | |Cg | | |Cy| | | Do ||| D1] || D] |T(s)
2K P50 19 1 3 6 9 0.61
2K P50 25 ) 7 6 13 ] 0.51
2K P50 29 6 ) 9 14 | 0.43
2K P50 28 4 D 6 11 | 0.57
2K P50 23 2 2 9 11 | 0.60
2K P50 26 4 5) 7 12 | 0.43
2K P50 25 3 1 8 9 0.61
2K P50 27 ) 6 8 14 | 0.76
2K P50 31 8 4 10 14 | 0.76
2K P50 27 6 D 8 13 | 0.55
2K P50 24 4 3 8 11 | 0.55
2K P50 30 9 ) 9 14 | 0.49
2K P50 30 9 3 8 11 | 0.57
2K P50 25 ) 6 ) 11 | 0.55
2K P50 22 7 4 10 14 | 0.52
2K P50 25 3 6 6 12 | 0.42
2K P50 21 ) 2 8 10 | 0.59
2K P50 33 12 8 10 18 | 0.60
2K P50 28 2 3 ) 8 0.53
2K P50 22 4 2 10 12 | 0.77

TABLE 6.7 — Nombre de variables réguliéres fixées a 0 ou 1 pour le type UNCOR

Concernant ce type d’instances, les mémes résultats sont obtenus (voir :

fig.6.5).
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FIGURE 6.5 — Pourcentage des variables réguliéres pour le type UNCOR

b. WEAK : 09 instances corrélées de taille entre 50 et 450. Les vecteurs poids
sont générés uniformément dans [1,1000]. Le deuxiéme vecteur profit prend
ces valeurs dans [111,1000]. Le premier vecteur profit est choisi aléatoirement
dans l'intervalle [¢? — 100, ¢ + 100], (voir : la table.6.8).
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Instances | |Cg | | |Cy| | | Do ||| D1] || D] |T(s)
2K P50 46 26 14 12 26 | 0.58
2K P100 | 100 40 28 27 o5 | 1.17
2K P150 139 o1 40 39 79 | 1.42
2KP200 | 197 64 5} 23 108 | 1.97
2K P250 | 237 7 65 66 131 | 2.77
2KP300 | 281 94 79 79 158 | 3.88
2K P350 | 328 116 92 92 184 | 4.42
2K P400 | 373 133 104 107 | 211 | 6.69
2K P450 | 420 146 118 117 | 235 | 6.50

TABLE 6.8 — Nombre de variables réguliéres fixées & 0 ou 1 pour le type WEAK

Concernant le type d’instances faiblement corrélées, 1’algorithme proposé
produit plus que la moitié de I’ensemble exacte de variables réguliéres, ce
qui conduit & réduire la taille du probléme & la moitié (voir : fig.6.6).
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FIGURE 6.6 — Pourcentage des variables réguliéres pour le type WEAK

c. STRONG : 09 instances fortement corrélées d une taille entre 50 et 450 sont
utilisées. Les poids sont générés uniformément dans [1,1000]. Le deuxiéme
vecteur profit prend ces valeurs dans l'intervalle [1, 1000]. Le premier vecteur
profit égal & w; + 100, (voir : table.6.9).

Instances | |Cg | | |Cy| | | Do ||| D1] || D] |T(s)
2K P50 29 — 4 10 14 | 0.37
2K P100 69 — 8 21 29 1 0.75
2K P150 | 100 — 12 33 45 | 1.20
2K P200 | 140 — 16 44 60 | 1.87
2K P250 | 180 — 19 23 72 | 2.09
2KP300 | 212 — 23 63 86 | 3.27
2K P350 — — 31 76 107 | 3.53
2K P400 — — 34 85 119 | 4.87
2K P450 — — 40 92 132 | 5.92

TABLE 6.9 — Nombre de variables réguliéres fixées a 0 ou 1 pour le type STRONG

Pour les instances fortement corrélées, on note que notre approche produit
un ensemble de variables réguliéres mais pour les autres méthodes, a partir
de la sixiéme instance (2K P350 — — > 2K P450), les résultats sont inconnus
(voir : fig.6.7).
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FIGURE 6.7 — Pourcentage des variables réguliéres pour le type STRONG

Finalement, concernant le type d’instances 1C', nos résultats se résument comme
suit :
a. D C Cg, sauf le type d’instances UNCOR pour la 11éme et 13éme instances,

il existe seulement un indice 39 € Dy, (resp.19 € Dy, mais 39 ¢ C, (resp.
19 ¢ Cy).
Par exemple, U'indice 39 € D; mais 39 ¢ 1, la composante x39 = 1 apparait
dans la majorité des solutions efficaces, et x39 = 0 apparait dans une solution
parmi tout ’ensemble efficace.

c. Pour les instances de type UNCOR et les instances de type WEAK, la
moyenne de temps d’exécution est acceptable entre 0.42 et 0.77 secondes.

d. Pour les instances de type STRONG, notre approche détecte un ensemble de
variables réguliéres D pour toutes les instances, par contre, la réduction de
Jorge et Gandibleux (2008) ne détecte aucune variable réguliére. La moyenne
du temps d’exécution est acceptable entre 0.37 et 5.92 secondes.

Remarque 6.2 Nous avons utilisé dans un premier temps Matlab 11 pour résoudre
le probléme de sac & dos biobjectif, on a remarqué que : (voir : Annexe A)
e Le temps d’exécution pour résoudre le probléme de sac & dos biobjectif est trés
élevé, comparant avec celui du Cplex 12.2.
e Les instances ont été résolues pour une taille plus grande, on est arrivé jusqu’a
n = 1000 pour 'instance WEAK.
e Pour le type 1A, l'instance de taille 500 a consommé plus d’une heure en temps
d’exécution.

6.4.2 L’impact des variables réguliéres sur le temps de résolu-
tion

On adopte les notations suivantes :

— | D |=| Do U Dy | : le nombre d’indices correspond aux variables réguliéres
produites par notre méthode de réduction.

— Ng : la taille du probléme résiduel est calculée : Ngp = n— | D |.

— Tg et Mg sont respectivement le temps d’exécution et le nombre de solutions
efficaces de la méthode exacte développée dans [54].

— Tr et Mp sont respectivement le temps d’exécution et le nombre de solutions
efficaces de notre procédure de réduction adaptée a la méthode exacte [54].
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T
~ T = -£4100%: le pourcentage de temps d’exécution de la procédure de réduction

E
adaptée a la méthode exacte Tg et le temps d’exécution de la méme méthode
exacte sans cette réduction Tg.

a. Résultats des instances de type 1A

Instances Méthode exacte [54] Méthode de réduction [22]
ME TE(S) | D | NR MR TR(S) T%
2K P50 —11 43 85.47 28 22 42 51.30 60.02
2K P50 — 50 o1 408.70 8 42 51 399.35 97.71
2K P50 — 92 2 0.48 35 15 2 0.48 100
2K P100 — 50 * * 29 71 * * *

TABLE 6.10 — Différence de temps d’exécution entre la méthode exacte et la méthode
de réduction pour le type 1A.

On note que pour les instances de type 1A (voir : table 6.10), le temps d’exécution
de notre méthode de réduction [22] est meilleure que le temps consommé par la
méthode exacte [54]. Dans la cas ou, le probléme admet deux solutions efficaces,
le temps d’exécution est le méme dans les deux méthodes (exemple 2K P50 — 92)
mais, si le probléme admet un nombre important de solutions efficaces, un effort
calculatoire est exigé pour cette méthode itérative méme si la taille du probléme
est réduite (exemple : 2K P100 — 50, n = 100 —> N = 71). Pour cette derniére
raison, la ligne de cette instance est vide (x).

b. Résultats des instances de type 1C

On note que pour toutes les instances de type UNCOR, (voir : table 6.11), le
temps d’exécution fournit par notre méthode [22| est meilleur que celui de la
méthode exacte [54|. Le pourcentage de temps d’exécution 7" est significatif entre
65.30% et 97.66%.

92



6.4. EXPERIMENTATIONS NUMERIQUES

Instances Méthode exacte [54] Méthode de réduction [22]
2K P50 59 425.40 9 41 59 399.03 93.80
2K P50 37 106.85 13 37 37 93.25 80.64
2K P50 39 115.63 14 36 39 112.93 97.66
2K P50 34 62.74 11 39 34 54.39 86.69
2K P30 40 186.25 11 39 40 127.86 68.64
2K P50 40 107.75 12 38 40 88.84 82.45
2K P30 38 119.76 9 41 38 103.14 86.12
2K P50 30 92.50 14 36 30 78.15 84.48
2K P50 33 50.10 14 36 33 37.09 74.03
2K P50 44 140.99 13 37 44 133.16 94.44
2K P50 56 353.51 11 39 56 336.58 95.21
2K P50 49 193.05 14 36 49 126.07 65.30
2K P30 27 21.93 11 39 26 18.44 84.08
2K P50 47 182.67 11 39 47 136.94 74.96
2K P50 65 766.56 14 36 65 678.10 88.46
2K P50 45 153.90 12 38 45 122.49 79.59
2K P50 62 679.80 10 40 62 460.92 67.80
2K P50 19 13.94 18 32 19 8.59 61.62
2K P50 34 63.52 8 42 34 44.66 70.30
2K P50 80 1736.94 12 38 80 1337.3 76.99

TABLE 6.11 — Différence de temps d’exécution entre la méthode exacte et la méthode
de réduction pour le type UNCOR.

c. Résultats des instances de type WEAK

Instances Méthode exacte [54] Méthode de réduction [22]
ME TE(S) | D | NR ]\/[R TR(S) T%

2K P50 3 8.79 26 24 2 0.58 6.59

2K P100 1 1.17 55 45 1 1.17 100

2K P150 8 5.43 79 71 8 4.00 73.66
2K P200 2 1.97 108 92 2 1.97 100

2K P250 7 10.98 122 118 7 9.97 90.80
2K P300 16 81.53 158 142 16 59.07 72.45
2K P350 25 193.87 184 166 25 106.65 55.01
2K P400 25 344.19 211 189 24 276.46 80.32
2K P450 — — 235 215 35 873.71 —

TABLE 6.12 — Différence de temps d’exécution entre la méthode exacte et la méthode
de réduction pour le type WEAK.

On note que pour les instances de type WEAK; (voir : table 6.12), le temps d’exécution
de notre méthode de réduction est meilleur que celui de la méthode exacte pour la
majorité des instances a part les instances 2K P100 et 2K P200 dont le probléme admet
respectivement 1 et 2 solutions efficaces. Pour la derniére instance 2K P450, notre
méthode de réduction produit un ensemble de solutions efficaces, par contre la méthode
exacte n’a détecté aucun ensemble a cause de la version académique du (cplex12.6) qui
est limitée par la grandeur des valeurs (Profits et Poids).

En conclusion, les tables (6.10), (6.11) et (6.12), montrent l'effet de la stratégie de
réduction sur le temps d’exécution globale.
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2

Pour toutes les instances, le signe ” — 7 signifie que la méthode ne peut pas produire
des résultats et le signe ” %7 signifie que la méthode produit une grande énumération,
dans ce cas, pas de résultats.

Pour analyser la performance de la stratégie de réduction développée, on a utilisé

les instances citées antérieurement correspondantes a différentes classes :

— L’algorithme de réduction est particuliérement efficace pour toutes les instances
de type 1B/A, 1B/B, WEAK et STRONG.

— Pour quelques instances, ot les données dépendent de la taille du probléme, par
exemple, quelques instances de type 1B/C et UNCOR, 'ensemble d’indices de
variables régulieres Dy (resp. Dp) est inclus dans Cj (resp.C}), mais il existe
exactement un indice inclus dans Dy (resp. D;), mais il n’est pas inclus dans
Cy (resp. C1), ce qui peut conduire a rater un nombre négligeable de solutions
efficaces comparant au nombre important de solutions efficaces.

Pour ce type d’instances, on procéde de la maniére suivante :

Basé sur la relation de dominance au sens de Pareto utilisée pour 'efficacité d’objet,
on trie les objets dans un ordre croissant selon |P(E")| (ou dans un ordre décroissant
selon |[D(E")|) comme suit :

a. Pour i € Jy, les objets dominés par un grand nombre d’objets (plus que
UB objets) (en terme d’efficacité d’objet) sont groupés a la fin, ou les rapports
E', i = 1,---,n sont trop petits "les objets d'une efficacité faible" dont les
valeurs correspondantes z; = 0 dans toutes les solutions efficaces.

b. Pour i € Ji, les objets dominants un grand nombre d’objets (plus que n — LB
objets) (en terme d’efficacité d’objet) sont groupés au début, ou les rapports
E', i=1,--- nsont importants "les objects d'une efficacité forte" et les valeurs
correspondantes x; = 1 dans toutes les solutions efficaces.

Pour assurer le grand nombre, une certaine valeur u est ajoutée dans les deux derniers
cas de la maniére suivante :

e Généralement, les valeurs exactes des seuils pour lesquels on pourra détecter
un ensemble de variables réguliéres Dy et D; ne peuvent pas étre identifiées a
priori, mais une bonne approximation de ces valeurs est UB (resp.n — LB), c’est
la raison pour laquelle on pourra rater quelques fois un nombre négligeable (1
ou 2) solutions parmi un nombre important de solutions efficaces. On essaye de
remédier ce cas en ajoutant aux seuils une certaine valeur additif u.

Les ensembles Dy et D; sont calculés de la maniére suivante :

Dy = {i€Jy | |P(E)|>UB+u} (6.8)

Dy = {ieJi | |D(E)|>n—LB+u} (6.9)

ol, u est un nombre entier positif.
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Proposition 6.1 v € [0,min(LB —1,n—UB —1)].

Preuve :
Le nombre maximum d’indices j (resp. le nombre minimum) tel que £? domine E? au
sens de Pareto est n — 1 (resp.0). Dans ce cas on peut écrire :
0 <|P(E")| <n—1, et de I'equation (6.8), on a |P(E")| > UB + u,
donc, UB+u < |P(E")|<n—1= UB+u <n—1 alors, on déduit :

u<n—-UB-1 (6.10)

Le nombre maximum d’indices j (resp. le nombre minimum) tel que £’ est dominé par
E' au sens de Pareto est n — 1 (resp.0). Dans ce cas on peut écrire :

0<|D(E")| <n-—1etde(6.9) ona:|DE) >n—LB+u,
donc, n— LB+ u <|D(E)| <n—1=n—LB+u<n-—1 alors, on déduit :

w< LB -1 (6.11)
De l'equation (6.10) et (6.11), on conclut
v <min(LB—-1,n—-UB—1)

ce qui implique :
w € [0,min(LB —1,n—UB —1)].

Exemple 6.2 On présente un exemple didactique dont la procédure de réduction
pourra rater une solution efficace :

max(Z;) = 1lxy + 5xe + Txg + 1324 + 375
max(Zy) = 9x1 + 229 + 1623 + by + 4xs
dxy + 229 + 8x3 + Ty + S5 < 16
x; € {O, 1}

(BOK P) (6.12)

Les solutions efficaces sont listées dans la table 6.13 :

v 112131415
Xti1f1(0]1]0
X2l1(1/1]01]0
X311]{0|0]1]|1

TABLE 6.13 — Solutions efficaces

Notre procédure de réduction détecte deux indices de variables régulieres Dy = {1}
et Dy = {b}. Ainsi, la résolution du probléme résiduel fournit deux solutions efficaces
dont les extensions sont X' et X2, ce qui conduit & rater la solution efficace X3, car
son cinquiéme indice égal a 1.

Remarque 6.3 Si on applique la proposition 6.1, on récupeére la solution ratée.
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6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un nouvel algorithme réduisant la taille du probléme de sac a dos
biobjectif en variables binaires a été présenté. Ce prétraitement est basé sur l'informa-
tion de données pour fixer quelques variables & 0 ou 1 avant la résolution du probléeme
considéré. Pour étudier l'efficacité de la procédure développée, nous avons comparé
nos résultats avec ceux de Jorge et Gandibleux [57]. Des expérimentations numériques
montrent que la procédure de réduction est utile pour toutes les instances étudiées 1A,
1B et 1C (voir : les tables 6.3-6.9). La conséquence est que la taille du probléme consi-
déré est réduite (la moitié ou plus par exemple pour 'instance "STRONG"), ce qui
a fait une diminution du temps de calcul nécessaire pour résoudre les instances 1A et
1C : "STRONG et WEAK" (voir : les tables 6.10-6.12). On a remarqué aussi que pour
toutes les instances étudiées, les conditions utilisant les bornes LB et UB dans [57]
ne fixent que rarement des variables réguliéres, par contre pour la méthode dévelop-
pée leur utilisation détermine plusieurs variables réguliéres. Pour les instances de type
"IB/C" et "UNCOR", il existe des cas inadaptés pour notre algorithme exemple 6.2,
la borne inférieure LB et supérieure U B sont utiles pour la détermination de la valeur
exacte du nombre additionnel u pour quelques instances de ce type d’instances. Cette
observation encourage la réalisation d’'une étude plus approfondie sur des approches
fixant des variables réguliéres a priori.
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es procédures de réduction sont populaires dans les problémes d’optimisation com-

binatoire monoobjectifs mais presque absentes en cas multiobjectif. Leur but est
d’explorer de maniére efficace I'espace de recherche et permettent de résoudre un pro-
bléme dans un temps acceptable. Nos études ont été dédiées au probléme de sac & dos
multiobjectif en variables binaires {0, 1}, ce dernier est classique dans 'optimisation
combinatoire, présent comme sous probléme dans de nombreux problémes d’optimisa-
tion combinatoire.

Aprés lintroduction de la thése, dans le premier chapitre, nous avons exposé
la formulation du probléeme de sac & dos uniobjectif et ses extensions, et quelques
méthodes de résolution, en mettant le point sur la notion du core proposée par Balas
et Zemel [4] dans le cas unidimensionnel ensuite les travaux établis par Puchinger et
al. [84] dans sa version multidimensionnel.

L’optimisation multiobjectif est présentée dans le deuxiéme chapitre, quelques no-
tions de base concernant la dominance au sens de Pareto, I’ensemble de solutions effi-
caces, et enfin les méthodes de résolution classiques. La notion de solutions supportées
et non supportées a été aussi mise en évidence pour le cas multiobjectif en nombre
entier.

Tandis que le troisiéme et le quatriéme chapitre, ont été réalisés pour un état d’art
des différents types de problémes d’optimisation combinatoire (MOCO) et les méthodes
de résolution dédiées a ce genre de probléme, nous avons vu que les méthodes exactes
ne sont pas faciles & appliquer et qu’ils ne peuvent étre utilisés que pour résoudre les
probléemes MOCO de petite taille. Ensuite nous avons présenté le probléme de sac a dos
multiobjectif (MOKP) et quelques méthodes de résolution les plus étudiées en mettant
le point sur la méthode de Jahanshahloo et al. (2005) utilisée dans nos travaux.

Le cinquiéme chapitre a été autour des procédures de réduction, commengant par
les travaux de Gomes et al. (2008) concernant le probléme de sac & dos biobjectif ensuite
les travaux de Mavrotas et al. (2009) pour le cas multiobjectif multidimensionnel. En
fin de ce chapitre, nous avons exposé les travaux de Jorge et Gandibleux (2008) pour le
probléme de sac a dos biobjectif suivi d'un exemple didactique. Bien que les résultats
établis par Jorge et Gandibleux (2008) montrent que la procédure de réduction est
utile pour les instances ou les coefficients sont indépendants, en particulier pour le cas
biobjectif, de nombreuses variables n’obéissent pas aux propriétés développées méme
si elles sont réguliéres aprés calcul de 'ensemble complet des solutions efficaces. De
plus, la procédure de réduction n’est pas adaptée aux instances ot les coefficients d’un
objectif et de la contrainte sont corrélés. Ce qui nous a motivé a viser deux objectifs
dans cette theése :
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Dans le sixiéme et le dernier chapitre, nous avons développé une méthode
de réduction appliquée en prétraitement en exploitant la recherche de deux solutions
efficaces supportées extrémes combinées avec la notion de dominance au sens de Pareto
sur D'efficacité d’objet. Nos études s’adressent au probléme de sac & dos multiobjectif
unidimensionnel en variables binaires.

Dans la deuxiéme partie de nos travaux, nous avons intégré la réduction développée
antérieurement dans la méthode exacte de Jahanshahloo et al. (2005), on a mis en
oeuvre la résolution du probléme réduit qu’il nous a permis de résoudre le probléme
dans un temps acceptable.

Les résultats obtenus sont comparés aux résultats existants dans la littérature issus
de site http ://xgandibleux.free.fr/MOCOIib /instances/MOKP / confirment 'efficacité
de l'algorithme proposé.

Enfin, les résultats portants sur les procédures de réduction appliquées en prétrai-
tement sont encourageants. De telles procédures permettent de réduire la taille du
probléme de sac & dos multiobjectif et donc de le résoudre dans un temps raisonnable
si le temps de leur application est acceptable. Une procédure de réduction est perfor-
mante lorsqu’elle est applicable en un temps raisonnable, ce qui n’est pas immédiat
lorsqu’un probléme quelconque se présente.

Les perspectives de ces travaux sont nombreuses, on évoquera prochainement les
suivantes :

e Etendre cette étude au probléme de sac & dos multidimensionnel.

e Prendre en considération plus de deux objectifs.

e Intégrer cette réduction dans des méthodes approximatives ou méta-heuristiques
en prenant en compte des solutions optimales des deux objectifs et pas forcément
des solutions efficaces extrémes.

e Le cas déterministe sera investi pour I’environnement stochastique.
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Annexe A

Détection de 'ensemble de variables
réguliéres

L’algorithme 9 décrit dans le chapitre 6, a été implémenté dans un environnement
MATLAB 11 sur un PC Intel(R) Pentium(R)M Processor 2.13 GHz.
Les résultats suivants ont été détectés en utilisant Matlab 11 pour résoudre le probléme
de sac & dos biobjectifs.
e Résultats des instances de type 1A
Ce type contient 5 instances du probléme de sac a dos biobjectifs unidimension-
nels en variables {0, 1}. Les vecteurs profits et poids sont uniformément générés.
Les instances contiennent entre 50 et 500 objets. Le rapport r appartient a I'in-
tervalle [0.11,0.92], (voir : table.6.3).

Instances |Ce | | |Cy| || Do|||D1]|]||D]] T(s)
2K P50 — 11 31 10 28 0 28 | 14.80
2K P50 — 50 20 2 6 2 8 6.28
2K P50 — 92 48 28 1 34 35 1.74
2KP100 —50 | 56 10 8 21 29 5.36
2KP500 —41| / / / / /

TABLE A.1 — Nombre de variables réguliéres fixées a 0 ou 1 pour le type 14
e Résultats des instances de type 15

Ce type contient 30 données correspondent & 10 instances du probléme de sac &
dos biobjectifs unidimensionnels en variables {0,1}. Le rapport r est fixé & 0.5.
Trois variantes A, B et C, de 09 instances sont explorées, ot les profits et les poids
dans les deux premiéres variantes sont générées uniformément dans l'intervalle
[1,100].

a. La classe 1B/A, les vecteurs profits et poids sont générés uniformément dans

[1,100], (voir : table.6.4).
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Instances | |Cg | | |Cy| | | Do| | |D1| || D] | T(s)
2K P50 27 11 6 10 16 4.89
2K P100 53 5 5 13 18 | 14.47
2K P150 83 18 14 24 38 | 39.16
2KP200 | 116 17 15 34 49 | 53.95
2KP250 | 139 18 15 39 54 | 14.00
2KP300 | 173 26 17 54 71 | 17.55
2KP350 | 213 31 21 o8 79 | 45.70
2K P400 | 252 33 28 72 100 | 38.90
2KP450 | 270 27 35 88 123 | 79.51
2K P500 | 301 47 41 86 127 | 79.60

TABLE A.2 — Nombre de variables réguliéres fixées & 0 ou 1 pour le type 1B/A

b. Les instances de type 1B/B ont été crées a partir de 1B/A en rempla-
cant le deuxiéme vecteur profit par le premier dans l'ordre inverse (c? =

Ch_iv1, Vi),(table.6.5).
Instances | |Cg | | |Cy| | | Do| || D1| || D] | T(s)

2K P50 24 9 3 9 12 | 421
2K P100 o1 4 7 14 21 9.81
2K P150 78 9 7 23 30 | 35.47

2K P200 | 108 15 11 25 36 | 46.84
2K P250 | 145 18 14 38 02 | 84.17
2K P300 | 180 32 18 o1 69 | 8.39
2KP350 | 203 31 25 51 76 | 15.67
2KP400 | 249 39 29 64 93 | 97.36
2K P450 | 249 31 25 77 102 | 82.22
2KP500 | 305 49 32 81 113 | 58.06

TABLE A.3 — Nombre de variables réguliéres fixées & 0 ou 1 pour le type 1B/B

c. Le type d’instances 1B/C, les composantes du vecteur profit générées par
plateaux de longueurs tirées aléatoirement dans I'intervalle ([1, | 5]]), (voir :
table.6.6).

Instances | |Cg | | |Cy| | | Do ||| D1| || D] ] T(s)

2K P50 23 3 3 8 11 2.79

2K P100 61 11 11 17 28 18.78
2K P150 81 10 13 27 40 14.23
2K P200 | 105 19 10 28 38 39.41
2K P250 136 15 11 43 54 | 119.27
2K P300 | 186 37 28 46 74 50.75
2KP350 | 193 29 10 54 64 | 87.27
2K P400 | 239 47 41 71 112 | 161.45
2KP450 | 291 27 28 87 115 | 104.83
2K P500 | 364 84 69 95 164 | 139.56

TABLE A.4 — Nombre de variables réguliéres fixées a 0 ou 1 pour le type 1B/C

e Résultats des instances de type 1C
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a. UNCOR : Cette variante est composée de 20 instances de 50 variables. Les
profits et les poids sont générés uniformément ; 10 entre eux sont dans I'in-
tervalle [1,300] et les autres sont dans l'intervalle [1,1000], (voir : table.6.7).

Instances | |Cg | | |Cy| | | Do ||| D1] || D] |T(s)
2K P50 19 1 3 6 9 3.88
2K P50 25 D 7 6 13 | 4.83
2K P50 29 6 D 9 14 | 3.60
2K P50 28 4 D 6 11 | 2.72
2K P50 23 2 2 9 11 | 4.42
2K P50 26 4 d 7 12 | 3.56
2K P50 25 3 2 8 10 | 6.50
2K P50 27 D 6 8 14 | 7.63
2K P50 31 8 4 10 14 | 8.82
2K P50 27 6 5 8 13 | 3.47
2K P50 24 4 3 8 11 | 4.25
2K P50 30 9 > 9 14 | 5.02
2K P50 30 9 3 8 11 | 7.76
2K P50 25 D 6 ) 11 | 5.24
2K P50 22 7 4 10 14 | 6.42
2K P50 25 3 6 6 12 | 2.68
2K P50 21 d 2 8 10 | 5.61
2K P50 33 12 8 10 18 | 5.84
2K P50 28 2 3 ) 8 3.16
2K P50 22 4 2 10 12 | 4.37

TABLE A.5 — Nombre de variables réguliéres fixées a 0 ou 1 pour le type 1C

b. WEAK : 15 instances corrélées de taille entre 50 et 1000. Les vecteurs poids
sont générés uniformément dans [1,1000]. Le deuxiéme vecteur profit prend
ces valeurs dans [111,1000]. Le premier vecteur profit est choisi aléatoirement
dans l'intervalle [¢? — 100, ¢ + 100], (voir : table.6.8).

Instances | |Ce | | |Cy| || Dol || D1|||D]|]| T(s)
2K P50 46 26 14 12 26 5.62
2K P100 100 40 28 27 95 11.61
2K P150 139 o1 40 39 79 39.89
2K P200 197 64 95 53 108 | 104.22
2K P250 237 7 65 66 131 | 152.32
2K P300 281 94 79 79 158 | 490.74
2KP350 | 328 116 92 92 184 | 287.32
2K P400 | 373 133 104 107 | 211 | 807.58
2K P450 420 146 118 117 | 235 | 321.64
2K P500 | 468 169 130 132 | 262 | 408.63
2K P600 560 199 155 158 | 313 | 299.96
2KP700 | 658 224 179 188 | 367 | 648.46
2K P800 751 245 205 212 | 417 | 1069.88
2K P900 841 279 229 241 470 | 468.12
2K P1000 | 934 310 252 272 | 524 | 810.83

TABLE A.6 — Nombre de variables réguliéres fixées a 0 ou 1 pour le type WEAK
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c. STRONG : 09 instances fortement corrélées d’une taille entre 50 et 450 sont
utilisées. Les poids sont générés uniformément dans [1,1000]. Le deuxiéme
vecteur profit prend ces valeurs dans l'intervalle [1, 1000]. Le premier vecteur
profit égal & w; 4+ 100, (voir : table.6.9).

Instances | |Cg | | |Cy| | | Do| | |D1| || D] | T(s)
2K P50 29 — 4 10 14 14.15
2K P100 69 — 8 21 29 | 7333.42
2K P150 | 100 — 12 33 45 37.715
2K P200 140 — 16 44 60 | 7454.11
2KP250 | 180 — 19 53 72 | 7589.42
2KP300 | 212 — — — - —
2K P350 — — — — — —
2K P400 — — — — — —
2K P450 — — — — — —

TABLE A.7 — Nombre de variables réguliéres fixées & 0 ou 1 pour le type STRONG
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