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ma thèse dans les conditions idéales dont j’ai bénéficié. Sur le plan humain, j’ai
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Introduction générale

L
e sujet de cette thèse porte sur l’étude de la stabilisation de l’équation des

ondes en présence de singularités. Nous vivons dans un monde physique

où les singularités sont trés présentes...En effet, nombreux sont les objets du

quotidien qui présentent des singularités telles que des coins, des points ou des

arêtes qui se traduisent en mathématiques par une perte de régularité de leurs frontières.

Il en est de même pour les ondes électromagnétiques qu’elles se propagent dans un four à

micro-ondes ou guidées par des circuits électroniques ou d’optique intégrée, qu’elles soient

diffractées par une aile d’avion ou une antenne, nombreuses sont encore les situations où

l’on est confronté aux singularités

Notre travail est une contribution à l’étude de la stabilisation frontière de l’équation des

ondes par un feedback non linéaire de type Neumann sur une partie de la frontière, l’autre

partie vérifiant des conditions de Dirichlet homogènes. Les deux parties de la frontière

s’intersectent, ce type de conditions aux limites s’appelle conditions aux limites mixtes.

En raison de ces conditions aux limites mixtes, la solution est singulière au voisinage

des points d’intersection. Sous une condition géométrique simple sur l’orientation de

la frontière, et des hypothèses trés générales sur la croissance du feedback au voisinage

de zéro nous obtenons des résultats de stabilisation non linéaire. La méthode combine

les techniques développées dans Grisvard [26] et Moussaoui [47] pour le traitement des

singularités et la méthode de convexité optimale développée dans Alabau-Boussouira [2, 3]

pour le traitement des feedbacks non linéaires avec une croissance arbitraire. Le principal

avantage est aussi qu’il conduit à une formule simple, générale et explicite pour le taux
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Introduction générale

de décroissance énergétique, qui est optimale en dimension finie dans la plupart des cas

(voir Alabau-Boussouira [3]).

Soit Ω un ensemble ouvert connexe borné de R2 de frontière Γ = ∂Ω de classe C2. On

suppose que Γ vérifie

Γ = ΓD ∪ ΓN avec


ΓD ∩ ΓN = ∅

mes (ΓD) 6= 0

mes (ΓN) 6= 0

On note {S1, S2} = ΓD ∩ ΓN , les points où les conditions aux limites mixtes se ren-

contrent.

b

b

Ω

S1

S2

ΓNΓD

Figure 0.0.1 : Un exemple de domaine Ω

Le but de cette thèse est d’étudier la stabilisation frontière de la solution du problème

suivant 

utt −4u = 0, sur (0,+∞)× Ω,

u = 0, sur (0,+∞)× ΓD,
∂u

∂ν
+m · νd (ut) = 0, sur (0,+∞)× ΓN ,

u (0, .) = u0, sur Ω,

ut (0, .) = u1, sur Ω,

(0.0.1)

où

• d est une fonction non linéaire à valeurs réelles et à croissance linéaire à l’infini,

• ν est la normale unitaire extérieure.
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Introduction générale

Soit x0 ∈ R2, on définit ΓD, ΓN et m comme suit,


m(x) = x− x0, ∀ x ∈ R2,

ΓD = {x ∈ Γ : m · ν ≤ 0} ,

ΓN = {x ∈ Γ : m · ν > 0} .

On fait les hypothèses suivantes sur la fonction de feedback non linéaire d:



d ∈ C (R) est monotone croissante,

∃ une fonction g ∈ C1 (R) impaire strictement croissante telle que ,

g (|v|) ≤ |d (v)| ≤ Cg−1 (|v|) si |v| ≤ 1,

|v| ≤ |d (v)| ≤ C |v| si |v| ≥ 1,

(HD)

où C > 0 est une constante.

On rappellera dans cette thèse le caractère bien posé de (0.0.1) dans le cadre fonction-

nel suivant

On introduit les espaces

V =
{
v ∈ H1 (Ω) , v = 0 sur ΓD

}
,

et l’espace d’énergie

H := V × L2 (Ω) .

Il est bien connu que pour des données initiales (u0, u1) ∈ H, le problème (0.0.1) est

bien posé en H. En effet, on définit l’opérateur non linéaire A par

A (u, v) = (−v,−4u)

où

D (A) =

{
(u, v) ∈ V × V ; 4u ∈ L2 (Ω) et

∂u

∂ν
= − (m.ν) d (v) sur ΓN

}
Ici 4u est pris au sens des distributions alors que l’égalité

∂u

∂ν
= − (m.ν) d (v) est

supposée donnée au sens faible, qui est∫
Ω

∇u · ∇ϕdx+

∫
Ω

4uϕ dx =

∫
ΓN

m · νd (v)ϕdσ , ∀ ϕ ∈ V .

3



Introduction générale

Alors, (0.0.1) peut être écrit sous la forme abstraite (u, v)′ + A (u, v) = 0

(u, v) (0) = (u0, u1)

On montrera par la suite que A est un opérateur maximal monotone sur H.

Proposition 0.0.1 Supposons l’hypothèse (HD). Alors pour toute (u0, u1) ∈ H, le

problème (0.0.1) a une solution unique u ∈ C ([0,∞) , V ) ∩ C1 ([0,∞) , L2 (Ω)). De plus,

son énergie, définie par

E (t) =
1

2

(
‖ut‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω)

)
t ≥ 0 (0.0.2)

est décroissante, en outre, si (u0, u1) ∈ D (A)

E ′ (t) = −
∫

ΓN

m (x) .ν (x) utd (ut) dσ ≤ 0.

Ces types de problèmes ont été étudiés par de nombreux auteurs. On peut citer

Lagnese [37]; Grisvard [26]; Komornik [35] Komornik et Zuazua [36]; Niane et Seck [49].

On peut également consulter Nicaise [50] et Puel et Zuazua [51]. Ce type d’analyse repose

bien souvent sur des techniques de multiplicateur qui exigent des solutions régulières, en

général dans H2(Ω) où Ω est le domaine spatial. Dans le cas de la stabilisation frontière

avec des conditions aux limites mixtes, l’une des principales difficultés est que, même

pour des données très régulières, la dérivée normale de la solution de (0.0.1) n’est pas

dans L2 ((0,∞)× ΓD) (voir Moussaoui [47] pour plus de détails). Ceci est lié au fait que

la solution u de (0.0.1) est telle que pour t ≥ 0, u (t, .) ∈ H3/2−ε(Ω) pour tout ε > 0 et

n’est pas dans H3/2 (Ω). On décrit ci-dessous la forme de la partie singulière de la solution

au voisinage des points singuliers S1, S2. Pour (u, v) de D (A), (m · ν) d (v) appartient à

H1/2 (Γ).

En utilisant un résultat de trace, on peut construire ũ ∈ H2 (Ω) telle que:

ũ = 0 sur Γ,
∂ũ

∂ν
= − (m · ν) d (v) sur Γ.

4



Introduction générale

Soit f = 4ũ−4u, alors U = u− ũ satisfait le problème suivant:
−4U = f dans Ω,

U = 0 sur ΓD,
∂U

∂ν
= 0 sur ΓN ,

(0.0.3)

où f est dans L2(Ω). Il est bien connu (voir Grisvard [26]), que la solution de (0.0.3) n’est

pas dans H2(Ω).

Plus précisément, la solution est donnée par

U(r, θ) = UR(r, θ) + c1

√
r1 sin

θ1

2
χ1 + c2

√
r2 cos

θ2

2
χ2, (0.0.4)

où UR ∈ H2(Ω) est la partie régulière de la solution, (rj, θj) sont les coordonnées polaires

locales au point Sj, cj sont des constantes réelles, et χj est une fonction troncature de telle

sorte que 0 ≤ χj ≤ 1 et χj = 1 dans un voisinage de Sj pour j = 1, 2. Ainsi u = U + ũ

admet une décomposition de la même forme que dans (0.0.4). Par conséquent, si (u0, u1)

∈ D (A) pour t fixé, la solution u de (0.0.1) peut être écrite sous la forme

u(t, r, θ) = uR(t, r, θ) + c1s (t)
√
r1 sin

θ1

2
χ1 + c2s (t)

√
r2 cos

θ2

2
χ2

où cis ∈ C1 (0,∞) pour i = 1, 2 et uR(t, ·) ∈ H2(Ω).

Dans le cas régulier, ΓD ∩ ΓN = ∅, Komornik [35] (voir aussi Komornik et Zuazua

[36] ) a prouvé la décroissance exponentielle de l’énergie pour des feedbacks linéaires.

En revanche, lorsque ΓD ∩ ΓN 6= ∅, le changement de condition au bord génère pour les

solutions fortes des solutions singulières qui n’ont plus la régularité H2. Pour remédier

ce manque de régularité dans l’étude de la contrôlabilité exacte, Grisvard [26] a introduit

une condition géométrique restrictive et a prouvé que l’inégalité de Rellich est vérifiée.

Komornik et Zuazua [36] ont également considéré l’équation des ondes avec un feedback

linéaire, dans le cas singulier pour des dimensions inférieures ou égales à 3. Pour cela,

ils ont généralisé l’inégalité de type Rellich prouvée par Grisvard et l’ont combiné avec

une méthode d’énergie perturbée . Celle-ci consiste à introduire l’énergie modifiée Eε, et

à prouver que Eε satisfait une inégalité différentielle appropriée qui est; E ′ε (T ) ≤ cEε (t)

pour tout t ≥ 0. Moussaoui [47], Bey, Lohéac et Moussaoui [11] ont étendu le résultat de
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[26] et [32] à la dimension n ≥ 3, avec la même condition géométrique. Brossard et Lohéac

[13] ont étudié les relations de type Rellich pour un problème de l’élasticité frontière mixte

en dimension n ≥ 3, et dans [14] ils ont étendu leurs résultats de stabilisation frontière à

un système élastodynamique en présence de singularités. Cornilleau, Lohéac et Osses [20]

ont étudié la stabilisation frontière non linéaire de l’équation des ondes en présence de

singularités à l’aide de multiplicateurs tournants, en dimension 2, ainsi pour la dimension

supérieure à 3.

Dans cette thèse, on étend les résultats précédents aux feedbacks non linéaires ar-

bitraires (près de l’origine). On généralise le résultat d’Alabau-Boussouira [2, 3] au cas

ΓD∩ΓN 6= ∅ sous des conditions géométriques restrictives données dans Grisvard [26]. Nos

résultats permettent ainsi d’étendre les résultats précédents dans une classe de feedbacks

beaucoup plus large, que celle de la croissance linéaire ou polynomiale. Pour autant qu’on

sache, ce sont les premiers résultats dans cette direction. Notons que nous ne pouvons

pas utiliser directement les résultats de Komornik et Zuazua [36], car ces résultats sont

basés sur la méthode de l’énergie modifiée et sur l’approche de l’inégalité différentielle.

Néanmoins, il existe des liens pédagogiques, comme dans tous les documents concernés

par le sujet des conditions limites mixtes, entre la partie de notre document traitant des

singularités et l’approche de Grisvard [26] et Moussaoui [47].

On réfère à Lasiecka et Tataru [40] pour les premiers résultats en utilisant des ar-

guments de convexité avec des inégalités différentielles pour les feedbacks de croissance

arbitraires dans le cas de solutions régulières, mais avec l’inconvénient qu’aucune formule

d’énergie de décroissance semi-explicite n’est donnée sauf pour les feedbacks de crois-

sance linéaire et polynomiale. Nous nous référons aux papiers (Martinez, [44, 45]) et

aux références qui s’y rapportent pour des arguments de convexité différents, basés sur

des inégalités intégrales et, qui conduisent à des formules explicites de décroissance de

l’énergie mais qui ne sont pas toujours optimales. Ces deux documents sont les premiers

à établir deux formules explicites de décroissances énergétiques explicite générales. Le

fait que ces formules ne conduisent pas toujours à des taux de décroissance optimales est

6



Introduction générale

dû au choix d’une fonction poids dans l’intégrale d’une part qui n’est pas liée à l’énergie

et d’autre part non optimale.

La méthode de convexité de poids optimal (Alabau-Boussouira, [2]) est la première

méthode complète qui conduit à des taux de décroissance de l’énergie simples, en une

seule étape, optimale et qui permet de le faire de manière unifiée. Il s’avère en outre, être

valable dans un cadre général abstrait comprenant comme cas particulier l’équation des

ondes, avec des feedbacks non linéaires localement ou frontière. Le document (Cavalcanti,

Domingos Cavalcanti et Lasiecka, [18]) considère le cas d’une équation des ondes avec

damping non linéaire, en présence de termes source à la fois dans le domaine et sur

sa frontière. Il utilise les idées clés d’Alabau-Boussouira [2] pour obtenir des taux de

décroissance explicite pour différents exemples (voir la remarque 8.1 de Cavalcanti et al.,

[18]).

Cavalcanti et al. [18] ne fournissent pas une formule de décroissance semi-explicite sim-

ple directe en termes de H, comme dans Alabau-Boussouira [2, 3] dans le cas général, mais

plutôt utilise l’approche d’inégalité différentielle de Lasiecka et Tataru [40] pour donner

une comparaison avec la solution d’une équation différentielle ordinaire en décomposition.

Plus précisément, corollaire 8.1 dans Cavalcanti et al. [18] repose sur la fonction H (x)

=
√
xg (
√
x) définie dans (HD) ci-dessous, et introduit dans Alabau-Boussouira [2]. En

particulier, les auteurs utilisent la fonction H, pour définir l’équation différentielle or-

dinaire qui donne l’information utile sur le taux de décroissance de l’énergie, ce qui est

essentiel.

Soulignons également qu’un aspect important est que la méthode que nous utilisons

pour traiter la non-linéarité, n’est pas basée sur une énergie modifiée comme dans Ko-

mornik et Zuazua [36], ni sur les inégalités différentielles comme dans Komornik et Zuazua

[36], Lasiecka et Tataru [40]. Elle est basée sur la démonstration que l’énergie, quand elle

est une fonction positive décroissante sur [0,∞) (voir [34] pour les fonctions feedbacks

linéaires ou polynomiales), satisfait une inégalité intégrale. Dans le cas linéaire, cette

7
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inégalité intégrale prend la forme:

T∫
S

E (t) dt ≤ T0E (S) , ∀0 ≤ S ≤ T,

où T0 est une constante positive, et ne dépendant pas de S, T . On peut alors en déduire

que l’énergie est à décroissance exponentielle à l’infini (voir [34] pour la démonstration).

Pour une fonction damping avec croissance |x|p−1 x pour x proche de 0 (et une croissance

linéaire à l’infini), l’inégalité intégrale prend la forme

T∫
S

Ep−1�2 (t) dt ≤ T0E (S) , ∀0 ≤ S ≤ T,

On peut alors en déduire que l’énergie décroit comme t−2�(p−1) quand t tend vers

l’infiini (voir [34] pour la démonstration). L’une des principales obstructions, avant le

travail Alabau-Boussouira [2] (les résultats ont été en premier annoncés dans Alabau-

Boussouira [1]), était de déterminer une formule de décroissance énergétique générale

semi-explicite (donnée en (1.3.23)), qui couvrait les cas polynomiaux habituels ainsi que

des cas d’amortissement très faibles (lorsque, par exemple, la fonction d’amortissement

d décrôıt à 0 de façon exponentielle lorsque ses arguments tend vers 0), d’une manière

unifiée. Pour cela, la construction d’une fonction de poids explicite pour une croissance

arbitraire de la fonction d (supposée seulement à se dégrader plus vite que linéairement

à 0, la situation inverse ne nécessitant que l’échange d et d−1) et son utilisation, est un

résultat clé donné dans Alabau-Boussouira [2].

Cette formule prend la forme donnée en (1.3.21), qui est

T∫
S

w (E (t))E (t) dt ≤ T0E (S) , ∀0 ≤ S ≤ T,

où w est la fonction de poids optimale (qui est liée au feedback, et définie dans (1.3.15)).

On déduit alors la formule de taux de décroissance optimale générale (1.3.23)) (voir

Alabau-Boussouira [2] pour la preuve), et sous d’autres hypothèses, la formule simplifiée

(1.3.25) (voir Alabau-Boussouira [3] pour la preuve). Une utilisation appropriée des pro-

priétés de convexité est déterminante si l’on veut obtenir des taux de décroissance ex-
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Introduction générale

plicites, ”optimales” et générales de l’énergie. La formule semi-explicite (1.3.23) est sim-

plifiée dans Alabau-Boussouira [3]. Cette simplification repose sur l’introduction d’une

classification des croissances d’amortissement de d (x) lorsque x tend vers 0 en utilisant

une nouvelle fonction ΛH telle que définie dans (1.3.16). Cette nouvelle fonction permet

de définir des feedbacks de croissance proches de linéaires. Pour les feedbacks qui ne sont

pas proches d’une linéarité, la formule simplifiée de décroissance énergétique semi-explicite

est donnée en (1.3.25). Précisons le gain essentiel dans de tels taux de décroissance de

l’énergie optimale explicite. En effet, Si on peut prendre g = d en (HD) (en supposant

que d est sous-linéaire près de 0 et pas proche d’une croissance linéaire, ce qui est le cas

difficile), et si certaines propriétés de convexité sont satisfaites, alors on déduit de nos

résultats que l’énergie E décrôıt à l’infini comme

E(t) ≤ C1(H ′)−1(
C2

t
), pour t siffisamment grand,

où H(x) =
√
xd(
√
x) pour x ∈ [0, r2

0] (r0 étant suffisamment petit), et C1, C2 sont des con-

stantes positives (C1 en fonction de E (0) d’une manière explicite, C2 étant indépendante

de E (0)).

Le travail de cette thèse est constituée de trois chapitres et d’une conclusion. Le

premier chapitre est un récapitulatif des résultats sur la stabilisation linéaire et non linéaire

( résumé de Alabau-Boussouira [4]). Dans le deuxième chapitre on prouve l’existence et

l’unicité de la solution pour l’équation des ondes non linéaire. Le troisième chapitre

concerne l’étude de la stabilisation non linéaire de l’équation des ondes en présence de

singularités par un feedback frontière. On démontre par la suite une inégalité intégrale

pour l’énergie. Grâce à cette inégalité, nous établissons un résultat de stabilisation non

linéaire de l’équation des ondes avec des conditions mixtes. Ce travail a fait l’objet d’une

publication [6]. On termine ce chapitre par un résultat de stabilisation non linéaire de

l’équation des ondes en présence de singularités avec le multiplicateur tournants m (x) =

(aI + A) (x− x0) .

9



CHAPITRE

1 La stabilisation linéaire et

non linéaire

L
e but de ce chapitre est de présenter quelques avancées récentes sur la stabil-

isation. Pour la stabilisation non linéaire, notre objectif est de présenter la

méthode de convexité de poids optimal introduite dans [2, 3], qui fournit une

méthodologie complète pour établir des taux de décroissance de l’énergie qui

sont optimales ou quasi optimales, et dans la dimension finie ou infinie et permettent de

traiter, d’une manière unifiée différents EDP’s, ainsi que différents types d’amortissement:

localisé, frontière. L’optimalité est prouvée dans des dimensions finies et en particulier

pour des EDP semi-discrétisées. Ces résultats sont obtenus à l’aide de principes de com-

paraison de l’énergie [3]. Cette méthodologie peut être étendue à la configuration dimen-

sionnelle infinie grâce à des principes de comparaison d’énergie encore complétés par des

techniques d’interpolation. La méthode de convexité optimale est présentée avec deux ap-

proches: une directe et une indirecte. La première approche est basée sur la méthode du

multiplicateur et nécessite les hypothèses de la méthode du multiplicateur sur la zone de

localisation du feedback. La seconde est basée sur un argument indirect, à savoir que les

solutions des systèmes non amortis correspondent à une inégalité d’observabilité, la zone

d’observation correspondant à la zone amortie pour le système amorti. L’avantage est

que cette inégalité d’observation se maintient dans la condition de contrôle géométrique

optimale de Bardos Lebeau et Rauch [10]. La stabilisation indirecte des systèmes couplés
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1.1. Introduction

a reçu beaucoup d’attention récemment. Ce sujet concerne les questions de stabilisation

pour les EDP’s couplées avec un nombre réduit de feedbacks. En pratique, il n’est sou-

vent pas possible de contrôler toutes les composantes de l’état vectoriel, soit en raison

de limitations technologiques, soit en raison des coûts. Du point de vue mathématique,

cela signifie que certaines équations du système couplé ne sont pas directement stabilisées.

Cela génère des difficultés mathématiques, ce qui nécessite d’introduire de nouveaux outils

pour étudier ces questions.

1.1 Introduction

Commençons par quelques motivations du matériel présenté dans ce chapitre. Une ques-

tion importante en ingénierie pour les sciences des matériaux est la stabilisation de struc-

tures souples telles que des poutres, des plaques ou des structures mécaniques telles que

des antennes de satellites. Les oscillations ou vibrations des matériaux ou structures

élastiques ou visco-élastiques sont décrites par des EDP’s réversibles. En général, pour de

telles applications, il est important de réduire les vibrations en mettant en œuvre des lois

de rétroaction dans le système. Ces feedbacks sont construits de manière à stabiliser le

système, c’est-à-dire à réduire les oscillations des solutions au fur et à mesure que le temps

augmente. Une façon courante de mesurer cette décroissance est de considérer l’énergie

naturelle associée au système. L’un des objectifs de ce chapitre est d’étudier le comporte-

ment asymptotique de l’énergie des solutions des systèmes stabilisés c-à-d déterminer si la

convergence vers les états d’équilibre quand le temps tend vers l’infini détient, déterminer

sa vitesse de convergence si nécessaire.

Le but de ce chapitre est de montrer comment les méthodes d’énergie associées à

d’autres outils tels que convexité, les inégalités intégrales différentielles et non différentielles

sont puissantes pour obtenir des taux de décroissance énergétique optimale ou quasi op-

timale, liées aux propriétés physiques des systèmes dissipatifs. Dans cette analyse, une

question essentielle est celle de l’optimalité. La dérivation des taux de décroissance n’est

pas suffisante, il est essentiel de savoir si ces taux de décroissances sont optimaux. Nous
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1.2. Stabilisation linéaire

allons montrer comment prouver l’optimalité pour les systèmes dissipatifs de dimension

finie et comment relier des techniques dans des dimensions finies et infinies.

1.2 Stabilisation linéaire

1.2.1 Introduction

Le but de cette section est de considérer le cas de la stabilisation linéaire de l’équation des

ondes par un feedback distribué localement. Nous rappelle les conditions géométriques

sur la région d’amortissement à la fois du multiplicateur et des conditions d’optique

géométrique. On présente ensuite la méthode du multiplicateur par morceaux par Zuazua

[57] pour le cas d’un ou plusieurs points d’observation et K. Liu [42] avec un point de qui

préparera le cas de stabilisation non linéaire. En particulier, on souligne le fait que la

méthode du multiplicateur permet d’identifier une énergie dominante, à savoir l’énergie

cinétique.

La décroissance exponentielle de l’énergie, pourvu que la région d’amortissement satis-

fasse la condition multiplicatrice par morceaux, est prouvée grâce à une inégalité linéaire

de Gronwall.

On considère maintenant le cas d’une équation des ondes linéairement amortie locale-

ment 
utt −4u+ a (x)ut = 0 sur (0,+∞)× Ω,

u = 0 sur Σ = (0,+∞)× Γ

(u, ut) (0) = (u0, u1) , sur Ω,

(1.2.1)

Ω un ensemble ouvert connexe borné de RN avec une frontière Γ = ∂Ω régulière, a ≥ 0

p.p dans Ω. On définit l’énergie de la solution par

E (t) =
1

2

∫
Ω

|ut|2 + |∇u|2 dx

En multipliant formellement la première équation de (1.2.1) par ut, en intégrant sur

Ω et en utilisant la formule de Green, on obtient pour des solutions fortes la relation de
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1.2. Stabilisation linéaire

dissipation suivante:

E ′ (t) = −
∫
Ω

a (x) |ut (t, x)|2 dx ≤ 0. (1.2.2)

1.2.2 Aspects géométriques

La propriété de la vitesse finie de propagation est valable pour l’équation des ondes. Cela

signifie que, si les conditions initiales u0, u1 ont un support compact, alors le support de

u (t, .) évolue dans le temps à une vitesse finie. Ainsi, si le support de l’ensemble sur lequel

l’amortissement est actif est tel que certains rayons émis ne le rencontrent pas, on peut

construire des solutions de l’équation des ondes amortie dont l’énergie se concentre près

de ces rayons, de sorte que l’énergie ne décrôıt pas uniformément au fur et à mesure que

le temps augmente. Cela explique pourquoi, pour l’équation des ondes, la géométrie de

Ω, en particulier sa taille et sa localisation, joue un rôle essentiel dans toutes les questions

liées au contrôle et à la stabilisation.

On désigne la région de support dans laquelle le feedback est actif par ω. Il est pris

comme un sous-ensemble de Ω de mesure de Lebesgue positive. Plus précisément, a est

supposé être continu sur Ω et tel que

a ≥ 0 sur Ω et a ≥ a0 sur ω, (1.2.3)

pour une constante a0 > 0. Dans ce cas, le feedback est dit distribué. De plus, on dit

qu’il est globalement distribué si ω = Ω et localement distribué si Ω�ω a une mesure de

Lebesgue positive.

La méthode du multiplicateur et la méthode de l’optique géométrique basée sur

l’analyse microlocale sont les deux principales méthodes qui ont été développées et utilisées

pour étudier les premiers taux d’énergie exponentielles des équations hyperboliques amor-

ties réversibles, puis étendues pour traiter les amortissements non linéaires. La méthode

de l’optique géométrique donne les résultats géométriques les plus nets. Les travaux de

Bardos, Lebeau et Rauch [10] donnent à la géodésique des conditions suffisantes sur la

région de contrôle actif pour une mâıtrise exacte et par conséquent de stabilisation à

tenir. Ces conditions disent que chaque rayon d’optique géométrique doit rencontrer la
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1.2. Stabilisation linéaire

région de contrôle. Burq et Gérard [15] ont montré que ces résultats tiennent à des hy-

pothèses de régularité plus faible sur le domaine et les coefficients des opérateurs (voir

aussi [16, 17]). Ces conditions géodésiques ne sont pas explicites, en général, mais elles

permettent d’obtenir des estimations de décroissance de l’énergie sous des hypothèses très

générales.

La méthode du multiplicateur est une méthode explicite. Elle est basée sur des esti-

mations d’énergie et des inégalités de Gronwall. Les cas de contrôle des frontières et de

stabilisation sont considérés dans les contributions fondamentales de plusieurs auteurs,

comme Ho [33], [19], J.-L. Lions [41], Lasiecka-Triggiani, Komornik-Zuazua [36], et beau-

coup d’autres. Zuazua [57] donne une condition géométrique explicite sur ω pour une

équation des ondes semi-linéaire soumise à un amortissement localement réparti sur ω, à

savoir qu’elle doit contenir un ε−voisinage de toute la frontière de Ω. En utilisant les es-

timations d’observabilité obtenues par Fu, Yong et Zhang [25] combinées aux résultats de

Zuazua [57], le résultat de stabilisation exponentielle de Zuazua s’étend au cas géométrique

pour lequel ω ne contient qu’un ε−voisinage de la partie de la frontière qui n’est pas visi-

ble à partir d’un point donné x0 de RN , qui symbolise un observateur placé à cet endroit.

Une telle condition exclut le cas d’un coefficient d’amortissement qui disparâıt aux deux

pôles d’une sphère. K. Liu [42] méthode de multiplicateur par morceaux généralise le

résultat de Zuazua (voir aussi Martinez [44]). Il permet plusieurs points d’observation et

donc de détendre les hypothèses géométriques comme on le voit plus loin.

Pour ces questions, on rappelle que la méthode des estimations de Carleman est

également l’un des principaux outils pour de tels résultats. Les résultats utilisant des

estimations de Carleman ont été récemment obtenus par Tebou [?].

Expliquons maintenant l’extension de Zuazua et K. Liu. La condition géométrique de

multiplicateur de Zuazua peut être décrite comme suit. Si l’on donne un sous-ensemble

O de Ω, on peut définir un ε-voisinage de O dans Ω comme le sous-ensemble de points de

Ω qui sont à distance au plus ε de O. Zuazua a prouvé que si l’ensemble ω est tel qu’il

existe un point x0 ∈ RN - point d’observation - pour lequel ω contient un voisinage ε de

Γ (x0) = {x ∈ ∂Ω, (x− x0) · ν (x) ≥ 0} , (CG)
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1.2. Stabilisation linéaire

alors l’énergie décrôıt exponentiellement.

Si a s’annule par exemple dans un voisinage des deux pôles d’une boule Ω dans RN ,

on ne peut pas trouver un point d’observation x0 tel que (CG) se maintienne. K. Liu

[42] (voir aussi [44]) a introduit une méthode de multiplication par morceaux qui permet

de choisir plusieurs points d’observation, et donc de traiter le cas ci-dessus. Notons

par xj ∈ RN , j = 1, ..., J , ces points d’observation distincts. Introduire les domaines

lipschitziens disjoints Ωj de Ω, j = 1, ..., J , et définissent

γj (xj) = {x ∈ ∂Ωj, (x− xj) · νj (x) ≥ 0}

Ici νj représente le vecteur normal unitaire extérieur à la frontière de Ωj. Alors la

�!ν2

�!ν3

γ2 (x2)

γ3 (x3)

Ω

Ω1Ω2

Ω3

∂Ω

x3

x2

Figure 1.2.1 :

condition géométrique du multiplicateur par morceaux pour ω est:{
ω ⊃ Nε

(
J
j=1γj (xj)

⋃(
Ω�J

j=1Ωj

))
(HG)

Avec cette méthode, on peut gérer la situation dans laquelle a s’annule dans un voisi-

nage des deux pôles d’une boule dans RN comme suit. On choisit deux sous-ensembles

Ω1 et Ω2 contenants respectivement les deux régions où a s’annule et applique la méthode

multiplicatrice par morceaux avec J = 2 et avec les choix appropriés de deux points

d’observation et ε.
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1.2. Stabilisation linéaire

Présentons maintenant en quelques mots les principes de la méthode du multiplicateur.

Il consiste à intégrer par parties des expressions de la forme

T∫
0

∫
Ω

Mu (utt −4u+ a (x)ut) dxdt = 0 0 ≤ t ≤ T,

où u représente une solution (forte) de (1.2.4), avec un choix approprié de Mu. Les

multiplicateurs ont généralement la forme

Mu = (m (x) · ∇u+ cu) Ψ (x) ,

où m dépend des points d’observation et Ψ (x) est une fonction troncature. D’autres

multiplicateurs de la forme Mu = ∆−1 (βu), où β est une fonction de troncature et

∆−1 est l’inverse de l’opérateur laplacien avec des conditions aux limites de Dirichlet

homogènes, ont également été utilisés dans la littérature (voir [22]).

Théorème 1.2.1 Supposons que les conditions géométriques (CG) ou (HG) sont vérifiées.

Soit (u0, u1) ∈ V ×H et désignons par u une solution de (1.2.1) et E son énergie.

Alors E satisfait une estimation de la forme

T∫
t

E (s) ds ≤ C1E (t) + C2

T∫
t

∫
Ω

a (x) |ut|2 dx+

∫
ω

|ut|2 dx

 ds t ≥ 0, (1.2.4)

où Ci, i = 1, 2 désignent des constantes positives génériques

Preuve. On va prouver que l’énergie des solutions satisfait une estimation de la forme

(1.2.4) en utilisant la méthode du multiplicateur par morceaux. On procède comme dans

[44]

ρ (x, s) = a (x) s x ∈ Ω, s ∈ R.

Soit (u0, u1) ∈ H2 (Ω) ∩ H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) . Soit ε0 < ε1 < ε2 < ε et définit pour

i = 0, 1, 2 :

Qi = Nεi [∪jΓj (xj) ∪ (Ω� ∪j Ωj)] .

Comme
(
Ωj�Q1

)
∩ Q0 = ∅, on peut construire une fonction Ψj ∈ C∞0

(
RN
)

qui

satisfait

0 ≤ Ψj ≤ 1,Ψj = 1 sur Ωj�Q1,Ψj = 0 sur Q0.
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Ω

∂Ω

Ω j

Q0

Ψ j = 0

Q1 Ψ j = 1
γ2 (x2)

x2

Ω1
Ω2

Figure 1.2.2 :

On définit le champ vecteur C1 sur Ω:

h (x) =

 Ψj (x)mj (x) si x ∈ Ωj

0 si x ∈ Ω� ∪j Ωj,

et le multiplicateur h · ∇u. En procédant comme dans [44], on considère l’expression

T∫
t

∫
Ωj

h (x) · ∇u (utt −4u+ ρ (x, ut)) dxdt = 0

Par souci de concision, nous omettrons le dxdt dans les intégrales suivantes. Cela

donne, après intégration appropriée par parties

T∫
S

∫
Γj

(
∂u

∂νj
h (x) · ∇u+

1

2
(h · ν)

(
u2
t − |∇u|

2)) =

∫
Ωj

h (x) · ∇uut


T

S

−
T∫
S

∫
Ωj

(
1

2
div (h)

(
u2
t − |∇u|

2)+i,k ∂ihk∂iu∂ku+ ρ (x, ut)h (x) · ∇u
)
.

(1.2.5)

Grâce au choix de Ψj, seul le terme de limite sur (Γj�γj (xj)) ∩ Γ est non-évolutif

dans le côté gauche de (1.2.5). Mais sur cette partie de la frontière u = 0, de sorte que

ut = 0 et ∇u = ∂u
∂νj
· νj = ∂u

∂ν
· ν. Par conséquent, le côté gauche de (1.2.5) se réduit à

1

2

T∫
S

∫
Γ(Γj�γj(xj))∩Γ

(
∂u

∂νj

)2

Ψj (mj · νj) ≤ 0.
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1.2. Stabilisation linéaire

Par conséquent, puisque Ψj = 0 sur Q0 et grâce à l’inégalité ci-dessus utilisée dans

(1.2.5), on en déduit∫
Ωj

h (x) · ∇uut


T

S

−
T∫
S

∫
Ωj

1

2
div (h)

(
u2
t − |∇u|

2)
+ (i,k∂ihk∂iu∂ku+ h (x) · ∇uρ (x, ut)) ≤ 0.

En utilisant Ψj = 1 sur Ωj�Q1 et en additionnant les inégalités résultantes sur j, on

obtient∫
Ω

h (x) · ∇uut

T
S

−
T∫
S

∫
Ωj�Q1

1

2

[
N
(
u2
t + (2−N) |∇u|2

)]
+ +

T∫
S

∫
Ω

h (x) · ∇uρ (x, ut)

≤ −j

T∫
S

∫
Ωj∩Q1

[
1

2
div (Ψjmj)

(
u2
t − |∇u|

2)+i,k ∂ihk∂iu∂ku

]

≤ C

T∫
S

f (E)

∫
Ω∩Q1

(
u2
t + |∇u|2

)
?

(1.2.6)

où C est une constante positive qui ne dépend que de Ψj et mj. On utilise maintenant le

deuxième multiplicateur u (N − 1) /2 et évaluons donc le terme

N − 1

2

T∫
S

∫
Ωj

u (utt −4u+ ρ (x, ut)) dxdt = 0.

Par conséquent, on a

N − 1

2

∫
Ω

uut

T
S

− N − 1

2

T∫
S

∫
Ω

(
|∇u|2 − |ut|2 + uρ (x, ut)

)
xdt = 0 (1.2.7)

On pose M (u) = h (x) · ∇u+ N−1
2
u. En ajoutant (1.2.7) à (1.2.6), on obtient

T∫
S

E ≤ C

T∫
S

∫
Ω∩Q1

(
u2
t + |∇u|2

)
−

∫
Ω

M (u)ut

T
S

−
T∫
S

∫
Ω

M (u) ρ (x, ut) .

(1.2.8)
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1.2. Stabilisation linéaire

On estime les termes du côté droit de (1.2.8) comme suit. Tout d’abord, puisque E

est non-croissant, on déduit∣∣∣∣∣∣
f (E)

∫
Ω

M (u)ut

T
S

∣∣∣∣∣∣ ≤ CE (S) . (1.2.9)

Nous estimons le dernier terme de (1.2.8) comme suit∣∣∣∣∣∣
T∫
S

∫
Ω

M (u) ρ (x, ut)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C

δ

T∫
S

∫
Ω

|ρ (x, ut)|2 + δ

T∫
S

E (t) , ∀δ > 0. (1.2.10)

La difficulté est maintenant d’estimer le premier terme du côté droit de (1.2.8). On

suit ici la technique habituelle de l’équation des ondes développée dans [44]. On donne

les étapes pour le bien de l’exhaustivité. Puisque R2�Q2 ∩Q1 = ∅, il existe une fonction

ξ ∈ C∞0 (R2) telle que

0 < ξ < 1;

 ξ = 1 sur Q1,

ξ = 0 sur R2�Q2.

En multipliant la première équation de (1.2.1) par ζu et en intégrant l’équation

résultante sur [S, T ]× Ω, on obtient après plusieurs intégrations par parties:

T∫
S

∫
Ω

|∇u|2 ξ = −

∫
Ω

uξut

T
S

+

T∫
S

∫
Ω

ξ |ut|2 +
1

2
u24ξ

−
T∫
S

∫
Ω

ξuρ (x, ut) dxdt.

Par conséquent, on a

T∫
S

f (E)

∫
Ω∩Q1

|∇u|2 ≤ CE (S) + C

T∫
S

∫
Ω∩Q2

|ρ (x, ut)|2 + |ut|2 + u2 (1.2.11)

Comme on a R2�ω ∩Q2 = ∅, il existe une fonction β ∈ C∞0 (R2) telle que

0 < β < 1;

 β = 1 sur Q2,

β = 0 sur R2�ω.
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1.2. Stabilisation linéaire

On fix t et on considère la solution z du problème elliptique suivant: 4z = β (x)u x ∈ Ω,

z = 0 sur Γ.

Donc, z et z′ satisfont aux estimations suivantes:

|z|L2(Ω) ≤ c ‖u‖L2(Ω) , (1.2.12)

|z′|L2(Ω) ≤ c

∫
Ω

β |ut|2 . (1.2.13)

En multipliant la première équation de (1.2.1) par z et en intégrant l’équation résultante

sur [S, T ]× Ω, on obtient après intégration par parties:

T∫
S

∫
Ω

β (x)u2 =

∫
Ω

zut

T
S

+

T∫
S

∫
Ω

(zρ (x, ut)− z′ut) dxdt.

Par conséquent, en utilisant les estimations (1.2.12) et (1.2.13) dans la relation ci-

dessus, on a

T∫
S

∫
Ω∩Q2

|u|2 ≤ CE (S) +
c

η

T∫
S

∫
Ω

|ρ (x, ut)|2 + η

T∫
S

E (t) dt (1.2.14)

+
c

η

T∫
S

∫
ω

|ut|2 ∀η > 0.

On utilise maintenant les estimations (1.2.9), (1.2.10), (1.2.11) et (1.2.14) dans (1.2.8).

Cela donne
T∫
S

E ≤ CE (S) +
c

δ

T∫
S

∫
Ω

|ρ (x, ut)|2

+
c

δ

T∫
S

∫
ω

|ut|2 + cδ

T∫
S

E (t) dt ∀δ > 0

En choisissant δ suffisamment petit, on obtient finalement

T∫
S

E ≤ CE (S) + c

T∫
S

∫
ω

|ut|+
∫
Ω

|ρ (x, ut)|2
 .
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1.2. Stabilisation linéaire

Donc, on a prouvé que E satisfait une estimation de la forme (1.2.4).

Une fois cette estimation prouvée, on peut utiliser la relation de dissipation pour

prouver que l’énergie satisfait des inégalités intégrales du type Gronwall. Cela est facile

dans le cas linéaire et fait l’objet de la section suivante.

1.2.3 Décroissance exponentielle pour des feedbacks linéaires

La décroissance exponentielle sera déduite de(1.2.4) en utilisant l’inégalité linéaire Gron-

wall suivante (voir aussi Haraux [31]):

Théorème 1.2.2 ((Komornik [65],[Theorem 8.1]) Soit E : [0,∞)→ [0,∞) soit une

fonction décroissante satisfaisant, pour T > 0, l’inégalité linéaire de Gronwall

∞∫
t

E (s) ds ≤ TE (t) ∀t ≥ 0 (1.2.15)

Alors, E satisfait

E (t) ≤ E (0) exp

(
1− t

T

)
. (1.2.16)

Preuve. On définit

f (t) =

∞∫
t

E (s) ds

Grâce à (1.2.15), f satisfait

Tf ′ (t) + f (t) ≤ 0 ∀t ≥ 0

ce qui donne

f (t) exp

(
t

T

)
≤ f (0) =

∞∫
0

E (s) ds ≤ TE (0)

Par conséquent, on a

∞∫
t

E (s) ds ≤ TE (0) exp

(
−t
T

)
∀t ≥ 0

21



1.2. Stabilisation linéaire

Comme E est une fonction décroissante et positive

TE (t) ≤
t∫

t−T

E (s) ds

≤
∞∫

t−T

E (s) ds

≤ TE (0) exp

(
− (t− T )

T

)
d’où (1.2.16) est prouvée.

Remarque 1.2.1 On peut remarquer que pour t ≤ T , E (t) ≤ E (0) ≤ exp
(
1− t

T

)
.

On peut établir:

Théorème 1.2.3 Supposons les hypothèses du théorème (1.2.1). Soit (u0, u1) ∈ V ×H

et désignons par u une solution de (1.2.1) et E son énergie. Alors E satisfait

E (t) ≤ CE (0) exp (−γt) ∀t ≥ 0

où C, γ des constantes positives.

Preuve. En utilisant la relation de dissipation (1.2.2), on a

T∫
t

∫
Ω

a |ut|2 dxds ≤
T∫
t

−E ′ (s) ds

≤ E (t) , 0 ≤ t ≤ T.

D’autre part, grâce à l’hypothèse (1.2.3) sur le coefficient a, on a

T∫
t

∫
ω

|ut|2 dxds ≤
1

a0

T∫
t

∫
Ω

a |ut|2 dxds

≤ 1

a0

E (t) , 0 ≤ t ≤ T.

Par les inégalités ci-dessus et (1.2.4), E satisfait

T∫
t

E (s) ds ≤ CE (t) , 0 ≤ t ≤ T.
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

Grâce au théorème 1.2.2, E décrôıt exponentiellement à l’infini. L’extension aux

données initiales seulement dans l’espace d’énergie est facile en utilisant la densité de

(H2 (Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω) dans l’espace d’énergie et sur la propriété de dissipativité

Remarque 1.2.2 Une autre méthode consiste à introduire une énergie modifiée (ou per-

turbée) Eε qui est équivalente à la valeur naturelle pour les petites valeurs du paramètre

ε comme dans Komornik et Zuazua [36]. On montre alors que cette énergie modifiée

satisfait une inégalité différentielle de sorte qu’elle décrôıt exponentiellement à l’infini.

La décroissance exponentielle de l’énergie naturelle suit à la fois. Dans ce cas, l’énergie

modifiée est en effet une fonction de Lyapunov stricte pour l’EDP. L’énergie naturelle ne

peut pas être en général telle une fonction de Lyapunov stricte dûe à la vitesse de prop-

agation finie (considérer les données initiales qui ont un support compact intégré dans

Ω�ω). Il existe également des approches très intéressantes utilisant l’approche du do-

maine fréquentiel, ou une analyse spectrale telle que développée par K. Liu [42], Z. Liu

et S. Zheng [43].

1.3 Stabilisation non linéaire en dimensions finies

On présente ici la méthode de convexité de poids optimal, introduite dans le cas de

dimension infinie dans [2], adaptée au cas de dimension finie dans [3] avec des résultats

d’optimalité dans ce dernier cas. Par conséquent, on considère dans cette section le cas

de la stabilisation non linéaire pour les équations différentielles ordinaires. L’objectif est

de fournir une caractérisation complète (optimale) des taux de décroissance de l’énergie

pour les fonctions d’amortissement général avec des applications à la semi-discrétisation

des EDPs. On va donner des outils généraux basés sur les inégalités non linéaires de

Gronwall, les propriétés de convexité et un lemme clés de comparaison [3] pour établir

cette caractérisation. Cette approche est basée sur les propriétés de convexité proches de

0 d’une fonction H liée au feedback (voir [2]) et sur un nouveau critère pour classer le

comportement des feedbacks sur la base du comportement à 0 d’une fonction ΛH introduit
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

pour la première fois, autant que nous le savons, dans [3]. On combine ces nouveaux

outils mathématiques pour établir des taux de décroissance de l’énergie supérieure et des

principes de comparaison d’énergie. Ces outils seront également utilisés dans le cas de

la dimension infinie combinée avec la méthode du multiplicateur pour gérer les aspects

géométriques.

1.3.1 Inégalités non linéaires de Gronwall

On a déjà vu dans la section 2 comment une inégalité linéaire de Gronwall conduit à une

décroissance exponentielle de la solution d’équations des ondes linéairement amorties.

Pour les feedbacks non linéaires, les inégalités non linéaires de Gronwall seront utiles.

La principale difficulté est d’identifier une fonction de poids appropriée pour prouver les

inégalités non linéaires pondérées de Gronwall, le poids étant connu seulement dans le cas

particulier de feedback de croissance polynomiale proche de l’origine. Rappelons d’abord

l’inégalité polynomiale non linéaire de Gronwall (voir également les références dans [34]).

Théorème 1.3.1 (Komornik[34], theoreme 9.1) Soit E : [0,∞) → [0,∞) une fonc-

tion décroissante satisfaisant, pour certaines constantes r > 0 et T > 0, l’inégalité non

linéaire de Gronwall
∞∫
t

Er+1 (s) ds ≤ TEr (0)E (t) , ∀t ≥ 0 (1.3.1)

Alors, E satisfait

E (t) ≤ E (0)

(
T + rt

T + rT

)−1
r

. (1.3.2)

Preuve. Le résultat est clairement valable pour le cas E (0) = 0. Supposons que

E (0) 6= 0. On peut supposer sans perte de généralité que E (0) = 1. On définit une

fonction F : [0,∞)→ [0,∞) par

F (t) =

∞∫
t

Er+1 (s) ds

En différenciant F et en utilisant (1.3.1), on a

−F ′ ≥ T−r−1F r+1 sur ]0,∞[
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

Soit l’ensemble T+ = sup {t ≥ 0, E (t) > 0}. Alors, en utilisant l’inégalité

F (0) ≤ TE (0)r+1

On en déduit

F (s) ≤ T (r+1)/r (T + rs)−1/r ∀s ∈
[
0, T+

)
. (1.3.3)

De plus, puisque F=0 sur [T+,∞), cette dernière inégalité est valable pour tout s ≥ 0.

Grâce au fait que E est décroissante et positive, on a

F (s) ≥
T+(r+1)s∫

s

Er+1dt ≥ (T + rs)Er+1 (T + (r + 1) s)

En utilisant (1.3.3) dans cette dernière inégalité et en posant t = T + (r + 1) s, on

obtient (1.3.2).

La fonction de poids dans l’inégalité du type Gronwall non linéaire ci-dessus est donnée

par f (E) où f (s) = sr pour s > 0. Pour étudier les taux de décroissance de l’énergie

pour les feedbacks généraux et non seulement les feedbacks croissantes linéaires ou poly-

nomiales, il faut prouver des inégalités non linéaires plus générales de Gronwall, ce qui

généralise le cas des feedbacks de croissance polynomiale. Pour énoncer les résultats, on

devrait introduire une notation. Soit η > 0 et T0 > 0 fixés et L une fonction de nombres

réels strictement croissante de [0,+∞) sur [0, η), avec L (0) = 0 et lim
y→∞

L (y) = η. On

définit comme dans Alabau-Boussouira [1, 2] et pour tout r ∈ (0, η) , une fonction Kr de

(0, r] sur [0,+∞) comme suit

Kr (τ) =

r∫
τ

dy

yL−1 (y)
(1.3.4)

Et Ψr qui est strictement croissante de
[

1
L−1(r)

,+∞
)

vers
[

1
L−1(r)

,+∞
)

définie par

Ψr (z) = z +Kr

(
L

(
1

z

))
≥ z ∀z ≥ 1

L−1 (r)
(1.3.5)

de sorte que lim
s→∞

Ψ−1
r (s) =∞. Donc, on prouve le résultat suivant.
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

Théorème 1.3.2 (Alabau-Boussouira [2]) On suppose que E est une fonction décroissante,

absolument continue de [0,∞)→ [0,∞), satisfaisant 0 < E (0) < η et l’inégalité

T∫
S

E (t)L−1 (E (t)) dt ≤ T0E (S) , ∀0 ≤ S ≤ T. (1.3.6)

Alors E satisfait l’estimation suivante:

E (t) ≤ L

 1

Ψ−1
r

(
t
T0

)
 , ∀t ≥ T0

L−1 (r)
, (1.3.7)

pour tout réel r tel que

1

T0

∞∫
0

E (τ)L−1 (τ) dτ ≤ r ≤ η

Ainsi, on a lim
t→∞

E (t) = 0, le taux de décroissance étant donné par l’estimation (1.3.7).

Preuve. On définit une fonction k et une fonction M par

k (t) =

+∞∫
t

M (E (τ)) dτ, ∀t ≥ 0, (1.3.8)

où M est donné par

M (y) = yL−1 (y) , ∀y ≥ 0.

Ensuite, grâce à (1.3.6), on a

k (t) ≤ T0E (t) , ∀t ≥ 0. (1.3.9)

En outre, étant donné que L−1 est une fonction strictement positive, M est une fonc-

tion croissante positive ou nulle. Ainsi, différencier (1.3.8), et en utilisant (1.3.9), on

déduit que

−k′ (s) = M (E (s)) ≥M

(
k (s)

T0

)
, ∀s ≥ 0,

Intégrer cette dernière inégalité entre 0 et t et faire le changement de variable

y =
k (t)

T0
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

dans l’intégrale ci-dessus, on obtient

B∫
k(t)
T0

dy

M (y)
≥ t

T0

, ∀t ≥ 0,

où B est défini par

0 < B =
1

T0

+∞∫
0

E (τ)L−1 (E (τ)) dτ ≤ E (0) < η.

Comme M est positif sur (0, η], on déduit que pour tout r ∈ [B, η], on a

r∫
k(t)
T0

dy

M (y)
≥ t

T0

, ∀t ≥ 0, (1.3.10)

Grâce à la définition de Kr et puisque L−1 augmente strictement sur [0, η), on en

déduit que pour tout r ∈ [B, η) et tout τ ∈ (0, r], on a

1

L−1 (r)
(ln r − ln τ) ≤ Kr (τ) , ∀0 < τ ≤ r.

Par conséquent, lim
τ→0+

Kr (τ) = +∞. Ainsi, Kr est une fonction strictement décroissante

de (0, r] sur [0,+∞). Ceci, avec (1.3.10), donne l’estimation

k (t) ≤ T0K
−1
r

(
t

T0

)
, ∀t ≥ 0.

En particulier, comme M est croissant et positive ou nulle sur [0, η), alors que E est

décroissant, on en déduit

θM (E (t+ θ)) ≤
t+θ∫
t

M (E (τ)) dτ ≤ k (t) ≤ T0K
−1
r

(
t

T0

)
, ∀t ≥ 0,∀θ ≥ 0.

Par conséquent, on a l’estimation suivante

E (t) ≤M−1

(
min
θ∈(0,t]

(T0γt (θ))

)
, ∀t > 0, (1.3.11)

où on pose

γt (θ) =
1

θ 0
K−1
r

(
t− θ
T0

)
, ∀θ ∈ (0, t] .
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

Soit t > 0 fixé pour le moment. Ainsi, θ∗ est un point critique de γt, si et seulement

s’il satisfait la relation:

K−1
r

(
t− θ∗

T0

)
+

θ∗

T0K ′r

(
K−1
r

(
t−θ∗
T0

)) = 0.

Par conséquent, en utilisant la définition de M et de Ψr, θ
∗ est un point critique de

γt, si et seulement si il satisfait

Ψr

(
θ∗

T0

)
=

t

T0

.

Notons que Ψr est strictement croissante de
[

1
L−1(r)

,+∞
)

sur
[

1
L−1(r)

,+∞
)

, on en

déduit que pour tout t ≥ T0
1

L−1(r)
, γt a un point critique unique θ (t) auquel il atteint un

minimum. Ce point θ (t) est donné par:

θ (t) = T0Ψr

(
t

T0

)
. (1.3.12)

De plus, grâce à la définition de θ (t), on remarque que

M−1 (T0Φ (θ (t))) = K−1
r

(
t− θ (t)

T0

)
= L

(
T0

θ (t)

)
.

Ainsi, en utilisant ces identités dans (1.3.11), avec (1.3.12), on obtient (1.3.7). On

remarque maintenant que Ψ−1
r (τ) → +∞ quand τ → +∞ et comme L est continue à 0

avec L (0) = 0, on en déduit que lim
t→+∞

L

(
1

Ψ−1
r

(
t
T0

)
)

= 0. Ainsi, la limite supérieure dans

(1.3.7) tend vers 0 lorsque le temps tend vers ∞.

La fonction L ci-dessus sera choisie ultérieurement de manière optimale en utilisant

des arguments de convexité. On rappelle certaines définitions et introduisons une notation

pour les fonctions convexes.On rappelle que si Φ est une fonction convexe propre de R

sur R ∪ {∞}, alors son conjugué convexe Φ∗ Est défini comme:

Φ∗ (y) = sup
x∈R
{xy − Φ (x)} .

Proposition 1.3.1 ([6]) Soit g une fonction donnée strictement croissante impaire de

classe C1, définie de R dans R telle que g′ (0) = 0. Supposons qu’il existe r0 > 0 suffisam-

ment petit de telle que la fonction H définie par

H (x) =
√
xg
(√

x
)

(1.3.13)
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

est strictement convexe [0, r2
0].

On définit

Ĥ (x) =

 H (x) si x ∈ [0, r2
0]

+∞ si x ∈ R/[0, r2
0]

(1.3.14)

et

L (y) =


Ĥ∗ (y)

y
si y ∈ (0,∞)

0 si y = 0,

(1.3.15)

où Ĥ∗ représente la fonction conjuguée convexe de Ĥ, c’est Ĥ∗(y) = sup
x∈R
{xy − Ĥ(x)}.

On définit également une fonction ΛH sur (0, r2
0] par

ΛH (x) =
H (x)

xH ′ (x)
. (1.3.16)

Ensuite, les propriétés suivantes:

• L est une fonction continue strictement croissante de [0,+∞) sur [0, r2
0) donnée

par:

L (y) =

 (H ′)−1 (y)− H((H′)−1(y))
y

, si y ∈ [0, H ′ (r2
0)] ,

r2
0 −

H(r20)
y

, si y ∈ [H ′ (r2
0) ,+∞) .

(1.3.17)

• L est dérivable sur (0, H ′ (r2
0)) et

L′ (v) =
H
(
(H ′)−1 (v)

)
v2

, v ∈
(
0, H ′

(
r2

0

))
(1.3.18)

• L satisfait également

L (v) = (H ′)
−1

(v)
(

1− ΛH

(
(H ′)

−1
(v)
))

, (1.3.19)

et en particulier

0 < L
(
H ′
(
r2

0

))
< r2

0,

• ΛH (x) ∈ [0, 1] pour tous x ∈ [0, r2
0]

• En outre, tous les résultats ci-dessus sont toujours valables dans le cas r0 =∞, rem-

placer les intervalles fermés à droite par intervalles ouverts à droite de l’extrémité

+∞. En particulier H ′ (r2
0) remplacée par ∞.
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

Remarque 1.3.1 Lorsque g′(0) 6= 0, le feedback a une croissance linéaire proche de

l’origine, et il est alors bien connu que l’énergie décrôıt exponentiellement (voir [36]).

Remarque 1.3.2 Les hypothèses sur H peuvent être assouplies. En particulier, les

définitions ci-dessus ont encore un sens si H est seulement supposée convexe dans un

voisinage de 0, pour s’annuler à 0 et pour être positive ou nulle dans un voisinage de

0. Mais dans ce dernier cas, on ne trouvera pas de taux de décroissance explicites . On

préfère ici fournir des conditions suffisantes qui conduisent à des taux de décroissance

énergétique optimale explicites et simples sous des hypothèses encore très générales sur

les feedbacks. En fonction du comportement de la fonction ΛH à l’origine, on peut établir

une estimation supérieure simple explicite des taux de décroissance de l’énergie. Nous

nous référons à Fatiha A.-B. [3] pour plus de résultats.

Théorème 1.3.3 (Alabau-Boussouira [3]) Soit H une fonction C1 strictement con-

vexe donnée de [0, r2
0] à R telle que H(0) = H ′(0) = 0, et r0 > 0 soit suffisamment petite.

On définit Ĥ par (1.3.14), L par (1.3.15) et ΛH par (1.3.16).

Soit E une fonction réelle décroissante, absolument continue, non négative définie sur

[0,+∞), T0 > 0 un nombre réel fixe. On définit β = βE(0) > 0 par

β = βE(0) = max (η1, η2E (0)) (1.3.20)

où η1, η2 sont donnés en (1.5.10).

Supposons que E vérifie l’inégalité intégrale pondérée∫ T

S

E (t)L−1

(
E (t)

2β

)
dt ≤ T0E (S) ∀ 0 ≤ S ≤ T (1.3.21)

sous condition

0 <
E (0)

2L (H ′ (r2
0))
≤ β (1.3.22)

Alors E satisfait le taux de décroissance générale suivant

E (t) ≤ 2βL

 1

Ψ−1
r

(
t
T0

)
 , ∀t ≥ T0

H ′ (r2
0)

(1.3.23)
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où

Ψr (x) =
1

H ′ (r2
0)

+

H′(r20)∫
1
x

1

v2
(
1− ΛH

(
(H ′)−1 (v)

))dv, x ≥ 1

H ′ (r2
0)

. (1.3.24)

En outre, si lim sup
x→0+

ΛH (x) < 1, alors on a la formule plus simple de décroissance de

l’énergie

E (T ) ≤ 2β (H ′)
−1

(
CT0

t

)
(1.3.25)

pour t suffisamment grand et où C est une constante positive qui ne dépend pas de E (0) .

Enfin, tous les résultats ci-dessus sont encore valables dans le cas où r0 = +∞ supp-

rimant la condition (1.3.22) et remplaçant respectivement H ′ (r2
0) par ∞ et 1

H′(r20)
par 0

dans (1.3.24).

Preuve. On pose

Ê (t) =
E (t)

2β

En utilisant (1.3.21), Ê satisfait (1.3.6). Alors, comme E est décroissante, et grâce à

la proposition (1.3.1) appliquée à Ê, on en déduit

Ê (t) ≤ Ê (0) ≤ L
(
H ′
(
r2

0

))
= r2

0 −
H (r2

0)

H ′ (r2
0)
< r2

0. (1.3.26)

On définit η = r2
0 et définissons L comme dans la proposition (1.3.1). Alors, L est une

fonction strictement croissante de [0,+∞) sur [0, η). On définit B par

0 < B =
1

T

+∞∫
0

Ê (τ)L−1
(
Ê (τ)

)
dτ ≤ Ê (0) < η. (1.3.27)

On pose aussi r = L (H ′ (r2
0)). Ensuite, grâce à (1.3.26) et (1.3.27), r ∈ [B, η) Ainsi,

Ê satisfait aux hypothèses du théorème (1.3.2) avec r et B définis comme ci-dessus, de

sorte que l’estimation suivante sera satisfait

Ê (t) ≤ L

 1

Ψ−1
r

(
t
T0

)
 , ∀t ≥ T0

H ′ (r2
0)
, (1.3.28)
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

où Ψr est défini dans (1.3.5) etKr est défini par (1.3.4). Faire le changement de variable

v = L−1 (y) dans (1.3.4) et en utilisant les formules (1.3.18) et (1.3.19), on obtient

x ≤ Ψr (x) = x+Kr

(
L
(

1
x

))
= x+

H′(r20)∫
1
x

ΛH((H′)−1(v))
v2(1−ΛH((H′)−1(v)))

dv

= 1

H′(r20)
+

H′(r20)∫
1
x

1

v2(1−ΛH((H′)−1(v)))
dv, x ≥ 1

H′(r20)

(1.3.29)

On déduit facilement l’estimation (1.3.23) dans le cas général.

On suppose maintenant que lim sup
x→0+

ΛH (x) < 1. Ainsi, il existe 0 < 2ε0 < 1-

lim sup
x→0+

ΛH (x) et il existe δ > 0 tel que

1

1− ΛH (x)
<

1

ε0

, ∀x ∈ (0, δ] .

En utilisant cette borne supérieure avec x = (H′) −1 (v) dans (1.3.29), on en déduit

Ψr (x) ≤ 1

H ′ (r2
0)

+
1

ε0

H′(δ)∫
1
x

1

v2
dv +

H′(r20)∫
H′(δ)

H′(r20)∫
1
x

1

v2
(
1− ΛH

(
(H ′)−1 (v)

))dv.
≤ D (x) pour x suffisamment grand

où D est une constante positive qui dépend de r0 et δ. Depuis Ψr est strictement

croissante, on en déduit que

1

Ψ−1
r

(
t
T0

) ≤ DT0

t
, Pour t suffisamment grand.

Grâce à la définition de Ê, estimer (1.3.28), la formule (1.3.19) et puisque L est

une fonction croissante et ΛH une fonction non négative, on obtient l’estimation désirée

(1.3.25).

Remarque 1.3.3 La fonction poids optimal est donnée comme la fonction L−1( ·
2β

) avec

un choix approprié de β. Ce choix est basé sur la méthode de convexité optimale, Introduit

pour la première fois dans [2], plus simplifié dans [3], et expliqué dans un cours de [5].

On peut choisir d’autres poids qui peuvent donner des taux de décroissance plus faibles,

et toujours suivre la preuve originale de la méthode de convexité optimale.
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1.4. Feedback polynomial en dimensions infinies

Remarque 1.3.4 Quand lim sup
x→0+

ΛH (x) < 1, il a été montré dans [3] que le taux de

décroissance donné par (1.3.25) (ou équivalent par (1.3.23)) est optimal dans le cas de

dimension finie.

Remarque 1.3.5 Les cas pour lesquels lim sup
x→0+

ΛH (x) < 1 correspond à des cas pour

lesquels le feedback g n’est pas à proximité d’une croissance linéaire proche de 0. En

particulier, le cas g(x) = x pour x ∈ R, donne ΛH ≡ 1. On renvoie le lecteur à [3] pour

d’autres exemples et détails sur le cas lim sup
x→0+

ΛH (x) = 1.

Remarque 1.3.6 Notons que par définition de β dans (1.5.10), on a

0 <
E (0)

2L (H ′ (r2
0))
≤ β (1.3.30)

Par conséquent, L−1(E(t)
2β

) est bien définie pour tous t ≥ 0.

1.4 Feedback polynomial en dimensions infinies

Le but de cette section est de présenter les premiers résultats obtenus chronologiquement

pour des feedbacks non linéaires spécifiques, c’est le cas des feedbacks polynomiales.

De nombreux auteurs ont obtenu des résultats dans ce sens: Lagnese [38], Haraux

[29], Zuazua [59], Komornik [34], Nakao [48], Conrad et Rao [21] et leurs références.

Ces résultats concernent les équations des ondes avec feedback distribué ou frontière et

utilisent soit la méthode de l’énergie perturbée combinée avec les inégalités non linéaires

différentielles, soit les inégalités polynomiales de Gronwall pour l’énergie naturelle avec la

méthode multiplicateur. On présente l’approche basée sur les inégalités polynomiales de

Gronwall combinées avec la méthode du multiplicateur. Dans ce contexte, on va, comme

pour le cas de feedback linéaire, séparer les différentes étapes: identification des énergies

dominantes et traitement de la non-linéarité des feedbacks.

On considère que le cas d’une équation des ondes polynomialement amortie localement,

c’est-à-dire 
utt −4u+ ρ (x, ut) = 0, sur (0,+∞)× Ω,

u = 0 sur Σ = (0,+∞)× Γ

(u, ut) (0) = (u0, u1) , sur Ω,

(1.4.1)

33



1.4. Feedback polynomial en dimensions infinies

où dans la suite g sera supposée avoir une croissance polynomiale proche de l’origine. On

pose H = L2 (Ω) et V = H1
0 (Ω). On considère le feedback ρ satisfaisant

ρ ∈ C
(
Ω× R

)
fonction monotone croissante par rapport à la seconde variable

∃a ∈ C1
(
Ω
)

, a ≥ 0 sur Ω ,

a (x) |v| ≤ |ρ (x, v)| ≤ Ca (x) |v| ; ∀x ∈ Ω si |v| ≥ 1,

a (x) g (|v|) ≤ |ρ (x, v)| ≤ Ca (x) g−1 (|v|) ; ∀x ∈ Ω si |v| ≤ 1,

a ≥ a− > 0, ∀x ∈ ω,
(HF)

où g−1 désigne la fonction inverse de g et où C est une constante positive.

On rappelle le résultat classique et le résultat de régularité suivants (voir, par exemple,

[39], [30] pour la démonstration) en utilisant la théorie de l’opérateur maximal monotone

non linéaire:

Théorème 1.4.1 Supposons l’hypothèse (HF ). Alors pour tout (u0, u1) ∈ V × H, le

problème (1.4.1) a une solution unique u ∈ C ([0,+∞) ;V ) × C1 ([0,+∞) ;H); De plus,

pour tout (u0, u1) ∈ D (A)×V , la solution est dans L∞ ([0,+∞) ;D (A)) ×W 1,∞ ([0,+∞) ;V )×

W 2,∞ ([0,+∞) ;H) et son énergie définie par:

E (t) =
1

2

(
|ut|2H + |∇u|2H

)
t ≥ 0 (1.4.2)

Satisfait la relation de dissipation suivante:

E ′ (t) = −
∫
Ω

utρ (x, ut) dx ≤ 0.

En utilisant les multiplicateurs E(p−1)/2Ku où Ku représente les différents multiplica-

teurs utilisés pour le cas linéaire dans la section 2, on peut prouver de façon similaire au

cas linéaire

Théorème 1.4.2 On suppose que (HF ) sont satisfait avec g (s) = |s|p−1 s avec p > 1

pour s proche de 0 (cas polynomial). On suppose également que w satisfait aux conditions

géométriques (CG) ou (HG). Soit (u0, u1) ∈ V ×H et désignons par u une solution de
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1.4. Feedback polynomial en dimensions infinies

(1.4.1) et E son énergie définie comme dans(1.4.2). Alors, E satisfait

T∫
t

E (s)E(p−1)/2 (s) ds ≤ δ1E
(p−1)/2 (t) + δ2

T∫
t

E(p−1)/2 (s)
∫
Ω

|ρ (x, ut)|2

+δ3

T∫
t

E(p−1)/2 (s)
2∫
ω

|ut|2 ds, ∀0 ≤ t ≤ T.

où δi,i = 1, ..., 3 sont des constantes positives.

Théorème 1.4.3 On prend les mêmes hypothèses du théorème 1.4.2. Soit (u0, u1) ∈ V ×

H et désignons par u une solution de (1.4.1) et E son énergie définie comme dans(1.4.2).

Alors E satisfait

T∫
S

E(p−1)/2 (s) ds ≤ T0E (S) , ∀0 ≤ S ≤ T. (1.4.3)

Preuve. On définit Ωt = {x ∈ Ω, |ut| ≤ 1} et ωt = {x ∈ ω, |ut| ≤ 1}. Grâce à (HF ),

on a

|ρ (., ut)|2 ≤ C (utρ (., ut))
2

p+1 sur l’ensemble x ∈ Ωt

De la même manière, on a

|ut|2 ≤ C (utρ (., ut))
2

p+1 sur l’ensemble x ∈ ωt

On a donc
T∫
S

E(p−1)/2

∫
Ωt

|ρ (., ut)|2 ≤ C

T∫
S

E(p−1)/2 (−E ′)
2

p+1 dt

et
T∫
S

E(p−1)/2

∫
ωt

|ut|2 ≤ C

T∫
S

E(p−1)/2 (−E ′)
2

p+1 dt

En utilisant l’inégalité de Young, on a pour tout ε > 0

T∫
S

E(p−1)/2

∫
Ωt

|ρ (., ut)|2 +

∫
ωt

|ut|2
 ≤ ε

T∫
S

E(p+1)/2 + CεE (S) ∀0 ≤ S ≤ T.

D’autre part, grâce à (HF ), on a

T∫
S

E(p−1)/2

 ∫
Ω�Ωt

|ρ (., ut)|2 +

∫
ω�ωt

|ut|2

 ≤ CE (S) ∀0 ≤ S ≤ T.

En combinant ces différentes estimations, on obtient (1.4.3).
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1.5. La méthode de convexité optimale

Remarque 1.4.1 L’idée de diviser l’ensemble Ω en deux sous-ensembles, l’un avec des

vitesses proches de zéro et son complémentaire remonte à une idée originale de Zuazua.

Théorème 1.4.4 On prend les mêmes hypothèses du théorème 1.4.2. Soit (u0, u1) ∈

V × H et désignons par u une solution de (1.4.1) et E son énergie définie comme dans

(1.4.2).

Alors E satisfait

E (t) ≤ C (E (0)) t
−2
p−1 ,

pour t suffisamment grand et pour tout (u0, u1) dans H1
0 (Ω)× L2 (Ω) .

Preuve. Si E (0) = 0 alors le résultat se maintient facilement. Supposons maintenant

que E (0) 6= 0. Grâce à (1.4.3) et en utilisant le théorème 9.1 de komornik [34], c’est-à-dire

le théorème 1.2.2 de ce chapitre, avec r = (p− 1) /2, on conclut.

1.5 La méthode de convexité optimale

1.5.1 Introduction

Le but principal de cette section est de présenter la méthode de convexité optimale basée

sur la construction d’une fonction de poids optimal pour les inégalités générales de Gron-

wall, déterminée comme étant inconnue d’une équation explicite, grâce aux propriétés de

convexité d’une relation. La méthode était introduite dans [2] pour le cas de dimension

infinie et dans [3] pour sa version dans le cas de dimension finie. Cette approche est

construite à partir de plusieurs nouveaux résultats: décroissance optimale des solutions

des inégalités générales de Gronwall, classification des réactions par une nouvelle fonction

ΛH(x) (introduite dans [3]), taux de décroissance constructive et simplifiée, arguments

de comparaison. Cette approche fournit une méthodologie complète et complète pour

établir des taux de décroissance de l’énergie optimale et quasi-optimale calculables ex-

plicites avec des applications dans des paramètres de dimension finie et infinie, pour les

amortissements localisés, limites et de mémoire, ainsi que pour de nombreuses EDP, pour

divers exemples).
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1.5. La méthode de convexité optimale

Présentons les grandes lignes de la méthode de convexité optimale. Elle est basée sur

les étapes suivantes:

• Étape I: Estimations de l’énergie cinétique dominante

Utiliser des multiplicateurs de la forme K (u) f (E) pour prouver que l’énergie satisfait

une estimation de la forme

T∫
S

f (E (t))E (t) dt ≤ δ1E (S) f (E (S))+ δ2

T∫
S

∫
O2

|ρ (., ut)|2 + δ3

T∫
S

∫
ω

|ut|2 ∀0 ≤ S ≤ T

où les δi > 0 sont des constantes pour i = 1, ...3 et où

1. K représente divers multiplicateurs qui peuvent dépendre de u, ∇u et (−∆)−1 (βu),

β étant une fonction de troncature. Ces multiplicateurs introduits par plusieurs

auteurs sont maintenant bien connus.

2. f à ce stade est une fonction de poids régulière, positive ou nulle et non dépendante.

3. O2 = Ω dans le cas de feedbacks distribués localement et O2 = ∂Ω en cas defeedback

frontière, alors que ω représente le sous-domaine de Ω (respectivement ∂Ω) où le

feedback est efficace en cas de feedback distribués localement (resp. Frontière).

• Etape II: Détermination de la fonction de poids optimale

La fonction de poids optimale f (.) = E(t)
2β

, qui a été introduite pour la première fois

par Alabau-Boussouira [2], est déterminée implicitement grâce aux propriétés de convexité

d’une fonction H exprimée directement en termes de feedback proche de l’origine. En

raison de ce choix de H et de ce choix optimal de la fonction de poids w, on démontre que

E satisfait la même inégalité de Gronwall non linéaire générale de la section 3.1 présentée

dans le contexte de la stabilisation de dimension finie, c’est-à-dire

T∫
S

E (t)L−1

(
E (t)

2β

)
dt ≤ T0E (S) , ∀0 ≤ S ≤ T.
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1.5. La méthode de convexité optimale

Remarque 1.5.1 Notez que certains auteurs utilisent cette stratégie ci-dessus, mais ils

remplacent la fonction poids optimale E(t)
2β

par une plus faible comme suit. On défini L

par

L (y) = Ĥ∗ (y) pour y > 0, L (0) = 0.

Il est facile de vérifier que

L (y) ≤ L1 (y)

où

L1 (.) = (H ′)
−1

(.) .

En particulier, en appliquant notre méthode de convexité, la fonction de poids w devient

w1 (.) = L−1
1 (ε0.) = H ′ (ε0.)

où ε0 = 1
2β

. Ensuite, ils suivent toute la méthodologie de la méthode de convexité optimale,

celle de la section 5.3 ci-dessous, en remplaçant w par w1 et en suivant nos résultats sur

les inégalités globales non linéaires non linéaires de Gronwall introduites initialement dans

[2]. Les estimations obtenues sont plus faibles et la méthodologie n’est pas originale.

• Étape III: Taux de décroissance optimales pour les solutions des inégalités Grönwall

non linéaires

En appliquant les résultats de la section 3.1, on déduit que E satisfait à l’estimation

semi-explicite:

E (t) ≤ 2βL

 1

Ψ−1
r

(
t
T0

)
 , ∀t ≥ T0

L−1 (r)

où r est tout réel tel que

1

T0

∞∫
0

E (τ)L−1

(
E (τ)

2β

)
dτ ≤ r ≤ η.

• Étape IV Simplification des taux de décomposition et principe de comparaison de

l’énergie
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1.5. La méthode de convexité optimale

On utilise alors notre méthode de simplification introduite dans [3] pour prouver une

estimation supérieure aiguë, explicite et facilement calculable, c’est-à-dire

1. Utiliser la nouvelle fonction ΛH définie dans [3] qui comportement à l’origine mesure

en quelque sorte le comportement de feedback proche de l’origine.

2. Si lim sup
x→0+

ΛH (x) < 1, on applique les résultats ennoncés dans la section 3.1 pour

la stabilisation en dimensions finies et prouvons que E décrôıt à l’infini comme suit:

E (t) ≤ 2β (H ′)
−1

(
DT0

t

)
,

pour t suffisamment grand et où D est une constante positive qui ne dépend pas de

E (0) .

3. Sous d’autres hypothèses sur le comportement de ΛH proche de 0, on donne une esti-

mation d’énergie supérieure basée sur le principe de comparaison d’énergie introduit

dans [3], c’est-à-

E (t) ≤ C2v
2 (t) pour t suffisamment grand,

où C2 est une constante positive et v est la solution de l’équation différentielle

ordinaire

v′ (t) + g (v (t)) = 0, v (0) =
√

2E (0), t ≥ 0.

Nous compléterons la stratégie ci-dessus par une méthodologie pour obtenir des esti-

mations d’énergie plus faibles (Voir la section 5.7).

1.5.2 Estimations de l’énergie cinétique dominante

Cette partie existe déjà dans le problème de stabilisation linéaire, même si elle n’est pas

présentée sous cette forme en général. Il devient important de distinguer cette étape pour

comprendre où et comment les propriétés de convexité sont utiles. Soit Ω un sous-ensemble

ouvert borné de RN avec une frontière régulière notée par Γ et ω un sous-ensemble ouvert

de Ω de mesure positive. On suppose que le feedback ρ satisfait (HF ) actuellement avec

une fonction générale g.
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1.5. La méthode de convexité optimale

Théorème 1.5.1 Supposons qu’on a (HF ) où ω satisfait aux conditions géométriques

(CG) ou (HG). On définit respectivement H, Ĥ et L par (HD), (1.3.14) et (1.3.15).

Soit (u0, u1) ∈ V ×H et désignons par u une solution de (1.4.1) et E son énergie définie

comme dans (1.3.6). On suppose que E (0) > 0. Alors pour toute fonction non négative,

non décroissante C1, f définie sur [0, E (0)], E satisfait

T∫
t

E (s) f (E (s)) ds ≤ δ1E (t) f (E (t)) + δ2

T∫
t

f (E (s))
∫
Ω

|ρ (., ut)|2 ds

+δ3

T∫
t

f (E (s))
∫
ω

|ut|2 ds ∀0 ≤ t ≤ T

(1.5.1)

où δi, i = 1, ..., 3 sont des constantes positives.

Remarque 1.5.2 L’estimation ci-dessus montre que l’énergie cinétique non linéaire et

l’énergie cinétique linéaire localisée dominent le comportement de l’énergie totale. Une

estimation similaire est valable pour le cas d’amortissement des limites (voir [2, 3]).

Cette estimation est également valable pour d’autres équations telles que l’équation de

Petrowsky, les systèmes couplés tels que les poutres de Timoshenko. . . Pour des raisons

de présentation et de clarté, nous n’incluons pas ici ces résultats. Ils peuvent être trouvés

dans [2, 3] sous une forme abstraite avec plusieurs exemples d’applications PDE.

Preuve. Soit f une fonction C1 positive, croissante, définie sur [0, E (0)]. La preuve

suit celle de la stabilisation linéaire dans la section 2, sauf que l’on doit choisir des

multiplicateurs de la forme f (E)Ku. Soit (u0, u1) ∈ H2 (Ω) ∩ H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) . Soit

ε0 < ε1 < ε2 < ε et définissons pour i = 0, 1, 2 les sous-ensembles Qi comme dans (1.3.6)

et les fonctions Ψj ∈ C∞0
(
RN
)

qui vérifient (1.3.7). On définit également h comme le

champ de vecteur de classe C1 sur Ω:

h (x) =

 Ψj (x)mj (x) si x ∈ Ωj

0 si x ∈ Ω� ∪j Ωj,

et considérons le multiplicateur f (E)Mu où Mu = h · ∇u + u N−1
2

. On considère

l’expression
T∫
S

∫
Ωj

f (E)Mu (utt −4u+ ρ (x, ut)) = 0.
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1.5. La méthode de convexité optimale

Cela donne, après une intégration appropriée par parties et procédant comme dans la

section 2

T∫
S

Ef (E) dt ≤ −

f (E)

∫
Ω

M (u)ut

T
S

+

T∫
S

f ′ (E)E ′
∫
Ω

M (u)ut

−
T∫
S

f (E)

∫
Ω

M (u) ρ (x, ut) + C

T∫
S

f (E)

∫
Ω�Q1

(
u2
t + |∇u|2

)
.

(1.5.2)

On doit estimer les termes du côté droit de (1.5.2). En raison du poids f (E) qui ne

dépend que du temps il y a un terme supplémentaire

T∫
S

f ′ (E)E ′
∫
Ω

M (u)ut

qui peut être facilement délimité au-dessus par∣∣∣∣∣∣
T∫
S

f ′ (E)E ′
∫
Ω

M (u)ut

∣∣∣∣∣∣ ≤
T∫
S

(−E ′) f ′ (E)Edt ≤ CE (s) f (E (s)) ∀0 ≤ S ≤ T.

De la même manière, on a∣∣∣∣∣∣
f (E)

∫
Ω

M (u)ut

T
S

∣∣∣∣∣∣ ≤ CE (s) f (E (s)) ∀0 ≤ S ≤ T.

Comme pour le cas linéaire, la seule difficulté est d’estimer le premier terme du côté

droit de (1.5.2). La preuve suit celle du cas linéaire jusqu’au poids additionnel multipli-

catif f (E) qui ne dépend que du temps. On peut montrer que des termes supplémentaires

dus à l’intégration par parties peuvent être limités ci-dessus. Plus précisément, on procède

comme suit. On définit ζ ∈ C∞0
(
RN
)

comme dans (1.3.14) multipliant la première

équation de (1.4.1) par f (E) ζu et en intégrant l’équation résultante sur [S, T ] × Ω, on
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1.5. La méthode de convexité optimale

obtient après une certaine intégration par parties:

T∫
S

f (E)

∫
Ω

|∇u|2 ξ = −

f (E)

∫
Ω

uξut

T
S

+

T∫
S

f ′ (E)E ′
∫
Ω

uξut

+

T∫
S

f (E)

∫
Ω

ξ |ut|2 +
1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ω

u24ξ

−
T∫
S

f (E)

∫
Ω

ξuρ (x, ut) dxdt,

par conséquent, on a

T∫
S

f (E)

∫
Ω∩Q1

|∇u|2 ≤ CE (S) f (E (S)) + C

T∫
S

f (E)

∫
Ω∩Q2

|ρ (x, ut)|2 + |ut|2 + u2.

On définit β ∈ C∞0
(
RN
)

tel que (1.3.17) se vérifie. On fixe t et on considère la solution

z du problème elliptique suivant (1.3.18) et (1.3.19). En multipliant la première équation

de (1.4.1) par f (E) z et en intégrant l’équation résultante sur [S, T ]× Ω,

T∫
S

f (E)

∫
Ω∩Q2

|u|2 ≤ CE (S) f (E (S)) +
C

η

T∫
S

f (E)

∫
Ω

|ρ (x, ut)|2 + η

T∫
S

f (E)E (t) dt

+
C

η

T∫
S

f (E)

∫
ω

|ut|2 ∀η > 0.

On utilise les estimations ci-dessus et nous procédons de la même façon que pour le

cas linéaire, ceci donne

T∫
S

Ef (E) ≤ CE (S) f (E (S)) +
C

δ

T∫
S

f (E)

∫
Ω

|ρ (x, ut)|2

+
C

δ

T∫
S

f (E)

∫
ω

|ut|2 + Cδ

T∫
S

f (E)E (t) dt ∀δ > 0

Choisissant 3b4 suffisamment petit, on obtient finalement

T∫
S

Ef (E) ≤ CE (S) f (E (S)) + c

T∫
S

f (E)

∫
ω

|ut|+
∫
Ω

|ρ (x, ut)|2
 .

Donc, on a prouvé que E satisfait une estimation de la forme (1.5.1).
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1.5.3 Fonction de poids comme inconnu optimal

En général, les méthodes usuelles utilisées pour prouver les taux de décroissance de

l’énergie sont soit de prouver qu’une énergie perturbée, équivalente à l’origine, est une

fonction de Lyapunov satisfaisant une inégalité différentielle non linéaire ou de prouver

que l’énergie originale satisfait directement à une inégalité non linéaire de Gronwall. Dans

ce dernier cas (aussi dans le premier), un point crucial pour être sûr de perdre aucune

information sur la vitesse de la décroissance de l’énergie est de trouver des arguments

mathématiques pour construire un poids optimal. Ceci est une nouveauté importante

de notre travail dans [2] et plus tard, de sa simplification dans [3]. Ce travail est basé

sur une approche pour laquelle, en utilisant des arguments de convexité et en particulier

l’inégalité de Young, on détermine le poids optimal f comme la solution d’une relation

implicite, c’est-à-dire

βĤ∗ (f (E (t))) =
1

2
E (t) f (E (t)) ∀t ≥ 0.

Pour établir que l’énergie E satisfait une inégalité de Gronwall non linéaire appropriée.

La relation implicite ci-dessus a une solution unique qui implique la fonction inverse de L

définie par (1.3.15).

Théorème 1.5.2 Supposons que f satisfait aux conditions géométriques (CG) ou (HG)).

On définit respectivement H, Ĥet L par (1.3.13), (1.3.14), (1.3.15). Soit (u0, u1) ∈ V ×H

et désignons par u une solution de (1.4.1) et E son énergie définie comme dans (1.3.6).

On suppose que E (0) > 0 et on définit b > 0 comme la constante explicite dépendant de

E (0), |ω|, |Ω| défini dans (1.5.10). Soit f = L−1
(

s
2β

)
∀s ∈ [0, 2βr2

0), alors E vérifie

T∫
S

E (s) f (E (s)) ds ≤ T0E (S) ∀0 ≤ S ≤ T.

Preuve. On pose ε0 = g (r0). En supposant que r0 est assez petit, on peut supposer

que 0 < ε0 < 1.

De (HF ), on peut facilement déduire que ρ satisfait aux inégalités suivantes:

c1a (x) |v| ≤ |ρ (x, v)| ≤ c2a (x) |v| ; ∀x ∈ Ω ∀ε0 ≤ |v| , (1.5.3)
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1.5. La méthode de convexité optimale

c1a (x) g (|v|) ≤ |ρ (x, v)| ≤ c2a (x) g−1 (|v|) ; ∀x ∈ Ω ∀ |v| ≤ ε0, (1.5.4)

Pour certaines constantes positives c1,c2. On pose pour tout t ≥ 0 fixe,

Ωt
1 = {x ∈ Ω, |ut (t, x) ≤ ε0|}

On a également mis en place

cg =
1

c2 ‖a‖∞
.

Ainsi, par définition de cg et grâce à (1.5.4), on a:

c2
g |ρ (x, ut (t) (x))|2 ≤ r2

0, ∀x ∈ Ωt
1.

En utilisant l’inégalité de Jensen, on a

H

 1

|Ωt
1|

∫
Ωt

1

c2
g |ρ (x, ut (t) (x))|2 dx

 ≤ 1

|Ωt
1|

∫
Ωt

1

H
(
c2
g |ρ (x, ut (t) (x))|2

)
dx

≤ 1

|Ωt
1|

∫
Ωt

1

cg |ρ (x, ut (t) (x))| g (cg |ρ (x, ut (t) (x))|) dx.

En utilisant (1.5.4) et le fait que H augmente, on en déduit

T∫
S

f (E (t))

∫
Ωt

1

|ρ (x, ut)|2 dxdt ≤
T∫
S

|Ωt
1|
c2
g

f (E (t))H−1

 1

|Ωt
1|

∫
Ωt

1

cg |ρ (x, ut)| dx


Comme Ĥ est une fonction convexe et propre, on peut appliquer l’inégalité de Young

(voir [56], [54]]), de sorte que

T∫
S

f (E (t))

∫
Ωt

1

|ρ (x, ut)|2 dxdt ≤
|Ωt

1|
c2
g

T∫
S

Ĥ∗ (f (E (t))) dt+
1

cg
E (S) , ∀0 ≤ S ≤ T.

(1.5.5)

Sur Ω�Ωt
1, on a |ut (t)| ≥ ε0. Ainsi, grâce à (1.5.3), on a

|ρ (x, ut)|2 ≤
1

cg
utρ (x, ε1) , ∀x ∈ Ω�Ωt

1.

Cela implique

T∫
S

f (E (t))

∫
Ω�Ωt

1

|ρ (x, ut)|2 dxdt ≤
1

cg

T∫
S

(−E ′ (t)) f (E) dt. (1.5.6)
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On tourne maintenant vers l’énergie cinétique localisée, c’est-à-dire que on veut estimer

le terme

T∫
S

f (E (t))

∫
ω

|ut|2 dxdt. On a établi comme dans [2]

r2
1 = H−1

(
c1a−cgH

(
r2

0

))
,

et

ε1 = min (r0, g (r1)) .

On peut remarquer que ε1 ≤ ε0. On définit, pour t ≥ 0 fixe, l’ensemble

ωt1 = {x ∈ ω, |ut (t) (x)| ≤ ε1} .

Grâce à (1.5.4), notre choix de ε1 et à l’inégalité de Jensen, on obtient

H

 1

|ωt1|

∫
ωt
1

|ut (t) (x)|2 dx

 ≤ 1

|ωt1|

∫
ωt
1

H
(
|ut (t) (x)|2

)
dx

≤ 1

|ωt1|

∫
ωt
1

ut (t) (x) g (|ut (t) (x)|) dx

≤ 1

|ωt1| c1a−

∫
ωt
1

utρ (x, ut) dx.

En utilisant une fois de plus l’inégalité de Young, on dérive

T∫
S

f (E (t))

∫
ωt
1

|ut (t) (x)|2 dxdt ≤ |ω|
T∫
S

Ĥ∗ (f (E (t))) dt+
1

c1a−
E (S) , ∀0 ≤ S ≤ T.

(1.5.7)

Sur ω�ωt1, on a |ut (t)| ≥ ε1. Pour |ut (t)| ≥ ε0, (1.5.3) satisfait. On peut facilement

vérifier qu’en utilisant (1.5.4), des inégalités similaires existent pour ε1 ≤ |ut (t)| ≤ ε0.

Cela implique

T∫
S

f (E (t))

∫
ω�ωt

1

|ut (t) (x)|2 dxdt ≤ 1

c1a−

T∫
S

(−E ′ (t)) f (E) dt. (1.5.8)
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1.5. La méthode de convexité optimale

En insérant maintenant (1.5.5), (1.5.6), (1.5.7) et (1.5.8) dans (1.5.1), on obtient

T∫
S

f (E (t))E (t) dt ≤ δ1E (S) f (E (S)) +

(
δ2

cg
+

δ3

c1a−

)
E (S) +

(
δ2

cg
+

δ3

c1a−

) T∫
S

(−E ′ (t)) f (E) dt+ (1.5.9)

(
δ2

Ω

c2
g

+ δ3 |ω|
) T∫

S

Ĥ∗ (f (E (t))) dt.

On rappelle que L, définie par (1.3.15) est une fonction strictement croissante de

[0,∞)→ [0, r2
0). On choisit un nombre réel β = βE(0) > 0 comme suit:

β = max

(
δ3 |ω|+ δ2

|Ω|
c2
g

,
E (0)

2L (H (r2
0))

)
(1.5.10)

Maintenant, on choisit la fonction de poids f annoncée, c’est-à-dire:

f (s) = L−1

(
s

2β

)
∀s ∈

[
0, 2βr2

0

)
Alors f est une fonction strictement croissante de [0, 2βr2

0) sur [0,∞). De plus, par

construction, f vérifie la relation:

βĤ∗ (f (s)) =
1

2
sf (s) ∀s ∈

[
0, 2βr2

0

)
.

Comme E est décroissante, on a

E (t) ≤ E (0) ≤ E (0)
r2

0

2L (H (r2
0))
≤ 2βr2

0 ∀t ≥ 0.

On a donc en particulier:

βĤ∗ (f (E (t))) =
1

2
E (t) f (E (t)) ∀t ≥ 0.

Avec ce choix de β et f , le dernier terme du côté droit de (1.5.9) est borné dessus par

1

2

T∫
S

E (t) f (E (t)) dt. (1.5.11)
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1.5. La méthode de convexité optimale

D’autre part, on rappelle que −E ′ est positive sur [0,∞), E est positive et décroissante

sur [0,∞) alors que w est positive et augmente sur [0, 2βr2
0).

Ainsi, le troisième terme du côté droit de (1.5.9) est borné au-dessus par(
δ2

cg
+

δ3

c̃1a−

) T∫
S

(−E ′ (t)) f (E) dt ≤
(
δ2

cg
+

δ3

c̃1a−

)
E (S)L−1

(
E (S)

2β

)
(1.5.12)

On insère les estimations (1.5.11) et (1.5.12) dans (1.5.9). Cela donne

T∫
S

E (t)L−1

(
E (t)

2β

)
dt ≤ 2

(
δ1 +

δ2

cg
+

δ3

c̃1a−

)
E (S)L−1

(
E (S)

2β

)
+2

(
δ2

cg
+

δ3

c1a−

)
E (S) .

Par conséquent, l’énergie E satisfait l’estimation

T∫
S

E (t)L−1

(
E (t)

2β

)
dt ≤ T0E (S) ∀0 ≤ S ≤ T,

où T0 est indépendant de E (0) et avec notre choix de β est donné par

T0 = 2

(
δ2

cg
+

δ3

c1a−
+

(
δ1 +

δ2

cg
+

δ3

c̃1a−

)
H
(
r2

0

))
Ainsi, les fonctions g,H,E et β satisfont aux hypothèses du théorème 1.3.3. En

appliquant les conclusions de ce théorème, on déduit que E satisfait l’estimation désirée,

ce qui conclut la démonstration.

1.5.4 Simplification des taux de décroissance de l’énergie

Corollaire 1.5.1 Supposons les hypothèses du théorème 1.5.2. On définit H par (HD)

et supposons que H est strictement convexe sur [0, r2
0]. On définit aussi Ĥ par (1.3.14), L

par (1.3.15) et ΛH par (1.3.16). Soit (u0, u1) ∈ V ×H et désignons par u une solution de

(1.4.1) et E son énergie définie comme dans (1.3.6). Supposons que limx→0 sup ΛH (x) < 1,

alors E satisfait

E (t) ≤ 2β (H ′)
−1

(
DT0

t

)
,

pour t suffisamment grand et où D est une constante positive qui ne dépend pas de E (0)

et β est donnée en (1.5.10). En outre, supposons que soit

0 < lim
x→0

inf ΛH (x) ≤ lim
x→0

sup ΛH (x) < 1,
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1.5. La méthode de convexité optimale

ou qu’il existe µ > 0 tel que

0 < lim
x→0

inf

H (µx)

µx

z1∫
x

1

H (y) dy

 , et lim
x→0

sup ΛH (x) < 1

pour une certaine z1 ∈ (0, z0] (arbitraire), alors l’énergie de la solution satisfait l’estimation

E (t) ≤ CE (0) v2 (t) pour t suffisamment grand,

où v est la solution de l’équation différentielle ordinaire

v′ (t) + g (v (t)) = 0, v (0) =
√

2E (0), t ≥ 0.
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CHAPITRE

2 Résultat d’éxistence et

d’unicité

C
e chapitre est consacré à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions

de l’équation des ondes en présence de singularités . En premier lieu on

pose le problème avec tous les hypothèses géométriques et hypothèses sur

le feedback. Ensuite, on donne quelques résultats préliminaires qui nous

permettent de démontrer le théorème d’existence et d’unicité de la solution de notre

problème. En dernier lieu, on donne la démonstration du théorème d’existence et d’unicité

de la solution.

2.1 Position du problème

Soit Ω un ensemble ouvert connexe borné de R2 avec une frontière Γ = ∂Ω de classe C2.

On considère le problème suivant de la stabilisation frontière non linéaire

utt −4u = 0, sur (0,+∞)× Ω,

u = 0, sur (0,+∞)× ΓD,
∂u

∂ν
+m · νd (ut) = 0, sur (0,+∞)× ΓN ,

u (0, .) = u0, sur Ω,

ut (0, .) = u1, sur Ω,

(2.1.1)
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où d est une fonction non linéaire à valeurs réelles et à croissance linéaire à l’infini,

ν la normale unitaire extérieure,
∂u

∂ν
désigne la dérivée normale de u. ut et utt sont

respectivement la première et la seconde dérivée de u par rapport au temps. Soit x0 ∈ R2,

on définit ΓD, ΓN et m comme suit,


m(x) = x− x0, ∀ x ∈ R2,

ΓD = {x ∈ Γ : m · ν ≤ 0} ,

ΓN = {x ∈ Γ : m · ν > 0} .

(HG1)

Ainsi, Γ = ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ ΓN = ∅ et ΓD ∩ ΓN = {S1, S2}. τ (x) désigne le vecteur

tangent unitaire de Ω pour x ∈ Γ.

On suppose l’hypothèse suivante sur la fonction de feedback non linéaire d:

d ∈ C (R) est monotone croissante,

∃ une fonction g ∈ C1 (R) impaire strictement croissante telle que ,

g (|v|) ≤ |d (v)| ≤ Cg−1 (|v|) si |v| ≤ 1,

|v| ≤ |d (v)| ≤ C |v| si |v| ≥ 1,

(HD)

On introduit les espaces

V =
{
v ∈ H1 (Ω) , v = 0 on ΓD

}
,

et

H := V × L2 (Ω) .

Il est bien connu que pour des données initiales (u0, u1) ∈ H, le problème (2.1.1) est

bien posé en H. En effet, on définit l’opérateur non linéaire A par

A (u, v) = (−v,−4u)

où

D (A) =

{
(u, v) ∈ V × V ; 4u ∈ L2 (Ω) et

∂u

∂ν
= − (m.ν) d (v) sur ΓN

}
Ici 4u est donné au sens des distributions alors que l’égalité

∂u

∂ν
= − (m.ν) d (v) est

supposée donnée au sens faible, qui est∫
Ω

∇u · ∇ϕdx+

∫
Ω

4uϕ dx =

∫
ΓN

m · νd (v)ϕdσ , ∀ ϕ ∈ V .
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(2.1.1) peut être alors, écrit sous la forme (u, v)′ + A (u, v) = 0

(u, v) (0) = (u0, u1)

Il est classique que A est un opérateur maximal monotone sur H, et D (A) est dense

dans H pour la norme usuelle (voir, par exemple, [12]). Par conséquent, pour toutes

données initiales (u0, u1) ∈ D (A), il existe une unique solution forte (u, v) telle que u ∈

W 1,∞ (R;V ) et 4u ∈ L∞ (R+;L2 (Ω)). De plus, pour deux données initiales (ui, vi) ∈ H,

pour i = 1, 2, les solutions correspondantes satisfont

‖(u1 (t) , v1 (t))− (u2 (t) , v2 (t))‖H ≤ C
∥∥(u0

1, v
0
1

)
−
(
u0

2, v
0
2

)∥∥
H ∀t ≥ 0.

En utilisant la densité de D (A), on peut étendre l’application

D (A)→ H, (u0, u1)→ (u(t), v(t))

à un semi-groupe de contractions fortement continues (S(t))t≥0, et définir pour (u0, u1) ∈

H la solution faible (u(t), v(t)) = S(t)(u0, u1) avec u ∈ C (R+;V ) ∩ C1 (R+;L2 (Ω)).

On établit le théorème suivant :

Théorème 2.1.1 (Existence et unicité) Supposons l’hypothèse (HD), pour toute (u0, u1)

∈ H, le problème (2.1.1) a une solution unique u ∈ C ([0,∞) , V ) ∩ C1 ([0,∞) , L2 (Ω)).

De plus, son énergie, définie par

E (t) =
1

2

(
‖ut‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω)

)
t ≥ 0 (2.1.2)

est décroissante, et si (u0, u1) ∈ D (A)

E ′ (t) = −
∫

ΓN

m (x) .ν (x) utd (ut) dσ ≤ 0.

Dans le cas de la stabilisation frontière avec des conditions aux limites mixtes sur des

frontières connexes, l’une des principales difficultés est que, même pour des données très

régulières, la dérivée normale de la solution de (2.1.1) n’est pas dans L2 ((0,∞)× ΓD)

(voir Moussaoui [47] pour plus de détails). Ceci est lié au fait que la solution u de (2.1.1)
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est telle que pour t ≥ 0, u (t, .) ∈ H3/2−ε(Ω) pour tout ε > 0. On décrit ci-dessous

le comportement de la partie singulière de la solution au voisinages des points S1, S2.

Pour (u, v) ∈ D (A), (m · ν) d (v) ∈ H1/2 (Γ), en utilisant un résultat de trace, on peut

construire ũ ∈ H2 (Ω) tel que:

ũ = 0 sur Γ,
∂ũ

∂ν
= − (m · ν) d (v) sur Γ.

Soit f = 4ũ−4u, alors U = u− ũ satisfait le problème suivant:
−4U = f dans Ω,

U = 0 sur ΓD,
∂U

∂ν
= 0 sur ΓN ,

(2.1.3)

où f est dans L2(Ω). Il est bien connu (voir [26]), que la solution de (2.1.3) n’est pas dans

H2(Ω).

Plus précisément, la solution est donnée par

U(r, θ) = UR(r, θ) + c1

√
r1 sin

θ1

2
χ1 + c2

√
r2 cos

θ2

2
χ2, (2.1.4)

où UR ∈ H2(Ω) est la partie régulière de la solution, (rj, θj) sont les coordonnées polaires

locales au point Sj, cj sont des constantes réelles, et χj est une fonction troncature de telle

sorte que 0 ≤ χj ≤ 1 et χj = 1 dans un voisinage de Sj pour j = 1, 2. Ainsi u = U + ũ

admet une décomposition de la même forme que dans (2.1.4). Par conséquent, si (u0, u1)

∈ D (A) pour t fixé la solution u de (2.1.1) peut être écrite sous la forme

u(t, r, θ) = uR(t, r, θ) + c1s (t)
√
r1 sin

θ1

2
χ1 + c2s (t)

√
r2 cos

θ2

2
χ2 (2.1.5)

où cis ∈ C1 (0,∞) pour i = 1, 2 et uR(t, ·) ∈ H2(Ω).

2.2 Préliminaires

2.2.1 Analyse convexe

Ici, nous présentons brièvement les résultats fondamentaux relatifs à l’analyse convexe

dans des espaces infiniment dimensionnels. Pour d’autres résultats et un traitement com-
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plet du sujet, nous adressons le lecteur à Rockafellar [52, 53], Brezis [12], Barbu [9] et

Ekeland, Temam [23].

Soit E un espace de Banach avec E ′ son dual. Soit φ : E → (−∞,+∞] non identique-

ment égal à +∞

Définition 2.2.1 On dit que

• φ une fonction propre convexe sur E si

φ ((1− λ)u+ λv) ≤ (1− λ)φ (u) + λφ (v)

pour tout u, v ∈ E et tout λ ∈ [0, 1].

• la fonction est semi-continue inférieurement en u ∈ E si

pour toute suite (un)n∈N ⊂ E, telle que lim
n→∞

‖un − u‖E = 0

on a lim
un→u

inf φ (un) ≥ φ (u) ∀u ∈ E.

La multi-application ∂φ : E → E ′ definie par

∂φ (u) = {u′ ∈ E ′ : φ (v) ≥ φ (u) + 〈v − u, u′〉 ∀v ∈ E}

s’appelle le sous-differentiel de φ.[9]

Définition 2.2.2 ( Ekeland, Temam [23]) Soit φ une fonction de E → R, on appelle

dérivée directionnelle de φ en u dans la direction v, et on note

φ′ (u; v) = lim
λ→0+

φ (u+ λv)− φ (u)

λ
.

S’il existe u∗ ∈ E ′ telque ∀v ∈ E, φ′ (u; v) = 〈v, u∗〉 , on dit que φ est Gateaux-

différentiable en u, on appelle u∗ la différentielle de Gateaux en u de φ, et on la note

φ′ (u) .

Proposition 2.2.1 ( Ekeland, Temam [23]) Soit K un ensemble convexe de E et soit

φ : K → (−∞,+∞] G-différentiable en chaque u ∈ K, alors les propriétés suivantes sont

équivalentes
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2.2. Préliminaires

• φ convexe dans K.

• (φ′ (u)− φ′ (v) , u− v) ≥ 0, ∀u, v ∈ K

• (φ′ (u) , v − u) ≤ φ (v)− φ (u), ∀u, v ∈ K

Proposition 2.2.2 ( Ekeland, Temam [23]) Soit φ une fonction convexe de E dans

R. Si φ est Gâteaux- différentiable en u ∈ E, elle est sous-différentiable en u, et ∂φ (u) =

{φ′ (u)},

Réciproquement, si au point u ∈ E, φ est finie continue et ne possède qu’un seul sous-

gradient, alors φ est Gâteaux-différentiable en u et ∂φ (u) = {φ′ (u)}.

Théorème 2.2.1 Soit φ une fonction propre et semi-continue inférieurement dans E,

alors le sous-différentiel ∂φ (u) de φ est un opérateur maximal monotone de E dans E ′.

Preuve. Rockafellar [52, 53]

2.2.2 Théorie des opérateurs

Soit E un espace de Banach, A opérateur définit de E → E ′.

Définition 2.2.3 On dit que

• A est monotone si ∀u, v ∈ E,

〈A (u)− A (v) , u− v〉 ≥ 0

• A est maximal monotone s’il est maximal dans l’ensemble des opérateurs monotones.

• A est hémicontinu si pour tout u, v ∈ E , l’application

t→ 〈A (u+ tv) , v〉

est continue de R dans R.

Proposition 2.2.3 Soit A un opérateur définit de E dans E’. Il y’a equivalence entre les

trois propriétés suivantes:
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2.3. Démonstration du théorème d’existence et unicité de la solution

1. A est maximal monotone.

2. A est monotone et R (I + A) = E.

3. Pour tout λ > 0, (I + λA)−1 est une contraction définie sur E tout entier.

Preuve. Brezis [12].

Proposition 2.2.4 Soit E un espace de Banach réflexif et A un opérateur monotone,

hémicontinu et borné de E dans E ′. B un opérateur maximal monotone sur E dans E ′.

Alors A+B est maximal monotone.

Preuve. Barbu [9].

Théorème 2.2.2 (Hille-Yosida) Soit A un opérateur maximal monotone dans un es-

pace de Hilbert H. Alors pour tout u0 ∈ D (A) il existe une fonction

u ∈ C ([0,+∞) , D (A)) ∩ C1 ([0,+∞) , H)

unique telle que  du
dt

+ Au = 0 sur [0,+∞)

u (0) = u0 (donnée initiale) .

De plus on a

|u (t)| ≤ |u0| et

∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣ = |Au (t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

Preuve. Voir Brezis [12].

2.3 Démonstration du théorème d’existence et unicité

de la solution

On définit les espaces de Hilbert suivant

H = L2 (Ω) , muni de la norme ‖u‖2
H =

∫
Ω

|u|2 dx
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2.3. Démonstration du théorème d’existence et unicité de la solution

et

V =
{
v ∈ H1 (Ω) , v = 0 ΓD

}
muni de la norme ‖u‖2

V =

∫
Ω

|∇u|2 dx,

on peut voir grace au théorème de Poincaré que V est un espace de Banach.

On definit l’opérateur linéaire A : V → V ′

〈Au, v〉V ′,V =

∫
Ω

∇u∇vdx.

L’application est bien définie, puisque en effet∣∣∣〈Au, v〉V ′,V ∣∣∣ ≤ ‖∇u‖L2(Ω) ‖∇v‖L2(Ω)

≤ ‖u‖V ‖v‖V

ceci prouve que Au ∈ V ′ et

‖Au‖V ′ = sup
v∈V ;‖v‖V ≤1

∣∣∣〈Au, v〉V,V ′∣∣∣ ≤ ‖u‖V , ∀u ∈ V.

L’opérateur A étant linéaire borné donc il est continu. De plus, A est coercif car

〈Au, u〉V ′,V =

∫
Ω

|∇u|2 dx ≥ C ‖u‖2
L2(Ω) .

Soit l’opérateur B : V → V ′ défini par

〈Bu, v〉V,V ′ =

∫
ΓN

m · νd (u) vdσ, u, v ∈ V. (2.3.1)

On multiplie la première équation du système(2.1.1) par v ∈ V et on intègre par

parties sur Ω. On utilise les conditions au bord et on obtient

0 =

∫
Ω

(utt −4u) vdx

=

∫
Ω

uttvdx+

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫
Γ

∂u

∂ν
vdσ

=

∫
Ω

uttvdx+

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

ΓN

m · νd (ut) vdσ

= 〈utt + Au+But, v〉V,V ′ ,
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2.3. Démonstration du théorème d’existence et unicité de la solution

donc

utt + Au+But = 0 sur R+.

On pose

ut := z, U =

 u

z

 et AU =

 −z

Au+Bz

 .

On peut écrire le système (2.1.1) sous la forme U ′ +AU = 0 sur R+

U (0) = (u0, u1)

On définit l’espace de Hilbert H = V ×H et on considère l’opérateur A défini dans

H, de domaine

D (A) = {U = (u, z) ∈ V × V : Au+Bz ∈ H} .

Pour montrer que A engendre un semi-groupe, il suffit de montrer que A maximal

monotone.

Lemme 2.3.1 A est un opérateur maximal monotone dans H.

2.3.1 Preuve du lemme

La croissance de la fonction d donne la monotonie de A. En effet, pour U, Ũ ∈ D (A) on a〈
AU −AŨ , U − Ũ

〉
H

= 〈z − z̃, u− ũ〉V + 〈Au− Aũ+Bz −Bz̃, z − z̃〉H

= −〈z̃ − z, u− ũ〉V + 〈A (u− ũ) +Bz −Bz̃, z − z̃〉V ′,V ′

= −〈z̃ − z, u− ũ〉V + 〈A (u− ũ) , z − z̃〉V ′ + 〈Bz −Bz̃, z − z̃〉V ′,V ′

= 〈Bz −Bz̃, z − z̃〉V ′,V ′

=

∫
ΓN

m · ν (d (z)− d (z̃)) (z − z̃) dσ ≥ 0.

On montre maintenant que l’opérateur I +A est surjectif. En effet, soit (u0, z0) ∈ H,

on cherche (u, z) ∈ D (A) tel que (I +A) (u, z) = (u0, z0) , c’est-à-dire u = z + u0

z + Az +Bz = z0 − Au0.
(2.3.2)
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2.3. Démonstration du théorème d’existence et unicité de la solution

Donc il suffit de montrer que I+A+B : V → V ′ est surjectif et de prendre u = z+u0

et z ∈ V tel que

(I + A+B) z = z0 − Au0. (2.3.3)

On remarque que l’application

z → z + Az

est continue donc A est hémicontinue. De plus, comme

〈Az, z〉V ′,V =

∫
Ω

|∇z|2 dx

= ‖z‖2
V ≥ 0

on aura la monotonie de l’operateur A, il s’ensuit que I + A l’est également.

Maintenant, on montre que l’opérateur B est maximal monotone.

D’abord B est un opérateur bien défini, on a ΓN = Γ1
N∪ Γ2

N où

Γ1
N = {x ∈ ΓN , |v| ≤ 1} et Γ2

N = {x ∈ ΓN , |v| ≥ 1}

En effet,

∣∣∣〈Bu, v〉V,V ′∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫

ΓN

m · νd (u) vdσ

∣∣∣∣∣∣
≤

∫
ΓN

|m · ν| |d (u)| |v| dσ

≤ C

∫
ΓN

(d (u))2

 1
2
∫

ΓN

v2

 1
2

≤ C

∫
ΓN

(d (u))2

 1
2

‖v‖V
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2.3. Démonstration du théorème d’existence et unicité de la solution

par la continuité de la trace.

∣∣∣〈Bu, v〉V,V ′∣∣∣ ≤ C

∫
Γ1
N

(d (u))2


1
2

‖v‖V + C

∫
Γ2
N

(d (u))2


1
2

‖v‖V

≤ C

∫
Γ1
N

(
g−1 (|u|)

)2


1
2

‖v‖V + C

∫
Γ2
N

u2


1
2

‖v‖V

≤ C


∫

Γ1
N

(
g−1 (1)

)2


1
2

+

∫
Γ2
N

u2


1
2

 ‖v‖V
< ∞

D’où Bu ∈ V ′ pour tout u ∈ V .

On définit la fonctionnelle suivante:

J : V → R

v → J (v) =
∫

ΓN

m · νD (v) dσ

où

D (v) =

v∫
0

d (s) ds.

On montre que J est sous-différentiable et que son sous-différentiel est l’opérateur B.

En effet la dérivée directionnelle de J en v ∈ V dans la direction de u est donnée par:

J ′ (v) (u) = lim
λ→0

1

λ
[J (v + λu)− J (v)]

= lim
λ→0

1

λ

∫
ΓN

m · ν

 v+λu∫
0

d (s) ds

 dσ −
∫

ΓN

m · ν

 v∫
0

d (s) ds

 dσ


=

∫
ΓN

m · ν lim
λ→0

1

λ

 v+λu∫
v

d (s) ds

 dσ

=

∫
ΓN

m · νd (v)udσ (2.3.4)
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2.3. Démonstration du théorème d’existence et unicité de la solution

la dernière égalité vient du théorème de la moyenne. Donc J est G-différentiable ∀v ∈ V,

de (2.3.1) et (2.3.4) on a

〈J ′ (v) , u〉V,V ′ =

∫
ΓN

m · νd (v)udσ

= 〈Bv, u〉V,V ′

d’où

J ′ (v) = Bv, ∀v ∈ V.

D’après le corollaire 2.2.2.B est le sous-différentiel de J , il suffit de montrer que J est

convexe.

Comme J est G-différentiable, donc d’après la proposition 2.2.1 il suffit de montrer

que ∀v, w ∈ V

〈J ′ (w)− J ′v, w − v〉V,V ′ ≥ 0.

〈J ′w − J ′v, w − v〉V,V ′ = 〈Bw −Bv,w − v〉V,V ′

=

∫
ΓN

m · νd (w) (w − v) dσ −
∫

ΓN

m · νd (v) (w − v) dσ

=

∫
ΓN

m · ν [d (w)− d (v)] (w − v) dσ ≥ 0 ∀v, w ∈ V

car m · ν > 0 sur ΓN et d est croissante. D’où J est convexe. En utilisant le corollaire

2.2.2 on a

∂ (Jv) = J ′v = Bv, ∀v ∈ V,

d’où B est le sous differentielle de J .
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2.3. Démonstration du théorème d’existence et unicité de la solution

Reste à prouver que J est continue. En effet, soit {vn}n∈N ∈ V une suite telle que

vn → v dans V

|Jvn − Jv| =

∣∣∣∣∣∣
∫

ΓN

m · ν
vn∫
v

d (s) ds

∣∣∣∣∣∣
≤ C

∫
ΓN

vn∫
v

|d (s)| ds

≤ C

∫
Γ1
N

vn∫
v

|d (s)| ds+

∫
Γ2
N

vn∫
v

|d (s)| ds


≤ C

∫
Γ1
N

vn∫
v

cg−1 (|s|) ds+

∫
Γ2
N

vn∫
v

c |s| ds


≤ C

∫
Γ1
N

vn∫
v

cg−1 (1) dsdσ +
c

2

∫
Γ2
N

|vn|2 − |v|2 dσ


≤ C

cg−1 (1)

∫
Γ1
N

|vn − v| dσ +
c

2

∫
Γ2
N

∣∣|vn|2 − |v|2∣∣ dσ


On a
∫

Γ1
N

|vn − v| → 0 quand n → ∞ comme vn → v dans V. Il reste à montrer que∫
Γ2
N

∣∣|vn|2 − |v|2∣∣ dσ → 0 quand n→∞, on a

∫
Γ2
N

∣∣|vn|2 − |v|2∣∣ dσ =

∫
Γ2
N

|vn − v| |vn + v| dσ

≤

∫
Γ2
N

|vn − v|2 dσ


1
2
∫

Γ2
N

|vn + v|2 dσ


1
2

Et on a ∫
Γ2
N

|vn + v|2 dσ ≤ 2

∫
Γ2
N

|vn|2 +

∫
Γ2
N

|v|2


≤ 2

(
‖vn‖2

L2(Γ2
N) + ‖v‖2

L2(Γ2
N)

)
≤ 2

(
C + ‖v‖2

L2(Γ2
N)

)
<∞.
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2.3. Démonstration du théorème d’existence et unicité de la solution

D’où on aura
∫

Γ2
N

∣∣|vn|2 − |v|2∣∣ dσ → 0 quand n→∞, donc J est continue.

On a montré que B : V → V ′ est le sous differentielle d’une fonctionelle J continue,

convexe et propre, et d’après le théorème 2.2.1 B est maximal monotone.

De la proposition 2.2.4 on en déduit que l’opérateur (I + A)+B est maximal monotone.

Et donc l’équation (2.3.3) possède une unique solution z ∈ V . Comme on a u = z + u0

et Au + Bz = z0 − z alors u ∈ V et Au + Bz ∈ H d’où le système (2.3.2) possède une

solution (u, z) ∈ D (A) . D’où A est maximal monotone dans H.

En utilisant le théorème de Hille-Yosida, pour U (0) ∈ D (A), il existe une unique

solution U telle que U ∈ C ([0,∞) ,H). On en déduit alors que le systme (2.1.1) admet

une unique solution u ∈ C ([0,∞) , V ) ∩ C1 ([0,∞) , L2 (Ω)) .
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CHAPITRE

3 Stabilisation frontière

non linéaire de l’équation

des ondes en présence de

singularités

D
ans ce chapitre on étudie la stabilisation de l’équation des ondes en présence

de singularités avec un feedback non linéaire. Tout d’abord on énonce

le résultat principal avec le lemme clé qui va nous aider dans la démonstration

de notre résultat de stabilisation, puis on passe à la démonstration de ce

lemme qu’on va appeler lemme principal dû à son importance qui se fait en trois étapes.

La première étape consiste à approximer notre domaine, on fait des intégrations par par-

ties sur ce nouveau domaine, la troisième étape on passe à la limite. Après démontre le

résultat de stabilisation avec la méthode de multiplicateur. Puis on donne quelques ex-

emples du taux de décroissance de l’énergie. On termine par donner un autre résultat de

stabilisation mais cette fois ci avec un multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0) .
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3.1. Résultat principal

3.1 Résultat principal

Dans cette section, on énonce le résultat principal. Pour cela on suppose la condition

géométrique suivante

m (Si) · τi ≤ 0 pour i = 1, 2, (HG2)

où τi est le vecteur tangent unitaire à Si pour i = 1, 2 orienté de ΓN à ΓD.

Théorème 3.1.1 On suppose les hypothèses géométriques (HG1) , (HG2) et l’hypothèse

(HD). Supposons aussi qu’il existe r0 ∈ (0, 1) avec g(r0) < 1, telle que la fonction H

définie par

H (x) =
√
xg
(√

x
)

est strictement convexe sur [0, r2
0]. Alors E satisfait l’estimation

E (t) ≤ 2βL

 1

Ψ−1
r

(
t
T0

)
 , ∀t ≥ T0

H ′ (r2
0)

où β est donnée dans (3.2.9) et la fonction L définie par

L (y) =


Ĥ∗ (y)

y
si y ∈ (0,∞)

0 si y = 0,

.

On définit également une fonction ΛH sur (0, r2
0] par

ΛH (x) =
H (x)

xH ′ (x)
.

De plus, si lim sup
x→0+

ΛH (x) < 1, alors E satisfait

E (T ) ≤ 2β (H ′)
−1

(
CT0

t

)
.

Grâce au théorème 1.3.3, il suffit de prouver que l’énergie satisfait l’estimation intégrale

pondérée (1.3.21), pour un certain T0, pour prouver le théorème ci-dessus. Pour cela, nous

avons besoin du lemme suivant.
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3.1. Résultat principal

Remarque 3.1.1 On utilise dans la preuve du lemme 3.1.1 ci-dessous, les notations

suivantes  τi = τ (Si) , si τ (Si) est orientée de ΓN à ΓD.

τi = −τ (Si) , autrement.

Soit M ∈ Γ donné, on désigne par τ (M) le vecteur tangent unitaire en M , orienté

dans la direction trigonométrique.

3.1.1 Lemme principal

Soit

f(s) = L−1

(
s

2β

)
,∀s ∈

[
0, 2βr2

0

[
(3.1.1)

où β est donnée dans (3.2.9). Notez que grâce à la proposition 1.3.1, f est une fonction

C1 positive strictement croissante définie de [0, r2
0[ sur [0,∞[. On fixe

Mu = m · ∇u+
1

2
u.

Lemme 3.1.1 On suppose les hypothèses du théorème 3.1.1. Soit u la solution de (2.1.1)

pour (u0, u1) ∈ D (A), et E son énergie, définie en(2.1.2). Alors on a l’inégalité suivante

T∫
S

Ef (E) dt ≤
T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ω

utMudxdt−

f (E)

∫
Ω

utMudx

T
S

+

T∫
S

f (E)

∫
ΓD

m · ν
2

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dσdt+

T∫
S

f (E)

∫
ΓN

[
∂u

∂ν

(
m∇u+

1

2
u

)
+
m · ν

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσdt, 0 ≤ S ≤ T

(3.1.2)

3.1.2 Preuve du lemme 3.1.1

La preuve est basée sur la méthode des multiplicateurs (voir par exemple. [41, 34, 11, 26]

et sur [2, 3, 5]) pour traiter la non-linéarité de feedback. On utilise le multiplicateur Mu
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3.1. Résultat principal

défini ci-dessus. La méthode du multiplicateur repose sur la réalisation des intégrations

par parties du côté gauche de la relation

T∫
S

∫
Ω

f (E) (utt −4u)Mudxdt = 0 .

Cependant, la régularité de la solution n’est pas suffisante pour effectuer directement

ces calculs. Il faut d’abord approcher le domaine. Pour cela, on devise notre preuve en

plusieurs étapes. Notez qu’on utilise la convention des indices répétés dans la suite.

Etape 1: approximation du domaine:

Pour remédier le manque de régularité de la solution aux ponts S1, et S2, nous

travaillerons sur des domaines approchés. Ces domaines perturbés sont définis comme

suit. Pour ε > 0, nous définissons les ensembles suivants

Ωε = Ω \
2⋃
i=1

B(Si, ε), ∂Ωε = ΓεD ∪ ΓεN ∪ C1
ε ∪ C2

ε ,

Ci
ε = ∂B(Si, ε) ∩ Ω,

où B(Si, ε) est la boule de rayon ε et centrée dans Si. Désignons par η(x) le vecteur

normal unitaire externe de Ωε à x ∈ ∂Ωε tel que η = ν sur Γ. Sur Ωε, la solution u de

(2.1.1) est suffisamment régulière pour intégrer par parties.

�

�

�

��

�

�

Ωε

S1

S2

C1
ε

C2
ε

Γε
NΓε

Dx0

Figure 3.1.1 :

Étape 2: intégration par parties:
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3.1. Résultat principal

Proposition 3.1.1 Soit u la solution de (2.1.1) pour (u0, u1) ∈ D (A), E son énergie et

f définie par (3.1.1). On a

1
2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dxdt =

T∫
S

E ′f ′ (E)
∫
Ωε

utMudxdt−

[
f (E)

∫
Ωε

utMudx

]T
S

+Φ (ΓεD) + Φ (ΓεN) + Φ (C1
ε ) + Φ (C2

ε ) .

(3.1.3)

Où on a utilisé la notation suivante Φ (U) avec U = ΓεD ou, ΓεN , C1
ε , C1

ε donné par

Φ (U) =

T∫
S

f (E)

∫
U

[
∂u

∂η

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · η

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσdt. (3.1.4)

Preuve. On considère le terme

I (ε) =

T∫
S

∫
Ωε

f (E) (utt −4u)Mudxdt = 0. (3.1.5)

On écrit I (ε) = I1 (ε)− I2 (ε) où

I1 (ε) =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

uttMudxdt et I2 (ε) =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

4uMudxdt.

Grâce à la régularité de u sur Ωε, on peut intégrer par parties I1 (ε) et I2 (ε), on a

I1 (ε) =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

uttMudxdt,

=

f (E)

∫
Ωε

utMudx

T
S

−
T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ωε

utMudxdt−
T∫
S

f (E)

∫
Ωε

(
1

2
m · ∇ |ut|2 +

1

2
|ut|2

)
dxdt,
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=

f (E)

∫
Ωε

utMudx

T
S

−
T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ωε

utMudxdt+
1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

2 |ut|2 dxdt

−
T∫
S

f (E)

∫
∂Ωε

m · η
2
|ut|2 dxdt−

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

1

2
|ut|2 dxdt,

=

f (E)

∫
Ωε

utMudx

T
S

−
T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ωε

utMudxdt+
1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

|ut|2 dxdt

−
T∫
S

f (E)

∫
∂Ωε

m · η
2
|ut|2 dxdt, (3.1.6)

et

I2 (ε) =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

4uMudxdt,

=

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

4um.∇udxdt+
1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

u4udxdt,

= −
T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∇u∇ (m · ∇u) dx−
∫
∂Ωε

∂u

∂η
m · ∇udσ

 dt−
1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∇u∇udx−
∫
∂Ωε

∂u

∂η
udσ

 dt.
On pose

J =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∇u∇ (m · ∇u) dxdt.

On a donc

I2 = −J+

T∫
S

f (E)

∫
∂Ωε

∂u

∂η
m·∇udσdt−1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∇u∇udx−
∫
∂Ωε

∂u

∂η
udσ

 dt . (3.1.7)
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On évalue J comme suit

J =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∑
i,k

∂iu∂i (mk∂ku) dxdt

=

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

[∑
i,k

∂iu∂imk∂kudx+
∑
i,k

∂iumk∂i (∂ku) dx

]
dt

=

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

|∇u|2 dxdt+
1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

m · ∇(|∇u|2)dxdt

=

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

|∇u|2 dxdt− 1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

divm |∇u|2 dx−
∫
∂Ωε

m · η |∇u|2 dσ

 dt
par conséquent

J =
1

2

T∫
S

f (E)

∫
∂Ωε

m · η |∇u|2 dσdt. (3.1.8)

En utilisant (3.1.6)− (3.1.8) dans (3.1.5), on obtient

1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dxdt =

T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ωε

utMudxdt

−

f (E)

∫
Ωε

utMudx

T
S

+ Φ (ΓεD) + Φ (ΓεN) + Φ
(
C1
ε

)
+ Φ

(
C2
ε

)
.

Où on a utilisé la notation suivante Φ (U) avec U = ΓεD ou, ΓεN , C1
ε , C1

ε donné par

Φ (U) =

T∫
S

f (E)

∫
U

[
∂u

∂η

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · η

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσdt.

La stratégie sera maintenant de passer à la limite quand ε tend vers 0 dans (3.1.3).

La principale difficulté est due aux termes Φ (Ci
ε) pour i = 1, 2 dans (3.1.3). Dans l’étape

suivante, nous allons passer à la limite dans (3.1.3) près des points Si, pour i = 1, 2.

Étape 3: passage à la limite au voisinage de Si sur Ci
ε, pour i = 1, 2:
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Proposition 3.1.2 Sous les hypothèses de Lemme 3.1.1, soit u la solution de (2.1.1) pour

(u0, u1) ∈ D (A), E son énergie et f définie comme dans (3.1.1), on a quand ε→ 0

Φ
(
C1
ε

)
→ π

8
m · τ (S1)

T∫
S

f (E) (c1s (t))2 dt, (3.1.9)

Φ
(
C2
ε

)
→ −π

8
m · τ (S2)

T∫
S

f (E) (c2s (t))2 dt, (3.1.10)

où cis (t), i = 1, 2 sont donnés en (2.1.5).

Preuve. Considérons les termes des intégrales de frontière sur Ci
ε. Pour ε assez petit

χi = 1 sur Ci
ε, (2.1.5) devient

u = uR + cis (t)ϕs i = 1, 2 (3.1.11)

où la fonction singulière ϕs est définie par

ϕs (r, θ) =


√
r sin θ

2
dans B(S1, ε)

√
r cos θ

2
dans B(S2, ε).

(3.1.12)

En utilisant la densité de C1
(
Ω
)

dans H2 (Ω), Nous pouvons supposer que uR ∈

C1
(
Ω
)
. Cela implique que pour tout t ∈ [0,+∞), on a

uR (t, ·) = O (1) , |∇uR (t, ·)| = O (1) in Ω. (3.1.13)

D’autre part, grâce à la définition de ϕs, on a

ϕs = O
(√

r
)

, |∇ϕs| = O

(
1√
r

)
as r → 0. (3.1.14)

En combinant (3.1.11), (3.1.13) et (3.1.14) on déduit que pour presque tous t ∈ [0,+∞)

u (t, .) = O (1) , |∇u (t, .)| = O

(
1√
r

)
as r → 0. (3.1.15)
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Considérons à présent Φ (C1
ε ) définie dans (3.1.4), pour estimer le terme associé dans

(3.1.3). On procède comme suit

Φ (C1
ε ) =

∫
C1

ε

[
∂u

∂η

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · η

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσ

=

∫
C1

ε

(
∂uR
∂η

+ c1s
∂ϕs
∂η

)
×
(
m · (∇uR + c1s∇ϕs) +

1

2
(uR + c1sϕs)

)
+
m · η

2

[
((uR)t + (c1s)t ϕs)

2 − (∇uR + c1s∇ϕs)2] dσ.
(3.1.16)

La forme quadratique Φ (C1
ε ) peut être écrite comme

Φ
(
C1
ε

)
= Ĩε (uR) + Ĩε (ϕs) + J̃ε (uR, ϕs) + J̃ε (ϕs, uR) , (3.1.17)

où

Ĩε (v) =

∫
C1

ε

∂v

∂η

(
m · ∇v +

1

2
v

)
+
m · η

2

(
|(v)t|

2 − |∇v|2
)
dσ,

J̃ε (w, z) =

∫
C1

ε

[
c1s
∂w

∂η

(
m · ∇z +

1

2
z

)
+
m · η

2
((c1s)twzt − c1s∇w∇z)

]
dσ.

On commence par calculer J̃ε (uR, ϕs) et J̃ε (ϕsuR). Au début

J̃ε (uR, ϕs) =

∫
C1

ε

[
c1s
∂uR
∂η

(
m · ∇ϕs +

1

2
ϕs

)
+
m · η

2
((c1s)t ϕs (uR)t − c1s∇ϕs · ∇uR)

]
dσ .

De (3.1.14), nous avons dans le voisinage de C1
ε

ϕs = O
(√

ε
)
, |∇ϕs| = O

(
1√
ε

)
,
∂ϕs
∂η

= O

(
1√
ε

)
as ε→ 0+.

Par conséquent,

lim
ε→0

J̃ε (uR, ϕs) = 0. (3.1.18)

De même, on montre que

lim
ε→0

J̃ε (ϕs, uR) = 0. (3.1.19)

Soit

Ĩε (uR) =

∫
C1

ε

∂uR
∂η

(
m · ∇uR +

1

2
uR

)
+
m · η

2

(
|(uR)t|

2 − |∇uR|2
)
dσ.
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En utilisant (3.1.13), on a ∣∣∣Ĩε (uR)
∣∣∣ ≤ c

b(ε)∫
a(ε)

εdθ.

(Voir figure 3.1.2 ci-dessous). par conséquent

lim
ε→0

∣∣∣Ĩε (uR)
∣∣∣ = 0. (3.1.20)

Considérons Ĩε (ϕs) dans le voisinage de S1, ϕs =
√
r sin θ

2
alors

∂ϕs
∂r

=
1

2
√
r

sin θ
2
,
∂ϕs
∂θ

=

√
r

2
cos θ

2
,

∂ϕs
∂η

= −∂ϕs
∂r

,
∂ϕs
∂τ

= 1
r

∂ϕs
∂θ

,

|∇ϕs|2 =
1

4r
.

Au point Si, les coordonnées locales sont définies de telle sorte que le demi-axe OX

soit tangent à Γ dans le sens positif et que le demi-axe OY rentre dans Ω (voir figure 3.1.2

ci-dessous)

Ω

S1O

�!η

C1
ε

ΓDΓN

�!τ
��!

m(x)ε
θ

x

x0 XL

a(ε)b(ε)

Y

Figure 3.1.2 :

Comme nous avons m · η = 0 à O, le point x0 a les coordonnées (L, 0) et m(x) =

(x− L, y)t. En outre, on a −→η = (− cos θ,− sin θ)t et −→τ = (− sin θ, cos θ)t. par conséquent
m = mr

−→η +mθ
−→τ ,

mr = − ((x− L) cos θ + y sin θ) ,

mθ = − (x− L) sin θ + y cos θ.
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On a

Ĩε (ϕs) =

∫
C1

ε

(c1s)
2 ∂ϕs
∂η

(
m · ∇ϕs +

1

2
ϕs

)
+
m · η

2

(
(c1s)

2
t |ϕs|

2 − (c1s)
2 |∇ϕs|2

)
dσ .

On pose

q = (c1s)
2 ∂ϕs
∂η

(
m · ∇ϕs +

1

2
ϕs

)
+
m · η

2

(
(c1s)

2
t |ϕs|

2 − (c1s)
2 |∇ϕs|2

)
,

calculer q sur C1
ε comme suit.

q = (c1s)
2 ∂ϕs
∂η

(
m · ∇ϕs +

1

2
ϕs

)
+
m · η

2

(
(C1s)

2
t |ϕs|

2 − (c1s)
2 |∇ϕs|2

)
= (c1s)

2

(
mr

(
∂ϕs
∂r

)2

− 1

r
mθ

∂ϕs
∂θ

∂ϕs
∂r
− 1

2
ϕs
∂ϕs
∂r

)
+
mr

2

(
(c1s)

2
t |ϕs|

2 − (c1s)
2 |∇ϕs|2

)
= (c1s)

2

(
1

4r
mr sin2 θ

2
− 1

4r
mθ cos

θ

2
sin

θ

2
− 1

4
sin2 θ

2

)
+
mr

2

(
(c1s)

2
t r sin2 θ

2
− 1

4r

)
=

(c1s)
2

4r

(
mr sin2 θ

2
−mθ cos

θ

2
sin

θ

2

)
− (c1s)

2

8r
mr −

(c1s)
2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

=
(c1s)

2

4r

(
mr

(
1

2
− 1

2
cos θ

)
−mθ

1

2
sin θ

)
− (c1s)

2

8r
mr −

(c1s)
2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

=
(c1s)

2

8r
(mr −mr cos θ −mθ sin θ −mr)−

(c1s)
2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

= frac(c1s)
28r (mr −mr cos θ −mθ sin θ −mr)−

(c1s)
2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

=
− (c1s)

2

8r
(mr cos θ +mθ sin θ)− (c1s)

2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

=
− (c1s)

2

8r
(− ((x− L) cos θ + y sin θ) cos θ + (− (x− L) sin θ + y cos θ) sin θ)− (c1s)

2

4
sin2 θ

2

+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

=
(c1s)

2

8r
(x− L)− (c1s)

2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

Ainsi, on a

∫
C1

ε

qdσ =

b(ε)∫
a(ε)

ε
(c1s)

2

8ε
(ε cos θ − L)− ε(c1s)

2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t ε

2 sin2 θ

2
dθ.
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Passant à la limite, on trouve

lim
ε→0

Ĩ (ϕs) =

π∫
0

(c1s)
2

8
(−L) dθ

= −L(c1s)
2 π

8
. (3.1.21)

Insérons (3.1.18), (3.1.19), (3.1.20) et (3.1.21) dans (3.1.17) on a

lim
ε→0

Φ
(
C1
ε

)
= −L(c1s)

2 π

8
.

On procède de la même façon au point S2. On aura maintenant ϕs donné par

ϕs =
√
r cos

θ

2
.

En effectuant une analyse similaire, on montre que

lim
ε→0

Φ
(
C2
ε

)
= L

(c2s)
2 π

8
.

Enfin, remarquant que grâce à notre notation précédente (m · τ) (Si) est égal à −L

pour i = 1, 2, qui est l’abscisse de x0 dans les coordonnées locales attachées à Si, On

récupère (3.1.9), et (3.1.10), ce qui conclut la preuve.

Étape 4: passage à la limite dans (3.1.3) en dehors des points singuliers:

Pour tout t ∈ R+, la solution u (t, .) ∈ V et ut (t, .) ∈ V et par le théorème de

convergence dominé de Lebesgue, nous avons ε→ 0∫
Ωε

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dx→

∫
Ω

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dx,

∫
Ωε

utMudx→
∫
Ω

utMudx .

De même, nous en déduisons que

1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dxdt→ 1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ω

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dxdt,
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etf (E)

∫
Ωε

utMudx

S
T

+

T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ωε

utMudxdt→

f (E)

∫
Ω

utMudx

S
T

+

T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ω

utMudxdt.

On passe à la limite dans (3.1.3) en considérant séparément les contributions de ∂Ωε∩Γ

et Ci
ε pour i = 1, 2. On procède comme dans [26] et [11]. On considère les termes Φ (ΓεD),

Φ (ΓεN), soit x ∈ ΓεD ∪ ΓεN , on pose x1 ∈ {S1, S2} tel que: |x− x1| = dist (x, {S1, S2}).

Comme m · ν = 0 sur {S1, S2} on peut écrire:

(m · ν) (x) = −m (x1) · ν (x1) +m (x) · ν (x)

= (−x1 + x0) · ν (x1) + (x− x0) · ν (x)

= (x− x1 − x+ x0) · ν (x1) + (x− x0) · ν (x)

= (x− x1) · ν (x1) + (x− x0) · (ν (x)− ν (x1)) ,

comme Γ est de classe C2, ν est lipschitz dans Γ et alors nous obtenons

|(m · ν) (x)| ≤ c.dist (x, {S1, S2}) ,

et de (3.1.15)

|∇u|2 = O

(
1

dist (x, {S1, S2})

)
(3.1.22)

par conséquant

m · ν |∇u|2 ∈ L∞ (Γ) . (3.1.23)

Maintenant, comme u = 0 dans ΓεD

Φ (ΓεD) =

∫
Γε
D

m · ν
2

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dσ,

en utilisant (3.1.23) et le théorème de convergence dominé de Lebesgue, on déduit∫
Γε
D

m · ν
2

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dσ → ∫

ΓD

m · ν
2

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dσ,

quand ε tend vers zero. D’autre part, en utilisant la condition de frontière sur ΓεN , (3.1.15),

(3.1.22) et (3.1.23) on obtient∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂u∂ν (m · ∇u)

∣∣∣∣ ≤ c |d (ut)| ,
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où c est une constante indépendante de ε, de plus (3.1.23), donc le théorème de Lebesgue

implique∫
Γε
N

[
∂u

∂ν

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · ν

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσ →

∫
ΓN

[
∂u

∂ν

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · ν

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσ.

Nous concluons maintenant la démonstration du lemme 3.1.1

T∫
S

Ef (E) =

T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ω

utMudxdt−

f (E)

∫
Ω

utMudx

T
S

+

T∫
S

f (E)

∫
ΓD

m · ν
2

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dσdt

+

T∫
S

f (E)

∫
ΓN

[
∂u

∂ν

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · ν

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσdt

+
π

8
m · τ (S1)

T∫
S

f (E) (c1s (t))2 dt− π

8
m · τ (S2)

T∫
S

f (E) (c2s (t))2 dt.

(3.1.24)

Comme (m · τ) (S1) ≤ 0 et (m · τ) (S2) ≥ 0, le résultat est prouvé.

Remarque 3.1.2 Dans le lemme 3.1.1, on a appelé l’inégalité (3.1.2) une inégalité de

Rellich pondérée généralisée. La démonstration ci-dessus de cette inégalité généralisée

repose sur la preuve de l’inégalité de Rellich classique, qui est une inégalité qui n’implique

seulement l’intégration spatiale. Pour prouver les taux de décroissance d’énergie, dans le

cas linéaire en particulier, il est alors classique de ne traiter que les intégrales spatiales

impliquant une énergie perturbée et de séparer ce qui se passe près des points singuliers

et ce qui est éloigné des points singuliers.. Lorsqu’on utilise la méthode d’énergie modifiée

(voir [36]), elle est généralement effectuée par des étapes différentes comme ci-dessus

(voir également par exemple [26, 47]). Ceci est en outre effectué sans multiplier ces

intégrales par une fonction de poids appropriée en fonction du temps et en s’intègrant

davantage par rapport au temps. Ici, nous donnons l’approche complète liée à la méthode

de l’inégalité intégrale. Ainsi, on choisit de présenter nos résultats de manière autonome

pour des raisons de clarté. Cette présentation est originale et cette façon de procéder

nous permet de combiner les aspects géométriques dus aux singularités, à la méthode de

convexité de poids optimal. Cela nous permet de traiter les types généraux de croissance

d’amortissement et d’obtenir des taux de décroissance optimale de l’énergie.
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3.2. Preuve du résultat principal

Remarque 3.1.3 Notez que la condition (HG2) doit être supposée pour tous les points

singuliers. Pour comprendre la nécessité de cette hypothèse, considérons des exemples

d’ensembles Ω ∈ R2 et des frontières ΓD, ΓN telles que ΓD∩ ΓN est formée de J points

singuliers Sj pour j ∈ {1, ....., J} avec J ≥ 2, à savoir ΓD∩ ΓN = {S1, ...., SJ}.

Dans ce cas, on peut généraliser la formule (3.1.24) en remplaçant les deux derniers

termes par

π

8

J∑
i=1

m · τi

T∫
S

f (E) (cis (t))2 dt.

Supposons qu’il existe un sous-ensemble non vide Jν ⊂ {1, ....., J} de points singuliers

Si i ∈ Jν, tels que pour tout i ∈ Jν la condition (HG2) n’est pas vérifiée. On ne peut plus

affirmer que la propriété suivante

π

8

J∑
i=1

m · τi

T∫
S

f (E) (cis (t))2 dt ≤ 0

vérifie. Ainsi, on ne peut pas affirmer que l’inégalité de Rellich, classique ou généralisée,

pondérée est valabe.Prenons l’exemple d’une telle situation géométrique en dimension 2.

Considérons la figure , la condition (HG2) n’est pas vérifiée pour le point singulier S3.

On ne peut donc pas appliquer nos résultats à une telle situation géométrique.

3.2 Preuve du résultat principal

On procède comme dans [2], on prouve que l’énergie E satisfait une inégalité intégrale

pondérée de la forme (1.3.21) pour un certain T0. Nous envisageons des solutions fortes.

Grâce à l’inégalité donnée par Lemme 3.1.1, ainsi que l’inégalité m · ν ≤ 0 sur ΓD et
∂u

∂ν
= −m · νd (ut) sur ΓN , on a

T∫
S

Ef (E) ≤
T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ω

utMu−

f (E)

∫
Ω

utMu

T
S

+

T∫
S

f (E)

∫
ΓN

m · ν
[

1

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)
−
(
m · ∇u+

1

2
u

)
d (ut)

]
.

(3.2.1)
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3.2. Preuve du résultat principal

b

b

b

b

b

b

b

b

Ω
x0

S1
�!τ1

���!

m(S1)
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Figure 3.1.3 :

Les deux premiers termes du côté droit de l’inégalité ci-dessus sont bornés en valeur

absolue par cE(S)f(E(S)) où c est une constante qui ne dépend pas de E(0). De plus,

pour tout δ > 0, grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, le dernier terme du membre de

droite est borné en valeur absolue par

T∫
S

f (E)

∫
ΓN

m · ν
[

1

2
|ut|2 + cδ |d (ut)|2

]
+ δ

T∫
S

f (E)

∫
ΓN

m · ν |u|2 ∀δ > 0. (3.2.2)

En utilisant le fait que, pour tout u ∈ V , on a par continuité de la trace,∫
ΓN

|u|2 ≤ cE.

On peut choisir δ suffisamment petit et mettre le dernier terme de (3.2.2) sur le côté

gauche de (3.2.1). Cela donne enfin pour tous (u0, u1) ∈ D(A)× V ,

T∫
S

Ef (E) ≤ δ1E(S)f(E(S)) + δ2

T∫
S

f (E)

∫
ΓN

m · ν
(
|ut|2 + |d (ut)|2

)
(3.2.3)
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3.2. Preuve du résultat principal

Cela prouve l’estimation de l’énergie dominante. Nous allons maintenant estimer les

deux derniers termes du côté droit de cette inégalité.

Par densité de D (A) × V dans l’espace d’énergie V × L2 (Ω), (3.2.3) est également

valable pour tout (u0, u1) ∈ V × L2 (Ω).

On fixe ε0 = g(r0), sous l’hypothèse sur r0, on a 0 < ε0 < 1. De plus l’hypothèse

(HD), en déduit facilement que d satisfait aux inégalités suivantes:

c1 |v| ≤ |d (v)| ≤ c2 |v| , ∀ |v| ≥ ε0,

et

c1g (|v|) ≤ |d (v)| ≤ c2g
−1 (|v|) , ∀ |v| ≤ ε0.

Nous nous sommes fixés pour tous les t ≥ 0, γt1 = {x ∈ ΓN , |ut| ≤ ε0}, nous avons

également mis en place

cg =
1

c2

.

Nous procédons maintenant comme dans [2]. pour t ≥ 0, on pose

|γt1| =
∫
γt1

m · νdσ , dγm = m · νdγ.

Comme
1

|γt1|
∫
γt1
c2
gd

2(ut)dγm ∈ [0, r2
0], et grâce à l’inégalité de Jensen, nous avons

H

(
1

|γt1|

∫
γt1

c2
gd

2(ut)dγm

)
≤ 1

|γt1|

∫
γt1

H
(
c2
gd

2(ut)
)
dγm.

Par définition de H, on a

H
(
c2
gd

2(ut)
)

= cg|d(ut)|g(cg|d(ut)|) ≤ cgutd(ut) on γt1.

En utilisant cette dernière inégalité dans l’inégalité précédente, on obtient

H

(
1

|γt1|

∫
γt1

c2
gd

2(ut)dγm

)
≤ − cg
|γt1|

E ′(t).

Comme H est croissante, on obtient∫ T

S

f(E)

∫
γt1

d2(ut)dγm ≤
∫ T

S

|γt1|
c2
g

f(E)H−1

(
−cg
|γt1|

E ′(t)

)
dt.
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3.2. Preuve du résultat principal

Appliquant l’inégalité de Young, nous obtenons

T∫
S

f (E)

∫
γt1

|d (ut)|2 dγm ≤
|ΓN |
c2
g

T∫
S

Ĥ∗ (f (E)) +
1

cg
E (S) , ∀ 0 ≤ S ≤ T. (3.2.4)

En utilisant la croissance linéaire de d sur le sous-ensemble ΓN\γt1, nous prouvons

facilement
T∫
S

f (E)

∫
ΓN\γt1

|d (ut)|2 dγmdt ≤
1

c2
g

T∫
S

(−E ′(t)) f(E(t))dt. (3.2.5)

On estime maintenant le terme

T∫
S

f (E)

∫
ΓN

|ut|2 dγmdt. On pose

r2
1 = H−1

(
c1cgH

(
r2

0

))
et

ε1 = min (r0, g(r1)) .

On peut noter que ε1 ≤ ε0. Comme précédemment, on démontre que (jusqu’à un

changement des constantes c1, c2), on a

c1 |v| ≤ |d (v)| ≤ c2 |v| , ∀ |v| ≥ ε1,

et

c1g (|v|) ≤ |d (v)| ≤ c2g
−1 (|v|) , ∀ |v| ≤ ε1.

On définit, pour t ≥ 0 fixe, l’ensemble γt2 = {x ∈ ΓN , |ut| ≤ ε1}. Nous prouvons

comme dans [2] que

T∫
S

f (E)

∫
γt2

|ut|2 dγm ≤ |ΓN |
T∫
S

Ĥ∗ (f (E)) +
1

c1

E (S) . ∀0 ≤ S ≤ T, (3.2.6)

et aussi que nous avons

T∫
S

f (E)

∫
ΓN\γt2

|ut|2 dγm ≤
1

c1

T∫
S

(−E ′(t)) f(E(t))dt. (3.2.7)
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3.2. Preuve du résultat principal

Insérer maintenant (3.2.4), (3.2.5), (3.2.6) et (3.2.7) dans (3.2.3), on obtient

T∫
S

Ef (E) ≤ δ1E(S)f(E(S)) +

(
δ2

cg
+
δ2

c1

)
E(S) +

(
δ2

cg
+
δ2

c1

)
×

T∫
S

(−E ′(t)) f(E(t))dt+

(
δ2
|ΓN |
c2
g

+ δ2 |ΓN |
) T∫

S

Ĥ∗ (f (E)) dt.

(3.2.8)

Maintenant, on choisi notre fonction de poids f de manière optimale en procédant

comme dans [2, 5] comme suit. Nous définissons F par (1.3.15). On rappelle que F est

une fonction strictement croissante de [0,+∞) sur [0, r2
0). On choisit aussi un nombre réel

β = βE(0) comme suit:

β = max

(
δ2
|Γ|
c2
g

+ δ2 |ΓN | ,
E(0)

2F (H ′ (r2
0))

)
. (3.2.9)

Notons que β ne dépend pas de f . Maintenant, nous choisissons la fonction de poids

f comme annoncé, qui est,

f (s) = F−1

(
s

2β

)
, ∀s ∈ [0, 2βr2

0).

Alors f est une fonction strictement croissante de [0, 2βr2
0) en [0,+∞). De plus, f

satisfait la relation

βĤ∗ (f (s)) =
1

2
sf (s) , ∀s ∈ [0, 2βr2

0).

Comme E est décroissante, on a

E (t) ≤ E (0) < E (0)
r2

0

F (H ′ (r2
0))
≤ 2βr2

0, ∀t ≥ 0.

Ainsi, on a en particulier

βĤ∗ (f (E (t))) =
1

2
E (t) f (E (t)) , ∀t ≥ 0.

Avec ce choix de β et f , le dernier terme du côté droit de (3.2.8) est borné ci-dessus

par

1

2

T∫
S

E (t) f (E (t)) dt. (3.2.10)
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3.3. Quelques exemples du taux de décroissance de l’énergie

D’autre part, on rappelle que −E ′ est positive ou nulle sur [0,+∞), et E est positive

ou nulle et décroissante sur [0,+∞), alors que f est positive ou nulle et croissante sur

[0, 2βr2
0). Ainsi, le troisième terme sur le côté droit de (3.2.8) est borné ci-dessus par

(
δ2

cg
+
δ2

c1

) T∫
S

(−E ′(t)) f(E(t))dt ≤
(
δ2

cg
+
δ2

c1

)
E (S)F−1

(
E (S)

2β

)
. (3.2.11)

On insère les estimations (3.2.10) et (3.2.11) dans ((3.2.8). Cela donne

T∫
S

E (t)F−1

(
E (t)

2β

)
dt ≤ 2

(
δ1 +

δ2

cg
+
δ2

c1

)
E (S)F−1

(
E (S)

2β

)
+ 2

(
δ2

cg
+
δ2

c1

)
E (S) .

Par conséquent, l’énergie E satisfait l’estimation

T∫
S

E (t)F−1

(
E (t)

2β

)
dt ≤ T0E (S) , ∀0 ≤ S ≤ T.

Où T0 est indépendant de E(0) et, avec le choix de β, T0 est donné par

T0 = 2

(
δ2

cg
+
δ2

c1

+

(
δ1 +

δ2

cg
+
δ2

c1

)
H ′
(
r2

0

))
.

On a donc prouvé que E satisfaisait l’estimation intégrale pondérée (1.3.21). En ap-

pliquant les conclusions du théorème 1.3.3, on déduit que E satisfait l’estimation désirée,

ce qui conclut la preuve.

3.3 Quelques exemples du taux de décroissance de

l’énergie

On donne un exemple de taux de décroissance pour plusieurs exemples de feedbacks (voir

[2]):

Exemple 3.3.1 ( Le cas polynomial) Soit g donné par g (x) = xp où p > 1 sur ]0, r0] .

Alors l’énergie de la solution de (2.1.1) vérifie l’estimation

E (t) ≤ CβE(0)t
− 2

p−1 ,
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3.3. Quelques exemples du taux de décroissance de l’énergie

pour t suffisamment grand et pour tout (u0, u1) ∈ V ×L2 (Ω) et où βE(0) est définie comme

dans (1.3.20). De plus, cette estimation est optimale dans le cas de dimension finie, la

fonction ΛH définie dans (1.3.16) satisfait lim
x→0+

ΛH (x) =
2

p+ 1
∈ ]0, 1[.

Preuve. En effet, on a g (x) = xp où p > 1, on a aussi la fonction α définie dans

(5.20) de [2] comme suit:

α (τ) =

r0∫
τ

g (u)
(
u2g

′′
(u) + ug

′
(u)− g (u)

)
(ug′ (u) + g (u))2 (ug′ (u)− g (u))

ϕ (v)
2v

vg′ (v) + g (v)
+ 4α (v)

g (x) = xp, p > 1 g′ (x) = pxp−1 g′′ (x) = p (p− 1)xp−2

Exemple 3.3.2

α (τ) =

r0∫
τ

up (u2p (p− 1)up−2 + upup−1 − up)
(upup−1 + up)2 (upup−1 − up)

=

r0∫
τ

1

(p+ 1)up
du

=

[
−1

p2 − 1

1

up−1

]r0
τ

=
1

p2 − 1

(
1

τ p−1
− 1

rp−1
0

)
.

ϕ (v) =
2v

pvvp−1 + vp
+ 4α (v)

=
2v

(p+ 1) vp
+

1

p2 − 1

4

vp−1
− 1

p2 − 1

4

rp−1
0

=
2

(p+ 1) vp−1
+

4

(p2 − 1) vp−1
− 4

(p2 − 1) rp−1
0

=
2 (p− 1) + 4

(p+ 1) (p− 1) vp−1
− 4

(p2 − 1) rp−1
0

=
2 (p+ 1)

(p+ 1) (p− 1) vp−1
− 4

(p2 − 1) rp−1
0

=
2

(p− 1) vp−1
− C
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3.3. Quelques exemples du taux de décroissance de l’énergie

où C = 4

(p2−1)rp−1
0

on a aussi z (t) = ϕ−1
(

t
T0

)
, ϕ (v) = β, ϕ−1 (β) = v

2

(p− 1) vp−1
− C = β ⇒ 2

(p− 1) vp−1
= β + C

⇒ 2

vp−1
= (p− 1) (β + C)

⇒ (p− 1)

2
(β + C) =

1

vp−1

⇒
(
vp−1

) 1
p−1 =

(
2

(p− 1) (β + C)

) 1
p−1

⇒ v =

(
2

(p− 1)

) 1
p−1 1

(β + C)
1

p−1

d’où

ϕ−1 (β) =

(
2

(p− 1)

) 1
p−1 1

(β + C)
1

p−1

donc

z (t) = ϕ−1

(
t

T0

)
=

(
2

(p− 1)

) 1
p−1 1(

t
T0

+ C
) 1

p−1

On a

E (t) ≤ 2βz2 (t)
z (t) g′ (z (t))− g (z (t))

z (t) g′ (z (t)) + g (z (t))

≤ 2βz2 (t)
z (t) pz (t)p−1 − z (t)p

z (t) pz (t)p−1 + z (t)p

≤ 2β
p− 1

p+ 1
z2 (t)

Exemple 3.3.3 (Le cas exponentiel) Soit g donnée par g (x) = e−
1
x sur ]0, r0] . Alors

l’énergie de la solution de (2.1.1) vérifie l’estimation

E (t) ≤ 2βE(0) (H ′)
−1

(
D

t

)
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3.3. Quelques exemples du taux de décroissance de l’énergie

pour t suffisamment grand et pour tous (u0, u1) ∈ V × L2 (Ω) et où la fonction H est

définie par

H (x) =
√
xe−

1
x , x > 0,

de sorte que

E (t) ≤ CβE(0) (ln (t))−1 ,

pour t grand. De plus, cette estimation est optimale dans le cas de dimension finie, la

fonction ΛH définie dans (1.3.16) satisfait lim
x→0+

ΛH (x) =
2

p+ 1
∈ ]0, 1[.

Exemple 3.3.4 (Entre cas polynomial) Soit g donnée par g (x) = xp (ln (1/x))q où

p > 2 et q > 1 sur ]0, r0] . Alors l’énergie de la solution de (2.1.1) vérifie l’estimation

E (t) ≤ 2βE(0) (H ′)
−1

(
D

t

)
,

pour t suffisamment grand et pour tout (u0, u1) ∈ V × L2 (Ω) et où

H ′ (x) = x
p−1
2

(
ln

(
1√
x

))q(
p+ 1

2
− q

(
ln

(
1

x

))−1
)
,

La fonction H étant définie par

H (x) = x
p+1
2

(
ln

(
1√
x

))q
, x ∈ (0, 1)

De plus, cette estimation est optimale dans le cas de dimension finie, la fonction ΛH

définie dans (1.3.16) satisfait lim
x→0+

ΛH (x) =
2

p+ 1
∈ ]0, 1[.

Exemple 3.3.5 (Plus rapide que les polynômes, moins qu’une exponentielle) Soit

g donnée par g (x) = e−(ln(1/x))p où p > 2 sur ]0, r0] . Alors l’énergie de la solution de (2.1.1)

vérifie l’estimation

E (t) ≤ 2βE(0) (H ′)
−1

(
D

t

)
,

pour t suffisamment grand et pour tout (u0, u1) ∈ V × L2 (Ω) et où

H ′ (x) =
e
−
(

ln
(

1√
x

))p

√
x

(
1

2
+
p

2

(
ln

(
1√
x

))p−1
)
,
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

La fonction θ est définie par

H (x) =
√
xe
−
(

ln
(

1√
x

))p

, x ∈ (0, 1) .

De plus, cette estimation est optimale dans le cas de dimension finie, la fonction ΛH

définie dans (1.3.16) satisfait lim
x→0+

ΛH (x) =
2

p+ 1
∈ ]0, 1[.

3.4 Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

Dans cette section on montre un résultat de stabilisation non linéaire du problème (2.1.1)

en utilisant le multiplicateur retourné

m (x) = (aI + A) (x− x0) ,

avec x0 ∈ R2 donné, I =

 1 0

0 1

 matrice identité, A une matrice antisymétrique

At = −A a nombre réel positif

A =

 0 −a

a 0

 , a ≥ 1 nombre réel,

avec

a2 + ‖A‖2
2 = 1, ‖A‖2 =

√
ρ (AAt) et ρ (A) = max (λi)

3.4.1 Résultat de stabilisation

Dans cette sous-section, on énonce le résultat principal. On suppose toutes les hypothèses

de la section précédente, on a alors:

Théorème 3.4.1 On suppose les hypothèses géométriques (HD), (HG1) et (HG2). Sup-

posons aussi qu’il existe r0 ∈ (0, 1) avec g(r0) < 1, telle que la fonction H définie par

(1.3.13) soit strictement convexe sur [0, r2
0]. Alors E satisfait l’estimation (1.3.23). De

plus, si lim sup
x→0+

ΛH (x) < 1, alors E satisfait(1.3.25).

Pour prouver le théorème ci-dessus, il suffit de prouver que l’énergie satisfait l’estimation

intégrale pondérée (1.3.21), pour un certain T0, grâce au théorème 1.3.3. Pour cela, nous

avons besoin du lemme suivant.
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

Lemme principal

Soit

f(s) = F−1

(
s

2β

)
,∀s ∈

[
0, 2βr2

0

[
où β est donné dans (3.2.9). Notez que grâce à Proposition 1.3.1, f est une fonction C1

positive strictement croissante définie de [0, r2
0[ sur [0,∞[. On fixe

Mu = m · ∇u+
1

2
u.

Lemme 3.4.1 Supposons les hypothèses du théorème 3.1.1 et soit u la solution de (2.1.1)

pour (u0, u1) ∈ D (A), et E son énergie, définie en(2.1.2). Alors l’inégalité suivante est

vraie

T∫
S

Ef (E) ≤
T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ω

utMudxdt−

f (E)

∫
Ω

utMudx

T
S

+

T∫
S

f (E)

∫
ΓD

m · ν
2

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dσdt+

T∫
S

f (E)

∫
ΓN

[
∂u

∂ν

(
m∇u+

N + 1

2
u

)
+
m · ν

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσdt.

Preuve de lemme

Etape 1: Approximation du domaine

Pour remédier au manque de régularité de la solution S1 et S2, on pose, pour ε > 0

Ωε = Ω \
2⋃

k=1

B(Sk, ε), ∂Ωε = ΓεD ∪ ΓεN ∪ C1
ε ∪ C2

ε ,

Ck
ε = ∂B(Sk, ε) ∩ Ω,

où B(Sk, ε) est la boule de rayon ε et centrée dans Sk.

Etape 2: Intégration par parties:

Proposition 3.4.1 Soit u la solution de (2.1.1) pour (u0, u1) ∈ D (A), E son energie et

f définie par (3.1.1). donc on a

1
2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dxdt ≤

T∫
S

E ′f ′ (E)
∫
Ωε

utMudxdt−

[
f (E)

∫
Ωε

utMudx

]T
S

+Φ (ΓεD) + Φ (ΓεN) + Φ (C1
ε ) + Φ (C2

ε ) .

(3.4.1)
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

Avec la notation suivante Φ (U) avec U = ΓεD ou, ΓεN , C1
ε , C1

ε donnée par

Φ (U) =

T∫
S

f (E)

∫
U

[
∂u

∂η

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · η

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσdt.

Preuve. On considère le terme

I (ε) =

T∫
S

∫
Ωε

f (E) (utt −4u)Mudxdt = 0. (3.4.2)

On écrit I (ε) = I1 (ε)− I2 (ε) où

I1 (ε) =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

uttMudxdt et I2 (ε) =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

4uMudxdt.

Grâce à la régularité de u sur Ωε, Nous pouvons intégrer par parties I1 (ε) et I2 (ε),

on a

I1 (ε) =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

uttMudxdt,

=

f (E)

∫
Ωε

utMudx

T
S

−
T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ωε

utMudxdt−
T∫
S

f (E)

∫
Ωε

(
1

2
m · ∇ |ut|2 +

1

2
|ut|2

)
dxdt,

=

f (E)

∫
Ωε

utMudx

T
S

−
T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ωε

utMudxdt+
1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

2d |ut|2 dxdt

−
T∫
S

f (E)

∫
∂Ωε

m · η
2
|ut|2 dxdt−

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

1

2
|ut|2 dxdt,

=

f (E)

∫
Ωε

utMudx

T
S

−
T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ωε

utMudxdt+ d

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

|ut|2 dxdt

−
T∫
S

f (E)

∫
∂Ωε

m · η
2
|ut|2 dxdt−

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

1

2
|ut|2 dxdt, (3.4.3)
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

et

I2 =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

4uMudxdt,

=

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

4um.∇udxdt+
1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

u4udxdt,

= −
T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∇u∇ (m · ∇u) dx−
∫
∂Ωε

∂u

∂ν
m · ∇udσ

 dt−
1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∇u∇udx−
∫
∂Ωε

∂u

∂η
udσ

 dt.
On pose

J =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∇u∇ (m · ∇u) dxdt,

On a donc

I2 = −J+

T∫
S

f (E)

∫
∂Ωε

∂u

∂η
m·∇udσdt−1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∇u∇udx−
∫
∂Ωε

∂u

∂η
udσ

 dt . (3.4.4)

On évalue J comme suit

J =

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∑
i,k

∂iu∂i (mk∂ku) dxdt

=

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

[∑
i,k

∂iu∂imk∂kudx+
∑
i,k

∂iumk∂i (∂ku) dx

]
dt

=

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∇u (dI + A)∇udxdt+
1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

m · ∇ |∇u|2 dxdt

= d

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

|∇u|2 dxdt+

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

∇u (A∇u) dxdt− (3.4.5)

1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

div |∇u|2 dx−
∫
∂Ωε

m · η |∇u|2 dσ

 dt
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

on a ∇u (A∇u) = 0 comme A est antisymétrique, par conséquent

J =
1

2

∫
∂Ωε

m · ν |∇u|2 dσdt

En utilisant (3.4.3)− (3.4.5) dans (3.4.2), on obtient

2d− 1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

|ut|2 dxdt+
1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

|∇u|2 dxdt =

T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ωε

utMudxdt (3.4.6)

−

f (E)

∫
Ωε

utMudx

T
S

+ Φ (ΓεD) + Φ (ΓεN)

+Φ
(
C1
ε

)
+ Φ

(
C1
ε

)
.

Avec≤ la notation suivante Φ (U) avec U = ΓεD ou, ΓεN , C1
ε , C1

ε donnée par

Φ (U) =

T∫
S

f (E)

∫
U

[
∂u

∂η

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · η

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσdt.

comme on a d ≥ 1, alors on obtient

1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dxdt ≤

T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ωε

utMudxdt (3.4.7)

−

f (E)

∫
Ωε

utMudx

T
S

+ Φ (ΓεD) +

Φ (ΓεN) + Φ
(
C1
ε

)
+ Φ

(
C1
ε

)
.

La stratégie sera maintenant de passer à la limite quand ε tend vers 0 dans (3.4.7).

La principale difficulté est dûe aux termes Φ (Ci
ε) pour i = 1, 2 dans (3.4.7). Dans l’étape

suivante, nous allons passer à la limite dans (3.4.7) proche des points singuliers.

Étape 3: passage à la limite au voisinage de Si sur Ci
ε, pour i = 1, 2:

Proposition 3.4.2 Sous les hypothèses du Lemme 3.4.1, soit u la solution de (2.1.1)

pour (u0, u1) ∈ D (A), E son energie et f définie comme dans(3.1.1), lorsque ε→ 0 on a

Φ
(
C1
ε

)
→ πa

8
m · τ (S1)

T∫
S

f (E) (c1s (t))2 dt, (3.4.8)
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

Φ
(
C2
ε

)
→ −πa

8
m · τ (S2)

T∫
S

f (E) (c2s (t))2 dt, (3.4.9)

où cis (t), i = 1, 2 sont donnés en (2.1.5).

Preuve. Considérons les termes d’intégrale sur la frontière sur Ci
ε. Pour ε assez petit

pour avoir χi = 1 sur Ci
ε, (2.1.5) devient

u = uR + cis (t)ϕs i = 1, 2 (3.4.10)

où la fonction singulière ϕs est définie par

ϕs (r, θ) =


√
r sin θ

2
dans B(S1, ε)

√
r cos θ

2
dans B(S2, ε).

(3.4.11)

En utilisant la densité de C1
(
Ω
)

dans H2 (Ω), on peut supposer que uR ∈ C1
(
Ω
)
.

Cela implique que pour tout t ∈ [0,+∞), on a

uR (t, ·) = O (1) , |∇uR (t, ·)| = O (1) in Ω. (3.4.12)

D’autre part, grâce à la définition de ϕs, on a

ϕs = O
(√

r
)

, |∇ϕs| = O

(
1√
r

)
as r → 0. (3.4.13)

En combinant (3.4.10), (3.4.12) et (3.4.13) on en déduit que pour presque tout t ∈

[0,+∞)

u (t, .) = O (1) , |∇u (t, .)| = O

(
1√
r

)
as r → 0. (3.4.14)

Nous considérons maintenant Φ (C1
ε ) définie dans (3.1.4), pour estimer le terme associé

dans (3.4.1). On procède comme suit

Φ (C1
ε ) =

∫
C1

ε

[
∂u

∂η

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · η

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσ

=

∫
C1

ε

(
∂uR
∂η

+ c1s
∂ϕs
∂η

)
×
(
m · (∇uR + c1s∇ϕs) +

1

2
(uR + c1sϕs)

)
+
m · η

2

[
((uR)t + (c1s)t ϕs)

2 − (∇uR + c1s∇ϕs)2] dσ.
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

La forme quadratique Φ (C1
ε ) peut être écrite comme

Φ
(
C1
ε

)
= Ĩε (uR) + Ĩε (ϕs) + J̃ε (uR, ϕs) + J̃ε (ϕs, uR) , (3.4.15)

où

Ĩε (v) =

∫
C1

ε

∂v

∂η

(
m · ∇v +

1

2
v

)
+
m · η

2

(
|(v)t|

2 − |∇v|2
)
dσ,

J̃ε (w, z) =

∫
C1

ε

[
c1s
∂w

∂η

(
m · ∇z +

1

2
z

)
+
m · η

2
((c1s)twzt − c1s∇w∇z)

]
dσ.

On commence par calculer J̃ε (uR, ϕs) et J̃ε (ϕsuR). Au début

J̃ε (uR, ϕs) =

∫
C1

ε

[
c1s
∂uR
∂η

(
m · ∇ϕs +

1

2
ϕs

)
+
m · η

2
((c1s)t ϕs (uR)t − c1s∇ϕs · ∇uR)

]
dσ .

De (3.4.13), on a dans le voisinage de C1
ε

ϕs = O
(√

ε
)
, |∇ϕs| = O

(
1√
ε

)
,
∂ϕs
∂η

= O

(
1√
ε

)
as ε→ 0+.

Par conséquant,

lim
ε→0

J̃ε (uR, ϕs) = 0. (3.4.16)

De même,on preuve que

lim
ε→0

J̃ε (ϕs, uR) = 0. (3.4.17)

Soit à présent

Ĩε (uR) =

∫
C1

ε

∂uR
∂η

(
m · ∇uR +

1

2
uR

)
+
m · η

2

(
|(uR)t|

2 − |∇uR|2
)
dσ.

En utilisant (3.4.12),nous avons

∣∣∣Ĩε (uR)
∣∣∣ ≤ c

b(ε)∫
a(ε)

εdθ.

(Voir figure 3.1.2 ). par conséquent

lim
ε→0

∣∣∣Ĩε (uR)
∣∣∣ = 0. (3.4.18)
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

Maintenant, soit Ĩε (ϕs)au voisinage de S1, ϕs =
√
r sin θ

2
alors

∂ϕs
∂r

=
1

2
√
r

sin θ
2
,
∂ϕs
∂θ

=

√
r

2
cos θ

2
,

∂ϕs
∂η

= −∂ϕs
∂r

,
∂ϕs
∂τ

= 1
r

∂ϕs
∂θ

,

|∇ϕs|2 =
1

4r
.

Au point Si, les coordonnées locales sont définies de telle sorte que le demi-axe OX

soit tangent à Γ dans le sens positif et que le demi-axe OY rentre dans Ω (voir figure 3.1.2

).

Comme m·η = 0 au point O, le point x0 a les coordonnées (L, 0) et m(x) = (x− L, y)t.

On a −→η = (− cos θ,− sin θ)t et −→τ = (− sin θ, cos θ)t. par conséquent
m = mr

−→η +mθ
−→τ ,

mr = − (x− L) (a cos θ + α sin θ)− y (a sin θ − α cos θ) ,

mθ = (x− L) (α cos θ − a sin θ) + y (a cos θ + α sin θ) .

On a

Ĩε (ϕs) =

∫
C1

ε

(c1s)
2 ∂ϕs
∂η

(
m · ∇ϕs +

1

2
ϕs

)
+
m · η

2

(
(c1s)

2
t |ϕs|

2 − (c1s)
2 |∇ϕs|2

)
dσ .

On pose

q = (c1s)
2 ∂ϕs
∂η

(
m · ∇ϕs +

1

2
ϕs

)
+
m · η

2

(
(c1s)

2
t |ϕs|

2 − (c1s)
2 |∇ϕs|2

)
,
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

on calcule q sur C1
ε comme suit.

q = (c1s)
2 ∂ϕs
∂η

(
m · ∇ϕs +

1

2
ϕs

)
+
m · η

2

(
(C1s)

2
t |ϕs|

2 − (c1s)
2 |∇ϕs|2

)
= (c1s)

2

(
mr

(
∂ϕs
∂r

)2

− 1

r
mθ

∂ϕs
∂θ

∂ϕs
∂r
− 1

2
ϕs
∂ϕs
∂r

)
+
mr

2

(
(c1s)

2
t |ϕs|

2 − (c1s)
2 |∇ϕs|2

)
= (c1s)

2

(
1

4r
mr sin2 θ

2
− 1

4r
mθ cos

θ

2
sin

θ

2
− 1

4
sin2 θ

2

)
+
mr

2

(
(c1s)

2
t r sin2 θ

2
− 1

4r

)
=

(c1s)
2

4r

(
mr sin2 θ

2
−mθ cos

θ

2
sin

θ

2

)
− (c1s)

2

8r
mr −

(c1s)
2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

=
(c1s)

2

4r

(
mr

(
1

2
− 1

2
cos θ

)
−mθ

1

2
sin θ

)
− (c1s)

2

8r
mr −

(c1s)
2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

=
(c1s)

2

8r
(mr −mr cos θ −mθ sin θ −mr)−

(c1s)
2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

=
(c1s)

2

8r
(mr −mr cos θ −mθ sin θ −mr)−

(c1s)
2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

=
− (c1s)

2

8r
(mr cos θ +mθ sin θ)− (c1s)

2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

=
− (c1s)

2

8r

 (− (x− L) (a cos θ + α sin θ)− y (a sin θ − α cos θ)) cos θ+

((x− L) (α cos θ − a sin θ) + y (a cos θ + α sin θ)) sin θ


−(c1s)

2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

= −(c1s)
2

8r
[−a (x− L) + αy]− (c1s)

2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t r sin2 θ

2

Ainsi, on a∫
C1

ε

qdσ =

b(ε)∫
a(ε)

−ε(c1s)
2

8ε
[−a (ε cos θ − L) + εα sin θ]− ε(c1s)

2

4
sin2 θ

2
+
mr

2
(c1s)

2
t ε

2 sin2 θ

2
dθ.

Par passage à la limite on obtient

lim
ε→0

Ĩ (ϕs) =

π∫
0

(c1s)
2

8
(−La) dθ

= −La(c1s)
2 π

8
. (3.4.19)

insérons (3.4.16), (3.4.17), (3.4.18) et (3.4.19) dans (3.4.15) on a

lim
ε→0

Φ
(
C1
ε

)
= −La(c1s)

2 π

8
.

94



3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

On procède de la même façon au point S2. On aura maintenant ϕs donné par

ϕs =
√
r cos

θ

2
.

En effectuant une analyse similaire, on montre que

lim
ε→0

Φ
(
C2
ε

)
= La

(c2s)
2 π

8
.

Enfin, remarquant que grâce à notre notation précédente (m · τ) (Si) est égale à −L

pour i = 1, 2, qui est l’abscisse de x0 dans les coordonnées locales attachées à Si, on

récupère (3.1.9), et (3.1.10), ce qui conclut la preuve.

Étape 4: passage à la limite dans (3.1.3) en dehors des points singuliers:

Ici la preuve se fait de la même façon que la section précédente, on aura les convergences

suivantes, lorsque ε→ 0

1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ωε

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dxdt→ 1

2

T∫
S

f (E)

∫
Ω

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dxdt,

f (E)

∫
Ωε

utMudx

S
T

+

T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ωε

utMudxdt→

f (E)

∫
Ω

utMudx

S
T

+

T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ω

utMudxdt.

∫
Γε
N

[
∂u

∂ν

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · ν

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσ →

∫
ΓN

[
∂u

∂ν

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · ν

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσ.

∫
Γε
D

m · ν
2

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dσ → ∫

ΓD

m · ν
2

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dσ,

On conclut la démonstration du lemme 3.4.1

T∫
S

Ef (E) ≤
T∫
S

E ′f ′ (E)

∫
Ω

utMudxdt−

f (E)

∫
Ω

utMudx

T
S

+

T∫
S

f (E)

∫
ΓD

m · ν
2

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dσdt

+

T∫
S

f (E)

∫
ΓN

[
∂u

∂ν

(
m · ∇u+

1

2
u

)
+
m · ν

2

(
|ut|2 − |∇u|2

)]
dσdt

+
πa

8
m · τ (S1)

T∫
S

f (E) (c1s (t))2 dt− πa

8
m · τ (S2)

T∫
S

f (E) (c2s (t))2 dt.
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (aI + A) (x− x0)

Remarquez que dans la notation précédente (m · τ) (Si) est égale à−L, qui est l’abscisse

de x0 dans les coordonnées locales attachées à Si, comme (m · τ) (S1) ≤ 0 et (m · τ) (S2) ≥

0 le résultat est alors obtenu.
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Conclusion

D
ans cette thèse on a montré comment étendre de manière autonome les

résultats existants sur l’équation d’onde amortie limite au cas des hy-

pothèses générales de croissance sur la fonction d’amortissement. Pour

cela, nous combinons la méthode de Grisvard (et les travaux ultérieurs

de [36, 47, 20]) et la méthode de convexité optimale du premier auteur [2, 3] (voir aussi

[1]). Nous présentons la méthodologie générale pour combiner les deux constructions qui

permettent de prouver d’un côté l’inégalité de Rellich sous des hypothèses géométriques

appropriées et d’autre part de prouver l’inégalité globale pondérée globale (1.3.21) en util-

isant la méthode de convexité optimale. Nous montrons que la présence des singularités

n’affecte pas le taux de décroissance de l’énergie. Cela ouvre la voie à d’autres extensions,

en utilisant les idées développées dans notre article, à des dimensions plus grandes ou

égales à 3. Une autre question très difficile est liée aux aspects de discrétisation comme

dans [7]. Il est bien connu, pour l’équation d’onde linéairement amortie, qu’il faut ajouter

une viscosité numérique pour obtenir la désintégration uniforme de l’énergie. Nous nous

référons à [8], et aussi à [58] pour une présentation très intéressante des différents as-

pects sur ce sujet et [24] et les références qui y figurent. Il existe une littérature très

intéressante sur ce sujet qui est particulièrement intéressante dans les applications. Dans

[7], les auteurs ont étudié les discrétisations des systèmes non linéaires localement amortis,

y compris comme cas particuliers l’équation d’onde, ainsi que les équations de Schrödinger

ou de plaques, qui sont uniformes par rapport aux paramètres de discrétisation. Il serait

très intéressant d’étudier la discrétisation de l’équation d’onde singulièrement amortie.

Pour cela, il faut d’abord comprendre comment étendre les résultats existants au cas des
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Index

opérateurs d’amortissement non bornés. Il faut alors déterminer si la présence de singu-

larités et leur discrétisation a ou non les problèmes de discrétisation, et en particulier si,

comme dans [7], une viscosité numérique, comme dans le cas linéaire, est suffisante pour

dériver l’uniformité Énergie dans le cas singulier.
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