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Introduction générale

e sujet de cette these porte sur I'étude de la stabilisation de 1’équation des
ondes en présence de singularités. Nous vivons dans un monde physique
ol les singularités sont trés présentes...En effet, nombreux sont les objets du
quotidien qui présentent des singularités telles que des coins, des points ou des
arétes qui se traduisent en mathématiques par une perte de régularité de leurs frontieres.
Il en est de méme pour les ondes électromagnétiques qu’elles se propagent dans un four a
micro-ondes ou guidées par des circuits électroniques ou d’optique intégrée, qu’elles soient
diffractées par une aile d’avion ou une antenne, nombreuses sont encore les situations ol
I'on est confronté aux singularités
Notre travail est une contribution a 1’étude de la stabilisation frontiere de I’équation des
ondes par un feedback non linéaire de type Neumann sur une partie de la frontiere, 'autre
partie vérifiant des conditions de Dirichlet homogenes. Les deux parties de la frontiere
s'intersectent, ce type de conditions aux limites s’appelle conditions aux limites mixtes.
En raison de ces conditions aux limites mixtes, la solution est singuliere au voisinage
des points d’intersection. Sous une condition géométrique simple sur l'orientation de
la frontiere, et des hypotheses trés générales sur la croissance du feedback au voisinage
de zéro nous obtenons des résultats de stabilisation non linéaire. La méthode combine
les techniques développées dans Grisvard [26] et Moussaoui [47] pour le traitement des
singularités et la méthode de convexité optimale développée dans Alabau-Boussouira [2, 3]
pour le traitement des feedbacks non linéaires avec une croissance arbitraire. Le principal

avantage est aussi qu’il conduit a une formule simple, générale et explicite pour le taux
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de décroissance énergétique, qui est optimale en dimension finie dans la plupart des cas
(voir Alabau-Boussouira [3]).
Soit Q un ensemble ouvert connexe borné de R? de frontiere I' = 9 de classe C2. On

suppose que ' vérifie

FD ﬂPN - @
I'=TpuUl'y avec mes (I'p) #0
mes (I'y) # 0

On note {5, 5} = Tp N Ty, les points o les conditions aux limites mixtes se ren-

contrent.

Mo MN

Figure 0.0.1 : Un exemple de domaine {2

Le but de cette these est d’étudier la stabilisation frontiere de la solution du probleme

suivant )
uy — Au =0, sur (0, +00) X §,
u =0, sur (0,400) x I'p,
. % +m - vd (uy) =0, sur (0,+o00) x I'y, (0.0.1)
u (0,.) = uP, sur €,
L w (0,.) = ut, sur €2,
ou

e d est une fonction non linéaire a valeurs réelles et a croissance linéaire a l'infini,

e 1 est la normale unitaire extérieure.



Introduction générale

Soit zg € R?, on définit I'p, I'y et m comme suit,

m(z) =z —1z9, Vze R?
I'p={zel :m-v <0},
I'y={xel:m-v>0}.

On fait les hypotheses suivantes sur la fonction de feedback non linéaire d:

(
d € C'(R) est monotone croissante,
J une fonction g € C* (R) impaire strictement croissante telle que, (HD)
g(wh) <ld@)<Cgt (o) si |o| <1,

ol < d (v)] < Tl si o[ =1,

ou C > 0 est une constante.
On rappellera dans cette these le caractere bien posé de (0.0.1) dans le cadre fonction-
nel suivant

On introduit les espaces

V={veH (Q), v=0 swTp},

et I'espace d’énergie

'H::VXL2(Q).

Il est bien connu que pour des données initiales (u°, u') € H, le probleme (0.0.1) est

bien posé en H. En effet, on définit 'opérateur non linéaire A par

A(u,v) = (—v, —Au)

ou
D(A) = {(u,v) eV xV; AueL*(Q) et % = —(m.w)d(v) sur FN}
v
Ici Aw est pris au sens des distributions alors que 1'égalité 5 = (m.v)d(v) est
v
supposée donnée au sens faible, qui est
/Vu-Vgpdx+/Aug0dx: m-vd(v)pdo, YeoeV.
Q Q 'y
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Alors, (0.0.1) peut étre écrit sous la forme abstraite

(u,v) + A(u,v) =0
(U, U) (0) = (UO, ul)

On montrera par la suite que A est un opérateur maximal monotone sur H.

Proposition 0.0.1 Supposons ’hypothése (HD). Alors pour toute (u®,u) € H, le
probléeme (0.0.1) a une solution unique u € C ([0,00),V) N C ([0,00),L? (). De plus,

son énergie, définie par
1 2 2
B(t) =5 (lulae + IVullae) 20 (0.02)

est décroissante, en outre, si (u°,u') € D (A)
B () = — /m(:c) v () wd (uy) do < 0.
I'n

Ces types de problemes ont été étudiés par de nombreux auteurs. On peut citer
Lagnese [37]; Grisvard [26]; Komornik [35] Komornik et Zuazua [36]; Niane et Seck [49].
On peut également consulter Nicaise [50] et Puel et Zuazua [51]. Ce type d’analyse repose
bien souvent sur des techniques de multiplicateur qui exigent des solutions régulieres, en
général dans H?(Q2) ou § est le domaine spatial. Dans le cas de la stabilisation frontiere
avec des conditions aux limites mixtes, 1'une des principales difficultés est que, méme
pour des données tres régulieres, la dérivée normale de la solution de (0.0.1) n’est pas
dans L? ((0,00) x I'p) (voir Moussaoui [47] pour plus de détails). Ceci est lié au fait que
la solution u de (0.0.1) est telle que pour ¢ > 0, u (¢,.) € H*?75(Q) pour tout £ > 0 et
n’est pas dans H3/? (©). On décrit ci-dessous la forme de la partie singuliere de la solution
au voisinage des points singuliers Sy, Sy. Pour (u,v) de D (A), (m - v)d(v) appartient a
HY2 ().

En utilisant un résultat de trace, on peut construire o € H? () telle que:

~ ou

u=0 surl, gz—(m-v)d(v) sur T'.
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Soit f = Au — Au, alors U = u — u satisfait le probleme suivant:

AU =f dans €,

U=0 sur ['p, (0.0.3)
g—(i =0 sur [y,

ol f est dans L?(€2). 1l est bien connu (voir Grisvard [26]), que la solution de (0.0.3) n’est
pas dans H?(Q).
Plus précisément, la solution est donnée par

0 0
U(r,0) = Ug(r,0) + c14/71 sin 51)(1 + C94/T3 COS ?2X27 (0.0.4)

o Up € H?(Q) est la partie réguliere de la solution, (r;,6;) sont les coordonnées polaires
locales au point \S;, ¢; sont des constantes réelles, et x; est une fonction troncature de telle
sorte que 0 < x; <1 et x; = 1 dans un voisinage de S; pour j = 1,2. Ainsiu =U +u
admet une décomposition de la méme forme que dans (0.0.4). Par conséquent, si (u°, u!)

€ D (A) pour t fixé, la solution u de (0.0.1) peut étre écrite sous la forme

0 0
u(t,r,0) = ug(t,r,0) + c15 (t) \/r1sin §1X1 + Cos () /72 COS 529@

olt ¢;s € C1(0,00) pour i = 1,2 et ug(t,-) € H*(Q).

Dans le cas régulier, [p N Ty = @, Komornik [35] (voir aussi Komornik et Zuazua
[36] ) a prouvé la décroissance exponentielle de I’énergie pour des feedbacks linéaires.
En revanche, lorsque T'p N Ty # 0, le changement de condition au bord génere pour les
solutions fortes des solutions singulieres qui n’ont plus la régularité H?. Pour remédier
ce manque de régularité dans I’étude de la controlabilité exacte, Grisvard [26] a introduit
une condition géométrique restrictive et a prouvé que l'inégalité de Rellich est vérifiée.
Komornik et Zuazua [36] ont également considéré I'équation des ondes avec un feedback
linéaire, dans le cas singulier pour des dimensions inférieures ou égales a 3. Pour cela,
ils ont généralisé I'inégalité de type Rellich prouvée par Grisvard et ’'ont combiné avec
une méthode d’énergie perturbée . Celle-ci consiste a introduire 1’énergie modifiée E., et
a prouver que F,. satisfait une inégalité différentielle appropriée qui est; E! (T) < cE. (t)

pour tout ¢ > 0. Moussaoui [47], Bey, Lohéac et Moussaoui [11] ont étendu le résultat de
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[26] et [32] & la dimension n > 3, avec la méme condition géométrique. Brossard et Lohéac
[13] ont étudié les relations de type Rellich pour un probleme de I’élasticité frontiere mixte
en dimension n > 3, et dans [14] ils ont étendu leurs résultats de stabilisation frontiere a
un systeme élastodynamique en présence de singularités. Cornilleau, Lohéac et Osses [20)]
ont étudié la stabilisation frontiere non linéaire de 1’équation des ondes en présence de
singularités a ’aide de multiplicateurs tournants, en dimension 2, ainsi pour la dimension
supérieure a 3.

Dans cette these, on étend les résultats précédents aux feedbacks non linéaires ar-
bitraires (pres de l'origine). On généralise le résultat d’Alabau-Boussouira [2, 3] au cas
I'pNLy # 0 sous des conditions géométriques restrictives données dans Grisvard [26]. Nos
résultats permettent ainsi d’étendre les résultats précédents dans une classe de feedbacks
beaucoup plus large, que celle de la croissance linéaire ou polynomiale. Pour autant qu’on
sache, ce sont les premiers résultats dans cette direction. Notons que nous ne pouvons
pas utiliser directement les résultats de Komornik et Zuazua [36], car ces résultats sont
basés sur la méthode de I'énergie modifiée et sur I'approche de l'inégalité différentielle.
Néanmoins, il existe des liens pédagogiques, comme dans tous les documents concernés
par le sujet des conditions limites mixtes, entre la partie de notre document traitant des
singularités et I'approche de Grisvard [26] et Moussaoui [47].

On réfere a Lasiecka et Tataru [40] pour les premiers résultats en utilisant des ar-
guments de convexité avec des inégalités différentielles pour les feedbacks de croissance
arbitraires dans le cas de solutions réguliéres, mais avec I'inconvénient qu’aucune formule
d’énergie de décroissance semi-explicite n’est donnée sauf pour les feedbacks de crois-
sance linéaire et polynomiale. Nous nous référons aux papiers (Martinez, [44, 45]) et
aux références qui s’y rapportent pour des arguments de convexité différents, basés sur
des inégalités intégrales et, qui conduisent a des formules explicites de décroissance de
I’énergie mais qui ne sont pas toujours optimales. Ces deux documents sont les premiers
a établir deux formules explicites de décroissances énergétiques explicite générales. Le

fait que ces formules ne conduisent pas toujours a des taux de décroissance optimales est
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di au choix d'une fonction poids dans I'intégrale d'une part qui n’est pas liée a ’énergie
et d’autre part non optimale.

La méthode de convexité de poids optimal (Alabau-Boussouira, [2]) est la premiere
méthode complete qui conduit a des taux de décroissance de 1'énergie simples, en une
seule étape, optimale et qui permet de le faire de maniere unifiée. Il s’avere en outre, étre
valable dans un cadre général abstrait comprenant comme cas particulier I’équation des
ondes, avec des feedbacks non linéaires localement ou frontiere. Le document (Cavalcanti,
Domingos Cavalcanti et Lasiecka, [18]) considere le cas d’une équation des ondes avec
damping non linéaire, en présence de termes source a la fois dans le domaine et sur
sa frontiere. Il utilise les idées clés d’Alabau-Boussouira [2] pour obtenir des taux de
décroissance explicite pour différents exemples (voir la remarque 8.1 de Cavalcanti et al.,
18]).

Cavalcanti et al. [18] ne fournissent pas une formule de décroissance semi-explicite sim-
ple directe en termes de H, comme dans Alabau-Boussouira [2, 3] dans le cas général, mais
plutdt utilise 'approche d’inégalité différentielle de Lasiecka et Tataru [40] pour donner
une comparaison avec la solution d’une équation différentielle ordinaire en décomposition.
Plus précisément, corollaire 8.1 dans Cavalcanti et al. [18] repose sur la fonction H (x)
= /xg (y/x) définie dans (H D) ci-dessous, et introduit dans Alabau-Boussouira [2]. En
particulier, les auteurs utilisent la fonction H, pour définir I’équation différentielle or-
dinaire qui donne l'information utile sur le taux de décroissance de 1’énergie, ce qui est
essentiel.

Soulignons également qu'un aspect important est que la méthode que nous utilisons
pour traiter la non-linéarité, n’est pas basée sur une énergie modifiée comme dans Ko-
mornik et Zuazua [36], ni sur les inégalités différentielles comme dans Komornik et Zuazua
[36], Lasiecka et Tataru [40]. Elle est basée sur la démonstration que 1'énergie, quand elle
est une fonction positive décroissante sur [0, 00) (voir [34] pour les fonctions feedbacks

linéaires ou polynomiales), satisfait une inégalité intégrale. Dans le cas linéaire, cette
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inégalité intégrale prend la forme:

E()dt <TyE(S), Y0<S<T,

At~y

ou Ty est une constante positive, et ne dépendant pas de S,T. On peut alors en déduire

que l'énergie est a décroissance exponentielle a U'infini (voir [34] pour la démonstration).
. . . —1 .

Pour une fonction damping avec croissance |z|"”" x pour x proche de 0 (et une croissance

linéaire a I'infini), I'inégalité intégrale prend la forme
T
/Ep—l/2 (t)dt <TyE(S), Y0O<S<T,
5

On peut alors en déduire que l’énergie décroit comme t=2/®=1) quand t tend vers
I'infiini (voir [34] pour la démonstration). L’une des principales obstructions, avant le
travail Alabau-Boussouira [2] (les résultats ont été en premier annoncés dans Alabau-
Boussouira [1]), était de déterminer une formule de décroissance énergétique générale
semi-explicite (donnée en (1.3.23)), qui couvrait les cas polynomiaux habituels ainsi que
des cas d’amortissement tres faibles (lorsque, par exemple, la fonction d’amortissement
d décroit a 0 de fagon exponentielle lorsque ses arguments tend vers 0), d’'une maniére
unifiée. Pour cela, la construction d’une fonction de poids explicite pour une croissance
arbitraire de la fonction d (supposée seulement a se dégrader plus vite que linéairement
a 0, la situation inverse ne nécessitant que I'’échange d et d') et son utilisation, est un
résultat clé donné dans Alabau-Boussouira [2].

Cette formule prend la forme donnée en (1.3.21), qui est
T
/w(E(t))E(t)dt <TyE(S), W0<S<T,
S

ou w est la fonction de poids optimale (qui est liée au feedback, et définie dans (1.3.15)).
On déduit alors la formule de taux de décroissance optimale générale (1.3.23)) (voir
Alabau-Boussouira [2] pour la preuve), et sous d’autres hypotheses, la formule simplifiée
(1.3.25) (voir Alabau-Boussouira [3] pour la preuve). Une utilisation appropriée des pro-

priétés de convexité est déterminante si 'on veut obtenir des taux de décroissance ex-
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plicites, "optimales” et générales de ’énergie. La formule semi-explicite (1.3.23) est sim-
plifiée dans Alabau-Boussouira [3]. Cette simplification repose sur l'introduction d’une
classification des croissances d’amortissement de d (z) lorsque = tend vers 0 en utilisant
une nouvelle fonction Ay telle que définie dans (1.3.16). Cette nouvelle fonction permet
de définir des feedbacks de croissance proches de linéaires. Pour les feedbacks qui ne sont
pas proches d’une linéarité, la formule simplifiée de décroissance énergétique semi-explicite
est donnée en (1.3.25). Précisons le gain essentiel dans de tels taux de décroissance de
I’énergie optimale explicite. En effet, Si on peut prendre g = d en (HD) (en supposant
que d est sous-linéaire pres de 0 et pas proche d’une croissance linéaire, ce qui est le cas
difficile), et si certaines propriétés de convexité sont satisfaites, alors on déduit de nos

résultats que I'énergie F/ décroit a I'infini comme

C
E(t) < Cl(H’)’l(TQ), pour ¢t siffisamment grand,

ot H(z) = v/zd(y/x) pour x € [0,73] (r étant suffisamment petit), et Cy, Cy sont des con-
stantes positives (C} en fonction de £ (0) d’une maniere explicite, Cy étant indépendante
de E(0)).

Le travail de cette these est constituée de trois chapitres et d’une conclusion. Le
premier chapitre est un récapitulatif des résultats sur la stabilisation linéaire et non linéaire
( résumé de Alabau-Boussouira [4]). Dans le deuxieme chapitre on prouve l'existence et
I'unicité de la solution pour I’équation des ondes non linéaire. Le troisieme chapitre
concerne ’étude de la stabilisation non linéaire de I’équation des ondes en présence de
singularités par un feedback frontiere. On démontre par la suite une inégalité intégrale
pour I'énergie. Grace a cette inégalité, nous établissons un résultat de stabilisation non
linéaire de ’équation des ondes avec des conditions mixtes. Ce travail a fait 'objet d’une
publication [6]. On termine ce chapitre par un résultat de stabilisation non linéaire de

I’équation des ondes en présence de singularités avec le multiplicateur tournants m (x) =

(al + A) (x — z9) .



CHAPITRE

La stabilisation linéaire et

non linéaire

e but de ce chapitre est de présenter quelques avancées récentes sur la stabil-

isation. Pour la stabilisation non linéaire, notre objectif est de présenter la

méthode de convexité de poids optimal introduite dans [2, 3], qui fournit une

méthodologie compléte pour établir des taux de décroissance de 'énergie qui
sont optimales ou quasi optimales, et dans la dimension finie ou infinie et permettent de
traiter, d’'une maniere unifiée différents EDP’s, ainsi que différents types d’amortissement:
localisé, frontiere. L’optimalité est prouvée dans des dimensions finies et en particulier
pour des EDP semi-discrétisées. Ces résultats sont obtenus a 1’aide de principes de com-
paraison de I’énergie [3]. Cette méthodologie peut étre étendue a la configuration dimen-
sionnelle infinie grace a des principes de comparaison d’énergie encore complétés par des
techniques d’interpolation. La méthode de convexité optimale est présentée avec deux ap-
proches: une directe et une indirecte. La premiere approche est basée sur la méthode du
multiplicateur et nécessite les hypotheses de la méthode du multiplicateur sur la zone de
localisation du feedback. La seconde est basée sur un argument indirect, a savoir que les
solutions des systemes non amortis correspondent a une inégalité d’observabilité, la zone
d’observation correspondant a la zone amortie pour le systeme amorti. L’avantage est
que cette inégalité d’observation se maintient dans la condition de contrdle géométrique

optimale de Bardos Lebeau et Rauch [10]. La stabilisation indirecte des systémes couplés
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1.1. Introduction

a recu beaucoup d’attention récemment. Ce sujet concerne les questions de stabilisation
pour les EDP’s couplées avec un nombre réduit de feedbacks. En pratique, il n’est sou-
vent pas possible de controler toutes les composantes de 1’état vectoriel, soit en raison
de limitations technologiques, soit en raison des cotits. Du point de vue mathématique,
cela signifie que certaines équations du systeme couplé ne sont pas directement stabilisées.
Cela génere des difficultés mathématiques, ce qui nécessite d’introduire de nouveaux outils

pour étudier ces questions.

1.1 Introduction

Commencons par quelques motivations du matériel présenté dans ce chapitre. Une ques-
tion importante en ingénierie pour les sciences des matériaux est la stabilisation de struc-
tures souples telles que des poutres, des plaques ou des structures mécaniques telles que
des antennes de satellites. Les oscillations ou vibrations des matériaux ou structures
¢lastiques ou visco-élastiques sont décrites par des EDP’s réversibles. En général, pour de
telles applications, il est important de réduire les vibrations en mettant en ceuvre des lois
de rétroaction dans le systeme. Ces feedbacks sont construits de maniere a stabiliser le
systeme, c’est-a-dire a réduire les oscillations des solutions au fur et a mesure que le temps
augmente. Une fagon courante de mesurer cette décroissance est de considérer 1’énergie
naturelle associée au systeme. L’un des objectifs de ce chapitre est d’étudier le comporte-
ment asymptotique de 1’énergie des solutions des systemes stabilisés c-a-d déterminer si la
convergence vers les états d’équilibre quand le temps tend vers U'infini détient, déterminer
sa vitesse de convergence si nécessaire.

Le but de ce chapitre est de montrer comment les méthodes d’énergie associées a
d’autres outils tels que convexité, les inégalités intégrales différentielles et non différentielles
sont puissantes pour obtenir des taux de décroissance énergétique optimale ou quasi op-
timale, liées aux propriétés physiques des systemes dissipatifs. Dans cette analyse, une
question essentielle est celle de 'optimalité. La dérivation des taux de décroissance n’est

pas suffisante, il est essentiel de savoir si ces taux de décroissances sont optimaux. Nous
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1.2. Stabilisation linéaire

allons montrer comment prouver I'optimalité pour les systemes dissipatifs de dimension

finie et comment relier des techniques dans des dimensions finies et infinies.

1.2 Stabilisation linéaire

1.2.1 Introduction

Le but de cette section est de considérer le cas de la stabilisation linéaire de ’équation des
ondes par un feedback distribué localement. Nous rappelle les conditions géométriques
sur la région d’amortissement a la fois du multiplicateur et des conditions d’optique
géométrique. On présente ensuite la méthode du multiplicateur par morceaux par Zuazua
[57] pour le cas d'un ou plusieurs points d’observation et K. Liu [42] avec un point de qui
préparera le cas de stabilisation non linéaire. En particulier, on souligne le fait que la
méthode du multiplicateur permet d’identifier une énergie dominante, a savoir 1’énergie
cinétique.

La décroissance exponentielle de I’énergie, pourvu que la région d’amortissement satis-
fasse la condition multiplicatrice par morceaux, est prouvée grace a une inégalité linéaire
de Gronwall.

On considere maintenant le cas d’une équation des ondes linéairement amortie locale-

ment
uy — Au+a(x)u, =0 sur (0,+00) x €,

u=0 sur ¥ = (0,400) x T (1.2.1)
(u7 ut) (O) = ( 07 ul) ) sur Q7
Q) un ensemble ouvert connexe borné de RY avec une frontiere I' = 99 réguliere, a > 0

p.p dans . On définit I’énergie de la solution par
1
E(t) = §/|ut|2 + |Vu|® dz
Q

En multipliant formellement la premiere équation de (1.2.1) par u,, en intégrant sur

Q) et en utilisant la formule de Green, on obtient pour des solutions fortes la relation de

12



1.2. Stabilisation linéaire

dissipation suivante:

E'(t) = —/a (z) |ug (¢, 2)|* dz < 0. (1.2.2)

1.2.2 Aspects géométriques

La propriété de la vitesse finie de propagation est valable pour ’équation des ondes. Cela
signifie que, si les conditions initiales ©°, u! ont un support compact, alors le support de
u (t,.) évolue dans le temps & une vitesse finie. Ainsi, si le support de I'ensemble sur lequel
I’amortissement est actif est tel que certains rayons émis ne le rencontrent pas, on peut
construire des solutions de 1’équation des ondes amortie dont ’énergie se concentre pres
de ces rayons, de sorte que I’énergie ne décroit pas uniformément au fur et a mesure que
le temps augmente. Cela explique pourquoi, pour ’équation des ondes, la géométrie de
(), en particulier sa taille et sa localisation, joue un role essentiel dans toutes les questions
liées au controle et a la stabilisation.

On désigne la région de support dans laquelle le feedback est actif par w. Il est pris
comme un sous-ensemble de {2 de mesure de Lebesgue positive. Plus précisément, a est

supposé étre continu sur Q et tel que
a>0sur Qeta>agsurw, (1.2.3)

pour une constante ag > 0. Dans ce cas, le feedback est dit distribué. De plus, on dit
qu’il est globalement distribué si w = € et localement distribué si 2\ w a une mesure de
Lebesgue positive.

La méthode du multiplicateur et la méthode de l'optique géométrique basée sur
I’analyse microlocale sont les deux principales méthodes qui ont été développées et utilisées
pour étudier les premiers taux d’énergie exponentielles des équations hyperboliques amor-
ties réversibles, puis étendues pour traiter les amortissements non linéaires. La méthode
de 'optique géométrique donne les résultats géométriques les plus nets. Les travaux de
Bardos, Lebeau et Rauch [10] donnent a la géodésique des conditions suffisantes sur la
région de controle actif pour une maitrise exacte et par conséquent de stabilisation a

tenir. Ces conditions disent que chaque rayon d’optique géométrique doit rencontrer la
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1.2. Stabilisation linéaire

région de controle. Burq et Gérard [15] ont montré que ces résultats tiennent & des hy-
potheses de régularité plus faible sur le domaine et les coefficients des opérateurs (voir
aussi [16, 17]). Ces conditions géodésiques ne sont pas explicites, en général, mais elles
permettent d’obtenir des estimations de décroissance de I'énergie sous des hypotheses tres
générales.

La méthode du multiplicateur est une méthode explicite. Elle est basée sur des esti-
mations d’énergie et des inégalités de Gronwall. Les cas de controle des frontieres et de
stabilisation sont considérés dans les contributions fondamentales de plusieurs auteurs,
comme Ho [33], [19], J.-L. Lions [41], Lasiecka-Triggiani, Komornik-Zuazua [36], et beau-
coup d’autres. Zuazua [57] donne une condition géométrique explicite sur w pour une
équation des ondes semi-linéaire soumise a un amortissement localement réparti sur w, a
savoir qu’elle doit contenir un e—voisinage de toute la frontiere de 2. En utilisant les es-
timations d’observabilité obtenues par Fu, Yong et Zhang [25] combinées aux résultats de
Zuazua [57], le résultat de stabilisation exponentielle de Zuazua s’étend au cas géométrique
pour lequel w ne contient qu'un e—voisinage de la partie de la frontiere qui n’est pas visi-
ble & partir d’un point donné x, de RY, qui symbolise un observateur placé a cet endroit.
Une telle condition exclut le cas d’un coefficient d’amortissement qui disparait aux deux
poles d’une sphere. K. Liu [42] méthode de multiplicateur par morceaux généralise le
résultat de Zuazua (voir aussi Martinez [44]). Il permet plusieurs points d’observation et
donc de détendre les hypotheses géométriques comme on le voit plus loin.

Pour ces questions, on rappelle que la méthode des estimations de Carleman est
également 1'un des principaux outils pour de tels résultats. Les résultats utilisant des
estimations de Carleman ont été récemment obtenus par Tebou [?].

Expliquons maintenant ’extension de Zuazua et K. Liu. La condition géométrique de
multiplicateur de Zuazua peut étre décrite comme suit. Si 'on donne un sous-ensemble
O de Q, on peut définir un e-voisinage de O dans 2 comme le sous-ensemble de points de
) qui sont a distance au plus € de O. Zuazua a prouvé que si 'ensemble w est tel qu’il

existe un point oy € RY- point d’observation - pour lequel w contient un voisinage ¢ de

[ (z9) ={z €0, (x —xg) - v(z) >0}, (CG)
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1.2. Stabilisation linéaire

alors I’énergie décroit exponentiellement.

Si a s’annule par exemple dans un voisinage des deux poles d’une boule €2 dans R,
on ne peut pas trouver un point d’observation zy tel que (C'G) se maintienne. K. Liu
[42] (voir aussi [44]) a introduit une méthode de multiplication par morceaux qui permet
de choisir plusieurs points d’observation, et donc de traiter le cas ci-dessus. Notons
par z; € RV, j = 1,...,J, ces points d’observation distincts. Introduire les domaines

lipschitziens disjoints €2; de Q, j =1, ..., J, et définissent
i (z5) = {z € 0y, (x — x;) - vj (x) > 0}

Ici v; représente le vecteur normal unitaire extérieur a la frontiere de €2;. Alors la

Figure 1.2.1 :

condition géométrique du multiplicateur par morceaux pour w est:

{w O N, <}]:1’7j (IJ) U (Q\}-jzlﬂj)) (HG)

Avec cette méthode, on peut gérer la situation dans laquelle a s’annule dans un voisi-
nage des deux poles d'une boule dans R" comme suit. On choisit deux sous-ensembles
Q1 et 25 contenants respectivement les deux régions ou a s’annule et applique la méthode
multiplicatrice par morceaux avec J = 2 et avec les choix appropriés de deux points

d’observation et .
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1.2. Stabilisation linéaire

Présentons maintenant en quelques mots les principes de la méthode du multiplicateur.

Il consiste a intégrer par parties des expressions de la forme

T

//Mu(utt—Au+a(:c)ut)d:cdt:0 0<t<T,
0 0

ou u représente une solution (forte) de (1.2.4), avec un choix approprié de Mu. Les

multiplicateurs ont généralement la forme
Mu= (m(z)-Vu+cu)¥(x),

ou m dépend des points d’observation et W (z) est une fonction troncature. D’autres
multiplicateurs de la forme Mu = A~!'(Bu), ou B est une fonction de troncature et
A~ est l'inverse de lopérateur laplacien avec des conditions aux limites de Dirichlet

homogenes, ont également été utilisés dans la littérature (voir [22]).

Théoréme 1.2.1 Supposons que les conditions géométriques (CG) ou (HG) sont vérifiées.
Soit (u®,u') € V x H et désignons par u une solution de (1.2.1) et E son éneryie.

Alors E satisfait une estimation de la forme

T T

/E (s)ds < CLE(t) + Cg/ /a (2) |ug|? da + / lug|*da | ds t >0, (1.2.4)
Q w

t t

ou C;, 1 = 1,2 désignent des constantes positives génériques

Preuve. On va prouver que I’énergie des solutions satisfait une estimation de la forme
(1.2.4) en utilisant la méthode du multiplicateur par morceaux. On proceéde comme dans
[44]

p(r,s)=a(x)s xze€f,seR.

Soit (u®,u') € H? () N HY(Q) x HE (Q). Soit eg < &1 < &y < ¢ et définit pour
i=0,1,2:

Qi = Ne, ;1 (25) U (N U; )]

Comme (Q_]\Ql) N Qo = 0, on peut construire une fonction v, e Cp° (RN ) qui
satisfait

0<V¥; <1,¥; =1sur Q_j\Ql,\Ifj = 0 sur Q.
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1.2. Stabilisation linéaire

Figure 1.2.2 :

On définit le champ vecteur C* sur €
U, (x)m; (x) six el
0sizeON\U;Q,

h(x)=
et le multiplicateur h - Vu. En procédant comme dans [44], on considere I'expression
T
//h(x) -Vu (uy — Au+ p(x,u)) dedt =0
t Q;

Par souci de concision, nous omettrons le dxdt dans les intégrales suivantes. Cela

donne, apres intégration appropriée par parties

/T/ <§_Vuh(x) -Vu+ % (h-v) (v — ]Vu|2)) - /h(I) -V,
i ] s s (1.2.5)
_// Gdz’v (h) (uf — !Vu!?) +ik OihOsudku + p (z,up) h () - Vu) .

S Q

Grace au choix de U;, seul le terme de limite sur (I';\; (z;)) N I est non-évolutif
dans le coté gauche de (1.2.5). Mais sur cette partie de la frontiere u = 0, de sorte que

up =0 et Vu = g—lz U= % - v. Par conséquent, le coté gauche de (1.2.5) se réduit a

L @ e

S T(j\vj(z;))nT
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1.2. Stabilisation linéaire

Par conséquent, puisque ¥; = 0 sur () et grace a l'inégalité ci-dessus utilisée dans

(1.2.5), on en déduit

div (h |Vu|2)

DN | —

T
T

/h - Vuuy —//
S Q

QJ S J
+ (i x0;hi.Osulku + h (x) - Vup (z,u)) < 0.

En utilisant ¥; = 1 sur Q_j\Ql et en additionnant les inégalités résultantes sur j, on

obtient
T 1 T
/h( - Vuuy / / 5 |Vu\ ++//h -Vup (z,uy)
s 5Q S Q

T

/ / 2dw (W;m;) (uf — ]Vu\z) +ik @hk&-u@ku}

S

T

Q;NQ1 |:
/ ur + |Vl )

C / f(E
S QNQ1

ot C' est une constante positive qui ne dépend que de ¥; et m;. On utilise maintenant le

| /\

IA

(1.2.6)

deuxieme multiplicateur u (N — 1) /2 et évaluons donc le terme

T
N -1
S Q

i
Par conséquent, on a

T

T

N -1 N -1

—_— /uut —T//(|Vu|2—|ut|2+up(x,ut)) xdt =0 (1.2.7)
s Q

2
Q S

On pose M (u) = h(z) - Vu+ £-u. En ajoutant (1.2.7) & (1.2.6), on obtient

aNQ; Q s (1.2.8)
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1.2. Stabilisation linéaire

On estime les termes du coté droit de (1.2.8) comme suit. Tout d’abord, puisque F

est non-croissant, on déduit

T

f(E)/M(u) w| |<cB(s). (1.2.9)

Q S

Nous estimons le dernier terme de (1.2.8) comme suit

/T/M(u)p(x,ut %/T/\p(:c,ut)|2+5/TE(t), V5 > 0. (1.2.10)

La difficulté est maintenant d’estimer le premier terme du coté droit de (1.2.8). On
suit ici la technique habituelle de 'équation des ondes développée dans [44]. On donne
les étapes pour le bien de l'exhaustivité. Puisque R2\ Q2 N Q7 = 0, il existe une fonction

¢ € C5° (R?) telle que

52 1 sur Qla

0< &<,
£E=0 sur R2\ Q,.

En multipliant la premiere équation de (1.2.1) par (u et en intégrant I’équation

résultante sur [S, 7] x €2, on obtient apres plusieurs intégrations par parties:

T r

S/Q/]Vulzf = - Q/ufut S+S/Q/§]ut\2+%u2A
T

—S//Eup(x,ut)dxdt.

Q

Par conséquent, on a

T

/Tf(E) / |Vu|2§CE(S)+C/ / 1o (@ )| + [uf? + 2 (1.2.11)
S

QNQ1 S QNQ2

Comme on a R2\w N @, = (), il existe une fonction 3 € Cg° (R?) telle que

B =1 sur QZ:
B=0 sur RA\ w.

0<pB<1;
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1.2. Stabilisation linéaire

On fix ¢ et on considere la solution z du probleme elliptique suivant:

Nz =[(x)u x €,

z2=0 sur .

Donc, z et 2’ satisfont aux estimations suivantes:
2l 2) < cllull 2 » (1.2.12)
’Z/‘L2(Q) < 0/5 Jue) . (1.2.13)
Q

En multipliant la premiere équation de (1.2.1) par z et en intégrant 1’équation résultante

sur [S,T] x Q, on obtient apres intégration par parties:

/T/MQJ)UQZ /Z“t T+/T/(Zp(a:,ut)—z’ut) dxdt.
S Q Q s S 0

Par conséquent, en utilisant les estimations (1.2.12) et (1.2.13) dans la relation ci-

dessus, on a

On utilise maintenant les estimations (1.2.9), (1.2.10), (1.2.11) et (1.2.14) dans (1.2.8).

Cela donne

En choisissant § suffisamment petit, on obtient finalement

T T

/ESOE(S)—I—C/ /Iut|+/|p(:v,ut)l2
S S w Q
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1.2. Stabilisation linéaire

Donc, on a prouvé que E satisfait une estimation de la forme (1.2.4). m
Une fois cette estimation prouvée, on peut utiliser la relation de dissipation pour
prouver que l’énergie satisfait des inégalités intégrales du type Gronwall. Cela est facile

dans le cas linéaire et fait 'objet de la section suivante.

1.2.3 Décroissance exponentielle pour des feedbacks linéaires

La décroissance exponentielle sera déduite de(1.2.4) en utilisant 'inégalité linéaire Gron-

wall suivante (voir aussi Haraux [31]):

Théoréme 1.2.2 ((Komornik [65],[Theorem 8.1]) Soit E : [0,00) — [0, 00) soit une

fonction décroissante satisfaisant, pour T' > 0, ['inégalité linéaire de Gronwall

/E (s)ds <TE(t) ¥t>0 (1.2.15)
t
Alors, E satisfait
t
E(t) < E(0)exp (1 — T) : (1.2.16)
Preuve. On définit -

Grace a (1.2.15), f satisfait
Tr@)+f(#) <0 Vt>0

ce qui donne )
() exp (—) < £(0) :/E(s)ds < TE(0)

Par conséquent, on a

7E(s) ds < TE (0) exp (%t) Wt > 0

t
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1.2. Stabilisation linéaire

Comme FE est une fonction décroissante et positive

TE(t) < /E(s)ds

A
&5

@)
IS
V2)

A
~
&5
S
@]
e
o
VRS
|
~
|
=
N————

d’ou (1.2.16) est prouvée. =
Remarque 1.2.1 On peut remarquer que pourt <T, E(t) < E(0) < exp (1 — %)
On peut établir:

Théoréme 1.2.3 Supposons les hypothéses du théoréme (1.2.1). Soit (u°,u') € V- x H

et désignons par u une solution de (1.2.1) et E son énergie. Alors E satisfait
E(t) <CE(0)exp(—nt) Vt>0
ou C, v des constantes positives.

Preuve. En utilisant la relation de dissipation (1.2.2), on a

T T
//a|ut|2dxds < /—E' (s)ds
t 0 ¢

E

< E(), 0<t<T.

D’autre part, grace a I'hypothese (1.2.3) sur le coefficient a, on a

T

T
1
//|ut|2dxds < —//a]ut|2d:cds
a
w 0 t Q
1

t

< —E(t), 0<t<T.
Qo

Par les inégalités ci-dessus et (1.2.4), E satisfait

T
/E(s)dsgCE(t), 0<t<T
t
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Grace au théoreme 1.2.2, E décroit exponentiellement a l'infini. L’extension aux
données initiales seulement dans I'espace d’énergie est facile en utilisant la densité de

(H? () N H (Q)) x H () dans I'espace d’énergie et sur la propriété de dissipativité

Remarque 1.2.2 Une autre méthode consiste a introduire une énergie modifiée (ou per-
turbée) E. qui est équivalente a la valeur naturelle pour les petites valeurs du paramétre
e comme dans Komornik et Zuazua [36]. On montre alors que cette énergie modifiée
satisfait une inéqgalité différentielle de sorte qu’elle décroit exponentiellement a [’infini.
La décroissance exponentielle de l’énergie naturelle suit a la fois. Dans ce cas, l’énergie
modifiée est en effet une fonction de Lyapunov stricte pour ’EDP. L’énergie naturelle ne
peut pas étre en général telle une fonction de Lyapunov stricte die a la vitesse de prop-
agation finie (considérer les données initiales qui ont un support compact intégré dans
ON\w). Il existe également des approches tres intéressantes utilisant 'approche du do-
maine fréquentiel, ou une analyse spectrale telle que développée par K. Liu [42], Z. Liu

et S. Zheng [43].

1.3 Stabilisation non linéaire en dimensions finies

On présente ici la méthode de convexité de poids optimal, introduite dans le cas de
dimension infinie dans [2], adaptée au cas de dimension finie dans [3] avec des résultats
d’optimalité dans ce dernier cas. Par conséquent, on considere dans cette section le cas
de la stabilisation non linéaire pour les équations différentielles ordinaires. L’objectif est
de fournir une caractérisation complete (optimale) des taux de décroissance de 1'énergie
pour les fonctions d’amortissement général avec des applications a la semi-discrétisation
des EDPs. On va donner des outils généraux basés sur les inégalités non linéaires de
Gronwall, les propriétés de convexité et un lemme clés de comparaison [3] pour établir
cette caractérisation. Cette approche est basée sur les propriétés de convexité proches de
0 d’une fonction H liée au feedback (voir [2]) et sur un nouveau critere pour classer le

comportement des feedbacks sur la base du comportement a 0 d’une fonction Ay introduit
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

pour la premiere fois, autant que nous le savons, dans [3]. On combine ces nouveaux
outils mathématiques pour établir des taux de décroissance de 1’énergie supérieure et des
principes de comparaison d’énergie. Ces outils seront également utilisés dans le cas de
la dimension infinie combinée avec la méthode du multiplicateur pour gérer les aspects

géométriques.

1.3.1 Inégalités non linéaires de Gronwall

On a déja vu dans la section 2 comment une inégalité linéaire de Gronwall conduit a une
décroissance exponentielle de la solution d’équations des ondes linéairement amorties.
Pour les feedbacks non linéaires, les inégalités non linéaires de Gronwall seront utiles.
La principale difficulté est d’identifier une fonction de poids appropriée pour prouver les
inégalités non linéaires pondérées de Gronwall, le poids étant connu seulement dans le cas
particulier de feedback de croissance polynomiale proche de 1'origine. Rappelons d’abord

I'inégalité polynomiale non linéaire de Gronwall (voir également les références dans [34]).

Théoréme 1.3.1 (Komornik[34], theoreme 9.1) Soit E : [0,00) — [0,00) une fonc-
tion décroissante satisfaisant, pour certaines constantes r > 0 et T' > 0, [inégalité non

linéaire de Gronwall

/E’"“ (s)ds <TE"(0)E(t), Vt>0 (1.3.1)
t
Alors, E satisfait

T4rt\ "
+T) . (1.3.2)

E(t)<E(0
(t) < E(0) (T +rT
Preuve. Le résultat est clairement valable pour le cas E (0) = 0. Supposons que

E(0) # 0. On peut supposer sans perte de généralité que F (0) = 1. On définit une

fonction F' : [0,00) — [0, 00) par

o0

F@:/yﬂ@@

En différenciant F' et en utilisant (1.3.1), on a

—F'>T " F* sur )0, 00]
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

Soit I'ensemble TF = sup {t > 0, E'(t) > 0}. Alors, en utilisant 'inégalité
F(0) <TE(0)"

On en déduit
F(s) < TU/N (T 4 ps)7 " Vs e [0,T7) . (1.3.3)

De plus, puisque F=0 sur [T, 00), cette derniére inégalité est valable pour tout s > 0.

Grace au fait que E est décroissante et positive, on a
T+(r+1)s
F(s) > / Edt > (T +rs) BN (T + (r+1) s)
s

En utilisant (1.3.3) dans cette derniere inégalité et en posant t = T+ (r+ 1) s, on
obtient (1.3.2). m

La fonction de poids dans I'inégalité du type Gronwall non linéaire ci-dessus est donnée
par f(FE) ou f(s) = s" pour s > 0. Pour étudier les taux de décroissance de 1’énergie
pour les feedbacks généraux et non seulement les feedbacks croissantes linéaires ou poly-
nomiales, il faut prouver des inégalités non linéaires plus générales de Gronwall, ce qui
généralise le cas des feedbacks de croissance polynomiale. Pour énoncer les résultats, on
devrait introduire une notation. Soit n > 0 et Ty > 0 fixés et L une fonction de nombres
réels strictement croissante de [0,4o00) sur [0,7), avec L (0) = 0 et yh_}noloL (y) =n. On
définit comme dans Alabau-Boussouira [1, 2] et pour tout r € (0,7) , une fonction K, de

(0,7] sur [0, +00) comme suit

_ dy
K, (1) = / W) (1.3.4)

Et W, qui est strictement croissante de [ 7T (r),—i-oo) vers [L%(r), —|—oo> définie par

U, () = 2+ K, (L <1)) >: iz ! (1.3.5)

z —1(r)

de sorte que lim W' (s) = oo. Donc, on prouve le résultat suivant.
5—00
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

Théoréme 1.3.2 (Alabau-Boussouira [2]) On suppose que E est une fonction décroissante,

absolument continue de [0,00) — [0, 00), satisfaisant 0 < E (0) < n et l'inégalité
T
/E(t) LN E@)dt <TyE(S), Y0<S<T. (1.3.6)
S

Alors E satisfait ’estimation suivante:

1 T
Et) <L ., Vt> , 1.3.7
0=t e (13.7)
pour tout réel r tel que
1
— [ E(r) L' (r)dr <r<n
Ty

0

Ainsi, on a tlim E (t) =0, le tauz de décroissance étant donné par ’estimation (1.3.7).
—00

Preuve. On définit une fonction k& et une fonction M par
+00
k(t) = / M(E(r))dr, Vt>0, (1.3.8)
t

ou M est donné par

Ensuite, grace a (1.3.6), on a
k(t) <ToE(t), Vt=>O0. (1.3.9)

En outre, étant donné que L~! est une fonction strictement positive, M est une fonc-
tion croissante positive ou nulle. Ainsi, différencier (1.3.8), et en utilisant (1.3.9), on

déduit que

K (s) = M(E(s)) > M (kT(j)) Vs>,

Intégrer cette derniere inégalité entre O et t et faire le changement de variable
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

dans l'intégrale ci-dessus, on obtient

ou B est défini par

—+00

O<B—Ti E(r)L ™" (E(7))dr < E(0) <n.

Comme M est positif sur (0,7], on déduit que pour tout r € [B,n], on a

f dy t
> V>0,
M(y) — Ty’ -

k(1)
To

(1.3.10)

Grace a la définition de K, et puisque L~! augmente strictement sur [0,7), on en

déduit que pour tout r € [B,n) et tout 7 € (0,7], on a
! mr-mr)<K.(r), VYo<r<
nr—Inrt - (7), T<r.

L= (r) -

Par conséquent, lim K, (7) = 4+o00. Ainsi, K, est une fonction strictement décroissante
T—0t

de (0,r] sur [0, +00). Ceci, avec (1.3.10), donne l'estimation

k(t) < ToK ! (i) , Vt>0.
1o

En particulier, comme M est croissant et positive ou nulle sur [0,7), alors que E est

décroissant, on en déduit

t+0
OM (E (t +0)) /M Ydr < k(t) < TOK;1<T1), Yt > 0,V0 > 0.
0

Par conséquent, on a l’estimation suivante

E@t) <M (em(ln} (Toye (6))) , Vt>0, (1.3.11)
€
ol on pose
1 t—06
= - K1 :
v (0) 7,5 ( T ), Vo € (0,1]
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

Soit ¢ > 0 fixé pour le moment. Ainsi, 8* est un point critique de =, si et seulement

s’1l satisfait la relation:

t—0* 0*
K1 ( 7 > + =0.
EATICEICD)
Par conséquent, en utilisant la définition de M et de W,, #* est un point critique de

v (L) =L
To Ty
1

Notons que V¥, est strictement croissante de [L%(r),—l—oo) sur [LT(,,),‘i‘OO), on en

7, si et seulement si il satisfait

déduit que pour tout t > T OL%(W 7 a un point critique unique 6 (t) auquel il atteint un

minimum. Ce point 6 (t) est donné par:

t

0(t) =Ty, (ﬁ) . (1.3.12)

De plus, grace a la définition de 6 (¢), on remarque que

M~ (Tyd (6() = K (#) _7 (%) |

Ainsi, en utilisant ces identités dans (1.3.11), avec (1.3.12), on obtient (1.3.7). On
remarque maintenant que W' (1) — +oo quand 7 — 400 et comme L est continue a 0
avec L (0) = 0, on en déduit que lim L | —— | = 0. Ainsi, la limite supérieure dans

t—~+oo v, (T—O)
(1.3.7) tend vers 0 lorsque le temps tend vers co. m

La fonction L ci-dessus sera choisie ultérieurement de maniere optimale en utilisant
des arguments de convexité. On rappelle certaines définitions et introduisons une notation
pour les fonctions convexes.On rappelle que si ¢ est une fonction convexe propre de R
sur R U {oo}, alors son conjugué convexe ®* Est défini comme:

" (y) = sup{zy — P (x)}.
TzeR
Proposition 1.3.1 ([6]) Soit g une fonction donnée strictement croissante impaire de

classe C', définie de R dans R telle que g’ (0) = 0. Supposons qu’il existe ro > 0 suffisam-
ment petit de telle que la fonction H définie par

H (z) = Vzg (V) (1.3.13)
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

est strictement conveze [0, 3.

On définit
~ H (z si xe 0,72
i (z) = (=) 0,7o] (1.3.14)
+00 si x € R/[0,rd]
et N
H*
) si y € (0,00)
L(y) = Yy (1.3.15)
0 st y =0,

o H* représente la fonction conjuguée conveze de H, c’est f]*(y) = sup{zy — H(z)}.
z€eR
On définit également une fonction Ag sur (0,7 par

H (x)

A () = zH' (x)’

(1.3.16)

Ensuite, les propriétés suivantes:

L est une fonction continue strictement croissante de [0,+00) sur [0,r2) donnée

par:

Nty B ) /(12
T e e L T
siy € [H (r3),+o00).

o L est dérivable sur (0, H' (r2)) et

L'(v) = (U (U)), ve (0,H (r})) (1.3.18)

V2

e [ satisfait également

L(v) = (H) " () (1 — Ay ((H’)*1 (U))) , (1.3.19)

et en particulier

0<L(H (r3)) <rg,
o Ay (z) € [0,1] pour tous z € [0, 73]

o [n outre, tous les résultats ci-dessus sont toujours valables dans le cas ro = oo, rem-
placer les intervalles fermés a droite par intervalles ouverts a droite de [’extrémité

+00. En particulier H' (r}) remplacée par oc.
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

Remarque 1.3.1 Lorsque ¢'(0) # 0, le feedback a une croissance linéaire proche de

Uorigine, et il est alors bien connu que l'énergie décroit exponentiellement (voir [36]).

Remarque 1.3.2 Les hypotheses sur H peuvent étre assouplies. En particulier, les
définitions ci-dessus ont encore un sens si H est seulement supposée convexe dans un
voisinage de 0, pour s’annuler a 0 et pour étre positive ou nulle dans un voisinage de
0. Mais dans ce dernier cas, on ne trouvera pas de tauzx de décroissance explicites . On
préfere ici fournir des conditions suffisantes qui conduisent a des taux de décroissance
énergétique optimale explicites et simples sous des hypothéses encore tres générales sur
les feedbacks. En fonction du comportement de la fonction Ag a Uorigine, on peut établir
une estimation supérieure simple explicite des taux de décroissance de [’énergie. Nous

nous référons a Fatiha A.-B. [3] pour plus de résultats.

Théoréme 1.3.3 (Alabau-Boussouira [3]) Soit H une fonction C* strictement con-
veze donnée de [0,7%] a R telle que H(0) = H'(0) = 0, et ro > 0 soit suffisamment petite.
On définit H par (1.3.14), L par (1.3.15) et Ay par (1.3.16).

Soit E une fonction réelle décroissante, absolument continue, non négative définie sur

[0, +00), Ty > 0 un nombre réel five. On définit = Bgo) > 0 par

B = 5]«:(0) = max (11,72 £ (0)) (1.3.20)

ot 11,me sont donnés en (1.5.10).

Supposons que E vérifie l'inégalité intégrale pondérée

/T E@t) L™t (EQ—?> dt <ToE(S) YV0<S<T (1.3.21)
s
sous condition

E(0)

Alors E satisfait le taux de décroissance générale suivant

P)<28L | — |, w> (1.3.23)
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ot

H/<r . .
+ dv, x>

U, (z) = v (1= Ay (H) ' (v))

(1.3.24)

En outre, si lim sup Ay (x) < 1, alors on a la formule plus simple de décroissance de
z—07F
[’énergie
1 (CT,
E(T)<28(H")™" (TO) (1.3.25)
pour t suffisamment grand et ot C' est une constante positive qui ne dépend pas de E (0) .
Enfin, tous les résultats ci-dessus sont encore valables dans le cas ot rg = +00 supp-

rimant la condition (1.3.22) et remplacant respectivement H' (r3) par oo et ( 7 par 0
o

dans (1.3.24).

Preuve. On pose
~ E (t)
E(t) = —=
®) 203

En utilisant (1.3.21), E satisfait (1.3.6). Alors, comme E est décroissante, et grace a
la proposition (1.3.1) appliquée a E , on en déduit

H (Tg) 2

E(t) < E(O) < L(H’ (r%)) =71y — T (2) <7y

(1.3.26)

On définit = 72 et définissons L comme dans la proposition (1.3.1). Alors, L est une
fonction strictement croissante de [0, +00) sur [0,7). On définit B par

—+00

0<B= % / E(r) L (E (T)) dr < E(0) < 7. (1.3.27)

0
On pose aussi r = L (H' (r?)). Ensuite, grace a (1.3.26) et (1.3.27), r € [B,n) Ainsi,
E satisfait aux hypotheses du théoréeme (1.3.2) avec r et B définis comme ci-dessus, de

sorte que l'estimation suivante sera satisfait

(1.3.28)
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1.3. Stabilisation non linéaire en dimensions finies

ou U, est défini dans (1.3.5) et K, est défini par (1.3.4). Faire le changement de variable
v= L' (y) dans (1.3.4) et en utilisant les formules (1.3.18) et (1.3.19), on obtient

(2)> n—1
An (1) ()

H’(r
<V, (ZB) =r+ K, (L (1)) =x+ { u2(1—AH((H’)_1(v)))dv
o L (1.3.29)
:H@@+;[ @AﬂGr%mw’xZW@)

On déduit facilement Iestimation (1.3.23) dans le cas général.

On suppose maintenant que lim sup Ay (z) < 1. Ainsi, il existe 0 < 25y < 1-

xz—0+
lim sup Ag () et il existe § > 0 tel que
z—07F
1 1
—— < —, Vze(0,4].

En utilisant cette borne supérieure avec x = (H/) ~! (v) dans (1.3.29), on en déduit

H'(5) H'(r3) H'(r3)
1 1 1 !
R Y £y e —

< D(x) pourx sufﬁsamment grand

ou D est une constante positive qui dépend de ry et 9. Depuis W, est strictement

croissante, on en déduit que
1 DT,
<
v (%)

Grace a la définition de E, estimer (1.3.28), la formule (1.3.19) et puisque L est

, Pour t suffisamment grand.

une fonction croissante et Ay une fonction non négative, on obtient I'estimation désirée

(1.3.25). m

Remarque 1.3.3 La fonction poids optimal est donnée comme la fonction L‘l(ﬁ) avec
un choix approprié de 3. Ce choizx est basé sur la méthode de convexité optimale, Introduit
pour la premiére fois dans [2], plus simplifié dans [3], et expliqué dans un cours de [5].
On peut choisir d’autres poids qui peuvent donner des taux de décroissance plus faibles,

et toujours suivre la preuve originale de la méthode de convexité optimale.
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1.4. Feedback polynomial en dimensions infinies

Remarque 1.3.4 Quand lim sup Ay (z) < 1, il a été montré dans [3] que le tauzx de
z—07F
décroissance donné par (1.3.25) (ou équivalent par (1.3.23)) est optimal dans le cas de

dimension finie.

Remarque 1.3.5 Les cas pour lesquels lim sup Ay () < 1 correspond a des cas pour
z—07F
lesquels le feedback g m’est pas a proximité d’une croissance linéaire proche de 0. En

particulier, le cas g(x) = x pour x € R, donne Ay = 1. On renvoie le lecteur a [3] pour

d’autres exemples et détails sur le cas lim sup Ay (z) = 1.
z—07F

Remarque 1.3.6 Notons que par définition de 5 dans (1.5.10), on a

E(0)
0< ———=< 1.3.30
2L (H' (r})) — p ( )
Par conséquent, Lil(%ﬁt)) est bien définie pour tous t > 0.

1.4 Feedback polynomial en dimensions infinies

Le but de cette section est de présenter les premiers résultats obtenus chronologiquement
pour des feedbacks non linéaires spécifiques, c’est le cas des feedbacks polynomiales.

De nombreux auteurs ont obtenu des résultats dans ce sens: Lagnese [38], Haraux
[29], Zuazua [59], Komornik [34], Nakao [48], Conrad et Rao [21] et leurs références.
Ces résultats concernent les équations des ondes avec feedback distribué ou frontiere et
utilisent soit la méthode de 1'énergie perturbée combinée avec les inégalités non linéaires
différentielles, soit les inégalités polynomiales de Gronwall pour 1’énergie naturelle avec la
méthode multiplicateur. On présente I’approche basée sur les inégalités polynomiales de
Gronwall combinées avec la méthode du multiplicateur. Dans ce contexte, on va, comme
pour le cas de feedback linéaire, séparer les différentes étapes: identification des énergies
dominantes et traitement de la non-linéarité des feedbacks.

On considere que le cas d'une équation des ondes polynomialement amortie localement,

c’est-a-dire
u — Au+ p(x,up) =0, sur (0,+00) x €,

u =0 sur ¥ = (0,4+00) x I' (1.4.1)
(u,ug) (0) = (u®,ul), sur €2,
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1.4. Feedback polynomial en dimensions infinies

ou dans la suite g sera supposée avoir une croissance polynomiale proche de l'origine. On

pose H=L?() et V = H; (). On considere le feedback p satisfaisant

( peC (ﬁ X R) fonction monotone croissante par rapport a la seconde variable
JaeC'(),a>0sur Q,

a(z) v <|p(z,v)| < Ca(z)|v]; Vrel si |u] > 1,
a(xz)g(|v]) < lp(z,0)] < Ca(z) g™ (jv]); Vo e€Q si o] <1,

a>a_ >0, Ve € w,

(HF)

ol g~! désigne la fonction inverse de g et ot C' est une constante positive.
On rappelle le résultat classique et le résultat de régularité suivants (voir, par exemple,
[39], [30] pour la démonstration) en utilisant la théorie de I'opérateur maximal monotone

non linéaire:

Théoréme 1.4.1 Supposons ’hypothése (HF). Alors pour tout (u®,u') € V x H, le
probléeme (1.4.1) a une solution unique u € C ([0, +00); V) x C*([0,+00); H); De plus,
pour tout (u®,u') € D (A)xV, la solution est dans L™ ([0, +00) ; D (A)) x W1 ([0, +00); V) x
W2 ([0, +00) ; H) et son énergie définie par:

E(t) == (luly +|Vuly;) t>0 (1.4.2)

1
2

Satisfait la relation de dissipation suivante:

E' (t) = — /utp (x,us) dx < 0.
Q
En utilisant les multiplicateurs E®~Y/2 [y ot Ku représente les différents multiplica-
teurs utilisés pour le cas linéaire dans la section 2, on peut prouver de fagon similaire au

cas linéaire

st s avec p > 1

Théoréme 1.4.2 On suppose que (HF') sont satisfait avec g (s) = |
pour s proche de 0 (cas polynomial). On suppose également que w satisfait aux conditions

géométriques (CG) ou (HG). Soit (u°,u') € V x H et désignons par u une solution de
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1.4. Feedback polynomial en dimensions infinies

(1.4.1) et E son énergie définie comme dans(1.4.2). Alors, E satisfait

T T
[ B (s) E&=D72 (s)ds < §, E0D/2 (1) + 8 [ E®D/2 (s) [ |p (a,uq)
t t Q

T

2
+03 [ EPV2(s) [|u[*ds, VO<t<T.

t

ot 0;,1 = 1,...,3 sont des constantes positives.

Théoréme 1.4.3 On prend les mémes hypotheses du théoréme 1.4.2. Soit (u°, ut) € V x
H et désignons par u une solution de (1.4.1) et E son énergie définie comme dans(1.4.2).

Alors E satisfait
T

/E<p—1>/2 (s)ds <T,E(S), NYO<S<T. (1.4.3)
S
Preuve. On définit Q, = {z € Q, |u| <1} et wy = {r € w, |uy| < 1}. Grace a (HF),

on a

lp (ue)|” < C’(utp(.,ut))ﬁ sur I’ensemble = €
De la méme maniere, on a

lug|> < C (wp (., ut))z’% sur I'ensemble z € w,

On a donc
T T
/E<p1>/2/yp(.,ut)y2 < C/E@U/?(—E/)pil dt
S Q4 S
et
T T
/E(pl)/2/|ut|2 < C/E(pl)/Q(—E')pil dt
S wt S

En utilisant I'inégalité de Young, on a pour tout € > 0

T

T
/E@-W? (7/p(.,ut)2+/ut2 < 5/E<p+1>/2+05E(5) W<S<T
S t S

Wt
D’autre part, grace a (HF), on a

T

/E<p—1>/z /|p(‘,ut),2+ / wl* | < CE(S) VO<S<T.

S \WANY” wA\wt

En combinant ces différentes estimations, on obtient (1.4.3). m
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Remarque 1.4.1 L’idée de diviser ’ensemble €2 en deuxr sous-ensembles, ['un avec des

vitesses proches de zéro et son complémentaire remonte a une idée originale de Zuazua.

Théoréme 1.4.4 On prend les mémes hypothéses du théoréme 1.4.2. Soit (u® u') €
V' x H et désignons par u une solution de (1.4.1) et E son énergie définie comme dans
(1.4.2).
Alors E satisfait
B(t) < C(E(0)trr,

pour t suffisamment grand et pour tout (u°,u') dans H} () x L? ().

Preuve. Si £ (0) = 0 alors le résultat se maintient facilement. Supposons maintenant
que E (0) # 0. Grace a (1.4.3) et en utilisant le théoreme 9.1 de komornik [34], ¢’est-a-dire

le théoreme 1.2.2 de ce chapitre, avec r = (p — 1) /2, on conclut. m

1.5 La méthode de convexité optimale

1.5.1 Introduction

Le but principal de cette section est de présenter la méthode de convexité optimale basée
sur la construction d’une fonction de poids optimal pour les inégalités générales de Gron-
wall, déterminée comme étant inconnue d’une équation explicite, grace aux propriétés de
convexité d’'une relation. La méthode était introduite dans [2] pour le cas de dimension
infinie et dans [3] pour sa version dans le cas de dimension finie. Cette approche est
construite a partir de plusieurs nouveaux résultats: décroissance optimale des solutions
des inégalités générales de Gronwall, classification des réactions par une nouvelle fonction
Ap(r) (introduite dans [3]), taux de décroissance constructive et simplifiée, arguments
de comparaison. Cette approche fournit une méthodologie complete et complete pour
établir des taux de décroissance de I'énergie optimale et quasi-optimale calculables ex-
plicites avec des applications dans des parametres de dimension finie et infinie, pour les
amortissements localisés, limites et de mémoire, ainsi que pour de nombreuses EDP, pour

divers exemples).
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Présentons les grandes lignes de la méthode de convexité optimale. Elle est basée sur

les étapes suivantes:
° Etape I Estimations de I'énergie cinétique dominante

Utiliser des multiplicateurs de la forme K (u) f (E) pour prouver que 'énergie satisfait

une estimation de la forme

T

/Tf(E(t))E(t)dtg61E(S)f(E(S))+62 //]p(.,ut)]2+63 /T/w]ut\2 Vo< S<T

S Oz S

ou les ¢; > 0 sont des constantes pour i = 1,...3 et ou

1. K représente divers multiplicateurs qui peuvent dépendre de u, Vu et (—A)_1 (Bu),
B étant une fonction de troncature. Ces multiplicateurs introduits par plusieurs

auteurs sont maintenant bien connus.
2. f a ce stade est une fonction de poids réguliere, positive ou nulle et non dépendante.

3. Oy = Q) dans le cas de feedbacks distribués localement et Oy = 92 en cas defeedback
frontiere, alors que w représente le sous-domaine de € (respectivement 0f2) ou le

feedback est efficace en cas de feedback distribués localement (resp. Frontiere).

e Etape II: Détermination de la fonction de poids optimale

La fonction de poids optimale f(.) = F%)

par Alabau-Boussouira [2], est déterminée implicitement grace aux propriétés de convexité

, qui a été introduite pour la premiere fois

d’une fonction H exprimée directement en termes de feedback proche de l'origine. En
raison de ce choix de H et de ce choix optimal de la fonction de poids w, on démontre que
E satisfait la méme inégalité de Gronwall non linéaire générale de la section 3.1 présentée
dans le contexte de la stabilisation de dimension finie, ¢’est-a-dire

E(t)

T
/E(t)Ll (W) dt <ToE(S), Y0O<S<T.
S
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Remarque 1.5.1 Notez que certains auteurs utilisent cette stratégie ci-dessus, mais ils

remplacent la fonction poids optimale EQL;) par une plus faible comme suit. On défini L

par

~

L(y) = H*(y) pour y>0, L(0)=0.
Il est facile de vérifier que
L(y) < Li(y)
ot
Ly ()= (H) ().

En particulier, en appliquant notre méthode de convexité, la fonction de poids w devient
wy () = Lyt (e0.) = H' (g0.)

ol £y = % Ensuite, ils suivent toute la méthodologie de la méthode de convexité optimale,
celle de la section 5.3 ci-dessous, en remplacant w par wy et en suivant nos résultats sur
les inégalités globales non linéaires non linéaires de Gronwall introduites initialement dans

[2]. Les estimations obtenues sont plus faibles et la méthodologie n’est pas originale.

° Etape I1I: Taux de décroissance optimales pour les solutions des inégalités Gronwall

non linéaires

En appliquant les résultats de la section 3.1, on déduit que E satisfait a l'estimation

semi-explicite:

—
3

E(t)<28L | ———— vt >

ou r est tout réel tel que

17 E
T E(r) L™t (—Qg)) dr <r <m.
0

° Etape IV Simplification des taux de décomposition et principe de comparaison de

I’énergie
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1.5. La méthode de convexité optimale

On utilise alors notre méthode de simplification introduite dans [3] pour prouver une

estimation supérieure aigué, explicite et facilement calculable, c’est-a-dire

1. Utiliser la nouvelle fonction Ay définie dans [3] qui comportement a ’origine mesure

en quelque sorte le comportement de feedback proche de 'origine.

2. Si lim sup Ay (x) < 1, on applique les résultats ennoncés dans la section 3.1 pour
x—07F
la stabilisation en dimensions finies et prouvons que F décroit a I'infini comme suit:

B <2 (5F),

pour t suffisamment grand et ot D est une constante positive qui ne dépend pas de

E(0).

3. Sous d’autres hypotheses sur le comportement de Ay proche de 0, on donne une esti-
mation d’énergie supérieure basée sur le principe de comparaison d’énergie introduit

dans [3], c’est-a-
E(t) < Cyw*(t) pour t suffisamment grand,

ou Cy est une constante positive et v est la solution de I'équation différentielle
ordinaire

V' (t)+g(v(t) =0, v(0) =+2E(0), t>0.

Nous compléterons la stratégie ci-dessus par une méthodologie pour obtenir des esti-

mations d’énergie plus faibles (Voir la section 5.7).

1.5.2 Estimations de I’énergie cinétique dominante

Cette partie existe déja dans le probleme de stabilisation linéaire, méme si elle n’est pas
présentée sous cette forme en général. Il devient important de distinguer cette étape pour
comprendre ol et comment les propriétés de convexité sont utiles. Soit €2 un sous-ensemble
ouvert borné de RV avec une frontiere réguliere notée par I' et w un sous-ensemble ouvert
de © de mesure positive. On suppose que le feedback p satisfait (HF') actuellement avec

une fonction générale g.
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1.5. La méthode de convexité optimale

Théoréme 1.5.1 Supposons qu’on a (HF) ou w satisfait aux conditions géométriques
(CG) ou (HG). On définit respectivement H, H et L par (HD), (1.3.14) et (1.3.15).
Soit (u®,u') € V x H et désignons par u une solution de (1.4.1) et E son énergie définie
comme dans (1.3.6). On suppose que E (0) > 0. Alors pour toute fonction non négative,

non décroissante C', f définie sur [0, E (0)], E satisfait

H‘\ﬂ

E(s) f(E(s))ds <0 E(t) f(E(t)) +52J7:f(E () [ 1o ()| ds s
- ! @ 1.5.1
+05 [f(E(s)) [|wl’ds YO<t<T

ou 0;, 1 = 1,...,3 sont des constantes positives.

Remarque 1.5.2 L’estimation ci-dessus montre que l’énergie cinétique mnon linéaire et
l’énergie cinétique linéaire localisée dominent le comportement de l’énergie totale. Une
estimation similaire est valable pour le cas d’amortissement des limites (voir [2, 3]).
Cette estimation est également valable pour d’autres équations telles que [’équation de
Petrowsky, les systemes couplés tels que les poutres de Timoshenko. . . Pour des raisons
de présentation et de clarté, nous n’incluons pas ici ces résultats. Ils peuvent étre trouvés

dans [2, 3] sous une forme abstraite avec plusieurs exemples d’applications PDE.

Preuve. Soit f une fonction C* positive, croissante, définie sur [0, E (0)]. La preuve
suit celle de la stabilisation linéaire dans la section 2, sauf que l'on doit choisir des
multiplicateurs de la forme f(E)Ku. Soit (u°,u') € H*(Q) N H} () x HL (). Soit
g0 < €1 < g9 < € et définissons pour i = 0, 1,2 les sous-ensembles @); comme dans (1.3.6)
et les fonctions ¥; € Cg° (RY) qui vérifient (1.3.7). On définit également A comme le

champ de vecteur de classe C! sur Q:

U, (x)mj(x) sizeQ;

h(x)=
0 size O\ Uy,
et considérons le multiplicateur f (E) Mu ou Mu = h-Vu + u % On considere
I’expression
T
[ [ £ 8t0 - sut p o) = 0.
S Q;
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1.5. La méthode de convexité optimale

Cela donne, apres une intégration appropriée par parties et procédant comme dans la

section 2

!ETEMHSf@D/ 14‘+!f /‘<wm
—S/f Q/M a:ut+CS/f / (u? + [Vul?).

IN\Q1

(1.5.2)

On doit estimer les termes du coté droit de (1.5.2). En raison du poids f (F) qui ne

dépend que du temps il y a un terme supplémentaire

]ﬂmE/Mwm
S

Q

qui peut étre facilement délimité au-dessus par

/f/ (B) E’/M(u) w| < /(—E’) £ (E)Edt < CE(s) f(E(s) Y0<S<T.

De la méme maniere, on a
E)/]\/[(u)ut <CE(s)f(E(s)) YOS S<T.

Comme pour le cas linéaire, la seule difficulté est d’estimer le premier terme du coté
droit de (1.5.2). La preuve suit celle du cas linéaire jusqu’au poids additionnel multipli-
catif f (F) qui ne dépend que du temps. On peut montrer que des termes supplémentaires
dus a l'intégration par parties peuvent étre limités ci-dessus. Plus précisément, on procede
comme suit. On définit ¢ € C§° (RN ) comme dans (1.3.14) multipliant la premiere

équation de (1.4.1) par f(E)Cu et en intégrant ’équation résultante sur [S,T] x 2, on
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1.5. La méthode de convexité optimale

obtient apres une certaine intégration par parties:

/Tf(E)/IW|2£ - —|rE /ufut /f /ufut

f(E)/£|ut\2+%/f(E)/u2A£

/

_|_

A — g P —

par conséquent, on a

T

/Tf<E) / !Vu|2gCE(S)f(E(S))+c/f(E) / 1 (2, ) [? + Ju? + w2,

NQ: S NQ2

On définit 5 € C§° (RY) tel que (1.3.17) se vérifie. On fixe ¢ et on considere la solution
z du probleme elliptique suivant (1.3.18) et (1.3.19). En multipliant la premiere équation
de (1.4.1) par f (F) z et en intégrant 1’équation résultante sur [S,T] x €,

S/Tf / lul> < CE(S)f +%S/Tf )Q/|P($aut)2+njf(EEtdt

QNQ2
C
+g/f(E>/rut|2 V> 0.
S w

On utilise les estimations ci-dessus et nous procédons de la méme fagon que pour le

cas linéaire, ceci donne

T

/Ef(E)<OE(S) +%/Tf / (2, )

S
—/f /|ut|+06/f E(t)dt ¥6>0

Choisissant 3b4 suffisamment petit, on obtient finalement

T

[Er®) SCE(S)f(E(S))+07f(E) [l + [ 1o
S w Q

S

Donc, on a prouvé que E satisfait une estimation de la forme (1.5.1). =
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1.5. La méthode de convexité optimale

1.5.3 Fonction de poids comme inconnu optimal

En général, les méthodes usuelles utilisées pour prouver les taux de décroissance de
I’énergie sont soit de prouver qu’une énergie perturbée, équivalente a 1’origine, est une
fonction de Lyapunov satisfaisant une inégalité différentielle non linéaire ou de prouver
que I’énergie originale satisfait directement a une inégalité non linéaire de Gronwall. Dans
ce dernier cas (aussi dans le premier), un point crucial pour étre str de perdre aucune
information sur la vitesse de la décroissance de I'énergie est de trouver des arguments
mathématiques pour construire un poids optimal. Ceci est une nouveauté importante
de notre travail dans [2] et plus tard, de sa simplification dans [3]. Ce travail est basé
sur une approche pour laquelle, en utilisant des arguments de convexité et en particulier
I'inégalité de Young, on détermine le poids optimal f comme la solution d’une relation

implicite, c¢’est-a-dire
SE" ( (B (1) = 5B (1) f (B (1)) ¥ >0,

Pour établir que I’énergie F satisfait une inégalité de Gronwall non linéaire appropriée.
La relation implicite ci-dessus a une solution unique qui implique la fonction inverse de L

définie par (1.3.15).

Théoréme 1.5.2 Supposons que f satisfait auz conditions géométriques (CG) ou (HG) ).
On définit respectivement H, Het L par (1.3.13), (1.3.14), (1.3.15). Soit (u’,u') € Vx H
et désignons par u une solution de (1.4.1) et E son énergie définie comme dans (1.3.6).
On suppose que E (0) > 0 et on définit b > 0 comme la constante explicite dépendant de
E(0), |wl|, |Q| défini dans (1.5.10). Soit f = L™ (%) Vs € [0,28r2), alors E vérifie

/E(s)f(E(s))dngoE(S) W<S<T

Preuve. On pose g9 = g (r9). En supposant que rq est assez petit, on peut supposer
que 0 < egg < 1.

De (HF), on peut facilement déduire que p satisfait aux inégalités suivantes:

cra (z) |v] < |p(z,0)] < ca(x)|v]; Y eQ Veu <y, (1.5.3)
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1.5. La méthode de convexité optimale

cia (@) g (Jv]) < lp(z,v)| < ca(z) g™ (Jv]); Ve eQ V| <e, (1.54)
Pour certaines constantes positives c¢1,co. On pose pour tout ¢ > 0 fixe,
= {7 € Q|u; (t,x) < eol}
On a également mis en place

1
¢ flall,

Ainsi, par définition de ¢, et grace a (1.5.4), on a:
¢ lp (a,u () ()" < 7§, Ve e Q.
En utilisant I'inégalité de Jensen, on a

1 2 2 2
1| g [l @) SKH/H p (a0 (1) (@)) d

o

= m/cg |0 (2, u (1) (2))] g (cq [p (2,0 (1) (2))]) di.

En utilisant (1.5.4) et le fait que H augmente, on en déduit

T T
o Lo
!f( ) [ ol i< [Er eyt | g [ eloulds

ot s Qt
Comme H est une fonction convexe et propre, on peut appliquer I'inégalité de Young

(voir [56], [54]]), de sorte que

T t T 1
FE®) [ |p (@ u) dedt < —1 Ndt+—E(S), Y0<S<T.

Cg

QN

i
(1.5.5)
Sur O\, on a |ug ()] > €. Ainsi, grace a (1.5.3), on a
1
p (@, u)|* < P (z,1), Voe ON\Q}.

g

Cela implique

/Tf(E(t)) / p (z, ;)| dadt < lg/T (E)dt. (1.5.6)
S S

ot
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1.5. La méthode de convexité optimale

On tourne maintenant vers I’énergie cinétique localisée, c’est-a-dire que on veut estimer

T
le terme /f (E (1)) / |uy|* dzdt. On a établi comme dans [2]
S w

= B (cvaeyH (13))

et
g1 = min (rg, g (r1)) .

On peut remarquer que €; < gp. On définit, pour ¢ > 0 fixe, I’ensemble
wy ={z €w, |u(t) ()| < e}

Grace a (1.5.4), notre choix de £; et a I'inégalité de Jensen, on obtient

1 2 1 2
H m[w)w ar| < m/ﬂuut(t)(xn)dx

IA

1
Jwf] [“t (t) () g (Jue (1) (2)]) da
1

IN

/utp (x,uy) dx.

t
w1

|wt|cra_

En utilisant une fois de plus 'inégalité de Young, on dérive

E(S), Y0O<S<T.

cia_

/ f(E W) / fun (1) ()2 dadt < || / A (F (E (1)) dt +

t
w1

(1.5.7)
Sur w\wi, on a |u (t)| > 1. Pour |u; (t)] > e, (1.5.3) satisfait. On peut facilement
vérifier qu’en utilisant (1.5.4), des inégalités similaires existent pour £ < |u; (t)| < &o.

Cela implique
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En insérant maintenant (1.5.5), (1.5.6), (1.5.7) et (1.5.8) dans (1.5.1), on obtient

[remega < s rwe)+ (22 ) B+
(% + Cf;_) /(—E’ 1) f (E)dt + (1.5.9)

(025 + 0ol / B (F (B (1)) dt.

g
On rappelle que L, définie par (1.3.15) est une fonction strictement croissante de

0,00) — [0, 7). On choisit un nombre réel 5 = Bg) > 0 comme suit:

£ = max (53 |w|+52%,%) (1.5.10)

Maintenant, on choisit la fonction de poids f annoncée, c’est-a-dire:

Fls) =1 @) vs € [0,2602)

Alors f est une fonction strictement croissante de [0,28rZ) sur [0,00). De plus, par

construction, f vérifie la relation:
I7% 1 2
BH* (f (s)) = §Sf (s) Vse[0,268r7).

Comme FE est décroissante, on a

2
7o

R TAvIC)

< 2Bry Vt>0.
On a donc en particulier:
SE* (F (B (1)) = 3B (1) (E(1) V>0,

Avec ce choix de (3 et f, le dernier terme du coté droit de (1.5.9) est borné dessus par

N | —

/E(t)f(E (1)) dt. (1.5.11)
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1.5. La méthode de convexité optimale

D’autre part, on rappelle que —FE’ est positive sur [0, 00), E est positive et décroissante
sur [0, 00) alors que w est positive et augmente sur [0, 2872).
Ainsi, le troisieme terme du coté droit de (1.5.9) est borné au-dessus par

(242 / CEEas (21 ) B (55) asw)

cg Cra— cg Cra— 20

On insere les estimations (1.5.11) et (1.5.12) dans (1.5.9). Cela donne

/TE(t)L_l (E2—g>> dtg2(51+5—2+~53 )E(S)L—l (i‘g))w (@+ % )E(S).
S

cg  Cra— 20 cg Cra—

Par conséquent, I'énergie E satisfait 1’estimation
r E
t
/E(t) Lt <%) dt <ToE(S) YVO< ST,
ou Tj est indépendant de E (0) et avec notre choix de 5 est donné par

To:z(@+ % +(51+@+~53 >H(r§)>

cg Cra_ Cg Cra_

Ainsi, les fonctions g, H, E et [ satisfont aux hypotheses du théoreme 1.3.3. En
appliquant les conclusions de ce théoreme, on déduit que E satisfait ’estimation désirée,

ce qui conclut la démonstration. m

1.5.4 Simplification des taux de décroissance de 1’énergie

Corollaire 1.5.1 Supposons les hypothéses du théoreme 1.5.2. On définit H par (HD)
et supposons que H est strictement conveze sur [0,r2]. On définit ausst H par (1.3.14), L
par (1.3.15) et Ay par (1.3.16). Soit (u®,u') € V' x H et désignons par u une solution de
(1.4.1) et E son énergie définie comme dans (1.3.6). Supposons que lim,_,osup Ay (z) < 1,

alors E satisfait
1 ( DT,
E(t) <28 (H') 1(—t0),

pour t suffisamment grand et ot D est une constante positive qui ne dépend pas de E (0)

et B est donnée en (1.5.10). En outre, supposons que soit

0< }jlir(l)lanH (x) < glcli%sup Ag (x) < 1,
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ou qu’il existe p > 0 tel que

z—0 z—0

| H () / 1 |
0 < lim inf , et limsupAy(z) <1
jix H (y) dy (%)

pour une certaine z; € (0, 29| (arbitraire), alors I'énergie de la solution satisfait l’estimation
E(t) < CE(0)v*(t) pourt suffisamment grand,

ou v est la solution de ’équation différentielle ordinaire

V() +g(v(t) =0,v(0)=+/2E(0),t>0.
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CHAPITRE
2 Résultat d’éxistence et

d’unicité

e chapitre est consacré a 1’étude de l'existence et 'unicité des solutions
de I'équation des ondes en présence de singularités . En premier lieu on
pose le probleme avec tous les hypotheses géométriques et hypotheses sur
le feedback. Ensuite, on donne quelques résultats préliminaires qui nous
permettent de démontrer le théoreme d’existence et d’'unicité de la solution de notre
probleme. En dernier lieu, on donne la démonstration du théoreme d’existence et d’unicité

de la solution.

2.1 Position du probleme

Soit £ un ensemble ouvert connexe borné de R? avec une frontiere I' = 9 de classe C?.

On considere le probleme suivant de la stabilisation frontiere non linéaire

Uy — Au =0, sur (0, +00) X £,

u =0, sur (0,400) x I'p,

%—I—m-ud(ut) =0, sur (0, 4o00) x I'y, (2.1.1)
u (0,.) = u°, sur €,

ug (0,.) = ul, sur €2,
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ou d est une fonction non linéaire a valeurs réelles et a croissance linéaire a 1’infini,

v la normale unitaire extérieure, Em désigne la dérivée normale de u. wu; et wuy sont
v

respectivement la premieére et la seconde dérivée de u par rapport au temps. Soit xy € R?

. 0 )

on définit I'p, 'y et m comme suit,

m(z) =z —1z9, Vze R
Ip={zel:m-v<0}, (HG1)
I'y={xzel:m-v>0}.
Ainsi, I = Tp Uy, TpNTy =0 et TpNTy = {S,S:}. 7(x) désigne le vecteur
tangent unitaire de €2 pour x € I'.

On suppose ’hypothese suivante sur la fonction de feedback non linéaire d:

(

d € C'(R) est monotone croissante,
J une fonction g € C' (R) impaire strictement croissante telle que,
g(wh) <ld)<Cg (o) si |o| <1,

o] < |d (v)] < Clv] st Jo| > 1,

(HD)

On introduit les espaces
V={veH" (Q), v=0 onTp},

et
H:=V xL*(Q).

Il est bien connu que pour des données initiales (u®,u') € H, le probleme (2.1.1) est

bien posé en H. En effet, on définit 'opérateur non linéaire A par

A(u,v) = (—v, —Au)

ou
0
D(A) = {(u,v) cVxV; AucL*(Q) et a—u = —(m.w)d(v) sur FN}
v
Ici Au est donné au sens des distributions alors que 1'égalité 5 = " (m.v)d (v) est
v
supposée donnée au sens faible, qui est
/Vu-Vgpdx+/Aug0dx: m-vd(v)pdo, YeoeV.
Q Q INY
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(2.1.1) peut étre alors, écrit sous la forme
(u,v) + A(u,v) =0
(u,0) (0) = (u”,ul)

Il est classique que A est un opérateur maximal monotone sur H, et D (A) est dense
dans H pour la norme usuelle (voir, par exemple, [12]). Par conséquent, pour toutes
données initiales (u°,u') € D (A), il existe une unique solution forte (u,v) telle que u €
Whoe (R; V) et Au € L™ (Ry; L? (2)). De plus, pour deux données initiales (u;,v;) € H,

pour i = 1, 2, les solutions correspondantes satisfont

[ (£) 1 (8)) = Cas (£) 0 (0)) g < € (0, 08) = (w3, e8)],, 2 >0,
En utilisant la densité de D (A), on peut étendre 'application
D(A) = H, (u’,u') = (u(t),v(t))

a un semi-groupe de contractions fortement continues (S(t));>0, et définir pour (u°,u') €
H la solution faible (u(t),v(t)) = S(¢)(u’,u') avec u € C(R; V)N C* (Ry; L2 (Q)).

On établit le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 (Existence et unicité) Supposons [’hypothése (HD), pour toute (u°, u')
€ H, le probléme (2.1.1) a une solution unique u € C ([0,00),V) N C* ([0,00), L*(£2)).

De plus, son énergie, définie par
1 2 2
B(t) = 5 (Il + 1Vulg) 20 (2.12)
est décroissante, et si (u°,u') € D (A)

/m upd () dor < 0.

Dans le cas de la stabilisation frontiere avec des conditions aux limites mixtes sur des
frontieres connexes, I'une des principales difficultés est que, méme pour des données tres
régulieres, la dérivée normale de la solution de (2.1.1) n’est pas dans L*((0,00) x I'p)

(voir Moussaoui [47] pour plus de détails). Ceci est lié au fait que la solution u de (2.1.1)
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est telle que pour ¢ > 0, u(t,.) € H*?75(Q) pour tout ¢ > 0. On décrit ci-dessous
le comportement de la partie singuliere de la solution au voisinages des points Sy, So.
Pour (u,v) € D(A), (m-v)d(v) € HY?(T), en utilisant un résultat de trace, on peut
construire u € H? (Q) tel que:

o _
v

u=0 surl, —(m-v)d(v) surl.

Soit f = Au — Au, alors U = u — u satisfait le probleme suivant:

—AU =f dans €,

U=0 sur I'p, (2.1.3)
oU
" =0 sur I'y,

ol f est dans L?(2). Il est bien connu (voir [26]), que la solution de (2.1.3) n’est pas dans
H?(Q).

Plus précisément, la solution est donnée par

0 0
U(r,0) = Ug(r,0) + c14/r1 sin 51)(1 + C94/T3 COS ?2)@, (2.1.4)

ot Up € H*(Q) est la partie réguliere de la solution, (r;,6;) sont les coordonnées polaires
locales au point \S;, ¢; sont des constantes réelles, et x; est une fonction troncature de telle
sorte que 0 < x; <1 et x; = 1 dans un voisinage de S; pour j = 1,2. Ainsiu =U +u
admet une décomposition de la méme forme que dans (2.1.4). Par conséquent, si (u®, u')

€ D (A) pour t fixé la solution u de (2.1.1) peut étre écrite sous la forme

0 0
u(t,r,0) = ug(t,r,0) + ci1s (t) /1 8in Ele + c95 (t) /19 cOs EQXQ (2.1.5)
ot ¢;s € C*(0,00) pour i = 1,2 et ug(t,) € H*(Q).
2.2 Préliminaires

2.2.1 Analyse convexe

Ici, nous présentons brievement les résultats fondamentaux relatifs a ’analyse convexe

dans des espaces infiniment dimensionnels. Pour d’autres résultats et un traitement com-
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plet du sujet, nous adressons le lecteur & Rockafellar [52, 53|, Brezis [12], Barbu [9] et
Ekeland, Temam [23].
Soit E un espace de Banach avec E’ son dual. Soit ¢ : E — (—o00, +0c] non identique-

ment égal a +oo
Définition 2.2.1 On dit que
e ¢ une fonction propre convexre sur E si
(L= A u+ M) < (1=A)é(u)+ Ao (v)
pour tout u,v € E et tout A € [0, 1].

e la fonction est semi-continue inférieurement en u € E si

pour toute suite (uy),.y C E, telle que lim |u, —ulz =0
n—oo

on a lim inf¢ (u,) > ¢(u) Yu € E.

Up—>U

La multi-application d¢ : E — E’ definie par
0p (u) ={u' € E': ¢ (v) > ¢ (u) + (v —u,u’) Yv e E}
s’appelle le sous-differentiel de ¢.[9]

Définition 2.2.2 ( Ekeland, Temam [23]) Soit ¢ une fonction de E — R, on appelle

dérivée directionnelle de ¢ en u dans la direction v, et on note

S (aie) — tn PN ()

A—0t A

S’il existe u* € E' telque Yv € E, ¢ (u;v) = (v,u*), on dit que ¢ est Gateauz-
différentiable en u, on appelle u* la différentielle de Gateaux en u de ¢, et on la note

¢ (u).

Proposition 2.2.1 ( Ekeland, Temam [23]) Soit K un ensemble conveze de E et soit
¢: K — (—00,400] G-différentiable en chaque u € K, alors les propriétés suivantes sont

équivalentes
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2.2. Préliminaires

e ¢ convexe dans K.
o (¢/(u)—¢' (v),u—v)>0,Vu,veK
o (¢ (u),v—) < 6() — b (w), Yu,0 € K

Proposition 2.2.2 ( Ekeland, Temam [23]) Soit ¢ une fonction convexe de E dans
R. Si ¢ est Gateauz- différentiable en u € E, elle est sous-différentiable en u, et 0¢ (u) =

{¢' (u)},
Réciproquement, si au point u € E, ¢ est finie continue et ne possede qu’un seul sous-

gradient, alors ¢ est Gateauz-différentiable en u et 0p (u) = {¢' (u)}.

Théoreme 2.2.1 Soit ¢ une fonction propre et semi-continue inférieurement dans F,

alors le sous-différentiel 0¢ (u) de ¢ est un opérateur maximal monotone de E dans E'.

Preuve. Rockafellar [52, 53] m

2.2.2 Théorie des opérateurs

Soit E un espace de Banach, A opérateur définit de £ — E'.
Définition 2.2.3 On dit que
e A est monotone si Vu,v € F,

(A(u) — A(v),u—v) >0

o A est maximal monotone s’il est mazximal dans l’ensemble des opérateurs monotones.
e A est hémicontinu si pour tout u,v € E , l'application
t— (A(u+tv),v)
est continue de R dans R.
Proposition 2.2.3 Soit A un opérateur définit de E dans E’. Il y’a equivalence entre les

trois propriétés suivantes:
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2.3. Démonstration du théoreme d’existence et unicité de la solution

1. A est mazimal monotone.

2. A est monotone et R(I + A) = E.

3. Pour tout A > 0, (I + )\A)_l est une contraction définie sur E tout entier.
Preuve. Brezis [12]. m

Proposition 2.2.4 Soit EE un espace de Banach réflexif et A un opérateur monotone,
hémicontinu et borné de E dans E'. B un opérateur maximal monotone sur E dans E’.

Alors A+ B est mazimal monotone.
Preuve. Barbu [9]. =

Théoreme 2.2.2 (Hille-Yosida) Soit A un opérateur mazimal monotone dans un es-

pace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D (A) il existe une fonction
u € C([0,+00), D (A)) N C ([0, +0c0), H)

unique telle que

i%‘ +Au=0 sur [0,+00)

u (0) = ug (donnée initiale) .
De plus on a

[u ()] < Juo| et

d
d—? (t)‘ = |Au(t)] < |Aug| Yt > 0.

Preuve. Voir Brezis [12]. =

2.3 Démonstration du théoréme d’existence et unicité
de la solution

On définit les espaces de Hilbert suivant

H = L*(Q), muni de la norme ||ul|3, = / u|® da

Q
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2.3. Démonstration du théoreme d’existence et unicité de la solution

et

V={veH" (Q), v=0Tp} munide lanorme ull? = / \Vul|? de,
0

on peut voir grace au théoreme de Poincaré que V est un espace de Banach.

On definit 'opérateur linéaire A : V — V/

(Au,v)y = /Vquda:.
Q
L’application est bien définie, puisque en effet

(A vy | < IVl 1900
< ully ol

ceci prouve que Au € V' et

[Aully, = sup
veVilolly <1

(Au, V)| < Hlully, Vu eV

L’opérateur A étant linéaire borné donc il est continu. De plus, A est coercif car
2 2
() = [ V0l do = C .
Q
Soit 'opérateur B: V — VV/ défini par

(Bu, v)y = /m ~vd (u)vdo, u,v €V. (2.3.1)
'y

On multiplie la premiére équation du systeme(2.1.1) par v € V et on integre par

parties sur 2. On utilise les conditions au bord et on obtient

0 = /(utt—Au) vdz

uttvdx—i—/VuVUdm—/@vda
ov
Q r

Q
Q/
= /uttvd:n—l—/Vqudx— /m-yd (uy) vdo
Q Q Ty
(g

¢+ + Au + Buy, U)VV ,
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2.3. Démonstration du théoreme d’existence et unicité de la solution

donc
uy + Au + Buy = 0 sur R™.
On pose
U —z
u =2z, U= et AU =
z Au + Bz

On peut écrire le systeme (2.1.1) sous la forme

U4+ AU =0  sur R*
U(0) = (u®,u')
On définit I'espace de Hilbert H =V x H et on considere I'opérateur A défini dans

‘H, de domaine

DA ={U=(u,2) eVxV:Au+Bze€ H}.

Pour montrer que A engendre un semi-groupe, il suffit de montrer que A maximal

monotone.

Lemme 2.3.1 A est un opérateur mazximal monotone dans H.

2.3.1 Preuve du lemme

La croissance de la fonction d donne la monotonie de A. En effet, pour U, U € D (A) on a
(AU = AT, U-T) = (z=Zu=0), +(Au— A+ Bz - B%,z - 2),,
M

= —@F-zu—u)y+(Au-1),z=2), +(Bz—BZ,z—2)y

= (Bz—BzZ,z — A)V,V,

= /m v( —d(2))(z—2)do > 0.

On montre maintenant que 'opérateur I + A est surjectif. En effet, soit (u°, 2°) € H,

on cherche (u,z) € D (A) tel que (I + A) (u, z) = (u°, 2°), c’est-a-dire

u=z4+u
(2.3.2)
24+ Az + Bz = 20 — Aud°.
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2.3. Démonstration du théoreme d’existence et unicité de la solution

Donc il suffit de montrer que I + A+ B : V — V' est surjectif et de prendre v = z +u°
et z € V tel que
(I+A+B)z=2"— Au. (2.3.3)

On remarque que 'application
z—z+ Az
est continue donc A est hémicontinue. De plus, comme
(A2, 2)yy = / |V2|? d
Q
2
= |zl =0

on aura la monotonie de 'operateur A, il s’ensuit que I + A 'est également.
Maintenant, on montre que l'opérateur B est maximal monotone.

D’abord B est un opérateur bien défini, on a I'y = I',U ' ol
Iy ={z el |v| <1} et I% = {z € Ty, [v] > 1}

En effet,

‘<Buav>v,v/ = /m -vd (u) vdo

IA

N
[ m-vijd ol do
I'n

C \F/ (d (u))® /v2

N N

=
=

IN

=

[olly,

IN
Q
—
=
S
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2.3. Démonstration du théoreme d’existence et unicité de la solution

par la continuité de la trace.

1
2

< C \F/(d(u))Q o]l + C /(d(u))2 [vlly,

1
2

[SIE

‘(BU, U>V7V/

D=

_ 2
< c| [ )| telre| fa] el
\ %
<cl| [ w?| «| [e]
s %

< o0

D’ou Bu € V' pour tout u € V.
On définit la fonctionnelle suivante:
J: 'V =R
v —=J@w) = [m-vD(v)do
'y

D (v) :/vd(s)ds.

On montre que J est sous-différentiable et que son sous-différentiel est 'opérateur B.

En effet la dérivée directionnelle de J en v € V' dans la direction de u est donnée par:

J (v) (u) = lim % [J (v + M) — J (v)]

A—=0
1 v+Au v
= lim — /m~1/ /d(s)ds da—/m-y /d(s)ds do
A—0 A
N 0 FN 0
1 v+Au
= m-l//l\lir(l)x / d(s)ds | do
FN v
= /m -vd (v) udo (2.3.4)
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2.3. Démonstration du théoreme d’existence et unicité de la solution

la derniere égalité vient du théoreme de la moyenne. Donc J est G-différentiable Vv € V|

de (2.3.1) et (2.3.4) on a

(J' (v),u)yy = /m -vd (v) udo
'y
= <BU7U>V,V/
d’out
J' (v) = Bv,Yv € V.

D’apres le corollaire 2.2.2. B est le sous-différentiel de J, il suffit de montrer que J est
convexe.

Comme J est G-différentiable, donc d’apres la proposition 2.2.1 il suffit de montrer

que Yv,w € V
(J' (w) = Jv,w —w)y . > 0.
Jw—Jv,w—0),, = (Bw— Bv,w—0).,
'A% \7A%
= /m~yd(w)(w—v)d0—/m-ud(v)(w—v)da
I'n 'y
= /mw[d(w)—d(v)](w—v)dazo Yo, w eV
I'n

car m-v > 0 sur I'y et d est croissante. D’ou J est convexe. En utilisant le corollaire
2.2.2o0n a
d(Jv)=Jv=Bu,YvevV,

d’ou B est le sous differentielle de J.
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2.3. Démonstration du théoreme d’existence et unicité de la solution

Reste a prouver que J est continue. En effet, soit {v,},.y € V une suite telle que

v, — v dans V

|Jv, — Ju| = /m~1//dsds
N v

IA IA
Q Q
1
\ E 3
E >
—~ a
QL V)

(V)
+
20—
—s
E
§

IN IN
Q Q
P m—
\ \

%
_|_
20—
\
§

1)dsdo + = /|vn| — |v)* do

< C cg_()/|vn—v|da+ /an| —|v|‘d0

Fl

Ona [ |v, —v| = 0 quand n — oo comme v, — v dans V. Il reste & montrer que
Ty
[ ||val® = Jv[*|do — 0 quand n — oo, on a

Iy
/’|vn|2—\v|2|da = /|vn—v||vn+v\da
Iy

2
l—‘N

< /|vn—v|2da /|vn+v|2da
2 2
N N

S+ [

N Iy

2 (Ioall3ars) + 03 rs,))
< 2 (c+ ||v||§2(m) < .

[SIE
(NI

Et on a

IN

/ v, + v|* do
I

IN

N
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2.3. Démonstration du théoreme d’existence et unicité de la solution

D’olt on aura | an|2 — |v|2‘ do — 0 quand n — oo, donc J est continue.
>

On a montré g]:le B :V — V' est le sous differentielle d’'une fonctionelle J continue,
convexe et propre, et d’apres le théoreme 2.2.1 B est maximal monotone.

De la proposition 2.2.4 on en déduit que 'opérateur (I + A)+ B est maximal monotone.
Et donc I’équation (2.3.3) possede une unique solution z € V. Comme on a u = z + u°
et Au+ Bz =2"—zalorsu € V et Au+ Bz € H d’ot le systeme (2.3.2) possede une
solution (u, z) € D(A). D’ou A est maximal monotone dans H.

En utilisant le théoreme de Hille-Yosida, pour U (0) € D (A), il existe une unique
solution U telle que U € C'([0,00),H). On en déduit alors que le systme (2.1.1) admet

une unique solution u € C ([0,00), V) N C* ([0,00), L? () .
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CHAPITRE

Stabilisation frontiere
non linéaire de I’équation
des ondes en présence de

singularités

ans ce chapitre on étudie la stabilisation de I’équation des ondes en présence
de singularités avec un feedback non linéaire. Tout d’abord on énonce
le résultat principal avec le lemme clé qui va nous aider dans la démonstration
de notre résultat de stabilisation, puis on passe a la démonstration de ce
lemme qu’on va appeler lemme principal du a son importance qui se fait en trois étapes.
La premiere étape consiste a approximer notre domaine, on fait des intégrations par par-
ties sur ce nouveau domaine, la troisieme étape on passe a la limite. Apres démontre le
résultat de stabilisation avec la méthode de multiplicateur. Puis on donne quelques ex-
emples du taux de décroissance de I’énergie. On termine par donner un autre résultat de

stabilisation mais cette fois ci avec un multiplicateur retourné m (z) = (al + A) (x — z9) .
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3.1. Résultat principal

3.1 Résultat principal

Dans cette section, on énonce le résultat principal. Pour cela on suppose la condition

géométrique suivante

m(S;) -7 <0 pour =12 (HG2)

ou 7; est le vecteur tangent unitaire a .S; pour ¢ = 1,2 orienté de I'y a I'p.

Théoréme 3.1.1 On suppose les hypotheses géométriques (HG1), (HG2) et l'hypothese
(HD). Supposons aussi qu’il existe ro € (0,1) avec g(ro) < 1, telle que la fonction H
définie par

H (x) = Vag (V7)

est strictement convexe sur [0,73]. Alors E satisfait [’estimation

1 T
E(t) <28L | ——— vVt >
( ) = ﬁ g1 (L) ) = I (7”%)
r \To
ot [ est donnée dans (3.2.9) et la fonction L définie par
]/_:[*
) si y € (0,00)
L(y) = y
0 sty =0,

On définit également une fonction Ag sur (0,r3] par

_ H@
xH' (x)

De plus, si lim sup Ay (z) < 1, alors E satisfait

z—0t

E(T) <23(H")"" (%) -

Grace au théoreme 1.3.3, il suffit de prouver que I’énergie satisfait ’estimation intégrale
pondérée (1.3.21), pour un certain Tp, pour prouver le théoreme ci-dessus. Pour cela, nous

avons besoin du lemme suivant.
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3.1. Résultat principal

Remarque 3.1.1 On utilise dans la preuve du lemme 3.1.1 ci-dessous, les notations
sutvantes

7 =71(5;), st 7(S;) est orientée de 'y a I'p.

7, =—7(Si), autrement.

Soit M € T' donné, on désigne par 7 (M) le vecteur tangent unitaire en M, orienté

dans la direction trigonométrique.

3.1.1 Lemme principal

Soit
s

ro =1 (5

ou [ est donnée dans (3.2.9). Notez que grace a la proposition 1.3.1, f est une fonction

) Vs € [0,28r5] (3.1.1)

C* positive strictement croissante définie de [0, 73] sur [0, co[. On fixe

1
Mu:m~Vu+§u.

Lemme 3.1.1 On suppose les hypothéses du théoréme 3.1.1. Soit u la solution de (2.1.1)

pour (u’,u') € D(A), et E son énergie, définie en(2.1.2). Alors on a l'inégalité suivante

T T T
/Ef (E)dt < /E’f’ (E)/utMudxdt— f(E)/utMudx +
S S Q Q S
T o2
m-v |Ou
S I'p
[ 0 1
/f(E)/ {_u (mVu + —u) + 27 (!ut|2 — |Vul?) | dodt, 0<S<T
ov 2 2
S I'n

(3.1.2)

3.1.2 Preuve du lemme 3.1.1

La preuve est basée sur la méthode des multiplicateurs (voir par exemple. [41, 34, 11, 26|

et sur [2, 3, 5]) pour traiter la non-linéarité de feedback. On utilise le multiplicateur Mu
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3.1. Résultat principal

défini ci-dessus. La méthode du multiplicateur repose sur la réalisation des intégrations

par parties du coté gauche de la relation

S/ Q/ F(E) (wy — Au) Mudzdt = 0.

Cependant, la régularité de la solution n’est pas suffisante pour effectuer directement
ces calculs. Il faut d’abord approcher le domaine. Pour cela, on devise notre preuve en

plusieurs étapes. Notez qu’on utilise la convention des indices répétés dans la suite.

Etape 1: approximation du domaine:
Pour remédier le manque de régularité de la solution aux ponts S, et S5, nous
travaillerons sur des domaines approchés. Ces domaines perturbés sont définis comme
suit. Pour € > 0, nous définissons les ensembles suivants

2
Q. =Q\|JB(Si,e), 99.=T5UTyUCIUCE,

i=1
C! = 0B(S;,e) N Q,
ou B(S;,¢) est la boule de rayon € et centrée dans S;. Désignons par n(z) le vecteur

normal unitaire externe de 2. a x € 9€). tel que n = v sur I'. Sur ()., la solution u de

(2.1.1) est suffisamment réguliere pour intégrer par parties.

Figure 3.1.1 :

Etape 2: intégration par parties:
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3.1. Résultat principal

Proposition 3.1.1 Soit u la solution de (2.1.1) pour (u’,u') € D(A), E son énergie et
f définie par (3.1.1). On a

f(E) futMuda:]

Qe S

[ 2 2 T
%/f(E)/(|ut| + |Vul?) dedt = gE'f' (E) [ usMudxdt —
S

Q
Qe ©

+® (T%5) + @ (T5) + @ (CL) + @ (C?).
(3.1.3)

Ou on a utilisé la notation suivante ® (U) avec U =T, ou, TS, CL, C! donné par

T
1
d(U) = /f(E)/ B—“ (m - Vu + §u> + = (Jue|* = |Vu|2)} dodt. (3.1.4)
s U 7
Preuve. On considere le terme
T
I(e) = //f (E) (uy — Au) Mudzdt = 0. (3.1.5)
S Q
On écrit I () =1, (e) — Iy () on

Ii(e) = /T F(E) / weMudzdt et Ip(e) = /T F(E) / AuMudzdt.
S S

Qe Qe

Grace a la régularité de u sur )., on peut intégrer par parties I (¢) et Iy (), on a

I (e) = /Tf(E)/uttMud:cdt,

€

r T
1 1
= |f(E) /utMudx — /E’f’ (E) /utMudxdt — /f (E)/ <§m -V | + 5 ]ut|2) dxdt.
0. s S Q. s Q.
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3.1. Résultat principal

f(E)/utMudx]T/TE’f’ (E)/utMudxdtJr%S/Tf(E)/Qutdedt

Qe Qe

s S Q.

- / £y [ det - / £ (E) / 5 luef?

00

f(E) / utMuda:]: S/T E'f'(E) / utMud:cdt—i—% S/T f(E) / || dadt

Qg Qs QE

T
—/f(E) / " i, (3.1.6)
s .
et
T
L) = /f(E)/AuMudxdt,
S 0.
T ) T
_ / £ (E) / Num Vudzdt + / f(E) / uAudzdt,
S Qe S Qe
. _
ou
= —/f(E) /VuV(m-Vu)dm—/a—m-Vuda dt —
S . 0. 7
1 r - 0
u
§/f(E) /VuVudx/a—nuda] dt.
S [ .
On pose
T
J:/f(E)/VuV (m - Vu) dzdt.
S 0.
On a donc
T 5 T 5
12:—J+/f(E) / a—um-Vudadt—%/f(E) L/VuVud:c / 8—uuda] dt. (3.1.7)
S . K S . 2. K
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3.1. Résultat principal

On évalue J comme suit

J = f(E)/Z&-uai (myOku) ddt
G ik
— f(E / Z O;u0;my,Opudx + Z Oyumy0; (Oru) dx] dt
ik

Qe

T
f(E)/!VUIQd:cdtJr%/f /m V(| Vul*)dzdt
Qe S Qe
1 T
f(E)/IWIQd:cdt—§/f /divm|w|2d:c— /m.nyw?da dt
S

Qe

A — g P Py BTy

< Q.

par conséquent,
T
1
:§/f /m n|Vul® dodt. (3.1.8)
S

En utilisant (3.1.6) — (3.1.8) dans (3.1.5), on obtient

T T
%/f / |ut\2+|Vu|2) dxdt = /E’f’ (E)/utMudxdt
S Qe S Qe
T
— f(E)/utMudx + 0I5+ () +2(CL)+2(C2).
Q. g

Ou on a utilisé la notation suivante ® (U) avec U = I'5, ou, I'y;, C2, C! donné par
r 9,
1
= /f(E)/ [5’_:; (m -Vu + §u) + 20 (\ut] — |Vu| ) dodt.
5 U

La stratégie sera maintenant de passer a la limite quand ¢ tend vers 0 dans (3.1.3).
La principale difficulté est due aux termes ® (C?) pour i = 1,2 dans (3.1.3). Dans I'étape
suivante, nous allons passer a la limite dans (3.1.3) pres des points S;, pour i = 1, 2.

Etape 3: passage a la limite au voisinage de S; sur C!, pour i = 1,2:
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3.1. Résultat principal

Proposition 3.1.2 Sous les hypothéses de Lemme 3.1.1, soit u la solution de (2.1.1) pour

(u,u') € D(A), E son énergic et f définie comme dans (3.1.1), on a quand € — 0

(C’l) — m 7(S1) [ f(E) (c1s( dt, (3.1.9)
[

d(C?) — —gm-T(SQ)/f(E) (cos (1)) d, (3.1.10)
S

ol ¢;s (t), i = 1,2 sont donnés en (2.1.5).

Preuve. Considérons les termes des intégrales de frontiere sur C?. Pour ¢ assez petit

xi = 1 sur C°, (2.1.5) devient
u=up+cis(t)ps i =1,2 (3.1.11)

ou la fonction singuliere o, est définie par

Vrsin? dans B(Sy,¢)

ps (1, 0) = (3.1.12)

Vreos? dans B(9,¢).

En utilisant la densité de C! (ﬁ) dans H?(Q), Nous pouvons supposer que up €
ct (ﬁ) Cela implique que pour tout ¢ € [0, +00), on a
ug (t,-) =0 (1), |[Vug (t,-)] =0 (1) in Q. (3.1.13)

D’autre part, grace a la définition de ¢g, on a

es =0 (Vr), |Vl :O(%) as r — 0. (3.1.14)

En combinant (3.1.11), (3.1.13) et (3.1.14) on déduit que pour presque tous t € [0, +00)

w(t, ) =0(1), [Vu(t,.) :0(%) as 7 = 0. (3.1.15)

70



3.1. Résultat principal

Considérons & présent @ (C?) définie dans (3.1.4), pour estimer le terme associé dans

(3.1.3). On procede comme suit

B (C1) :/ {@ (m Vu+ 1u> + wa)] do

an 2
et
0 0 1
= / (aii + clsa—f?> X (m - (Vug + c15sVs) + 3 (ug + clsgos)) (3.1.16)
o
+ 7 [((wn), + (e10); ) = (Vun + e1.V,)’] do.

La forme quadratique ® (C) peut étre écrite comme

) (Cl> = Iz—: (UR) + Iz—: ((ps) + Je (UR, 903) + Js (9037 uR) ) (3117)

£

ol
- 1 .
I (v) :/@ (m Vv + 51}) + % (1), 2 = |Vv]?) do,
~ ow 1 m-n
Je (w, 2) = 0158_77 m-Vz+ 7% + 5 ((c15), w2y — c1sVwWV2) | do.
o

On commence par calculer J. (ug, ,) et J. (psug). Au début

~ ou 1 m-
Ja (uRa 905) = / |:Clsa_77R (m : V(ps + 5905) + Tn ((Cls)t Ps (U'R)t - Clsv‘ps : VUR):| do .

el

De (3.1.14), nous avons dans le voisinage de C

c=0Wa). 1Wal=0(L). %o L) weor

Par conséquent,

}:1_{% Je (ug, ps) = 0. (3.1.18)

De méme, on montre que

lim J. (¢, ug) = 0. (3.1.19)
e—0

Soit

_ 9 1 .
7 (up) = / Oug (m Vgt _UR) N % (I(ur), > — [Vug]®) do.
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3.1. Résultat principal

En utilisant (3.1.13), on a

i(uR)( gc/ede.

(Voir figure 3.1.2 ci-dessous). par conséquent

lim |1 (uR)‘ = 0.
e—0

Considérons fa (ps) dans le voisinage de Sy, @5 = \/Fsing alors

([ Oy, 1 . 0P, r
ai :2—\/F81Hg7 (;09 :§COS§7
} e e de_0n,
on or’ or 90’
v |2—i
\ | s _47”‘

Au point S;, les coordonnées locales sont définies de telle sorte

(3.1.20)

que le demi-axe OX

soit tangent a I" dans le sens positif et que le demi-axe OY rentre dans € (voir figure 3.1.2

ci-dessous)

-

b(g

Figure 3.1.2 :

Comme nous avons m -1 = 0 a O, le point xy a les coordonnées (L,0) et m(z) =

(x — L,y)". En outre, on a 7= (—cos @, —sin )" et 7 = (—sin @, cos)’. par conséquent

m :mrﬁ_’_m@?a
m, = —((z— L)cosf+ysinbh),
my = — (x— L)sinf + ycos 0.
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3.1. Résultat principal

On a
I o 2 0 1 m-mn 2 2 2 2
c(ps) = [ (c1s) an m- Vs + 54,03 + 9 ((Cls)t | — (c15)” [ Vo5 ) do .
cl
On pose
0= (@ 22 (m- Vo, + 2o, ) + 20 (00 ool = (1) [V
S a/r] S 2 S 2 S/t S S S Y

calculer ¢ sur C! comme suit.

N 2 0 1 m-m 2 2 2 2
q = (c) 8_77 m- Vs + 5905 + o ((CIS)t |ps]” = (c15)” [V eps] )

_ 2 8@8 ? 1 agps agps 1 agps my 2 2 2 2
e <m( ) - gt = 2o S0 1 I (el () IVl)

= (013)2 <41—Tmr sin? g — %mg cos g sing — isin2 g) + % <<Cls)? r sin? g — 4_17">
- (CZ)Q <mr sin? g — Mg cos g sin g) _ (Cé;)2mr _ (0145)2 Gin? g n % (c1s)2 rsin? g
— (C;)Q (mr (% — %cos «9) — mgé sin 9) _ (Céi)zmr B (Cz>2 Gin? g n % (c1s) rsin®
= (Céjf (m, —m, cos® —mgsinh —m,) — (Cli) 2 g + % (c14)? 7 sin? g
— fmc(cls)287“ (m, —m, cos —mgsinf —m,.) — <Cl45) 2 g + % (cls)t2 7 sin? g
= %;8)2 (m,. cos @ + mysinf) — (CITS)Q sin? g + % (c15)? 7 sin? g
— (c14)° . : . (c15)?
= —3 (— ((z — L)cos@ + ysinf) cosd + (— (x — L) sinf + y cos ) sin ) — 0
—l—% (c14)? 7 sin? g
— (081;)2 (x—L)— M sin? g + % (cls)f rsin® g
Ainsi, on a
b(e) (r )2 (&1 )2 0 m 0
/qda = / 5 8?—: (ecos@ — L) —¢ 48 sin? 5+ 7T (c15)? €% sin’ §d0.
c1 a(e)

73



3.1. Résultat principal

Passant a la limite, on trouve

e—0

lim 7 (p) — / (1) _ryap

(3.1.21)

Insérons (3.1.18), (3.1.19), (3.1.20) et (3.1.21) dans (3.1.17) on a

015)2 m

. (
lig® (Ce) = —L—3

On procede de la méme fagon au point S;. On aura maintenant ¢, donné par

7

gpS:\/Fcosﬁ.

En effectuant une analyse similaire, on montre que

. 2 (025)27T
lim® (C?) = L .

e—0 8

Enfin, remarquant que grace a notre notation précédente (m - 7)(S;) est égal a —L
pour ¢ = 1,2, qui est 'abscisse de xy dans les coordonnées locales attachées a S;, On

récupere (3.1.9), et (3.1.10), ce qui conclut la preuve. ®
Etape 4: passage a la limite dans (3.1.3) en dehors des points singuliers:

Pour tout ¢t € RT, la solution wu(t,.) € V et u;(t,.) € V et par le théoréme de

convergence dominé de Lebesgue, nous avons € — 0

/ (|ut|2 + |Vu|2) dr — / (|u,5|2 + |Vu|2) dz,
Q

Qe

/utMudx — /utMudm.
Qe Q

De méme, nous en déduisons que

T T
%/f(E)/(|ut|2+|Vu|2) drdt — %/f(E)/(|ut|2+|Vu|2) dzdt,
S S Q

Qe
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3.1. Résultat principal

et
s 7 s

F(E) / wMudz| + / E'f (E) / wMudzdt — | f (E) / wMudz| + / E'f (E) / w Mudzdt.

Q. r S Q. Q T S Q
On passe a la limite dans (3.1.3) en considérant séparément les contributions de 9Q2.NT°
et C! pour i = 1,2. On procede comme dans [26] et [11]. On considere les termes ® (I'5,),
o (I'Yy), soit z € I's; UTS, on pose x; € {51, 5} tel que: |z — x| = dist (x, {51, 52}).
Comme m - v = 0 sur {5y, S2} on peut écrire:
(m-v)(x) = —m(xy) -v(x)+mx) v(x)

= (w1 +20) v (21) + (2 —20) - v (2)

= (r—x1—x+z0) V(T + (x —20) - v ()

= (@ —z) v(z) + (& —w0) - (v (2) —v(11)),
comme I' est de classe C?, v est lipschitz dans I" et alors nous obtenons

|(m - v) (x)| < cdist (x,{S1,S2}),

et de (3.1.15)

) 1
Vu)® =0 (dist o {SMSQ})) (3.1.22)

par conséquant

m-v|Vul* € L (T). (3.1.23)

Maintenant, comme v = 0 dans I'},

e(rg) = [0

I'p

2

ou do.

v

en utilisant (3.1.23) et le théoreme de convergence dominé de Lebesgue, on déduit

m-v |Oul? m-v |0u
do —
2 2
I_‘E

2

do,

v v

D I'p

quand ¢ tend vers zero. D’autre part, en utilisant la condition de frontiere sur I'y;, (3.1.15),
(3.1.22) et (3.1.23) on obtient

@
ov

ou

< cld ()],
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3.1. Résultat principal

ou ¢ est une constante indépendante de ¢, de plus (3.1.23), donc le théoreme de Lebesgue

implique

ou 1 m-v 9 9 ou 1 m-v 9 9
/ {5 (m -Vu + §u) 5 (Jue|” = [Vl )] do — / [5 (m -Vu + §u> 5 (Jue™ = [Vl )}
rs N

Nous concluons maintenant la démonstration du lemme 3.1.1

T T

/ Ef(E) = S/ E'f(E) Q/ wMudzdt — | f (E) Q/ wMudz :+ S/T f(E)F[ m

S
[ 0 i 2 2
+/f(E)/ {a_?: (m-Vu+%u> " (uf? ~ |Vl )} dodt
S

I'n

v|oul?
v

dodt

T
—|— m -7 (S) /f (c15 ( dt——m 7 (S3) /f (cos ( 2dt.
S

(3.1.24)
Comme (m - 7)(S1) <0et (m-7)(5) > 0, le résultat est prouvé.

Remarque 3.1.2 Dans le lemme 3.1.1, on a appelé l'inégalité (3.1.2) une inégalité de
Rellich pondérée généralisée. La démonstration ci-dessus de cette inégalité généralisée
repose sur la preuve de ['inégalité de Rellich classique, qui est une inégalité qui nimplique
seulement lintégration spatiale. Pour prouver les tauzx de décroissance d’énergie, dans le
cas linéaire en particulier, il est alors classique de ne traiter que les intégrales spatiales
impliquant une énergie perturbée et de séparer ce qui se passe pres des points singuliers
et ce qui est éloigné des points singuliers.. Lorsqu’on utilise la méthode d’énergie modifiée
(voir [36]), elle est généralement effectuée par des étapes différentes comme ci-dessus
(voir également par exemple [26, 47]). Ceci est en outre effectué sans multiplier ces
intégrales par une fonction de poids appropriée en fonction du temps et en s’integrant
davantage par rapport au temps. Ici, nous donnons l’approche compléte liée a la méthode
de l'inégalité intégrale. Ainsi, on choisit de présenter nos résultats de maniéere autonome
pour des raisons de clarté. Cette présentation est originale et cette facon de procéder
nous permet de combiner les aspects géométriques dus auz singularités, a la méthode de
convexité de poids optimal. Cela nous permet de traiter les types générauz de croissance

d’amortissement et d’obtenir des taux de décroissance optimale de [’énergie.
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3.2. Preuve du résultat principal

Remarque 3.1.3 Notez que la condition (HG2) doit étre supposée pour tous les points
singuliers. Pour comprendre la nécessité de cette hypothése, considérons des exemples
d’ensembles 2 € R? et des frontiéres I'p, Iy telles que TpN Ty est formée de J points
singuliers S; pour j € {1,......,J} avec J > 2, @ savoir TpN Ty = {51, ...., Ss}.

Dans ce cas, on peut généraliser la formule (3.1.24) en remplacant les deux derniers

termes par
T
T 2
o Ti/f(E) (cis (1))? dt
1=1 S
Supposons qu’il existe un sous-ensemble non vide J, C {1,....., J} de points singuliers

S; 1 € J,, tels que pour tout i € J, la condition (HG2) n’est pas vérifiée. On ne peut plus

affirmer que la propriété suivante

—Zm Tz/f (cis ( dt<0

vérifie. Ainsi, on ne peut pas affirmer que linégalité de Rellich, classique ou généralisée,
pondérée est valabe. Prenons l'exemple d’une telle situation géométrique en dimension 2.
Considérons la figure , la condition (HG2) n'est pas vérifiée pour le point singulier S3.

On ne peut donc pas appliquer nos résultats a une telle situation géométrique.

3.2 Preuve du résultat principal

On procede comme dans [2], on prouve que I'énergie E satisfait une inégalité intégrale
pondérée de la forme (1.3.21) pour un certain Ty. Nous envisageons des solutions fortes.
Grace a l'inégalité donnée par Lemme 3.1.1, ainsi que l'inégalité m - v < 0 sur ['p et
Ou =—m-vd(u) sur I'y, on a

ov

T

JEAGE

S

B (E) / M — / wMu| +
Q

F(E /m ,,{ (Jurf? —|Vu|)—<m-Vu+%u)d(ut)}
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3.2. Preuve du résultat principal

Figure 3.1.3 :

Les deux premiers termes du coté droit de I'inégalité ci-dessus sont bornés en valeur
absolue par cE(S)f(E(S)) ou ¢ est une constante qui ne dépend pas de E(0). De plus,
pour tout & > 0, grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, le dernier terme du membre de

droite est borné en valeur absolue par

/Tf(E)/m-y B |ut|2—|—c(s\d(ut)\2} +6if(E)/m-y|u|2 V>0 (3.22)

En utilisant le fait que, pour tout v € V', on a par continuité de la trace,

/|u|2 < cE.

I'n

On peut choisir § suffisamment petit et mettre le dernier terme de (3.2.2) sur le coté

gauche de (3.2.1). Cela donne enfin pour tous (ug, u;) € D(A) x V,

/ Ef(B)< 8.E(S)f(E(S)) + 3, / f(E) / ol HlawR)
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3.2. Preuve du résultat principal

Cela prouve l'estimation de 1’énergie dominante. Nous allons maintenant estimer les
deux derniers termes du coté droit de cette inégalité.

Par densité de D (A) x V dans Pespace d’énergie V x L?(Q), (3.2.3) est également
valable pour tout (u®,u') € V x L*(Q).

On fixe g9 = g(r9), sous I'hypothese sur 79, on a 0 < ¢y < 1. De plus 'hypothese

(HD), en déduit facilement que d satisfait aux inégalités suivantes:
crfol < ld ()| < exfol, vV [v] = e,

et
crg ([o]) < 1d (v)] < eag™ (J0]), v |v| < eo.

Nous nous sommes fixés pour tous les t > 0, v} = {z € T'n, |u] < &0}, nous avons
également mis en place

Cqg — —.
g9 Co

Nous procédons maintenant comme dans [2]. pour ¢t > 0, on pose

\’yﬂ:/m-yda, dYm = m - vdy.
"

1
Comme i / o cod?(uy)dym € 10,73], et grace a l'inégalité de Jensen, nous avons
Tl

1
H —t/ chz(ut)d’ym / 2(Jl2 (ut) d”ym.
|71| ”/f |71| 7

Par définition de H, on a
H (cyd*(u)) = egld(ur)lg(eg|d(ur)]) < coued(uy) on 7.

En utilisant cette derniere inégalité dans I'inégalité précédente, on obtient

1 c
H —/ Ad*(u)dyy, | < ——2+E'(t).
<m| o (e o

Comme H est croissante, on obtient

i) [ i < [ Dl pmam
o], [ il

1 g

—So /(¢ )) dt.

Ml
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3.2. Preuve du résultat principal

Appliquant 'inégalité de Young, nous obtenons

/f(E)/|d(ut)|2d7m < Il /Er (FE) +LE(S), VO<S<T.  (3.24)
S S

2
/ c Cq
71

En utilisant la croissance linéaire de d sur le sous-ensemble I'y\7%, nous prouvons

facilement
1

2
Cq

t/ﬂE)/lﬂdemﬁS b/«Eﬁ»ﬂE@ﬂt (3.2.5)

Cn\vY

T
On estime maintenant le terme /f (E) / |ug|* drymdt. On pose
S

I'n

2= 1 (erc,H (1))

et

g1 = min (ro, g(r1)) -

On peut noter que e; < g5. Comme précédemment, on démontre que (jusqu’a un

changement des constantes ¢q, ¢3), on a
c1fo] < ld(v)] < ez fv], V|| > e,

et
crg (Ju]) < d(v)] < ca97" (Jv]), V|| <er

On définit, pour ¢ > 0 fixe, Uensemble v4 = {z € Ty, |w] <e1}. Nous prouvons

comme dans [2] que

/f(E) / g ? dy < [T /ﬁ (F (B)) + C%E(S). W<S<T,  (3.26)

75

et aussi que nous avons

/f@)/’mfmmsi (—E'(t)) F(E(t))dt. (3.2.7)
S

C1
'\ S
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3.2. Preuve du résultat principal

Insérer maintenant (3.2.4), (3.2.5), (3.2.6) et (3.2.7) dans (3.2.3), on obtient

/TEf (B) < 6,E(S)f(E(S)) + (5—2 + @> E(S) + (é + @) X

5 . v v (3.2.8)
/ ‘FN| 73
(=E'(1)) f(E(t))dt + | da—5— + 02 [T | [ H* (f (E))dt.

Maintenant, on choisi notre fonction de poids f de maniere optimale en procédant
comme dans [2, 5] comme suit. Nous définissons F' par (1.3.15). On rappelle que F' est
une fonction strictement croissante de [0, +00) sur [0, 72). On choisit aussi un nombre réel
B = Be) comme suit:

= max H —E(O)
B = <52 2 + 62 [T, SF (T (rg))) : (3.2.9)

Notons que 8 ne dépend pas de f. Maintenant, nous choisissons la fonction de poids

f comme annoncé, qui est,

s
28

Alors f est une fonction strictement croissante de [0,28r2) en [0, +00). De plus, f

f(s)zF—l( ) Vs € [0,28r7).

satisfait la relation
=~ 1
BE* (f(s)) = 3 (5), Vs € [0,2613).
Comme FE est décroissante, on a

2
7o

E(t)SE(O)<E(O)F(T(rO2))

<2Bry,  Vt>0.
Ainsi, on a en particulier
B (f(EM) = =E@®) f(EW), ¥=0.

Avec ce choix de et f, le dernier terme du c6té droit de (3.2.8) est borné ci-dessus

par

N[ =

/ E(t) f(E (1)) dt. (3.2.10)
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3.3. Quelques exemples du taux de décroissance de I’énergie

D’autre part, on rappelle que —E’ est positive ou nulle sur [0, +00), et E est positive
ou nulle et décroissante sur [0,+00), alors que f est positive ou nulle et croissante sur

[0,28r2). Ainsi, le troisiéme terme sur le coté droit de (3.2.8) est borné ci-dessus par

<52 )S/T E(t))dt < (Z + ‘2) E(S)F™! (%?) (3.2.11)

On insere les estimations (3.2.10) et (3.2.11) dans ((3.2.8). Cela donne

T
(t)> ( 02 5) = (E(5)> (52 52)

E(t dt<25+ + E(S)F — | +2|=+—=)E(5).
Jear (5] 2 2 B P (5 2+ 2)B(s)
5

Par conséquent, ’énergie E' satisfait ’estimation

E(t) F! (ET(ﬁt)) dt <TyE(9), VO<S<T.

R~y

Ou Tp est indépendant de E(0) et, avec le choix de (3, Ty est donné par

0 ) ) )
T0_2(2 % (51+ % Q)H’(rg)).

Cg C1 Cg (&1
On a donc prouvé que E satisfaisait 'estimation intégrale pondérée (1.3.21). En ap-
pliquant les conclusions du théoreme 1.3.3, on déduit que E satisfait I’estimation désirée,

ce qui conclut la preuve.

3.3 Quelques exemples du taux de décroissance de
I’énergie

On donne un exemple de taux de décroissance pour plusieurs exemples de feedbacks (voir

[2]):

Exemple 3.3.1 ( Le cas polynomial) Soit g donné par g (z) = xP otup > 1 sur 0, 7] .

Alors lénergie de la solution de (2.1.1) vérifie l’estimation

E(t) < CBpot 71,
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3.3. Quelques exemples du taux de décroissance de I’énergie

pour t suffisamment grand et pour tout (u°,u') € V x L* (Q) et ot Bg o) est définie comme
dans (1.3.20). De plus, cette estimation est optimale dans le cas de dimension finie, la

2
fonction Ay définie dans (1.3.16) satisfait lim Ay (z) = —— €]0,1].
z—01 p +1

Preuve. En effet, on a g(x) = 2P ou p > 1, on a aussi la fonction « définie dans

(5.20) de [2] comme suit:

0

i — [ 9 (g () +ug (u) — g (u))
7 /(ug' (w) + g (u)* (ug' (u) — g

W
vg' (v) + g (v)
g@)=aP,p>1 ¢ (z)=paP' ¢" () =p(p—1)aP?

v (v) +4a(v)

Exemple 3.3.2

70

/ uP (u’p (p — 1) uP™? + upu™! — uP)
To

(upup=1 + uP)? (upup=! — up)

T

R
N p?—lurt]_

1 (11
o op2—1 \ ! rg_l '

2v
o) = iy T
w14 1 4
 (p+Doer  pP—1ort p2— 1!
- 2, 4 4
P I e I P e
B 2(p—1)+14 4
p+1)p—1)vrt  (p2—1)r"
B 2(p+1) - 4
p+1)@—1Dort  (p2—1)r5"
- 2
- (p—1Dor!
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3.3. Quelques exemples du taux de décroissance de I’énergie

\ 4
ou C =
P2-1)rh "

on a aussi z (t) = ¢~ (%) , p)=8, oH(B)=v

2 2
e A
= Fz(p—l)(ﬁJrC)
(p—1) 1

d’ot
. B 2 p—1 1
o ) ((p—1>) (6+C)7
donc
2(t) = ¢! <Ti0)
) 1 1
B ((P—1)> <L+C>Pll
On a
, 2t (z(1) —g(z(t)
Et) < 282 (t)z(t)g’(z(t))-i-g(z t)
2 20 &P — 2 (1)
< 282°() 2 (t) pz (t)p_l—i-Z(t)p
p—1,
< 25p+1z (t)
n

Exemple 3.3.3 (Le cas exponentiel) Soit g donnée par g (x) = e+ sur]0,ro]. Alors

I’énergie de la solution de (2.1.1) vérifie l’estimation

E(t) < 28p) (H')™ (?)
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3.3. Quelques exemples du taux de décroissance de I’énergie

pour t suffisamment grand et pour tous (u’,u') € V x L?(Q) et ot la fonction H est
définie par
H(z) = Vze @, x>0,

de sorte que

E (t) < OB (In (1))

pour t grand.  De plus, cette estimation est optimale dans le cas de dimension finie, la

2
fonction Ay définie dans (1.3.16) satisfait lim Ay (z) = —— €0, 1].
z—07t p+1

Exemple 3.3.4 (Entre cas polynomial) Soit g donnée par g (z) = 2P (In(1/2))? od

p>2etq>1sur]0,ry. Alors l’énergie de la solution de (2.1.1) vérifie l’estimation

D

E(t) < 28p) (H) ™ (7) ,

pour t suffisamment grand et pour tout (u®,u') € V x L?(Q) et ot

ro=e (o) (50 ()))

La fonction H étant définie par

H(z)=z2"7 (m (%))q z € (0,1)

De plus, cette estimation est optimale dans le cas de dimension finie, la fonction Ay

o e 2
définie dans (1.3.16) satisfait xlir[r){r Ap (x) = P €10, 1[.

Exemple 3.3.5 (Plus rapide que les polynémes, moins qu’une exponentielle) Soit
g donnée par g (x) = e~/ o5,p > 2 sur]0, o] . Alors I’énergie de la solution de (2.1.1)
vérifie l'estimation

E(t) < 2Bp) (H) ™ <§) ,

pour t suffisamment grand et pour tout (u®,u') € V- x L?(Q) et ou

-2 (o))
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xg)

La fonction 6 est définie par
()Y
H (z) = v/ze (n(%)) ,  x€(0,1).
De plus, cette estimation est optimale dans le cas de dimension finie, la fonction Ay

io T, 2
définie dans (1.3.16) satisfait mlg& Ap (x) = P €10, 1[.

3.4 Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xy)

Dans cette section on montre un résultat de stabilisation non linéaire du probleme (2.1.1)

en utilisant le multiplicateur retourné

m(z) = (al + A) (z — xo),

1
avec 7o € R? donné, I = matrice identité, A une matrice antisymétrique
0 1
Al = — A a nombre réel positif
0 —a )
A= ,a > 1 nombre réel,
a 0
avec

@ +[|AJZ = 1, [[A]l, = v/p (AA% et p(A) = max ()

3.4.1 Résultat de stabilisation

Dans cette sous-section, on énonce le résultat principal. On suppose toutes les hypotheses

de la section précédente, on a alors:

Théoréme 3.4.1 On suppose les hypothéses géométriques (HD), (HG1) et (HG2). Sup-
posons aussi qu’il existe 1o € (0,1) avec g(rg) < 1, telle que la fonction H définie par
(1.3.13) soit strictement conveze sur [0,73]. Alors E satisfait l'estimation (1.3.23). De

plus, silim sup Ay (z) < 1, alors E satisfait(1.3.25).

x—0t+

Pour prouver le théoreme ci-dessus, il suffit de prouver que I’énergie satisfait I’estimation
intégrale pondérée (1.3.21), pour un certain Tj, grace au théoreme 1.3.3. Pour cela, nous

avons besoin du lemme suivant.
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xo)

Lemme principal

Soit
s

f(s)=F7! <26> Vs € (0,267

ot B est donné dans (3.2.9). Notez que grace a Proposition 1.3.1, f est une fonction C*

positive strictement croissante définie de [0, 73 sur [0, oo[. On fixe
1
Mu=m-Vu+ Tk

Lemme 3.4.1 Supposons les hypotheses du théoréme 3.1.1 et soit u la solution de (2.1.1)

pour (u®,u') € D (A), et E son énergie, définie en(2.1.2). Alors l'inégalité suivante est

vraie
T T T )
! pl m - v 8u
/ EfEy< [ EF (B / wMudzdt — | f (E) / wMudz| + / I (E) / NS o+
v
S Q Q S S I'p

ou m-v 2 2
f(E)/ {5 (mvu+ N;— 1u) +— (Jue|” = [Vl )} dodt.

Ao— P —

I'n
Preuve de lemme

Etape 1: Approximation du domaine

Pour remédier au manque de régularité de la solution S; et Sy, on pose, pour € > 0
2

Qe =0\ [ JB(Sk,e), 99.=T5uT5ucCluc?,
k=1

C* = 0B(Sy,e) N Q,

ou B(Sy, €) est la boule de rayon ¢ et centrée dans Sy.

Etape 2: Intégration par parties:

Proposition 3.4.1 Soit u la solution de (2.1.1) pour (u°,u') € D (A), E son energie et
f définie par (3.1.1). donc on a

T . T
%/f(E) / (|ut|2 + |Vu\2) dedt < [E'f'(E) [ wMudzdt — | f(E) [ utMudx]
J J S Q. o s
+@ (T3) + @ (T5) + @ (C) + @ (C2).
(3.4.1)
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xo)

Avec la notation suwante ® (U) avec U =T%, ou, I's;, CL, C! donnée par

d(U) = /Tf(E)/ [g—z (m-VU—i—%u) +¥ (lue® — |Vul?) | dodt.
S U

Preuve. On consideére le terme

I(e) = //f (E) (uy — Au) Mudzdt = 0. (3.4.2)
S Q

On écrit I () =1, (e) — Iy () on

L) = /T F(E) / ugMudzdt ot I (s) = /T F(E)
S S

ANuMudzdt.
Q. -

Q

Grace a la régularité de u sur ., Nous pouvons intégrer par parties I; (¢) et I3 (g),

on a

Qe

I(e) = /T f(E) / uy Mudxdt,
S

9T

L Qe dg S Q. Q.
i 1T T . T
— f(E)/utMudx —/E’f’ (E)/utMudxdt+§/f(E)/2d|ut|2 dxdt
L Q. lg 5 Q. s o
T T '
- [ 1) [l dwde~ [ £E) [ ol o
s 0. S Qe
r T
= f(E)/utMudx —/E’f’ (E)/utMudxdter/f(E)/|ut]2 dxdt
0. s S 0. s o
T T '
1@ [Pl dsa— [ 108 [ 5l dsd
S 0. s Q.
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xg)

et
T
I, = /f )/AuMudxdt
S Q.
T . T
= /f /Aum Vudxdt+§/f /uAudxdt,
S Qe S Qe
T
= /f L VuV (m - Vu) dx—/—m Vuda]dt
S < 082
. T
—/f L/ VuVudx — / —uda] dt
2 U]
S £ £
On pose
T
J:/f(E)/VuV (m - Vu) dzdt,
S Q.
On a donc

ya /T (E / o Vudodt— % /T £ (B) L/ VuVuds — / —uda] dt. (3.4.4)

€

On évalue J comme suit

f (E)/Z@,u& (myOku) dxdt
G, ik

-
I

Z O;u0;my, Opudr + Z Oyumy0; (Oxu) d:v] dt

g, Lik ik

T
1
f(E )/Vu(dI+A Vuda:dt+§/f /m-V|Vu|2d:vdt
s

Qe

f(E)/]Vu]dedtJr/f(E)/Vu (AVu) dodt — (3.4.5)
S

Qe

f(E) L/divVqux /m~77|Vu\2da

e 09,

dt
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xo)

on a Vu (AVu) = 0 comme A est antisymétrique, par conséquent

1
zﬁ/m-V\Vu\Qdadt
I

En utilisant (3.4.3) — (3.4.5) dans (3.4.2), on obtient
T

2d21S/Tf(E)(Zut2dxdt+%S/Tf(E>SZvuzdxdt = S/E’f’(E)/utMudxdt

Qe

T

(3.4.6)

— | f(E) /utMudx +®(I'p) + @ (I'y)

Qe S
+0 (CH) + @ (C1).

Avec< la notation suivante ® (U) avec U = T'5, ou, I'y;, C!, C! donnée par

/f /{ (m Vu+;u> +m (Jwl* = |Vul )] dodt.

comme on a d > 1, alors on obtient

T T
%/f(E)/(]ut|2+!Vu|2) drdt < /E’f’ (E)/utMuda:dt (3.4.7)
S Qe S Qe
T
— f(E)/utMudx + (%) +
Q. g

B (1) + @ (1) + 0 (C2)

La stratégie sera maintenant de passer a la limite quand ¢ tend vers 0 dans (3.4.7).
La principale difficulté est die aux termes ® (C?) pour ¢ = 1,2 dans (3.4.7). Dans I'étape
suivante, nous allons passer a la limite dans (3.4.7) proche des points singuliers.

Etape 3: passage a la limite au voisinage de S; sur C?, pour i = 1,2:

Proposition 3.4.2 Sous les hypothéses du Lemme 3.4.1, soit u la solution de (2.1.1)

pour (u®,u') € D(A), E son energie et f définie comme dans(3.1.1), lorsque e — 0 on a

2 (Cl) = "7 (5) / £ (B) (cas ()2 dt, (3.4.8)
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xo)

T
(02) — ——m 7' SQ /f CQS dt, (349)
S
ot ¢ (1), i = 1,2 sont donnés en (2.1.5).

Preuve. Considérons les termes d’'intégrale sur la frontiere sur C. Pour ¢ assez petit

pour avoir x; = 1 sur C?, (2.1.5) devient
u=1ugr+cs(t)ps i =1,2 (3.4.10)

ou la fonction singuliere ¢ est définie par

Vrsin dans B(S,¢)

s (1, 0) = (3.4.11)

Vreos? dans B(9,¢).

En utilisant la densité de C*! (ﬁ) dans H?(£2), on peut supposer que ug € C'! (ﬁ)

Cela implique que pour tout ¢ € [0, +00), on a

ur(t,") =0 (1), |Vug(t,-)] =0 (1) in Q. (3.4.12)
D’autre part, grace a la définition de ¢4, on a

1
s =0 (Vr), |Ves| =0 <W> as 1 — 0. (3.4.13)
En combinant (3.4.10), (3.4.12) et (3.4.13) on en déduit que pour presque tout ¢t €
[0, +00)
1
u(t,.)=0(1), |Vu(t,.)|]=0 (W) as r — 0. (3.4.14)
Nous considérons maintenant ® (C!) définie dans (3.1.4), pour estimer le terme associé

dans (3.4.1). On procede comme suit

o (CY) :/ B—Z’ (m-Vu—Flu) +m (Jusl? = |V )}

€

2
ou 0 s 1
= / (8_77}% + Clsa_();) X (m : (VUR + ClsVSOs) + 5 (uR + 615(703))
c2

+me [((ur), + (c1s), 0s)? — (Vug + clSchs)Q} do.



3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xo)

La forme quadratique ® (C) peut étre écrite comme

d (C’El) = I (ug) + L (ps) + Jz (ugr, ps) + Jz (ps, ur) , (3.4.15)
ou
f(v):/@ m-Vot o)+ 77 ()2 - |Vol?) do
‘ on 2 2 t ’
Cl

J. (w,2) = / {615(9_11) (m -Vz+ %z) + % ((c15), w2y — clstVz)] do.

ci
On commence par calculer J. (ug, ps) et J. (psur). Au début

~ ou 1 m -
Ja (UR, @s) - / |:Clsa_: (m : VSOS + 5905) + Tn ((Cls)t Ps (uR)t - Clsv@s ' VUR):| do .

De (3.4.13), on a dans le voisinage de C!

_ _ S Ips _ L +
<ps—0(\/5), |V<p3|—0(\/g), 817_O< )ase—>0.

Par conséquant,

l_l_r% J- (ug, s) = 0. (3.4.16)

De méme,on preuve que

}:1_{% Je (ps,ur) = 0. (3.4.17)

Soit a présent

~ ou 1 m -
F(ur) = [ 58 (s S+ o) + " ()~ (V) o
Cl

£

En utilisant (3.4.12),nous avons

fg(uR)( §c/5d9.

(Voir figure 3.1.2 ). par conséquent

L (uR)‘ —0. (3.4.18)

lim
e—0
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xo)

Maintenant, soit I. (,)au voisinage de Sy, p, = V/rsin? alors

(D, 1 dps T
87” :2—\/;Slﬂg, 80 _7(308%,
) 0ps _ _agos 0ps _ l&ps
on or’ or 90’
2 e —
\ |V(PS| - 4’/“'

Au point S;, les coordonnées locales sont définies de telle sorte que le demi-axe OX

soit tangent a I" dans le sens positif et que le demi-axe OY rentre dans € (voir figure 3.1.2

).
Comme m-n = 0 au point O, le point x a les coordonnées (L, 0) et m(z) = (z — L,y)".

Ona 77 = (—cosf, —sinh)' et 7 = (—siné,cosf)’. par conséquent

m :mrﬁ—l—mg?,
m, =—(x—L)(acosh+ asinf) —y(asinf — acosh),
myg = (v — L) (acosd —asinb) +y(acosl + asinb).

~ 0y, 1 m-
Lo = [ (e 5 (me Vo + o) 4 757 (et lonf = (0 IVl do.

0p, m-
q = (015)2 Ld (m : VSOS + _905) + Tn ((Cls)? |905’2 - (015)2 |V905’2> )
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xo)

on calcule ¢ sur C! comme suit.

9 s 1 m-n
q = (CIS) n (m Vs + 29%) + 5 ((018)152 |§05|2 - (615)2 |Vg05|2)
8% L 0ps0ps 1 0Op, m, 2 2 2 2
(c15) (mr Tme 90 or 2903 ar + 5 ((Cls)t || (c1s)” [Veps| )
1 1 0 . 0 1 2 0 N m, ( )2 ,0 1
= —m, ———m —sin— — — — rsin® — — —
()" ( 37 gy Mo COS G Ring — sy )b o el rsint g = o
(e’ , 0 0 0\ (1)’ (1) . 50 my, o . 0
= m, sin? 2—m9008251n2 ~ =, my — — —sin 2+ 5 (c15); Tsin 5
. (CIS)2 L. (CIS)2 (018>2 o0 m, 2 . o0
= 4 \ml5—3 cos@ Mo sin @ er —y sy + 5 (¢15); Tsin 3
2 2
s . s . 9 r . 9
= (Cér) (m, —m, cosf —mgsinf —m,) — (014) sin? 5t m7 (c16)7 7sin’ 3
2 2
S S . 9 T . 9
= (Cér) (m, —m,cos —mgsinf —m,.) — (014) sin? 3 + m7 (015)? rsin? 3
2 2
B s s . 0 r . 0
= (8071’ ) (m,. cos @ + mysinf) — (e)” sin? 2 + m7 (c15)? 7 sin’ 2
— (e )? —(r—L)(acosf + asinf) —y(asinf — acos)) cos O+
_ ( 18)
8r ((x — L) (acos@ — asinf) + y (acos 6 + asinh)) sin 6
(013)2 . 6 my 2 . 6
— sin? 2 + o (c1s); 7sin® 2
_ (013)2 (Cls)2 . 9 0 my 2 . 9 0
= [—a(zx— L)+ ay] — LS+ (c15); 7sin 5

2 2
S S . 9 T . 0
/qda = / —€<Cl ) [—a(ecosf — L) + casinf] — 6% sin? 5t % (c14)? €2 sin? 2 de.

Par passage a la limite on obtient

inT(e) = [l raw

(3.4.19)
insérons (3.4.16), (3.4.17), (3.4.18) et (3.4.19) dans (3.4.15) on a

(015)27r
lim ® (C ) —La—F——.

e—0 8
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xo)

On procede de la méme facon au point S;. On aura maintenant ¢, donné par

0
goSZ\/Fcosi.

En effectuant une analyse similaire, on montre que

2
. 625) ™
lim® (C?) =L (—
limy @ (CF) = La—=

Enfin, remarquant que grace a notre notation précédente (m - 7) (S5;) est égale a —L
pour ¢ = 1,2, qui est 'abscisse de xg dans les coordonnées locales attachées a .5;, on

récupere (3.1.9), et (3.1.10), ce qui conclut la preuve. =

Etape 4: passage 2 la limite dans (3.1.3) en dehors des points singuliers:

Ici la preuve se fait de la méme fagon que la section précédente, on aura les convergences

suivantes, lorsque € — 0

1 Tf( E) (|ut| + |Vl )dmdt—> f |ut| + |V )dxdt
2

0. Q
ST ST
f(E)/utMudx —i—/E'f’ (E)/utMudxdt—> f(E)/utMud:E +/ E'f (E)/utMuda:dt.
o r S 0. 0 T S Q
ou 1 m-v 9 9 ou 1 m-v 9 9
/[8u (m Vu + 2u) 5 (Jue)” = [Vl )} do — / {% (m-Vu+§u> +— (Jue)” = [Vul?)
re, 'n
m-v |ou|® m-v |ou|®
/ 9 5 dO'—>/ 9 5 dO',
rs D

On conclut la démonstration du lemme 3.4.1

T T T 7
Ef(E)< | E'f(B) | wMudvdt — | f(E) [ wMudz| + [ f(B) [ Y
[ [rre ] [rve] <o)
T
%1/f(EX/{g%(anhp+%u> mé”(hﬂ2—|vm%}daﬁ
s I'y

T

T
+8m 7' Sl /f Cls )) dt——m T SQ /f CQS dt
S

2

0u\ 1ot

v
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3.4. Cas de multiplicateur retourné m (x) = (al + A) (x — xo)

Remarquez que dans la notation précédente (m - 7) (5;) est égale a — L, qui est I’abscisse
de z( dans les coordonnées locales attachées a S;, comme (m - 7) (S1) < 0et (m-7) (S2) >

0 le résultat est alors obtenu.
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Conclusion

ans cette these on a montré comment étendre de maniere autonome les

résultats existants sur I’équation d’onde amortie limite au cas des hy-

potheses générales de croissance sur la fonction d’amortissement. Pour

cela, nous combinons la méthode de Grisvard (et les travaux ultérieurs
de [36, 47, 20]) et la méthode de convexité optimale du premier auteur [2, 3] (voir aussi
[1]). Nous présentons la méthodologie générale pour combiner les deux constructions qui
permettent de prouver d’un coté I'inégalité de Rellich sous des hypotheses géométriques
appropriées et d’autre part de prouver I'inégalité globale pondérée globale (1.3.21) en util-
isant la méthode de convexité optimale. Nous montrons que la présence des singularités
n’affecte pas le taux de décroissance de I’énergie. Cela ouvre la voie a d’autres extensions,
en utilisant les idées développées dans notre article, a des dimensions plus grandes ou
égales a 3. Une autre question tres difficile est liée aux aspects de discrétisation comme
dans [7]. Il est bien connu, pour I’équation d’onde linéairement amortie, qu’il faut ajouter
une viscosité numérique pour obtenir la désintégration uniforme de I’énergie. Nous nous
référons a [8], et aussi a [58] pour une présentation tres intéressante des différents as-
pects sur ce sujet et [24] et les références qui y figurent. Il existe une littérature tres
intéressante sur ce sujet qui est particulierement intéressante dans les applications. Dans
[7], les auteurs ont étudié les discrétisations des systemes non linéaires localement amortis,
y compris comme cas particuliers ’équation d’onde, ainsi que les équations de Schrodinger
ou de plaques, qui sont uniformes par rapport aux parametres de discrétisation. Il serait
tres intéressant d’étudier la discrétisation de 1’équation d’onde singulierement amortie.

Pour cela, il faut d’abord comprendre comment étendre les résultats existants au cas des
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Index

opérateurs d’amortissement non bornés. Il faut alors déterminer si la présence de singu-
larités et leur discrétisation a ou non les problemes de discrétisation, et en particulier si,
comme dans [7], une viscosité numérique, comme dans le cas linéaire, est suffisante pour

dériver I'uniformité Energie dans le cas singulier.
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