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Tests de comparabilité stochastique et
applications



بسم االله الرحمان الرحيم



                                           Résumé

L’objet de cette étude est de  construire un test statistique pour détecter
l’appartenance d’une distribution à la classe de loi non paramétrique, la loi
HNBUE.

 Le test est basé sur une caractérisation de la loi HNBUE à l’aide de l’ordre
stochastique convexe (ou dominance stochastique de second ordre).

Le test présente est une test application d’un test plus générale de Kaur-Rao-
Singh pour la comparabilité au sens de l’ordre convexe de deux variables
aléatoires représentant des gains (pertes) en finances, durées de bon
fonctionnement en fiabilité, etc…
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est un chapitre introductif consacré a certaines
généralités sur la dominance stochastique de

second ordre
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Introduction

Pour comparer des variables aléatoires, on utilise le critère de la variance considérée comme

risque, ou bien, on utilise le critère moyenne-variance, ces deux critères ne permettent pas

toujours de comparer ces variables aléatoires, par exemple lorsqu’il s’agit  de risque, de gain

et  de durée de vie ou de bon fonctionnement dans le domaine de la fiabilité.  Par exemple,

on a X, Y deux variables aléatoires, si on compare par le critère moyenne variance, on choisi

X, et si on utilise comparaison stochastique, on choisi Y.

Pour améliorer cette comparaison, on considère  une autre approche de comparabilité dans

le sens stochastique (dominance stochastique dans les sciences économiques).

La comparabilité stochastique joue un rôle important dans le domaine de la fiabilité. Dans ce

domaine, on s’intéresse en particulier, à la comparabilité convexe (qui correspond dans les

sciences économiques et actuarielles à la dominance stochastique du second ordre).

Dans le domaine économique, plusieurs méthodes ont été proposées pour tester la

dominance stochastique de second ordre. On cite en particulier :

§ Deshpande / Singh (1985) ont  proposé un test statistique d'un échantillon indépendant

de type intégral pour la dominance stochastique de second ordre DS2. Ils ont supposé que  la

fonction de  distribution ,0F  est connue. Ils ont testé 0H : F = 0F  contre l’alternative de

dominance avec 0F  connue, le test statistique est à double intégrale :

( ).)())()( 002 ò ò
¥

¥- ¥-

-=
x

X xdudFuFuFT
)

§ Le test a de bonne propriété d’efficacité, mais  il est limité d’utilisation car F0 est

rarement connu et les données doivent être indépendantes.  Les économistes traitant

l’hypothèse H1 : « FX domine à l’ordre deux FY » de deux échantillons en  comparant

ò
¥-

x

Xm duuF )(,  et ò
¥-

x

Yn xF )(,   pour   chaque  x,  où )(, uF Xm et )(, uF Xn  sont   les  fonctions  de
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distribution estimée. Des algorithmes efficaces ont été développés pour comparer  deux

échantillons de grandes tailles.

§ Kaur, Rao et Singh (1994) et Anderson (1996) et Davidson et Duclos (2000) ont proposé

un test à l’ordre s. Leur test peut être étudié  pour comparer les  hypothèses suivantes:

On suppose que [ ]1,0 est le support de X et Y donc les  statistique deviennent

respectivement;

{ }.)(inf xTZ ss
M =           et { }.)(inf* xTZ ss

M -=     avec
)(

)(ˆ)(ˆ
)(

xV
xFxFxT

s

s
Y

s
Xs

)
-

=

Kaur,  Rao  et  Singh  (1994)  ont  considéré  le  cas   particulier  de  s  =  2,  c.-à-d.,  le  cas  de

dominance stochastique de second ordre. La statistique inf proposée est asymptotiquement

équivalente  à )(2 xT .   Ils  ont  proposé   un  algorithme  pour  trouver  le  minimum  de  cette

statistique (le théorème 2.3) (KRS 1994). Cette statistique  sera utilisée dans l’application que

nous réalisons dans  cette thèse.

§ Dans le chapitre 2 on s’intéresse aux notions d’ordre de comparabilité stochastique   qui

sont utilisables dans le domaine de la  fiabilité. On a étudié aussi les lois non paramétriques

(les classes de vieillissement de distributions de la durée de vie). Ces lois ont été introduites

plutôt en théorie de la  fiabilité.

§ le chapitre 3, porte sur l’étude des tests non paramétriques. On décrit en particulier : le

test Kolmogorov-Smirnov(KS) qui est basé sur la différence maximale entre les deux

fonctions de distribution empiriques, le test de Wilcoxon-Mann Whitney qui est de

meilleure performance que celui de KS, il  n’utilise pas les valeurs observées mais, il utilise le

rang des observations. Ces tests non paramétriques, ne donnent pas toujours des bons

résultats. Pour améliorer ces résultats, on va passer à la comparabilité dans un sens

stochastique, c’est à dire comparaison de la distance entre les  deux  distributions
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empiriques, ces tests s’appellent tests de comparabilité stochastique. Plusieurs statistiques on

été proposées, pour cela, on s’est intéressé au test basé  sur la statistique de KRS (1994).

En utilisant ce test statistique pour construire une autre statistique qui permet de détecter

l’appartenance à  la classe HNBUE.

§ Les chapitres 2  et  3  qui  représentent   l’apport  essentiel  de  notre  travail,  où   on  se

concentre sur la comparaison des tests qu’on a étudié précédemment. On trouve  le

meilleure test. Ces résultats, ont permît ensuite, dans le chapitre 4 d’étudier l’efficacité  de

test de comparaison convexe  pour un type le loi non paramétrique : la classe HNBUE.



Chapitre 2

     porte sur l'étude :

§ des notions de comparaison stochastique
qui sont utilisables dans le domaine
fiabilité.

§ des lois non paramétriques-



Chapitre 2   Comparaison stochastique et les lois non

paramétriques

12

Dans ce chapitre on définit la notion de comparaison stochastique en général. On se limitera

aux notions de comparaison convexe (dominance stochastique à l’ordre deux).

2.1 Comparaison stochastique

Bien que très populaire, le critère moyenne-variance ne suffit pas toujours à comparer deux

variables aléatoires, et peut même conduire à des aberrations. Pour améliorer cette

comparaison on suppose une autre approche de comparaison  stochastique.

Cette approche de comparaison stochastique est non paramétrique et  contient plusieurs

avantages importants. Elle est basée sur les fonctions de répartition empirique, ou bien sur

les fonctions de répartition de quantile empirique. En suite, on compare (maximise) la

différence entre les deux fonctions de répartition empiriques, on fait des suppositions

concernant  la fonction de répartition et la fonction d’utilité. Une comparaison dans un sens

stochastique peut être vue comme un ordre partiel sur un ensemble de fonctions de

répartition cumulé.  Il existe plusieurs types de comparaison stochastiques : nous

commençons tout d'abord par présenter la comparaison stochastique, largement utilisée en

fiabilité, pour comparer des variables aléatoires réelles représentant la durée de bon

fonctionnement.

2.2 La fonction d’utilité

 La théorie de Von-Neumann et de Marganstrem  du comportement économique suppose

que chaque individu possède une relation de préférence indépendante définie sur l’espace

des variables aléatoires. Cette relation a une représentation d’utilité. Ceci signifie qu’étant

données les  variables  aléatoires quelconques X  et Y (non dégénérées) ayant les fonctions

de répartition (FX, FY), un individu préfère X à Y si :

))(())(( YuEXuE ³                                 (1)
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Définition 2.1

Une fonction d’utilité  est une fonction à valeurs réelles  définie sur l’ensemble des

nombres réels  (représentant les résultats possibles de la variable aléatoire), et qui mesure la

valeur  relative des résultats.

 La fonction d’utilité espérée d’une variable aléatoire X est définie par:

 avec FX la fonction de répartition de X.

Dans le cas discret, si la variable aléatoire prend les valeurs  , avec des

probabilités  , alors l’utilité espérée  est

Il  y  a  beaucoup  de  situations  où  la  fonction  d’utilité   d’une  décision  appartient  à  la  classe

suivante de fonction d’utilité :

.,0)(,0)(,; 2

2

þ
ý
ü

î
í
ì

"£³Â®Â= xxu
dx
dxu

dx
duU

Dans la classe U, les  fonctions d’utilité sont croissantes concaves (la dérivée impaire est

positive et la dérivée paire est négative). Cette classe est connue comme classe des fonctions

d’utilité d’aversion pour le risque (la seconde dérivée est négative). L’ensemble des fonctions

exponentielles négatives constituent une base pour cette famille de fonctions d’utilité et

aussi les fonctions logarithmes.

On peut écrire la fonction d’utilité comme suit :

La fonction d’utilité logarithmique: u(x) = ln(x), vérifie :
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La fonction d’utilité exponentielle   pour  vérifie :

La dérivée n ème )(xu n  est positive  pour n impair, et négative pour n pair.

Remarque

§ On suppose dans la suite que la fonction d’utilité est deux fois dérivable sur son support.

Caractéristiques

§ La concavité est une condition nécessaire pour que l’inégalité ))(())(( YuEXuE ³

(1) soit vérifiée.

§ Le critère de l’utilité moyenne est plus général que le critère espérance-variance.

2.3 Aversion au risque :

Définition 2.2

Soit X une variable aléatoire réelle. Un individu averse au risque vérifie :

L’inégalité (2) porte le nom d’inégalité de Jensen.

Propriété 2.1

L’inégalité de Jensen est reliée au concept de l’ordre convexe (lorsque l’inégalité est

inversée).

L’inégalité de Jensen n’est pas vérifiée pour toute fonction d’utilité concave.
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Remarque

§ L’aversion pour le risque se traduit par la concavité de la fonction d’utilité.

2.4 Comparaison stochastique dans le domaine de la fiabilité

Les différentes notions d’ordre stochastique sont utilisées dans d’autres domaines que les

sciences économiques, par exemple la théorie de fiabilité.

Dans le sens fiabilité on compare la durée de bon fonctionnement  de deux systèmes 21,SS de

durées de vie YX, , en connaissant les principales caractéristiques de fiabilité de chacun des

systèmes. On dit qu’un système est plus fiable qu’un autre si sa caractéristique de fiabilité est

meilleure.

2.4.1  Caractéristiques de fiabilité

a)   La comparaison stochastique

Soient X et Y des variables aléatoires réelles,

Définition 2.3: La comparaison stochastique est définie par :

[ ] [ ])()( yuExuEYX
st

£Û³ +Â®Â" :u  Croissante continue.

Théorème 2.1 [25]

Les variables aléatoires YX ,  sont classées pour la relation de comparaison stochastique

YX
st
³  si et seulement si l’inégalité suivante est vérifiée pour toute fonction u croissante

))(())(( YuEXuE £ .
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La comparaison stochastique peut également être caractérisée à l'aide des fonctions de

répartition :

Propriété 2.2:

),()( xFxFYX YXst
£Û³ ÂÎ"x

Propriété 2.3

On peut définir la comparaison stochastique à l’aide des fonctions quantiles.

Soient  les quantiles de X, Y.

Théorème 2.8 [21] : )()( pQpQYX YXst
³Û³ , ] ]1,0Î"p

b)  la Comparaison en moyenne

Définition 2.4 Soient YX ,  deux variables aléatoires, on dit que X est plus fiable en

moyenne par rapport à Y ( YX m³ ) si ).()( YEXE ³

c)  La comparaison en moyenne résiduelle
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Définition 2.5 Soit YX ,   deux variables  aléatoires, on dit que X est plus fiable à l’usage

par rapport àY  ( YX
mr
³ ) si  pour tout t positif.

On note dudvvhtXtXEtm
t

u

])([exp()/()(
0

ò ò
¥

-=>-= . Chacune de ces définitions ci-dessus

est raisonnable pour les applications mais privilégie un aspect particulier du bon

fonctionnement de l’élément étudié.

2.4.2  D'autres notions de comparaison stochastique

a) Comparaison convexe

Définition 2.6

Soient X, Y deux variables aléatoires tel que: )]([)]([ YuEXuE £ (1) Â®Â" :u convexe

On dit que X est inférieur à Y dans l'ordre convexe et on note YX
cx
£ .

Théorème 2.2 [25]

Soient X, Y deux variables aléatoires telle que E(X)=E(Y). On a que YX
cx
£ , si et seulement si

aYEaXE -£- òò
¥-¥-

£
x

Y

x

X duuFduuF )()( ÂÎ"a

Démonstration

Soit X une variable aléatoire et u1, u2 deux fonctions convexes, définies par:

ïî

ï
í
ì

-=

-=
+

+

)()(

)()(

2

1

xaxu

axxu

Si XY
cx
£ alors

ïî

ï
í
ì

-£-

-£-
++

++

])[(])[(
])[(])[(

YaEXaE
aYEaXE    (1) a"
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On intègre les deux expressions  quand l'expression (1) est réalisée et on trouve

ò ò
+¥ +¥

£
x x

YX duuFduuF )()( ÂÎ"x     et

òò
¥-¥-

£
x

Y

x

X duuFduuF )()( ÂÎ"x

On suppose que les deux intégrales sont calculables.

 a 1)  Caractéristique de comparaison convexe

Théorème 2.3 [25]

Soient X, Y deux  variables aléatoires non négatives, avec l’égalité des moyennes.

1. YX
cx
£ si et seulement si ò ò

+¥ +¥

£
x x

YX duuFduuF )()(

2. YX
cx
£  si et seulement si òò

¥-¥-

£
x

Y

x

X duuFduuF )()(

  Introduisons la fonction 2
XF  (fonction de comparaison) qui est la primitive de la fonction

de répartition FX

  Définition 2.7 : On définit

:2
XF

duuFx X

x

)(ò
¥-

+

®

Â®Â
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§ La comparaison convexe, permit de classifier deux variables aléatoires X, Y. ceci se fait

à l’aide d’un graphe de comparaison lorsque les courbes de  ne se croisent pas.

Théorème 2.4 [21] : Pour tout X tel que [ ] ,+¥<XE  on a

i. 22
XX QF =-

ii.
22 -= XX QF

Le 2
XQ  est l’intégrale de XQ

Théorème 2.5 [21] : ),()( 22 pQpQYX YXCx ³Û£ ] ]1,0Î"p

b)  Comparaison concave

Définition 2.8 [25]

Soient X, Y deux variables aléatoires. On dit que YX
cv
£ si )]([)]([ YuEXuE £

Â®Â" :u concave.  On  montre   que YX
cv
£ si et seulement si .XY

cx
£  L'ordre

concave et l'ordre convexe sont deux notions inséparables.
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Remarque 1

3. XY
cv
£ si et seulement si ò ò

+¥ +¥

£
x x

YX duuFduuF )()(

4. XY
cv
£  si et seulement si òò

¥-¥-

£
x

Y

x

X duuFduuF )()(

c)  Ordre de Lorenz

La comparaison convexe est également  connue comme comparaison généralisée de Lorenz.

La courbe de Lorenz est utilisée dans le domaine économique pour mesurer l'inégalité entre

deux distributions (l'inégalité de revenu).  Soient X,  Y deux  variables aléatoires non

négatives et soient FX,  FY deux distributions associées. Soient les fonctions inverses
11, --

YX FF respectivement, et  les quantiles de X,  Y,  et  la moyenne de la variable

aléatoire X.

On note YX LL ,   les courbes de Lorenz de X, Y.

Avec.

    En effet, on a

La courbe de Lorenz généralisée est par définition
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L’expression ci-dessus  montre que la  comparaison  convexe  et  la

comparaison de  Lorenz généralisé sont équivalentes. Si X et Y ont la même moyenne, ces

relations de comparaison sont également équivalentes à la comparaison de Lorenz.

Si
X

X
m cx

£
X

Y
m

, on dit que la comparaison convexe est équivalente à l’ordre de Lorenz.

Le théorème ci-dessous démontre cette équivalence.

Théorème 2.6 [25]

Soient X,  Y deux  variables aléatoires non négatives, avec égalité des moyennes. On

a YX
Lorenz
£ (équivalent à YX

cx
£ , avec E(X)=E(Y), si et seulement si )()( xLxL YX ³ [ ]1,0Î"x .

d)  Comparaison monotone convexe (concave) [25]

Soient X,  Y deux variables aléatoires telles que: )]([)]([ YuEXuE £ Â®Â" :u

croissante convexe (concave) (2). On dit  donc que X est inférieure à Y et «  moins variable»

(inférieur et «plus variable»), on note YX
icx
£ ( YX

icv
£ ).

On peut définir aussi la comparaison convexe décroissante (concave décroissante)

lorsque )]([)]([ YuEXuE £ Â®Â" :u  décroissante convexe (concave). On

note YX
dcx
£ ( YX

dcv
£ ).

Théorème  2.7 [25]

Soient X,  Y deux variables aléatoires de fonctions des distributions FX, FY, et YX FF ,  leurs

fonctions de fiabilité alors:

1. YX
icx
£ si et seulement si ò ò

+¥ +¥

£
x x

YX duuFduuF )()( x"
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2. YX
icv
£ si et seulement si òò

¥-¥-

£
x

Y

x

X duuFduuF )()( x"

Ces inégalités concernent toutes les fonctions convexes et pas seulement les fonctions

croissantes convexes.

Remarque

Si deux variables aléatoires ont même moyenne, alors comparaison convexe est équivalent à

la comparaison convexe croissante. Le théorème suivant démontre cette remarque.

Théorème 2.8  [25]

Soient X, Y deux variables aléatoires, avec des moyennes finies, et E(X)=E(Y)

a) Si

b) Si

2.5  Lois non paramétriques

Introduction

Un aspect important de l'analyse de fiabilité est donné par la distribution de durée de  vie

qui peut décrire le comportement de vieillissement d'élément (un moteur, une composante

électronique , une ampoule, etc.)

Les notions de vieillissements sont utilisées pour expliquer comment fonctionne l’élément

utilisé selon différents critères et pour classifier ses propriétés de vieillissement

positivement et négativement. Ces notions correspondent au taux de défaillance estimé

décroissant et croissant, respectivement, quand il existe.

Les classes de vieillissement de distributions de la durée de vie sont souvent basées sur la

comparaison entre les durées de vie  de fonctionnement  de l’élément nouveau et usagé. Les

distributions qui ont ces propriétés s’appellent les lois non paramétriques. Ces lois ont été

introduites plutôt en théorie de fiabilité. Pour des raisons de commodité, nous utiliserons
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également la variable t plutôt que x, pour souligner le fait que cette variable est temporelle ;

de plus nous travaillerons plutôt avec la fiabilité )(1)( tFtF XX -=  au lieu de F (t).

   2.5.1   Propriété de vieillissement (les classes de fiabilité)

1)   La distribution IFR

Notons :
)(1

)()(
tF

tfth
X

X

-
=  le risque instantané (le taux de défaillance).

Définition 2.9 :

La variable aléatoire X de fonction de répartition F est dite IFR (taux de défaillance

croissante), si elle vérifie l’une des propriétés ci-dessous.

    Propriété 2.4 :

i. Le risque instantané est monotone croissant.

ii. La fonction )(tFLog X  est concave sur { }0)(: >tFt X .

iii. Le risque cumulé )()( tFLogtH X-=  est convexe sur { }0)(: >tFt X .

iv. )/(
)(

)()( txF
xF

xtFtF X
X

X
x =

+
=  est décroissante en t ³ 0.

2) La distribution IFR (2) [19](increaing failure rate of second order)

    Définition 2.10

la fonction de répartition F est dite IFR(2) si et seulement si

 Définition 2.11 :
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La variable aléatoire X de fonction de répartition Fest dite DFR (défaillance décroissant) si

)/( txF X est croissate en t, et si aussi ))(log( xFX- est concave, et si aussi le risque

instantané est décroissant.

3)  La distribution IFRA :

Définition 2.12:

La variable aléatoire X de taux de défaillance h, est dite IFRA, ou à taux de défaillance

croissant en moyenne si elle vérifie l’une des propriétés ci-dessous.

 Propriétés 2.4:

Notons: )()( tH
X etF -=  avec =)(tH ò

+¥

t

duuh )( est le risque cumulé sur l’intervalle [0, 1].

i. La fonction qui à 0>t associe : ò
+¥

t

duuh
t

)(1 = ))(log(1)( tF
tt

tH
X-=  est décroissante en

t ;

ii. La fonction t
X tF /1))(( est croissante en t ;

iii. ,0>"t [ ],1,0Î"a a
XX tFatF )()( ³

4)   La distribution NBU :

Définition 2.13:

La variable aléatoire X de fiabilité XF est dite NBU ou encore neuve mieux qu’usagée si elle

vérifie l’une des propriétés ci-dessous.

 Propriétés 2.5:

i. ),()()( xFtFxtF XXX £+ 0, ³" xt

ii.
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iii. en notant )
)(

1log()()(
0 tF

duuhxH
X

x

== ò ,0>"x la fonction de risque cumulé:

)()()( xHtHxtH +³+ (H est sur additive).

En termes de fiabilité la propriété NBU signifie que la fiabilité d’un élément usagé d’âge x est

plus petite que celle d’un élément neuf c’est-à-dire d’âge x = 0.

La propriété NBU correspond à la comparaison  stochastique entre la durée de survie et la

durée de vie : .XX
stt£

5)   La distribution NBUE :

Définition 2.14 :

La variable aléatoire X, de fiabilité F , d’espérance mXE =)( est dite : NBUE ou (neuve

mieux qu’usage en moyenne, si elle vérifie l’une des propriétés ci-dessous.

 Propriétés 2.6:

i. )()( TETE t £ , .0, ¥<<" tt

ii. La pseudo fiabilité est inférieure à la fiabilité, c’est à dire ( ) ( )tFtF XY £  pour tout  positif,

où YF  est définie par : ( ) ( )ò
¥

=
t

Y duuF
m

tF 1  et ( )ò
¥

==
0

)( dxxFXEm .

iii. La fiabilité F  vérifie l’inégalité : ( ) ( )ò
¥

£+
0

tFmduutF

iv. La propriété NBUE correspond à l’ordre « en moyen » : XX
mt £

En d’autres termes, la durée de vie moyenne résiduelle d’un élément d’âge t  est plus petite

que celle d’un élément neuf (d’âge t = 0).
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La variable aléatoire positive X est NWU si )()()( yXxFyxF FXX ³+ ,

pour .0, ³yx

La  variable aléatoire X non négative avec une moyenne finie est appelé NBUE si

][]/[ XETXtXE £>-  pour  tout  t>0   est  appelé  NWUE si ][]/[ XETXtXE ³>- pour

tout  t>0, si les variables aléatoires concerne  la théorie de la fiabilité. Dans le prochain

résultat on montre que les variables aléatoires NBUE (NWUE) sont plus petites (plus

grandes) que les variables aléatoires exponentielles par l'ordre convexe.

Théorème 2.9 [25]

Si X une variable aléatoire de NBUE et )(mExp  une loi exponentielle de moyenne m

alors :

)(mExpX
cx
£ )(mExpX

cv
³Û

Soit X la durée de vie de fonction de fiabilité F , alors

,]/[)(ò
+¥

-£
x

xExpduuF mm

Soit un processus de renouvellement, et soit N(t) le nombre de renouvelement

dans l’intervalle [0,t], on a .

Théorème 2.10 [19]

Soit , la moyenne de durée de vie d’un composant.
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6) La distribution HNBUE

Definition 2.15

La classe des variables HNBUE est la classe des variables inférieures à la coparaison convexe

à la loi exponentielle de même moyénne. On peut récrire cette définition à l’aide des pseudo

variales.

On a aussi : la loi HNBUE verifie la propriété de l’ordre convexe.

Propriété de HNBUE 2.7

§  Soit X une variable aléatoire qui suit une loi HNBUE, et Y une variable aléatoire qui

suit une loi exponentielle de paramètre . On a

7) La distributon HNBUE (3) [19] (harmonic new batter than used of thrid order)

Définition 2.16

La fonction de répartition F est dite HNBUE(3) si et seulement si
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8)   La distribution DMRL

 Définition 2.17:

Une variable aléatoire suit une loi DMRL (Decreasing Mean Residual Life = Temps résiduel

moyen décroissant) (IMRL (Increasing Mean Residual Life = Temps résiduel moyen

croissant)) si et seulement si : est décroissante (croissante) en t, tel

que : v(t) est la fonction de vie moyenne résiduelle de la variable aléatoire c-à-

dire

 Propriété 2.8 :

Si X est DMRL et Y IFR alors : X+Y est DMRL.

ÞIFRAÞNBUÞNBUEÞHNBUE

DFRÞDFRAÞNWUÞNWUE

Cette chaîne d’implications doit être comprise au sens suivant. Par exemple, IFRÞIFRA

signifie que la classe des distributions de type IFR est  contenue  dans  la  classe  des

distributions de type IFRA. Dans la littérature et du point de vue de l’interprétation,

l’implication est comprise au sens où si F possède la propriété (de vieillissement) IFR, alors

elle possède également la propriété IFRA.

Conclusion

 Toutes les variables aléatoires  sont comparables en moyenne, alors qu’il est facile de

trouver des variables aléatoires incomparables au sens comparaison stochastique.

La loi HNBUE vérifie une des  propriétés de  comparaison convexe.
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Dans le chapitre 3 on va appliquer  le test de KRS(1994), pour construire un test de HNBUE.



                        Chapitre 3

Porte sur l’étude :

· de quelques tests non paramétriques
· de tests de comparaison stochastique
·  tests sur une classe de loi non

paramétrique : la classe HNBUE
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   3.1 Tests paramétriques

   Définition 3.1

Un test paramétrique requiert  un modèle à fortes contraintes (normalité des distributions,

égalité des variances) pour lequel les mesures doivent avoir été réalisées dans une échelle au

moins d'intervalle. Ces hypothèses sont d'autant plus difficiles à vérifier que les effectifs

étudiés sont plus réduits.

Le modèle statistique est paramétrique c'est-à-dire que la loi qp  de variable aléatoire X est

connue, dépendant d’un paramètre q inconnu sur lequel on définit l’hypothèse.

Exemple

Soit iX , i=1…, n un échantillon indépendant de taille n de loi qp avec q un paramètre

multidimensionnel appartenant à H= 10 HH + .

On suppose ),( smNX ® . On peut tester les deux paramètres par l’hypothèse suivant :

î
í
ì

£
=

1,0
0

:0 s
m

H
î
í
ì

>
¹

1,0
0

:1 s
m

H

§ On dit paramétrique parce que on met  l’hypothèse sur les paramètres de la loi des

données X testées. Généralement cette loi suit une loi normale qui est garantie par le

théorème centrale limite quand n tend vers l’infini. Selon )(ˆ XE suit une loi normale, et

)(ˆ
)(ˆ

X
XEn

s
 suit une loi normale )1,0(N .

§ On rejette l’hypothèse nulle quand on a trop peu de données (augmentation du

risquea  ), ou bien avec une grande taille (augmentation du risqueb  ).

§ On accepte l’hypothèse nulle quand on a trop de données (augmentation du risque )b   ,

ou bien quand le test est trop puissant.
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3.2 Test non paramétrique

Définition 3.2

Un test non paramétrique est un test dont le modèle ne précise pas les conditions que

doivent remplir les paramètres de la population dont a été extrait l'échantillon. Cependant

certaines conditions d'application doivent être vérifiées. Les échantillons considérées

doivent être aléatoires [lorsque tous les individus ont la même probabilité de faire partie de

l'échantillon] et simples [tous les individus qui doivent former l'échantillon sont prélevés

indépendamment les uns des autres], et éventuellement indépendants les uns des autres

[emploi de tables de nombres aléatoires].

On va présenter  quelques exemples de tests non paramétriques.

3.2.1 Test Kolmogorov -Smirnov (K.S)

C’est un test d’adéquation qui est fondé sur les statistiques de FetFn , assimilable à des

distances ou des « pseudo distances » entre lois de probabilité.

Soit la  statistique ),max()()(sup 0
-+=-= nnn

x
n KKxFxFK

))()((sup

))()((sup

0

0

xFxFK

xFxFK

n
x

n

n
x

n

-=

-=

-

+

On  peut  aussi  d’après  le  type  de  ce  test  comparer  deux  distributions (comparaison de

deux échantillons.

Le test de Kolmogorov Smirnov est utilisée pour tester l'hypothèse nulle de distributions

égales contre l'alternative très générale que les distributions sont inégales (comparer la

distribution du premier échantillon avec celle du deuxième). Ce test est basé sur la

différence maximale entre les deux fonctions de distribution empiriques
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Définition 3.3

Soient nXXX ,.....,, 21 , mYYY ,....,, 21 deux échantillons indépendants des lois

mn FF , respectivement, lois supposées toutes deux continues. On note mn FF ˆ,ˆ  les fonctions

de répartitions estimées associées à ces échantillons. Le test de   Kolmogorov Smirnov de

l’hypothèse H0 : « mn FF = »   vs    H1 : « mn FF ¹ » est construit à partir de la statistique :

)(ˆ)(ˆmax)(ˆ)(ˆmax
,, xFxFxFxFD mnYXmnXnm

jIi

-=-= . La région critique de seuil α étant, pour

tout α appartient à ] [1,0  , tel que ala =³ ))(( ,0 nnm FDP

Un  des  intérêts  du  test  de  Kolmogorov  Smirnov  réside  dans  le  fait  que  la  valeur  de

)( nFal est indépendante de F.

Si nmD ,  « grand », les distributions mn FF , sont significativement différentes.

Si nmD , “petit”, on ne peut pas les distinguer à partir des échantillons nXXX ,.....,, 21

,,....,, 21 mYYY donc on “accepte” mn FFH =:0

Théorème 3.1 [5] :

Soient nXXX ,.....,, 21 , mYYY ,....,, 21 deux échantillons indépendants des lois

mn FF , respectivement, lois supposées toutes deux continues. Soient mn FF ˆ,ˆ les fonctions de

répartition empiriques associées à ces échantillons et soit nmD ,  la statistique de

Kolmogorov-Smirnov correspondante. Alors, pour tout entier k strictement positif et en

posant d=k/n on a
[ ]

å
=

+

-
-=³

Kn

j

j
nn jkn

ndDP
/

1

2
1

,0 )!(
)!()1(2)(

où P0 désigne la loi de probabilité de nmD , sous 0H , pour n=m

Pour mn ¹  l’expression de cette loi est beaucoup plus complexe. Pour les grandes valeurs

de n et m,  on  peut  utiliser   la  loi  asymptotique   de nmD , .  Cette  loi  est  due  à

Kolmogorov(1933) et Smirnov(1939). On  a

[ ]

å
=

+

¥®
---=£

Kn

k

k
nmnm

dkdDNmnP
/

1

221
,

2/1
0,

)2exp()1(21))/(lim
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Cette loi asymptotique ne peut servir d’approximation pour la loi exacte que pour les valeurs

m et n assez élevées car la convergence est lente (Hodges (1958)).

Lorsque l’alternative est de type  H1 : « mn FF ³ », on peut spécialiser le test de Kolmogorov-

Smirnov en considérant la statistique

)).(ˆ)(ˆ(max, xFxFD mnX
nm

i

-=
ÂÎ

+

On rejette l’hypothèse H0 :« mn FF =  » la statistique nmD ,
+  prend des valeurs trop grandes.

Ce test est également un test convergent pour l’hypothèse alternative H1 :  « mn FF ³ ». On

construit un test analogue pour l’hypothèse alternative  « mn FF £ ».

Lorsque m=n, on obtient, pour tout entier k strictement positif, en posant d=k/n,

.
)!()!(

)!()(
2

,0 knkn
ndDP nn

+-
=³+

Les tests de Wilcoxon  et Mann Whitney testent la dominance de premier ordre

stochastique.

Le test de Wicoxon  tient compte de la direction de la différence, mais pas  de l'importance

de la différence  entre chaque paire de points.

3.2.2 Test de Wicoxon et Mann Whitney

Définition3.4

Soient ji YX ,  i=1…m, j=1,….n deux échantillons aléatoires ordonnés, la statistique de test

utilisée est ;)(
2

)1(
2

)1(
1 11
ååå
= ==

-=
+

-=
+

-=
m

i
ji

n

j
R

m

i
iNN YXImmRmmWU NU varie donc de 0 à mn

et
2

)( mnUE N = , )1(
12

)( ++= nmmnUV N

 représente le nombre de fois où un Y est plus grand qu’un X (ou le nombre de fois où un

X précède  un Y dans l’échantillon global ordonné. C’est la statistique du signe calculée sur

les mn différence .

Pour  les  petites  valeurs  de  m  et  n  ( 8££ nm )  on  utilise  la  loi  exacte  de NU  et  au  de-là,

l’approximation normale.
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On utilise cette statistique pour tester l’hypothèse  contre l’hypothèse

alternative .

Pour tester l’hypothèse  contre l’hypothèse , ils ont proposé de compter le nombre de

couples (  pour les quels  est plus grand que . En effet, la loi FY est éloignée de la loi

FX, au sens de cette alternative générale, plus on doit s’attendre à avoir un grand nombre de

couple (  vérifiant l’inégalité

Plusieurs  tests  on  été  proposés  pour  tester  les  classes  des  lois  non  paramétrique.  On  va

proposer un test pour  la classe HNBUE, et un autre pour la classe  DMRL.

3.2.3 Test de HNBUE [19]

Singh et Kochar (1986) ont prouvé que le test basé sur la statistique :

consiste à tester l’hypothèse H0 :  «  F  exponentiel  »  contre   H1 :« F HNBUE ».  Une petite

valeur de  indique que F est HNBUE.

Klar (2000) a proposé    une  statistique qui teste  l’hypothèse   H0 : « F exponentiel le» contre

 H1 :« F HNBUE », définie par

Pour a=1,  est équivalente la statistique

3.2.4 Test de DMRL [19]

Hollander et Proschan ont  proposé  un test  V statistique de l’hypothèse nulle

 « F exponentiel » contre « F DMRL », ce test est basé  sur une fonction linéaire de statistique

d’ordre de l’échantillon , définit par
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Les grandes valeurs significatives de  indiquent que la moyenne résiduelle de vie

alternative décroît, les petites valeurs significatives de suggèrent que la moyenne

résiduelle de vie alternative croît.

Langenberg ,P et  Srinivasan, R (1979) sont  obtenu la distribution  exacte de la statistique de

test V sous l’hypothèse nulle.

3.3 Le choix de l’hypothèse

Le choix de l’hypothèse nulle de comparaison stochastique (resp. de non comparaison

stochastique) maximise la probabilité de ne pas rejeter la dominance (resp. la non

dominance), et donc minimise la probabilité de ne pas rejeter la non dominance (resp. la

dominance).

3.4 Choix  de test

Avant de choisir un test il faut tenir compte de :

§ L’analyse des données (caractéristiques des données) ;

§ La taille de l’échantillon ;

§ L’hypothèse nulle et l’alternative qu’on veut considérer ;

§ Le niveau de mesure : tout dépend des données (intervalles de confiance, statistiques de

test…).

3.5 Les avantages et les inconvénients

Si dans les conditions où les tests paramétriques peuvent s’appliquer, les tests non

paramétriques sont moins efficaces. Ils ont, par contre, par rapport à ces tests paramétriques

de nombreux avantages et une plus grande généralité d’applications.
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§ Si les fonctions de distributions sont connues, on fait donc usage de cette information

utilisant les tests paramétriques.

§ Pour les petits échantillons, les statistiques sont en général plus  faciles à calculer et

l’application plus aisée que dans le cas des méthodes paramétriques (classiques).

§ Les méthodes non paramétriques ne permettent pas toujours de déterminer l’intervalle

de confiance.

§ Les méthodes paramétriques  ne peuvent pas tester plusieurs hypothèses, par contre les

méthodes non paramétriques peuvent l'étudier.

   3.6  Test de comparaison convexe

Notre étude est basée sur le test de Kaur-Rao-Singh (1994). La  statistique de ce test est une

distance (différence) entre les distributions empiriques qui est normalisée par l’écart type de

deux distributions.

 3.6.1 Test d’hypothèse

Pour déterminer la région critique on a besoin de calculer la loi de probabilité de la

statistique sous l’hypothèse 0H .

Soient ),.....,,(),,....,,( 2121 nm YYYXXX deux échantillons aléatoires issus respectivement de

FX, FY. nYmX FF ,, , sont distributions empiriques. On note miX i ...1,)( =  et njY j ...1,)( =  les

statistiques d’ordres des  deux échantillons. On suppose  que FX,  FY sont continues et leurs

moments d’ordre deux, sont finis.

 On a l’hypothèse de test de comparaison convexe :

)()(:

)()(:
22

1

22
0

xFxFH
xFxFH

YX

YX

>

£ ervalleldevaleurscertainepour int' [ ]
[ ]bax

ba
,

,
Î"

 où a et b sont des valeurs  réelles.

Pour faire ce test on va déterminer la  statistique du test.
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3.6.2 La statistique du test

Kaur, Rao, Singh (1994) ont proposé la statistique :
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Proposition 1[13]

Pour x fixé et [ ]bax ,Î  , et pour ni ,....,1=  et mj ,...,1=  on a  l’hypothèse suivante :

òò

òò

¥-¥-

¥-¥-

>
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Pour toute valeur de x fixé,  nous définirons d'abord le  niveau α  de test   asymptotique de

l’hypothèse  simple H0x contre H1x.  Puis, on rejette H0x au niveau α  pour toute valeur de x.
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Pour les grandes dimensions de l’échantillon, ce test  rejette 0H si et seulement si

azxZZ mnbxamn >=
££

)(inf ,,  où az   est  la quantile d’ordre  de la loi  normale.

Pour calculer cette statistique on utilise l’algorithme du théorème 3.3.

Théorème 3.1 [13]

Il permet de calculer la distribution de la probabilité de la  statistique du test .,mnZ

Soient ¥®nm, , tel que .10,,
)(

<£®
+

ll avec
nm

m
et notons

( ) ( )

alorsxsiD

xVxUxD

,0)(

,)(var
1

)(var)( 11
2

>
-

+=
l

l

Si ,,0)(,,0)( , psxZalorsxD nm ==  pour toute valeur de m,n et 0))(( , => azxZP nm



    Chapitre 3    tests statistiques de comparaison  stochastique

39

Théorème 3.2 [13]

Soient FX,  FY deux fonctions de distributions. Soient ¥®nm, ,  tel  que

10,,
)(

<£®
+

ll avec
nm

m
; alors,

§ i) Pour FX, FY 0HÌ ,

aa £>
¥®

))((infsuplim ,,
ZxZP mnnm

§ ii) S’il existe ],[0 bax Î  tel que : ,0)()(
0 0

,, ¹-ò ò
¥- ¥-

x x

nYmX duuFduuF et si

,)()( ,,ò ò
¥- ¥-

>
x x

nXmX duuFduuF  alors
[ ]

.))(inf(lim ,,
aa =>

¥®
¥®

ZxZP mnbax
n
m

§ iii) Pour 1, HFF YX Î ,
[ ]

.1))(inf( ,,
®>

Î aZxZP mnbaX
 ps quand ¥®nm, .

Théorème 3.3 [13]

Soient miX i ,...,1, =   et njY j ,...,1, =   deux échantillons et soient nmWWW +,....,, 21  des

observations ordonnées de couple (Xi, Yj.)

On a pour ,1,....,2,1,1 -+=<£ + nmpWXW pP

 le nombre de XI inferieur à Wp et kp le nombre de Yj inferieur à Wp
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              et

                où

3.7 Application au test de la loi HNBUE

La  loi HNBUE est caractérisée par l’ordre convexe.

Soit

X  est HNBUE si et seulement si

pour  détecter  la  classe  HNBUE,   on  va  construire  le   test  de  la  loi  HNBUE  à  partir  de

statistique de KRS (1994).

On suppose l’hypothèse suivante :

 H0 :«F est HNBUE »  contre H1 :«F n’est pas HNBUE »

La statistique de cette hypothèse :
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Donc on peut écrire Zm sous la forme :

          D’où la statistique du test de HNBUE est

Lorsque les deux variables aléatoires ont même moyenne  alors la statistique devient

 Conclusion

Le test  de Kaur, Rao,  Singh est un bon point de départ pour  détecter l’appartenance d’une

distribution à la classe de loi HNBUE où la HNBUE est l’hypothèse nulle.



                    Chapitre 4

L’application du test de la comparaison convexe
à la classe HNBUE
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   4.1 Application de comparaison convexe

Introduction

On présente  dans ce chapitre un algorithme basé sur le (théorème 3.2) permettant de tester

la comparaison convexe.  On applique cette méthode pour détecter l’appartenance à la classe

des lois non paramétriques HNBUE. L’idée est que la loi HNBUE est caractérisée par l’ordre

convexe. Cela veut donne une alternative nulle correspondant à la loi exponentielle et qui

est  donc simple.   Mais  pour la  valider,  on va comparer ces  résultats  avec d’autres  tests  des

lois non paramétrique par exemple, le test de Kolmogorov Smirnov, et le test de Wilcoxon-

Mann-Whitney (comparaison entre deux distributions).

4.2 Test de comparaison convexe

Soit X une variable aléatoire de moyenne  et soit Y une variable aléatoire de

fonction de répartition  alors X est HNBUE si et seulement si  X .

Par la suite on a :

. .

On suppose que la variable aléatoire X suit une loi de Weibull de paramètres ( , )  et  la

variable aléatoire Y suit une loi exponentielle de même moyenne.

4.2.1 Les hypothèses de test :

Le test de comparaison convexe se fait par les l’hypothèse suivant

Comme  les  classes  de  HNBUE  est  caractérisée  par  l’ordre  convexe,  donc,  on  propose  les

l’hypothèse suivante :
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Pour l’hypothèse , on peut dire qu’il n’existe pas une relation de comparaison

stochastique.

4.2.2 La statistique de test

On calcule la statistique de test définit dans le chapitre 3

On va tirer deux échantillons, de loi exponentielle de taille n, et de loi HNBUE de taille m.

Par la méthode de simulation, et on va étudier le comportement de la statistique sur

l'intervalle choisi. Le calcul de la statistique utilisée, est dans le théorème 3.3

 4.3 Exemple un

 4.3.1 Etude graphique de deux fonctions

Soient X, Y, deux variables  aléatoires des lois HNBUE  et exponentielle de même moyenne

définies comme suit :
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La figure 4.1  indique que les deux distributions  se croisent en deux points :

Sur l’intervalle [0,1.11], on remarque que l’aire de la distribution FX est au dessous de l’aire

de la distribution Fy  et après le deuxième point de l’intersection, FX est au dessus de F Y.

On conclure, que FX est HNBUE sur l’intervalle [0,1.11],

Pour confirmer ces résultats, on va tracer les courbes

On remarque d’après le figure 4.2 que .  Donc FX est HNBUE sur

un intervalle [0,1.11].

4.3.2 Tests d’égalité de deux distributions

a 1)  Test de Kolmogorov-Smirnov

Le test de Kolmogorov-Smirnov teste l’égalité de deux fonctions de distributions de deux

échantillons  empiriques

On a comparé deux distributions FX est  HNBUE et FY est exponentielle, et on a obtenu les

résultats suivants
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m=27,
n=34

m=54,
n=64

m=120,
n=130

m=230,
n=350

m=350,
n=430

p-value 0,002 0,0019 0,0007 - -

0,33 0,43 0,47 0,31 0,34

0,35 0,25 0,17 0,12 0,09

                                       Tableau 4.1

On a d’après le tableau 4.1 la p-value, pour le seul 0.05 est inferieur à 0.05quanad les tailles

échantillons  augmentent,  et  aussi  Z>1.67,  donc  on  rejette  l’hypothèse     H0 « FX=FY », on

conclut donc qu’il y a une différence entre les deux distributions

Il existe d’autre test qu’on appelle, tests de rang qui ont meilleur performance que celle de

Kolmogorov-Smirnov.

Parmi  les  tests  de  rang  on  utilise  le  test   Wilcoxon  -  Mann  Whitney  qui  compare  deux

distributions.

a.2) Test de Wilcoxon - Mann Whitney

Le p-value et la statistique de test Wilcoxon  Mann-Whitney

m=27, n=34 m=54, n=64 m=120 n=130 m=230 n=350 m=350 n=430

P( 0,05) 0,00013 0,000012 - - -

Z 5,24 5,24 7.87 9.75 10,62

                                             Tableau4.2

D’près le tableau 2, la p-value, pour le seul , est inferieur à 0.05, quand les tailles des

échantillons augmentent, et aussi Z>1.67,  donc  on rejette l’hypothèse H0 « FX=FY ». On

conclut donc  qu’il y a une différence entre les deux distributions  «  ».
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Conclusion

D’après les tableaux ci-dessus, on conclut que la distribution FX différente de FY. donc, on

rejette l’hypothèse nulle (l’égalité de deux distributions), alors, on va tester la comparaison

stochastique.

a.3 Test de HNBUE:

Ce test de niveau est basé sur la statistique de KRS (1994), avec l’hypothèse nulle est

HNBUE .

La statistique de KRS est donnée par la formule suivante :

on a calculé la statistique inf Zmn, et on a trouvé les résultats pour différentes tailles des

échantillons.

m=27,
n=34

m=54,
n=64

m=120,
n=130

m=230,
n=250

m=350,
n=430

m=1000,
n=980

Z 0, 24 0,37 0,26 0,42 0,047 0,5

                                  Tableau 4.3

On remarque d’après le tableau 4.3 que la statistique Zm,n est inférieur au quantile de la loi

normale au niveau 0.05. On a Z<c=1.67pour les différente taille, donc on accepte H0  , d’où F

est HNBUE

a.3.1)  validation du test
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La validation du test veut ce faire en montrant que la distribution FX estimée à l’aide de

l’échantillon  est bien HNBUE car elle vérifiée le deuxième critère de comparabilité

convexe.

D’après la définition de comparaison convexe, on dit que  si seulement

si :  avec u une fonction croissante convexe. On va choisir la fonction

exponentielle. Donc la fonction d’utilité  est , la dérivée de ce dernier est :

 , la deuxième dérivée est :

  On a

On conclut que  , avec  croissante convexe.²

Un individu averse au risque vérifie que , quant  est convexe

Donc

Remarque

Ceci n’est pas une validation complète, car il faudra vérifier ceci  par toutes les fonctions

convexes.

4.3.2  Exemple deux
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La figure 4.2 indique que les deux distributions  se croisent en deux points :

Sur l’intervalle [0,0.85],

Sur l’intervalle [0,0.85], on remarque que l’aire de la distribution FX est au dessous de l’aire

de la distribution Fy  et après le deuxième point de l’intersection, FX est au dessus de F Y.

On conclure, que FX est HNBUE sur l’intervalle [0,0.85],

Pour confirmer ces résultats, on va tracer les courbes
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On remarque d’après le figure 2 que .

FX est HNBUE sur un intervalle [0,0.85].

4.4.1) Tests d’égalité de deux distributions

b 1) Test de Kolmogorov-Smirnov

m=27
n=34

m=54
n=64

m=120
n=130

m=230
n=250

m=350
n=430

m=1000
n=890

k(0,05) 0,49 0,58 0,62 0,48 0,50 0.75

                                    Tableau 4.4

On a est grand, donc les deux distributions sont différents.

On rejette l’hypothèse H0 « FX=FY », pour les différentes  tailles, donc « FX  FY », il y a une

différence entre les deux distributions.

b 2) Test de wilcoxon –Mann-Whitney

m=27,
n=34

m=54,
n=64

m=120,
n=130

m=230,
n=250

m=350,
n=430

m=1000
n=980

Z
4.20 7.01 9.911 11.47 15.32 19.98

Tableau 4.5

D’après le tableau 5, la statistique est supérieure à la valeur critique  « Z>1.67 » de la loi

normale,  et  aussi  le  p-value,  pour le  seul , est plus petit que 0.05, quand les tailles

des échantillons augmentes, donc  on rejette l’hypothèse H0 « FX=FY  (l’égalité de deux

distributions). On passe à tester la comparaison stochastique.
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b 3)  Test de HNBUE

D’après les calcules on a trouvé les résultats suivantes

m=27,
n=34

m=54,
n=64

m=120,
n=130

m=230,
n=250

m=350,
n=430

m=1000
n=980

Z 0,045 0,19 0,25 0, 43 0,49 0.50

Tableau 4.6

D’après ce tableau 6 on voit que, FX est HNBUE.

b.3.1)  validation du test

 On va choisir dans cet exemple la loi exponentielle: la dérivée de cette

dernière est :

 , la deuxième dérivée est :

        On a

On conclut que , avec  croissante convexe.

on dit donc que F est HNBUE.

Un individu averse au risque vérifie que , quant  est convexe
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Donc

Remarque

Ceci n’est pas une validation complète, car il faudra vérifier ceci  par toutes les fonctions

convexes.

4.4 Comparaison entre les deux exemples

On calcule la distance entre la loi HNBUE et la loi exponentielle au point de l’intersection

de deux graphiques de distribution par la formule suivante :

Exemple1 Exemple2

Différence entre deux

intégrales estimées

0.30 0.46

                                               Tableau 4.7

D’après le tableau ci-dessus, on voit que la distance entre la loi HNBUE et l’exponentielle du

premier exemple est supérieure à la distance entre la loi HNBUE et exponentielle du

deuxième exemple.

Tableau de la puissance estimée d’exemples précédents (estimation de deux lois)

m=27,
n=34

m=64,
n=54

m=120,
n=130

m=250,
n=350

W (1; 2)
Expo (0.88)

0,98 0,999 1 1

W (2; 3)
Expo (0.70)

0,918 0,926 0,945 0,964

Tableau 4.8
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 On voit que la puissance augmente avec l’augmentation de la taille de l’échantillon.  Mais

elle  est moins puissant para rapport aux autres exemples

On a pris d’autres lois et on a calculé la puissance estimée

On a utilisé la statistique construite

La statistique construite :

H0 :«F est HNBUE »  contre H1 :«F n’est pas HNBUE »

20 100 300 500

W(1,2) HNBUE 0,912 0,995 1 1

W (2; 0,3)
(IMRL)

0,363 0.211 0.088 0,036

Gamma (0.5, 2)
DFR

0.089 0.001 0 0

Gamma(2,5)
HNBUE

0.818 0.922 0.979 0.996

Tableau 4.9

Pour la W (1.2) et Gamma (2.5), la puissance s’améliore avec l’augmentation de la  taille de

l’échantillon,  et  pour  W  (2,  0.3)  et  Gamma  (0.5,  2),   la  puissance  diminue  avec

l’augmentation de la  taille de  l’échantillon.

On  conclut  que  le  test  n’est  pas  performant  pour  le  W  (2,  0.3)  et  Gamma  (0.5,  2),  car  la

premier loi est une IMRL  et la deuxième et une DFR.
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   Conclusion

Le test de KS et le test Mann-Whitney, comparent l’égalité de deux distributions.

D’après ces tableaux, on conclut que le test de KRS(1994), est plus puissant par rapport aux

autres tests, car le test de comparaison stochastique d’ordre deux compare les moyenne de

deux où plusieurs variables aléatoires, quand l’ordre un, on ne peut pas appliquer.

Dans le domaine fiabilité le test de KRS(1994) est un bon point de départ, pour déterminer

les classes HNBUE où l’hypothèse nulle est HNBUE

Ce test est valable pour comparer deux graphiques bien séparé, des fonctions de comparaison

stochastique de second ordre, car si il y a un croisement entre les deux graphiques de

dominance stochastique de second ordre, on ne peut pas appliquer  ce test . Dans ce cas là on

passe la dominance stochastique  d’ordre trois.



               Conclusion générale
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Conclusion générale

Dans cette thèse  on a étudié les propriétés et les caractéristiques des lois non paramétriques.

Particulièrement la classe de loi HNBUE qui caractérise par la comparabilité  convexe. Pour

tester l’appartenance à cette classe, on a utilisé un test de  Kaur, Rao,  Singh  (KRS(1994)).

Ce test est un bon point de départ pour tester la classe HNBUE.

Dans notre application, du test de HNBUE,  on a trouvé de bons résultats pour les différentes

tailles  des échantillons. On conclut que ce test a un inconvénient, comme dans beaucoup

d'autres tests, les  variables aléatoires doivent être indépendantes.

Dans le domaine d’assurance, on peut utiliser ce test pour comparer deux portefeuilles

risqués (la sélection de portefeuilles).

Comme les données des séries temporelles sont dépendantes, dans la suite de notre travail,

on va essayer d’appliquer le test de comparaison stochastique, sur ces séries (pour comparer

deux séries temporelles) et on fera une modification à cette approche.



                       Annexe
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Dominance stochastique à l’ordre un (comparaison stochastique)

   Soient F et G deux fonctions de distributions

   On rappelle la condition de premier ordre, qui s’exprime sous la forme

      Ou bien sous la forme  avec u croissante sur

Par intégration par partie on a :

Par la suite on a :

On a:
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Donc  (1)

Si , donc l’inégalité (1) s’écrit

Par la suit, la condition nécessaire de dominance stochastique s’écrit :

Dominance stochastique du second ordre (comparaison convexe)

Si on a la différence F(x)-G(x) positive sur l’intervalle  et  négative sur  (les

deux graphiques de distributions se croisent, donc on parle de dominance de second ordre).

Donc  et .

Si on préfère la relation (1), on peut écrire :

On ne peut rien dire sur le signe de cette dernière expression.par ailleurs, il est évident que

le terme   intervient comme un coefficient de pondération (variable selon x) et qu’il

est-de ce fait-assez gênant. C’est pourquoi nous allons nous en débarrasser. Donc on passe à

la dominance stochastique de second ordre.
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  Diagramme de dominance stochastique

Quelques démonstrations

On a pour

Définition: Soit [ ] ÂÎÎ )(,1,0 pqp X est un p quantile de la variable aléatoire X si :

{ } { }.)()( pqXPPpqXP XX <££<

Tout individu préfère F à G

Tout individu ayant une aversion
pour le risque au risque préfère
F à G

Dominance stochastique du
second ordre « F domine G »

Si les v a ont la même espérance Pour
certaines fonctions d’utilité : la
variance de F est  plus petite que la
variance de G

Si les v a ont la même espérance Les
masses  de probabilités de F est plus
dispersées que celle de G

Dominance stochastique du
premier ordre « F domine G »
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Définition : On définit

:1-
XF ] ]

{ },)(inf
1,0

1 pxFP X ³®

Â®
-

L’inverse de 1-
XF   est croissant et continu à gauche.

Programme de test de KRS

m;  n;

X=-1/2*log(1-rand(m,1));

x=X.^1/3; s1=sort(x); a1=s1.^2;

y=(-7/10)*log(1-rand(n,1));

s2=sort(y); a2=s2.^2; w=[s1;s2]; z=sort(w);

for p=1:m+n;  l(p)=0;

     for i=1:m;  if s1(i)<=z(p);     l(p)=l(p)+1; else l(p)=l(p);

         end end end

for p=1:m+n;  k(p)=0;  for j=1:n;

         if s2(j)<=z(p); k(p)=k(p)+1; else k(p)=k(p);

         end  end end

if l(1)=0;  s(1)=0;else s(1)=s1(l(1));

end

for r=2:m+n; if l(r)==l(r-1); s(r)=s(r-1);  else s(r)=s(r-1)+s1(l(r));

    end end

if k(1)==0; d(1)=0; else d(1)=s2(k(1));

end

for q=2:m+n;  if k(q)==k(q-1); d(q)=d(q-1);  else d(q)=d(q-1)+s2(k(q));

    end end

if l(1)==0;  t(1)=0; else t(1)=a1(l(1));

end

for r1=2:m+n;  if l(r1)==l(r1-1);  t(r1)=t(r1-1); else t(r1)=t(r1-1)+a1(l(r1));

    end end

if k(1)==0;  f(1)=0; else f(1)=a2(k(1));

end
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for q1=2:m+n;  if k(q1)==k(q1-1); f(q1)=f(q1-1);  else f(q1)=f(q1-1)+a2(k(q1));

    end end

m2=(m-l)/(n*m^3);

m3=(n-k)/(m*n^3);

m4=m2+m3;

m5=k.*s;

m6=l.*d;

m7=m5-m6;

m8=m4.*m7;

c1=l/m-k/n;

c2=1/m^2.*t+1/n^2.*f;

c3=(m-l)/m^2;

c4=(n-k)/n^2;

c5=(1/m*n)*(c3-c4);

c6=c5.*s.*d;

c7=m2.*d.^2-m3.*s.^2;

e=-c7./m8;

for p=1:m+n; for i=1:m;   if s1(i)<e(p);   e1(p,i)=e(p)-s1(i);  else e1(p,i)=0;

    end   end end

for p=1:m+n; for j=1:n;  if s2(j)<e(p);

        e2(p,j)=e(p)-s2(j);  else e2(p,j)=0;

    end end end

for p=1:m+n;

Va1(p)=sum(e1(p,1:l(p)));

end

for p=1:m+n;

  Va2(p)=sum(e2(p,1:k(p)));

end

e11=e1.^2; e22=e2.^2;

for p=1:m+n;

Va11(p)=(1/m).*sum(e11(p,1:l(p)));

for p=1:m+n;

Va22(p)=(1/n).*sum(e22(p,1:k(p)));

End end
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        Va112=1/m.*(Va11-Va1).^2;

    %Va222=(1/n).*(Va22-n.*Va2);

    Va221=1/n.*(Va22-Va2).^2;

   % Va33=(Va111+Va222).^1/2;

    %T=(Va1-Va2)./Va33

    T1=(Va11-Va22)./(Va112+Va221).^1/2;

    T2=min(T1)

Quelque classe des lois non paramétriques

 (la fonction de répartition de la loi de Weibull

 (la densité de la loi Gamma)

Le tableau si dessous  présente  quelque loi non paramétrique

La réassurance

Définition

La réassurance est une opération par la quelle l’assureur partage avec une autre personne (le

réassureur), selon des modalités variables, les conséquences pécuniaires des engagements assumés

envers ses propres assurés.

La réassurance est une technique permettant à l’assureur direct de céder à une autre société, le

réassureur, une partie de risques qu’il a souscrits.

Donc le principe de la prime ajustée est utilisé pour déterminer un estimateur de prime de

réassurance. Ce principe se présente comme suit

1- Principe de la prime ajustée :

o Principe de Wang :

Les lois
HNBUE
IMRL
HNBUE
DFR
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Définition. Une  fonction  de  distorsion  g  est une fonction  g : [0,1] [0,1]  avec

g(0) = 0 et g(1) = 1.

Comme tout principe de chargement de prime, l’idée des opérateurs de distorsion est d’imposer

une marge de sécurité en augmentant la valeur attendue des sinistres.

L’originalité du processus réside dans le traitement mathématique : il s’agit d’effectuer une

distorsion de la loi de probabilité sous-jacente des sinistres à l’aide d’une fonction g. En assurance

dommage, un risque est une v.a. positive X modélisant un montant cumulé de sinistres sur une

période donnée. Elle est définie par sa fonction de répartition ).()( xXPxFX £=

Alors, la prime pure du contrat associé à cette v.a. vaut l’espérance de cette dernière, c’est-à-dire la

valeur attendue des sinistres, soit :

ò
+¥

=
0

.)()( dttFXE X

En s’inspirant de cette formule, S.Wang(1996) propose un nouveau procédé de calcul de prime en

appliquant une transformation à la fonction de survie. Il obtient alors la prime chargée (ou prime

ajustée au risque) suivante  concept :

ò
¥

=Õ
0

.))(()( dxxFgXg

Wang propose d’utiliser la fonction puissance, ),1()( /1 ³= puug p il en résulte le principe de

PH-transform (propositional Hazards) définit par :

ò
¥

-=Õ
0

/1 .))(1()( dxxFX p
u

Le paramètre 1³p  est appelé coefficient de distorsion ou le coefficient d’aversion au risque. La

prime ajustée pour un seuil élevé u > 0 est donnée par :

ò
¥

-=Õ
u

p
u dxxFX .))(1()( /1
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Notons que le seuil u doit être grand et dépend de la taille de l’échantillon ( 1³n ). Pour cette

raison on va supposer que .1, ³= nuu n Ce qui conduit à écrire )(XuÕ  comme :

ò
¥

-=Õ
n

n
u

p
u dxxFX .))(1()( /1

Analytiquement il est souvent difficile d’exprimer cet indice par une forme exacte,

Necir et Boukhetala (2004) ont proposé un estimateur asymptotiquement convergeant en loi de

probabilité, permettant ainsi de définir un intervalle de confiance pour l’encadrement de cette

prime. Ce qui donne un outil souple et interactif pour la conception d’un système d’aide à la

tarification en réassurance.

D’autre part, cet estimateur constitue un schéma numérique facile à implémenter sur ordinateur,

avec lequel l’utilisateur peut réaliser des scénarios en simulation, qui pourront lui servir comme

étape intermédiaire avant de fixer son système tarifaire.

Cet estimateur tel qu’il a été conçu par A. Necir et K. Boukhetala ,  se présente comme suit :

2- Estimation de la prime Ajustée:

Dans cette section on va présenter la forme finale de l’estimateur de la prime ajustée développer

par Necir et Boukhetala.

Soit nkk =  une suite d’entier satisfaisant 0/et,1 ®¥®££ nkknk  tel  que

)/1( nkQun -=  où { } ,10,)(,inf)( <£³Î= sstFRtsQ

est la fonction quantile ou l’inverse généralisée de F, alors )(X
nuÕ s’écrira :

=Õ )(X
nu ò

¥

-

-
)/1(

/1 .))(1(
nkQ

p dxxF

Pour tout 1³n , soit )()1( ,..., nXX  la statistique d’ordre de l’échantillon nXX ,...,1 .

La forme finale de l’estimateur sera

{ }å
=

-+- ³-=Õ
k

i
inin

p
u pXXniX

n
1

)()1(
/1 .1,)/()(ˆ
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Pour plus de détaille voir A. Necir et K. Boukhetala.

Cet estimateur a été implémenté, sous forme d'un logiciel interactif, pour application au problème

de réassurance concernant des donnés de sinistralité observées au sud de l'Algérie. (Projet de fin

d'étude réalisé par T.Kessi et A.Tata sous la direction de M. K.Boukhetala).
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