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Introduction

La biomathématique est une science qui relie la médecine et la biolo-
gie d'une part et les mathématiques de 'autre part, elle cherche a exprimer
les phénoménes biologiques sous la forme d’un modéle mathématique ; théo-
riquement on peut donner un modele a tous les phénomeénes ou systémes
biologiques si on réussit a avoir suffisamment des données expérimentales
fiables; On doit seulement travailler en collaboration avec des médecins et
biologistes pour que notre modéle soit toujours réel.

Un modéle est défini en biomathématique comme un systéme d’équations ma-
thématique rendant comptant de toutes les données expérimentales connues
du phénomeéne biologique étudié .Rappelons que le modéle permet de mieux
comprendre le phénomeéne examiné et d’agir sur le systéme de fagon optimale.

On peut distinguer deux grandes familles des modéles biomarthéma-
tiques :

Les modéles de connaissance dont les équations sont obtenues en traduisant
les lois physiques auxquelles obéit le systéme (conservation de la masse, de
la quantité d’énergie, d’électricité - - - ).

Les modéles de simulation qui ignorent les mécanismes physiques sous-jacents
et proposent a priori des équations qu’il faudra ajuster (en identifiant des co-
efficients inconnus aux données expérimentales).

I1 est clair que les modéles de connaissance sont les plus satisfaisants pour
I’esprit car ils tiennent compte de la physico-chimie du systéme, ils exigent
que le phénomeéne soit parfaitement connu et que les lois physiques auxquelles
il obéit soient bien quantifiées ce qui est rarement réalisées ; cette condition
nous oblige a étre dans des situations intermédiaires entre les deux types de
modélisation.

On remarque aussi dans plusieurs cas que pour le méme phénomeéne il existe
plusieurs modeéles différents, ce qui nous ameéne & poser la question sur 'uni-
cité du modele, c’est un probléme sans objet car tout modéle (d’un phéno-
meéne donné) rendant compte des données expérimentales est convenable, les
modéles d’'un méme systéme se différencient car ils sont basés sur des ap-
proximations différentes. En pratique, on choisit souvent le modéle le plus



simple et le plus maniable. C’est -a- dire celui qui sera traduit par le systéme
d’équations le plus facile & manipuler et & traiter. La seule contrainte & im-
poser au modéle est son utilité

Les recherches dans le domaine de la biomathématique permettent de déve-
lopper plusieurs modeles parmi lesquels on cite :

— Effet d’'une drogue sur l'organisme humain.

— Modé¢le d’hormones antagonistes.

— Echange gazeux au cours de la respiration.

— Modélisation de la marche humaine.

Pour modéliser un systéme biologique il existe plusieurs techniques qui
sont des méthodes trés générales et fort utiles, parmi lesquelles on cite : Les
modéles de simulation pure, Les systémes avec diffusion,convection -réaction
et Les modéles compartimentaux.

La modélisation compartimentale est une technique largement utilisée
dans divers domaines comme la biologie, 1épidémiologie, la dynamique des
populations. . ., elle convient trés bien aux systémes de transformations chi-
miques dans invivo. Les modéles & compartiments ont été avant tout com-
pagnons de la méthode de traceurs notamment radioactif, ces derniers ont
rendu possible les études des taux de transformation et des taux de renou-
vellement dans les systémes biologiques. Bien que Le terme compartiment a
été utilisé pour la premiére fois par C.W Sheppard, 1948 , ce type de modé-
lisation a été utilisée dans des travaux en physiologie en pharmacologie en
biochimie depuis les années trente du siécle passé (A.R Benkhe et all 1935,
T.Teorel 1937).

Dans I'analyse compartimentale on peut étudier deux problémes princi-
paux. Le premier c’est le probléme direct qui consiste a étudier l'existence
et l'unicité des variables (vecteur d’état x(t)), ce dernier a été abordé par
la plupart des auteurs. Le deuxiéme est le probléme inverse ou de 'identifi-
cation, il consiste & déterminer de la structure des parameétres d’un modeéle
susceptible et de décrire des données issues d’une expérience entrée sortie
effectuée sur le processus considéré.

Un systéme compartimental linéaire est régi par le systéme différentiel

suivant 2X (1)
t
—= = AX(t
pn (t)
X(0) = X
ou A est la matrice des coefficients d’échange entre les compartiments, elle
est appellée matrice compartimentale



Dans ce travail qui se compose de quatre chapitres, on s’intéresse a I'iden-
tification des coefficients d’échange dans un systéme compartimental linéaire
a coefficients constants. Nous donnerons au chapitre 1 les notions fonda-
mentales sur la modélisation et ’analyse compartimentale ansi qu'un apergu
sur d’autres techniques et modéles mathématiques utilisés en biologie.

Au chapitre 2, on présente un rappel sur des notions fondamentales
d’algébre et d’analyse concernant la résolution des systémes différentiels a
coefficients constants et une bréve étude sur les propriétés des systémes com-
partimentaux et des matrices associées.

Les chapitres 3 et 4 sont considérés comme le noyau du travail présenté.

Dans le chapitre 3, on expose dans la premiére partie la méthode d’iden-
tification directe d’un systéme compartimental réel & partir de n-1 compar-
timents mesurés. Cette méthode se base sur les propriétés des matrices com-
partimentales et la condition initiale associée a notre systéme différentiel.
Elle se compose de trois parties essentielles, la premiére est I'identification
d’une somme d’exponentielles, la deuxiéme consiste a compléter la matrice
dite "mat rice des mesures partielles" et dans la derniére partie, on résout n
systémes, chaque systéme permet d’identifier une colonne de la matrice A.
Dans la deuxiéme partie du chapitre 3 on a généralisé la méthode précédente
au cas des systémes compartimentaux oscillants.

Dans le chapitre 4, on s’intéresse a I’étude des systémes caténaires. Les
systémes caténaires présentent un cas particulier des systémes compartimen-
taux réels, la forme particuliére de la matrice compartimentale associée, nous
a encouragés a essayer de minimiser le nombre des compartiments qu’on doit
mesurer pour pouvoir identifier les coefficients d’échange.

La matrice compartimentale A associée & un systéme caténaire est en
générale une matrice tridiagonale, dans le cas contraire une modification de
la numérotation des compartiments permet d’obtenir la forme désirée, cette
opération est interprétée algébriquement comme une permutation des lignes
et des colonnes de la matrice compartimentale ce qui est équivalent a la
multiplication de la matrice A par des matrices de permutation, dans le but
de simplifier ces opérations et de bien choisir la nouvelle numérotation , un
algorithme basé sur les caractéristiques des matrices caténaires est proposé.

La matrice caténaire est tridiagonale alors il y’a 3n — 2 (n le nombre des
compartiments) éléments qu’on doit identifier, en outre, en raison des pro-
priétés des matrices compartimentales, le nombre des éléments a identifier est
réduit a 2n — 2 éléments pour les systémes fermés et 2n — 1 pour les systémes
ayant un seul compartiment qui fait un échange avec le milieu extérieur car
les éléments de la diagonale seront calculés a partir des éléments de la méme
colonne. Plusieurs hypothéses ont été testées pour réduire le nombre des com-
partiments nécessaires pour identifier notre systéme. L’idée de se limiter que



sur les mesures effectuées sur le premier compartiment (compartiment prin-
cipal) nous a permis de développer un algorithme pour l'identification de la
matrice A dans le cas ou les éléments & identifier sont tous non nuls.



Chapitre 1

Présentation d’un systéme a
compartiments

Quel que soit le domaine dans lequel interviennent les modéles & com-
partiments, ils sont utilisés pour décrire le comportement dynamique dune
certaine entité. Elle constitue avec le processus au cours duquel elle subit
des transformations ce que nous qualifions de systéme de transformation réel
désigné généralement par S.

1.1 Considération sur la modélisation

1.1.1 La notion de compartiments et de systéme com-
partimental

Le systéme de transformation S peut étre considéré comme un ensemble
d’éléments qui interagissent entre eux et éventuellement avec 'extérieur. On
peut regrouper ces éléments quand ils partagent des propriétés communes
(caractéristique anatomiques, biologique, physiologiques ou autres). On peut
caractériser ces propriétés par une certaine relation d’équivalence dont les
classes sont alors ces groupes d’éléments qu’on appelle "compartiments”. L’en-
semble quotient de cette relation est appelé "systéme compartimental”. En
pratique, il convient assez souvent d’assimiler les compartiments a des es-
paces physiologiques ou des volumes d’organes ou de liquides. Par suite des
interactions qu’elle subit, I’entité peut transiter dans un ou plusieurs compar-
timents ou aller vers ’environnement par excrétion. De sorte qu’entre deux
compartiments il peut y avoir un échange unidirectionnel, bidirectionnel ou
pas d’échange du tout.



1.1.2 Le diagramme de connectivité et les coefficients
d’échange

Soit S un systéme de transformation auquel on associe n compartiments ,
ou n désigne un entier naturel, on identifie un compartiment en lui associant
un numéro i, on le représente de la maniére suivante :

Fi1G. 1.1 — un compartiment

0

On pose : I = {1,2,---n} : et soit 'ensemble Cy = {(4,5)/i # j,j €
I'U{e},i € I} des couples ordonnés tels que (i,j) appartient & Cj si et
seulement si, il y a transfert du compartiment ¢ vers le compartiment j.

L’ensemble Cj définit le diagramme de connectivité associé au systéme
S en tant que modéle & compartiments dont on adoptera une représentation
(possible) comme montre la figure 1.2. entre deux compartiments génériques i
et j. L’existence d’un arc signifie I’existence d’une interaction dans ce sens et
traduit 'appartenance de (i,7) a Cy par exemple dans la figure 1.2 (i,7) €
Co, mais (j,1) ¢ Co,

Une fois on associe a un systéme de transformation S, n compartiments
avec des échanges établis entre eux et éventuellement avec ’extérieur, on fait
correspondre au diagramme de connectivité ainsi défini des grandeurs via des-
quelles pourra étre décrite I’évolution de S comme ci-dessous. Ces grandeurs
permettent de formuler la nature des interactions entre les compartiments.
On associe aux transformations de compartiment ¢ vers le compartiment j le
coefficient k;;, (1 # j,i € I et j € 1 U {e}) appelé coefficients d’échange ou
taux de transformation fractionnaire du compartiment ¢ dans le comparti-
ment j((i,7) € Ix(IU{e});i # j) et ki est le taux d’excrétion fractionnaire
du compartiment i vers I'extérieur .

FiG. 1.2 — interaction entre 2 compartiments



1.1.3 Les variables d’état

Selon la nature du processus et la technique utilisée pour étudier expé-
rimentalement 1’évolution de l’entité on est amené a faire correspondre a
chacun des compartiments ¢ une variable dépendant du temps|[19], caracté-
ristique de l'entité et susceptible d’étre quantitativement. Ainsi pour i on
peut étre amené a étudier 1’évolution de I'une des grandeurs suivantes :

ai(
2. C;
3. a;
4

. n;(t) le nombre d’individus.

—_

t) la quantité de la substance .
(t) La concentration de la substance.

(t) Pactivité spécifique de Substance en cas de traceur.

Quand on étudie I'une ou 'autre de ces grandeurs chaque compartiment
1 sera assimilé & une variable d’état dépendant du temps et qui sera le ieme
compartiment d'un vecteur X (¢) de R™.

1.1.4 Construction du modéle mathématique

L’évolution de la structure compartimentale résulte de la variation au
cours du temps de X (), c’est -a~dire des grandeurs x;(t) dans chaque com-
partiment 7.

Il existe plusieurs hypothéses d’échange qui expriment cette évaluation ,
parmi lesquelles on peut noter les trois suivantes|17] :

L’hypothése d’échange linéaire :[13|[17| (dictée par la loi de Fick)(ou
hypothése de la cinématique du premier ordre ) " le flux sortant du com-
partiment ¢ vers le compartiment j est proportionnel & z;(t) de constante de
proportionnalité k;; "

L’hypothése d’échange homographique :[15][17] (dictée par la loi de
Michaelis-Menten)
" le flux sortant du compartiment i vers le compartiment j & 'instant ¢
vaut
viji(t)
O v;; et k;; sont les constantes de Michaelis-Mention et z;(t) la quantité
de substance du compartiment ¢
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L’hypothése d’échange polynomial d’ordre (« + ) :[16][17].
Le flux sortant du compartiment ¢ vers le compartiment j est proportion-
nel a x?(t)xf(t) de constante de proportionnalité k;;

Ces hypothéses permettent de regrouper les systémes compartimentaux
en deux classes :
— Les systémes compartimentaux linéaires qui sont caractérisés par
I’hypothése d’échange linéaire.
— Les systémes compartimentaux non linéaires.

Pour un systéme de transformation .S on s’appuie sur le principe fondamental
de ” conservation de la masse” dans le systéme en faisant état du bilan
des masses des entrées-sorties pour chaque compartiment ¢ de la maniére
suivante :

Taux de variation Flux entrant Flux sortant
instantane = dans le — du
de x;(t) compartiment i compartiment i

C’est- a- dire en écrivant les équations de balance : ainsi les différentes
hypotheses d’échange émises ci-dessous conduisent elles, selon le cas aux sys-
témes différentiels suivants :

cas d’un systéme linéaire : selon I'hypothése d’échange linéaire, le
taux de variation instantanée est exprimé par I’équation :

dx’ Zkﬂxj iel (1.1)

ou on a noté :

= _kze Z kzy

#z‘
De sorte que le flux total de la matiére quittant le compartiment ¢ & 'instant
t est kjxi(t), il est compté négativement pour exprimer une perte de la

matiére ou de concentration, selon le cas du compartiment 7 . Ce systéme
différentiel peut s’écrire sous la forme matricielle :

X'(t) = AX(t). (1.2)

11



Ou A = a;; est la matrice définie par : a;; = kj;

kll k21 knl
a | e e
kln k2n knn

en tenant compte du fait que le systéme occupe un état initial

Xo = ( #1(0),22(0),- - ,20(t) ),

correspondant a la quantité de substance présente a l'instant initial dans
chaque compartiment i ; le systéme compartimental linéaire est alors régi par
le systéme différentiel linéaire avec condition initiale suivante :

dX(t)
——= = AX(1),
{ > (t
Cas des systémes non linéaires de type homographique : dans ce cas
la variation au cours du temps de z;(t) est donnée par ’équation suivante :

(1.3)

n

dX(t) Vii
N A L t).
dt = kj; + x;(t Z kw + x;(t zilt)

| X'(t) = F(X(1))

ou F' = (f1,f2, -+, fn) est définie de R™ dans R"™ dont les composantes
valent :

n

fi(x17x27 et 7'7;11) =
7j=1

Vii —~

T
J
k}jl' + mj = k’z‘j + ZT;

Ii,iEI

L’état initial du systéme fournit le systéme différentiel de Cauchy suivant :

{ X'(t) = F(X(t))
X(0) = X,

Cas des systémes non linéaires de type polynomial d’ordre (a+ /) :
la variation de x;(t) au cours du temps est présentée par I’équation :

Z ey (¢ Z iyl (¢ — kpxd(t) i€ 1

12



ou encore :

X'(t) = F(X(t)),

ou F = (f1, fo, -+, fn) est définie de R™ dans R™ dont les compo-
santes valent :

fiwn, wa, o mn) =Ykl (Oal(t) = kija(t)al (t) — kieaf(t),i € T
j=1 j=1

Considérations physiques sur les éléments du modéle

Sur les éléments de la matrice A il existe un certain nombre de contraintes
qui découlent de leur interprétation physique [19] :

1. z;(t) >0 Vt € [0, +00] Vi € I.

2. ky; >0Viel, Vjelu{0} i#j.

3. ki = — Z kij — kie 5k < 0.
7j=1
J#i

4. i kij = _kie
j=1

Définition 1.1 [17/Toute matrice A = (a;j) telle que a;; = kj;; et vérifiant
les propriétés 2 et ,3 est appelée matrice compartimentale.

1.1.5 Un exemple typique du modéle compartimental
Présentation du phénoméne étudié

La glande thyroide a la propriété de concentrer I'iode de fagon sélective et
de I'utiliser comme constituant principal de ses hormones, le probléme posé
est de préciser la répartition de 'iode dans I'organisme par la détermination
de certains coefficients d’échange[5], pour cela on injecte une certaine quantité
d’iode radioactif et on mesure la fixation de l'iode au niveau du cou. Les
phénomeénes d’échanges et de métabolisme de 'iode peuvent se résumer de
la maniére suivante :

1. Une partie de I'iode inorganique du sang passe dans la glande thyroide
ou elle se transforme en iode organique (hormones) avant de retourner
dans le sang circulant.

13



2. Le sang libére partiellement 1'iode dans les liquides interstitiels ol une
partie de I'iode organique reprendra la forme inorganique (cette phase
correspond a l'utilisation des hormones). La quantité totale de l'iode
diffusée retourne ensuite dans le sang circulant.

3. L’iode inorganique du sang est éliminé partiellement par les voies ré-
nales.

4. Les phénomeénes de sécrétion gastrique et de transit intestinal de 1'iode
inorganique sont négligés pour 1’étude.

Description du modéle compartimental

Compte tenu des échanges décrits précédemment la quantité d’iode ra-
dioactif injectée se répartit au cours du temps dans divers compartiments :
— La glande thyroide représentée par T
— Le sang, décomposé en deux compartiments :
— S (correspondant a l'iode inorganique)
— H (correspondant & l'iode organique)
— Les liquides interstitiels représentés également par deux compartiments
— L pour l'iode inorganique
— U pour l'iode organique
— Les voies rénales représentés par le compartiment R

FiG. 1.3 — exemple

Formulation mathématique

Les quantités de I'iode radioactif contenues dans les différents comparti-
ments sont des fonctions de temps représentées par un ensemble de fonction
indicées par les lettres attribuées aux divers compartiments auxquels elles

14



sont respectivement associées. En négligeant le décalage dans le temps entre
I’entrée sous forme inorganique et la sortie sous forme organique de 'iode de
la glande thyroide le systéme différentiel décrivant les échanges peut s’écrire :

drg(t

x(;t( ) = _(ksl + ksr + kst)xs + klsa;l + kusxu
da;ét(t) = kslxs - klsxl
d.?:t(t)

= kgxs — kpnxy

dt

dxp,(t
xgt( ) = kinTy — kpuZn + Euny
dx,(t
xgt( ) = khuxh - (kuh + kus>xu
dzx,(t)
- ksr s
dt v

En prenant comme unité de quantité la dose injectée, les conditions initiales
s’écrivent :

21(0) = 24(0) = 2,(0) = 2,(0) = z,.(0) =0

1.2 Analyse compartimentale

C’est une partie de la théorie générale de modélisation mathématique
qui étudie les systémes a compartiments, son objectif est de développer des
modeéles mathématiques simples pour des phénoménes particuliers qui per-
mettent de faire une étude fiable sur le comportement et le fonctionnement
du phénomeéne étudié . Elle s’effectue en trois phases principales : L’établis-
sement du modéle, le probléme direct et le probléme inverse.

1.2.1 L’établissement du modéle

La spécification du modéle est la phase la plus importante elle est ba-
sée au plan quantitatif comme au plan qualificatif sur toute connaissance
théorique et expérimentale que 'on peut avoir sur le systéme étudié. Elle
consiste a déterminer le nombre de compartiments et les interconnections
possibles entre ces compartiments, cette derniére est fondée sur une analyse
théorique dans laquelle on étudie le comportement dynamique du processus
S en tenant compte de sa nature et des phénoménes dont il est siége. La mise
des équations de ces derniéres se fait a partir des lois physiques, chimiques
appropriées a la nature du systéme. Une deuxiéme étude expérimentale est
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nécessaire pour pouvoir déterminer la structure finale du modéle (linéaire,
non linéaire) et d’affecter des valeurs numériques a tous ou a une partie des
parameétres du modéle.

1.2.2 Le probléme direct

En analyse compartimentale le probléme direct consiste a étudier :
— L’existence et I'unicité de x(t).
— Exprimer x(t).
— Analyser le comportement de x(t) : stabilité périodicité et le compor-
tement asymptotique.
Selon la nature du systéme on est amené a étudier I'un des deux problémes
directs suivants :

Trouver une fonction
X :[0,400[— R"

{ ' (t) ): Az (t) (Plin)

z(0) = xo

telle que

{ x'(?(O:) i<gf§t)) (Pnlin)

Le probléme linéaire (Plin) admet toujours une solution unique. Dans le
cas non linéaire 1’étude de 'existence et 1'unicité de la solution suffit pour
envisager d’identifier (par approximation) le systéme ; Une méthode de linéa-
risation nous rameéne au cas précédent.

1.2.3 Le probléme inverse

Le probléme d’identification des coefficients d’échange est un probléme
inverse. Pour traiter ce type de probléme on prend des données expérimen-
tales (observation de certains compartiments du systéme) dans le but de
déterminer la matrice A du systéme (Plin).

1.2.4 L’identification de somme exponentielle

L’identification de somme exponentielle est une étape trés importante
pour résoudre le probléme inverse de 'analyse compartimentale. Dans la
littérature concernant ce probléme, il existe différentes méthodes pour sa ré-
solution. Nous citons les principales méthodes : la méthode asymptotique,
la méthode de fourier, une méthode de type spectral, la méthode de Prony,
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la méthode des moments, la méthode des moindres carrées non-linéaires et
moindres carrées non linéaires avec une méthode d’optimisation réductrice.
Cette derniére a été développée par Le professeur Y. CHERRUAULT elle
consiste a appliquer une technique d’optimisation sur la fonctionnelle J dé-
finie par :

JBL B By B Br s A Aa s An) = ) O (wilty)— Zﬁ% Mels)2)
j=1 i=1 k=1
(1.4)
on suppose que la forme de la solution de (Py,) est z(t Z Breti

Certains chercheurs considérent n comme une 1nconnue autrement dit
que la structure de systéme compartimental n’est pas connue. Puisque n est
en relation directe avec le nombre des compartiments. Ceci montre qu’on
peut avoir besoin de résoudre le probléme inverse avant 1’étape de 1’établis-
sement du modéle. Ce probléme est classé comme un probléme mal posé par
plusieurs auteurs. Cette propriété est due a I'extréme sensibilité des para-
meétres n, Gret\, par rapport aux petites perturbations sur les valeurs de z;.
Mathématiquement on pose le probléme suivant :

Soit V, I'espace vectoriel des fonctions sommes d’exponentielles

Vo={f:[0,T] = R; f(2) Zﬁe tneN,feRNeR k=1 n}

Connaissant les valeurs f(¢) d’une fonction f € V, sur tout l'intervalle
[0,T7], il s’agit de déterminer les paramétres n € N, 5, € R\, € R,

.k =1,---,n correspondants. La solution de ce probléme existe, car f
est supposée dans V,. Elle est unique, a cause de ’hypothése supplémentaire
assurant que f est donnée sur tout I'intervalle [0, 7] et du fait que la famille

{£r:00,T] = R; fi(t) = e, X > 0} est libre.

La méthode développée par Ali Kheffif nommée méthode de fenétrage a
permis de trouver une solution pour le probléme posé.

1.3 D’autres techniques de modélisation

Comme indiqué dans l'introduction il existe plusieurs techniques pour
modéliser un systéme biologique. Ces techniques sont regroupées en trois
familles les modeles stochastiques , déterministes et les modéles mixtes.

Les modéles déterministes peuvent étre regroupés en deux catégories.
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1.3.1 Les modéles de connaissance

On peut obtenir un modéle par la traduction mathématique des lois phy-
siques auxquelles obéit le systéme étudié si celles-ci sont connues. On aboutit
a ce qu’on appelle un modéle de connaissance. Les modéles compartimentaux
sont considérés comme des modeéles de connaissance.

n

1.3.2 Les modéles de type " boite noire

On a des situations pour lesquelles le systéme étudié est trés peu ou pas
du tout connu quant aux lois physiques auxquelles il obéit; par contre on
dispose de données expérimentales ou statistiques concernant le phénomeéne
a modéliser. On relie alors ces paramétres entre eux par un systéme des
équations posées; c’est l'expérience du modélisateur et les analogies qu’il
fera avec des systémes modélisés dans la littérature qui le conditionneront
pour proposer tel type de modéle ou tel autre. Les modéles ainsi obtenus
s’appellent modeéles de simulation ou modeéles d’action ou encore modéles
de type " boite noire ". Les cas les plus fréquents sont les suivants : Si le
phénomeéne étudie ne dépend que du temps et s’il est linéaire, on a :

dxq(t

.T;t( ) = a9 + anl(t) + -t alnxn(t)
dxz.,, (t

xc’;f ) = Apo + A 21 () + -+ + appn(t)

ou les z;(t) sont des paramétres (quantité, concentration, pressions etc...).
La difficulté d’un tel modeéle se situe au niveau de l'identification des coeffi-
cients a;; qui n’ont aucune signification physique. Si par contre, le phénoméne
est dépendant du temps mais non linéaire alors on a le systéme suivant :

dt
pour lequel il nous faut identifier les fonctions f; au moins sous une forme
mathématique particuliére a partir des données sur les x;(t). On peut avoir
a considérer des problémes encore plus compliqués qui imposeront des équa-
tions plus complexes que celles déja vues. En supposant, par exemple, que
I’état a l'instant ¢; ne dépend que du passe t < t; et du présent t = t; , on
obtient un modéle représente par une équation intégrale telle que.

= fi(t7x17x27 e 7~Tn)

xi(t) :/0 flt,xq(u), -z (w) Ktz (u), ...,z (u))du i =1, ..., n.

18



Les modeles de simulation présentent un inconvénient par rapport aux mo-
deles de connaissance en ce sens que certains parameétres des équations sont
inconnus. Pour que le modéle soit défini sans ambigiiité, il nous faut calculer
ces parameétres : on est alors confronté a un probléme d’identification. Dans la
littérature, nous disposons de modéles standards que ’on peut utiliser pour
approcher certains phénomeénes généraux tels que :

Les modéles de LOKTA-VOLTERRA

Ces modeles ont été utilisés pour modéliser ’évolution au cours du temps
de deux populations en compétition appellées proies et prédateurs dans un
écosysteme ; on les appelle quelquefois "modéles proies-prédateurs" la formule
générale est :

dN;(t) . o
( i —Ni(t)(ﬁ—;diij(t)) i=1-- 719)

ot N; est le nombre d’individus de l'espéce 7 on a N;(0) = «; constantes
connues.

p est le nombre d’espéces en compétition.

les r; sont le taux de croissance spécifique de ’espéce @

les d;; sont les coefficients qui mesurent I'ampleur avec laquelle la présence
de l'espéce j affecte la survie de 'espéce i .

1.3.3 Les modéles mixtes

Comme l'indique son nom les modéles mixtes représentent une troisiéme
famille de modélisation qui s’installe entre les modéles déterministes et les
modéles stochastiques; certaines variables sont reliés par des relations des
probabilités, nous pouvons citer comme exemple, le modéle de MARCHUK
en immunologie, qui décrit I’évolution d’'une maladie infectieuse. Il peut s’ap-
pliquer a un large groupe de patients sans avoir besoin de décrire les parti-
cularités de la dynamique de la maladie. Il prend en compte les réactions de
défense de I'organisme qui sont traduites par des équations mathématiques.
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Chapitre 2

Quelques notions de base

L’étude du probléme inverse des systémes compartimentaux nécessitent
la connaissance de certaines notions de base d’algebre et d’analyse, ainsi que
des propriété des systémes compartimentaux et des matrices associées qu’on
introduit dans ce chapitre.

2.1 Rappels de quelques propriétés des valeurs
propres et des vecteurs propres

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, f : E — E un endo-
morphisme de E, B une base de E et A= M(f, B, B) = (a;).

Définition 2.1 [2//

On appelle valeur propre de f tout élément \ de K (K désigne un corps
commutatif R ou C ) tel que : (f — M) ne soit pas injectif.

On appelle valeur propre de A tout élément A de K tel que
det(A — X)) = 0, autrement dit tel que(A — XI) ne soit pas inversible.

Proposition 2.1 [26]
soit Apxn une matrice carrée a coefficients réels alors :
— A admet au moins une valeur propre réelle si n est impair.
— si la matrice A admet une valeur propre compleze \ alors \ est aussi
une valeur propre de A
— st 'V est un vecteur propre correspondant a une valeur propre complexe
X alors V' est un vecteur propre correspondant A
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Définition 2.2 [19] La matrice A est dite a diagonale principale dominante
par rapport aux lignes si :

n
|ai| > Z lai;| 3 Vi, 1 <i<n
j=1
J#i
La matrice A est dite a diagonale principale dominante par rapport auz co-

lonnes si :
n

|| > Z laij| ;i=1,---,n
i=1
J#
Si les inégalités sont strictes, la diagonale principale est dite strictement do-
minante.

On dit qu’une matrice A d’ordre n est a diagonale dominante partielle-
ment stricte si

n n
jail > Y agl et Fio € 1/ laigi| > D as|
=1 =1

J#i J#i

Théoréme 2.1 :/19] Toute nxn matrice a diagonale strictement dominante
est non singuliére.

2.1.1 localisation des valeurs propres

Soit A = a;; une matrice carrée d’ordre n on note

n n
Li=) lag| ;Ci=> la| ;i=1,---,n
j=1 j=1

L=maxL;;l=minlL; ;i=1,---.n
C=max(C;;c=minC; ;1=1,---,n

Théoréme 2.2 [19] (théoreme de Gershogorin) Toute valeur propre de A
est située dans au moins un des disques

D;={zlz—a;| < L} ;i=1,--- ,n.

21



Démonstration : si A est une valeur propre de A il existe des scalaires
x1,To, -+ , T, non tous nuls tels que :

n
)\:U,n:Zam-xj r=1,---,n (2.1)
j=1
soit |x;| = max|z.| r=1,---,n

on a|x;| > 0 ce que nous permet d’écrire I’équation 2.1 sous la forme :

n
()\ — Clu)!lfl = Z aijmj
7=1

i#i
par suite
n n n
N =il < D lagllagl < 0> lagllagl < (O lag))lail
j=1 j=1 j=1

JF#

D'ou A € D;
En fait toute valeur propre A est telle que A € UD.. sachant que A et A’
ont le méme spectre, on opére avec A’ pour montrer qu’on a aussi A € UD;

Théoréme 2.3 [19] Soit A une matrice a coefficients réelles. s’ il existe un
entierr , 1 <r <n tel que :

|y —ay| >Ci+C ;i=1,--- nr#i

Alors le disque D, contient une et une seule valeur propre de A qui est d plus
réelle.

Théoréme 2.4 [19] Pour toute n X n matrice réelle A si :
|ajj—aii| >CZ+C] ;7,0 =1,---.n

Alors toutes les valeurs propres de A sont réelles et simples.

Autrement dit , toute matrice carrée réelle dont les disques de Gershgorin D;
sont deux a deux disjoints , a toutes ses valeurs propres réelles et simples
(chaque disque contient une et une seule valeur propre qui est de plus réelle

)
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Remarque 2.1 il n’est pas vrai que tout disque de Gershgorin doive contenir
—4 —10 D
1 6 sne
contient pas de valeurs propres de A cependant, toute réunion de disques de
Gershgorine disjointe des autres disques doit contenir une valeur propres de
A.

pour A arbitraire , si D, est disjoint avec les n—1 autres disques,il contient
une et une seule valeur propre de A.

une valeur propre de A. Ainsi pour la matrice A =

2.2 Reésolution d’un systéme différentiel linéaire
homogéne a coeflicients constants

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans R
/
et X(t) = (z1(t) x2(t) -+ an(t) ) un vecteur de classe C* sur R.

On considére le systéme linéaire homogéne a coefficients constants sui-
vant :

aX
{ o = A (2.2)
X (o) = Xo.

Cas ou A est diagonalisable en R

On note (A, A2, -+, \,) les valeurs propres de A(avec \; € R ¢ =
1,---,n) et (V4,Va,---,V,) une base de vecteurs propres associés. Alors,
I’ensemble des solutions de 2.2 est un R espace vectoriel de dimension n. La
solution est donnée par :

X(t)=> C;V;eMt
j=1

Cas ou A est diagonalisable en C mais pas sur R

Si la matrice A admet 2p (2p < n) valeurs propres complexe 2 & 2 conju-
guées, et n — 2p valeurs propres réelles c’est a dire :

Aj = aj +1b; avec aj,b; €R j=1,---p

)\j = )\jfp :aj,p—ibj,p avec aj,p,bj,p eR ] :p+1, ,2]7
AER pour j=2p+1,---,n
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Les vecteurs propres associés sont :

Vi =U; +iW; avec U;, W; e R" j7=1,---,p
Vi=Vip=Ujp =W avec Ujp, Wjp €R" j=p+1,---,2p
V;eR" pour j=2p+1,---,n

Alors 'ensemble des solutions :

S = {Re(VieMt), Im(VieM?), -+ | Re(Vpet), Im(V,etet), Vo, ezt oo [V, ernt}

est un espace vectoriel de dimension n sur R.
La solution est donnée par :

ZCRG (V;eM") + ) Im(VieNt) + Z C; Vet

j=1 j=2p+1

sachant que : Re(V;et') = (U; cos(b;t) — W sin(b;t))e"
et que :
Im(V;erit) = (U; sin(b;t) + W; cos(bjt)) e

Donc la solution s’écrit sous la forme suivante :

P
t) = ZC’j(Uj cos(b;t)—W; sin(b;t)) e +C" 1 (U sin(b;t)+W; cos(b;t))e® '+ Z C; Vet

Jj=1 7j=2p+1

p n
= (CiU+C;, W) cos(bjt)e™ +(C;,, Uj—CiWy) sin(bt)e®'+ Y - CjV;e!
Jj=1

Jjt+p
j=2p+1
Si on pose que :

= (C;U; + O, W;) pour j=1,---p.

Jj+p

UJer (C U CW) pour jzlavp

Jj+p
By =C;V; pour j=2p+1,--- ,n

Alors la solution s’écrit sous la forme suivante :

P
X(t) = Zaj cosb;(t)e™" + o;1,sinb;(t)e™" + Z BjeMt (2.3)
=1

J=2p+1
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2.3 Systémes compartimentaux

2.3.1 graphe sagittal

Soient M = (a;;) une matrice d’ordre n , et Pi; Ps;---; P, n points dis-
tincts du plan euclidéen.

Définition 2.3 On appelle graphe sagittal de la matrice M associé aux points
—
Py, Py, --- P, U'ensemble des vecteurs P,P; (ou bipoints) tels que a;; # 0 et
i # 7.
Le graphe sagittal de M est noté G(M)

G(M) = (PP /ai; #0 et i#j)

Définition 2.4 On dit que le graphe sagittal de la matrice M est fortement
vectoriellement connexe si pour tous points Py P; , il existe un chemin de
G(M) allant de P, a P; , c’est-a-dire que :

V(Z,j) el x ]LZ 7&]3{21,@, 7iq} C ]I/{PiPiUPth?”'Piqu} C G<M)

On peut remarquer que :

—
FP, = P, + PPy + -+ PP,

Définition 2.5 On dit qu’une matrice carrée M d’ordre n(n > 1) est réduc-
tible s’il existe une matrice de permutation P d’ordre n telle que :

My M
t __ 11 12
PMP' = ( o M >
ot My € My, (C) et My € My_p(C)

Proposition 2.2 : Une matrice M = (m;;) d’ordre n est irréductible (non
réductible ) si et seulement si, pour toute partition de I en deuz sous-esembles
S etT il existe i dans S et j dans T tels que m;; # 0.

Proposition 2.3 Une matrice carrée est irréductible si, et seulement si, son
graphe sagittal est fortement vectoriellement connexe.

Proposition 2.4 Toute matrice irréductible et a diagonale dominante par-
tiellement stricte est inversible.

Définition 2.6 Un cycle est un chemin d’un point P; vers lui méme.

Définition 2.7 On dit qu’un systéeme compartimental est acyclique s’il ne
contient aucun cycle.
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2.3.2 Propriétés des systémes compartimentaux

Soit le systéme compartimental général(Sg) représenté par la figure sui-
vante :

Fi1G. 2.1 — systéme compartimental général

k21

Le choix méme du modéle présuppose qu’un compartiment ne peut étre "
isolé" c’est-a-dire que dans chaque compartiment ¢ arrive au moins un arc et
en ressort au moins un autre, ou encore que (Sg) vérifie 'hypothése suivante
dite compartimentale est notée Hop, :

Vi€ {1,2, -+ ,n}, Jig € {1,2, - ,n}/kip; £ 0 (2.4)
ViE{l,Q,---,n},3j0€{1,2,---,n}/kijD#O )

La matrice compartimentale associée a ce systéme est :

kll k21 Cee e knl
kln k?n o T knn

ou
n
ki = — E kij — Kie
j=1

JFi
On peut remarquer que la matrice A est a diagonale dominante partiel-
lement stricte si et seulement s’il existe i tel que k;,e # 0

Définition 2.8 [19/ On dit qu’un systéeme compartimental, en état d’évolu-
tion, est homogéne si x;(0) =0 pour tout i € {2,--- ,n}
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Définition 2.9 [19] On dit qu’un systéme compartimental en état d’évolu-
tion est non homogéne s’il existe i € {2,--- ,n} tel que z;(0) # 0

Définition 2.10 [17] On dit qu’un compartiment i est fuyant si k;. # 0

Définition 2.11 [17] On appelle faisceau sortant du compartiment i le

ki1
_ ki
vecteur de R™ noté K?, défini par K} =
kin
On appelle faisceau rentrant dans le compartiment i le vecteur de R™
ki
, ko
noté K[, défini par K| = .
kni

2.3.3 Structures compartimentales particuliéres

Définition 2.12 [19/

Un systéme compartimental est dit ouvert s’il existe un compartiment iy
fuyant.

Remarque 2.2 Ainsi pour un systéme ouvert a n compartiments , au moins
une des inégalités exprimant le fait que A soit 4 diagonale dominante stricte
c’est a dire :

n
| Ky |= =k > > ki
i=1
i#]
pour au moins un j € {1,...,n}

Définition 2.13 [19/
Un systéme a n compartiments est dit totalement ouvert si et seulement
St :

ki 0Vi & ki > Y ki Vj
j=1

i#]
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Définition 2.14 [19/

Un systéeme compartimental est dit fermé si k;. = 0 pour tout 1 € {1,2...,n}

Corollaire 2.1 : Si le systéme compartimental est fermé on a les deux ré-
sultats suivants :

systeme fermé < Z ki; =0, i=e{l,...,n}
j=1
systeme fermé = det A =0

Donc A posséde au moins une valeur propre structurale et on a ainsi

rangA <n—1

2.3.4 Propriétés des valeurs propres

Proposition 2.5 [17] Toute matrice compartimentale associée ¢ un systéme
compartimental ouvert vérifiant U'hypothése (Heomp) est inversible.

Théoréme 2.5 [19]

Les valeurs propres de chaque systeme cyclique pris individuellement sont
les valeurs propres de systéme total. Tous les sous-diagraphes acycliques sont
associés a des valeurs propres nulles structuralement i.e indépendantes des
valeurs des parameétres des modeéles

Théoréme 2.6 [19] Soit A une matrice compartimentale, la partie réelle de
toute valeur propre non nulle de A est strictement négative.
Par conséquent la matrice A n’a aucune valeur propre imaginaire pure.

Démonstration : D’aprés le théoréme de cercle de Gerschgorin sur les
valeurs propres d’une matrice carrée A = (a;;);j=1..n toutes les valeurs
propres de A sont contenues dans la réunion des disques Dy, tels que :

Dk:{ZGCCIZ—GkkIS Z |azk‘}k:1,,n
=1
itk

En particulier, si A est une matrice compartimentale on a pour 7 # k :

a;r, > 0
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et la somme des éléments de la k¢ colonne est égale & —aye.

n n
Z | ai |= Z aikzzaik_akk < —age <| agg |
i=1 i=1

i=1
itk itk

donc
Dy C D(agg, | ark |)
et si on note | agyp, |= maxy | ag |, alos :
Dy C D(ak, | ark |) C D(aroko, | @roko |) = Diq
mais
Dy, —0C {2z € C: Re(z) <0}

Définition 2.15 Un systéme compartimental est dit oscillant si la matrice
compartimentale associée admet des valeurs propres complexes

La structure n-cyclique unilatérale : un exemple typique

L’exemple classique d’une structure compartimentale résultant en des
valeurs propres non réelles, est celui du n-cycle unilatérale & coefficients
d’échange égaux.

FiG. 2.2 — systéme n-cyclique unilatérale

©) @ (?

a a

o
w
OO

a
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A ce type de systéme on associe la matrice A définie par :

]{?11 ]{?21 0 s 0 0
0 k’gg k’32 0 s 0
. L
0
0 0 0 0 kp—vm-1) Fnum
ki, O 0 0 ko,

sachant que :
asti=j+loui=1letj=n
kij = —a St 1 :]
0 ailleurs
Pour ce systéme fermé il n’y a qu'un disque de Gershgorin D(—a,a) de

I’axe des réels et qui est donc tangent & I'axe des imaginaires. On obtient
facilement que

Det( A\l —A)=A+a)"—a",n>2

Et les valeurs propres de A et leur localisation dans le plan complexe : en
fait elles sont situées sur le cercle C(-a, a) et sont données par

Mk = —a 4 ae®*™" =0,1,--- ,n—1.
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Chapitre 3

Identification des systémes
compartimentaux oscillants

Les premiéres études sur le probléme d’identification de systémes com-
partimentaux linéaires a coefficients constants ont concerné le cas ou tous
les compartiments du systéme sont mesurés puis par optimisation de la fonc-
tionnelle J de Y. Cherruault [6] On est amené a identifier des sommes d’ex-
ponentielles . Par la suite, des travaux ont été réalisés dans le cas ot on ne
peut mesurer un ou deux compartiments. Dans tous ces travaux, les cher-
cheurs supposent que la matrice compartimentale associée au systéme étudie
admet uniquement des valeurs propres réelles. Dans ce chapitre, on expose
briévement ces travaux puis on donne une extension au cas des systémes
oscillants.

3.1 Quelques rappels sur l’'identification d’un
systéme compartimental réel

Les rappels qui suivent sont utiles puisqu’ils permettent de voir dans
quelle mesure il est possible de généraliser les résultats valables dans le cas
des systémes compartimentaux réels aux systémes oscillants.

Considérons un systéme compartimental générale (.S,,) régi par le systéme
différentiel suivant :

dX (1)
{ o X (3.1)
Xo = (a,O,--- ,0)’

ou A est la matrice compartimentale associée.
Dans le cas ou les valeurs propres de A (\; i € {1,2,--- ,n}) sont réelles
strictement négatives et distinctes, la solution du systéme différentiel 3.1 est
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de la forme .
X(t)=>_ peN'
j=1

ou [; =C;V; et V; est un vecteur propre associée a \;.
dx;
Si on remplace x;(t) et —— par leurs expressions dans le systéme 3.1 et

on applique I'identification on obtient les n systémes suivants

pour tout ¢ fixé dans{1,--- ,n} on a :
n
P _ !
)‘Jﬂjz' - Zk“ﬂj (3.2)
=1 ’
jed{l,--- n}
Pour identifier la matrice A des mesures sont effectuées sur [ comparti-
ments a m instants (x;(tx) mesurés pour ¢ € {1,---,1} et k€ {1,---,m}).

3.1.1 Cas de systéme & n compartiments mesurés
Si tous les compartiments du systéme étudié sont mesurés (I = n) alors

I'identification de la matrice A se fait en deux étapes.
— La premiére consiste a ’application d’une méthode d’optimisation sur

la fonctionnelle J définie par [6] :

n

m n
J<ﬁllv T rlu 637 T 771LJ A1, Ag, - - )‘n) = Z(Z(xz(tk> - Zﬁ;e)\jtk)2>
k=1 i=1 j=1
(3.3)
Ce qui permet de déterminer ﬂ;- eth\; i,7 € {1,2,--- ,n}
On pose que :
mln‘](ﬂlla ) imﬁ%? ) 27)\17)‘27"')‘n) = J( 11*7 ) 71L*7 %*7 ) Z*a)\i)\;"
(3.4)
on introduit maintenant la matrice B* définie par :
1% 2% . n—1x n*
1 1 1 1
1% 2% . n—1x n*
2 2 2 2
B* = :

n n n n
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Définition 3.1 [17/ : La matrice B* est appelée matrice des masses algé-
briques élémentaires du systeme compartimental.

7%

1

Remarque 3.1 Chaque colonne : de la matrice B, notée 3° , est as-
By

sociée au compartiment (i) et représente les masses élémentaires algébriques

de ce compartiment par rapport a la base {e*t i € {1,2,--+ n}}.

— La deuxiéme étape est la détermination de la matrice A [14] :

Théoréme 3.1 [17] Soit le systéme compartimental (S,) homogéne ayant
au plus un compartiment fuyant mesurable et vérifiant Uhypothése (Hcomp)
On suppose que tous les compartiments sont mesurés et soit B* la matrice
des masses algébriques élémentaires, le systeme (S,) est identifie de fagon
unique si, et seulement si

Vie{l,---,n},3ige{l,--- ,n}, B #0
Plus précisément, chaque faisceau rentrant Ki(r)

gébrique linéaire :

est solution du systéme al-

101
A3l

Bk = Vie{l, -+ ,n} (3.5)

AL
Le compartiment principal étant mesuré, z;(t), on a alors :

n

n(t) =) B!

J=1

On définit la fonction y;(¢) , primitive de z(t) telle que :

n(0) =2 = (3.6)
k=1 "J
n 1*
yi(t) =Y ﬁew (3.7)
k=1 7

Remarque 3.2 [14] La fonction y, représente la fonction énergie associée
au compartiment principal.
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3.1.2 Cas de systéme & (n-1) compartiments mesurés

Considérons le systéeme différentiel 3.1 ot A est la matrice compartimen-

tale associée au systéme compartimental (figure3.1).

FiG. 3.1 — Systéme compartimental & n compartiments

)

k21
k12

K

La premiére étape pour déterminer les coefficients d’échange k;; est d’ap-

pliquer une méthode d’optimisation sur la fonction J2 définie par :

1 1 n—1
J2(6y, .o By, 07
k=1 i=1 j=1
on pose que :
: JQ(ﬂl 61 n—1 6n—1 A\ A ) _ J2( 1x
mZn 19> ny 1 g e e ey n 3 ]_7 27..., n — 1 9
On introduit maintenant la matrice B;_, définie par :
1x 2% n—1x* n
O e W i
1% 2% n— 1% n
2 P2 P 53
*= :
anl -

By B e BT B

Définition 3.2 [17] La matrice Bj;_, est appelée matrice des mesures par-

tielles des masses algébriques élementaires.
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Remarque 3.3 Pour identifier le systéme compartimental, on doit complé-
ter la matrice des mesures partielles.

Complétude de B;_,
Cas d’un systéme fermé

Théoréme 3.2 [5/ Soit S,, un systéme compartimental fermé , qui vérifie

(H1) Vje{1,2,---,n},3io € {1,2,--- ,n}/ki; #0
(H2) Vie{1,2,---,n},3jo€{1,2,--- ,n}/ki, #0

Si (n — 1) compartiments du systéme sont mesurés et

mmJQ(Bll,...,@lL,..., f‘l,...,ﬁ;‘_l,/\l,/\g,...,)\) J2( ,...,63_1*,)\’{,)\
Alors
n—1 ‘
Br=a-Y B (3.10)
i=1

n—1
__Zﬁli Vie{2,--,n} (3.11)
i=1

Cas d’un systéme ouvert

Théoréme 3.3 [5/ Soit S,, un systéeme compartimental ouvert , qui vérifie

(H1) Vje{L,2,---,n},Jig€{1,2,- - ,n}/ki; #0
(H2) Vie{1,2,---,n},3jo€{1,2,--- ,n}/ki, #0

Si (n — 1) compartiments du systéme sont mesurés et
i 1 1 n—1 n—1 _ 1% n—1x *
mZnJ2(517...,ﬁn,..., 1 7"'7/671, ,Al,AQ,...,)\n)—JQ(1,...7/871 ’Al’A

Alors
Zﬁ kle vz e{1,---,n}. (3.12)

Théoréme 3.4 [5/ Si les conditions du théoréme précédent sont vérifiées
alors on a :

5 (0) = - (3.13)
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Remarque 3.4 — La relation 3.6 nous permet d’écrire :
N B e
(o = () St = —— <0 (3.14)
k=1 "k

ce qui nous permet d’interpréter yi(0) comme une dissipation ins-
tantanée d’énergie a ['instant initial du compartiment principal vers le
milieu extérieur.

— a partir de la relation précédente, on peut identifier ki. par la relation :

a _ a
y1(0) Z Bl
NE

=1

Remarque 3.5 [5] Grace aux théorémes 3.3 et 3.4 la matrice B}, est com-
plétée par

ke = — (3.15)

1
l

n—1
: a
= N g — L 3.16
l Zz:; l y(O) )\l ( )

Théoréme 3.5 [5] Soit By, = (5*) la matrice des mesures complétées. Le
systeme compartimental est identifié de fagon unique si et seulement si

Vie{l,2,--- ,n}, I € {1,2,--- ,n}/B #0. (3.17)

Plus précisément on a :

o X8y
ko 505"

Bl ¢ = ¢ |vieqaon
ki N 3
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3.2 Identification d’un systéme compartmental
oscillant

Considérons un modéle général & n compartiments ( figure 3.1) | il est
régi par le systéme différentiel suivant :

ax(t)
{ == ax
X(0) = (a,0,+ ,0)'

Si le systéme est supposé oscillant, alors la matrice A posséde 2p va-
leurs propres complexes distinctes. On suppose que les autres valeurs propres
réelles sont distinctes. La solution du systéme différentiel s’écrit alors (voir
chapitre 2 eq 2.3)

(3.18)

p n
x;i(t) = Z oz;» cos(bjt)e“jt+0;+p sin(b;t)e® "+ Z ﬁ;e’\ft pour i € {1,2,--- ,n}
j=1 j=2p+1

De plus on a :

d;(t) O | . - =
xdi ) Z(ajO‘j+bjUj+p)eajtCOS(bjt)+(aj0j+p—bjaj)eaﬂtsm(bjt)+ Z A BLe!
j=1 J=2p+1

Si on substitue la solution X (t) dans le systéme différentiel (3.18) et
on identifie les coefficients des fonctions e'; e% cos(b;t); e% sin(b;t) qui sont
linéairement indépendantes, on obtient alors les relations :

n—1
) + bmzier = kyaf + Z kjiae] + kpiaf pour I=1---p
j=2
n—1 .
{ al—po_lZ - bl—paﬁp = kliall + Z k:jiaf + ]{Zm()'f‘ pour l=p+1,---,2p
7j=2

n—1

Bid = kil + )kl + kuilBf pour L=32p+1:.n
j=2

pour t=1,--- ' n

(3.19)
Soit y;(t) la primitive de x;(t) définie par :
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p
b; ; 4 —b;
yi(t) = Z ol (——L—e%" sinb;t + S bit) + 05, (5—55€"" cosbt+

i 2 2 2 1 12 <2 2
‘= Taj b aj +b; "hag + b
a; ajt - 6; it
————€%'sinb;t) + E —e™
2 1 12 j ,
as + b; j:2p+1)\
Pouri=1ett=0o0na:
P n 1
_} : 14 1 b 2 : 6]’
yl(O)— ajm—0]+p 2+b2 + )\_ (320)

j=1 J J j=2p+1 "7

3.2.1 Cas de n compartiments mesurés

Dans le cas ol on peut mesurer tous les compartiments du systéme étudié
durant m instants alors grace a la minimisation de la fonctionnelle J3 (voir

1 1 n 1 n _
J3(C¥1,"' & Up+17"' a02paﬁ2p+1a”' 75717@17"' aa'p7b17"' 7bp7>\2p+17"' a)‘n) —
m n
a;ity atk I )\tk
E (g (xi(ty) — E ol cos(bjty)e™™ + ot sin(bjty)e® ™ + g Bietit)?))
k=1 i=1 j=2p+1
(3.21)
on peut identifier la somme d’exponentielles [6]
En posant :
. 1 1 n 1 n _
msz3(oz1,~~ Oé 0. p+1 7T 70-2p7ﬁ2p+17"' 76117@17"' 7ap7b17'” 7bp7>\2p+17"' 7)\71,) -
1x nx _1x nE % * % * |k *
J(a17...’ap70'p+17... 2]7752174-17..‘7 n7a17..'7a’p7b1’.”7bp’ 2p+17”'7/\n)

Pour déterminer les coefficients de la matrice A on résoud les n systémes
suivants :
pouri=1--- na

kli

* 1k * 1k

a*ai* ‘l’ b*o.g;)
| 43031~ bio
B|l : |= : (3.22)

* % *
Ay, — b

7%
2p+162p+1

. * Bz*
k 2p+1/~2p+1
ni
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ot B est la matrice définie par :
pOUI‘j < {17 ,TL}

'Oég si l€{1>7p}
by=4q of si le{p+1,---,2p}
B sile (2l )

On a un résultat analogue a celui des systémes réels. S’il existe un élément
non nul dans chaque ligne de la matrice B alors A est identifiable de maniére
unique en résolvant les systémes 3.22

3.2.2 Cas de n — 1 compartiments mesurés

Dans le cas ol on ne peut mesurer le dernier compartiment x,, alors grace
a la minimisation de la fonctionnelle J4 (voir [6]).

1 n—1 1 n—1 1 n—1 .
J4(Oél,"',Oép 70-p+17”'70-2p 762p+17"' 7671 70117”'Jap7b17”'7bp7)\2p+17”'7)‘n)—
m n—1 P n
. A ) a;it i : ) a;ty i Nt \2
g (Y (zi(tg) — ( E a cos by(ty)e™™ + oj,  sinbj(tg)e™™ + g Bie ™))
k=1 i=1 =1 et
(3.23)
on peut identifier la somme d’exponentielles [6]
En posant :
. 1 n—1 1 n—1 1 n—1 _
msz4(Oz1,--- ,O{p 7O—p+17"' 70—2p 762p+17"' 7/671 y A1, 7apab17'” abp7>\2p+17'“ 7)\71,)_
1% n—1)% _1x (n=1)x H1x n—1)% % * Pk %\ ok *
J(ah...’a](? )7%“7...’021) ’52p+1’...7ﬁ7(L )7a17...’ap7b1,...’bp,)\2p+l7...’)\n)

Pour déterminer le reste des coefficients 5", c™eta™ on applique le théo-
réme suivant :
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3.2.3 Complétude de B
Cas d’un systéme ouvert

Théoréme 3.6 Considérons un systéme compartimental oscillant ouvert dont
la matrice associée posséde 2p valeurs propres complexes, vérifiant les hypo-
theéses suivantes :

(H1:)Vje{1,2,--- ,n}Fio € {1,2,--- ,n}/kisj0

(H2:)Vi € {1,2,--- ,n}TFjo € {1,2,--- ,n}/kijoz0

alors :
n — in a?Oz}* — b?all*
o :_;O‘l _klew Vie{l,---,p} (3.24)
n — xi ajo;! — by
o :—;al —kzlew vie{p+1,---,2p} (3.25)
nl 1%
BZ”‘:—;ﬁZ*—kleAL? Vie{2p+1,-- .n} (3.26)

Démonstration : Dans le cas de n — 1 compartiments mesurés les rela-
tions 3.19 s’écrivent alors :

( n—1

afai* 4+ bioj;, = kua* + Z kjiod* 4 kol pour 1€ {1,---,}
j=2
) ) n—1x .
a; o1t = b, = kuol*+ Y kjol" + kyol pourle{p+1,---,2p}
j=2

n—1
BN = kuf* + Z ki3 + ki BF pour 1€ {2p+1---n}
=2

\ pour 1 =1,--- . n—1.

(3.27)
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et

n—1
a;Oé? + b;‘aﬁ_p = kmall* + Z kjnoél]* + knnaln pour | € {1’ .. ’p}
=2
n—1x

a; o7 — b o, = kinol* + Z:z k:jnalj* + kpnol pourle{p+1,---,2p}
]:

n—1
BN = kO] + Z kinB A+ kpn 3 pour le€{2p+1---n}

| pour i =n.

(3.28)
Pour I € {2p+1,--- ,n} la somme par rapport a i donne :
n—1 n n—1
N B+ N =B ZKHZZ’% i +kaﬁ,
=1 =1 j=2

D’aprés la définition de la matrice compartimentale associée au systéme
3.18 on a:

Zk“ = —ki. et que Zkﬂ = 0 pour j # 1 donc on peut écrire

I’ equatlon précédente sous la forme

n—1
AN BN = kB
=1

Zﬁ N

Pour [ € {1,--- ,p} une somme par rapport a ¢ donne :
n—1 n n n—1 n

al al +a’l CVl +bl 0l+p l0l+p = klial + kszal + knial
i=1 i=1 i=1 j=2 i=1

n—1
* % * n o __ 1%
az E o +aja} +b] E :Ul-i-p b0ty = =K1y

aja; +bjop, = —(a Z o +bf Z opt, + kieal) (3.29)
i=1
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Pourl € {p+1,---,2p} la somme par rapport a i donne :

n n n n n—1
Z af_paf - Z bzk—pa;'—p - Z ko) + Z Z kﬂa T Z Fnio
=1 =1 =1 =1 j=2
n—1
aj_yoi —b_af, = — (ko + Z a;_,01" Z b, ,) (3.30)

En regroupant les équations 3.29 et 3.30 on obtient les p systémes sui-
vants :
pour [€{l,-- p}

153
ajof +bjoj, = —q; E o)t — by E o, — kreod

01 n1 (3.31)
* =M § * 1k § * 1k
i=1 i=1

La résolution des systémes 3.31 permet d’obtenir les deux relations 3.24 et
3.25

Remarque 3.6 af + b} #£0 VI € {l--- p} car b est la partie imaginaire
d’une valeur propre complexe.

On remarque que dans les relations 3.24, 3.25 et 3.26, k1. est une inconnue
supplémentaire, qu’il est possible de déterminer grace au lemme suivant.

Lemme 3.1 La valeur de ky. est donnée par la relation
—a
y1(0)

Démonstration : D’aprés la relation 3.26 on a

kle =

Zﬁ k:le’ Vie{2p+1, - ,n}

Ce qui est équivalent a

Zﬁl_ klel Vie{2p+1,--,n}
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on somme par rapport a [ on obtient

n n n 1%
E:}:ﬁ:—hezjﬁ* (3.32)

1=2p+1 i=1 l=2p+1 !

De la relation 3.24 on a

n—1 * 1% * 1%
n _ Z i* 4 by
Oél ——i:1 (Xl —klew VlG{l, ,p}
Ew:—m o iy Vie{l, -,

=1

Si on somme par rapport a [ on obtient

Oé; = _kle ( *2 2 p*2) (333)

I=1 i=1 = U + 0] a;® + 0,
D’aprés les deux relations 3.32 et 3.33 on déduit que :

n—p n p * 1 b* n 1%
i ajo orF

BDIITRED IS B L) L ) T 2 )
, a’* +b +b A
=1 i=1 1=2p+1 i=1 =1 ! l @ l 1=2p+1 !

Par définition de y,(0) on a :

n n 1

a; b 1
o 1x 1*
yl(O) - Q *Qb*Q Ol4p 2* b* + A\
. +
1=2p+1

Donc :
n

Z Oé;‘i‘ Z Zﬁl == kleyl ) (334>

I=1 i=1 I=2p+1 i=1

d’aprés les conditions initiales on a :

Za +Zﬂ’—a

Jj=2p

et

Zoz +Zﬁ’—0 pour 1 =1,2,---,n

Jj=2p
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Ce qui implique que

n P n n n
dowl0) =) > ai+ >, D> Ai=a
i=1 =1 i=1 1=2p+1 i=1

Finalement on obtient :
I —a
le —
3/1(0)

Cas d’un systéme fermé :

Théoréme 3.7 Considérons un systéme compartimental oscillant fermé dont
la matrice associée posseéde 2p valeurs propres complezes (2p<n) et vérifie les

hypothéses HI et H2.
St A\, est la valeur propre nulle, alors :

n—1
== o Vie{l,--,p} (3.35)
=1

== o Vie{p+1,--,2p} (3.36)
n—1
=3B Vie{p+1,--- n-1} (3.37)
i=1

—1 n— —1 n—

n—1 1 n—1 1
Y Y-y (3.3%)
=1 =1

i=1 =1

Démonstration
Pour démontrer le théoréme 3.7 on utilise les relations 3.27 et 3.28.
Casoule{l,---,p}
Une somme par rapport a i donne :

n n—1 n
§ : * 7,* b* % 2 : § § J* § : n
i=1 j=2 i=1
* ik b* i
E aa" +bjol, +ajaf +bjo, =0
* * ik b* %
ajo + lgl+p E :az o le+p (3.39)
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casou le{p+1,---,2p}
La somme par rapport a i donne

n— n n n—1

* % * 7% * n * n __ J*
E b o, a0 = b0, a0 = E ko) * + E kjioy + E Enio)'
i=1 i=1 =1 j=2

* n * n __
E —b; pozl Y, tal pal - b, +a 0 =0
i=1
—blprélfp + alfpo-l — _blipalip + CLlprl (340)
=1

En regroupant les équations 3.39 et 3.40 on obtient les p systémes sui-
vants :

pour [ € {1,--- ,p}

aja} +bjof,, = Z aia}” +bjoj;,
(3.41)
~bjaf + ajoy, = Z b + ajofl,
La résolution des systéemes 3.41 permet d’obtenir les deux relations 3.35 et
3.36 et

casoule{2p+1,--- ,n—1}
la somme par rapport a i donne :

n n—1

DNBI NG = D kBl ) Y kT + Y kil
= = i=1 j=2 =
d’aprés la définition de la matrice compartimentale on déduit que :

S ONBE+NB =0
=1
n—1
NBr ==Y NG
=1
n—1
_ Z ﬁli*

Casoul=n
D’aprés la condition initiale on a :

P n
dai+ Y sr=0
=1

1=2p+1
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donc
p n
n __ n mn
By, =— E :041 - E &
=1 1=2p+1

en utilisant les relations 3.35 et 3.37 on obtient :

p n—1 n n—1
mn (S i—1
By = E E ap + § E e
=1 =1 1=2p+1 i=1

Aprés avoir déterminer 5", o™, et o™ on détermine les coefficient de la
matrice A par la résolution des n systémes suivants :

pouri=1---.n
o
1x 2% nx 17 . .
o o o * 1k * 1%
1 1 ! ko ajaf” +biot,
X
1% 1% nx . o .
ap ap .« .o v e ap ) a*az*+b*o_z*
1% n* nx : P P~ 2p
Tpt1 Tpt1 Tp ajo,’, — biaj
0'2 0‘2 .« oo P PR PR 0‘2 . a*O_’L* _ b*al*
P p P Y 2p P~
L 2% P P P T* * 1%
2p+1 2p+1 2p+1 : 2p+1/62p+1
1% 2% nx . * ik
ﬁn @n Cee e e e ﬁn . 2p+1/62p+1
n
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Chapitre 4

Identification de quelques
systémes compartimentaux
particuliers

Certains systémes a compartiments présentent des diagraphes et des ma-
trices particuliéres pour lesquelles on peut ramener a une caractérisation des
valeurs propres. Dans ce chapitre on étudie a titre d’exemple le cas des sys-
témes caténaires.

4.1 Systémes a compartiments caténaires

Un systéme & n compartiments caténaires (ou en chaine) est un systéme
dans lequel les n compartiments sont rangés en série , tout compartiment
échange au plus avec le compartiment qui le précede et celui qui le succede .
De tels systémes se rencontrent souvent comme modeéle de réactions biochi-
miques.

La matrice compartimentale correspondante aux systémes caténaires est
tridiagonale.

aj; ajp 0 0 0
a1 Gz Qo3 0 0
0 a3 ass 0 0
A=\ .. .. -
0 0 0 Ap—1n—1 On_1in
0 O 0 Opn—1 Qnn




4.1.1 caractérisation des matrices caténaires

Une matrice A associée a un systéme caténaire est caractérisée par :

— A est une matrice compartimentale.

— Dans chaque ligne (colonne) on a au plus trois éléments non nuls.

— La premiére ligne a au plus deux éléments non nuls.

— La premiére colonne a exactement deux éléments non nuls.

— La derniére ligne a exactement deux éléments non nuls.

— La derniére colonne a au plus deux éléments non nuls

Dans une matrice compartimentale un élément non nul de la ligne ¢ dans
une colonne j (i # j) signifie qu’il ya un échange de compartiment i vers le
compartiment j.

Dans une matrice compartimentale un élément non nul de la colonne j
dans une ligne i (i # j) signifie qu’il ya un échange de compartiment j vers
le compartiment i.

Pour un systéme caténaire un compartiment ne peut avoir d échange qu’
avec deux compartiments au plus ( Le compartiment qui le précéde et celui
qui le succede ) d’ou la deuxiéme caractéristique.

Le premier et le dernier compartiment font un échange avec un seul com-
partiment, le sens inverse peut ne pas existe d’oti les quatre derniéres carac-
téristique.

Proposition 4.1 [19] Les valeurs propres d’une matrice compartmentale ca-
ténaire sont toutes réelles.

4.1.2 Numérotation des compartiments d’un systéme
caténaire

Pour les réactions biochimiques en chaine, la numérotation de chaque
état considéré comme un compartiment est naturelle, cependant en général
la numérotation peut étre aléatoire, d’ou se pose le probléme de la reconnais-
sance d’un systéme caténaire par la forme de la matrice compartimentale
qui le représente. Le changement de numérotation des compartiments peut
étre interprété algébriquement comme une multiplication par une matrice de
permutation.

Exemple : Considérons un systéme caténaire & 5 compartiments ; le pro-
bléme qui se pose est de choisir la bonne numérotation pour le systéme ca-
ténaire.
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Fi1G. 4.1 — Systéme caténaire

La matrice compartimentale A; qui correspond au systéme compartimen-
tal de la figure A est :

(—a—0) c 0 0 0

b (—c—d) e 0 0

A, — 0 d (—e—1f) g 0
b 0 0 fo(=g=n) m
0 0 0 h —m

De méme la matrice compartimentale A, qui correspond au systéme com-
partimental de la figure B est :

(—e—f) 0 0 g d

0 (—a—0b) 0 0 c

A — 0 0 -m (—g—h) 0

27 f 0 m h 0
e b 0 0 (—c—d)

Pour passer de la matrice A; a la matrice A; il suffit d’appliquer une
permutation entre les lignes et les colonnes de la matrice As.
Algorithme pour changer la numérotation d’un systéme caténaire

Ce probléme peut étre représenté comme suit : & partir d’'une numération
initiale des compartiments, comment on trouve la numérotation pour laquelle
la matrice du systéme caténaire soit tridiagonale.
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Pour cela je propose un algorithme qui se compose de deux parties , la
premiére partie de 'algorithme consiste a vérifier si la matrice introduite est
une matrice caténaire, pour la deuxiéme partie nous permutons les lignes et
les colonnes de la matrice pour obtenir la bonne numérotation. Pour lancer
la deuxiéme partie de l'algorithme on commence par chercher le premier
compartiment puis on ordonne les autres compartiments.

Remarque 4.1 Les quatre derniéres caractéristiques de la matrice A sont
des caractéristiques spécifies pour une matrice caténaire tridiagonale, si la
matrice caténaire n’est pas tridiagonale ces caractéristiques seront annoncées
comme Suit :
— Il existe une ligne p qui a au plus deux éléments non nuls, et une colonne
p qui a exactement deux éléments non nuls.
— Il existe une ligne q qui a exactement deux éléments non nuls et une
colonne q qui a au plus deux éléments non nuls.
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étape (1)

1.

vérifier si la matrice est compartimentale ; si ¢’est vraie aller en 2 sinon
— la matrice n’est pas caténaire.

— Sortir de 'algorithme.

étape (2)

2. p:=1;b:= fauxr;d = faux

3. tant que b = faux etp < n + 1 faire

4. vérifier que la colonne p a un seul élément positif a(il, p).

— sl ¢’est vraie aller a 5.
— sinon p:=p+1 aller a 3

. vérifier que le seul élément positif s'il existe dans la ligne p est a(p,il)

— si c’est vrai b := true.

— sinon p:=p—+1

fin tant que

Si b=true

— permuter la ligne p avec la premiére ligne

— permuter la colonne p avec la premiére colonne

. pour i=2 jusqu’a n-1 faire

pour j=2 jusqu’a n-1 faire si a(i,j) > 0 ou a(j,i) > 0 alors
— permuter la ligne j avec la ligne ¢ 4+ 1;

— permuter la colonne j avec la colonne ¢ + 1;

Fin pour

Fin pour

8. sinon la matrice n’est pas caténaire. Fin si.

9. pour i=1 jusque a n faire

— Si a(i,i+1)=0 et d=false alors
— b :=false;
— d :=true;
— Sortir de la boucle pour Aller a 3.
— sinon si a(i,i+1)=0 et d=true alors la matrice n’est pas caténaire.

4.2 Identification d’un systéme caténaire

Le probléme d’identification (le probléme inverse) est considéré comme
le probléme le plus important dans I’étude des systémes compartimentaux
linéaires & coefficients constants, dans le chapitre précédent (chapitre 3) on a
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vu que l'identification de la matrice compartimentale a nécessité la connais-
sance de I'état de n—1 compartiments au moins. La structure particuliére des
systémes caténaires nous a permis de réduire le nombre des compartiments
nécessaires pour pouvoir identifier la matrice compartimentale, et de propo-
ser une méthode qui permet de résoudre ce probléme a partir des mesures
effectuées sur le premier compartiment si le diagraphe associée au systéme
étudié est fortement véctoriellement connexe.

4.2.1 Identification d’un systéme caténaire a partir d’un
seul compartiment mesuré

Nous nous intéressons, dans cette partie, au développement d'une mé-
thode simple et générale pour l'identification d’un systéme compartimental
ouvert qui a un graphe sagittal fortement vectoriellement connexe. a partir
des mesures effectuées sur le compartiment principal. Considérons un systéme
caténaire ouvert a n compartiments qui est régi par le systéme différentiel
suivant :

( dzq(t
;; ) = —(k‘lz + kzle)xl(t) + k‘glxg(t)
di ) k- Ti-1(t) = (keyi-1) + k@ i+1)Ti(t) + karnizia (t) pourd € {2,---n —1}
dx,(t)
dt = k(n—l)nx(n—l) (t) - kn(n—l)xn(t>
L 21(to) = a zi(tg) = 0pouri € {2,--- ,n}

(4.1)

Remarque 4.2 Sachant que le graphe sagittal de la matrice compartimen-
tale d’un systeme caténaire est fortement vectoriellement connexe alors :

ki #0 pour i=ji=j—-1i=j+1

les valeurs propres A;, (i = 1,--- ,n ) sont supposées toutes distinctes, réelles
et strictement négatives.

Les mesures effectuées sur le compartiment principal permettent de mi-
nimiser la fonctionnelle J introduite par Y.Cherruault(voir |?, 6]

J(B - By A day o A) = Y (w(ty) = > Bed™)?? (4.2)
k=1 j=1
Soit :
mZ?’LJ(ﬁ%, 7ﬁi7>\17>\27"')\n) = J( 11*7 ’ %*7 Ta ;7)\;) (43)
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Les relations (3.2 ) se simplifient dans le cas d’un systéme caténaire a :

NiBY = ke B + ko 32

317 J J
)\366]2 = klgﬁ}* + k22@2 + /{32@3 (4.5)
X85 = kB + kil 4 k) (46)

jE{l,,n},Z€{3,,n_1} .
«an (n—1) n
BT = k-1l + Enn /3 (4.7)
j € {L U 77’L}

Lemme 4.1

Z )\;‘lﬁ; =0 Pour i fixé dans{3,--- ,n},Vl,i—1>2 (4.8)

j=1

Démonstration : Pour démontrer le lemme 4.1 on utilise une démonstration
par récurrence. Cas de [ = 1 : il suffit de sommer sur j les équations de
systéeme 4.6 et 4.7 , on obtient alors :

Z ;B = ki) Z B + ki Z Bj + ki Z g+
j=1 j=1 i=1 =1

D’aprés la condition initiale on déduit que :

Y XNB =0 Vie{3,4,.,n—1}

j=1

D8 = kn DB+ K 35
j=1 j=1 j=1

D’apres la condition initiale on déduit que :
D %8 =0
j=1

Supposons que 4.8 soit vraie pour tout £ < i — 2 et montrons qu’elle est
vraie pour k+1 ; (k+1<i—2).

Multiplions chaque équation j dans les systémes 4.6 et 4.7 par (\;)"3
puis sommons par rapport a j
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n n n n

D)8y = ki YOS T8 D) T o Ry 2 TG
Jj=1 j=1 j=1 j=1
D’apres 'hypothese de récurrence on déduit que

> (A)E=0

=1
D) 8 = kv DA kY ()0
j=1 I -

D’aprés 'hypothése de récurrence on déduit que
n

> () =0

j=1
Lemme 4.2

> NBj = kna (4.9)
j=1

i—1
YN8 = (k) ief2,---,n} (4.10)
=1

j=1
Démonstration : Pour montrer :

i) (4.9) il suffit de sommer les équations du systéme 4.4 par rapport a j.

Z Ajﬁ} = Z kllﬁ; + Z k21532
j=1 j=1 j=1

Z /\jﬁ; = kn Zﬁ} + ka1 Zﬁf
j=1 j=1 Jj=1

La condition initiale permet de conclure que :
> il = kua
j=1

i7)(4.10) on utilise une démonstration par récurrence.
Cas i=2:
Une sommation des équations (4.5) sur j donne :
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Z A;ﬁ? = Z k’12ﬂ;* + Z k22532 + Z k:ﬂﬁ?
=1 =1 =1 =1

PR D AR DR D
j=1 j=1 j=1 j=1
La condition initiale permet de conclure que :
> N} = kasa

j=1

Supposons que (4.10) soit vraie jusqu’a l'ordre i et montrons qu’elle est
vraie a lordre 1 + 1, (i + 1 < n)

Remarque 4.3 Pour le cas ou i +1 = n on pose par convention que :
k(n—l—l)n =0

En multipliant chaque équation j du systéme 4.6 par )\;(ifl), on obtient le
systeme suivant :

*i 2 *(2—1 7 *(i—1) o4 *(1—1) o4
A = ki(i—l—l))\j( )@]( )+ k(i+1)(i+1))\j( )ﬂj+1 + k(i+2)(i+1))\j( )@H
j G {1’ PP 7n}

Une sommation des équations obtenues sur j, donne

n

i i x(1—1 7 *(2—1) s *(2—1) o
> N = kAT Y ke A TVB D kA B
- <

Jj=1 Jj=1

7j=1
* pitl _ *(i—1) (i) *#(i—1) gid1 *(i—1) 2i4-2
Z AT = Kigig Z A B+ Byt Z ATV BT 4 k) 41 Z AUBT
=1 =1 =1 =1
n . . i—1
D’aprés I’hypothése de récurrence on a : Z )\;(1_1)5](-’) = (H kig1))a
=1 =1
*(i—1) gi+1
YA =0
=1

(@) gi+2 _
2 N8 =0
j=1

Et d’apres le lemme 4.1 on a :
Donc on déduit que :
n i1 i
Z )\?5;-“ = ki(i+1)(H kl(l+1))a = (H kl(lJrl))a
j=1 =1 =1
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Proposition 4.2 Soient minJ (Bt -+, B A, Xa, - An) = J(BF, -+, B N NS, - -

Et A une matrice compartimentale caténaire a graphe sagittal fortement vec-
toriellement connexe Alors on a les relations suivantes :

>N

=1 (4.11)
>.87
j=1
ORI S
figy = 2= = 412
21 k12a ( )
Nl — oy Bl
6]2 - jﬁj 116] vj < {17 2, ,n} (413)
ko
Démonstration :

Pour montrer :
i)(4.11) : 11 suffit de sommer les relations du systéme 4.4 par rapport a j

Z )\;@1* = kn Z@l* + ka1 2@2
j=1 j=1 j=1
Rappelons que Z 6]2 =0et Zﬁju =a
7=1 7j=1
* x1l
PRV
j=1

n
> 5!
7j=1

i1)4.12 : 11 suffit de multiplier chaque équations j du systéme 4.4 par Aj

Donc on obtient la relation : ky; =

(4.14)

A;Qﬁ]l* = kll/\;ﬁ}* + kzﬁ@ﬁ?
j E {]_7 PP 7n}

On somme ces équations par rapport a j , on obtient alors la relation :

Z )\;25;* = k11 Z /\;ﬁ;* + ko1 Z /\;5]2
=1 =1 =1
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a partir de la relation obtenue et du lemme 4.2 on déduit que :

DX =k Y X
j=1

j=1
ko1 =

klga

1)4.13 : 11 suffit d’utiliser les relations du systéme 4.4
)\}kﬂ;* = k{uﬁ;* + k21532 vjie{l,---,n}

NGl — kB
ﬁ?:ﬂﬁlk—”ﬁﬂ Vje{l, - ,n}
21

Théoréme 4.1 Soient minJ (3], -+, B2, A1, A, -+ Ay) = J(B1*, -+, B NN, - A8).

Et A une matrice compartimentale caténaire a graphe sagittal fortement
vectoriellement conneze.

Alors Vi € {2,3,--- ,n} on a les relations suivantes :
- *i i - #(i—1) p(i—1)
DN =k ) A5
gy = 271 = 4.15
- (415)
H kianya
1=1
*#(i+1) i *i gi—1 *i i
Z A B = k- Z ASBT =R QA
K1y = = i = = (4.16)
H kl(l+1)a
1=1
iy B = kB — kBl
ﬁj =1 ’ ’ vj € {1a27 7”} (417)

Kiv1yi

Démonstration Pour montrer :

i) 4.15: On utilise une démonstration par récurrence sur i :

— ¢ =11l suffit de multiplier chaque relation J de 4.5 par A} pour obtenir
le systéme suivant :

i,y (4.18)
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Ensuit sommer ces relations sur j , on obtient alors la relation :
n n n n
DN = ki Y N8 ke ) N8+ ke A0
j=1 j=1 j=1 j=1

n
D’aprés le lemme 4.1 on sait que Z /\jﬂ? =0
j=1

Et d’aprés le lemme 4.2 on a : Z )\jﬁf = k120
j=1
Alors on déduit que :

DN — ki Y AB)
j=1 j=1
k22 =

klga

Supposons que la relation 4.15 soit vraie jusqu’a l'ordre ¢ et montrons
qu’elle est vraie a ordre i +1 (i +1 <n —1)

En multipliant chaque relation j dans 4.6 par )\;(i),on obtient le systéme
suivant :

{ )\;j(z+1)ﬁj(z+1) _ k(i)(iﬂ))\;iﬂ; + k(i+1)(i+1)>\;(z)ﬁ§l+1) + ki+1(i+2))\;(l)ﬁ;+2
j e {1’ e n}
(4.19)
Ensuit on somme les relations obtenues par rapport & j, on obtient alors
la relation :

“(i41) A(i+1) «(3) pi «(3) pli+1) #(3) Ait2
Z NG = ke Z A Btk i) Z ABT kG iv2) Z AU BT
e =1 j=1

Jj=1

D’aprés le lemme 4.1 et 4.2 on a : Z )\j(i)ﬁ;” =0

j=1
et Z A;(Z)ﬂ;ﬂ = (H kiat1y)a
=1 =1

] =
Alors on déduit que :

*(i+1) H(i+1) *(1) 29
2B = ki 2N,
=1 j=1

K(it1)(i+1) =

(H kl(l—l—l))a
=1
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i1)4.16 : On utilise une démonstration par récurrence sur i.
Cas du ¢ = 2 Il suffit de multiplier chaque relation j du 4.5 par /\;‘-2. On
obtient le systéme suivant :

{,@ﬂﬁ——kmAfﬂf—+kmkfﬁ?+kwAf@§ (4.20)

j (= {1’ N ’n}
ensuite on somme les relations obtenues sur j, on obtient alors :

DUNB] = kua Y NB ke D NP ke YN
j=1 j=1 j=1 7=l

on rappelle que : Z )\;26}5 = koskioa Alors on déduit que :
j=1

Z )\*3&2 k12 Z )\*2&1* k’ - Z )\*252

kg = 2=
CL(H Kiar1))
=1

supposons que la relation 4.16 soit vraie jusqu’a lordre i (i < n — 2) et
montrons qu’elle est vraie & 'ordre de ¢ + 1

En multipliant chaque relation j du 4.16 par /\;H—I,OH obtient alors les
relations :
{ )\;(1+2)ﬁ§2+1) _ k(z)(H—l z+1)ﬁz ok z+1)(z+1))\ (z+1)ﬁ§z+1 +k (42) Z+1)>\*('L+1 BZ+2
jed{l,--n}

(4.21)
La somme des relations obtenues par rapport & j donne :

n

Z)\;(Hz)ﬁ;iﬂ) — ke Z)‘ (i+1) ﬂl+k(z+1 z+1)z)\ -+ g z+1 )¢k (i+1)(i42) Z)\;ﬁ(iﬂ)ﬁ;ﬂ
— 7=1 J=1

7j=1
i+1
D’aprés le lemme 4.2 on a : Z ASEED 6”2 H kaya+1))a

7=1
Ce qui permet de calculer la valeur de k(Hg)(Hl)

* (142 i+1) 7 1 *(2+1 i+1
Z)\j( i )ﬁj(- " — ki ZA VB — k) Z)\j( * )ﬁj(- v
: =

]:
Eiv2) 1) =

z+1

(][ *wan)a
=1
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i71)4.17 : La relation 4.16 est déduite directement de 4.5 et 4.6
Pour7i=2ona:

)‘;632 = k125}* "‘/7<?225]2 +/€325§’ Vie{l,--- ,n}

38— )\}kﬁ? - /ﬁzﬁ}* - kzzﬁ?
! k32

Pourie {3,---,n—1}:

VJE{L ,Tl}

N5 B — k(z‘—1)zﬂ;’71 — ki3]
Kiv1yi

ﬁ;+1: \V/jG{l,,TL}

Corollaire 4.1 Le systeme caténaire est identifiable, en mesurant unique-
ment le compartiment principal.

En effet, la proposition 4.2 permet :
— D’identifier la premiére ligne de A c’est-a-dire ki1 et ko1 ; ce qui permet
de déduire la valeur de kis = —k11 — ki , on rappelle que [14] ki, =

—a
— T
P
n
>
j=1
— Et d’identifier la deuxiéme colonne de B matrice des mesures partielles
Le théoréme permet a chaque passage de i ; i =2,--- ,n)
— d’identifier k;; et k(1) , la valeur de k;)(41) est calculée par la formule
Kiti+1) = =K@ ) — kae-1)-
— Et d’identifier a chaque passage de i ; ¢ = 2,--- ,n — 1) la colonne
numéro (i + 1) du matrice des mesures partielles B.
Ce que nous permet d’identifier simultanément pas a pas A et B gréce a
I’algorithme suivant basé sur le proposition 4.2 et le théoréme 4.1
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début d’algorithme
étape 1 (initialisation de I'algorithme)

J(BiX51<j<n)= msz(ﬁ ;1 <j<n).

J o

étape?2 :détermination des coefficents.
n

DN

j=1
kll = 7

2.5
j=1
si le systéme est ouvertk,, =

sinonk;, = 0

51*
Z

k1o = —ku — ke
Z A*Qﬁ*l kll Z /\* *1
ko = 2=
k11k12a

pour j=1 Jusqu an
g 8L = kudy
J

ko1
fin pour
pour i =2 jusqu’a (n — 1) faire

*(i—1) 95 *#(1—2) H(i—1)
S ONTVB <k YN8
= =1

ki = o s ki) = —ki — k-1
>.5
j=1
*(i+1) 4 % qi—1 *i i
Z A By = K-y Z A B — ki Z Ay B;
L =1 j=1 j=1
(i+1)i =

(i-1)
H Fiasna
I=1

pour j=1 jusqu a n

) _ NoB — ki — kB
j - k- .
(i4+1)3
fin pour
fin pour

ZA* an

fin Algomthme




Conclusion et perspectives

Deux résultats principaux sont obtenus dans les chapitres 3 et 4, le pre-
mier résultat permet d’identifier un systéme compartimental oscillant a partir
de n—1 compartiments mesurés, ce résultat est considéré comme une généra-
lisation de la méthode d’identification directe d’un systéme compartimental
réel a partir de n — 1 compartiments mesurés [14].

Dans le chapitre 4, un résultat optimal a été obtenu pour le cas des
systémes caténaires a graphe sagittal fortement vectoriellement connexe. Ce
type de systéme est identifié & l'aide de l'algorithme élaboré a partir de
mesures effectuées uniquement sur le premier compartiment.

Cependant d’autres problémes sont toujours non résolus, comme 1’identi-
fication d’un systéme oscillant & partir des mesures effectuées sur n — 2 com-
partiment ou moins, I'identification des systémes caténaires que leur graphe
sagittal n’est pas vectoriellement fortement connexe. L’identification des sys-
témes mamillaires et 'identification des systémes caténaires non linéaires.
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