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Introduction

Dans la théorie des courbes elliptiques, le rang d’une courbe elliptique est un invariant
arithmétique important. C'est 'entier naturel r(E) =7 >0 de 1a formule d’isomorphisme
de groupes dans le théoréme de Mordell-Weil :

E(K) =~ By (K) x Z.

1l en résulte que le rang d’une courbe elliptique E est le nombre minimal de généra-
teurs de la partie infinie de son groupe de Mordell-Weil. C’est le calcul de ce rang qui
est une entreprise difficile. Il existe diverses méthodes de calcul pour sa détermination :
méthode de descente locale, méthode de D.E.Penney et C.Pomerance, méthode de Mazur
(qui utilise les schémas), méthode de J.Tate, etc...

Il existe des courbes elliptiques F sur le corps des nombres rationnels Q@ de tout rang
r > 0. Voici quelques exemples pris dans la littérature spécialisée :

Deux courbes elliptiques de rang r =0 :

Ep :y*=a*+pz ; pnombre premier.

E :+oy+y=a~z°—9z—8.
Quatre courbes elliptiques de rang r = 1:

Ey :yt=2*+877z ; Byt +y=1" -1

By i tay=2"-1 E 2 +9ay+y=2o" —72%
Deux courbes elliptiques de rang 7 =2 :

E iy =2%-1513%z et E;: Y =1z — 7361%z.



Deux courbes elliptiques de rang r > 4 :

E, i +8zy+1ly=7 +2° -3

Ey : 4%+ Mazy+29y =2® +22° - 15z
Une courbe elliptique de rang r =9:
E: : y* + 525 zy = o® + 2282 — 14972955 + (856475)° .
Une courbe elliptique de rang r > 22:

By : 1 + oy +y = 2° — 940299517776391362903023121165864 2 +
10707363070719743033425295515449274534651125011362.

(recueilli sur internet).

Une courbe elliptique de rang r > 24 :

B,y +zy+y= 3 — 120039822036992245303534619191166796374 = -+
5042249924849106700108017991680827267594437562229114151 16.

(recueilli sur internet).

Le rang  d’une courbe elliptique intervient en particulier dans la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer :La série Lg (s) de Dirichlet d’'une courbe elliptique E admet en
s = lun zéro d'ordre égal au rang 7(E)de la courbe E. Cette série est définie par le

produit d’Euler :

Lp(s)= ] Q=egp ) I1 Q—tp*+p7) "
p/A(E) PA(E)

oltt,=1+p— Apet Ay estle nombre de points de la courbe E modulo p et g = —1



pour une réduction multiplicative et €, = 0 pour une réduction additive.

Dans le chapitre 1, nous indiquons quelques notions indispensables de la théorie
arithmétique des courbes elliptiques : équation de Weierstrass, transformations linéaires,
coefficients b; et c;, dié?:riminant, invariant modulaire, invariant différentiel.

Dans le chapitre 2, nous traitons la théorie des réductions d’une courbe elliptique.

Dans le chapitre 3, nous étudions les propriétés du groupe E (K)/mE(K), les hauteurs
sur une courbe elliptique, les espaces homogenes et les twists, les rangs du groupe de

Mordell-Weil E(Q).



Chapitre 1

Notijons de base de la théorie des

courbes elliptiques

1.1 Structures algébriques

Définition 1 : Une courbe elliptique est une cubique plane E non dégénérée, non

singulicre, de genre un et d’équation affine particuliére :
E:y?’4+azy+agy= 1° 4 asz® + a4 + ag; (1)
Son équation projective dans le plan projectif P2(K) est de la forme :
E 1Pz + azyz +agyt =2° + o1z + aaz2? + ag2’;

Les cing coefficients a; sont des éléments d’un corps commutatif K, les couples de variables
(z,y) sont des zéros de I'équation algébrique (1); ce sont donc des éléments d’une cloture

algébrique K€ du corps K.

Définition 2 :  L’éguation algébrique (1) est Iéquation de Weierstrass de la courbe el-

liptique E.



Le groupe de Galois G gais/x de la cloture algébrique K8 agit sur les points

P = (z,y) de la courbe elliptique par les K —automorphismes du corps K alg
o(P) = o(z,y) = (o(z),0(y)) , pour tout point P de la courbe.

La nature du corps K influe sur les propriétés de la courbe elliptique F.

Lorsque le corps K est un corps de nombres algébriques, la courbe elliptique a des
liens avec la théorie des nombres (entiers, discriminants, valuations, idéaux, ramifications,
analyse p-adique, équations diophantiennes, etc...)

Lorsque le corps K est le corps des nombres complexes, la courbe a des liens avec
’analyse complexe (réseaux et tores, fonctions elliptiques, fonctions modulaires, fonctions
automorphes, groupes formels...) et avec la géométrie algébrique (variétés, théorie des
diviseurs, théorie des faisceaux et des schémas, homologie et cohomologie...)

Lorsque le corps K est un corps fini, la courbe a des liens avec la cryptographie, la
factorisation en nombres premiers des grands nombres entiers, etc...

Le corps K peut étre un corps local ou un corps de fonctions, ou le corps (ies nombres
réels. Tl en résulte des structures particuliéres selon la nature du corps de définition de la
courbe elliptique sur lequel elle est définie :

structure de groupe abélien de type fini;
structure de variété abélienne non singuliére de dimension 1;
structure de courbe algébrique projective lisse de genre 1;
structure de schéma irréductible de dimension 1.
Selon la théorie des courbes algébriques, le genre d’une courbe plane C de degré n est

déterminé par la formule :

9(C) = — dy — dy; (2)

(n—1)(n-2)
2

ou djet do sont respectivement le nombre de noeuds et le nombre de points de rebrous-

sements de la courbe C. Pour une courbe elliptique E de degré n = 3 non singuliére,

d; = dy = 0, la formule (2) implique la valeur : g(E) = 1.



1.2 Transformations linéaires d’équations

L’équation (1) peut étre transformée en d’autres équations. Lorsque le corps Kest de

caractéristique différente de 2,le changement linéaire de variables :
1
(z,y) — (2, 5 (y — a1z — a3));

_&limine les mondmes zy et y dans 'équation (1).

L’équation (1) de la courbe elliptique devient :
E : 9% = 45 + box® + 2baz + be. (3)
Les coefficients b; sont des polynémes ” homogénes de degré " dans Vanneau Z[a,, 02, a3, 04, Gg) :

bg = a% + 40,2;
b4 = g1dag + 2(1,4.', (4)
bg = G% + 4ag.

Lorsque le corps est de caractéristique différente de 2et 3,le changement linéaire de

variabies :

r—3b Yy \.
(ﬂs,y)*——>( % ,108),

&limine le monome z2 et le coefficient 4 dans équation (3).

L’équation (3) de la courbe elliptique devient :

E:y?=x°— 27 cyx — 54 cs. (5)



Les coefficients ¢; sont des polynomes "homogenes de degré i de ’anneau Z [b, ba, be)

ca = bE—24by;

. (6)
Cg — 36 b2b4 — bg — 216 bs.

L’équation (5) de la courbe elliptique E peut se mettre sous la forme :
E:y? =2+ Az + B; (7)
Les coefficients A et, B sont des polynomes "homogénes de degré i de I'anneau Z [ca, cg)

A = —27cy
B = —5466.

Puisque, par définition, une courbe elliptique est une courbe lisse, son équation admet -

trois zéros simples. Cette équation est de la forme :
E:y* =(x—e)(z—e)(z —e3); (8)

ol e; # e;, pour i # J; e; € K&,

1.3 Trois invariants d’une courbe elliptique et clas-
sification des cubiques planes

Ces trois invariants sont le discriminant A(E), Vinvariant modulaire j(E) et l'invariant
différentiel w(E). Les coefficients b; permettent de définir le discriminant de la courbe
elliptique E.



. Définition 3 : Le discriminant d'une courbe elliptique E sur un corps K de caractéris-

tigue caracK # 2 et3 estle polynome” homogéne de degré douze” de Uanneau Z [ba, by, be, bg] :
A(E) = 9bybsbg — 86 — 2765 — bybs # 0; o)

ot 'on a posé :

Abg = bobg — b; (10)
c’est aussi le polyndme "homogéne de degré douze” de l'anneau 7798 Z [cq, ce) :
3 . 2
€L~ Cg
e . 11

Pour une courbe elliptique E d’équation y? = 3+ Az+B, le discriminant est un polyndme

de l'anneau Z{A, B} :
A(E) = —16(4A% + 27B%) # 0. (12)

Définition 4 : L %nvariant modulaire d'une courbe elliptique E est la fraction ration-

nelle :
JHE) = -A—?Ef); (13)
c’est aussi :
-
Définition 5 : Soit une courbe elliptique E d’équation:
E: F(z,y) =y2+a1wy+a3y-—x3—agmz—a@w—a(;:(l; (15)




I’invariant différentiel d'une courbe elliptique E est lo forme différentielie :

dx dy
=== 16
F!; Ff ? ( )

T

w(E)=w=

ou F, et F; désignent les dérivées partielles de la fonction F(z,y) :

/

F = ay—3122—2axx—as #0;
,.f 1Y 2 4 7 (17)
Fy = 2y+alm+a37é0.

Points singuliers d’une courbe cubique plane

Par la théorie des courbes algébriques, une courbe de degré trois non lisse admet

un seul point singulier; ce point P = (z,y) est solution du systéme de trois équations

algébriques :
F(z,y)=0;
\ F.=0; (18)
\ F,=0;

Ce point singulier est soit un noeud (si ¢ 7 0), soit un point de rebroussement (sica =0).

Une courbe elliptique est une courbe lisse; donc elle n’a pas de point singulier.

Exemple 1 : Soit une cubique plane Fy d’équation :
B iyt =423 -3z +1;

Pour savoir s'il y a un point singulier nous calculons le discriminant. La formule du

discriminant donne la valeur A(E) = 0;il en résulte que la courbe E; admet un point

singulier S.
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Les coordonnées du point S sont solutions du systeme (18). Le systéme d’équations

algébriques :

Fz,y) =y —4?+3z—-1 =0;
P =—122%+3 —0;
F, =2y =0

- . 1 . C . 1 .
admet une seule solution (z,y) = (—2—, 0); il en résulte un point singulier S = (5,0), ainsi
la cubique E; est singuliére. Pour déterminer la nature de ce point singulier (noeud ou

point de rebroussement) ; nous étudions la fonction :
$+——+f($)=4x3—3$+1=y2;

Tableau de variations de la fonction f(z) :

z ~00 -1 -1 0 : 1 2 +o0

f1(z) + 0 - 0 +

f(z) 2 /" +00
= / \,0

v = 2 1 0 2 38

flz)

Yy 0 /2 +1 0 +2 +3v/3

Ce tableau montre que la cubique E; coupe I'axe Oz en deux points, le point (—1,0)
1

et le point S = (5,0); ce point singulier S est donc un noeud. Consulter le graphe de la

cubique E; en figure 1.

Exemple 2 :

Soit une cubique plane E; d’équation :

By 1y =4x® +120% + 122+ 4

11




Etudions I'existence d’un point singulier.
Les relations (4) et (10) impliquent les valeurs :
by=12, bya=6, be=4, by=3.
La formule (9) donne 1a valeur du discriminant A(E) = 0. Donc la courbe E; n’est pas
lisse ; elle admet un point singulier S.

Les coordonnées du point singulier S sont solutions du systéme :

Flz,y) =3*—42°— 122" -12z-4 =0;
F! = —12(z® + 22+ 1) =0;
F, =2y =0

nous obtenons une solution unique (z,y) = (—1; 0). Cela donne le point singulier

S = (—1,0). Pour déterminer la nature de ce point (noeud ou point de rebroussement),

nous étudions la fonction :

€ — f(z)=42°+ 122 + 12z +4 = e

Tableau de variations de la fonction f(z)

z —o0 -1 0 1 —+00
fi(z) + 0 +
///‘7 +00
f(z) —0 -0 — 2 25
y* = f(z) 0 2 2 oo
y . 0 12 +4+/2 | :

Ce tableau montre que la cubique E3 coupe I'axe Oz en unr seul point S = (—1,0):
ce point singulier est donc un point de rebroussement. Consulter le graphe de la cubique

Esen figure 2.

12



Cubique plane E; : y° = 4z — 3z + 1; avec un noeud S = (

1
=, 0).
2’)

Figure 1
Cubique plane By : 4* = 42° + 122% + 12z + 4;avec un point de rebroussement

S = (—1,0).

o]

-5- 13
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Les points singuliers d'une cubique plane C' ont é&té obtenus par la résolution d’un
systéme de trois équations algébriques; la construction de la courbe C est obtenue avec

I’étude de la fonction :

z+— f(z) =y

Il existe une méthode propre a la théorie des courbes elliptiques pour distinguer les

cubiques singuliéres des cubiques non singuliéres.
Proposition 1 : Soitune courbe algébrique C cubique d’équation affine :
C: y + arzy + agy = 7° + apx’® + 44T + ag;

de discriminant A (C) et de point & Pinfini O¢ = (00, 00). Alors :
1) la cubique n’admet pas de point singulier si et seulement si A(C) # 0. Dans ce cas
la cubigue est une courbe elliptique.

2) le point Oc n'est pas singulier sur la courbe C.

Preuve de "la cubique C n’admet pas de point singulier”implique” A(C) # 07

Soit une cubique C sans point singulier ; alors elle admet une équation de la forme :
C:y?=(z—e)(z —ex)(z —e3) = f(x) avec e;Fe; pouri#j. (1)

Selon la théorie du résultant de deux polynomes, le discriminant A (C) est proportionnel

au résultant Res(f, f/) du polynome f et de son polyndme dérivée f”:

A(C) =cRes(f, f') . pour une certaine constante non nulle c. (2)

14



ce polynome f(z)a trois racines simples; il est donc premier & sa dérivée fi(z). Ten

résulte la valeur du résultant :

Res(f, f') # 0. (3)

Les relations (2) et (3) donnent la valeur :
A(C) #0.

Preuve de”A(C) # 0”implique”la cubique C' n’admet pas de point singulier”

Soit une cubique plane C d’équation :
C: 9% = f(z) = 48° + boz® + 2byz + bg; (4)
de discriminant :
A(C) #£ 0. (5)

L’hypothése (5) et 1a relation (2) entre le discriminant et le résultant impliquent la valeur
du résultant :

Res(f, ') # 0.

Le polynéme f(x)admet donc trois racines simples. Cela implique que la cubique plane

C est non singuliére ; Ia courbe C est donc une courbe elliptique.

Preuve de”le point a I’infini Oy n’est pas singulier”

On écrit 'équation (5) sous sa forme homogéne dans l'espace projectif P2(K) :

C : yPz = 42 + box?z + 2,272 + bgz*;

15



Nous posons F(z,y,z) = yz — 4z° — b2’z — 9byzz® — bg2d. (6)
Par la théorie des courbes algébriques, un point singulier P = (z, ¥, z) est solution du

systéme de quatre équations algébriques :
g

F(z,y,z) =0;

Fl = —122% — 2byzz — 2b42% = O;

F,=2yz=0;

{ F, = y* — byz® — 4bszz — 3bgz2 = 0;

Au point O¢ = (0,1,0), F, " =1, la quatritme équation n’admet donc pas de solution; il
en résultte que le point & infini O¢ n’est pas singulier sur la courbe elliptique C. B

Corollaire : Soitune courbe algébrique C cubique d’équation affine :
C: y*+a1oy + azy = T°+022°+0sT + ag;

de discriminant A (C) et de coefficient usuel c4. Alors :
1) la cubigue C admet un noeud si et seulement si A(C)=0et g #0.

2) la cubique C admet un point de rebroussement st et seulement si A(C) =cs4=0.

Preuve de”la cubique C' admet un noeud ”implique” A(C) =0 et ¢4 # 07

Soit une cubique plane C avec un noeud ; alors son discriminant vaut :

A(C) = 0. (1)

16




L’équation de la courbe C est de la forme :

C:9" = (z —e1)*(z —e2) = g(@); (2)

Les polynomes g et g'ont un zéro comrun ey, il en résulte la valeur du résultant de g(z)
et de sa dérivée ¢'(z) :

Res(g,g') = 0. 3)
Le discriminant A(C) de la cubique C' est proportionnel au résultant Res(g,9'). (4)
" Les deux relations (3) et (4) impliquent la relation :

A{C) = cRes(g,¢) =0 ; c¢=c(g) est une constante non nulle.
Au noeud P, = (o, %), la cubique C' admet deux tangentes distinctes. Leurs pentes sont

calculées avec la dérivée de I'équation de la courbe C :
Q' = 1222 + boz + 23 = ¢ (2); (5)

les pentes au point P ont pour valeurs :

2
y,=6IE +b2$+b4=N(£L’)’ (6)
Y Y

le discriminant du polynéme quadratique N (z) vaut :
S(N(z)) = b2 — 24by = cu; (7)
I’hypothése d’un noeud implique deux tangentes dinstinctes, donc deux valeurs différentes
pour la pente y'.
La théorie des équations algébriques de degré deux, donne la condition d’existence de

deux racines :

§(N(z)) = cs # 0.

17




Preuve de”A(C) =0 et ¢4 # 07 implique”la cubique C admet un noeu ”

Soit 1a cubique plane C d’équation :
C : y* = 4 4 boz® + 2bez + bg = g(%);

dans un corps K de carac(K) # 2 et de discriminant A(C).
Son discriminant est 1ié au résultant Res(g, g’) par la formule :
A(C) = cRes(g,9'); pour ¢ = c(g) # 0.
L'hypothése A(C) = 0; implique la valeur du résultant Res{g,g') = 0. D’aprés la partie
(1), 1a courbe C admet un point singulier. La théorie des résultants implique le polynome

g(z) admet une racine double :

g(z) = 4z — e1)*(z — e2).

L’hypothése ¢4 # 0 et la relation (6) impliquent l'existence de deux tangentes distinctes

en ce point singulier F. Il en résulte que ce point Fpest un noeud.

Preuve de”la cubique C admet un point de rebroussemen ”implique
PAC)=ca =0

Soit une cubique C d’équation :
C:y? = 42° + bz + 2byz + bg = g(x);

de discriminant A(C) dans un corps K de carac(K) # 2. Nous supposons que la courbe
C admet un point de rebroussement S. D’aprés la partie (1) une cubigque singuliére a
son discriminant A(C) = 0. I1 en résulte que le résultant Res(g, g’} de ce polyndme g(zx)
et de sa dérivée ¢'(z) est nul. Par définition, un point de rebroussement S admet deux
tangentes confondues a la courbe C'; cela donne une racine double du polynéme N(z)

de (6). Les relations (6) et (7) donnent l'invariant ¢, = 0.

18




Preuve de’_’hA(C’ ) = ¢4 = 0”implique”la cubique C admet un point de rebrous-
sement”

Soit une cubique plane C d’invariants A(C) = ¢4 = 0. La partie (1) du corollaire et
A(C) = 0 impliquent que la cubique C est singuliere. L’hypothése ¢4 = 0 et la formule

du discriminant :

6(N(z)) = cg;

impliquent le polynéme N(z) admet une racine double, il en résulte deux tangentes
confondues au point singulier. Ce point singulier est donc un point de rebroussement.
|

1.4 Le groupe de Mordell-Weil d’une courbe ellip-
tique

Soit une courbe elliptique E sur un corps K, d’équation de Weierstrass :
E:yl+ocytay=2"+ as? + a4 + ag; (1)

Soit E(K) Pensemble des points K-rationnels de la courbe E. Nous munissons cet en-
semble d'une structure de groupe abélien. Pour cette loi de groupe, nous considérons le
point & Yinfini O comme élément neutre et la régle géométrique :
" trois points colinéaires dela courbe algébrique E ont une somme nulle”. (2)
Le point & I'infini O est déterminé par la direction de 'axe Oy. Pour tout point P,
la droite POg est donc paralléle & Paxe Oy.
La régle géométrique (2), sur les courbes algébriques, montre qu’une sécante coupe
la courbe elliptique en trois points simples, ou en un point double et un point simple, ou

en deux points simples et le point & Vinfini.
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Dans le premier cas, la régle géométrique (2) domne la formule :
P+ P+ P;=0Og. (3)
Dans le deuxiéme cas, la régle donne la formule :

P+ P+ Py =2P + s = Og; | (4)

qui permet le calcul d’un point P de 2-torsion.

Dans le troisiéme cas, la régle donne la formule :
P1+P2+OE:P1+P2=OE; (5)
qui permet le calcul du symétrique Ppd’un point ;.

Proposition 2 : L’application :

fi E(K)x BE(K) — B(K)
(P, P2) —  f(P, P} =D+ P

qui satisfait la régle géoméirique (2) des trois points colinéaires est une loi de groupe

abélien d’élément neutre le point & linfini Op = (00, 00).

Preuve :

L’axiome de ’élément neutre O est vérifié avec la régle géométrique :
P+0Og=0g+P=PF, pour tout point P de E(K).

Cet &lément neutre est unique : O = (0,1,0) dans le plan projectif P?(K). Donc la
sécante POp coupe la courbe elliptique £ au point simple P et au point double Og. Cette

sécante POp est paralléle & 'axe Oy. L’axiome du symétrique d'un point P; est vérifié
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avec la paralléle PP, a Paxe Oy qui coupe la courbe E en deux points simples Py et
et au point Of.

L’axiome de commutativité de la loi est vérifié avec la coincidence des sécantes Py Py
et PP

L’axiome d’associativité de la loi est vérifié par le calcul :
(Pi+PR)+Pa=P+(P+ P). N

Nous obtenons les formules donnant les coordonnées du symétrique —P d’un
point P, de lasomme P; + P, de deux points distincts P; # £P; en utilisant la
théorie algébrique des intersections d’une droite et d’une courbe. Les calculs
donnent les résultats suivants :

Les coordonnées du symétrique d'un point P = (z,y) de la courbe elliptique E sont :

—P = —(2,y) = (#,~y — @17 — as); (1)

Les coordonnées de la somme P; + P, de deux points distincts; F; = (i, 4:) i =1,2 et

P, # +P, s’obtiennent avec le calcul :

— 2 .
T(pip) = ALt @A —ar — o1 — Ty

(2)

YP+P) = -—)\3 — al)\2 + (012 — a,? + 2%, + 21’2))\ —ag + al(ag + x4+ Ig) — 13
oi le coefficient ) est la pente de la droite P P :

a=BY
Ty — T

Ainsi, avec la relation géométriqué liant trois points colinéaires de la courbe elliptique -
E et le point & 'infini Og, nous avons muni 'ensemble £ (K) d’une structure de groupe

abélien.

21




Définition 6 : Le groupe abélien E(K) des points K —rationnels d’une courbe elliptique
E est le groupe de Mordell-Weil de la courbe elliptique E sur un corps K.

Proposition 3 : Le groupe de Mordell- Weil d’une courbe elliptique est de type fini. Il
est isomorphe au produit de groupes abéliens :
E(K) ~ E(K)or X Z7;
ot : E(K)op est le sous groupe de torsion du groupe de Mordell-Weil E(K).
Z est Uanneau des entiers rationnels.

r(E) = r est un entier positif ou nul.

Preuve :
Elle comporte deux parties dont I'une a pour objet de montrer la finitude du groupe
quotient E(K)/mE(K) ; I'autre partie utilise une fonction hauteur sur un groupe abélien

cf [14]. W

Définition 7 :  Cet entier naturel r{E) =r > 0 est le rang de la courbe elliptique E.

La détermination du rang d’une courbe elliptique est un probleme difficile qui consti-
tue un sujet de recherches actuelles; on signale qu’il n’existe pas de formule effective
donmant la valeur du rang r(E) d’une courbe elliptique E, contrairement au rang du
groupe des unités U(K) d’un corps de nombres K qui admet 2ro conjugués complexes et
1 conjugués réels : P(U(K)) =r+ry—1et UK) =W X Zr+r2=l on W oest le groupe

des racines de 1'umité contenues dans le corps K (théoréme de Dirichlet).
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Tllustration de la loi de groupe de Mordell-Weil sur une courbe elliptique E.

Py;
(Py+Py) + Py= 0
—

Figure 3: 2, +?& avec P F -lr_??_ .

.A .

Figure 4! Symétrique — T de ?

: (tangente)
}2P) + (-2P) = Q,
- 2

Figure 5:. Somme 2 40 = 7P .
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1.5 Sous groupes de torsion d’une courbe elliptique

Qoit une courbe elliptique F sur un corps K, de groupe abélien E(K) de Mordell-
Weil et le point & Vinfini Og. Par convention, pour tout entier rationnel m premier & la

caractéristique du corps K, le symbole mP désigne :

P+ P+ ... + P; m fois P si 1 est un entier naturel.
mP=4 —P—-P— ... - P; —m fois P si m est un entier négatif.
Op;  si m=0.
Définition 8 : Un point de m—torsion d'une courbe elliptique E est un point P du

groupe de Mordell-Weil E(K) qui satisfait la relation : mP = Og.

Définition 9 : L’ensemble E(K)[m] est l’ensemble des points de m—torsion de la

courbe elliptique E.

Proposition 4 : L’ensemble E(K){m] des points de m—torsion d’une courbe elliptique

E sur un corps K est un sous groupe du groupe de Mordell-Weil E(K).

Preuve :
Soit m un entier naturel et O le point neutre du groupe abélien E(K).
Soit deux points P, P, de m-torsion; les relations mP; = mP, = O impliquent :
m(P,— Py =mP,—mP,=0p—0Og= Ok.
Tl en résulte que le point P = P; — P, est de m—1{orsion.

Donc E(K)[m] est un sous groupe du groupe E{K ). |
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Proposition 5 : L’ensemble des points P de torsion de la courbe elliptique E -

Eiwn(K) = {P € E(K)/mP=0gm2 1}
= UE&)m

m>1

est un sous-groupe du groupe de Mordell- Weil E(K ).

" Preuve :
Pour tous my; > 1 et mg > 1; il existe mg = ppem(my, me) tel que E(K)[mi] C

E(K)[ms] et E(K)[ms] C E(K)[ms], ce qui implique que la réunion U E(K)[m] est un
m>1
sous groupe de E(K). B
Les coordonnées du point mP :

Pour déterminer les coordonnées du point mF, nous utilisons la méthode de

J.W.Cassels. Nous prenons une courbe elliptique E d’équation:
E:y*=2*+Az+B avec A BcQ et 4A% +27B* + 0. (1)
Nous considérons les six polynomes ¥;(z,y) de Panneau Z[z,y] :

U, =-1 ; Yy=0 ; ¥, =1 ; ¥, = 2y;
Wy = 32 + 6Az% 4+ 12Bz —~ A% (2)
et W, — 4dy(z° + 5Az" + 20Bz® — 5A%* — 4ABz — A® - 8B").

Les polynomes ¥,,, sont déterminés par deux relations de récurrence :

Yomi1 = ‘I’m+2\111:§n - lI’m—1‘1'§1r1-+-1 3 m > 2 (3)

et Wom = 20, (Uppio W — 2, 02 )5 m>3

ek
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Nous introduisons deux autres familles de polynomes ¢, €t W par les formules :

Om =202, — U 1 Wiy m>2 (4)
et dywm = Upmio¥2 1 — U 202 1 m>3

Alors, les coordonnées du point mP, sont données par la formule :

mP — (d’m “’m). (5)

AR
L application de ces formules pour m = 2, donne les polynomes :

U, = 2y
¢o = z*—2Az> -8Bz + A% (6)
wy- = 128+ 5Az* + 20Bz® — 5A%z® — 4ABz — A® — 8B?%

et les coordonnées du point 2P :

( zt — 2Az? — 8ABz + A?
Top (29)2 )

25+ 5Az% + 20Bx® — 5A%2? — 4ABz — A® — 8B?
. (2y)

L’application de ces formules pour m = 3, donne les polynomes :

¢y =2° — 12427 — 96B2° + 304225 — 24ABz* + 12(34% + 4B%)z® +
A8A?B2? + 3A(3A® +32B%)z + 8B(A® + 8B?); (8)
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qui est un polyndme de 'anneau Z|z, A, B] de degré 9en x, et

wy = yla'? +22Az10 +220Bx° — 1654228 — 528 ABxz7 — 4 (2343 + 444B%) z°+
26442 Bz’ — 5A (37A® + 576B?) o' — 80B (4B% + A%) z8— (9)
6A2 (154° + 104B2) 2% — 28AB (3A4° + 32B%) 2 — 345 — 96A%B? — 512B*];

ott 22 est un polynome de Vanneau Zz, A, B] de degré douze en z.

Y
Le polyndme :
Ws = 32* + 6Ax? 4+ 12Bz — A% (10)

est donné dans la partie (2) du théoréme de Cassels.

Le caleul donne le carré du polynéme W3 :
02 — 028 4 36A2° + T2Bz° + 30A%z* + 144ABz° + 12(12B% - Adz? —24ABz + A% (11)

U2 est un polynéme de Fanneau Z|z, A, B] de degré 8en z. Le calcul donne le cube du
polynéme ¥ :

U3 = 2722 + 162A42'° + 324Ba” + 007 A%z® 4 1296 ABz” -+ 108(A% + 12B%)z® + 10804’ Bz®
1 9A(288B2 — 11A%)z? + 432B(4B* — A%)® + 18A%(A® + 24B%)z? — 12A*Bz — A%,

¥$ est un polynodme de I'anneau Ziz, A, B] de degré 12 en .
Les formules (5), (8), (9), (11) et (12) donnent les coordonnées du point 3P:

@3
I3p — —_\Ifg;
(13)
y3P — ‘I}g .
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Exemple 3 :
Considérons la courbe elliptique E d’équation :

1+v/—7 1 V=T
— T

5 ); (1)

E:yt=a*+z+2=(x+1)(z -

sur le corps quadratique Q(+v/—T7). Son discriminant vaut A(E) = —28.7 # 0 en caracté-
ristique carac(K) # 2,7.
Tn utilisant les formules ¥; on obtient les coordonnées du point 2P en fonction de

P=(z,¥):

( — $4—2£L'2—216£L‘+1;
(2y)
\ (2)
_ 25 + bz® + 402° — 5z — 8z — 33
| Yar = (2y)3 .

Par définition, un point de 2-torsion satisfait la relation :
2P = Of = (00, 00). | (3)
Les formules (2) et (3) donnent I'ordonnée du point P:

y = 0. (4)

1+;/—‘7’0)et(1_;/_—7,0)

Les égalités (1) et (4) donnent trois solutions (z,y) = (—1,0),(
dans le corps quadratique imaginaire Q(+/—7) et une unique solution (z,y) = (—1,0) dans
le corps des nombres réels R. Le point P = (-1, 0) est donc le seul point de 2-torsion du

groupe abélien E(Q). B
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Exemple 4 :

Certains points de 2—torsion d’une courbe elliptique F d’équation :
E:g?=(z—e)lz— ez — es);

avec e; € Qet e; # e; pour i # j, peavent étre obtenus avec la régle géométrique qui a
permis la construction du groupe de Mordell—Weil E(Q).

Au point d'intersection T; = (e;, 0), la parali¢le a I’axe Oy est la tangente a la courbe
elliptique au point 7.1l en résulte que ces trois points d’intersection T;sont des points
de 2 -torsion du groupe abélien E(Q).

Dans le cas particulier de la courbe :

E:y?=(z+1)(z* +z+2) = f(z);

le polynome f{z) se factorise sous la forme :

flz) = (z+1)(z+

1+;/~—7)(m+1—;/—_7);

1—-+/—T7  1++/-7
5 et * 5 ne sont pas des nombres rationnels, mais des nombres
irrationnels du corps quadratique imaginaire Q(v/—7). Il en résulte un seul point de

Les zéros

9-torsion sur le groupe abélien E(Q) et trois points de 2-torsion sur le groupe abélien
EQ(V-T))-

La structure des sous groupes de torsion du groupe abélien E(Q) est déterminée par

la:

Proposition 6 : Le groupe de torsion E;or (Q) d’une courbe elliptique E est isomorphe

a l'un des quinze groupes additifs :

1)Z/dZ avec 1<d <10 ou d=12
2)Z/2Z x Z[2dZ avec 1<d<4.
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Preuve :

C’est le théoreme de Mazur cf [12]. W

Exemple 5 :
Détermination du groupe de torsion du groupe E (Q) de la courbe elliptique E:

E:y? =2%+4x; (1)
Le calcul donne la valeur du discriminant
A(E) = =210 #£0; (2)

sur un corps K de caracK # 2.

Détermination des points de 2-torsion. Les calculs donnent les coordonnées du point 2P :

b5 7t —8r? + 16

Togp = T5= o3
‘I'% (2y 2 . (3)
y w x8 + 20z* — 80z% - 64
¥=4 _—— = ;
oy (29)°
L’hypothése ” P est un point de 2-torsion ” impligue :
2P = Of = (00, o0). (4)

Les relations (2), (3) et (4) impliquent la solution :

y=0. (5)

Les formules (1) et (2) donnent "unique point P d’ordre deux du groupe E(Q):
P ={0,0).

Détermination des points d’ordre trois en utilisant les formules de J.W.Cassels :

_ ¢3 . _Ws
T3p = '\i,—% 3 Y3p = ‘If—g
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" Un point d’ordre3 est déterminé par le polynéme :
Uy =3z + 2402 — 16 = 0; (1}
Ce polyndme bicarré W, admet les 4 zéros :
/21

irrationnels ; ils appartiennent 4 'extension quartique K = Q(\/ -1+ —\/52.1) du corps des
rationnels . Donc ces points n’appartiennent pas au groupe de Mordell- Weil E(Q), ils
appartiennent au groupe abélien E(K).
Les points d’ordre 4 de la courbe elliptique E ont pour coordonnées
4P = (z4p,Yar)- (3)
Les formules de Cassels définissent les coordonnées des points mP pour m > 2:

9 w
Tap = é 3 Yap = TI!%' (4)

Un point d’ordre 4 pour la courbe elliptique d’équation :
E:y? =23+ 4x; (5)

est déterminé par le systéme :

U, = 4y(zb + 20z* — 80z® — 64) = 0; (6)
y? =% + Az
Ces deux polynémes admettent des solutions dans le corps C des nombres complexes. Il
en résulte les solutions :
1) y =0 et 2° + 4z = 0; soit z = 0,z = £2i.
)y #0et f(x) = 7% + 20z* — 80z — 64 = 0.
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Propositio; 7+ Soit un polynéme g(z) = & + dyx" Tt + .+ dn € Z[z); alors toute
solution rationnelle t divise le coefficient constant d,.

Donc toute solution rationnelle r de f(2) divise —64. Les tests donnent deux diviseurs
entiers et f(=2) = 0. Il en résulte deux solutions (2, y? = 16) et (—2,y*> = —16). Dans le
corps des nombres rationnels Q, y? = —16 n’admet pas de solution. Nous en déduisons
les deux solutions R = (2,4) et R’ = (2, —4). Ces deux points sont, d’apres la théorie des
courbes elliptiques, symétriques sur la courbe E. Par le calcul nous obtenons les points
2R = (12,-44) et 3R = —R = (2, —4). Cela implique que le groupe de torsion de la
courbe elliptique F est cyclique d’ordre 4 : Eir(Q) ={R,2R,3R,4R = Og} = Z/4Z. Ce
résultat est conforme au théoréme de Mazur.

L’existence d’'un point non nul de torsion sur une courbe elliptique E sur Vanneau Z

peut étre étudiée avec la :

Proposition8 :  Soit une courbe elliptique E d’équation :
E:y=2+Az+B avec A BeZ
satisfaisant la condition : 4A% + 27B* # 0.
Soit un point P = (z,y) non trivial de torsion de la courbe E. Alors :
" 1) les coordonnées x et y de ce point sont des entiers rationnels

2) soit y = 0 soit y? divise 4A3 + 2782

Preuve :

C’est le théoreme de Naguell-Lutz cf {14]. B

1.6 Morphismes de courbes elliptiques

Une courbe elliptique a une structure de groﬁpe abélien de type fini et une struc-
ture de variété abélienne de dimension un. Selon la théorie des morphismes de courbes
il existe des homomorphismes, des endomorphismes, des isomorphismes et des automor-

phismes de courbes elliptiques. Indiquons briévement I nature et quelques propriétés de
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ces homomorphismes.

Définition 10 : Soit deus courbes elliptiques E et E' sur un corps K de points de
base respectifs Op et Og. Un morphisme de courbes elliptiques f : B — E'est un

homomorphisme de groupes abéliens f : E(K) — E'(K )

Endomorphismes d’une courbe elliptiqlr;e

La description compléte de 'anneau des endomorphismes End(E) d’une courbe ellip-
tique a été indiquée par Deuring cf [5] : L’anneau des endormorphismes d'ane courbe
elliptique est isomorphe soit & 'anneau Z, soit 4 un ordre d'un corps quadratique ima-
ginaire; soit 4 un ordre de Palgebre des quaternions. Ce dernier cas se produit lorsque
carac{K) = p > 0. L’ensemble des endomorphismes Endg(E) d’une courbe elliptique
E(K)forme un anneau intégre de caractéristique nulle, isomorphe & I'anneau Z ou iso-

morphe 4 un anneau contenant Z.

Définition 11 : Les courbes elliptiques dont Uanneau des endomorphismes Endg(E)

contient Uanneau 7 sont des courbes elliptiques & multiplication compleze.

Dans le cas o1l la courbe elliptique E sur un corps quadratique imaginaire Q (\/ —d) est
4 multiplication complexe, I'anneau EndQ( N=) (E) est isomorphe & I'anneau des entiers

de ce corps.

Isomorphismes de courbes elliptiques

Un isomorphisme de courbes elliptiques est un homomorphisme de courbes elliptiques

bijectif.
Proposition 9 :  Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :

E: yQ + a1y + asy = s + a2x2 + a4x + ag; (1)
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et de point & Uinfini Op. Alors les changements de variables qui préservent le point a
Vinfini et la forme (1) sont de la forme :
c=pa+r ;  y=pty+pisa’+t @

avec pe K* et rs,t€ K.

Preuve :
Pour la premiére partie de la preuve cf [14] chapitre [ IT proposition 3.1.b}), page 63.

Le changement de variables (2) transforme l'équation (1) en ’équation :
E y? +day +ay =2 +aa® +ajx’ +ag T avec a; € K. (3)

Les coefficients a; et o/ sont liés par les cing relations :
pay = az +25;
#20,'2:@2_3@17_1_37-_32;
pal = az +ra; + 2t (4)
pla, =as—saz +2ray — (t+7s) ay +3r% —2s;
plaly = ag +ras+rlag+7r° —taz — 2 — rta;.

Les coefficients b; et ¥, sont liés par les quatre relations :

P2y = by + 127

pAby = by + by + 677

b, = bg + 2rby + 72bg + 4r; (5)
1180, = bg + 3rbg + 3r2bg + by + 31°.

Les coefficients ¢; et ¢ sont liés par les deux relations :

pic = cq;

(¢ = cs. ) (6)
Les discriminants des deux courbes sont liés par la formule :

p2A(E) = A(E). (7)

Les invariants modulaires des deux courbes sont égaux :
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J(E") = i(E)- 8 =

Les courbes elliptiques peuvent étre classifiées par leurs invariants modulaires j(E).

Proposition 10 : 1) Deux courbes elliptiques sur un corps algébriqguement clos sont
isomorphes si et seulement si leurs invariants modulaires sont égaur.
2) Pour tout nombre t d’une cloture algébrique du corps K, il existe une courbe ellip-

tique sur Uestension K(t) d’invariant modulaire t = j (E).

Preuve de”les deux courbes elliptiques E et E' sont isomorphes” implique
»leurs deux invariants modulaires sont égaux”
Soit deux courbes elliptiques E et E' isomorphes, alors Péquation de F est trans-

formée en équation de E' par les changements de variables (2). Cela implique la relation

(8) : §(E) = 5(E').

Preuve de” j(E) = j(E')” implique "les deux courbes E et E'sont isomorphes”

Soit deux courbes elliptiques d’équations de Weierstrass :

E :y* =1+ Az + B; (1)

Er :yrz =$13+AI$I+BI;

satisfaisant les deux conditions respectives : 443 +27B2 # 0 et 4A®+27B% # 0. (2)
L’hypothése :

HE) = j(E");
et la formule de 'invariant modulaire :

j =1728.4.A%/A(E);
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impliquent la relation :
A3BI2 — AI3B2; (3)

Les relations d’isomorphismes de courbes elliptiques donnent les relations entre les coef-

ficients A, A’ et B, B’ :
ptA =A et utB = B. (4)

Examinons les cas possibles : A=0et B #0, A#0et B=0et AB#0.

Lorsque A =0 et B # 0, les formules (4) et (6) des isomorphismes impliquent : A'=0
et B' # 0. La formule (4) implique les six valeurs p = (B/B")/6 qui déterminent les six
isomorphismes Ade E dans E' de valeur : A(z,y) = (pPz, pdy) -

Lorsque B =0, A # 0, les formules (4) et (6) des isomorphismes impliquent : A # 0
et B =0.

La formule (4) implique les quatre valeurs : p = (A/A") /% qui détermine les quatre
isomorphismes 6 des deux courbes de valeur 6 (z,y) = ( iz, uy) .

Lorsque AB # 0, les formules (4) et (6) des isomorphismes impliquent A" # 0 et
B #0.

La formule (4) implique p = (A/A")Y4 = (B/B")"/°. (5)
Tl en résulte Pisomorphisme ¢ de E dans E' de valeur : ¢ (z,y) = (pz,py) .
Les équations des courbes elliptiques isomorphes :

E:y =+ Aplz+BYs E:yp=2+Az+ B

Preuve de”tout nombre ¢ d’une cléture algébrique K alg agt ’invariant modu-
laire d’une courbe elliptique définie sur 1’extension K (t)”

Soit un lément t € K. Cousidérons la courbe elliptique E' d’équation :

E:yt=2+ Az + B, (1)
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Son discriminant vaut :
A(E) = —16(44° + 27TB%) # 0; (2)

Qon invariant modulaire vaut :

4.1728.4°

iB) = s zipe ®)
L’hypothése : j(E) =t implique la relation :
i 4.1728.A%
IB) =g @

Pour déterminer les coefficients Aet B & partir de la formule (4), nous examinons les trois
cas possibles pour I'élément ¢ : ¢ =0, 1728 et t £ 0, 1728.

Lorsque t = 0, la formule (3) implique la valeur : A=0. (6)
I’équation (1) de la courbe devient E : y* = z3 + B. (7
La condition (2)implique B # 0.
Cette courbe elliptique E est isomorphe & toute courbe elliptique E oyt =2+ B
avec u dans K.

Lorsque V'invariant modulaire ¢ = 1728, la formule (3) implique la relation :

1728.4.A3
1728 = ———F205-
728 4A% 4 27B? ®
La relation (8) et.la condition (2) impliquent :
B=0 : A#0. (9)
La courbe elliptique F d’équation :

E:yf =2+ Az; (10)
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est isomorphe & toute courbe elliptique E' d’équation :
B yf =2+ ptAz  avec p€ K

Lorsque t # 0, 1728, la formule de Vinvariant modulaire d’une courbe elliptique im-

plique la relation : 27tB? = (1728 — 1) A3. (11)
3t
isi = —— . 12
On choisit A 7798 1 € K(t) t (12)
Les relations (11) et (12) impliquent une valeur B= 7798 —1 € K(t). (13)

Les relations (12) et (13) impliquent une courbe elliptique E sur le corps K (t) d’invariant
modulaire ¢t # 0; 1728 :

3t + t
1728 -t

E:yf=c4+——
N T

Automorphismes d’une courbe elliptique

Définition 12 :  Un automorphisme d’une courbe elliptique est un endomorphisme

bijectif du groupe abélien E(K).

L’ordre du groupe des automorphismes d’une courbe elliptique E est un diviseur de

24, comme le montre la

Proposition 11 : Soil une courbe elliptique E sur un corps K, d’invariant modulaire
§(E). Alors, le groupe Aut (E) de ses automorphismes est d’ordre :

1)2 si j(E)#0 et 1728 et caracK # 2 et 3.

2) 4 si j(E)=1728 et caracK #2 et 3.

3)6 si j(E)=0 et caracK #2 et 3.

4)12 s j(E)y=0=1728 et caracK = 3.

5)24 si j(E)=0=1728 et caracK = 2.

oty caracK signifie caractéristique du corps K.
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" Preuve de 1) :

Soit une courbe elliptique E d’équation :

E:y?=12"+awr+as avec 403 + 2705 # 0; (1)

sur un corps K de caractéristique caracK # 2 et 3.

Les formules donnent les deux invariants de la courbe :

4.1728.43

= —1 3 2 i ==
A(E) 6(4a3 + 27ag) # 0O et J(E) ial 1 27

40, 1728, (2)

Les hypothéses caracK # 2,3, j (E) # 0, 1728 et la relation (2) impliquent les conditions :

as 7& 0 et ag 7& 0. (3)

Les formules d’isomorphismes (2) du paragraphe 3 donnent 'automorphisme :

hy: E(K) — E(K)

(z,y) ~— (u’z,uy);

pour un certain élément ¥ non mil du corps K.

La courbe elliptique E'image de la courbe elliptique E par T'isomorphisme hu est :

Y 2 3 ’ t
E y? = 2"+ ayx’ +ag

avec les relations :

ay = u'a, et ag = ulag. (4)

Les deux courbes E et E’ ont leurs deux invariants modulaires égaux :

i(E) = j(E);
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ce qui implique I'égalité :
@ 4@
dal +27a3  4daf +27ag’

Les formules (4) donnent les valeurs de lélément u : ut = u® = 1 par les propriétés de

Pautomorphisme h,,. Il en résulte u2 = 1 et les deux automorphismes :

(may) - (:E, y) ) (CII, y) - (33, —'y);
d’ott Aut(E) est d’ordre deux.

Preuve de 2) :

Soit une courbe elliptique E d’équation :
E:y2=x3+a4z+a5. (1)

Les formules donnent les deux invariants de la courbe :

1728.4.03

E) = —16(4a} 2 i(B) = —5—3
A(E) 6(4ad +27a2) #0 et F(E) 1+ 27

=1728. (2)

Les hypothéses caracK # 2, 3 et la formule (2) impliquent la condition :
ag = 0. (3)
La courbe E étant elliptique et la formule (3) impliquent la condition a4 # 0.

Les formules d’isomorphismes (2) du paragraphe 3 donnent Pautomorphisme :

he : E(K) — E(K)
(z,y) — (u’z,u’y);
pour un certain élément 1 non nul du corps. La courbe elliptique E’ image de la courbe

E par Visomorphisme h,, est E' : 42 = 2 + ajz’ + ag;

avec les deux relations : u*a), = a4 et ©®ag = ae. (4)
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Les formules (3) et (4) impliquent : u'a) = aq et ag =as =0. (5)
La formule (5) implique : «* = 1 qui donne les quatre valeurs de 'élément u :
u = £1, 44. 11 en résulte quatre automorphismes : (z,y) — (z,9);

(:c,y) — (I: _y); (w,y) L (_ma—iy); (miy) = (—Z‘,iy).

Preuve de 3) :

Soit une courbe elliptique F d’équation :
E:y? =12°+ auT + g (1)
Les formules donnent les deux invariants de la courbe :
A(E) = —16(4a} +27a3) #0 et j(E) =0. (2)

Les hypothéses caracK # 2 et 3, j{(E) = 0 et la relation (2) impliquent les valeurs :
a, =0 et ag#0. (3)
Les formules d’isomorphismes (2) du paragraphe 3 donnent I’'automorphisme :

hy: E(K) — E(K)

(z,y) — (Pz,v’y);

pour un certain élément u non nul du corps. La courbe elliptique E’ image de la courbe
E par l'isomorphisme h, est :

E :y? =1+ ag;
avec le relation :

wbal = ag. (4)
L’équation: u® = 1 admet six racines :u = +1, +4, £7°. 1l en résulte les six automor-
phismes : (z,7) — (,1); (@,y) — (z,—y); (.9) — (z,9); (#,9) — (37, ~y);
(z,9) — (5%, 9); (z,y) — (f*z,—y) ou j= eccp(z—?-) et j°=1.

41




Preuve de 4) : 5

Clest la valeur j(E) = 0 et la formule j(E) = A%E) qui justifient la forme convenable

de ’équation de la courbe F que nous prenons :

E:y? =2* 4 asz + aq.

Nous choisissons I'isomorphisme du groupe abélien E(K) de la forme :

he : E(K) — E(K)
(z,y) +— (ulz+r,u’y);

Les relations entre a; et o) impliquent les formules :

ut=as/a, et 1 +rag+as—ulag=0.

Pour E = E', Pautomorphisme implique les valeurs aj = aset ag = ag. Il en résulte :

ut =1
3+ rag+ (1 — v?)ag = 0. W

Cela implique 4x 3 = 12 paires (u, ) qui déterminent le groupe des douze automorphismes
de la courbe E. Les quatre valeurs de usont +1, &4, les trois valeurs de r sont les trois
racines de ’équation dans le systéme (1). Les douze automorphismes de la courbe E sont :

(z,y) — (@+r1,9); (2,9) — (2472, y); (2,5) — (z+73,y); (2,9) — (@471, —9);

(z,y) — (&2, —y); (,9) — (@ + 13, —y); (@,9) — (=2 + 11, —);

(,) — (—z + 12, —iy); (2,9) — (—2 + 13, —1); (2,y) — (=T + 71, 8);

(@,y) — (=2 +r2,49); (z,y) — (-2 + 73, 1Y).

Ce groupe engendré par u et r, w3 =1, r® =1, ur = 1 est le sous groupe alterné A,

du groupe symétrique S;.
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Preuve de 5) :
Les hypotheses caracK = 2, j(E) = 0 et les formules : ¢4 et j (E) = ¢}/ A(F) justifient

I'équation de la forme :
E :y? +agy = 7° + asT + ag; (1
ses invariants valent :
cy = —48ay : A(E) = a2 #0.
Les formules convenables de I'automorphisme :

h,: B(K) — E(K)
(z,y) +— (vlz + *, vy + suPz +1);

(2)

pour certains paramétres u,set ¢ du corps K.

Les relations entre a; et af impliquent les trois équations :

w=1= a—?;

a3
s*+azs + (1 - u)a,4 = 0 (3)
t2 +tag + 86 -+ CL4S2 = 0.

Tout automorphisme (2) de la courbe E est déterminé par un triplet (u,s,t). Les
équations (3) donnent trois valeurs dewu, quatre valeurs de s et deux valeurs de t. Il en
résulte que le groupe Aut(E) est un groupe d’ordre vingt-quatre formé par un groupe
cyclique Cs d’ordre trois twisté par le produit d'un groupe engendré par un élément s
d’ordre quatre et un groupe engendré par un élément ¢ d’ordre deux.

Ce groupe d’ordre vingt-quatre est isomorphe au groupe spécial linéaire SLy(Fs3), pro-

duit direct d’un groupe cyclique C3 d’ordre trois par le groupe des quaternions, engendré
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par les deux éléments s et ¢, d’ordre huit. B

La théorie des courbes elliptiques introduit des homomorphismes particuliers :

Les isogénies de courbes elliptiques
Une courbe elliptique E sur un corps commutatif K a une structure de groupe abélien
de type fini .
Tout morphisme de courbes elliptiques :
f 1 By(K) — Eo(K);

satisfait les relations d’homomorphisme de groupes :

f:E(K) — Ey(K)
de valeur f(Op,)=Og, et f(P1+ P) = f(P)+ f(P);

pour les points neutres O, de la courbe E;.
Tl existe des morphismes surjectifs de noyaux finis; on a donné un nom particulier a

ces morphismes.

Définition 13 :  Une isogénie de deuz courbes elliptiques Ey et Ej sur un cotps com-
mutatif K est un morphisme de courbes elliptiques :
[ Ei(K) — Ea(K);

qui satisfait les conditions :
1) f n’est pas nulle;
2) lenoyaw de f est un sous groupe fini du groupe En(K);
3) lapplication f est surjective;

{) f(Pi+P) = f(P)+ f(R) et f(Op)=Og,

Définition 14 :  Le degré de lisogénic f est égal & Iordre du groupe fYOgm,) noyau
de f, qui est un sous groupe du groupe Ey(K).




Deéfinition 15 : 1) Si la courbe elliptique E, est isogéne & E,, alors la courbe FEs est
isogéne & E,. Les deux courbes elliptiques Ey et B, sont isogénes.
2) Il existe une isogénie particuliére f: Ey(K) — Ei(K) associée & une isogénie

La relation "F; et E, isogénes” est une relation d’équivalence dans une classe de
courbes elliptiques isogénes :

1) E; et E; sont isogenes;

2)” B, isogéne 4 Ep” implique ” Ej isogéne & Ey”;

3)" E, isogeéne & Ep” et 7 E» isogéne & Ey” impliqueﬁt " F, isogéne & E3”.

A une isogénie fde degré m de deux courbes elliptiques Ejet Fosur un corps
commutatif K, est associée une isogénie unique de degré m :
F: Ea(K) — Ey(K);

dont les composées sont la multiplication par mdans les groupes respectifs F1(K) et
Fy(K) : fof =mp, : Bu(K) — Es(K) et fof =mg,: Ey(K) — Ep(K) de valeurs :
mg,(P)=mP pour i=12.

Définition 16 : Cette isogénie ¥ associée & Visogénie f : Ey(K) — Ex(K) est liso-
génie duale de l’isogénie f.

Les formules d’isomorphismes de courbes elliptiques montrent qu’il y a une infinité
de courbes elliptiques isomorphes & une courbe elliptique E sur K lorsque K est un corps

infini. Il n’en est pas de méme pour les courbes elliptiques isogénes.

Proposition 12 : Soit une courbe elliptiqgue E sur un corps K. Alors, il eziste seule-

ment un nombre fini de courbes elliptiques E’ isogénes 4 la courbe E sur K.

Preuve :
Elle repose sur la propriété de deux courbes isogénes E et E' d’avoir le méme ensemble

de nombres premiers de mauvaise réduction. W
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Chapitre 2
Réductions d’une courbe elliptique

Dans I’équation de Weierstrass d’une courbe elliptique E :
- B Y2 + a1y + agy = 2® + apz? + auz + ag; (1)

les cing coefficients a; sont des éléments d’un corps commutatif K, les deux variables
et y des éléments d’'une cloture algébrique K?E du corpé K.

L’arithmétique d’un corps de nombres K comporte le chapitre des idéaux et le chapitre
des valeurs absolues. La théorie des réductions d’une courbe elliptique définie sur K

necessite 'étude de Parithmétique de ce corps.

2.1 Anneaux particuliers

Définition 17 : Un anneau local est un anneau A gui posséde un seul idéal mazimal
Cela implique que M est I'ensemble des éléments non inversibles de 'anneau A;

I’ensemble A — M est celui des éléments inversibles de 'anneau A.

Exemple 6 :

Soit un annesu A et un idéal premier P de A; alors Pensemble S = A — P est une
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- partie multiplicative ; 'ensemble STA= {g; ac Aet s € S} est un anneau local.

Définition 18 : Un anneau de Dedekind est un anneau noethérien A intégralement
clos dont tout idéal premier est mazimal.

Cela implique que tout idéal I de Panneau A est factorisé en un produit de puissances
d’idéaux premiers F; de facon unique :

I = Paps. Pe,

Définition 19 :  Un anneau de valuation discréte est un anneau principal A qui posséde
un seul idéal mazimal M.

Cela implique qu’un anneau de valuation discréte A est un anneau local ; il existe un
&élément 7 dans Iidéal M tel que tout élément o # 0 de 'anneau A se met sous la forme
unique : & = u 7" pour un certain entier rationnel r et une certaine unité u. Cet élément

m est une uniformisante de ’anneau A.

2.2 Valuations sur les corps de nombres

Indiquons un bref aper¢u de la théorie des valuations d’un corps de nombres.

Définition 20 :  Une valuation d’un corps de nombres F est une fonction & valeurs
réelles :
v:F-—R;

qui satisfait les trois axiomes :

(val 1) v(0) = +o0;
(val 2) v (ab) =v(a)+v(b);
(val 3) wv(a+b) > Min(v(a),v(b)) +a,  pour tous les points a et b dans F.

ot v, est une constante réelle négative ou nulle qui détermine la nature de la valuation

v
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v est non archimédienne si et seulement si a, = 0.

v est archimédienne si et seulement si a, = —log2.

Exemples 7 :
1) La valuation triviale v(0) = +o0 et v(a) = 1 pour tout élément a # 0 de F.
2) La valuation p-adiques vp(z) qui désigne le plus grand exposant du nombre premier
p qui divise z,dans la décomposition de x en produit de nombres premiers z = &+ 11 2@

P
Dans I'ensemble M7 des valuations de F, nous définissons une relation d’équivalence.
Définition 21 : Deus valuations vy et vy sont équivalentes si elles satisfont la relation :
V= Q.U pour un certain nombre réel a > 0.

Définition 22 :  La classe d’éguivelence d’une valuation v du corps F est le diviseur

premier de F':
P ={awv, a>0}.

On convient de désigner la classe d’équivalence de v par diviseur premier archimédien
si v est archimédienne, par diviseur premier non archimédien si v est non archimédienne.
A toute valuation v non archimédienne d*un corps de nombres F' correspondent guatre
sous ensembles de F':
A, ={a€ F;u(a) <1}
anneau des v—entiers du corps F' = anneau de valuation en v.
M, = {a € F;v(a) < 1}
v—idéal premier = idéal premier en v.
U, ={a € Fyv(a) =1}
groupe des v—unités.

A,/M, = Fresiq = corps résiduel en v. Ces sous ensembles ne sont pas définis pour
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une valuation archimédienne de F.
Un corps local est un corps de nombres K de caractéristique nulle, complet pour un
diviseur premier P = {a.v, @ > 0} discret ayant un corps de classes résiduelles

Ay/M, = Kregia fini.

2.3 Réduction d’une courbe elliptique modulo une
valuation non archimédienne discréte (V.N.A.D.)

Définition 23 :  Une valuation v : F — R est discréte lorsque l'ensemble de valeurs
v(F}=ZU {oo}.

Par définition d’une valuation non archimédienne discréte v, en abrégé V.N.A.D., v
prend des valeurs v,(z) dans P'anneau Z U {oo}; up(p) = 1, vp(p") = n pour tout nombre
premier p et v,(g) = 0 pour tout nombre premier ¢ # p et vp(0) = +oc.

Soit I'application :

vp: K—TF,

(1)

T—T classe de z modulo p.

La réduction modulo p de la courbe elliptique E d’équation :
E:y* + aizy + agy = 7° + a9 + as + ag; (2)
est la courbe E d’éguation :

E:y+azy+agy=2° + Aoz? + Gaz + Cs- (3)

ot les coéfficients a; sont les réductions modulo p des coéfficients a;.
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Exemple 8 : -
Reductions de la courbe E d’équation :

E:f+2zy—dy=12"—2c"+z-T.
La courbe réduite E modulo vs a pour équation :
E:ff+2y+y=2"+2*+x+2

La courbe réduite £ modulo vs a pour équation :
E:y*+2zy=12°+3z +z+3.
La courbe réduite £ modulo vy a pour équation :
E:y?+2zy+ 2y = z° + 5z + x.
Les courbes réduites sont classées en trois types de réduction : bonne, multiplicative ou

additive grace aux deux invariants A(E) et c.

Définition 24 : Soit une courbe elliptiqgue E sur un corps K muni.d’une valuation
V.N.A.D. v, et ses deuz invariants A(E) et cs. Alors :

1) la réduction de la courbe E en v est bonne lorsque v(A(E)) # 0; la courbe réduite
E est donc une courbe elliptique.

2) la réduction de la courbe E en v est multiplicative lorsque U(A(E)) =0 et
v{cy) # 0; alors la cubique réduite E nest pas elliptique, elle posséde un point stngulier
S gui est un noeud.

3) la réduction de la courbe E en v est additive lorsque v(A(E)) =0 et v(cy) =0;
alors la cubigue réduite E n'est pas elliptique, elle posséde un point singulier S qui est

un point de rebroussement.
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- Exemple 9 :
Soit la courbe elliptique E d’équation :

E:y*+2my—5y=2"—22"+z-T,

son discriminant vaut : A(E) = 32.5.11 et son invariant : ¢4 = 2432,
La réduction est mauvaise pour les diviseurs prerniers du discriminant qui sont
p = 3,5,11. La réduction est bonne pour les autres nombres premiers. La réduction

modulo 3 est additive. Les réductions modulo 5 et 11 sont multiplicatives.

2.4 Equation minimale d’une courbe elliptique

Définition 25 :  L’équation de Weierstrass d’une courbe elliptique L -
E:y* +ayzy +agy = I° + a9’ + auT + Gg; (1)

est minimale en une valuation N.A.D. v si les coefficients a; sont v— entiers et le discri-
minant A(E) est de valuation v (A(E)) minimale dans Panneau N.

Un critére de minimalité est basé sur les relations entre les invariants de deux courbes
elliptiques isomorphes. L’équation de Weierstrass est minimale si 'une des trois conditions

est satisfaite :

(Mv(a) >0 et v(A(E)) <12
Qvla;) >0 et wvies) <4

(3)v(a) >0 et wcs) <6.

La nature de la réduction en v est précisée par la :
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Proposition 13 :  Soit une cubique E singuliére d’équation sur un corps K:

E:y2+a1:cy+a3y=:c3+a2$2+a4m+a.6.

Alors :
1) lorsque la courbe E posséde un noeud S, elle admet deuz tangentes distinctes en
ce point S d’équations : y = ;T + 8; pour i=1,2. La partie non singuliére E(K)ns est

un groupe isomorphe au groupe multiplicatif K> :

E(K)n — K*
Yy— 7T — S

T, — .
(z,9) E—

2) lorsque la courbe E posséde un point de rebroussement T, elle admet une tangente
unique en ce point T d’équation : y = 1T + S. La partie non singuliére E(K)ns est un

groupe isomorphe au groupe additif K™ :

E(K)y, — K7
r— I

—_ ——
(z,9) R——

Preuve :

Cf [14] chapitre III -2 proposition 2-5. W

Proposition 14 : Soit une courbe elliptique E sur un corps K muni d’une valuation
N.A.D. v, la courbe réduite E surle corps résiduel Krgmg. Alors, Uapplication :
f:E(K)[m] — E(Kresia)

P — f(P)=F;
est injective.

Preuve :

Cf [14] chapitre VII -§ 3 proposition 3-1. W
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Chapitre 3

* Rangs de courbes elliptiques

3.1 Groupe E(K)/mE(K)

Pour toute courbe elliptique E sur un corps K, la structure du groupe abélien

E{K) est précisée par I'isomorphisme de groupes :
E(K) ~ Bior(K) X Z7;

le sous groupe de torsion Fo,(K) est fini et le groupe quotient E(K)/Eor{K) est la partie
infinie du groupe E(K); ce groupe de rang r = r(E) admet une partie génératrice formée
de r points Py, P, ..., P.. Ce rang peut étre nul et peut prendre de grandes valeurs.
La détermination de ce rang nécessite plusieurs outils mathématiques : nous décrivons

quelques uns dans ce chapitre.

Proposition 15 :  Soit une courbe elliptique E sur un corps K de groupe de Mordell-
Weil E(K) et le sous groupe mE(K) = {mP; P dans E(K)} pour un entier naturel
m > 2. Alors, le groupe E(K)/mE(K) est fini.

Preuve :

Le groupe abélien E(K) est additif; donc tous ses sous groupes le sont. Le groupe
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quotient E(K)/mE(K) est formé des classes mE(K), (m +1)E(K),...,(2m — 1)E(K)
ou (m+t)E(K)=mE(K)+tEK). N

Introduisons une application entre groupes liés & la courbe E :

Définition 26 : L’application ¥ de Kummer est :

¥: B(K) % Ogarx  — B(K)[m]

(1)
(P,o) —— o(R)—R avec P=mRetRE E(K®s);

ot Gy i €5t le groupe de Galois d’une cléture algébrique K*& de K et E(K)[m] le
sous groupe de m—torsion du goupe E(K).

Proposition 16 : Soit Uapplication ¥ de Kummer définie ci-dessus. Alors :

1) cette application U est bilinéaire ;

2) le noyau 4 gduche de U est le sous groupe mE(K);

3) le noyau & droite de U est le sous groupe du groupe de Galois Ggas/x ovVEC
L = K(m'E(K)) = corps engendré par les points R du groupe E(K) qui satisfont
P=mR.

Preuve de la linéarité de U par rapport & la premiere variable :
‘I’(Pl—l—Pz,O') = U(R1+R2) — (R1+R2) avec P, = mR;. (1)
La loi du groupe abélien E(K) implique les relations P+ Po=mR,+mR; et

O’(Rl + Rg) = U'(R1) =+ O’(Rz); (2)
les rélations (1) et (2) impliquent la relation :
U(P, + Py,0) = o(Ry) — Ri + o(Re)— Ro = ¥(P1,0) + ¥ (P2 + 9). (3)

Calcul de Vimage ¥(0Og,0) : ¥(0Op,0) = o(R) — R avec Og = mR; cela implique
quée R est un point de m—torsion. I’image o0(Og) = O implique o(Ry— R=0get
U(0Og,0) = Og. (4)
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' Preuve de la linéarité de ¥ par rapport a la deuxiéme variable :

¥(P,or)=0r(R)— R avec P=mR (5)
=7(c(R)—R)+7(R)— R
= 7U(P,0) + (P, 7). (6)

Preuve du noyau & gauche :

;}uche(OE) ={P¢ E(K);o(R)=R}= {Pc B(K);P=mR} = mE(K). (7)

Preuve du noyau a droite :
071 (Og) = {0 € Gyujx s o(R) = R}. (8)
L’hypothése P = mR implique R = m~1P et I'automorphisme ¢ du corps K ale Jaisse
fixes les points m™'P. (9)
Donc o laisse fixe le corps K(m ' E(K)) = L. (10)
Cela implique le noyau de ¥ & droite : U, (Op) = Ggae/k - (11) =

Corollaire : Cette application ¥ bilinéaire de Kummer induit une application :
U, : E(K)/mE(K) x Grjxk — E(K)m);
bijective.

Preuve :
On utilise le théoréme : Soit un morphisme surjectif de groupes : f : G — H de noyau
f~Ye). Alors, f induit un isomorphisme : fo : G/fYe) — H. (1)
Le noyau a gauche ‘I'g';uche(O i) = mE(K) implique l'isomorphisme
B(K)/mE(K) — B(K)[m]. @

-1
droite

Le noyau & droite W (Og) = Gus; implique l'isomorphisme
GKals/K/ Ggeis JL GL/K- (3)

Les applications (2) et (3) impliquent V'application ¥, du corollaire. W

55




Cette application bilinéaire de Kummer est lite 4 certains groupes de cohomologie

relatifs & 1a courbe E.

Définition 27 : La suite de Kummer d’une courbe elliptique E sur un corps K estla

suite exacte courte :
0 — B(K)/mE(K) ~ H*(Ggs e, BIK)[m]) — H'(Ggoe xc; EE))m] — 0;

ot, Alm] désigne le sous groupe de m—torsion du groupe abélien A, HY{Gx=e/x, A) dé-
signe le premier groupe de cohomologie du groupe G dans le groupe A; Uhomomorphisme
& est Uapplication bilinéaire V., du corollaire; le 1-cocycle 8(P) est déterminé par 'ap-

plication : ¢ : Ggug e — E(K)[m] de valeur: ¢o(P) =a(R) — R avec P =mR.
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3.2 Hauteurs sur une courbe elliptique

Pour montrer que la partie infinie du groupe de Mordell-Weil £ (K), isomorphe au
groupe Z", est de type fini, il est utile d’introduire la notion de hauteur.

Proposition 17 : Seit un groupe abélien G et une application :
h:G—R;

a valeurs réelles qui satisfait les trois ariomes :
h1) il existe un point Py fixé du groupe G et une constantec; = ¢ (G, Py) qui satisfont

Uinégalité :
h(P + Py) < 2h(P)+c: pour tout point P de G.

h2) il existe un entier naturel m > 2 et une constante c2 = co G) qui satisfait U'in-

égalité:
h(mP) > m*h(P) + c2 pour tout point P de G.

h3) Uensemble des points {P € G : h(P) < c3 } est fini pour toute constante cs.
On suppose que cette fonction existe et que le groupe G/mG est fini; alors le groupe

abélien G est de type fini.

Preuve :
Soit un groupe abélien G, le groupe quotient G/mG et des représentants Ry, Ry, ..., R
des classes de ce groupe quotient. (1)
Considérons une suite de n points P, P, ..., P, du groupe G déterminés par des
combinaisons de représentants B; : P =mPi+R;, ; PA=mP+ R, ; P =mFPj+R;,
s Poo1=mP + R; , avec 1 <iq,ig,...,0, < 1. (2)
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L’axiome (h2) implique U'inégalité : A(P;) < —n%(h(ij) + ¢3)- (3)
Les relations (2) et (3) impliquent I'égalité : mP; = Pj_1 — Ri;_,. (4)
Les relations (3) et (4) impliquent P'inégalité : h(F;) < %E(h(Pj_l —Ri,_)+c2). (5)
L’axiome (h1) et la relation (5) impliquent l'inégalite :
A(By) < —(2h(Py 1) + e2 + ). (6)
Pour j = 1,2, ...,m, les relations (2) et (6) impliquent :

P < (2P + 2+ o ) a4 ) )

1 ) . . e
la série en — du deuxiéme membre provient du développement limité de
m

d C’l =+ o
m2 —2 - 2 - (8)
1l——
mQ

Les relations (7) et (8) impliquent les inégalités :

i n Cq 1 >764 _ C’l +ca
h(P,) < (m) R(P)+ 3 < 2—nh(P) +5 pourm >2 etcya= 5 (9)
1 -
Pour un entier n assez grand, vz—h(P) =1. (10)
1l en résulte la borne de A(F,) : h(P,) < 1+c5 avec ¢4 = 2¢s. (11)
L’axiome (h3) et la relation (11) impliquent 'ensemble :
E ={8, € G; h(S,) <1+ cs} est fini. (12)

1l en résulte que tout point P du groupe abélien G est une combinaison linéaire :

P= m1R1 + ...+ mth + m’151 -+ m;Su; avel S.g cE 1

Définition 28 :  Cette application a valeurs réelles qui satisfait les trois aziomes (h1), (h2) et
(h3) est une hauteur sur le groupe abélien G.

Le procédé de construction de la suite de points Py, P, ..., P dans le groupe G
utilise les hauteurs.

Comme le groupe de Mordell-Weil E(K) est abélien, il existe donc des hauteurs

sur ce groupe F{K) ou hauteurs sur la courbe elliptique F sur K.
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Toute hauteur h : E(K) — R est définie par sa valeur h(P) en un point P de E(K).
Elle peut étre déterminée avec une valuation du corps K. Ty a plusieurs valeurs possibles
h(P).

Nous citerons ici trois hauteurs sur les courbes elliptiques :

(a) la hauteur logarithmique ou hauteur de Weil ;

(b) la hauteur canonigue ou hauteur de Néron -Tate;

(¢) les hauteurs locales liées aux valuations discrétes.

Définition 29 : La hauteur de Weil (ou hauteur logarithmique) sur une courbe ellip-
tique E sur le corps des nombres rationnels Q est la fonction : h : E(Q) — R de
valeur h(P) = log {max(|a|, |b])} pour tout point P = (z,y) du groupe E(Q) d’abscisse .
z=afb.

Exemple 10 : Soit la courbe elliptique E d’équation :

7 3 7
E: 2 — 3 _ .2 e .
Y =TT TR g
e 1 : 23
son discriminant vaut A(E) = 64.2413.625"" > 0. Le point P = 5E se trouve dans
le groupe E(Q), sa hauteur de Weil vaut h(P) = log {max(|2|, 15])} = log 5.
La hauteur sur le groupe F(K) peut étre associée & une fonction f € K 2lg(E). Alors,

on obtient une nouvelle hauteur.

Définition 30 :  Soit une courbe elliptique E sur un corps K et une fonction
f € K*8(E); la hauteur de Weil relative & f sur la courbe E est la fonction: Ay :
E(K™#) — R de valeur : hy(P) = log {max (jc], [d))} avec f(P) = f(z,9) = (5,2).
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Exemple 11 :
Soit la courbe elliptique E d’équation :

5 , 4 16
E:yf =4 —|—3m — 3% o7

son discriminant A(E) = 28.372.407. Soit la fonction f € K dg(F) : f(z,y) = (vPz,uy)
avec u = % La courbe elliptique E contient le point P = (g—, g) son image par la
fonction f vaut :
f(P)= %, Tl_i , 1a hauteur de Weil relative & la fonction f vaut :
hy (P) = log {max(1], 6)} = log.

La valeur h{P) peut prendre la forme d’une limite.

Définition 31 :  La hauteur canonique (ou la hauteur de Neron-Tate ) sur une courbe
elliptique E sur un corps K est la fonction b E(K*¢) — R de valeur : -
h(P) = lim 4~k (2"P).

En assoc1ant & cette hauteur canonique % une fonction f paire, non constante, du

corps de fonctions K (E), on obtient la hauteur canonigue h/f relative & la fonction f.

Proposition 18 : La hauteur canonique ?lf relative & une fonction [ & pour valeur :

Re(P) = g h(P) = ks lim 47 h; (2°P) . Alors, la limite eviste; elle est indépen-
dante de f.
Preuve :

Cf [14] Chapitre VIII.§ 9.proposition 9.1. #

La hauteur canonique est une forme quadratique :

Proposition 19 :  Soit la hauteur canonique h sur une courbe elliptique E sur un corps
K. Alors h satisfait les relations :

1) WP+ R) + hP - R) = 2h(P) + 2h(R) pour tous points P et R du groupe de
Mordell-Weil E(K); c’est la loi du parallélogramme.
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2) ?t(mP) — mZh(P) pour tout entier m € Z et pour tout point P € E(K alg),

3) Uapplication < .,.>: E(K*) x E(K¥¢) — R de valeur :
< P,R>= AP +R) “—TL(P) —h(R) est bilinéaire; donc h est une forme quadratique sur
le groupe E(K™)

4) h prend des valeurs positives TL(P) > 0 quz points P gui ne sont pas de torsion ;

R(T) = 0 lorsque T est un point de m-torsion. avec m 2> 2.

Preuve :
Cf [14] chapitre VIII.§ 6 proposition 6.2;0on utilise :
hs{(P+ R) +hs(P — R) + 2hs(P) + 2hs(R) + OQ1). (1)

En un point T de m— torsion, mT = Og cela implique h(2"P) = h(Og) = 0. B

Corollaire : Avec les hypothéses de la proposition précédente, la hauteur canonique A
sur une courbe elliptique E(K) est une forme quadratique, définie, positive sur l'espace

vectoriel R @ E(K).

Preuve :
Le groupe abélien E(K) est de type fini r(E) = r. Alors, le produit tensoriel
R® E(K) est un espace vectoriel réel de base 1® Ry, 1@ Ry, ..., L® R... Le groupe quotient
E(K)/E»(K) engendre un réseau dans cet espace ReEK). R
La hauteur d*une courbe elliptique F sur un corps K peut étre associée & une valuation

archimédienne ou non archimédienne de ce corps.

Proposition 20 : Soit un corps K mumni d’une valuation v, le complété K, en v et

une courbe elliptigue E sur le corps K d’équation :
E:f+azy+ay==2 + agx? + aux + Gg

Alors, il existe une fonction unique & valeurs réelles : hy : E(Ky) — {0} — R qui

satisfait les quatre propriétés :
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1) hy est une fonction continue pour la topologie v—adique sur l;/w

P adas \

2) P]ixg (ho(P) + -;—v(w)) eziste lorsque le point P = (z,y) tend pers le pging Og G %

—E G . : S B
Uinfini pour la topologie v—adique; %,sz: 'j

..... 8) soit un point P = (z, y) de la courbe E quin est pas d’ordre 2 s, 4 (St
la relation : hy(2P) = 4hy(P) +v(2y + 12 + as) — ——’U(A(E)) 'i

pour la topologie usuelle sur le corps R ;

4) la fonction h,, satisfait la formule :
ho(P + R) + ho{P — R) = 2Ry (P) + 2hy(R) + v(zp — Zr) — —U(A(E)) pour tous points
P et R du groupe E(K,) avec P + R # Og.

Définition 32 : La hauteur locale de la_courbe elliplique en une valuation v du corps
K est la fonction h, qui satisfait les quatre propriétés contenues dans la proposition
précédente.

La hauteur peuf atre associée a des fonetions complexes modulaires.

Proposition 21 : Soit une courbe elliptique E sur un-corps K muni d'une valuation
v et une hauteur locale h, en v sur le groupe E(K). Lorsque v est archimédienne, soit
un réseau compleze L et un isomorphisme analytique compleze : C/L — E(K%) lo
fonction o(z,L) de Weierstrass, le discriminant A(L) du réseau et la fonction complexe
Eta n: L — C. Alors, hy(P) = —logv {|A(L)Y2. exp(—2n(z )/2).0(z,L)|} , pour tout

point P de la courbe E correspondant & un point z du tore C/L.

Preuve :

Cf [14] Appehdjx C: §18-Local Height Functions, théoréme 18.3.a.. B

Corollaire : Soit les hypothéses de la proposition 21 et une valuation v non archimé-
dienne. Alors lorsque la courbe E a une réduction multiplicative décomposée en v, on fize
un isomorphisme E(K.,)/Eo(Ky) — Z/NZ avec N = —ord,(j(E)). A tout point P du

groupe E(K,) correspond un entier n tel que 1 <n< N-—1letla hauteur de valeur :
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1 ) .
hv(lp) = *532(7\7)”(3(}5))3
ot By(t) =12 — 1+ 5 est le second polynome de Bernoulli;
Eo(K,) ensemble des points P de réduction P= Og;

§(E) Pinvariant modulaire de la courbe elliptique E.

Preuve :

Cf [14] Appendix C; §18-Local Height Functions, théoréme 18.3.c. |

Exemple 12 :
Soit la courbe elliptique E d’équation :

E:y2=:ﬂ3+§m2—§xw——;—g;
son discriminant A(E) = 28.407.37% et son invariant moduiaire J(E)y = 2734614077
La réduction de la courbe est multiplicative pour la valuation N.A.D.vsor; elle est additive
pour les valuations N.A.D. v, et v3; elle est bonne pour les autres valuations N.AD.
L’application du corollaire donne la hauteur h,, pour la valuation vaor : 7
ho(P) = %32(n/N)v(j(E)); avoc N = —ordy(j(E)) = 1 et Ba(n/N) =n? —n + % soit

1 1
hv(P)=(n2—n+6)=§ pour n=1.

Une relation entre hauteur canonique h et hauteur locale h,, est précisée dans la :

Proposition 22 :  Soit une courbe elliptique E sur un corps K et I’ensemble Valx des

valuations inéquivalentes de K. Alors, la hauteur Canonigue h et les hauteurs h, en v

~ 1
satisfont la relation : h(P) = 7 }: noho(P), 0t 1y, = [K, : Q) est le degré local
[K : Q] 'UEVG.!K
de K en v.
Preuve :
Cf [14] Appendix C; §18-Local Height Functions, théoréme 18.2. |
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Formulaire de fonctions modulaires :
A(L) = g3 + 27g2 pour la courbe elliptique £ d’équation E : y? = 42° — goT — gs.
Dans la suite ¢ = exp(2miz).

A(L) = (3'28 (Ea(z)® — Eg(2)?) avec Ey(2) =1+ 240203(71 q" et

n=0

Eg(z)=1-— 504i05(n)q” o oi(n) = Zd’“.

n=~0 din

oo
Fonction Eta : n(z) = ¢*/ 241_[(1 —q").
n=1

1728Ey(2)?
Ey(2)® — Ee(2)®
Fonction sigma de Weierstrass : 6(z) = o(z,L) = 2 H (1——z—) exp ((

wel*

Série Gor(z) d’Eisenstein : G2r(z) = Z w2k = 2¢(2k) + 2(—(22];—?20% 1{n)gq
welr

Dans la théorie des fonctions modulaires, une fonction modulaire de poids k est une

Fonction invariant modulaire : j(E) =

—zfw) + (z(w))’
: )-

fonction f sur le demi plan de Poincaré f: H — H qui satisfait les deux conditions :

1) f(2) = (cz + d)~*f(M(2)), pour un nombre rationnel k et une matrice

a b
M= du groupe spécial linéaire SLa(Z).
c d

2) f(z) admet un developpement de Fourier en la. variable ¢ = exp(2inz) de la forme :

f(z)= Z c(n)q™, pour un entier relatif n(f) dépendant de f.

n=n(f)
Une forme modulaire f de poids & est une fonction holomorphe sur le demi plan

de Poincaré avec n(f) = 0.
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3.3 Espaces homogénes ; twists ; groupes de Chatelet-
WEeil ; groupes de Selmer ; groupes de Shafarevich-
Tate

Pour faire des calculs dans le groupe de Mordell-Weil E(K ), on introduit des
courbes auxiliaires (espaces homogenes, twists) et des groupes auxiliaires (groupes de
" Chatelet-Weil, groupes de Selmer et groupes de Shafarevich-Tate).

1 Espaces homogénes

Définition 33 :  Un espace homogéne pour une courbe elliptique E sur un corps K est
une courbe algébrique C sur le corps K, lisse, projective, munie de deux morphismes A
et Uon \: C x E — C qui satisfait :

1) M(M,Og) = M, pour tout point M de C,;

2) MA(MP), R) = A\(M, P + R), pour tous les points M de C, P et R de E;

3) & toute paire {M, M'} de points de C correspond un point unique P de E tel que
MM, P)=M"
ot U:C x C —> E, de valeur ¥(M, M') = P, unique point P de E satisfaisant
AMM,P)=M.

Les deux morphismes satisfont d’autres propriétés :

Proposition 28 :  Seit un espace homogéne {C, X\, U} pour une courbe elliptique E sur
un corps K. Alors les morphismes A : C x E — C et U :C x C — E satisfont les
relations :

1) M(M,0g) = M et ¥(M, M) = Og pour tout point M de C;

2) A\(M,¥(M',M)) =M et U(A(M, P), M) = P pour tous les points M, M deC
et P de E;

3) A(@(M, M"), P — P') = U(MM, P), \(M", P')) pour tous les points M, M' de C
et P, P' de E.
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Preuve :
On utilise les propriétés des deux morphismes A et ¥. Pour plus de détails, consulter
[14] chapitre X.§3 W

Proposition 24 : A tout espace homogéne {C, X, ¥} pour une courbe elliptique E sur
un corps K est associé Uapplication 6 : E — C de valeur 8(P) = My + P, ot My est
un point fizé de C qui satisfait les cing propriétés :

1) 0 est un isomorphisme de E sur le corps K (My);

2) C est isomorphe & E sur le corps K,

3) M + P =8(07*(M) + P), pour tous les points M de C et P de E;

1) M — M =86"(M) - 6~ (M'), pour tous les points M et M' de C;

5) Papplication ¥ : CxC — E, de valeur $(M, M') = M —M' = P, unique point P
de E tel que A\(M,P) =M’ est‘un morphisme de courbes.

Preuve :
On utilise les définitions de C, A, ¥ et I'action du groupe de Galois Ggeae/x- W
Dans Vensemble des espaces homogénes pour une courbe elliptique F sur un corps

K nous définissons une relation d’équivalence par la :

Proposition 25 : Deuz espaces homogénes {C, A, T} et {C", X, ¥’} pour une courbe
elliptigue E sur un corps K sont équivalents sl existe un isomorphisme C — C’

compatible avec les morphismes E — C et £ — C".

Preuve :

Cotte relation est reflexive : 4 un espace homogene {C, A, ¥}l correspond un isomor-
phisme ¢ — C compatible avec les morphismes £ — C; donc {C, X, ¥} est équivalent
& lul meéme.

Cette relation est symétrique : Soit deux espaces homogenes {C' A, Tlet {C, N, ¥}

alors il existe un isomorphisme ¢ — €' compatible avec les morphismes £ — C
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et E — ('": tout isomorphisme admet un isomorphisme réciproque C' — C cet
isomorphisme est compatible avec les morphismes E —s C' et E — C, donc les espaces
homogenes {C, A, ¥} et {C", N, ¥’} sont équivalents.

Cette relation est transitive : Soit trois espaces homogenes {C, AL, {C XN, ¥}
et {C", )\, 0"} tels que {C, A, ¥} équivalent & {C" N, ¥} et {C',N,¥'} équivalent &
{C", X', ¥¢"}.

Alors il existe un isomorphisme C — €' compatible avec les morphismes E—C
et E — ', il existe un isomorphisme ¢’ — C" compatible avec les morphismes
E —» ' et E — C", il en résulte un isomorphisme composé¢ ¢ — C" compatible
avec les morphisme £ — C et E — C".

Donc les espaces homogénes {C, A, ¥} et {C”, X', ¥ } sont équivalents.

Cela implique que c’est une relation d’équivalence dans Pensemble des espaces homogénes
{C, ), ¥} pour une courbe elliptique E sur un corps K. |

La classe triviale est la classe de C agissant sur E par translation.

Proposition 26 : Soit un espace homogeéne {C, )\, U} pour une courbe elliptique E sur

un corps K, alors la courbe C est dans la classe triviale s et seulement si le groupe de

Mordell-Weil C(K) n’est pas trivial.

Preuve :
Soit un espace homogene {C, A, ¥} avec une courbe C dans la classe triviale. Alors il
existe un K —isomorphisme f : E — C; cela implique f(Og) € C(K).
Soit une courbe C telle que son groupe de Mordell-Weil C{K) n’est pas trivial. Alors,
il existe un K —isomorphisme f : E — C et un point M € C(K) tel que f(P)=M+FP
pour tout point P de la courbe elliptique E. Cet isomorphisme f satisfait les conditions de
compatibilité avec les morphismes A et ¥ de définition d'un &spa,ée homogene {C, A, U} .

Pour plus de détails, consulter [14] chapitre X. W
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2 Groupes de Chételet-Weil, groupes de Selmer et groupes de Shafarevich-
Tate

Définition 34 : Le groupe de Chatelet-Weil d’une courbe elliptique E sur un corps
K est Vensemble WC(E/K) des classes d’équivalence des espaces homogénes {C, X, ¥}
pour E.

Le groupe WC(E/K) de Chatelet-Weil est li¢ 4 la cohomologie de groupes.

Proposition 27 :  Soit une courbe elliptique E sur un corps K, son groupe de Mordell-
Weil E(K), son groupe de Chatelet-Weil WC(E/K), le groupe de Galois Gg=e/x €t le
premier groupe de cohomologie HY(Ggws/x, E(K))-
Alors, l’applz'caﬁon :
WC(E/K) — HYGg=x/x; E(K))
c(C/L) — cl{o — o(P) - P};

est une bijection.

Preuve :
La classe {o, oc(P) — P} est un 1—cocycle du premier groupe de cohomologie. Pour un
glément o7 du groupe de Galois, on obtient le cocycle .
or(P) — P = or(P) — 7(P) + 7(P) = P = 7(a(P) — P) + 7(P) — P. Pour plus de
détails, consulter [14] chapitre X — 3-théoréme 3 — 6. p.291. W
Avec une isogénie de courbes elliptiques et une valuation du corps K on obtient

les groupes de Selmer et les groupes de Shafarevich-Tate.

Définition 35 :  Soit une isogénie v : E(K) — E'(K) de courbes elliptiques, E[vl
le noyau de Uisogénie -y, l'ensemble Valk des valutions inéquivalentes du corps K et le
groupe WC(E/K) de Chdtelet-Weil de E.

a) Le groupe de Selmer pour l'isogénie 7y est le sous groupe du premier groupe de

cohomologie HY(G ka5, E[y]) défini par le noyau S,(E/K) de Uapplication :
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H'(Gxus/x ED) — |1 WC(E/Ky).

veVal(K)
b) Le groupe de Shafarevich-Tate de E sur K est le sous groupe du groupe WC(E/K)

de Chatelet - Weil défini par le noyau L11 (E/K) del ‘application :
WC(E/K) — || WC(E/K.).

veVal(K)
ot K, est le complété du corps K en la valuatwn U.

Citons trois résultats relatifs au rang d’une courbe elliptique et au groupe de

" Shafarevich-Tate.

Proposition 28 : Il existe une infinité de courbes elliptiques E sur le corps des nombres
rationnels Q qui satisfont les relations : Rang(E (Q)) = 0 et le sous groupe de Z2—torsion
111 (E/Q)2]=0.

Preuve :

Cf [9]. n

Proposition 29 : Soit une isogénie v : E(K) — ENK) de courbes elliptiques et les
groupes S,(E/K) de Selmer et L L1 (E/K) de Shafarevich-Tate. Alors :

1) la suite (1) de groupes est exacte :
0 — E(K)/y(E(K)) — S,(E/K) —LLL(B/K)y] — 0. (1)
2) le groupe S,(E/K) de Selmer est fini.

Preuve :

Cf [14] chapitre X.4.théoréme 4 —2p 298. W

Proposition 30 : Soif un nombre premier p = 1mod 8 tel que 2 # n* mod p et une

courbe elliptique E sur le corps des nombres rationnels Q, d’éguation :
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E :y? = 2* + pz. Alors, rangE(Q)) = 0 et le sous groupe de 2—torsion du groupe
2

111 (E/K)[2] de Shafarevich-Tate est isomorphe au groupe (Z/2Z)

Preuve

_Cf [14] chapitre X — 6—proposition 6.5 p 316. W
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3 Twists de courbes elliptiques
La notion de twist est utilisée pour les groupes : un groupe G twisté par un groupe
H est un groupe G ”tordu” par le groupe H. Cette idée de "tordre” une courbe elliptique

E pour obtenir une autre courbe elliptique est traduite dans la:

Définition 36 :  Un twist d’une courbe elliptique E sur un corps K est une courbe lisse
C isomorphe o E sur une extension du corps K.

Le groupe Isom(E) = {E — E} opére sur les courbes elliptiques E avec leur
structure de courbes algébriques projectives lisses. Ce groupe contient le sous groupe

Aut(FE) et le sous groupe des translations de la courbe E.

Proposition 31 : Soit une courbe elliptique E sur un corps K avec sa structure de
courbe algébrique, projective, lisse, le groupe Isom(E) des isomorphismes de E et len-
semble Twist(E) des twists de la courbe E. Alors :

1) & chaque twist C de E correspond un isomorphisme f : C — E et une appli-
cation : u : Ggagjg — Isom(E) liée & f par u(o) = of — f, u élément du groupe de
cohomologie H'(G ko i, [som(E)). |

2) la classe de cohomologie {u} est déterminée par la classe des K—isomorphismes
du twist C ; elle ne dépend pas de Uapplication f-

3) Vapplication :

Twist(E) —  HYGguex: Isom(E))
ol (twist(E)) — (1 — cocycle u);

ow ¢l signifie classe, est une bijection.

Déterminons I'équation d’un twist de la courbe elliptique E.
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Exemple 13 :
Twist d’une courbe elliptique E sur K d’équation :

E:y2=f(a:)=m3+a2m2—|—a4z:+a6. (1)

Soit une extension quadratique K (\/E) du corps K, avec d entier rationnel sans facteur

carré et carac(K) # 2 (2)

Le groupe de Galois G . /a)x est d'ordre 2 : G = Grayx =15 S? = Id}. (3)

11 agit sur le corps K (v/d) par S(Vd) = —Vdet S2(v/d) = V. {4)

s\ 5)
vd

Dans le corps K (v/d)(z,) les fonctions ' =z et y' = y/+/d sont fixes par le groupe

On définit le 1—cocycle de H (G gue/x, Isom(E)) par u(S) =

G. Elles satisfont ’équation:

y?d = f(z') = 2 + asz” + agz’ + a3 | (6)
Le changement de variables :
' =dzr et Y =dy; (1)

transforme 1’équation (6) en I'équation :
7 E, : d®y? = d*z® + d?a9x? + dogw + ag; (8)
La multiplication de {8) par d™* implique I'équation:
By 1? =23+ d laga® + d2auz + d3ag; (9)
En posant d~' = D dans (9) on obtient I'équation :

Ep:y? =24+ Dasx® + D?auz + Dag; (10)

Ep est Péquation de la courbe twist de E par le corps quadratique K (vd).
Le terme ”quadratique” provient du corps guadratique qui a servi & construire le

twist.
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4 Rangs de twists de courbes elliptiques
Dans le paragraphe précédent sur les twists, nous avons obtenu, pour une courbe

elliptique E sur K d’équation :
E: ¢y =o® + axz® + aux + ag; (1)

le twist quadratique Ep de la courbe E :

Ep:y? = 23 4+ Dapz? + D?asx + D3ag. (2)
Lorsque as = ag =0 et as = —1; 'équation du twist Ep devient :
Ep:y? =1 — Dz. (3)

Par définition, un rationnel n est un nombre congruent s'il existe un triangle rectangle
de cotés a, b, ¢ rationnels, dont Paire est égale & n. Par exemple 3% + 4% = 52 implique
que l'aire du triangle rectangle de cotés 3,4,5 est égale & %(3)(4) = 6; donc 6 est un
nombre congruent. Lorsque D = n est un nombre congruent le groupe de Mordell-Weil
E.(Q) de la courbe elliptique E;, et d’équation : En y? = x° — n’z est isomorphe au
produit de groupes :

En(Q) =~ B (Qy X Z'-

Proposition 32 : Le groupe de torsion de la courbe E, sur Q est d’ordre 4.

Preuve :

La réduction modulo un nombre premier p ne divisant pas n donne une courbe réduite
E. sur le corps fini F,. L’application : Ep(Q)ir — En(]Fp) est injective. Les seuls points
rationnels d’ordre fini sur E,(Q) sont les quatre points d’ordre 2 qui sont Og = (00, 0},
(0,0) et (&n,0). Il en résulte que le groupe de torsion de la courbe E,, est
En(Q)ior = {Og, (0,0), (£n,0)} . Pour plus de détails cf [7] B

Une relation ”nombres congruents -rang” est précisée par la :
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Proposition 33 : Soit la courbe elliptique twist quadratique Ey sur le corps Q d’équa-

tion :

En:y?= 3 — n’x;

Alors, la courbe E, a un rang r{E,) > 0, si et seulement st le nombre n est congruent.

Preuve de *n est un nombre congruent” implique “rang r(E,) > 0" :

Soit un nombre congruent n. Par définition, n est 1'aire d’un triangle rectangle a cotés

rationnels: a® + b2 = ¢ et ab = 2n. Cela implique des points P = (z,y)rationnels sur

la. courbe F,, d’abscisse x = #2 — carré d’un nombre rationnel ¢. La courbe elliptique E,

admet seulement trois points d’ordre 2 : les points (0,0) et (£n,0). Les autres points du

groupe E,(Q) sont d’ordre infini; cela implique le rang r(E,) > 0.

Pour la réciproque cf [7] W )

La détermination du rang r(E) d’une courbe elliptique E peut étre entreprise par
plusieurs méthodes : méthode de Tate [17], méthode de Penney-Pomerance [A search for
elliptic curves with large rank ; Math. Comp. 28 (1974)851 — 853], méthode A Brumer-

K Kramer [3].. .
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3.4 Bornes de rang d’une courbe elliptique

Nous utilisons ici une méthode de K.Rubin et A.Silverberg basée sur la procédure
développée par F.Grouvéa et B.Mazur dans|6).

Soit une courbe elliptique E d’équation :
E:yz——-f(z:)=w3+am2+ba:+c; (1)

avec a, b, ¢ dans I'anneau des entiers relatifs Z avec :

18 abe + a2b? — 4a3c — 4b° — 2T # 0. (2)

Les twists quadratiques de E sont de la forme E,; : dy? = f(z), avec un entier rationnel
d sans facteur carré (3)

Tout nombre rationnel & se met sous la forme :
s

m—t,avecs,tEZett>0. (4)
Alors : f(z) = f(s/t) = (s* + as’t + bst® + ct®)t—2 implique :
F(s,t) = t'f(s/t) = t(s* + as®t + bst? + ct?). (5)

est un nombre entier rationnel, polynéme homogene de deux variables s et t de degré
quatre.

Ce nombre entier admet dans I’'anneau Z une décomposition unique en produit de
puissances de nombres premiers p et g, p 4 une puissance paire, ¢ 3 une puissance impaire:
F(s,t) = epriipe . ttigl ! Lavec 0 < s;, 1 ;e = %L (6)

Ce nombre se met sous la forme F(s,t) = dN 2 avec d sans facteur carre,

d=cqg.. et N=pip7.g'ez (7)
La hauteur h, de Weil opére sur le groupe de Mordell-Weil E4(Q) par la formule :
ha(z,y) = max{1, log|s|, log|t[} = he(s/1). (8)

On associe a (7) la série infinie Cg(j, k) pour deux nombres réels 7,k > 0:

Coli k)= 3 I ha(s/HI7 (9)

s,teZ, F(s,t)#0
peed(s,t)=1
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D’aprés l’e};ércice 8.17.p 239 cf[14], la hauteur canonique hg: E (Q*8) — R et la hauteur
canonique TLd sur la courbe twist E,;satisfont la relation :
ha(z,y) = he(z, Vay). (10)
7s(P) > 0 pour tout point P € E(Q) — E(Q)uor e 75(T) = 0 pour tout point T de
torsion de E(Q);r- Alors, 'application :
X Ef(Q) — Eu(Q)2]
(s/t.y) — (gl (1)
est une surjection.
1a différence entre hauteur canonique /f;d et hauteur de Weil h; est bornée :
haM(s1) — Bha(s/t)| < B (12)
avec une certaine constante B > 0 indépendante de s et t, cf [{14] GTM 106 théoréme
VII1.9.6(e). Il en résulte I'encadrement :

Lha(a/t) < RalA(s,0)) < Jhalsft). (13)

Proposition 34 : Soif une courbe elliptique E sur le corps Q, de rang r, un nombre

réel § positif et la houteur canonigue ﬁE Alors, si 7 > 24, la série Hg :
H E = Z h ¥ (P ) _j;
PeE(Q)—-E@Q)I2

est divergenie.

Preuve :

Soit r générateurs Ry, Rs, ..., R, de la partie infinie du groupe de Mordell-Weil E(Q)
avec r > 2j. La hauteur canonique /ﬂE implique une forme quadratique sur P'espace
E(Q)/Eir(Q) 2 R® E(Q).

La série Hg est bornée :

HE = Z ’i'zE(P)—j 2 i EE(ET:R,R,)-J

PeB(Q)-E(Q)2] Ry m=—00  i=1
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La série du deuxiéme membre de I'inégalité est divergente (par la théorie des fonctions
Zéta d’Epstein). @

11 en résulte, pour le cas r < 24, la :

Proposition 35 : Soit une courbe elliptique twist E; sur le corps Q de rang r, un
nombre réel j positif et la série précédente Cg(j,k). Alors, r < 2j implique Cg(j,k)

converge pour un certain nombre réel k> 1.

Preuve :

Soit une courbe elliptique Ey sur Q de rang r < 2j. Alors il existe une base Ry, Rs, ..., R,

du groupe E4(Q) — Eg(Q)sor (1)
Soit la série infinie :

Ce(i k)= 3. | lha(s/D)7. (2)

$,tEZ, F'(8,t)#0
pged(s,t)=1

La relation :
1 i
Zhw(S/t) < ha(s/t);

et la formule (2) irpliquent I'inégalité :

Coli k) <47 Yl [alss0)] 3

s,1€Z, F(s,£)7#0
pged(s,t)=1

La relation hq(s/t) > 0 pour tout point P du groupe FE4{(Q) — Ea(Q)wr et I'hypothése

r < 27 impliquent I'inégalité :

GGk < Y lartRae) (@)

8,t€Z, F(s,t)#0
peged(s,t)=1
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Les combinaisons P = niR; 4+ nsRe + ... + n.R, avec r < 2j et la forme quadratique

= ~
associée A la hauteur canonique hy impliquent que la série Z 'hd(P)l est bornée. Il en
P

~ —Jj
résulte que la série - Z |d] " 'hd(P)l est bornée pour un certain entier £ > 1.
S,€E, F(s,2)50
] pred(s,t)=1
Donc la série Cg(j, k) converge pour un certain entier k > 1. |

Cette proposition est utilisée pour la recherche de twists quadratiques de courbes

elliptiques de rang élevé, dont I'algorithme est précisé par Grouvéa et Mazur cf [6].

Pour conclure cette étude, nous signalons la méthode de Crémona [4]; elle
consiste en une procédure de 2—déscente pour la recherche de courbes modulaires et
de 2-rang du groupe L L1 (E/K) de Shafarevich-Tate. La détermination de I'image de
I’'homomorphisme injectif F(Q)/2E(Q) dans le groupe de Selmer implique que le rang
du groupeWE(Q) est égal & r =t,f— 1 ou t — 2 suivant que le nombre de points d’ordre 2
dans le groupe de Mordell-Weil E(Q) est respectivement 0,1 ou 3 (lorsque le 2—groupe
de Selmer est d’ordre 28). On peut trouver dans cet ouvrage de Cremona [4] des tables
de générateurs de groupes E(Q) de Mordell-Weil dans chaque classe d’isogénie de rang
r > 0.
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