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Résumé

Le travail présenté dans cette these, traite du probleme d’ordonnancement de taches en
mode non préemptif, sur un atelier de type réentrant flowshop. L’atelier étudié est consti-
tué de deux machines et avec recirculation des taches sur la premiere machine, et en
présence d’un temps de latence exact séparant les deux opérations sur la premiere ma-
chine. L’objectif est de minimiser la date de fin de traitement de I’ensemble des n taches
(makespan). Ce probleme est NP-difficile. Nous montrons que certains sous problemes
sont aussi NP-difficiles tandis que d’autres sont résolubles en des temps polynomiaux. En
outre, nous proposons des heuristiques de type "algorithme de liste” et de type "recherche
aléatoire”, ainsi qu’une métaheuristique de type algorithme génétique suivies d’une étude

expérimentale.

Mots clés : Ordonnancement, flow shop réentrant, temps de latence, makespan, com-

plexité, heuristique, métaheuristique.

Abstract

In this thesis, we consider the problem of scheduling jobs non-preemptively, in which we
seek to minimize the overall finish time (makespan). The workshop is of type reentrant
flowshop. The studied problems consist of two machines and a set of n jobs. Each job goes
through the first machine, then the second machine and finaly returns back to the first
machine. The two operations on the first machine must be separated by an exact time
lag. This problem is known to be NP-hard. We prove that some subproblems remain NP-
hard, and others are well solvable. Furthermore, in the approximation front, we propose
list algorithm type heuristics, random search based heuristics and a genetic algorithm

metaheuristic with empirical experiments.

Keywords : Scheduling, reentrant flowshop, time lag, makespan, complexity, heuristic,

metaheuristic.
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Introduction

Vu les exigences du marché qui se traduisent par une grande variété de produits manu-
facturés, une entreprise ne peut se maintenir que si ses produits sont compétitifs, pour
cela une réduction des prix et des délais de réalisation de ses produits est indispensable.
D’ou, une bonne gestion de production est devenue une nécessité de plus en plus préoc-
cupante pour les entreprises. Pour cette raison les problemes d’ordonnancement d’atelier
ont connus tant de succes, et en particulier les problemes d’ordonnancement a chemine-

ment unique connus aussi dans la littérature comme problemes d’atelier de type flow shop.

Depuis que Johnson [27] proposa un algorithme polynomial pour résoudre le cas a deux
machines, le probleme d’ordonnancement dans les ateliers de type flow shop a retenu
I’attention de plusieurs chercheurs. Plusieurs articles ont été publiés sur ce sujet, en consi-
dérant a chaque fois de nouveaux types de contraintes, parmi celles étudiées on peut citer
par exemple les contraintes d’écart temporelle dites aussi temps de latence ou "time lag”

en Anglais et les contraintes de recirculation.

Dans ce travail, on s’intéresse aux problemes d’ordonnancement d’atelier de type flow-
shop avec recirculation sur la premiere machine, en présence d’un temps de latence exact.
Chaque tache 7Tj doit se traiter d’abord sur la premieére machine M;, ensuite sur la
deuxieme machine M, et puis revient apres un temps de latence exact [; a la premiere
machine M; pour sa derniere opération. L’objectif est de minimiser la date de fin de trai-
tement de l'ensemble des taches. Ce probleme est noté F2|chain — reentrant,;|Chaz-.
Les problemes d’ordonnancement avec temps de latence peuvent se rencontrer dans les
blocs opératoires [9], ou dans les ateliers de fabrication de meubles ol chaque composant
doit subir une opération de peinture puis une opération de polissage et enfin une autre

opération de peinture ot un délai de séchage entre ses opérations est imposé [4].

Cette these est constituée de sept chapitres et elle est organisée comme suit.
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Introduction

Dans le premier chapitre nous présentons les principaux termes et notions utilisés tout au
long de cette these. En premier lieu, nous donnons quelques notions de base de la théorie

des graphes, ensuite nous donnons une introduction a la théorie de la complexité.

Dans le second chapitre, nous présentons quelques problemes d’ordonnancement, leurs

domaines, leur classification ainsi que leurs techniques de résolution.

Le chapitre 3 est consacré aux définitions, notations du probleme général ainsi que les
contraintes considérées. Nous exposons dans ce chapitre un état de 'art du probleme

traité et nous citons les principaux résultats connus dans la littérature.

Le quatrieme chapitre est dédié a 1’étude de la complexité du sous-probleme (noté Ps)
ou les temps de latence sont identiques. Nous montrons que ce dernier est NP-difficile
au sens fort, ensuite nous proposons plusieurs sous probléemes résolubles en des temps

polynomiaux.

Le cinquieme chapitre est consacré a la résolution du probleme étudié au chapitre 4.
On propose des heuristiques de type "algorithme de liste” avec des expérimentations nu-

mériques.

Dans le chapitre 6, nous considérons le sous-probleme (noté P3) ou les durées de trai-
tement sur la deuxieme machine sont égaux au temps de latence. Nous montrons que
ce dernier est NP-difficile au sens fort, ensuite nous proposons plusieurs sous problemes
résolubles en des temps polynomiaux. Afin de le résoudre, des heuristiques basées sur la
recherche aléatoire et une métaheuristique ont été proposées au chapitre 7. Ces heuris-

tiques ont été comparées expérimentalement sur des instances générées aléatoirement.

Enfin, dans la conclusion nous récapitulons les principaux résultats présentés dans cette

these et nous proposons des perspectives.
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Chapitre 1

Notions de base

Dans ce chapitre, nous abordons les notions principales utilisées tout au long de la these.
D’abord nous présentons quelques notions de base de la théorie des graphes. Ensuite,
nous introduisons les notions de problemes, d’algorithmes et leurs complexités ainsi que

la complexité des problemes.

1.1 Notions de graphes

Un graphe G simple (sans boucles) est défini par la donnée d’un ensemble fini V, appelé
ensemble de sommets et d'un ensemble E de paires de sommets distincts et non ordonnés
de V, dites arétes. On note ce graphe par G = (V, E).

Soit G = (V, E) un graphe, si e = {z,y} est une aréte de G, e est représentée par un
segment de droite. On dira dans ce cas que les deux sommets x et y sont reliés ou adjacents.
L’aréte e a pour extrémités x et y.

Une aréte e est dite incidente a un sommet x si ce sommet est une extrémité de cette
arete.

Un sommet y est dit un voisin de z si x et y sont adjacents. Si x est un sommet de G, le
voisinage de x est I'ensemble V' (z) formé par tous les voisins de z. Un sommet de G est
dit isolé si son voisinage est un ensemble vide. Le degré d(z) de x est la cardinalité du

voisinage de z : d(z) = |V (x)|.

Exemple 1.1. V' = {vy,va, ..., v6}, B = {{v1, v2}, {va, vs}, {v1, vs}, {vs, va}, {va, 05}}

le sommet vg est un sommet isolé

14



chapitre 1 Notions de base

544
()

FIGURE 1.1 — Graphe G = (V, E) de 'exemple 1.1

Le complémentaire de G est le graphe noté G = (V, E) tel que {z,y} € E si et seulement
si{z,y} ¢ E.

Le sous-graphe de G induit par un sous-ensemble V' C V est le graphe G' = (V' E')

tel que E’ est 'ensemble des arétes de G ayant les deux extrémités dans V.

Une chaine de longueur [, est une séquence de sommets xg, 1, ...x; tels que les sommets
x;_1 et z; sont reliés par une aréte, pour tout i (i = 1,1), xo et 2; sont appelés les extré-
mités de la chaine. Un cycle est une chaine fermée (les extrémités coincident) dont toutes

les arétes sont distinctes.

On peut représenter un graphe G = (V, E) par sa matrice d’incidence sommet-aréte A,

ou le coefficient a;; en ligne 7 et en colonne j vaut :

{ 1, sil’aréte e; est incidente au sommet v;;
a;j =

0, sinon.

Un couplage dans un graphe G' = (V| E) est un sous-ensemble d’arétes C' tel que deux
arétes de C ne soient pas incidentes a un méme sommet. On peut aussi dire qu'un couplage
est un sous-ensemble d’arétes deux a deux non-adjacentes.

Un couplage maximum est un couplage contenant le plus grand nombre d’arétes possibles.

1.2 Problémes, algorithmes et complexité

Un probléme est une question générale a laquelle on veut apporter une réponse (ou une

solution), possédant généralement des parametres. Il est formalisé par (i) une description

15



chapitre 1 Notions de base

de tous ses parametres formels dont les valeurs ne sont pas spécifiées et (ii) une indication

précisant les propriétés qui doivent étre vérifiées par la réponse (ou la solution).

Une instance d'un probleme est obtenue en attribuant une valeur a chacun de ses pa-
rametres. Résoudre un probléeme c’est donner une solution a toutes ses instances. Cette
résolution s’effectue par la définition d’un algorithme, c’est-a-dire une suite d’opérations

élémentaires séquentielles a effectuer.

Parmi les problemes qui nous intéressent, il existe généralement deux grands types :

— Les problemes de décisions : ce sont les problemes posant une question dont la
réponse est "oui” ou "non”. Ils sont formalisés par deux composantes : une instance

générique précisant les parametres formels du probleme et une question.

Exemple : Partition
Instance : n entiers positifs aq, ao, ..., a,.

Question : existe-t-il un sous-ensemble J C [ ={1,2,...,n} tel que > a; = > a;7
ieJ i€I\J
— Les problémes d’optimisation : Ce sont les problemes cherchant a optimiser (maxi-

miser ou minimiser) une certaine fonction f définie de R™ — R dite fonction objectif,

sur un sous-ensemble non-vide X de R™ dit ensemble de contraintes.

Exemple : ”Le probleme du voyageur de commerce”
Etant donné un ensemble de n villes et pour chaque paire de villes {v;, v;}, la distance
de la ville v; a la ville v; est donnée. Trouver un parcours fermé passant par toutes les

villes (une et une seule fois) minimisant la distance totale parcourue.

1.2.1 Complexité d’un algorithme, efficacité et taille d’entrée

Un algorithme qui résout un probleme prend en entrée une instance I, dite une entrée du
probleme. D’autre part pour implémenter cet algorithme sur un ordinateur, cette instance
est codée sous forme de chaines binaires de 0 et 1 (codage binaire). La longueur de cette
chaine définit la taille de 'entrée notée |I].

La complexité d’un algorithme est une fonction T'(|7]), qui est égale au nombre maximum
d’opérations élémentaires requises par I'exécution de ’algorithme sur une entrée de taille

|I| (on considere donc le pire des cas possibles).

16



chapitre 1 Notions de base

L’efficacité d’un algorithme pour un probleme se caractérise par sa complexité : on dira
quun algorithme est polynomial ou efficace si sa complexité est en O(|I|¥) pour une
certaine constante k (|I] étant la taille d’entrée). En revanche, un algorithme dont la com-
plexité ne peut pas étre bornée polynomialement est qualifiée d’exponentiel, par exemple

des algorithmes de complexité en O(2!/) et en O(|I]!).

La complexité d'un algorithme va dépendre non seulement de I’algorithme Iui méme mais
aussi de la maniere dont est codée I'entrée. Toutefois, d’apres la définition précédente un
algorithme efficace pour un codage raisonnable de lentrée (le restera pour tout codage
qui lui est polynomialement équivalent (c’est & dire que la taille par rapport au premier
codage est majorée par une fonction polynomiale de celle du second, et inversement).

Ainsi, dans la théorie de la complexité on peut remplacer la taille d’entrée (comme elle a
été définie ci-dessus par les chaines de 0 et 1) par un parametre "intuitif” qui, souvent et

par abus de langage représentera la taille d’entrée. Voici quelques exemples :

— si Pentrée est un graphe G = (V, E) : tel que |V| = n, |E| = m la taille d’entrée peut
étre soit n, soit m ou n + m.

— ¢i 'entrée est une matrice mxn : la taille d’entrée est le maximum, la somme ou le
produit de m et n.

— si l'entrée est un polynome : la taille d’entrée est son degré ou le nombre de coefficients.

Lors du calcul de la complexité d’un algorithme, on cherche un ordre de grandeur plutot
que le nombre exact. On utilise pour ce faire, la notation de Landau O. Si la taille d’entrée

est n, un algorithme dont la complexité est T'(n) = 2n® + 5n% + 4 est en O(n?).

A titre d’exemple, la complexité de I'algorithme classique du produit de deux matrices
carrées d’ordre n se calcule comme suit : il existe n? éléments & calculer. Or chacun de
ces éléments nécessite n multiplications et n — 1 additions, ce qui fait 2n — 1 opérations

élémentaires. Par conséquent, la complexité de cet algorithme est en O(n?).

1.2.2 Classes de problemes

La classification usuelle des problemes se fait en considérant leurs complexités. Celle-ci
correspond a la complexité de 'algorithme le plus efficace pour résoudre ce probleme. A
cause des difficultés rencontrées, la théorie de la complexité ne traite fondamentalement

que les problemes de décision, car leur formalisme Oui-Non, Vrai-Faux a permis de les
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étudier avec les outils de la logique mathématique. Cependant on étend la notion de com-
plexité aux problemes d’optimisation. En effet, il est facile de transformer un probleme
d’optimisation en un probleme de décision. Par exemple : chercher a optimiser une cer-
taine fonction f revient a traiter un probléeme de décision qui consiste a comparer f a
un certain k, puis en générant un certain nombre de valeurs de k, on peut déterminer la

valeur optimale (par exemple en utilisant I’algorithme de dichotomie).

Les trois classes de complexité de problemes les plus courantes sont P, NP et NP-Complet :

La classe P (Polynomial)

Cette classe se compose de tous les problemes de décision qui sont résolus par des algo-

rithmes polynomiaux par rapport a la taille d’entrée.

La classe NP (Nondeterministic Polynomial)

Elle regroupe tous les problemes de décision qui peuvent étre résolus en temps polynomial
par des algorithmes non déterministes. Un algorithme est dit non déterministe s’il com-
porte des instructions de choix. Pour ces algorithmes, si a chaque instruction, le bon choix
est effectué, le temps de calcul est polynomial. Si au contraire tous les choix sont énumé-
rés 'algorithme devient déterministe et son temps de calcul devient exponentiel. De fagon
informelle, un probleme de décision appartient a NP si on peut vérifier en un temps po-

lynomial, qu’une solution proposée (ou devinée) permet d’affirmer que la réponse est “oui”.
y » q prop p q P

Remarque 1.1. Les algorithmes polynomiauz sont évidemment des cas particuliers des
algorithmes non déterministes. Alors tout probléeme de décision de la classe P, appartient
également a la classe NP, d’ou P C NP.

1.2.3 Classe des problemes NP-Complets

Parmi les problemes de la classe NP, il existe une large classe de problémes : les problemes
NP-Complets, qui sont équivalents entre eux quant a ’existence d’un algorithme polyno-
mial pour les résoudre. C’est-a-dire, s’il existe un algorithme polynomial pour résoudre

un seul de ces problemes, alors il en existe un pour chaque probleme de la classe NP.

18



chapitre 1 Notions de base

Les problemes NP-Complets sont les problemes les plus difficiles de la classe NP. Afin de
décrire cette classe d’équivalence, définissons tout d’abord la transformation (réduction)

polynomiale entre deux problemes.

Définition 1.1. Soient Dy et Dy deux problemes de décision. Une transformation poly-
nomiale de Dy vers Dy peut étre vue comme une fonction f de ’ensemble des instances

de Dy vers l’ensemble des instances de Do qui satisfait les deux conditions suivantes :

1. f est calculable par un algorithme polynomial

2. Pour toute instance I de Dy, I a pour réponse “oui” (pour Di) si et seulement si

f(I) a pour réponse “oui” (pour Ds).

Si une telle transformation existe, on dira que D; se transforme (réduit) polynomialement

en Ds, et on écrit Dy o< Ds.

D’une maniere équivalente, on dit que D; se transforme (réduit) polynomialement en
Do, 'l existe un algorithme de résolution de Dy, qui fait appel a un algorithme de réso-
lution de Dy et qui est polynomial lorsque la résolution de Dy est comptabilisée comme

une opération élémentaire.

On en déduit que : si D; o Dy et s’il existe un algorithme polynomial pour résoudre

Ds, alors il existe un algorithme polynomial pour résoudre D;.

Définition 1.2. Un probléme de décision D est NP-Complet si :

1. D est dans NP

2. Tout probleme D' de NP se réduit polynomialement a D

La classe des problemes de décision NP peut étre partitionnée en 3 sous classes : les pro-

blemes de la classe P, les problemes NP-Complets et les autres, voir figure 1.2.
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NP

NP-complet

FIGURE 1.2 — Géographie de la classe NP

Le probleme SAT :

Le premier probleme qui a été prouvé NP-Complet par S.A. Cook en 1970 [24], est le
probleme de Satisfiabilité (SAT), qui est un probleme de logique, défini comme suit :
Instance : Un ensemble U de variables booléennes et une collection C' de clauses sur U.
Question : Existe-t-il une affectation en "vrai” et "faux” des variables telle que toutes les

clauses de C' prennent la valeur "vrai”?

Si la réponse est "oui” on dit que C' est satisfiable. Exemple : Pour 'instance [ : U =
{uy,us}, C = {{uy,uz}, {ur, us}}, la réponse est oui, il suffit de prendre valeur "vrai” pour
uy et pour ug. Par contre pour l'instance I’ : U = {uy,us}, C" = {{uy, us}, {uy, w2}, {ur}},

la réponse est non.

1.3 Prouver la NP-complétude d’un probleme

La démonstration d’appartenance d’'un probleme de décision a la classe des problemes
NP-Complets est tres importante car, une fois cette démonstration faite, on peut consi-
dérer comme peu vraisemblable I'existence d'un algorithme polynomial pour résoudre ce

probleme.

Montrer qu’un probleme de décision D est NP-Complet consiste en les trois étapes sui-

vantes :

— Montrer que D appartient a NP
— Choisir D’, un probleme NP-Complet
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— Construire une transformation polynomiale f de D’ vers D

1.3.1 Quelques problemes NP-Complets de base

Nous citons six problemes NP-Complets dont la NP-complétude n’a pu étre démontrée
que grace au probleme de Satisfiabilité. Ces problemes sont considérés comme des pro-

blemes de base et sont exposés dans le livre de Garey et Johnson [24].

3-SAT(3-satisfiabilité) : Etant donné un ensemble U de variables booléennes et une
collection C' de m clauses sur U, contenant chacune 3 variables. Existe-t-il une affectation

en "vrai” et "faux” des variables telle que toutes les clauses de C' prennent la valeur "vrai” ?

3-DM(3-Dimensional Matching) : Etant donné un ensemble M de triplets, M C
X xY x Zou X,Y, Z sont des ensembles mutuellement disjoints et de méme cardinalité
q. Existe-t-il un sous ensemble M’ C M tel que |M’| = q et les triplets de M’ sont deux

a deux disjoints 7

Recouvrement : Etant donné un graphe G = (V, E') et un entier k. Existe-t-il X C V

tel que | X| < k et toute aréte de G a au moins une de ses extrémités dans X 7

Clique : Etant donné un graphe G = (V,E) et un entier k. Existe-t-il X C V tel

que | X| > k et tous les sommets de X sont deux a deux adjacents ?

Cycle Hamiltonien : Etant donné un graphe G = (V, E). Existe-t-il un cycle pas-

sant une et une seule fois par tous les sommets de G 7

Partition : Etant donné n entiers positifs aq, as, ..., a,. Existe-t-il un sous ensemble J C [
={1,2,..,n} tel que > a;, = > a;7

ied i€\J

La figure 1.3 montre les différentes réductions polynomiales utilisées pour prouver la NP-

Complétude de ces six problemes.

1.3.2 Conjecture fondamentale P # NP

On a vu dans la remarque précédente que P C N P, mais on ne sait pas si P est égale ou

non a N P. S’il S’avérait que P = N P, alors on pourrait résoudre tous les problemes de la
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SAT
3-SAT

3-DM Recouvrement

|

Partition Clique Cycle Hamiltonien

FIGURE 1.3 — Enchainement des preuves de la NP-complétude.

classe NP en un temps polynomial. Or, les problemes NP-Complets sont tres fréquents et
pour aucun d’entre eux on n’a pas réussi a trouver un algorithme polynomial le résolvant.
La communauté scientifique pense que P # NP, mais ce n’est pas prouvé et que cette

conjecture reste un probleme ouvert depuis 1971.

1.3.3 NP-complétude au sens fort

On rappelle qu'un algorithme résolvant un probléeme de décision (D) est dit polynomial
si sa complexité est en O(|I|¥), ot |I| représente la taille d’entrée, pour un codage rai-
sonnable, ou d’une maniere équivalente que sa complexité est bornée par un polynoéme en
|I]. Un algorithme est dit pseudo-polynomial si sa complexité est bornée par une fonc-
tion polynomiale de deux variables |I| et max(I), ou max(I) est la valeur du plus grand
nombre dans . Par exemple, en ordonnancement, un algorithme est dit polynomial si sa
complexité est bornée par un polynome du nombre de taches, tandis que si sa complexité
est bornée par un polynome de deux variables : le nombre de taches et la durée de trai-

tement maximale, il sera dit pseudo-polynomial.

Quand un probleme est NP-complet, il n’est pas raisonnable d’espérer de construire un
algorithme polynomial le résolvant, mais on peut trouver dans certains cas des algorithmes
pseudo-polynomiaux, comme celui de Partition. Dans d’autres cas, il sera difficile de trou-
ver un algorithme pseudo-polynomial qu'un algorithme polynomial, on parlera alors des

problemes NP-Complets au sens fort.

Définition 1.3. Un probleme de décision D est dit NP-Complet au sens fort si :
1. D est NP-Complet

2. L’existence d’un algorithme pseudo-polynomial pour le résoudre entraine [’existence

d’un algorithme polynomial.
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Exemple 1.2. Le probléme suivant est NP-Complet au sens fort [24].

3-Partition : Etant donné un ensemble A a 3m éléments, une borne entiere B et une

taille a; pour chaque élément a € A, telles que % < a; < g et Z;lai = mB. Exniste-t-il
ac
m sous ensembles disjoints S, ..., Sy tels que pour tout j (j =1,2,....,m): > a;=B?
aGSj

Un probleme NP-Complet dont les parametres formels sont bornés est évidemment NP-

Complet au sens fort.

1.3.4 Probléemes NP-difficiles

Définition 1.4. Un Probleme d’Optimisation Combinatoire (POC en abrégé) est défini
par la donnée d’un ensemble fini dénombrable D de solutions réalisables et une fonction
objectif

f:D — R ot on cherche un élément xo € D tel que f(xo) = miB f(z).
Te

reD
Le probleme consistant a chercher un élément maximum au lieu d’un élément minimum

Ce probleme s’appelle un probléme de minimisation et est noté

est de méme nature puisque max flx)=— milr)l(—f(x)).
xre e

D’abord, notons qu’a chaque probleme d’optimisation combinatoire on peut lui associer

un probleme de décision, par exemple le probleme de décision associé au probleme
rxeD

définie sur D et une borne K , existe t-il x € D tel que f(x) < K7

est le suivant : étant donné un ensemble fini D, une fonction objectif f

Si 'on dispose d’un algorithme polynomial pour un POC, alors on dispose d’'un algo-

rithme polynomial pour le probleme de décision associé, et vice versa.

La difficulté d’un probleme d’optimisation combinatoire réside dans le fait que la so-

lution doit étre cherchée dans un ensemble de tres grande cardinalité.

Définition 1.5. Un probléme d’optimisation combinatoire "POC” est dit NP-difficile, si

un probléme de décision NP-complet se réduit (au sens de Turing) a "POC”.
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Par exemple, le probleme d’optimisation combinatoire associé¢ au probleme de décision

Deux Processeurs, est NP-difficile.

Deux Processeurs : Etant donné n taches 17,75, ...,T, indépendantes et non morce-
lables telles que chaque tache T; possede une durée de traitement p;, et un nombre £ .
Existe-t-il un ordonnancement de ces taches sur deux processeurs de durée inférieure ou

égale a k7

Remarque 1.2.

Deux problemes d’optimisation seront dits polynomialement équivalents si le probleme de

décision associé a l'un peut se réduire polynomialement a celui de l’autre et vice versa.
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Chapitre 2

Ordonnancement, définitions et

techniques de résolution

Dans ce chapitre, nous abordons les notions principales des problemes d’ordonnancement
ou nous donnons leurs notations ainsi que leurs classifications, ensuite nous donnons un
apercu des méthodes de résolution de ces problemes, on commence par présenter quelques
problemes d’optimisation combinatoire ensuite nous donnons quelques méthodes de réso-

lution exactes et approchées.

2.1 Problémes d’ordonnancement

La définition suivante est due a Carlier et Chrétienne [17] :

Définition 2.1. Ordonnancer c’est programmer l'exécution d’une réalisation en attri-

buant des ressources aux taches et en fizant leurs dates d’exécution

Les problemes d’ordonnancement apparaissent dans de nombreux domaines : informatique
(taches : jobs ; ressources : processeurs), chantiers (suivi de projets), 'industrie (probléemes
d’atelier, gestion de production), administration, écoles et universités (personnel, emplois

du temps).

Les éléments essentiels d’un probleme d’ordonnancement sont : les taches, les ressources,

les contraintes et les objectifs.
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2.1.1 Taches

Une tache est définie par un ensemble d’opérations qui doivent étre exécutées. Les taches
peuvent représenter des pieces, des programmes ou des activités. Une tache notée J; peut

étre définie par ses caractéristiques temporelles :

p; : la durée de traitement de la tache J;.
r; - la date de disponibilité de la tache J;.
d; : la date échue de la tache J;.

— etc.

2.1.2 Ressources

Une ressource est un moyen matériel (machine) ou humain intervenant dans la réalisation

d’une tache.

Il existe deux principaux types de ressources :

les ressources renouvelables

Elles sont disponibles en quantité constante tout au long de I’exécution des taches. Les

ressources renouvelables usuelles sont les machines, les processeurs, le personnel, etc.

Les ressources consommables

Une ressource est consommable si, apres avoir été allouée a une tache, elle n’est plus
disponible pour les taches restantes, c’est le cas des matieres premieres et de 1’énergie par

exemple.

2.1.3 Contraintes

Les contraintes représentent les limitations imposées par ’environnement. Dans la plu-

part des problemes d’ordonnancement les taches a exécuter sont soumises a des contraintes
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qu’il faut satisfaire au moment de la recherche d’une solution optimale, on distingue trois

principales types de contraintes :

— Les contraintes potentielles : Ce sont les contraintes de localisation temporelle par
exemple 7 la tache ¢ doit précéder la tache j ” ou "la tache 7 doit étre achevée avant
telle date”.

— Les contraintes disjonctives : Lorsque deux taches ne peuvent pas étre exécutées en
méme temps, on dit qu’il y a une contrainte disjonctive que doivent satisfaire ces deux

taches.

— Les contraintes cumulatives : Elles concernent 1’évolution dans le temps du volume

total des moyens humains ou matériels consacrés a l’exécution des taches.

2.1.4 Ordonnancement

Un ordonnancement constitue une solution au probleme d’ordonnancement. Il décrit I'exé-
cution des taches et I'allocation des ressources au cours du temps et vise a satisfaire un
ou plusieurs objectifs. Les variables intervenant le plus souvent dans un ordonnancement
sont :

t; : la date de début de la tache J;.

— (C; : la date de fin de traitement de la tache J;.

— l; = C; — d; : la tardivité de la tache J;.

— t; = max {l;,0} : le retard de la tache J;.

1 SlCl>dl

0 sinon

U; : I'indicateur de retard de la tache J;, U; =

— F; = C; —r; : le temps de séjour (flow time).

Selon les problemes, les taches peuvent étre exécutées par morceaux, le mode de traite-
ment est dit préemptif. Il est dit non préemptif si celles-ci doivent étre exécutées sans

interruption.

2.1.5 Criteres

Dans un probleme d’ordonnancement on cherche un ordonnancement minimisant une

fonction objectif, appelé critere.
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n
Les criteres couramment étudiés dans la littérature sont : X,,q,= max {X:}h, Y Xi=> Xi,
1<i<n ;
== =1

Z szz: Z ’UJ@Xz avec X € {C, F, L, U}
i=1
— Chuae - date de fin de traitement de 1’ensemble des taches (makespan).

— > C; : la somme des dates de fin de traitement.

> w;C; : la somme pondérée des dates de fin de traitement.
— Tz @ le grand retard.

— Linae : la grande tardiveté.

— Fluae @ le grand temps de séjour.

— > U, : le nombre de taches en retard.

— > w;U; : la somme pondérée du nombre de taches en retard.
— d’autres criteres peuvent étre définis.

Soit C; et C’]‘ les dates de fin d’exécution d’une tache 7 dans deux ordonnancements S

et S’ différents de mémes tailles de séquence.

Définition 2.2. Un critere de performance f est dit régulier, s’il vérifie la condition :
CVl S O{a CZ S Cé) e Cn S C;L = f(CbC?a 7Cn) S f( {’ é) sy Cé)

2.1.6 Diagramme de Gantt

Les ordonnancements sont généralement représentés par des diagrammes dits de Gantt,
voir 'exemple de la figure 2.1. Ceux ci indiquent, selon une échelle temporelle donnée,
I'occupation des machines par les différentes taches, les temps morts (parties hachurées)

dus, par exemple aux éventuelles indisponibilités des taches ou contraintes potentielles.
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Machinel T T3 Ts

Machine2 Tx Ty

0 ) 10 temps

FI1GURE 2.1 — Exemple de diagramme de Gantt

2.1.7 Ordonnancement d’atelier

Dans les problemes d’ordonnancement d’atelier, les ressources sont les machines, ne pou-
vant réaliser qu'une tache a la fois, celle-ci pouvant étre composée d’une ou plusieurs
opérations. Parmi les problemes fréquemment rencontrés dans la littérature, on trouve les
problemes a une machine unique et les problemes multi-machines. Dans le second cas on
distingue les problémes a machines paralleles et ceux a machines dédiées. Dans le premier

cas, chaque tache est réduite a une seule opération.

Probléme a une machine unique

Chaque tache est composée d’une seule opération. Toutes les taches a réaliser sont alors

exécutées par une seule machine.

Probleme a machines paralleles

Ce probleme se subdivise en trois classes selon les vitesses d’exécution des machines :

— Machines identiques : Toutes les machines ont la méme vitesse de traitement quelque

soit la tache.

— Machines uniformes : Chaque machine a sa propre vitesse qui ne dépend pas des

taches a exécuter.

— Machines générales : Contrairement au cas précédent, la vitesse de traitement des

taches dépend de la machine et de la tache a exécuter.
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Le probléme & machines dédiées (spécialisées)

Elles sont spécialisées a ’exécution de certaines opérations. Dans cette catégorie, chaque
tache est constituée de plusieurs opérations. En fonction du mode de passage des opéra-

tions sur les différentes machines, trois ateliers spécialisés classiques sont différenciés :

— Le probléme a cheminement unique (Flow shop) : Les taches doivent étre trai-
tées par toutes les machines, et 'ordre de passage des opérations sur ces machines est

le méme pour toutes les taches.

— Le probleme a cheminements multiples (Job shop) : Chaque tache est traitée
par un sous ensemble de machines et 'ordre de passage des opérations de chaque tache

est propre a celle-ci et est spécifié a ’avance.
— Le probléeme a cheminement quelconque (Open shop) : Les taches doivent étre

traitées par toutes les machines, mais I'ordre de passage des opérations sur ces machines

est arbitraire.

2.2 Classification et notations

Pour des raisons de clarté et de compréhension, il est important d’adopter un descripteur

qui soit basé sur I'existant et homogénéisant les notations actuelles.

La notation («|f3|y) introduite par Graham et al. [25] est couramment utilisée pour dis-

tinguer les différents problemes d’ordonnancement entre eux et les classifier.

Champ «

Renseigne sur les informations relatives aux ressources, a savoir le nombre de machines,
type de machines, et type d’atelier. Il est composé de deux sous champs et désigné par

109

- €{1,P,Q,R,F,0,J}

1 : machine unique.
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: machines paralleles identiques.
: machines paralleles uniformes.
: machines paralleles générales.
: flow shop.

: open shop.

<~ QO "M =mO v

: job shop.

— a9 €{¢, m } (pour ay # 1)
Lorsque as = ¢, le nombre de machines est variable, tandis que lorsque as = m, le

nombre de machines est fixé & m.

Champ [

Permet d’obtenir des informations sur les contraintes prises en compte sur les taches qui

doivent étre ordonnancées. Il est composé de 5 sous champs Sy, B2, 03, B4, O5 :

o ﬁl € {¢7pmtn}
b1 = ¢ : la préemption des taches n’est pas autorisée.

[1 = pmtn : la préemption est autorisé.

— Po € {¢, prec, tree, chain}
B2 = ¢ : pas de contraintes de précédence.
[y = prec : les contraintes de précédence sont quelconques.
By = tree : les contraintes de précédence sont données sous forme d’arborescence.

(b2 = chain : les contraintes de précédence sont données sous forme de chaines.

- B?) €{¢7 T }
B3 = ¢ : toutes les dates de disponibilité sont nulles.

B3 = r; : il existe des dates de disponibilité pour les taches.

- Bi€lg,pi=p,p<pi <D}
B4 = ¢ : les temps de traitement des taches sont quelconques.
By = p; = p : les temps de traitement des taches sont égaux a p.

f1=p <p; <p:le temps de traitement de chaque tache est compris entre p et p.

~ Bs €{¢, di, d; }
b5 = ¢ : il n’y a pas des dates échues pour les taches, ou il existe des dates échues pour

les taches dans le cas ou le critere d’optimisation est en fonction de ces derniers.
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b5 = d; : il existe des dates échues pour les taches.

Bs = d; : il existe une date limite pour chaque tache.

Champ 7

Le troisieme champ ~ décrit le critere d’optimalité. On cherche a minimiser v avec
Y E{ Cma:c> Zcu szcza Tmaxa Lmaxa Fmama ZUza szUz}

2.2.1 Exemples

Exemple 2.1. Le probléeme 1|r;|Ciuqs est le probléme d’ordonnancement de taches indé-
pendantes sur une seule machine avec des durées de traitement et des dates de disponibilité

arbitraires, l’objectif est la minimisation du makespan.

Exemple 2.2. Le probléme F2||Cyuae est le probléme d’ordonnancement de taches indé-
pendantes sur un atelier du type flow shop a deux machines avec des durées de traitement

arbitraires, [’objectif est la minimisation du makespan.

2.3 Analyse des problemes d’ordonnancement

Les problemes de 'ordonnancement déterministe forment donc une classe de problemes
d’optimisation combinatoire qui peuvent étre analysés et résolus comme le montre le

schéma suivant :
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Probleme d’ordonnancement
(Analyse et résolution)

/

Probleme facile

(Réduction a un probleme facile :

flow maximum, couplage,
probleme de transport, etc.)
- Amélioration de la complexité :

dans le mauvais cas, en moyenne

.

Probleme NP-difficile

Méthodes exacts

- Modélisation,
- Séparation et évaluation,
- Programmation dynamique

- Temps pseudo-polynomial
inclus

Méthodes approchées

-Heuristiques :

Analyse de la performance :

- comportement dans
le mauvais cas.

- comportement moyen

a) analyse probabiliste

b) simulation.

-Métaheuristiques :
Génétique, recuit simulé
tabou search etc...

2.4 'Techniques de résolution des problemes d’ordon-

nancement

Certains problemes d’ordonnancement peuvent étre résolus efficacement en les réduisant

a des problemes d’optimisation combinatoire bien connus, tels que le probleme de flot

maximum, le probleme de couplages de poids maximum, le probleme de transport, etc...

d’autres peuvent étre résolus en utilisant des techniques standards, telles que la program-

mation dynamique et les méthodes branch-and-bound, ou bien en faisant appelle a des

méthodes approchées telles que les heuristiques et les métaheuristiques.
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2.5 Exemples de problemes d’optimisation combina-

toire

Le probleme de transport

Le probleme de transport consiste a déterminer le réseau de distribution permettant d’ex-
pédier de m origines une certaine quantité d’un produit a n destinations et ceci a un cofit
minimum. Considérons que la quantité disponible a l'origine i est de a; unités et que la
demande a la destination j est de b; unités. La quantité a expédier de l'origine ¢ a la

destination j est identifiée par z;; et le cout d’expédition correspondant par unité, par c;;.
Vi (bj - demandes)

U : (a; : disponibilités)

®
Uz z;%%zzfii<::> b
(DTN (T

FIGURE 2.2 — Le réseau de transport R = (U, V,¢)
Le modele mathématique d'un probleme de transport est :

.

n m

Min Z =Y > ¢;jjz;; (minimiser le cott total de transport)
i=1j=1

s.c.

n

doxy; =b;,Vj=1,---,m : contraintes des disponibilités

i=1

m

Y@y =a;,¥Yi=1,--- ,n :contraintes des demandes

j=1

ry; € NNVy=1,--- m,Vi=1,--- ,n :contraintes de non-négativité

Le probleme de transport peut étre résolu a l'aide de 'algorithme du simplexe, mais il
existe des algorithmes spécifiques par exemple la méthode du Stepping-Stone [39] qui
tiendront compte des particularités du probleme pour simplifier sa résolution. Le principe
de cette méthode consiste d’abord a trouvé une solution réalisable en utilisant la regle du

coin nord-ouest par exemple ensuite de ’améliorer itérativement.
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Le probleme d’affectation

Le probleme d’affectation peut étre considéré comme un cas particulier du probleme de
transport ou a; = 1,2 = 1,...,met b; = 1,5 = 1,---n; de plus m = n. Le probleme
d’affectation consiste a déterminer par exemple I'affectation optimale de n ouvriers a n
postes de travail qui minimiserait le temps de fabrication.

Le modele d’un probleme d’affectation est le suivant :

( n n
Min Z =Y > ¢ijz;; (minimiser le cott d’affectation)
i=15=1
s.c
n
d>oxy;=1,Vj=1,--- ,n :un poste par ouvrier
i=1
n
> xy;=1Vi=1,--- ,n :un ouvrier pour chaque poste
j=1
. SCZ] E {0,1}VJ: 17"' 7m,\V/’i: 17... ,n_

Une méthode de résolution d'un tel probleme est 1’algorithme de Kuhn ou méthode hon-
groise [39]. Dans un probleme d’affectation, nous avons toujours une matrice carrée et
la solution optimale n’aura qu’une seule affectation dans une ligne ou dans une colonne

donnée.

Le probleme de flot maximum

Soit G = (X,U) un graphe. A chaque arc u € U, on associe un nombre réel, noté f(u),
appelé flux sur 'arc u. F' = {f(u)/u € U} est un flot si et seulement si en chaque sommet
x € X, la somme des flux sur les arcs entrant est égal a la somme des flux sur les arcs
sortant.

A partir du graphe précédent on construit un réseau R = (V, U, ¢) en ajoutant a I’ensemble
X des sommets, deux sommets particuliers s et p appelés source (entrée du graphe) et
puits (sortie du graphe), et en associant aux arcs des capacités inférieures b, et supérieures
¢, avec b, < ¢, . On dit alors qu'un flot f sur R est compatible avec les capacités si :
by < flu) < ey

Etant donné un réseau R = (V, U, ¢), la détermination d’un flot maximum sur R est celui

de la détermination d’un flot compatible avec les capacités, de valeur totale maximale.

Considérons la matrice d’incidence A aux arcs du graphe G = (V, U). Si nous considérons
f comme étant un vecteur, on montre que f est un flot sur le réseau R avec b(u) = 0, Vu

si et seulement si Af = 0. Par conséquent le probleme du flot maximum de s a p s’écrit :
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Mazx Z = f(u,)
Af =0
0<f<c O'LLT:(p,S)

Une des méthodes de résolution du probleme de flot maximum est 1’algorithme de Ford

et Fulkerson.

Le probleme de couplage de poids maximum

Dans la classe des problemes d’optimisation combinatoire résolubles en temps polynomial,
le couplage avec poids est un des plus «difficiles». Un algorithme pour la recherche du
couplage maximum dans un graphe a été donné par Edmonds en 1965 [22]. Cet Algorithme

est basé sur les deux théoremes suivants.

Définition 2.3. Considérons un couplage M dans G = (V, E) ; on appelle chaine alternée
une chaine simple (c’est-a-dire n'utilisant pas deuz fois la méme arétes) dont les arétes

sont alternativement dans M et dans EE — M.

Théoréeme 2.1. (Claude berge 1957 [14]) Un couplage M est maximum si et seulement

sl n’existe pas de chaine alternée reliant deuxr sommets insaturés distincts.

Théoreme 2.2. (Edmonds 1965 [22]) On peut trouver les chemins alternants en temps

polynomial.

On a donc un algorithme simple pour le couplage maximum :

Algorithme Couplage-Maximum
1. M«
2. Boucle
3. P <—chemin augmentant(G, M)
4. si P = () alors retourner M sinon M < M & P
5. Fin de la boucle

Ici, M @ P désigne la différence symétrique des deux graphes (c’est-a-dire les arétes qui
sont dans I'un ou l'autre mais pas dans les deux). Le probléme reste donc de trouver des

chemins augmentants.
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2.6 Méthodes exactes

Ce sont des algorithmes qui fournissent une solution optimale au prix d’un temps de
calcul souvent important pour les problemes NP-difficile. Ces méthodes se caractérisent
par un temps de calcul exponentiel, ce qui explique qu’elles ne sont utilisables que sur
des problemes de petite taille. Trois familles de méthodes exactes sont a distinguer :
la résolution a partir d’'une modélisation analytique, la programmation dynamique et la

méthode de séparation et évaluation.

2.6.1 Modélisation analytique

La modélisation analytique d’un probléeme permet, non seulement de mettre en évidence
I'objectif et les différentes contraintes du probléeme, mais également de le résoudre. L’idéal
est de modéliser le probleme sous la forme d’un programme linéaire dont les variables sont
réelles. Il existe des solveurs comme CPLEX permettant de résoudre ce type de modeles.
Les modeles deviennent plus difficiles a résoudre si on utilise des variables entieres, et

lorsque le modele n’est pas linéaire.

2.6.2 La programmation dynamique

Introduite par Bellman dans les années 50 [12] la programmation dynamique décompose
un probleme P de dimension n en sous-problemes de méme nature que P. Le systeme est
alors constitué de n étapes que 'on résout séquentiellement, le passage d’une étape a une
autre se fait a partir des lois d’évolution du systeme et d'une décision. Une fois la valeur
optimale trouvée, la méthode construit une solution optimale a partir des informations

calculées.

Le principe d’optimalité est basé sur 'existence d’une équation récursive permettant de
décrire la valeur optimale du critere a une étape en fonction de sa valeur a I'étape précé-

dente.
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2.6.3 Procédures par séparation et évaluation

Les procédures de type séparation et évaluation - PSE (Branch and Bound en anglais)
sont des méthodes génériques de résolution des problemes d’optimisation combinatoires.
Ces méthodes reposent sur une énumération implicite et intelligente de ’ensemble des
solutions réalisables. Pour cela, la séparation consiste a décomposer le probleme initial
en plusieurs sous-problemes qui sont a leur tour décomposables. Ce processus peut se vi-
sualiser sous forme d’une arborescence d’énumération. Pour chaque sous-probleme (noeud
de l’arborescence), la procédure d’évaluation calcule (dans le cas d’un probleme de mini-
misation) une borne inférieure de la solution obtenue & partir de ce sous-probleme. Au
préalable, une borne supérieure de la solution optimale a été calculé et est utilisée pour
éviter 'exploration de noeuds dont la valeur de la borne inférieure est supérieure a la
valeur de la borne supérieure. Cette borne supérieure est réactualisée lorsqu’une solution
réalisable de valeur inférieure est trouvée. Ainsi, ’exploration de certaines branches de

I’arbre est coupée, ce qui permet de ne pas énumérer réellement toutes les solutions.

2.7 Méthodes approchées

Pour des problemes NP-difficiles de grande taille, les méthodes exactes sont peu envi-
sageables a cause de leur temps de calcul. Il est alors possible d'utiliser des méthodes
approximatives qui donnent des solutions dont 'optimalité n’est pas garantie, mais en un
temps de calcul raisonnable. La performance de telles méthodes est généralement calculée
par le rapport entre la valeur de la solution fournie et la valeur de la solution optimale. Si
la solution optimale est non calculable, il est possible d’étudier expérimentalement le com-
portement de la méthode approchée en comparant ses performances soit a celles d’autres

méthodes, soit a des bornes inférieures de la solution optimale.

Pour un probléme de minimisation (resp. maximisation) et pour toute instance, nous dé-
finissons le rapport R4 (/) pour un algorithme approché A par :

Ru(I) = % (resp. RA(I) = OZ‘FI()I) ) o A(I) est la valeur de la solution construite
par Ialgorithme A pour 'instance I et OPT(I) est la solution optimale pour Iinstance I.

Le rapport de performance absolue pour un algorithme approché A est donné par :

Ri =inf{r > 1/RA(I) < r pour toute instance I du probleme}.

Le rapport de performance asymptotique pour un algorithme approchée A est donné par :
RY =inf{r > 1/ pour un entier positif k&, RA(I) < r pour toute instance I du probleme
satisfaisant OPT(I) > k}.

38



chapitre 2 Ordonnancement, définitions et techniques de résolution

Méthodes heuristiques constructives

Les méthodes par construction progressive sont des méthodes itératives, ou a chaque itéra-
tion, une solution partielle est complétée. La plupart de ces méthodes sont des algorithmes
gloutons car elles consideérent les éléments (travaux ou processeurs) dans un certain ordre
sans jamais remettre en question un choix une fois qu’il a été effectué. Ces méthodes

permettent de trouver une solution rapidement.

Un premier type de telles méthodes consiste a établir une liste initiale qui donne 'ordre
de prise en compte des éléments. Cette liste est construite a priori, a partir d'un critere
bien défini. La deuxieme phase de I'algorithme construit une solution a partir des éléments

dans l'ordre de la liste construite pour 'ordonnancement.

Un deuxieme type de méthode consiste a choisir, au cours de la construction, ’affectation

d’un travail a une machine en utilisant des regles de priorité.

Méthodes amélioratrices

Ces méthodes sont initialisées par une solution réalisable, calculée soit aléatoirement soit
a l'aide de 1'une des heuristiques constructives. Elles recherchent a chaque itération, une
amélioration de la solution courante par des modifications locales. Cet examen se poursuit
jusqu’a ce qu’un critere d’arrét soit satisfait. L’utilisation de ces heuristiques itératives
suppose que l'on puisse définir, pour toute solution S, un voisinage de solution N(S)
contenant les solutions voisines. En général, le voisinage d’une solution est généré en
appliquant plusieurs fois et de fagon différente une petite transformation. Ce voisinage est
ensuite évalué et comparé a la solution courante. Nous présentons ci-dessous les méthodes

amélioratrices les plus connues :

Méthode de descente

Cette méthode se caractérise par le fait qu’elle ne considere, a chaque itération, que des
solutions évoluant dans le sens de 'amélioration. Cette méthode ne conduit pas en général
au minimum absolu mais seulement au minimum local qui constitue la meilleure des
solutions accessibles compte tenu de la solution initiale. Pour améliorer I'efficacité, on peut

I’appliquer plusieurs fois avec des conditions initiales différentes et retenir comme solution
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finale le meilleur des minimums locaux obtenus, cette procédure augmente sensiblement le

temps de calcul de 'algorithme et ne garantit pas de trouver une configuration optimale.

Recuit simulé

Cette méthode, due aux physiciens Kirkpatrick, Gellat et Vecchi, s’inspire des méthodes
de simulation de Métropolies en mécanique statique. Les inconvénients du recuit simulé
résident d’une part dans les réglages, comme la gestion de la décroissance par palier de la
température. D’autre part, les temps de calcul peuvent devenir selon les cas tres impor-
tants. Par contre, les méthodes de recuit simulé ont ’avantage d’étre souples et rapidement
implémentables lorsque 'on veut résoudre des problemes d’optimisation combinatoire, le

plus souvent de grande taille.

Recherche tabou

La principale particularité de la méthode tient dans la mise en ceuvre de mécanismes
inspirés de la mémoire humaine dont le but est de tirer les lecons du passé.

Le principe de base de la méthode tabou est simple, a partir d’une solution initiale quel-
conque, la méthode tabou engendre une succession de solutions ou configurations qui
doivent aboutir a une solution optimale. A chaque itération, le mécanisme de passage

d’une configuration (s) a la suivante (t) est le suivant :

— On construit 'ensemble des voisins de s, c¢’est-a-dire ’ensemble des configurations ac-
cessibles en un seul mouvement élémentaire a partir de s, soit V(s) I'ensemble de ces
voisins.

— On évalue la fonction objectif f du probleme pour chacune des configurations apparte-
nant a V(s). La configuration t, qui succede a s dans la chaine construite par tabou est

la configuration de V(s) pour laquelle f prend la valeur minimale.

La procédure ne fonctionne généralement pas bien car il y a un risque de retourner a une
configuration déja retenue lors d’une itération précédente, ce qui provoque un cyclage.
Pour éviter ce phénomene on tient a jour a chaque itération une liste tabou de mouvements
interdits, cette liste circulaire contient m mouvements inverses. La recherche du successeur
de la configuration courante se restreint alors aux voisins de s qui peuvent étre atteints
sans utiliser de mouvement de la liste tabou. La procédure est stoppée des qu’on a effectué

un nombre donné d’itérations sans améliorer la meilleure solution courante.
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Algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques sont des techniques de recherche inspirées de 1’évolution bio-
logique des especes et basées sur une imitation des phénomenes d’adaptation des étres
vivants. On part d’une population initiale sur laquelle des opérations de reproduction vont
étre réalisées dans 'objectif d’exploiter au mieux les caractéristiques et les propriétés de
cette population. Un algorithme génétique consiste a faire évoluer progressivement, par gé-

nération successive la composition de cette population en maintenant sa taille constante.
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Chapitre 3

Définition du probléeme, notations et
état de art

Dans ce chapitre, nous présentons les différentes contraintes prises en compte dans les pro-
blemes d’ordonnancement traités dans cette these. La section 1 est dédiée aux problemes
d’ordonnancement de type flow shop classiques et aux problemes d’ordonnancement de
type flow shop en présence des contraintes d’écarts temporels (temps de latences ou time
lags) et les contraintes de recirculation. La section 2 est consacrée aux définitions et no-
tations utilisées dans cette these. Nous citons également quelques applications de notre

probleme. Dans le dernier paragraphe, nous présentons un état de ’art.

3.1 Les contraintes considérées

Dans le probleme du flow shop classique avec m machines F'm||C,q., les taches sont
ordonnancées sur les machines, selon le méme ordre (M, Mo, ..., M,,) et le but est de
minimiser le makespan. Dans ce probleme, les taches passent par une machine, seulement
une fois, la préemption des taches n’est pas autorisée et il n’y a pas de contraintes d’écart

temporel entre les opérations ni de contraintes de précédence entre les taches.

3.1.1 Contraintes de recirculation

La contrainte de recirculation signifie qu'une tache peut visiter une machine ou un en-

semble de machines plusieurs fois. Les problemes ot ce type de contraintes est imposé sont
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appelés "reentrant flow shops”. Selon le schéma d’exécution des taches, on peut distinguer

plusieurs types de contraintes de recirculation.

Contrainte de type : ”cyclic-reentrant”

Le schéma d’exécution des taches dans les problemes ou la contrainte de type cyclic-
reentrant est imposée est selon le nombre de passage r. Par exemple, si le nombre de
passage est égale a trois, r = 3, alors les taches sont ordonnancées dans cet ordre
(My, My, ..., My, My, My, ..., My, My, My, ..., My, ).

Contrainte de type : ”chain-reentrant”

Dans notre these on s’intéresse a ce type de contrainte. L’ordre d’exécution des taches
dans les problemes de type chain-reentrant shop est comme suit (M, My, ..., M,,, M;).
On remarque qu’une fois le passage sur les m machines terminé, il y a un retour sur la

premiere machine.

Contrainte de type : ”V-reentrant”

Les problemes qui ont ce type de contrainte sont aussi connus dans la littérature comme
les problemes de type "V-shop” voir (Lev and Adiri [30]). L’ordre d’exécution des téaches
dans ces problemes est sous forme d'un V (M, My, ..., My 1, My, My ..., Mo, My).

On remarque que pour m = 2, "chain-reentrant” et "V-reentrant” sont équivalentes.

3.1.2 Contraintes de temps de latence

Les contraintes de temps de latence ou d’écarts temporels (time lags en anglais), connues
aussi dans la littérature comme des contraintes de délais ou contraintes d’attente, sont
une généralisation des contraintes de précédence classiques. Dans le cas classique, une
tache peut débuter juste apres la fin de la tache qui la précede. La présence de contraintes
d’écarts temporels oblige une tache a ne commencer qu’apres un certain temps a la suite du
début ou la fin de la tache qui la précede. Dans ce cas, le temps d’attente est minoré, appelé
aussi "minimum time lag ”. Il est parfois possible que la seconde tache doit absolument
commencer avant un temps donné apres le début ou la fin de la premiere tache, 'attente est

alors majorée, appelée ici "maximum time lag”. Un autre cas regroupe les deux situations,
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ou l'attente est a la fois minorée et majorée, dans ce cas 'attente se situe dans un intervalle
de temps. Dans notre these on considere le cas ou 'écart séparant les deux opérations de
chaque tache correspond a un time-lag minimal et un time-lag maximal de méme valeur.

Ce type de contrainte est dit temps de latence exact ou time-lag exact.

3.2 Définition du probleme traité

Dans ce travail, nous considérons le probleme d’ordonnancement d’un ensemble de n
taches, T = {T1,Ts ,..,T,,} sur 2 machines. L’atelier est du type chain-reentrant shop et
en présence des temps de latence exacts. c-a-d. chaque tache T; commence son traitement
sur la premiere machine appelée aussi machine primaire ensuite elle passe sur la deuxieme
machine et elle revient une deuxieme fois sur la premiere machine, apres un temps de
latence exact [;. On suppose qu’a tout instant une machine n’est allouée qu’au plus une
tache et chaque tache n’est traitée que par au plus une machine. Le mode de traitement
des taches est non-préemptif, c’est-a-dire l'interruption des taches n’est pas autorisée.
Afin de faciliter la description et la classification du probleme d’ordonnancement étudié,
nous allons adopter la classification proposé par Graham et al. [25] qui structure les don-
nées d'un probleme d’ordonnancement sur la base d’une notation a trois champs distincts
a/B/7.
— «a = F2 : Datelier est de type flow shop a 2 machines.
Le champ 3 est décomposé en trois sous-champs [ = (15323 ou :
— 1 = chain — reentrant : qui signifie qu'une tache doit revisiter la premiere machine
une deuxieme fois apres avoir été traitée sur les deux machines.
— Bo €{¢, pj =p } : les temps d’exécution des taches sont soit égaux a p, soit quelconques.
— B3 €{¢, l; =L } : les temps de latence sont soit égaux a L, soit quelconques.
— v = Chae : L’objectif est de minimiser la date de fin de traitement de I’ensemble des
taches.
Le probleme général est donc noté Py : F2|chain—reentrant,l;|Ciay o0 @ F2|ChR, 1;|Chrgs.
Pour simplifier, les opérations et les durées de traitement sont notées comme suit (voir
Figure 1) :
— ayy) : La premiere opération de la tache Tj sur la premiere machine.
— by;) : L'opération de la tache T} sur la deuxieme machine.
— ¢y : La deuxiéme opération de la tache T; sur la premicre machine.
— a; : Temps de traitement de la premiere opération de la tache T sur la premiere machine.
— b; : Temps de traitement de la tache 7} sur la deuxieme machine b; < [;.
— ¢; : Temps de traitement de la deuxiéme opération de la tache 7; sur la premiere

machine.

44



chapitre 3 Définition du probleme, notations et état de I’art
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FIGURE 3.1 — Schéma d’exécution d’une tache dans le probleme P, : F2|ChR,1;|Cas

3.2.1 Motivation

Dans le probleme de flow shop classique les taches passent une seule fois sur une machine.
En pratique, cette supposition n’est pas toujours justifiée. En fait, dans la vie pratique, il
existe des situations o une tache peut visiter une machine ou un ensemble de machines
plus d'une fois. Par exemple, on peut rencontrer ce type de probleme dans les ateliers
de fabrication des semi-conducteurs ou chaque composant revisite la méme machine plu-
sieurs fois (Wang et al. [42]). Cette caractéristique de recirculation peut étre également
rencontrée dans les ateliers de fabrication des cartes d’impression [42], ou encore dans les
ateliers de fabrication de meubles ou chaque composant subit une opération de peinture,
puis une opération de polissage et enfin une opération de peinture.

Une application du probleme de flow shop avec recirculation et en présence d’un temps
de latence exact peut étre rencontrée dans les blocs opératoires. Lorsqu’un malade subit
une opération chirurgicale celui-ci, passe par les étapes suivantes :

1. Le chirurgien (la machine primaire) opere le malade 7 et I'opération dure un temps a;.
2. Le malade reste dans la salle de réanimation ou il est surveillé (par Uinfirmiére) et ceci
prend un temps b;.

3. Apres une période de temps de latence exact [;, le chirurgien doit revisiter son malade

T}, et ceci dure un temps c;.

3.3 Etat de 'art

Cette section examine la complexité des problemes d’ordonnancement de type flowshop.
On commence par présenter les principaux résultats de littérature sur le probleme flow
shop classique. Ensuite, nous nous focalisons sur les problemes d’ordonnancement de type
flowshop de recirculation et en présence de contraintes d’écarts temporels et on termine

par les problemes d’ordonnancement de type flowshop avec contrainte no-wait.
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3.3.1 Flow shop

Les premieres recherches effectuées sur le probleme de flow-shop se sont essentiellement
focalisées sur les problemes de permutations. Sous-classe du probleme de flow-shop, un
probleme de flow-shop de permutation est un probleme de flow-shop ou 'ordre de passage
des taches sur chacune des machines est identique. Résoudre ces problemes revient a
trouver une permutation 7 = (7 (1), 7(2), ..., 7(n)) minimisant le makespan. La restriction
aux flow-shop de permutation permet de simplifier la structure des solutions et des preuves
Pinedo [34]. En effet, d'un point de vue pratique, 'ordonnancement obtenu a une structure
simple pouvant étre facilement implémentée. Le probleme de flow-shop est dominé par la
permutation pour un nombre de machines m < 3. Johnson [27] a prouvé que le probleme
a deux machines est résoluble en O(nlogn). Le probleme devient NP-difficile au sens fort
pour m > 3 Pinedo [34].

3.3.2 Flow shop avec recirculation

Le probleme F2|chain—reentrant|Ci,q, a été étudié par Wang et al. [42]. IIs ont donné une
caractérisation de la solution optimale, et ils ont développé un algorithme de type sépara-
tion et évaluation et des heuristiques pour résoudre ce probléeme. Lev et Adiri [30] ont traité
le probleme F'm|V —reentrant|Ci,q., ils ont montré que ce probleme est NP-difficile et ils
ont proposé des sous problémes résolubles en des temps polynomiaux. Choi et Kim [19] ont
proposé plusieurs heuristiques pour résoudre le probleme F'm|cyclic — reentrant|Ci,q, et
ils ont développé des propriétés de dominances et des bornes inférieures. Pan et Chen [33]
ont traité le méme probleme pour lequel seules les séquences de permutation sont consi-
dérées, ils ont développé trois formulations mathématiques sous forme de programmes
linéaires en variables mixtes et six heuristiques. Chen et al. [18] ont adopté un algorithme
de type tabou search hybride pour résoudre ce probleme. Méziani et Boudhar [16] ont
traité le probleme de flow shop a deux machines avec recirculation sur la deuxieme ma-
chine (M;, My, Ms), ils ont prouvé que ce probleme est résoluble en un temps polynomial

et ils ont proposé un algorithme exact pour le résoudre.

3.3.3 Flow shop en présence des temps de latence

Pour le flowshop a deux machines, le critere du makespan est le plus étudié dans la
littérature. Le cas le plus simple se présente quand toutes les taches ont le méme time-lag

L. On peut facilement montrer que ce probleme est équivalent au cas sans time-lags en
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décalant toutes les taches sur la deuxieme machine de L unités de temps, par conséquent
'algorithme de Johnson [27] donne la solution optimale. Considérons maintenant le cas ou
tous les time-lags min sont différents. Le probleme F'2|15|C)q. est étudié par Mitten [31]. 11
a montré que si on se restreint aux ordonnancements de permutation, la solution optimale
peut étre obtenue par l'algorithme de Johnson [27] moyennant des modifications sur les
durées opératoires des taches : pour chaque tache, il ajoute la valeur de son "time-lag min”
aux durées opératoires sur les deux machines. Par contre, si on s’intéresse au cas général
(pas de restriction aux ordonnancements de permutation), la minimisation du makespan
est NP-difficile au sens fort, Dell’Amico [20], Lawler et al. [29]. Yu et al. [43] ont montré
que ce probleme reste NP-difficile au sens fort méme si toutes les durées opératoires des
taches sont unitaires, ou si les durées opératoires ne dépendent que des taches mais pas
des machines, et que les time-lags ne peuvent prendre que deux valeurs. Yu [44] a proposé
une condition pour laquelle 'ordonnancement de permutation devient dominant, a savoir,
il faut que Vi,5 l; < l; + maz{py ;ps;}. Par ailleurs, quand le flowshop est composé
de plus de deux machines et en présence de contraintes de time-lags min, la plupart des
probléemes de minimisation de criteres réguliers sont NP-difficile au sens fort, méme si
on se restreint aux ordonnancements de permutation. En fait, déja dans le cas classique
(sans les time-lags) hormis le makespan, les autres criteres sont déja difficiles. Rayward-
Smith et Rebaine [35] ont proposé deux heuristiques avec des rapports de performance
pour le probleme de flow shop a deux machines en présence des contraintes temporelles
ou les temps de traitement sont unitaires et les time lag sont arbitraires. Munier-Kordon
et Rebaine [28] ont présenté un algorithme polynomial pour le méme probléme lorsque le
nombre de machines est égale a 3 ou 4. Rebaine [36] a donné une évaluation du rapport de
performance entre la meilleur solution connue pour le probleme flow shop classique et le
probleme flow shop de permutation avec temps de latence. Lorsque une tache est composée
de deux opérations séparées par un exact time lag le probleme revient au cas de coupled-
task noté 1|coupled — task|Cinaz, ce dernier a été introduit par Shapiro [40]. Il a étudié
des cas particulier et il a proposé des heuristiques avec des expérimentations numériques.
Orman et Potts [32] ont étudié le méme probléme, ils ont présenté plusieurs résultats de
complexité. Le seul probleme resté ouvert pour quelques années est celui ou les durées
opératoires des premieres opérations et les durées opératoires des secondes opérations sont
respectivement égales et les time-lags exacts identiques (1|coupled — task,a; = a,l; =
L,b; = b|Cpas). Ce probleme a été résolu polynomialement plus tard par Ahr et al. [3]
pour des petites instances en utilisant un algorithme basé sur le plus court chemin. Cet
algorithme a été adapté par Brauner et al. [15] pour résoudre un autre type de probleme de
coupled-task. Ageev et Baburin [1] ont proposé un 7/4 et un 3/2-approximation algorithme
pour résoudre les problemes 1|coupled — task,a; = b; = 1,1; = L|Cpep et F2la; =
b;j = 1,1; = L|Cyqs respectivement. Ageev et Kononov [2] ont donné plusieurs résultats

d’approximation selon les valeurs a; et b;. Quelques travaux ont été considérés en ajoutant
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d’autres contraintes aux problemes de coupled-tasks. Blazewicz et al. [13] ont montré que
le probleme polynomial 1|coupled — task,a; = b; = 1,1;|Cinar devient NP-difficile si on
ajoute la contrainte de précédence entre les taches. Fondrevelle et al. [23] ont considéré
un nouveau critere pour les problemes d’ordonnancement de type flow shop en présence
des contraintes temporelles a savoir la minimisation de la somme des dates de fin sur les
machines, noté > MCk, ils ont montré que ce critere généralise le makespan et ils ont

donné plusieurs résultats de complexité.

3.3.4 Flow shop a contrainte no-wait

2

La contrainte sans attente ” no-wait ” signifie qu’aucune attente entre deux opérations
d’'une méme tache n’est permise. Le probleme F2/no — wait/Ci,q, est résolu en temps
polynomial par P'algorithme de Gilmore et Gomory [26]. Cependant, ce probleme est
NP-difficile au sens fort lorsque le nombre de machine est égale a trois Hans Rock [37].
Ultérieurement, des contraintes additionnelles ont été introduites comme la contrainte de
blocage qui exprime qu’une tache ne doit libérer une machine que pour passer directement
sur la machine suivante par exemple le probleme F2/block(1,2)/C\y,q. signifie qu'il existe

une contrainte de blocage entre la premiere et la deuxieme machine.
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Chapitre 4

Analyse de complexité du probleme

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme P, : F2|ChR,l; = L|C)4, o les temps
de latence sont identiques [; = L. On commence par donner un exemple pour illustrer ce
probleme. Ensuite nous démontrons la NP-complétude de ce dernier, et nous proposons des
sous problemes résolubles en des temps polynomiaux, certains d’entre eux sont équivalents
au probleme du couplage de poids maximum et les autres ont été prouvés en utilisant leurs

propres particularités. La liste des problemes traités est résumée dans la Table 4.1.

TABLE 4.1 — Liste des problemes étudiés

] Probleme \ Complexité ‘
Py : F2|ChR,a; = £,¢; = £,1; = L|Crpas NP —dif ficile
Py : F2|ChR,aj,¢; > £ 1; = L|C a0 Polynomial, O(n*9)
Pa; : F2|ChR,a; = £,b; + b; < L,c; < £,1; = L|Cyngy | Polynomial, O(nlogn)
Poy - F2|ChR,a; > L\ o Polynomial, O(n)
Pys 2 F2|ChR,c; > L|Cpaa Polynomial, O(n)

Exemple illustratif Pour illustrer le probleme P, : F2|ChR,l; = L|C}yq, on considere
Iinstance suivante : 5 taches 11,75, T3, T, et Ty a ordonnancer sur 2 machines. Les temps

de traitement sont donnés dans la Table 4.2, avec L = 3.

Une solution réalisable du probleme est donnée a la Figure 4.1, avec C,qp = 19.
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TABLE 4.2 — Durées de traitement des 5 taches
LN [T T [T [T

a; |2 13 |2 |1 |1

b; |12 |1 |3 |1 |3

G I 12 |1 12 |3

machines
M, | ap ag || apl| cg o |aalcp|aps) cp) Cfs)
M, b bp2) b3y | by bis)
0 2 5 6 8 1 13 16 19 temps

FI1GURE 4.1 — Une solution du probleme P.

4.1 NP-difficulté

Dans cette section, nous montrons que le probleme P, : F2|ChR,l; = L|Cpap est NP-
difficile au sens fort, méme si les temps de traitement sur la premiere machine sont iden-
tiques a; = ¢; = %

Avant de donner les différents résultats obtenus, nous parlerons d’abord de la notion
d’entrelacement entre les taches ainsi que des conditions d’entrelacement et de la durée

de traitement d’un batch.

Définition 4.1. On dit que la tache T; peut étre entrelacée avec la tache T, si, et seule-
ment si 'opération ay;) de la tache T est ordonnancée entre les deux opérations ay), cj
de la tache T; et 'opération c) de la tache T; est ordonnancée entre les deur opérations

agy), ¢y de la tache T voir Figure 4.2.

De la définition ci-dessus découle la condition d’entrelacement suivante : la tache T; est
entrelacée avec la tache T} (on dit aussi que les deux taches 7;, T; sont ordonnancées dans

le méme batch), si, et seulement si a; < L et ¢; < L.

Définition 4.2. Si les deux taches T; et T} sont ordonnancées dans le méme batch alors
la durée de traitement de ce batch est notée d;;, et est égale au temps qui s’écoule entre

le début de l'opération a; et la fin de ['opération c;. voir Figure 4.2.

Lemme 4.1. Si la tache T, peut étre entrelacée avec la tache Tj et T; peut aussi étre

entrelacée avec Ty, alors la durée de traitement optimale du batch formé en entrelacant les
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| di |
Qo L —a; ;0 G [ G
M ar ag) | cil
M> b b
l——! )
D, = b
2L — b; — b;

FIGURE 4.2 — Exemple d'un batch contenant deux taches entrelacées 7; et T} dans cet
ordre

deux taches T;,T; est égale a d* = min{d;‘j, d

it ouds; (resp di;) est la durée de traitement

minimale du batch contenant les deuz taches T;,T; (resp T;,T;) dans cet ordre.

Preuve. Si la tache T; peut étre entrelacée avec la tache T} ceci implique que a; < L et
¢; < L alorson a:

dj; = aj+c¢;+2L —min{L — a;j, L — ¢;,2L — b; — b;}. ot L —a;, L — ¢;,2L — b; — b; sont
des temps morts, voir la partie hachurée de la Figure 4.2

= a; + ¢; + L + max{a;, ¢;,b; + b; — L}.

De méme, si la tache T} peut étre entrelacée avec la tache T; ceci implique que a; < L et
c; < L on a alors :

d5; = a; + ¢; + 2L —min{L — a;, L — ¢;,2L — b; — b;}.

= a; + ¢; + L + max{a;, c;,b; + b; — L}.

Dot la séquence optimale entre T; et T} est d* = min{d;;,d};}. m

YR

- Un batch contenant plusieurs taches T, ..., T; ordonnancées dans cet ordre est noté par
{11, ..., T;} B

Théoréme 4.1. [10] Le probléme Py, : F2|ChR,a; = ¢; = L lj = L|Cynaz est NP-difficile

2 Y
au sens fort.

Preuve.

Considérons le probleme de décision suivant connu sous le nom de 3-partitions : étant
donné un ensemble A = {ay, as, ..., a, } d’entiers positifs chacun compris strictement entre

% et % tel que > a; = mB. Existe-t-il m sous-ensembles disjoints Sy, Ss, ..., S,, de car-
ﬁiEA
dinalité 3 et de poids B 7 3-partitions est NP-difficile au sens fort. [24]

Montrons que ce probleme se réduit polynomialement au probleme de décision suivant :

étant donné 3m taches indépendantes et non morcelables n = 3m de temps de traitement
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1 bi =i, 0= % et un temps de latence L = %.
Existe-t-il un ordonnancement de ces 3m taches sur les deux machines M; et My de durée
3mB 7

ai:§

totale inférieure ou égale a 5=
Notre probleme appartient a la classe NP car on peut vérifier en temps polynomial si une
permutation des taches vérifie toutes les conditions.

Nous prouvons que le probleme d’ordonnancement a une solution si et seulement si le
probleme de 3-partitions a une solution.

Si le probleme de 3-partitions a une solution, donc il existe une partition de A en m sous
ensembles disjoints de cardinalité 3 et de poids B a laquelle nous associons ’ensemble des
taches T' = {Th1), Tha), Tiisy JU--U {Tma), Tima)s Timay } tel que @ Tj; ) désigne la tache numéro

7 du batch 7. Nous construisons donc une solution pour le probleme d’ordonnancement

comme le montre la figure suivante, avec C),q, = m(32B ) = %.
machines
M, |01 20n2)40s) €| Cn2) s A[21] ¢122] @[23) C21] €[22)| €[23]| -+ |A[m1]A[m2] Lm3]CIm| €[m2) Clms3]
M, by | bpg | by biany| Dloz) | bpea) Oma) | Dmay | bmay
0 ; - B < B B 1 3B ; - B = l%t;me

FIGURE 4.3 — m batchs, contenant chacun 3 taches entrelacées

Cette solution est réalisable car :

— by @ termine avant le début de cp) car sa durée est strictement inférieure a B_p.

2
— bjig) : termine avant le début de cjp) car la durée de bj;3) est strictement supérieure a %
— bjig) : débute apres la fin de ayg car by est strictement supérieure a 5
— byig) : débute apres la fin de apg) car la durée de by + by est Strlctement supérieure a
B _
5 .
Si le probleme d’ordonnancement a une solution inférieure ou égale a %= “mB donc la solution
est comme le montre la figure précédente. Nous avons m batchs de taches ou chaque batch
est composé de 3 taches entrelacées entre elles, la durée de traitement de chaque batch
est égale a %. Aucune tache n’est traitée seule car sa durée est égale B. Deux taches ne
peuvent pas étre traitées seules car leur durée est égale a % Dans ces deux cas, nous
avons B + % =92 3B : De méme, si trois taches sont traitées seules, leur durée totale

est égale & 3B > 32 ( voir la figure 4.4).

On a aussi byy) + byg) + biis) = B (Vi = 1,m) car il ne peut pas exister un batch i pour
lequel b1y + bpig) + big) > B car la solution dans ce cas n’est pas réalisable (les times lags
ne seront pas respectés pour ce batch) et il ne peut pas exister aussi un batch i pour le

quel bjiy) + byig) + bjis) < B car si ce batch existe il y’aura forcément un autre batch j pour
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machines
Ms |apy |ag cli] [Cpyn | afe] Clk1)
M, by | O D)
0 5B 9B time

4 4

FIGURE 4.4 — batchs composés par 2 taches entrelacées et d’une seule tache

lequel byjy + byjo) + bz > B par ce que les by = a; et Y a; = mB et la solution dans
aiEA
ce cas n’est pas aussi réalisable (car les temps de latence ne seront pas respectés pour le

batch j) donc les batchs formés donnent une solution pour le probleme de 3-partitions. m

4.2 Sous problemes faciles

Dans cette section nous proposons des sous-problemes résolubles en des temps polyno-
miaux, nous considérons les problemes ou les temps de traitement sont constants ou
bien supérieurs a une certaine constante. Nous considérons d’abord le probleme Psy :
F2|ChR,aj,c; > %,lj = L|Cpaz, ensuite nous donnons d’autres sous-problemes réso-

lubles en des temps polynomiaux : Ps3, Poy et Posy que nous définissons par la suite.

4.2.1 Probleme Py : F2|ChR,a;,c; > %,lj = L|Chaz

Dans le probleme P, les temps de traitement sur la premiere machine sont strictement
supérieurs a %, (a;,¢c; > %) ceci nous amene a donner la caractérisation suivante de la

solution optimale.

Lemme 4.2. La solution optimale du probléeme Psy est formée d’une suite de batchs de

cardinalité 2 ou 1, ordonnancées sans temps mort.

Preuve.

Si les temps de traitement sur la premiere machine sont strictement supérieurs a % pour
L
2
dans un méme batch, car la somme des temps de traitement de n’importe quelles deux

toutes les taches (Vj,a;,c; > %), alors on ne peut pas entrelacer plus que deux taches

opérations sur la premiére machine est strictement supérieure a L, ( I; = L Vj), de plus

les batchs formés ne peuvent pas ce chevaucher. m
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Théoréeme 4.2. [10] Le probléme Pay se réduit au probléme de couplage de poids mazi-

mum.

Preuve. On construit un graphe G = (V, E) tel que :
V' : I'ensemble des sommets égal a I’ensemble des taches T'.
E : 'ensemble des arétes tel que (1},7},) € F ssi la condition d’entrelacement est vérifiée
c-a-d. : (e < Lete < L)ou(aq< Letcl<L).
Soit la matrice d’incidence sommet-aréte du graphe G = (V; E) ou
1, sil'aréte k est incidente au sommet I;

h
g {O, sinon.

Pour k=1,...,¢q,l=1,...,n (q le nombre d’arétes).

Soit pr= min{ds,z,,dss, } le poids de l'aréte k, si 'aréte k est incidente aux sommets sy
et tk

Ou
d

cette ordre.

set, - La durée de traitement du batch contenant les deux taches entrelacées sy, et t;, dans
dy, s, + La durée de traitement du batch contenant les deux taches entrelacées ¢, et s, dans

cette ordre.

On a ds,t, = as, + ¢, + L+ max{ay,,cs,, b, + by, — L}
dis, = i, + cs, + L+ max{as,, ¢, , bs, + by, — L}

Comme la solution optimale est une suite de batchs de cardinalité 2 ou 1, alors le pro-

gramme linéaire, correspondant a ce probleme, s’écrit comme suit :

q

q n
min Cher = (Z pkxk) + Z(l — Z )\lkajk)(sl-
k=1 =1

k=1

q9 —
Z /\lk,‘xk S 1forl= 1,n
S.C. k=1

xp € {0,1} for k=1,¢q
ol

1, siles deux taches reliées par 'aréte k sont entrelacées entre elles dans
- =4 le méme batch;

0, sinon.

q
- Y. prxk - la somme des durées de traitement des batchs contenant deux taches entrela-
k=1

cées.
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n q

- > (1= > Aigxg)d; o la somme des durée de traitement des batchs contenant une seule
i=1 k=1

tache.

-0, =a;+ ¢ + L : temps de traitement du batch qui contient, la tache .

q
- > Az < 1indique que chaque tache doit appartenir a au plus, un batch.
k=1
Nous avons

q n q n n q q
(2 pexr) + D21 = > Awww)or = (3 61) — (D0 D Awawdy — D pre)
k=1 =1 k=1 =1 [=1k=1 k=1
n n q
= (Do0) — (02 > Akbixke — D pry)
i=1 k=1 =1 k=1

n

o) = 22 (>0 Aiwdi — i)z

k=1 l=1

NE

= (

T
I

n

= (Z a; + ¢ + L) — Z(Z Alk(al “+ ¢ + L)— min {dsktlc7 dtksk}>xk-
=1 k=1 =1
n q n

= aq+ag+L)—> (ZAlk(al‘i‘Cl‘FL)
=1 k=1

i=1
as, + ¢, + L+ max{a,, s, , bs, + by, — L}, .
k
a, + cs, + L +max{as,,ct,,bs, + by, — L}

— min

n n q
=nL+> a+> ¢— > (as, +¢5, +L+ay +c, +L

=1 =1 k=1
N + ¢, + L+ max{ay,, s, , bs, + by, — L}, -
a, + ¢s, + L +max{as,,ct,,bs, + by, — L}

2L+ ag, +cs, +ay, + ¢y — a5, — G
2L +as, +c5, +ag, +cp, —ay, — Cs

n n q
=nL+Y a+> ¢g—> max *
i=1 i=1 k=1 k
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—L — max{ay,, ¢, bs, + by, — L},
Tk .
—L — maX{a/sk; Ctk7 bSk + btk - L} ’

n

n q
=nL+)Y a+)> ¢— Zmax{
k=1

L+ cs, + ay, —max{ay,, s, ,bs, + by, — L}, } .
k.
I=1 I=1

L+ a5, + ¢, — max{ag,, ¢, ,bs, + by, — L}

min{L + ¢, , L + a5, ,2L + as, + ¢, — bs, — by, }

min{L + ¢, , L + ay,, 2L + ¢5, + ar, — bs, — by, }, } .
k
=1 =1

n n q
:nL—l—Eal—i—zcl—Zmax{
k=1

n n
nL + > a;+ Y ¢ est une constante supérieure a
i=1 i=1

zq: .- min{L + ¢, L + at,, 2L + ¢5, + ar, — bs, — by, }, "
=1 min{L + ¢, L + as,, 2L + a5, + ¢, — bs, — by, }

Alors, minimiser C,,,, est équivalent & maximiser
imax m?n{L—i—csk,L—l—atk,QL%—csk +ay, —bs, — by, }s .
k=1 min{L + ¢, L + a5, , 2L + a5, + ¢, — bs, — by, }

Ainsi, le probleme se réduit au probleme du couplage de poids maximum. =

L

L’algorithme suivant résout le probleme F2|chain—reentrant,a; > 5,¢; > %, lj = L|Craz

en temps polynomial.

Algorithme Al pour le probleme Ps

1. A partir du graphe G = (V, E) construire un nouveau graphe pondéré H = (V, E)
ou chaque aréte de E possede un poids égal a :
e { min{L + ¢, , L + ay,, 2L + ¢, + ay, — bs, — by, }, }
min{L + ¢, L + as,, 2L + a5, + ¢, — bs, — by, }

si Paréte est incidente aux sommets s; et t;.
2. Trouver le couplage du poids maximum M du graphe H.
3. Pour chaque paire de M, entrelacer les deux taches correspondantes dans un
méme batch.
4. Mettre chaque tache restante dans un seul batch.
5. Ordonnancer les batchs formés dans un ordre quelconque sans temps mort.

Corollaire 4.1. L’algorithme Al résout le probléme F2|chain — reentrant,a; > %

216~
L 1; = L|Cppaz en O(n?9).

Preuve. L’optimalité est garantie par le théoreme 2. La complexité de 'algorithme A1 est

o6



chapitre 4 Probleme P, : F2|ChR,l; = L|Cpas

donnée par la deuxiéme étape 2, qui fournit un couplage de poids maximum en O(n*5),
[22]. Donc la complexité de lalgorithme Al est O(n*®°). m

Exemple 4.1. Nous disposons de 5 taches Ty, ...,T5. Les durées de traitement de ces

taches sur les deur machines sont données dans la table 4.3 avec L = J

TABLE 4.3 — Durée de traitement des taches
LD [T [T [T [T

a; |2 |3 |5 |2 |5

b; 12 |4 (3 |4 |3

G |5 |2 (2 |5 |3

1- On a les taches entre parenthéses (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5), (3,5), (4,1),
(4,2), (4,3), (4,5), (5,3), ne peuvent pas étre entrelacées dans un méme batch, donc
les arcs correspondants ne sont pas formés (car la condition d’entrelacement n’est pas

vérifiée). Ainsi le graphe G = (V, E) contient 5 sommets (nombre de tiches) et 8 arétes :
{(2,1),(2,4),(3,1),(3,2),(3,4),(5,1), (5,2), (5,4)}

2- Construction du graphe H et évaluation des arétes (voir Figure 4.5) :
d(2,1) =min{4+2,4+2,84+4—6} =6.

d(2,4) =min{4+2,4+2,84+4 -8} =4.

d(3,1) =min{4+2,4+2,84+4—6} = 6.

d(3,2) =min{4+2,4+3,84+5—7} = 6.

d(3,4) =min{4+2,4+2,844 -7} =5.

d(5,1) =min{4+3,4+2,8+5—5} = 6.

d(5,2) =min{4+3,4+3,8+6 -7} =T.

d(5,4) =min{4+3,4+2,8+5—T7} = 6.

3- Le couplage de poids mazimum est : M = {(5,2),(3,1)}.

4- La séquence optimale est : (5,2),(3,1),4 et le temps de fin de traitement est égal a 41
(voir Figure 4.6).
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FI1GURE 4.5 — Graphe valué H

machines
My as) | a[2) CICRl  ap] AnACBll G Q] Cla]
M, bs) | Dpgy bra|bp by
5 8 12 14 19 24 32 36 41 temps

FIGURE 4.6 — La solution obtenue en utilisant ’algorithme A1

4.2.2 Probleme Py : F2|ChR,a; =

L
§7bi

+b; < L,c; <%l =L|ICpas

Dans la premiere section, nous avons prouvé la NP-complétude du probleme Py, : F2|ChR,

L

ajZE,

¢; = £,1j = L|Cpae ceci implique que le probleme F2|ChR,a; = £,¢; < £.1; =

L|Ciae est aussi NP-difficile au sens fort. Dans ce qui suit, nous montrons que ce dernier

devient polynomial lorsqu’on lui rajoute la condition b; + b; < L.

Théoréme 4.3. Le probléme Py3 : F2|ChR, a;

= %7[?1 +bj S L,Cj S %,lj == L|Cmar est

résoluble en temps polynomial par l’algorithme A2.

La complexité de l'algorithme A2 est de O(nlogn). En effet, la premiere étape de 1'al-

gorithme 42 est une opération de tri de complexité O(nlogn) et la deuxieme étape de

'algorithme .42 consiste a former des batches de cardinalité 3 qui est de complexité O(n).
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chapitre 4 Probleme P, : F2|ChR,l; = L|Cpas

Algorithme A2 pour le probleme P,,

Début
1. Ranger des taches T' par ordre croissant des ¢;, soit 11,715, ..., T;, ..., T,
cet ordre.
2. Pouri:=1a L%J Faire
- Entrelacer la tache T; avec les deux taches T, _9;10 et T, 2,11 afin de former
un batch de cardinalité 3. (voir Figure 4.7)
Fait
Si |T| = 0 alors stop.
Sinon (1 < |T| < 2)
Dans ce cas le batch formé a une cardinalité égale a 2 ou a 1.
3. Ordonnancer les batchs selon un ordre quelconque sans temps mort.
Fin.

machines
‘ - I .
My | ap Afp—1] an Cln) 1] (/] Q)
M b | D] by
0 temps

FIGURE 4.7 — Exemple d’un batch formé de 3 taches entrelacées et qui se termine avec le
plus petit c¢;.

L¢; < LI; = L alors les taches peuvent étre ordonnancées

dans des batchs de cardinalité au plus trois. Pour n’importe quelle solution réalisable o

Preuve. On a Vj, a; =

du probleme Py, il existe une solution ¢’ formée seulement des batchs de cardinalité trois
telle que Crar(0') < Craa(0).

Notons que :

— Le temps de traitement d'un batch {7}, T};, T} p de cardinalité 3 est égal a % +L+L+
Cr = % + C.

— Le temps de traitement d'un batch {7}, T;} 5 de cardinalité 2 est égal a 2L + ¢;.

— Le temps de traitement d’un batch contenant une seule tache {7;}p est égal a % +¢j.

Soit a = L%J le nombre maximum de batchs de cardinalité trois qu’on peut former. La

date de fin de traitement Cinaz de 'ensemble des batchs est donc égale a :

(
—Craw = a(5L) + Z Cr, si reste de § =0
k=t a+1

—Char = (?L) +2L+ ) cx, siteste de § =2
il

=1

—Cinae = a(B2) + 2L 4 z ck, si reste de

Comme I’ensemble des taches T est rangé par ordre croissant des ¢, donc chaque batch

w|3
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chapitre 4 Probleme P, : F2|ChR,l; = L|Cpas

se termine avec la tache qui a le plus petit ¢, ce qui permet d’obtenir la solution optimale
(0%

du probleme. Minimiser _ ¢, revient a prendre les a premieres valeurs des ¢;. m
k=1

Exemple 4.2. Nous disposons de b taches Ty, ..., Ts Les durées de traitement de ces taches

sur les deuxr machines sont données dans la Table suivante et le time lag L = 6.

TABLE 4.4 — Durée de traitement des 5 taches
LT [T | T [Ty [T

a; |3 |3 [3 |3 |3

b; 12 |1 [4 |2 |2

G |3 |1 |3 |2 |1

La premiére étape de [’algorithme A2 consiste a ordonancer les taches selon l’ordre crois-
sant des c;. donc l'ordre dans le cas de cet example est : Ty, T, Ty, Ty, T5. La solution
optimale S* est donnée par des triplets ou bien des batchs de cardinalité trois sauf le
dernier batch qui contient seulement les taches restantes. S* = ({13, Ty, To}, {14, T5}). Le
temps de traitement du batch {13,711, T2} 5 est égal a % + 0y =15+ 1 =16 le temps de
traitement du batch {Ty, Ts}p est égal a 2L + ¢5 = 124+ 1 = 13, donc le temps de fin de
traitement de ’ensemble des tiches est égal a 16 + 13 = 29 (voir Figure 4.8).

machines

‘ I e B e
M| ag | ap ap cs | cp | Cl2l an | ar) ca | (o)
M bis) by |bpy biay bs)

FI1GURE 4.8 — La solution optimale de 'exemple 4.2

4.2.3 Problemes P24, P25, P26

Proposition 4.1. Les problemes suivants sont résolubles en des temps polynomiauz :
Py : F2|ChR,a; > L,l; = L|Cps-

Pos : F2|ChR,c; > L,l; = L|Cyaq-

Pys : F2|ChR,a; =b; = ¢; = ¢,lj = L|Cpaz-

Preuve. Pour le probleme P»y, nous avons a; > L, Vj, donc les taches ne peuvent pas
étre entrelacées entre elles car [; = L (la condition d’entrelacement n’est pas vérifiée). On
en déduit que la solution optimale o est obtenue en ordonnancant les taches I'une apres

I’autre sans temps mort et en prenant n’importe quel ordre de taches. La date de fin de
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traitement de 'ensemble des taches est égale a Cpor = nL + > (a; + ¢;). c’est la méme

chose pour le probleme Ps5 puisque c’est le cas symétrique. -

Comme tous les temps de traitement sont identiques a; = b; = ¢; = ¢ pour le probleme
Psg, alors, la solution optimale est obtenue en ordonnancant les taches dans des batchs
de cardinalité L%J + 1, sauf le dernier batch qui contient les taches restantes. Bien str on
suppose que ¢ < L car dans le cas ou ¢ > L on tombe sur le probleme Ps5. Le temps de

traitement de chaque batch formé est égal a c(2+ [£])+ L =
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Chapitre 5

Résolution du probleme

Dans ce chapitre, nous proposons des heuristiques de type "algorithme de liste” pour le
probleme P, : F2|ChR,l; = L|Cy4,. D’abord, nous donnons quelques bornes inférieures

de la valeur optimale du makespan.

5.1 Bornes inférieures

Nous proposons dans ce qui suit trois bornes inférieures pour le probleme P, : LBy, LB,
et LBs. On commence d’abord par partitionner l’ensemble des taches 7' en deux sous

ensembles A et B tels que A = {7}/ min{a;,c;} > L} et B=T\ A.

Proposition 5.1. LBy = > (a; + ¢;) est une borne inférieure.
j=1

LBy = min {a;} + > b; + min {¢;} est une borne inférieure.
1<j<n =1 1<j<n
LBy =|A|L+ > (aj+c¢;)+ min {a;}+ > b;+ min {¢;} est une borne inférieure.
j/T;€A i/T;eB j/T:€B i/T;eB
LB = maz{LBy, LBy, LB3} est une borne inférieure.

Notons que ces bornes inférieures sont utilisées afin d’évaluer la performance des heuris-
tiques proposées.

Preuve. Il est claire que la somme des temps de traitement sur la premiere machine
n
(i.e > (a; + ¢;)) nous donne une borne inférieure. La somme des temps de traitement sur

J=1
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la deuxieme machine a laquelle on ajoute min {a;} + min {c¢;} est aussi une borne infé-
1<5< 1<5<n
<j<n <<
rieure car chaque ordonnancement doit forcément commencer par une opération du type
a;) et se terminer avec une opération de type c[;. Pour la borne LBjs nous avons déja vu
que la condition d’entrelacement n’est pas vérifiée pour les taches qui ont min{a;,c;} > L,
donc ces taches sont ordonnancées seules. par conséquent, on ajoute la valeur L au calcul

de la borne inférieure pour ce type de taches. m

5.2 Heuristique d’entrelacement HE

Pour résoudre le probleme P, : F2|ChR,l; = L|Cyq, nous proposons neuf méthodes
approchées. Leur principe est d’appliquer 1'heuristique d’entrelacement que nous allons

définir par la suite avec les regles de priorité suivantes :

— L : Les taches sont rangées selon 'ordre croissant des a.
j
— Lo : Les taches sont rangées selon 'ordre croissant des c;.
j
— L3 : Les taches sont rangées selon 'ordre croissant des a; + c¢;.
J 7
— Ly 3 nt rangé n Pordre décroissan a;.
Ly : Les taches sont rangées selon 'ordre décroissant des a;
— Ls : Les taches sont rangées selon 'ordre décroissant des c;.
— Lg : Les taches sont rangées selon 'ordre décroissant des a; + c;.
y) J
- : Les taches sont rangées selon ’ordre croissant des b;.
L7 : Les tach t lon I'ord t des b;
— Lg : Les taches sont rangées selon 'ordre décroissant des b;.
8 J
— Lgp : Dans ce dernier cas on génere plusieurs listes aléatoirement, (c-a-d. On génére une
population de listes, dans chaque liste les taches sont rangées dans un ordre aléatoire).

La taille de la population générée est égale au nombre de taches.

Le principe de I’heuristique d’entrelacement est comme suit :

Tant que ’ensemble des taches n’est pas vide :

- Former un nouveau batch en choisissant de la liste L; la premiere tache disponible et
I’entrelacer avec un nombre maximum de taches.

- Calculer la durée de traitement du batch notée Pyyepn-

- Le temps de fin de traitement de I’ensemble des taches est égal a la somme des temps

de traitement des batchs formés.
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Heuristique HE,

Début
1. Initialiser le nombre de batchs a zéro b := 0;
2. De la liste L; choisir la premicre tache disponible T}.

3. Tant que T # () faire
- De la liste L; choisir une autre tache disponible 7}, afin de I'entrelacer avec T}.

Tant que la condition d’entrelacement est vérifiée pour la tache T) faire
- Entrelacer T} avec T, comme dans la Figure 5.1.
-T=T\T.
- Choisir de la liste L; une nouvelle tache T} non entrelacée.
Fin tant que
- Calculer la durée de traitement Pyyten, du batch b formé , b:=b+ 1. T =T\ T;.
Fin tant que
4. Ordonnancer tous les batchs dans n’importe quel ordre.
5. Le temps de traitement de I’ensemble des taches est égal a la somme des durées de
traitement des batchs formés.

Fin.
machines machines
A i A L L
M| «q; G M| a; a; C; c;
M, b; M,y b; b;
temps temps
machines
I Je—~L .
M, a; a; ar | ¢ cj Cr,
My b; b; b
tempsV

FIGURE 5.1 — Exemple d’entrelacement de 3 taches T;, T}, T}, dans un méme batch.
La complexité de ces heuristiques est de O(nlogn). En effet, la premieére étape consiste a

ranger les taches selon une liste donnée, ¢’est une opération de tri de complexité O(nlogn)

et la deuxieme étape est une application de la technique d’entrelacement qui est de com-

plexité O(n).

5.3 Expérimentations numériques

Pour évaluer l'efficacité des heuristiques, nous avons effectué des expérimentations numé-

riques. Pour cela, nous avons considéré trois types d’instances distinctes.
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Le premier type est caractérisé par des temps d’exécution sur la premiere machine égaux
a la moitié des temps de latence (a; = ¢; = %) et des temps d’exécution sur la deuxieme
machine inférieurs au time lag (b; < [; = L); comme ce dernier a été prouvé d’étre NP-
difficile au sens fort ceci justifie notre choix. Pour ce premier type d’instance nous n’avons
considéré que les listes L7, Lg et Lrp car les autre listes donnent le méme ordre, vu que

les temps de traitement sur la premiere machine sont identiques (voir Table 5.2).

Le second type est caractérisé par des petits temps d’exécution sur la premiere machine
inférieurs au temps de latence, dans ce cas les temps d’exécution sont générés aléatoirement
comme suit : (i) a; € [1,20], ¢; € [1,30],b; <l; = L € {30,70}, (ii) a; € [1,30], ¢; € [1, 50],
b; <l; =L e {50,100}.

Dans le troisieme type, nous générons de grands temps d’exécution. Les temps d’exécution
des taches sont générés de facon aléatoire suivant une loi uniforme comme suit : a; €
20, 80], ¢; € [10,60], b; <1; = L =170, (ii) a; € [20,80], ¢; € [10,60], b; < l; = L = 100.

Nous avons généré 100 instances aléatoires pour chaque probleme de taille n = 20, n = 50,

n = 100, n = 500 et n = 1000.

La performance des heuristiques basée sur les différentes regles développées dans la section
précédente a été comparé a la borne inférieure. Pour chaque instance résolue, nous repor-
tons le nombre de fois ot une heuristique H fournit de meilleures solutions par rapport
aux autres notées #Best, et le nombre de fois ou elle coincide avec la borne inférieure
notée #LB. La performance d’une heuristique donnée est mesurée par I’écart relatif entre
la valeur de la solution obtenue C,,,; et la borne inférieure LB (Dev = W). Pour
chaque type d’instances nous présentons les déviations moyennes et maximales (Devmoy)
et (Devmax), respectivement et nous présentons les performances des meilleures heuris-

tiques.

D’apres les expérimentations numériques, nous avons observé que les heuristiques propo-
sées donnent en général de bonnes solutions. Quand les temps d’exécution sur la premiere
machine prennent des valeurs égales a la moitié des temps de latence (a; = ¢; = %) et
des temps d’exécution sur la deuxieme machine inférieurs au time lag (b; < I; = L) nous
avons remarqué que les solutions sont proches de 'optimum avec une déviation moyenne
inférieure a 0.1 pour la plupart des instances, ceci est obtenu lorsque le temps de latence
est petit (L = 70). Nous avons aussi constaté que la liste Lgp est la plus performante. Par
ailleurs, plus le temps de latence augmente (L = 100), plus les solutions deviennent moins
bonnes mais restent toujours qualifiées comme de bonnes solutions avec une déviation

moyenne inférieure a 0.15. Dans ce cas, nous avons observé que la liste Lg basée sur le
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TABLE 5.1 —a;=c¢; =%
L=70 b; <L L=100 b; <L
IHL, IHLs IHLpp IHL. IHLs IHLpp
n =20 Best 66 94 100 15 88 100
opt 0 0 0 0 0 0
AVET deu 0.095 0.056 0.056 0.237 0.157 0.155
MAL ey 0.140 0.044 0.025 0.366 0.366 0.366
n =50 Best 19 100 100 5 100 100
opt 0 0 0 0 0 0
AVET ey 0.041 0.010 0.010 0.195 0.141 0.141
MAT ey 0.147 0.149 0.147 0.401 0.401 0.401
n =100 Best 14 97 100 5 100 100
opt 0 0 0 0 0 0
AVET ey 0.077 0.034 0.033 0.191 0.142 0.142
MAT ey 0.148 0.150 0.1485 0.436 0.419 0.419
n = 500 Best 12 95 100 5 100 100
opt 0 0 0 0 0 0
AVEr gey 0.079  0.026 0.025 0.196 0.133 0.133
MAT ey 0.151 0.149 0.149 0.422 0.422 0.422
n = 500 Best 12 95 100 5 100 49
opt 0 0 0 0 0 0
AVET deu 0.080 0.026 0.022 0.197 0.133 0.134
MAT ey 0.145 0.149 0.142 0.423 0.421 0.423

tri des taches selon I'ordre croissant des b; et la liste Lrp qui génere plusieurs listes aléa-
toirement, sont les plus performantes et donnent presque les mémes résultats. En ce qui
concerne le second type d’instances, c.-a-d. le cas ou les temps d’exécution sur la premiere
machine sont petits et inférieurs au temps de latence, nous avons observé que la liste Lrp
domine les autres listes en terme de performance, nous avons remarqué que les solutions
obtenues sont d'une qualité moyenne comparées aux solutions obtenues pour le premier
type d’instance avec une déviation moyenne qui tourne au tour de 0.4 (voir Table 5.2 et
Table 5.4) a notre avis ceci est peut-étre dit aux qualités des bornes inférieures. D’autre
part, les solutions s’améliorent lorsque le temps de latence augmente (voir Table 5.3 et
Table 5.5) ceci est justifié car les batchs formées dans ce cas contiennent plus de téaches,
donc moins de temps mort, ainsi les solutions obtenues sont plus proches des bornes infé-
rieures. Pour le dernier type d’instance ot nous avons généré de grands temps d’exécution,
nous avons constaté que la liste Lg est la plus performante, ceci est bien illustré dans les

deux diagrammes ci-dessous (voir Figure 5.2).
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TABLE 5.2 — a; € [1,20],¢; € [1,30]

L=30 b <=1L
IHL, IHL, IHLy; IHL, IHLs IHLs; IHL; IHLs IHLgp

n =20 Best 12 ) 7 12 14 29 8 11 87
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0

aAVer ey 0.40 0.45 0.43 0.40 0.38 0.36 0.41 0.40 0.33
MAL dey 0.75 0.87 0.87 0.75 0.75 0.75 0.81 0.75 0.75
n =50 DBest 6 9 11 8 4 14 ) 4 78
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0

AVErdey 0.38 0.43 0.39 0.38 0.36 0.35 0.39 0.38 0.32
MAT dey 0.67 0.75 0.75 0.64 0.65 0.65 0.69 0.71 0.60
n =100 Best 3 4 2 4 4 35 7 ) 69
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0

aVer ey 0.38 0.44 0.40 0.38 0.38 0.35 0.39 0.39 0.33
MAT ey 0.64 0.84 0.84 0.63 0.70 0.70 0.68 0.71 0.59
n = 500 DBest 3 2 4 3 2 27 2 2 74
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0

aver ey 0.35 0.42 0.38 0.34 0.36 0.33 0.37 0.35 0.31
MAT ey 0.62 0.86 0.80 0.57 0.67 0.67 0.65 0.66 0.56
n = 1000 Best 2 2 3 2 2 29 2 2 72
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0

aver ey 0.35 0.42 0.39 0.34 0.36 0.34 0.38 0.35 0.31
MAT ey 0.62 0.81 0.81 0.57 0.68 0.68 0.65 0.64 0.56

TABLE 5.3 — a; € [1,20],¢; € [1,30]

L=70 b;<=1L
IHL, IHL, IHL; IHL, IHLs IHL; IHL, IHLy IHLgp

n =20 Best 9 3 2 1 4 0 21 3 63
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
aver ey 0.16 0.18 0.17 0.21 0.16 0.18 0.23 0.25 0.12
MAX ey 0.39 0.36 0.38 0.48 0.36 0.60 0.48 0.67 0.27
n =50 Best 17 8 11 6 6 8 1 2 59
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET dey 0.12 0.13 0.13 0.13 0.14 0.15 0.25 0.20 0.10
MAZT dey 0.22 0.26 0.26 0.28 0.30 0.29 0.45 0.34 0.20
n =100 Best 14 1 3 6 3 2 0 2 77
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
aver ey 0.10 0.11 0.10 0.11 0.11 0.12 0.18 0.15 0.09
MAX ey 0.17 0.21 0.20 0.22 0.22 0.22 0.36 0.26 0.17
n = 500 Best 18 5 8 3 2 0 0 1 64
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET dey 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.11 0.20 0.17 0.09
MAZT dey 0.17 0.19 0.19 0.19 0.21 0.20 0.36 0.27 0.18
n = 1000 Best 1 1 3 4 1 5 0 1 90
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
aver ey 0.10 0.10 0.10 0.10 0.11 0.11 0.21 0.17 0.09
MAX ey 0.19 0.21 0.21 0.20 0.23 0.22 0.39 0.29 0.17
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TABLE 5.4 — a; € [1,30],¢; € [1,50]

L=50 b <=1
IHL, IHL, IHLy; IHL, IHLs IHLs; IHL; IHLs IHLgp

n =20 Best 2 2 4 2 20 22 2 4 70
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
aAVer ey 0.38 0.44 0.42 0.40 0.34 0.35 0.41 0.39 0.33
MAL dey 0.89 89 0.89 0.89 0.85 0.85 0.85 0.89 0.85
n =50 DBest 10 0 10 4 2 6 2 0 90
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVErdey 0.39 0.45 0.42 0.40 0.37 0.37 0.42 0.41 0.33
MAT dey 0.70 0.81 0.81 0.70 0.70 0.70 0.70 0.80 0.70
n =100 Best 2 0 0 0 0 0 0 0 98
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
aVer ey 0.38 0.49 0.45 0.41 0.40 0.38 0.45 0.41 0.34
MAL dey 0.71 0.86 0.86 0.71 0.75 0.75 0.73 0.74 0.67
n = 500 DBest 0 0 0 0 0 0 0 0 100
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
aver ey 0.36 0.47 0.42 0.37 0.38 0.37 0.43 0.39 0.33
MAT ey 0.66 0.85 0.85 0.66 0.73 0.73 0.68 0.70 0.64
n = 1000 Best 0 0 0 0 0 0 0 0 100
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
aver ey 0.36 0.48 0.43 0.36 0.39 0.37 0.43 0.39 0.33
MAZL dey 0.6 0.85 0.85 0.64 0.74 0.74 0.70 0.70 0.64

TABLE 5.5 — a; € [1,30],¢; € [1,50]

L=100 bj<=1L
IHL, IHL, IHL; IHL, IHL; IHL; IHL, IHLy IHLgp

n =20 Best 9 45 8 0 7 0 14 0 69
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVETdey 0.23 0.24 0.22 0.29 0.22 0.24 0.34 0.32 0.19
MAT ey 0.38 0.42 0.35 0.45 0.35 0.37 0.55 0.50 0.30
n =50 Best 18 2 9 3 2 2 0 0 68
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
aVer ey 0.18 0.23 0.21 0.20 0.23 0.25 0.37 0.19 0.16
MAZL dey 0.30 0.35 0.36 0.38 0.38 0.41 0.55 0.48 0.27
n =100 Best 17 0 3 ) 2 2 0 0 73
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET dey 0.14 0.16 0.16 0.15 0.19 0.19 0.28 0.22 0.13
MAT ey 0.23 0.26 0.25 0.26 0.29 0.31 0.42 0.33 0.21
n = 500 DBest 31 0 0 8 0 10 0 0 64
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
aVer ey 0.14 0.16 0.16 0.15 0.17 0.17 0.30 0.24 0.14
MAZL dey 0.21 0.26 0.25 0.25 0.27 0.27 0.43 0.34 0.21
n = 1000 Best 0 0 0 0 0 0 0 0 100
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET dey 0.14 0.18 0.17 0.15 0.19 0.19 0.31 0.26 0.13
MAL dey 0.22 0.28 0.27 0.24 0.30 0.30 0.46 0.36 0.21
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TABLE 5.6 — a; € [20,80], ¢; € [10, 60]
L=70 bj<=L
IHL, IHL, IHLs IHL, IHL; IHL¢ IHL; IHLs IHLgp
n =20 Best 0 0 0 20 0 36 8 2 38
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET geyy 0.34 0.25 0.32 0.23 0.28 0.23 0.27 0.27 0.23
NAZT dey 0.41 0.31 0.37 0.32 0.34 0.32 0.41 0.34 0.29
n =50 Best 0 0 0 0 0 51§ 2 4 38
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AQUET ey 0.28 0.21 0.24 0.20 0.22 0.18 0.21 0.21 0.18
MAL Gey 0.31 0.26 0.30 0.26 0.28 0.26 0.26 0.28 0.22
n =100 Best 0 0 0 16 0 68 0 0 16
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET Geyy 0.28 0.22 0.23 0.20 0.22 0.18 0.22 0.22 0.20
MAT ey 0.31 0.25 0.27 0.24 0.25 0.25 0.25 0.27 0.25
n = 500 Best 0 0 0 0 0 98 0 0 2
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVer ey 0.28 0.22 0.22 0.20 0.21 0.17 0.21 0.20 0.19
MGZT dey 0.30 0.24 0.25 0.24 0.24 0.23 0.23 0.24 0.23
n = 1000 Best 0 0 0 0 0 100 0 0 0
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET den 0.28 0.22 0.21 0.19 0.21 0.17 0.21 0.20 0.19
MAT ey 0.29 0.24 0.25 0.23 0.24 0.23 0.23 0.24 0.23
TABLE 5.7 — a; € [20,80], ¢; € [10, 60]
L=100 b, <=1
IHL, IHL, IHL; IHL, IHL; IHLs¢ IHL; IHLg IHLgp
n =20 Best 0 3 0 15 2 17 0 0 63
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET dey 0.35 0.27 0.33 0.25 0.30 0.25 0.33 0.30 0.23
MAT Gey 0.41 0.41 0.40 0.40 0.37 0.40 0.42 0.40 0.36
n =50 Best 0 4 4 0 0 36 0 0 56
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET dey 0.29 0.23 0.25 0.24 0.24 0.21 0.30 0.25 0.20
MAT Geq 0.37 0.41 0.38 0.38 0.39 0.38 0.40 0.40 0.36
n =100 Best 0 6 1 10 0 40 0 0 43
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AQUET ey 0.30 0.24 0.26 0.23 0.24 0.22 0.32 0.28 0.21
MAT Gey 0.41 0.40 0.40 0.41 0.40 0.40 0.40 0.40 0.37
n = 500 Best 0 0 1 0 1 85 0 0 13
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET dey 0.29 0.23 0.24 0.22 0.23 0.20 0.31 0.25 0.21
MaZ gy 041 041 040 040 040 041 040 040  0.40
n = 1000 Best 0 0 0 0 0 91 0 0 9
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 3
AVer ey 0.29 0.23 0.23 0.21 0.22 0.20 0.31 0.25 0.21
MAZT der 0.41 0.41 0.41 0.41 0.40 0.40 0.40 0.40 0.40
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TABLE 5.8 — a; € [10,30], ¢; € [20, 50]
L=50 bj<=L
IHL, IHL, IHLs IHL, IHL; IHL¢ IHL; IHLs IHLgp
n =20 Best 37 3 11 16 14 14 4 18 47
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET geyy 0.29 0.35 0.32 0.28 0.29 0.30 0.32 0.28 0.27
MAT Gey 0.40 0.48 0.48 0.402 0.401 0.40 0.42 0.39 0.39
n =50 Best 11 2 2 6 29 17 9 9 64
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET Gey 0.30 0.35 0.34 0.32 0.30 0.301 0.31 0.31 0.29
MAZT der 0.41 0.45 0.45 0.42 0.43 0.41 0.40 0.41 0.39
n =100 Best 0 6 1 10 0 40 0 0 43
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET Geyy 0.28 0.35 0.33 0.29 0.29 0.29 0.30 0.29 0.28
MAT Jey 0.41 0.40 0.40 0.41 0.40 0.40 0.40 0.40 0.37
n = 500 Best ) 2 2 3 15 50 4 9 42
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET Gey 0.29 0.34 0.33 0.29 0.29 0.28 0.30 0.29 0.28
MAT Gey 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
n = 1000 Best 12 2 2 12 8 o7 7 ) 42
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 3
AVET Geyy 0.29 0.34 0.33 0.29 0.29 0.28 0.30 0.29 0.29
MAT Gey 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
TABLE 5.9 — a; € [20,50], ¢; € [10, 50]
L=50 b, <=1
IHL, IHL, IHL; IHL, IHL; IHLs¢ IHL; IHLg IHLgp
n =20 Best 0 10 8 18 10 18 39 10 46
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET dey 0.37 0.34 0.36 0.32 0.32 0.32 0.31 0.33 0.31
MAT Gey 0.48 0.41 0.48 0.41 0.39 0.40 0.39 0.41 0.40
n =50 Best 0 9 0 19 11 22 13 6 52
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET Geyy 0.33 0.28 0.32 0.27 0.28 0.27 0.29 0.28 0.26
MAT Geq 0.43 0.35 0.43 0.33 0.35 0.33 0.38 0.36 0.33
n =100 Best 0 7 0 17 20 24 11 14 54
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AQUET ey 0.33 0.28 0.32 0.27 0.28 0.27 0.29 0.28 0.26
MAT Gey 0.43 0.35 0.43 0.33 0.35 0.33 0.38 0.36 0.33
n = 500 Best 0 10 0 9 4 49 13 5 31
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AVET Geyy 0.33 0.26 0.31 0.27 0.27 0.26 0.28 0.27 0.26
MAL dey 0.42 0.33 0.42 0.32 0.33 0.32 0.35 0.33 0.32
n = 1000 Best 0 0 0 0 0 91 0 0 9
opt 0 0 0 0 0 0 0 0 3
AUET ey 0.33 0.26 0.31 0.26 0.26 0.26 0.28 0.26 0.25
MAT gey 042 0.32 042 0432 032 032 034 033 031
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FIGURE 5.2 — Le nombre de fois ou une heuristique Fournit les meilleurs solutions
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Chapitre 6

Analyse de complexité du Probleme

Dans ce chapitre, nous considérons le cas ou les temps de traitement sur la deuxieme
machine sont égaux aux temps de latence b; = [;, ce probléme est noté P; : F'2|ChR,b; =
1;|Crnaz, €t peut étre vu comme un probleme d’ordonnancement avec recirculation auquel
on ajoute la contrainte de sans attente (no-wait constraint en Anglais) F2|ChR,no —
wait|Cpae.- On commence par donner un exemple illustratif de ce probléeme, ensuite nous
démontrons sa NP-complétude, enfin nous proposons plusieurs sous problemes résolubles
en des temps polynomiaux. La liste des problemes traités est donné a la Table 6.1 ci-

dessous.

TABLE 6.1 — Liste des problemes étudiés
’ Probleme \ Complexité ‘
P;: F2|ChR,b; = 1;|Crras NP —dif ficile
Py : F2|ChR,b; = l; = L,a; + ¢; > L|Cpnqey | Polynmial, O(n??)

Psy o F2|ChR,b; = 1; = L,a; + ¢; < L|Cpqp | Polynmial, O(nlogn)
Pss: F2|ChR,a; =b; =1; = L|Cpaz Polynmial, O(nlogn)
Psy : F2|ChR,b; = ¢j = l; = L|Cpaa Polynmial, O(nlogn)

6.1 Caractérisation de la solution optimale

Comme il a été déja introduit au début de ce chapitre, le probleme P; : F2|ChR,b; =

1;|Cias est équivalent au probleme F2|ChR,no — wait|Cyp,. On suppose que les temps
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de traitement ne peuvent pas étre nuls. Le schéma d’exécution d’une tache est illustré par

la figure suivante.

LY LG
My aj) |
M, by
: b =1;

FIGURE 6.1 — Schéma d’exécution d’une tache dans le probleme Ps.

Exemple illustratif
On considere I'instance suivante : 5 taches 11, Ty, T3, T, et Ty a ordonnancer sur 2 machines.

Les temps de traitement sont donnés dans la table 6.2, avec L = 3.

TABLE 6.2 — Temps de traitement des taches
L LB [T T[T

a; 112 |1 |1 |1

b= |3 |3 |4 |2 |1

c; 2 (2 |2 |2 |1
My | ai) | apy | cgs) ar] ar | epr | af4] €3] Cl4]
M, b by by biy by
0o 1 2 5 8 12 14 16
FIGURE 6.2 — Solution réalisable du probleme P;.

Lemme 6.1. Le probléeme Py : F2|ChR,b; = l;|Cpqs est un probléme de permutation.

Preuve. Comme les temps de traitement sont supposés différents de zéro, et les opérations
d’une tache sont ordonnancées sur les machines sans attente. Alors, c’est facile de voir

qu’une permutation des taches est un ensemble dominant. m

La condition d’entrelacement de deux taches 7T;,7; dans le probleme P et la durée de
traitement du batch contenant ces deux taches entrelacées sont données dans la définition

sulvante.

Définition 6.1. La tache T; est entrelacée avec la tache T; dans cet ordre ssi a; < b; et

¢, < bj et la durée de traitement du batch formé est égale a : a; + b; + b; + ¢;.

Ci-dessous on définit une nouvelle notion, c¢’est la notion d’une chaine de taches.
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Définition 6.2. On dit que ’ensemble des taches {T1,Ts,... Ty} forme une chaine si et

seulement si ses taches sont ordonnancées comme dans la figure 6.3.

Dans ce cas on a : ay < by et cp_q1 < by et c;_9+a; < b;_1,1 = 2,... k. et la durée de
k

traitement de cette chaine est égale a : a; + ¢ + Y b;.
i=1

‘ a1+C4+b1+b2+b3+b4 ‘

M, arnj arj ‘] ars l2] afy] B3] Cl4
M by by by by
FIGURE 6.3 — Une chaine de longueur 4 contenant les taches {17, T5, T3, Ty}

Définition 6.3. La longueur d’une chaine est égale au nombre de taches contenant cette

chaine.

Remarque 6.1. Un batch contenant deux taches entrelacées est une chaine de longueur
2.

Soit [ le nombre de taches T; qui vérifient la condition suivante : a; > mzlix{bj}, et g le
=1,n

nombre de taches 7; qui vérifient la condition : ¢; > mzlxx{bj}
-]: 7”

Lemme 6.2. La solution optimale du probleme Ps est formée d’une suite de chaines
ordonnancées l'une a coté de 'autre sans temps mort, et le nombre de chaines dans cette

solution est supérieur ou égal au mazimum entre | et ¢ (max{l,q}).

Preuve. Il suffit de voir qu’a l'intérieur d’une chaine (c-a-d. entre les positions 2 et
k de la chailne) on ne peut pas avoir une tache 7T; qui a une durée de traitement sur
la premiere machine (a; ou ¢;) supérieure a j@?}ﬁ{bj} a cause de la condition suivante
ci_2+ai§b,~_1,i:2,...k. ,

Donc on ne peut pas avoir deux taches T,,T, pour les quelles a, > jm:?i{bj} et a, >

jnzl%}é{bj} dans la méme chaine. De méme, on ne peut pas avoir aussi deux taches 73,7,
pour les quelles ¢, > ]rrzlzlxi{bj} et ¢, > ]Hzl%)é{b]} dans la méme chaine.

Donc, si on suppose [ le nombre de taches qui vérifie la condition

a; > H:l%)fl{bj}’ et ¢ le nombre de taches qui vérifie la condition ¢; > Hzl?);{bj}

Alors, le nombre de chaines dans une solution optimale est supérieur ou égal au maximum
entre [ et ¢ (max{l,q}). Et comme on cherche a minimiser le makespan alors les chaines

formées doivent étre ordonnancées sans temps mort. m

Dans ce qui suit une analyse de complexité du probleme Pj est présentée.
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6.2 Probleme NP-difficile

Théoréme 6.1. [5] Le probléme F2/ChR,l; = b;/Craz est NP-difficile au sens fort.

Preuve. Nous montrons que le probleme P; est NP-difficile au sens fort par la réduction du

probleme NMTS (Numerical Matching with Target Sums) qui est NP-difficile au sens fort

(Garey et Johnson [65]) au probleme Pjs. Le probleme NMTS est défini comme suit : étant

donnés deux ensembles d’entiers X et YV, avec X = {z1,...,2,} et Y = {y1,...,yn}, et

un ensemble Z = {z,...,z,} d’entiers positifs. Est-il possible de partitionner 1’ensemble

X UY en n sous-ensembles disjoints Ny, ..., N,, ou chaque N; (j = 1,...,n) contient

exactement un élément de X et un élément de Y, tel que xn;+yn; = z;7 Soit une instance

arbitraire de NMT'S, nous construisons une instance du probleme d’ordonnancement avec
3n taches comme suit :

L’ensemble des taches T est défini comme suit.

Soit L et S deux entiers positifs tel que L > max {zi} et S = l_il 2.

— Les taches de type X : Tx = {Txy,Txs,...,Tx,}, sont en correspondance avec les
éléments de 'ensemble X. Leurs temps de traitement sur les deux machines sont notés
axj, br; et cx;.

— Les taches de type Y : Ty = {Twy1,Tys,...,Ty,}, sont en correspondance avec les
éléments de 'ensemble Y. Leurs temps de traitement sur les deux machines sont notés
ay;, by; and cy;.

— Les taches de type Z : Ty = {Tz,T2,...,T2,}, sont en correspondance avec les
éléments de ’ensemble Z. Leurs temps de traitement sur les deux machines sont notés
az;, bz; and cz;.

Les temps de traitement des taches sont donnés dans la table 6.3

Existe-t-il un ordonnancement des 3n taches sur les deux machines M, M5 telle que la

durée totale de 'ordonnancement Ci,,, < 2(2L+ 1)n+S7

TABLE 6.3 — Durée de traitement des taches

taches a; b;, I; C;
Ty; Ys L L+1
Tz L 2 L

Notre probleme appartient a la classe NP car on peut vérifier en temps polynomial si une
permutation des taches vérifie toutes les conditions.
Nous prouvons que le probleme d’ordonnancement a une solution si et seulement si le

probleme de NMTS a une solution.
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Si NMTS a une solution, alors il existe une partition de XUY en n sous ensembles disjoints
de cardinalité 2 (z;,y;) tels que x; + y; = 2, comme indiqué dans la définition du NMTS.
A cette solution, on construit une instance a notre probleme d’ordonnancement avec n
batchs ou chaque batch contient exactement trois taches T'w;, T'y;, Tz, ordonnancées dans
cet ordre. Notons qu'un batch a un temps de traitement égal & 4L + 2z + 2 (voir Figure
6.4). Dong, le temps de fin de traitement de 'ensemble des taches est : 4Ln + S + 2n.

machines
. L+1 L Ti Y L L+1
My ax; azp |cxiay  cz CYj
M, bx; bz, by,
0 T temps

FIGURE 6.4 — Representation d’une solution avec NMTS.

Inversement, supposons qu’il existe un ordonnancement réalisable o pour le probleme P
tel que C)ee < 4Ln + 2n + S. cet ordonnancement ne contient pas un temps mort sur la

premiere machine.

Notons que l'entrelacement des taches : (T'x;, Txy), (Ty;, Ty;r), (T2, Tx;) et (Ty;, Tzy)
dans cet ordre n’est pas possible a cause de la durée de traitement L 4 1. Aussi, I'entrela-
cement des taches : (T'y;, Tx;) et (T'x;, Ty;) dans cet ordre induit un temps mort dans les

batchs. donc, le seul entrelacement possible est :(T'z;, T'z;) et (T2, Ty;) dans cet ordre

qui donne le batch (Tx;, Tz, T'y;). Comme on a > {x; +y;} = > 2z =5, et la valeur du
i=1 i=1
makespan est égale a 4Ln+2n+S. d’ou, pour tous les batchs formés on a cx; +ay; = bzy.

Donc on obtient une solution pour le probleme NMTS.

6.3 Sous-problemes faciles

Dans cette section, nous proposons des sous problemes résolubles en des temps polyno-

miaux du probleme Ps.

6.3.1 Probleme Ps : F2|ChR,bj =1; = L,a; + ¢; > L|Cpaz

Théoréme 6.2. [11] Le probléme Ps se réduit au probléeme de couplage de poids mazi-

mum.
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Preuve. Si pour toutes les taches on a b; = [; = L et a; + ¢; > L, alors la solution
du probleme Pj; est formée d'une suite de batchs de cardinalité 2 ou 1, voir Figure 6.5.
Comme on cherche a minimiser le makespan, donc les batchs formés sont ordonnancés
sans temps mort et la valeur du makespan est égale a la somme des durées de traitement

des batchs formant la solution.

Ceci nous permet de modéliser le probleme P3; par un programme linéaire. Avant de dé-
finir les variables de décision, On considere d’abord le graphe G = (V, E), ou ’ensemble
des sommets V = {13,T5,...,T,} correspond a ’ensemble des taches et ’ensemble des
arétes E = {ej1, e,...,€,} est défini par :

(T}, T)) e E< (ay < Lete <L)ou(a <Letcy <L).

Pour chaque aréte e; avec les extrémités T, et T, , on définit son poids p, comme suit.
Les extrémités de ej, peuvent étre entrelacée dans cet ordre Ty, , T3, si (ar, < Let ¢s, < L),

dans ce cas la durée de traitement du batch formé est égale a d,,, = as, + ¢, +2* L,

Sktk
voir Figure 6.5 (a). Inversement, ses extrémités peuvent étre entrelacées dans cet ordre

Ty, T

s, sl (as, < L et ¢, < L), dans ce cas la durée de traitement du batch formé est

égale a dy, 5, = ay, +cs, +2+ L. D’ou, la durée de traitement minimale du batch contenant
les deux taches T3, T; est notée pp= min{ds,,, ds,s, }- Pour chaque tache 7}, on associe un
poids. 0; = a; + ¢; + L voir Figure 6.5 (b).

Soit A la matrice d’incidence sommet-aréte du graphe G = (V; E) ou
1, sil'aréte e; est incidente au sommet I;

. =
. {O, sinon.

Pour k =1,...,n, 1 =1,...,q (¢ le nombre d’aréte). On définit ¢ variables de décision

T1,%2,...,T4 telles que

1, siles deux taches reliées par I'aréte e, sont entrelacées entre elles dans
Tr=4 le méme batch;

0, sinon.

Le programme linéaire est donné par :

q n q
min Chae = (Z pkxk) + Z(l - Z )\lkxk>5l-
k=1 =1 k=1
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| dsktk = ask + Ctk + 2L | l (07} + C + L
My Asy] U] | Clul Cltr] ap) iy
My Disu] it by = L

- 7 n 7 "

FIGURE 6.5 — (a) Batch contenant deux taches entrelacées Ty, ,7;, dans cet
ordre; (b) Batch contenant une seule tache

q J—

ogxp <lforl=1n...... (1)
8.C. & k=1

zp € {0,1} for k=1,q

q
La quantité > ppxy représente la somme des durées de traitement des batchs contenant
k=1

n q

deux taches entrelacées, tandis que la somme » (1 — > A\jpxy)d; est la somme des durées
=1 k=1

de traitement des batchs contenant une seule tache.

Les contraintes (1) indiquent que chaque tache doit appartenir a au plus, un batch.

La fonction objective C),,, peut étre calculée comme suit :
q n q n n g q
Crae = 2 P+ 2 (1= 3" Apwr)dr = (20 0) — (D2 D0 Awwwdi — D pre)
k=1 =1 k=1 =1 I=1 k=1 k=1
n q

n q
= >0 — (D> > MKz — > prxy) et donc
k=1

=1 k=11=1

n q n
Craz = >0 — >, (O Mikd; — pr)xg. A partir de (1), On a
=1

k=1 l=1

Z )\lk(;l - pk - 6Sk + 6tk — Pk = 5Sk + 5tk - min{dsktka dtksk}
=1

= a5, + ¢, + L+ ay, + ¢, + L —min{a,, + ¢, +2L, a4, + ¢5, +2L}
= ag, + s, + ay, + ¢, —min{as, + ¢, ar, + s, b = max{as, + ¢, ar, + Cs, )
Donc :

n q
Crnaz = Y, 01 — Y max{cs, + az,,as, + Ct, } Tk
=1 k=1

Coaz =Y (aj+ ¢+ L) — max{c,, + a,,as, + i, } Tk
=1

q
k=1
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n q
Y (ar + ¢+ L) est une constante supérieure a »  max{c,, + ay,, as, + ct, } .
=1 k=1

q
Donc, minimiser Cy,q; est équivalent & maximiser » | max{cs, + a,, as, + ¢, }x. Ainsi, le
k=1
probleme se réduit au probleme du couplage de poids maximum. m

Algorithme A3 pour le probleme P

1. A partir du graphe G = (V, E)) construire un nouveau graphe pondéré H = (V, E)
ou chaque aréte de F possede un poids égal a : max{cs, + at,,as, + ¢, } si l'aréte
est incidente aux sommets s, et ty.

. Trouver un couplage de poids maximum M du graphe H.

. Mettre chaque tache restante dans un seul batch.
. Ordonnancer les batchs formés dans un ordre quelconque sans temps mort.

Ol =~ W N

. Pour chaque paire de M, entrelacer les deux taches correspondantes dans le méme batch.

Corollaire 6.1. L’algorithme A3 résout le probléme F2|ChR,b; = l; = L,a; + ¢; >
L|Craz en O(n*?).

Preuve. L’optimalité est garantie par le théoreme 6.1. La complexité de ’algorithme As
est donnée par la deuxieme étape 2, qui fournit un couplage de poids maximum en O(n*5),

[22]. Donc la complexité de lalgorithme Az est O(n*). =

Exemple 6.1. Nous disposons de b taches Ty, ..., Ts Les durées de traitement de ces taches

sur les deuxr machines sont données dans la table 6.4 suivante avec b; = l; = L = 8.

TABLE 6.4 — Durée de traitement des 5 taches
GG [T [T |1 [T

a; |4 |5 |6 |9 |9

¢ |7 |5 |5 |6 |10

1- Ona ) (T17T4>7 (T17T5>; (T27T4)} (T27T5); (T37T4)7 (T37T5)7 (T47T5); (T57T1)7 (TSaTQ)a
(T5,T3), (T5,1y), ne pewvent pas étre entrelacées dans un méme batch car la condition

d’entrelacement n’est pas vérifiée. Donc le graphe G = (V, E) contient 5 sommets (nombre

de taches) et 6 arétes {(T1,T3), (Th,T3), (T, T3), (T4, T1), (T4, Ts), (T4, T5) }
2- Construction du graphe H et évaluation des arétes (voir Figure 6.6) :
d(Ty, Ty) ={7+5} =12. d(T},T3) = {7+ 6} = 13.
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ATy, Ty) = {5+ 4} = 9. d(T3, Ty) = {5+ 5} = 10.

FIGURE 6.6 — Graphe valué H

3- Le couplage de poids mazimum est : M = {(1T1,T3), (T4, T2)}.

4- La solution optimale est :(Ty,Ts), (Ty, Ty), Ts. La durée de traitement du batch (T1,T3)
est égale a ay + c3 + 2L = 25, La durée de traitement du batch (Ty,Ts) est égale a
as + co + 2L = 30 et la durée de traitement du batch contenant la tache (1) est égale a
as + cs + L = 27. Donc, la durée de fin de traitement de [’ensemble des 5 taches est €gale
a Craz =25+ 30+27 =82 .

6.3.2 Probleme Ps: F2|ChR,bj =1; = L,a; + ¢; < L|Cpaa
Théoréeme 6.3. [10] Le probléme Psy est résoluble en temps polynomial.

L’algorithme suivant résout le probleme P3y en O(nlogn).

Algorithme A4 pour le probleme Ps;

Construire la solution comme suit :
1. Trouver deux taches k et [ telles que : ap + ¢; = rgéin{ai +¢;}.
i#]

2. Ranger les taches selon l'ordre suivant : Ty, ..., T;,T;11,...,T; ou la tache T}
est ordonnancée a la premiere position et la tache T} a la derniere position.
3. Ordonnancer les deux taches T;,T;41 (i = k,...,l — 1) comme dans la Figure 6.7.

Preuve. On a b; = L, Vj, donc, la cardinalité d'un batch formé est inférieure ou égale

a deux, et les batchs formés dans ce cas peuvent étre entrelacées (chainés entre eux),
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My | ag afit1) | Cl Clit1]

M, bji bjit1)

FIGURE 6.7 — Entrelacement de deux taches.

et comme nous avons aussi la condition que la somme des temps de traitement sur la
premiere machine est toujours inférieure a L, alors tous les batchs peuvent étre entrelacés
entre eux. Donc, pour minimiser la date de fin de traitement de I’ensemble des taches,
il suffit de mettre les deux taches T;,T; qui donnent la plus petite somme lgél]n{a, + ¢}
au début et a la fin de 'ordonnancement respectivement, et mettre les autres taches au

milieu. La valeur du makespan est égale a C,,u, = n;in{ai +c¢i}+nl. m
i#j

Exemple 6.2. Nous disposons de 5 taches Ty, ...,Ts. Les durées de traitement de ces
taches sur les deux machines sont données dans le tableau suivant et le time lag b; = 1; =
L =28

TABLE 6.5 — Durée de traitement des 5 taches
L0 | [T [T | 15

1 (4 |3 |2 |4

2 14 |1 12 |3

On a toutes les taches peuvent étre entrelacées entre elles, car a; + c¢; < L. On choisit

donc deux taches T, Ty, telles que a; + ¢, = rgéin{ai +¢;}. Dans notre cas |l = 1 et k =
i#j

3. L’ordonnancement optimal est donné par la séquence suivante 11,15, Ty, Ts, T3 avec

Cinaz = a1 + c3 + 5L = 42 (voir Figure 6.8).

machines
M1 aq| (05} C1 Qy Co as Cy as Cs C3
M, by by by bs bs

temps

FIGURE 6.8 — Solution de ’exemple 6.2
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6.3.3 Probleme Ps3: F2|ChR,a; =b; =1; = L|Cps

On termine ce chapitre par le dernier sous probleme résoluble en un temps polynomial
a savoir le probleme Ps3 : F2|ChR,a; = b; = l; = L|Cj4,. Ce dernier peut étre résolu
en utilisant 1'algorithme A; proposé dans la section 4.2 car la condition a; 4+ ¢; > L est
vérifiée pour ce probleme mais on préfere donner un nouvel algorithme polynomial plus
rapide (L’algorithme Ajs) qui est de complexité O(nlogn) au lieu de Ialgorithme A, qui

est de complexité O(n*®).

Théoreme 6.4. Le probleme Ps3 est résoluble en temps polynomial.

Algorithme A5 pour le probleme Pi;;3

Construire la solution comme suit :

1. Ordonnancer les taches selon 'ordre croisant des ¢;. Soit Th,...,T;-1,T},..., T,

cet ordre.

2. 571l existe une tache T} a partir de laquelle ¢; > L, alors partitionner ’ensemble des
taches en deux sous ensembles 7' = E; U Ej tel que By = {11, 15, ... Tj1}

et E2 = {Tj,TjH, c. Tn}

3. Entrelacer chaque tache de I’ensemble F5 avec une tache de I’ensemble E; qui a

le plus grand c¢; afin de former des batchs de cardinalité 2.

4. Si |E| = () alors Entrelacer les taches de I’ensemble Es entre elles, deux a deux,
afin de former des batchs de cardinalité 2 (on entrelace la derniere tache de 1’ensemble
E5 avec la premieére tache de 'ensemble Es) jusqu’a ce que |Eq| =0 .

5. Si |Es| = 0 alors ordonnancer les taches de 'ensemble E; dans des batchs de
cardinalité 1 jusqu’a ce que |E; = (] .

6. Ordonnancer les batchs formés selon un ordre quelconque sans temps mort.

Preuve. Comme on a a; = b; = L pour toutes les taches alors la cardinalité maximale
d’un batch est égale a deux. Un batch de cardinalité deux de la forme (7}, T};) a une durée
de traitement égale a 3L + ¢;. Tandis qu'un batch contenant une seule tache T} a une
durée de traitement égale a 2L + ¢,. Comme 3L et 2L sont des constantes alors minimiser
Cnaz Tevient & minimiser la somme des ¢, des batchs formés. L’étape 1 de ’algorithme A5
ordonnance les taches selon I'ordre croissant des ¢; et la maniere dans laquelle les batchs
sont formés garantie I'optimalité. Car la somme des ¢, des batchs formés est la plus petite

somme possible. m
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Exemple 6.3. Nous disposons de 7 taches Ti,...,T;. Les durées de traitement de ces

taches sur les deux machines sont données par la table 6.6 avec a; =b; =1; = L =8

TABLE 6.6 — Durée de traitement des taches
G0 | |5 [T |15 [T | T

Lo [t ]2 ][5 ]2 [6[10]9 |

La premiere étape de l'algorithme A5 consiste a ranger les taches selon ordre croissant
descj :Th,T5, Ty, T3, T5, T, Ts ensuite a partitionner ['ensemble des taches T' = E1UE; tels
que By = {T1, T, Ty, T3, T5} et Ey = {T7,Ts}. La derniére étape est de former des batchs
et a les ordonnancer sans temps mort. L’ordonnancement optimal est donc donné par la
séquence (Ts,T7), (T3, Ts), (T4, Ts), Ty avec Crp = 3L+c;+3L+cs+3L+co++2L+c; =
110.

Notons que le probleme Psy @ F2|ChR,b; = ¢; = l; = L|C),4, peut étre résolu avec le
méme algorithme A5 car c’est le cas symétrique, il suffit de remplacer dans cet algorithme

le terme c¢; par a;.
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Chapitre 7

Résolution du probleme

Dans ce chapitre, nous proposons une heuristique basée sur la recherche aléatoire de type
Multi-start descente, et une métaheuristique pour résoudre le probleme P : F'2|ChR, b; =
| Crnaz-

7.1 Bornes inférieures

Afin de tester la performance des heuristiques proposées, nous proposons des bornes infé-
rieures relatives au probleme Ps : F2|ChR,b; = [;|Cs-

Le calcul des bornes inférieures se fait en deux étapes. La premiere étape consiste a parti-
tionner I’ensemble des taches T' en plusieurs sous ensembles et la deuxieme étape consiste
a ranger les sous ensembles obtenus dans un ordre bien précis.

lere étape :

On commence d’abord par partitionner I’ensemble des taches T' en deux sous ensembles
E, et Es tels que :

E,={T; € T/aj,c; > {2?’5{”@}}’ I'ensemble Ey est le complémentaire de I'ensemble F;
donc Fy =T\ Ej.

Ensuite, on partitionne ’ensemble E5 en quatre sous ensembles o1, Foo, Fo3, Eoy tel que :
En ={1; € T/a; > anléli’)é{bi},(?j < g?}é{bl}}’ I'ensemble Es3 est le complémentaire de
I'ensemble Ey; donc Eaz = Ey \ Eoy.

Et enfin les ensembles Eas, oy sont définis comme suit :

Ey ={T; € T/c; > @?X{bi},aj < @?X{bi}}, I'ensemble Es, est le complémentaire de
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I'ensemble Fay donc oy = Fy \ Eao.

2eme étape :

On range 'ensemble Es3 selon l'ordre croissant des ¢; soit (m;) cet ordre, et my 'ordre
obtenu en rangeant ’ensemble Fy selon 'ordre croissant des a;.

On note par :

-Cr,; ¢ La valeur du temps de traitement de 'opération c de la tache en position j dans la
permutation .

-Qr,; © La valeur du temps de traitement de l'opération a de la tache en position j dans
la permutation 7.

Proposition 7.1. LBy = > (a; + ¢;),
j=1

LB, = fgnjlgn{aj} + Z bj + lgljlgn{cj},

| E21]
LB; = Zb + > (aj+¢)+ X aj+ > cny,
JjE€EEL j€E2 j=1
| Ea2|
LB, = Zb—l—Z(aJ—l—cj) ch+2a7r2j et
JjEEL j€E22 Jj=
LBs = Zb—f—Z(a]—i—cj)—k ZGJ+ZCJ
JEFL JjeFE21 je€E22

sont des bornes inférieures.

LB = maz{LBy, LBy, LBs, LBy, LBs} est aussi une borne inférieure.

Notons que ces bornes inférieures sont utilisées afin d’évaluer la performance des heuris-

tiques proposées.

Preuve. Les bornes inférieures LBy et LBy du probleme P, sont aussi des bornes infé-
rieures pour le probleme Pj.

Les bornes LBs5, LB,, LB5 sont une conséquence directe du lemme 6.1 du chapitre précé-
dent. Puisque le nombre de chaines de taches est supérieur ou égal au maximum entre [
et q.

Dong, il existe forcément des chaines qui commencent par une tache qui a un temps de
traitement sur la premiére a; machine supérieur & max{b;} et des chaines qui se ter-
minent par une tache qui a un temps de traitement sur la premiere ¢; machine supérieur

a max{b;}. Donc, on doit comptabiliser ces temps dans le calcul des bornes inférieures. m
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7.2 Approche heuristique

Pour résoudre le probleme P; : F2|ChR,b;j = l; = L|C,q, nous proposons d’abord
deux méthodes approchées. Leur principe est d’appliquer une recherche aléatoire dans le
voisinage des solutions réalisables; une fois le critere d’arrét rencontré, on retourne la

meilleure solution trouvée.

7.2.1 Heuristique simple descente

La premiere heuristique proposée est le squelette d’'une méthode de descente simple. A
partir d’une solution initiale z (le probleme P3 est dominé par la permutation, donc une
solution & notre probléme est une permutation de taches de taille n), on construit une
solution z’ qui est voisine a z (2" est obtenue en permutant le contenu de deux positions de
la solution initiale z. Notons que ces deux positions sont choisies d’une maniere aléatoire).
Si la solution z’ obtenue est meilleure que z (c-a.d. f(z') < f(z)) alors on accepte cette
solution comme nouvelle solution et on recommence le processus jusqu’a ce qu’il n'y ait

plus aucune solution améliorante dans le voisinage de x.

Le critere d’arrét pour notre heuristique simple descente est le nombre de voisins de la

solution x générée. Pour notre algorithme ce nombre est fixé a 1000.

Heuristique simple descente
Début

1. Initialisation : trouver une solution initiale x, 1 = 0.
2. Tant que le critere d’arrét est non rencontré (i < 1000) faire :
3. Trouver une solution z’ dans le voisinage de x
Si f(2') < f(x)alors:z =2, i=1i+ 1.
4. Fin Tant que
Fin.

Cette méthode se base sur une amélioration progressive de la solution et donc reste blo-
quée dans un minimum local deés qu’elle le rencontre. Il existe d’une maniere évidente
une absence de diversification. L’équilibre souhaité entre intensification et diversification
n’existe donc plus. Un moyen tres simple de diversifier la recherche peut consister a exé-
cuter cet algorithme en prenant un autre point de départ. Comme l'exécution de cette
méthode est souvent tres rapide, on peut alors inclure cette répétition au sein d’une boucle

générale. On obtient alors un algorithme de type multi-start descente.
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7.2.2 Heuristique multi-start descente

Heuristique multi-start descente

Début
1. Initialisation : trouver une solution initiale x, f(meilleur) = +oc.
2. Tant que le critere d’arrét est non rencontré faire :
3. 2’ est le résultat de 'heuristique simple descente.
Si f(2') < f(meilleur) alors : meilleur = 2.
4. Générer une autre solution (un autre point de départ) x.
5. Fin Tant que
Fin.

On a choisit d’arréter notre heuristique quand le temps d’exécution dépasse 5 minutes.

7.3 Approche méta-heuristique

Cette section se concentre sur la présentation des approches métaheuristiques proposées
pour I'amélioration des heuristiques. Les métaheuristiques sont des heuristiques stochas-
tiques itératives qui progressent vers un optimum local en se comportant comme des
algorithmes de recherche, ces méthodes sont généralement hybridées avec une recherche

locale. Nous allons adopter 1'algorithme génétique.

7.3.1 Algorithmes génétique

Les algorithmes génétiques font partie de la famille des algorithmes évolutionnaires. Ils
s’'inspirent de I’évolution biologique des especes et basées sur une imitation des phénomenes
d’adaptation des étres vivants. Avec ce type de méthodes, il ne s’agit pas de trouver une
solution analytique exacte mais de trouver une bonne solution satisfaisante dans un temps
de calcul raisonnable. La premiere description du processus des algorithmes génétiques a
été donnée par Holland en 1975, puis Goldberg [31] les a utilisées pour résoudre des pro-

blemes concrets d’optimisation.

Le but de ces algorithmes génétiques est d’optimiser une fonction prédéfinie, appelée
fonction objectif, ou fitness; ils travaillent sur un ensemble de solutions candidates, ap-

pelé population d’individus ou chromosomes. Ces derniers sont constitués d’'un ensemble
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d’éléments, appelés génes, qui peuvent prendre plusieurs valeurs, appelées alléles. Un
chromosome est une représentation ou un codage d’une solution du probléeme donné. Une
premiere population est choisie soit aléatoirement, soit par des heuristiques ou par des
méthodes spécifiques au probleme, soit encore par mélange de solutions aléatoires et heu-
ristiques. Cette population doit étre suffisamment diversifiée pour que l'algorithme ne
reste pas bloqué dans un optimum local. C’est ce qui se produit lorsque trop d’indivi-
dus sont semblables. Les algorithmes génétiques génerent de nouveaux individus, de telle
sorte qu’ils soient plus performants que leurs prédécesseurs. Le processus d’amélioration
des individus s’effectue par utilisation d’opérateurs génétiques, qui sont la sélection, le

croisement et la mutation.

Pour mettre en oeuvre un algorithme génétique, il est nécessaire de disposer :

— D’une représentation génétique du probleme, c¢’est-a-dire un codage de solutions utilisé

sous la forme de chromosomes.

— D’un mécanisme de génération de la population initiale.

— D’une fonction qui permet d’évaluer I'adaptation d’un chromosome a son environne-

ment, ce qui offre la possibilité de comparer des individus.

— D’un mode de sélection des chromosomes a reproduire.

— d’opérateurs de croisement et de mutation permettant de diversifier la population au

cours des générations.

Les étapes de P’algorithme génétique

L’algorithme génétique commence par une génération d'une population initiale de Psize
individus, pour lesquels nous calculons leurs fitness et nous sélectionnons les individus par
une méthode de sélection. Ces individus seront manipulés par un opérateur de croisement

qui les choisit selon une probabilité Pcrois. Leurs résultats peuvent étre mutés par un
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opérateur de mutation avec une probabilité de mutation Pmut. Les phases de sélection
et de recombinaison (croisement et mutation) permettent de générer une nouvelle popu-
lation d’individus, qui ont de bonne chances d’étre plus forts que ceux de la génération
précédente. Les individus issus de la phase de recombinaison seront insérés par une mé-
thode d’insertion dans la nouvelle population, dont nous évaluons la valeur de la fonction
objectif de chacun de ses individus. De génération en génération, la force des individus
de la population augmente et un test d’arrét sera effectué pour décider quand arréter
I’algorithme. La Figure 7.1 présente un schéma de fonctionnement général de I'algorithme

génétique.

Génération d’une population|
initiale de taille Psize

Evaluation des Psize

individus

Selection

Croisement

Mutation

Evaluation des individus
enfants

Insertion

FIGURE 7.1 — Fonctionnement général de 1'algorithme génétique.

Adaptation de I’algorithme génétique au probleme P3

— Codage : Le premier pas dans I'implantation des algorithmes génétiques est de créer une
population initiale d’individus. Le codage que nous avons retenu est de longueur égale au

nombre total de taches a réaliser. L’'individu est alors représenté par une séquence de
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taches. La Figure 7.2 présente le codage d'une solution quelconque. La tache numéro 5
sera lancée en production la premiere, suivie de la tache 7... etc. et enfin la tache numéro

6, placée dans le dernier chromosome du code, sera lancée la derniere.

FIGURE 7.2 — Codage d’'une solution.

- Population initiale : la population initiale que nous avons considérée est composée de
séquences de taches générées aléatoirement. Le probleme principal dans cette étape est le
choix de la taille de la population. Si la taille de la population est trop grande, le temps de
calcul augmente et demande un espace mémoire important. Par contre, pour une popula-
tion de taille tres petite, la solution obtenue n’est pas satisfaisante. Il faut donc trouver
le bon compromis. Pour cela, nous avons testé le parametre Tint qui représente la taille
de notre population avec les valeurs {10, 20,50, 100} et d’apres les résultats obtenus, la

bonne valeur est Tint = 50.

- La procédure de sélection : la sélection permet d’identifier les individus susceptibles
d’étre croisés dans une population. La procédure de sélection que nous avons utilisée est
la sélection par la roulette (Roulette Wheel Selection, RWS en Anglais). La méthode
RWS exploite la métaphore d’une roulette de casino, qui comporterait autant de cases
que d’individus dans la population et ou la taille de ces cases serait proportionnelle a la
performance de chaque individu. Le jeu étant lancé, I'individu sélectionné est désigné par
l'arrét de la bille sur sa case. Dong, si on note f; la performance de 'individu 7 (la fonction

objectif de l'individu 7) et p; la probabilité de le sélectionner. Alors, p; = %

— Le croisement : le croisement permet d’enrichir la population en manipulant les com-
posantes des chromosomes. Un croisement est envisagé avec deux parents et génere un
ou deux enfants. Les individus survivants a la phase de sélection vont subir le croisement
avec une probabilité Pcrois, dans notre algorithme génétique, nous utilisons le croisement

en 2-points. Ce croisement s’effectuera de la maniere suivante :

— Choisir deux individus de la population actuelle comme parents pour générer deux

enfants.
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— Générer aléatoirement deux positions ky, ko € [1,...,n] avec ky < ko.

— Générer aléatoirement une probabilité P.

— Si P < Pcrois : on fait une opération de croisement. Ce croisement conserve dans
I'enfant ¢ la zone interne du parent j (zone comprise entre ky et k) et pour enfant j la
zone interne du parent i. Ensuite, compléter les cases vides restantes de I’enfant ¢ par les
éléments du parent i et les cases vides restantes de 'enfant j par les éléments du parent

J qui ne provoquent pas de doublon. voir Figure 7.3

par;| 1 |3 |5 | 2| 7| 8| 4] 6

enfil 3 |5 |4 | 2| 1| 7] 8] 6

par;| 5 |7 |4 2|18 3] 6

FIGURE 7.3 — Opération de croissement avec k1 = 2 et ko =5

— La mutation : Classiquement, I'opérateur de mutation modifie aléatoirement un individu
pour en former un autre qui le remplacera. La mutation nous garantit que l'algorithme
génétique sera susceptible d’atteindre la plupart des points du domaine réalisable. L’opé-
rateur de mutation utilisé dans notre cas est 'opérateur d’échange réciproque qui permet
de sélectionner au hasard deux genes et de les échanger.

Si la probabilité P, générée aléatoirement, appartient a l'intervalle |Pcroi, Pmut| nous
appliquons I'opérateur de mutation sur les deux enfants ¢ et j pour avoir deux enfants
mutés tmut et jmut, Sinon si la probabilité générée est strictement supérieure a Pmut

(P > Pmut) : dans ce cas, on copie le parent i a '’enfant ¢ et le parent j a 'enfant j.

— Fonction d’évaluation : pour chaque chromosome, qui est une permutation de n taches,

nous calculons la valeur du makespan correspondant.

— Insertion : les individus qui sont générés aléatoirement et les enfants mutés et croisés
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sont triés selon leur fonction d’évaluation dans un ordre croissant. Seule la moitié supé-
rieure de la population, correspondant aux meilleurs individus, est sélectionnée. Il est a

noter que la taille de la population reste fixe, égale a Tint, de génération en génération.

— Critere d’arrét : 'algorithme génétique s’arréte apres un nombre fixé de générations noté

Ttermax.

Finalement, les étapes de notre algorithme sont données par ’algorithme suivant :

Algorithme génétique pour le probleme P;

Initialiser : Tint, Itermax, Pmut, Pcrot, §.

Générer la population initiale de taille Tint.

Evaluer tous les chromosomes par la fonction d’évaluation.

Répéter

1=0

Tant que 0 < % faire

Sélectionner par la roulette deux parents de la population.

Générer une probabilité P

Si P < Pcroi alors

. Croiser les deux parents sélectionnés afin d’obtenir deux enfants.

. Si P €|Pcroi, Pmut] alors

. Muter les deux parents sélectionnés afin d’obtenir deux enfants mutés.
13. Si P > Pmut alors

12. Copier les deux parents sélectionnés aux deux enfants.

13.6=0+1.

14. Fin Tant que.

15. Ranger les parents et les enfants dans l'ordre croissant selon leur fonction d’évaluation.
16. Supprimer les Tint chromosomes faibles et enregistrer les Tint meilleures chromosomes
selon leur fonction d’évaluation.

17.0=1+1.

18. Jusqu’a @ = Itermax.

© 0N T W

—_ =
)

—_
[\

7.4 Expérimentations numériques

Pour évaluer 'efficacité de ’heuristique multi-start descente et de ’algorithme génétique
proposés, nous avons effectué des expérimentations numériques. Pour cela, nous avons
considéré deux types d’instances distinctes.

Le premier type est caractérisé par des temps d’exécution sur la premiere machine générés
aléatoirement comme suit : (i) a; € [1,30], ¢; € [1,40], (ii) a; € [20,60], ¢; € [10,50], et
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des temps d’exécution sur la deuxieme machine identiques et égaux au time lag b; = [; =
L = {40,60}.

Le second type est caractérisé par des temps d’exécution sur la premiere machine générés
aléatoirement comme suit : (i) a; € [1,30], ¢; € [1,40], (ii) a; € [20,60], ¢; € [10,50], et
des temps d’exécution sur la deuxieme machine identiques et égaux au time lag b; = [; €
40, 70],b; = 1; € [70,100].

Nous avons généré 100 instances aléatoires pour chaque probleme de tailles n = 20, n = 50,
n = 100, n = 500 et n = 1000. Afin d’évaluer la performance des heuristiques et de la

métaheuristique proposée, nous avons effectué une série de tests sur des instances générées

aléatoirement.
TABLE 7.1 — a; € [1,30]¢; € [1,40]
b =1, =L =40 bj=1; =L =60

HSD HMSD AG HSD HMSD AG
n =20 Best 61 73 99 88 90 98
opt 10 11 11 21 21 22
aver gey 0.085 0.081 0.075 0.005 0.005 0.004
MGZT Jey 0.35 0.31 0.31 0.05 0.05 0.04
n =50 Best 37 51 94 83 86 99
opt 15 15 15 12 12 15
AVET ey 0.09 0.08 0.07 0.003 0.006 0.056
MAL ey 0.32 0.32 0.30 0.015 0.013 0.012
n =100 Best 29 39 92 52 56 86
opt 5 5 6 4 6 4
aver gey 0.09 0.09 0.09 0.003 0.003 0.02
MGZT Jer 0.30 0.30 0.28 0.04 0.03 0.03
n = 500 Best 20 44 7 46 57 91
opt 5 5 8 10 12 13
AVET dey 0.10 0.09 0.08 0.001 0.001 0.000
MAL ey 0.31 0.30 0.30 0.018 0.015 0.013
n = 1000 Best 21 40 84 53 69 89
opt 18 20 30 19 25 39
aver gey 0.10 0.09 0.09 0.000 0.000 0.000
MGZT Jer 0.31 0.29 0.29 0.016 0.014 0.013

D’apres les expérimentations numériques, nous avons observé que ’heuristique multi-start
descente (HMSD) et l'algorithme génétique (AG) donnent de bonnes solutions. Et que
I’algorithme génétique domine 'heuristique Multi-start descente et ’heuristique simple
descente (HSD) en terme de performance dans la plupart des cas. Pour le premier type
d’instance, c.-a-d. le cas ou les temps de traitement sur la deuxieme machine sont iden-
tiques et égaux au temps de latence b; = [; = L, nous avons remarqué que les solutions

obtenues par 'algorithme génétique sont tres proches de 'optimum avec une déviation
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TABLE 7.2 — a; € [20,60]c; € [10,50]

bj=1; =L =140 bj=1;=L="170

HSD HMSD AG HSD HMSD AG
n =20 Best 32 50 96 63 74 97
opt 5 6 7 5 6 6
Yoaver e, 0.22 0.21 0.20 0.063 0.055  0.050
Tomax gey 0.39 0.38 0.37 0.23 0.21 0.21
n =50 Best 10 22 94 45 48 99
opt 2 2 3 3 4 4
%aver ey, 0.24 0.24 0.22 0.072 0.07 0.06
Tomazx gey 0.35 0.34 0.32 0.31 0.31 0.28
n =100 Best 7 21 88 25 34 90
opt 2 2 3 2 ) 2
Yoaver e, 0.24 0.23 0.23  0.07 0.064  0.066
mazx gey 0.35 0.35 0.36  0.236 0.231 0.22
n = 500 Best 97 98 100 35 47 88
opt 4 4 ) ) ) 10
%aver ey 0.44 0.42 0.42 0.08 0.07 0.07
Tomax gey 0.84 0.80 0.75 0.30 0.29 0.28
n =500 Best 90 95 100 38 49 88
opt 3 4 5 4 5 9
Yoaver e, 0.45 0.41 0.39 0.09 0.08 0.07
%mazx gey 0.80 0.75 0.70 0.31 0.29 0.28

moyenne inférieure a 0.10 et une déviation maximal inférieure a 0.3 pour la plupart des
instances. Par ailleurs, plus les temps de traitement sur la premiere machine augmentent,
plus la qualité des solutions obtenues se détériorent mais restent toujours qualifiées comme
de bonnes solutions; les déviations moyennes obtenues dans ce cas sont inférieures a 0.25
et les déviations maximales inférieures a 0.4. En ce qui concerne le second type d’ins-
tances, c.-a-d. le cas ou les temps de traitement sur la deuxieme machine sont variables,
nous avons observé que les solutions obtenues sont d’'une qualité moyenne comparée aux
solutions obtenues pour le premier type d’instance avec une déviation moyenne qui tourne
au tour de 0.4 (voit Table 6.3 et Table 6.4).

94



chapitre 7 Résolution du probleme Pj : F2|ChR,b; = 1;|Cyas

TABLE 7.3 — a; € [1,30]¢; € [1,40]

b; = 1; € [40,70] b; = 1; € [70,100]

HSD HMSD AG HSD HMSD AG
n =20 Best 53 73 99 80 85 98
opt 10 10 13 20 25 24
QVET gey 0.095 0.081 0.065 0.005 0.005  0.004
MAX der 0.35 0.29 0.27  0.05 0.05 0.04
n =50 Best 37 51 94 83 86 99
opt 13 15 18 12 12 15
QVET dey 0.10 0.08 0.07  0.003 0.006  0.056
MAX ey 0.33 0.32 0.30 0.015 0.013  0.012
n =100 Best 29 37 92 50 56 87
opt 5 5 6 4 6 4
AVET dey 0.11 0.09 0.09 0.004 0.003 0.02
MAZX dew 0.31 0.30 0.28 0.04 0.02 0.03
n =500 Best 20 44 77 45 57 90
opt 5) 5) 8 11 12 15
QVET dey 0.10 0.09 0.07  0.000 0.000  0.000
MAX ey 0.31 0.30 0.30 0.018 0.015  0.013
n = 1000 Best 21 40 84 53 69 89
opt 18 20 30 19 25 39
AVET dey 0.12 0.10 0.08  0.000 0.000  0.000
MAZL dey 0.31 0.29 0.29 0.016 0.014  0.013

TABLE 7.4 — a; € [20,60]c; € [10,50]

bj = lj S [40, 70] bj = lj S [70, 100]

HSD HMSD AG HSD HMSD AG
n =20 Best 30 50 96 63 74 97
opt 4 6 7 5) 5) 6
AVET dey 0.26 0.25 0.21 0.063 0.055 0.050
MAT ey 0.39 0.38 0.37 0.25 0.21 0.21
n =50 Best 10 22 94 45 47 97
opt 2 2 3 3 4 4
AVET dey 0.25 0.24 0.22 0.082 0.07 0.06
MAZ ey 0.35 0.34 0.32 0.32 0.30 0.28
n = 100 Best 8 18 88 23 36 90
opt 2 2 3 2 5) 2
AVEr dey 0.24 0.23 0.23 0.08 0.065 0.076
MAT ey 0.35 0.35 0.36 0.25 0.241 0.21
n = 500 Best 88 93 100 32 41 88
opt 1 3 6 2 ) 11
AVET dey 0.41 0.42 0.39 0.10 0.07 0.06
MAZT Jey 0.84 0.80 0.75 0.30 0.31 0.29
n = 500 Best 90 95 100 37 48 89
opt 2 4 6 4 ) 9
AVET dey 0.41 0.40 0.34 0.10 0.08 0.06
Max dey 0.80 0.75 0.70  0.33 0.31 0.30
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Conclusion

Dans cette these, nous avons considéré le probleme d’ordonnancement de taches dans un
atelier de type chain-reentrant en présence d’un temps de latence dont 1'objectif est de
minimiser la date de fin de traitement des taches. Nous avons traité le cas de deux ma-
chines, ce probleme est noté Py : F2|ChR, 1;|Caz-

Comme ce probleme est nouveau, on s’est focalisé sur 1’étude de sa complexité. Selon
les valeurs des temps de traitement des taches et les temps de latence, deux sous-cas du
probleme général ont été considérées. La premiere concerne le cas ot les temps de latence
sont identiques, ce probleme est noté P, : F2|ChR,l; = L|Cy,q, tandis que la deuxiéme
extension concerne le cas ou les durées de traitement sur la deuxieme machine sont égaux
au time lag noté P : F2|ChR,b; = 1;|Chyas-

Pour ces deux sous-cas, nous avons établi des résultats de type NP-difficulté et des algo-
rithmes résolubles en des temps polynomiaux pour résoudre de nombreux sous-problemes

faciles.

Pour la résolution du probleme, P», nous avons proposé des heuristiques de type algo-
rithme de liste. Tous ces algorithmes ont été testés et comparés sur des instances générées

aléatoirement.

Dans le cas du probleme, P3, nous avons proposé des heuristiques basées sur une recherche
aléatoire, et une métaheuristique de type algorithme génétique avec des expérimentations

numériques.

Beaucoup de problemes ont été étudiés dans cette these, certains sont difficiles, d’autres
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sont faciles (au sens de la complexité) et plusieurs algorithmes ont été proposés, toutefois

beaucoup de questions restent en attente : améliorer les algorithmes existants, étudier

d’autres sous-problemes et proposer d’autres approches de résolution. Les résultats obte-

nus ouvrent la voie a de nouvelles pistes de recherches intéressantes :

1.
2.

Etendre ce travail au cas de m machines.

Etendre ce travail a d’autres criteres d’optimalité comme la somme des dates de fin

de traitement (pondérée ou non).
Considérer d’autres types d’ateliers open shop et job shop.

Résoudre le probleme avec des méthodes exactes comme la méthode de Branch and

Bound et la programmation dynamique.

Comparer les performances des algorithmes de liste avec la solution optimale pour

des problemes de petites tailles.

. Améliorer les bornes inférieures.

. etc.
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