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Introduction

Le présent mémoire concérne 1’étude de I'apprentissage dans les Chaines de Marov cachées,
qui est caractérisé par deux processus, un est caché, il correspond & la séquence des états que
suit le phénomeéne étudié et 'autre est observable, il correspond & la séquence de 1’événement
secondaire.

Le probleme général est celui de I’estimation de la réalisation inobservable de la chaine.
La modélisation générale permet ’application des techniques bayesiennes et les résultats
obtenus sont, en général, satisfaisants. En situations réelles, les parameétres définissant
le modeéle sont inconnus dans de nombreux cas. On est ainsi confronté, au probléme de
I’estimation de tous les paramétres du modeéle & partir des données bruités.

Un certain nombre de techniques comme la méthode d’estimation Expectation Maximi-
sation (EM), l’algorithme de Viterbi a été proposé par les auteurs.

Ici dans ce mémoire en s’intéresse essentiellement a une méthode d’estimation par Baum-
Welch qui est un cas particulier de EM.

Pour illustrer notre travail nous présentant un exemple d’apprentissage par les CMC sur
un probléme générales auquel nous allons essayez d’apporter une solution. Notons que une
fois un modele est construit, dans le cas générales, il est facile de ’adapter au domaine dans
lequel se pose le méme probléme. La question qui se pose dans ce cas est la suivante :

Etant donné une observation de I’événement secondaire comment retrouver I’état du
phénomeéne qui a permit la réalisation de cet événement?

On constate sur le progres réalisés ces derniéres années dans tous les domaines sont dues
en grand partie a I'utilisation d’approches statistique.

Parmi, celles-ci la modélisation baseés sur les Chaines de Markov Cachées, qui sont des

fonctions aléatoires de chaines de Markov, qui ont été introduit par Baum, Petrie et Eagon
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a la fin des années soixante[15] Il fallait attendre une quinzaine d’année pour trouver leur
premiére application. Pendant la derniére décennie, les Chaines de Markov cachées, sont
devenus un outil trés utilisé dans la modélisation des séquences de variables aléatoires. Ces
modele ont permis de représenter des séries temporelles dépendantes de facteurs non observ-
ables, mais restent encore mal connus dans certains domaines comme, le traitement d’images
dynamiques et I'estimation des parameétres des systéme dynamiques non stationnaires [12].
Néanmoins, les Chaines de Markov cachées connaissent actuellement un net regain d’intérét
dans leurs aspects théoriques que dans leurs aspects appliquées. Actuellement, ces modéles
sont largement appliqués dans plusieurs domaines tels que : intelligence artificielle, recon-
naissance de la parole et des forme [49], reconnaissance de 'écriture [6] traitement su signal,
biologie moléculaire[39], [89] ; ’économie (le marché financier), [36] ; ou le diagnostique
médical, robotique,. . . etc.

Une Chaine de Markov cachée est un processus doublement stochastique dont une
composante est une chaine de Markov non observable (qui est la chaine d’états) et 'autre
composante est une séquence d’observations (selon une certaine loi probabiliste) produite
par la chaine des états. Ainsi, la Chaine de Markov cachée est un modéle statistique qui
peut étre estimé a partir de la séquence observée.

Notre choix de I'application des Chaines de Markov cachées porte sur la loi de Bernoulli
de parameétre p. Plus précisément, nous considérons une série de lancers de piéces de mon-
naies 17, ”2”et ”3”. Le résultat observé est une suite de piles et faces tandis qu'un autre
résultat non observé est une suite de 17, "2” et de ”3” qui donne l'ordre dans lequel
sont lancées les deux pieces de monnaies. Dans notre cas, le modéle de Chaines de Markov
cachées est caractérisé par un modele Markovien & espace d’états fini et par un ensembles de
distributions de sortie. Les paramétres de transition dans la chaine de Markov modélisent
le passage d'un état a un autre dans le systéme tandis que les parameétres de sortie (les
parameétres d’émission) modélisent 1’émission d’une observation par un état du systéme.

Le modele de Markov que nous étudions est limité par les caractéristiques suivantes :

(i) les observations sont supposées étre conditionnements indépendantes par rapport aux

états et (ii) les facteurs cachés obéissent a une loi markovienne d’ordre un. Notre travail est
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organisé en quatre chapitres et une conclusion, suivis d’une bibliographie. Certains rappels
de définition et les organigrammes des algorithmes utilisés sont donnés en annexe.

Le chapitre 1, comporte des notions générales sur I'apprentissage, et une synthese sur les
différents types de celui-ci, souvent I’lhomme est confrontée au phénoméne d’apprentissage
qui fourni un grand nombre d’outils aux industriels et aux entrepreneurs depuis bientot un
demi-siecle. Mais Qu’est-ce qu'un apprentissage 7

Apprendre est une transformation de l’espace d’entrée vers l’espace de sortie, ’entrée
(observation) constitue les variable indépendante: les attributs, les symptomes et les sortie
sont les objectifs qui représentes les classes ou variable indépendantes.

La théorie de 'apprentissage aborde les probleme de régression, d’estimation de densité,
mais elle se définit d’abord autour des probléme de classification[23] de données, qui consiste
a déterminer les paramétres du systéme adaptables, probabiliste ou déterministe, & partir
d’ensemble d’exemples, dans le but de généraliser, c’est- a-dire classer correctement de
nouvelle données.

Ces probléemes sont généralement abordés comme un probléme de " minimisation " la
perspective visée est le plus souvent " minimax ". L’objectif n’est pas d’estimer correctement
les parameétres qui sous-tendent la production des données, mais plus d’ailleurs la minimisa-
tion de Perreur de prédictions (mal classer une donnée, mal prédire la valeur d’observation).

Il n’existe pas de définition générale, universellement, ce concept touche a trop de notions
distinctes, qui dépendant du point de vue que I'on adopte.

Dans le chapitre 2, nous rappelons quelques notions sur les processus aléatoires, les
chaines de Markov, les matrices de probabilités de transitions, le graphe de transitions ainsi
que le traitement des propriétés des processus de Markov tel que I’érgodicité et les conditions
de stationnarités. Les propriétés de Markov ainsi traitées sont utiles dans notre étude de la
chaine de Markov cachée. Par ailleurs, nous introduisons les Chaines de Malakov cachées en
: (i) donnant leurs définition, (ii) citant un historique de 1’évolution du traitement des chaine
de Markov cachés ainsi que les différents domaines d’application actuels, (iii) schématisant
des exemples qui illustrent les constituants d’'une CMC, (iv) spécifiant une CMC, par la
définition de ses parameétres et leurs notations et enfin (v) nous donnons une classification

dans la structure des chaines de Markov cachées.
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Le chapitre 3, est une étude probabiliste de la résolution des problémes d’évaluation et
de recherche d’optimum pour une CMC. Dans cette étude nous présentons les différentes
procédures utilisées dans ’étude des CMC tel que (i) la procédure forward et la procédure
backward pour le calcul de la vraisemblance du modeéle, (ii) 1’algorithme de Viterbi pour la
détermination du chemin optimal, ainsi que (iii) l’alternative de la méthode forward-backwar
appelée lalgorithme Baum-Welch ou EM afin de calculer ’ensemble de parameétres optimal,
c’est a dire trouver les valeurs de probabilités de transitions et d’émissions qui maximisent
la vraisemblance du modéle.

Dans le chapitre 4, nous considérons notre modéle de Chaines de Markov cachées a
trois états (trois pieces de monnaies) ot chaque état émet une observation selon une loi de
Bernoulli de parameétre p, Nous mettons ensuite en application des algorithme du chapitre
3 sur une séquence donnée, & savoir l'apprentissage de Baum-Welch oti nous étudions le
comportement des parameétres estimés en fonction des valeurs initiales des modéles.

Nous terminons ce mémoire par une conclusion générale dans laquelle nous donnons une
synthése de l'application du chapitre 4, les problémes pratiques de I'implémentation des

programmes des algorithmes du chapitre 3 et les possibilités d’extensions de ce travail.



Chapitre 1

Généralités sur ’apprentissage

1.1 Introduction

Le mot « Apprentissage » désigne changement sur un systéme qui améliorent son fonction-
nement dans une direction donnée. Donc, selon les types de changements et les différentes

directions, on peut trouver plusieurs définitions proposées.

Définition 1.1.1 Selon H.A. Simon[83] 'apprentissage désigne les changements, dans le
systeme, qui sont adaptatifs dans le sens ou ils permettent au systéme d’exécuter la méme

tache du méme échantillon, et ceci d’une maniére plus efficace, la prochaine fois.

On peut remarquer que cette définition n’est pas générale. Ainsi, il est possible de
trouver des phénoménes d’apprentissage mais le critére d’amélioration n’y est pas facile
a appliquer. Si on prend le contre exemple :” I’huile d’olives s’améliore avec le temps 7,
il est clair que cette amélioration ne peut jamais qualifier un phénomene d’apprentissage
repproche aussi a la définition de Simon le fait que 'homme, notre référence en matiére

d’intelligence artificielle, n’apprend pas uniquement pour refaire la méme tache plusieurs

fois.

Définition 1.1.2 Minsky a donner une définition plus générale : « l’apprentissage est la

construction de changements utiles dans nos cerveauz.
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Mais ’apprentissage a des relations plus étroites avec une autre activité plus complexe
parmi lesqueles on peut citer les phénomeénes de la découverte, de la compréhension et de
la résolution de problemes. En effet, 'apprentissage est un cas particulier de résolution de
problémes, a partir d’'un environnement de données, il s’agit pour le systéme d’en sélectionner
certaines, de les structurer et de les intégrer a ’ensemble déja mémorisé, afin de pouvoir les
utiliser ultérieurement.

Ils s’intéressent aux processus par lesquels 'homme développe ses capacités au fur et a
mesure s’il exerce une tache donnée. Les psychologues, a leur tour, définissent ’apprentissage
comme « l'acquisition d’habilité ».

Ils s’intéressent aux processus par lesquels 'homme développe ses capacités au fur et a
mesure s’il exerce une tache donnée.

Un autre point de vue, adopté par les chercheurs qui identifient I’apprentissage a «
I’acquisition de connaissance explicite. ».

Cette acquisition doit étre sélective, i.e elle doit simplifier et préciser, plus rapide et a
moindre cott. Cette sélection n’est pas toujours évidente ainsi, I’événement le plus précis
peut servir d’exemple général pour une catégorie d’événements [54].11 est aussi évident sue le
systeme d’acquisition de connaissance ne va pas copier la mémoire de la machine il doit par
contre la représenter sous forme adaptée au systéme expert. C’est pourquoi R.S.Michalski
a caractérisée ’apprentissage par :

« L’apprentissage est la construction ou la modification de la représentation de ce qui a
été expérimenté ».

Cette représentation est qualifié par :

Sa validité : elle représente le degré d’exactitude avec lequel la représentation cadre
avec la réalité.

Son efficacité : ce facteur caractérise 'utilité de la représentation et son effet sur le
systéme d’exécution.

Son niveau d’abstraction : qui identifie le degré ou la puissance d’explication de la
représentation.

La meilleure définition ne pourrait étre donnée qu’au moment ot 'on peut affirmer que

I’on a bien compris ce processus.
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1.2 Historique

L’apprentissage est une discipline relativement jeune. Sa naissance s’est manifestée par
la premiére conférence internationale (The first Machin learning work-shop) qui a eu lieu
en 1980 a carnegie Mellon. Ceci n’exclue cependant pas son existence depuis presque une
cinquantaine d’années, vers les années 50 tout au début de l'intelligence artificielle. D’une
facon plus formelle, les travaux dans ce domaine se distinguent par :

- La qualité de la connaissance initiale précongue dans le systéme.

- La facon de présenter et modifier cette connaissance.

1.3 Nécessité de 'apprentissage

Le processus d’apprentissage consiste en une modification systématic en cas de répétition
d’une situation stimulante, ou encore en dépendance d’un contact antérieur avec une situa-
tion donnée.

C’est un attribut déterminant de I'intelligence. C’est pourquoi, il fait ’objet d’étude dans
plusieurs domaines s’intéressent & la compréhension de l'intelligence. Parmi ces domaines,
on peut citer : les sciences cognitives, 'intelligence artificielle, la reconnaissance des forme,
la psychologie,. . ..

Plusieurs raisons pratiques et théoriques on motivé la recherche dans le domaine de

I’apprentissage.

1.3.1 Au niveau pratique

Les systémes existants (sans apprentissage), malgré leur succes, présentent des limites [23].
Ainsi par exemple dans une application opérationnelle de 'intelligence artificielle on recense
les limites suivantes.

- La connaissance d’un systéme doit étre entiérement programmeée, et par conséquent,
plusieurs hommes année sont nécessaires pour la construction d’un systéme dans le domaine
riche en matiére de connaissance.

- Toute erreur contenue dans la base de connaissance, et sans une autre récriture de

cette base, ne peut étre évitée ultérieurement.
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- Le systéme ne peut pas améliorer sa connaissance en utilisant son expérience. Ceci
présente un inconvénient pour de tels systemes qui ont une durée de vie relativement longue.

Donc, il ne peut ni formuler de nouvelles abstractions, ni trouver des analogies aux
solutions anciennes, ni découvrir des nouvelles. Ces systéme sont alors dits purement dé-
ductifs du moment ou il ne peuvent que tirer des conclusions incorporées dans leurs bases
de connaissance et éliminer les parties inutiles en fonction de ses besoins. Un besoin est
encore senti dans le domaine de la vision. Ainsi, pour que la machine puisse voir un objet,
il faut lui introduire plusieurs concepteurs géométriques, des descriptions physiques et des
informations relationnelles de ces objets. Ce qui alourdie la tache au concepteur. Dans le
domaine de la compréhension de la parole, pour pouvoir, par exemple, dialoguer en langue
naturel avec I’homme, le systéme doit avoir toutes les propriétés syntaxiques du langage et
des milliers de concepts et de structures représentant sa sémantique.

Il est donc évident qu’'un systéme d’apprentissage facilite ces taches en automatisant la

construction de tels systémes.

1.3.2 Au niveau théorique

La compréhension de la nature du processus de 'apprentissage chez ’lhomme représente un
outil voir un but trés important. Ainsi, pour avoir des modeles bien solides de ’apprentissage,
il faut bien comprendre le processus utilisé par 'homme. On pourra peut-étre non pas
simuler ce processus mais le sophistiquer. En, effet, I'utilisation de la machine va nous
éviter la lenteur du processus chez I’homme ; tout en nous permettent d’en faire des copies,
et accélérer le transfert de la connaissance.

Ainsi, la compréhension de I'apprentissage a un effet important sur les systémes
D’éducation. On pourra améliorer les méthodes D’enseignement et les systémes
d’enseignements interactifs assister par ordinateur. Dans de tels systémes 'instructeur et
I’éléve doivent tous les deux apprendre.

L’apprentissage représente aussi un grand intérét pour les machines a temps partagées.
Dans de telles machines, ot des programmes différents utilisent la mémoire d’une fagon

compliquée, une modification ou une correction n’est pas une tache facile. Ainsi,
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L’apprentissage, par lequel I’homme modifie et corrige une mémoire extrémement complexe,
sera un outil important de déboguage pour ces machines.

Pour toute ces raisons, on voit ses derniéres années I'importance de I’apprentissage croitre
(Y. Kodratoff) affirme que : « résoudre le probléme de apprentissage et donner au systéme
des connaissances lui permettant de découvrir de nouvelle connaissances sera certainement
’axe le plus important dans les prochaines années ». Et pour (Y. Kodratoff) : « 'initiative
personnelle des ordinateurs ne peut que croitre, et on arrivera a des machine ayant des

personnalités propres ».

1.4 Objectif des systémes d’apprentissage

Les objectifs fixés par ’ensemble des travaux d’apprentissage sont :

Analyse théorique et développement d’algorithmes généraux d’apprentissage :

Dans le but de simplifier le processus d’apprentissage, des algorithmes généraux sont
développés. Ces algorithmes peuvent ne pas étre similaires au processus utilisé par ’homme.
Néanmoins, leurs structures de connaissances produites sont similaires.

Le développement de modéles artificiels des processus d’apprentissage

L’objectif visé par de telles recherches est le développement de théories et de mod-
¢les expérimentaux de I'apprentissage humain. Ces recherches présentent un grand in-
térét pour améliorées les systémes d’éducation existant et pour développer des techniques
d’apprentissage.

Construction des systémes d’apprentissage pour des domaines spécifiques

Ici, les recherches sont spécialisées. Des systémes d’apprentissage particuliers et liés a
des domaines spécifiques sont développés. Ayant un contact direct avec le monde réel, ces
systémes servent de guide pour les deux autres types de recherche. En, effet, une solution
pour un probléme donné peut étre généralisée pour toute une classe de problémes.

Ces trois directions de recherches dépendant I’'une de 'autre, les travaux dans un domaine

utilisent les résultats des autre approches.
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Pour situer notre travail, on dira qu’il représente une méthode d’apprentissage, qui est
un probléme d’optimisation c’est a dire chercher la meilleur hypothése par les chaines de

Markov cachées (CMC).



Chapitre 2

Chaine de Markov cachée

2.1 Introduction

Les Chaines de Markov Cachées ont été proposées pour la premiére fois (en 1966) par Baum
et Petrie dans le cas des observations & valeurs discrétes. Une quinzaine d’années plus tard,
plusieurs applications ont été proposées dans différentes domaines, la premiére application
étant la reconnaissance de la parole [49]. Nous notons que dans le traitement des Chaines
de Markov cachées, nous utilisons certaines propriétés des chaines de Markov telles que
I’homogénéité et la stationnarité.

En premier, il nous a paru indispensable de passer en revue 'historique des Chaines
de Markov cachées depuis leurs introduction jusqu’a leurs derniéres applications. Ensuite,
nous définissons brievement les Chaines de Markov et nous continuons & étudier leurs pro-
priétés telles que le théoreme ergodique et les conditions de stationnarité que nous utilisons
ultérieurement dans les applications des CMC.

Par ailleurs, nous définissons les Chaines de Markov cachées, et nous donnons leur spé-
cification et leur structure générale. Nous exposons dans la méme partie des exemples
illustrateurs des Chaines de Markov cachées pour mieux comprendre la distinction entre
I’espace des états et celui des observations. Nous terminons ce chapitre par le classement
des principaux types de CMC.

Dans ce qui suit, nous présentons les diverses étapes de I’évolution des modeles de

Chaines de Markov cachés et leurs différentes applications.
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2.2 Historique et applications

En 1913, une premiére application des Chaines de Markov a été développée pour le texte de "
eugen onyegin [57]" A la fin des années 40 et le début des années 50, on continuait a appliquer
les Chaines de Markov pour traiter le langage, [82]. Dans les années 50, plusieurs travaux
ont été entrepris concernant la programmation dynamique, leurs applications et le calcul du
maximum de vraisemblance pour les données manquantes [38].Patric Billingsley a exposé,
dans son article de 1960, 'aspect mathématique de l'inférence statistique appliquée aux
Chaines de Markov cachées et en 1961 Emanuel Parzen a discuté le probléme de ’estimation
de la fonction de densité de probabilités.

En 1966, Baum et Petrie introduisent les Chaines de Markov cachées en les appelant
fonctions probabilistes des Chaine de Markov finies. A partir de cette année et jusqu’aux
années 70, des recherches trés actives ont abouties au développement d’algorithmes efficaces
pour l'estimation des paramétres du modele de CMC, ainsi que le décodage de la suite d’états
cachés. Nous citons les travaux de Baum, Eagon Sell et Petrie,[18], [66] on ont été développés
des algorithmes itératifs, basés sur le maximum de vraisemblance pour I’estimation des états
cachés et 'estimation des parameétres du modele.

En 1970, 'utilisation des CMC devient plus claire grace a leur description par I’exemple
des urnes de la part de Neuwrith qui a employé pour la premiére fois 'expression "Chaines
de Markov cachées (CMC)" au lieu de "( fonction probabilistes de chaines de Markov). Des
algorithmes efficaces de décodage utilisés en théorie de I'information ont servi a ’estimation
de la suite d’états cachés. Parmi ces algorithmes, 'algorithme de Viterbi [87] et[35] a été
largement exploité au décodage de la parole, posséde une complexité de calcul linéaire avec
la longueur de la suite d’observations & décoder et permet d’estimer des états du modele
correspondantes au meilleur chemin. D’autre part, l'algorithme EM est aussi largement
exploité dans ce domaine [28],[41], [40].

A partir de 1975, de nombreuses applications ont été développées. Ces applications ne
se bornent pas aux modéle Markoviens cachés de base, mais plusieurs notions,provenant
des extensions théoriques de ces modeéles et de leurs variantes, ont été introduites dans ce
but d’améliorer les (DHMC : Discret Hidden Markov Chain, CHMC : Continuous Hidden

Markov Chain, etc). Parmi les domaines d’application des CMC, nous citons la recon-
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naissance automatique de la parole, le traitement du signal, la modélisation du langage, la
robotique, les finances, la biologie et la médecine.

Reconnaissance automatique de la parole (RAP) :

Dés leur introduction en 1975, indépendamment par un groupe d 'IBM Et par Baker[11],
les CMC ont pris une importance considérable au point ou la quasi-totalité des systémes
de la RAP utilises cette modélisation. Toutefois, on continuait a utiliser des résultats
des processus acoustiques pour la reconnaissance de la parole [9]. Les Chaines de Markov
cachées supposent que le phénoméne modélisé est un processus aléatoire inobservable qui
se manifeste par des émissions elles méme aléatoires. Ces deux phénoménes donnent a
I’approche markovienne une flexibilité pour la modélisation d’un phénomeéne complexe qui
est la production de la parole. Depuis les années 80, des études approfondies pour évaluer
et tester cette nouvelle technique ont été entreprises dans les grands laboratoires et dans
plusieurs secteurs tels que : (i) les mots isolés[53], [74], (ii) la parole continue et discréte ,
et (iii) les vocabulaires[91].

Traitement du signal :

A u départ les signaux étaient traités par I'analyse spectrale, mais depuis 'introduction
des CMC dans le domaine, les application n’ont cessées de s’élargir,[50], utilisant les CMCs
pour le traitement des signaux et tout spécialement ’algorithme EM pour extraire des
signaux markoviens dans ’espace d’états fini & temps discret. La méme estimation a été
appliquée par Fredkin et Rice (1992) pour Iidentification des parametres d’CMC a partir
d’un canal
D’enregistrement, et ce pour une application dans le domaine de la biologie.

Modélisation des langages:

En 1996, Huang et Jack ont étudié la reconnaissance des mots isolés dans un langage
continu et, en 1987, Katz a donné une description d’un modeéle de langage de type "m-gram".

La théorie du décodage:

Omura (1969) a appliqué I’algorithme de Viterbi comme un décodeur optimum des régu-
lateurs de controle par les technique de programmation dynamique. Par ailleurs, Bahl et
All. (1975) ont utilisé une approche de décodage des codes linéaires par minimisation du

ratio de I'erreur des symboles.

10



2.2. Historique et applications

La robotique:

Dans I’étude des mouvements d’obstacles d’'un robot mobile, Quilan [72] a développé
une approche qui impose une stratégie de contréle pour que le robot puisse bouger dans
un environnement dynamique avec la vitesse prédéfinie et sous certaines contraintes. Les
CMC sont utilisés pour prédire les sauts d’obstacles qui sont considérés comme des proces-
sus stochastiques. L’étude a permis de conclure que la modéle donne une description des
mouvements aléatoires et que les CMC se veulent trés cohérents avec les caractéristiques de
ces mouvements et de leur nature stochastique.

La finance:

Cover (1984) s’est intéressé a la maximisation du revenu d’un capital investi et a utilisé
les techniques de programmation dynamique pour atteindre son objectif. Ces derniéres
années, l'intérét de 'application des CMC porte de plus en plus sur le domaine des finances.
A titre d’exemple, Zucchini (1991) a considéré le modéle de commercialisation des actions
sur un ou plusieurs sites et a utilisé les CMC pour identifier la présence ou ’absence des
anticipations des actions sur des journées successives.

La biologie:

La premiere application des chaines de Markov cachées dans le domaine de la biologie a
été réalisée par Churchil en 1989. Pendant la derniére décennie, les CMCs sont devenus un
outil largement utilisé pour la modélisation des séquences biologiques. Nous citons a titre
d’exemples:

- La modélisation des familles des séquences biologiques[13] ;

- L’alignement multiple des séquences ;

- L’identification de I'activité électrique des structures moléculaires appelée canaux ion-
iques (ion channels) ;

- La détection des régions homogeénes dans le génome.

Par ailleurs, ce domaine d’activité et de recherche a été soutenu par des chercheurs en
informatique et des statisticiens mathématiciens pour la résolution des problémes d’ordre
biologique, [80] et Nous pouvons aussi trouver une riche information en matiéres sur le web,
toutes les adresses correspondantes ayant été collationnées par Attwood et Parry- Smith

(1999).
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La médecine:

Dans son article sur ’analyse des données concernant les rechutes et les remises d’une
maladie, Albert (1994) a montré que les modeles markoviens conviennent bien a I’état de
santé des malades et fournissent une estimation efficace des caractéristiques importantes
du déroulement de maladie. Par ailleurs, en présence d’une série de données concernant
le nombre de naissances par césarienne, Zucchini et MacDonald (1997) ont montré que les
CMC sont les meilleurs parmi toutes les méthodes autorégressives appliquées et donne une
flexibilité considérable pour les séries temporelles ayant une tendance et une dépendance
dans le temps.

Les CMC ne cessent d’étre appliqués dans plusieurs autres domaines que le cadre de notre
travail ne nous permet pas d’étaler. Nous citons I’étude des comportement des animaux et

la climatologie , [58]

2.3 Le modéle de Markov

2.3.1 Processus aléatoire

Considérons les deux espaces probabilisables (2, A) et (R, ) et lapplication X (.) de

I'espace d’épreuves () dans la droite des nombres réels R :

X() : Q—=R,
Vw € 2~ X(w) eR.

Définition 2.3.1 [application X (.) est une variable aléatoire réelle si, l’image réciproque,
X~YB), par X de chaque borélien B, de la o — algebre de borele By, est un événement

aléatoire de la 0 — algebre A.

VBEfp=X'B)={weQ: X(w)eB}c A (2.3.1)

Remarque 2.3.1 Du fait que la 0 — algebre de borele By est engendré par tous les inter-
valles semi-ouverts de la forme | — oo, x|, alors une variable aléatoire peut étre définie par

la définition équivalente suivante :
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Définition 2.3.2 lapplication X (.) de Q dans R, est une variable aléatoire réelle si pour

tout x € R, le sous ensemble :
VBEfpr= A, =X "'(]—o0,7]) ={weN: X(w) <} (2.3.2)
est un événement aléatoire A, € A.

Une séquence de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées est ap-
pelée processus stochastique, mais n’est pas intéressant en tant que modeéle stochastique
parce que les variables se comportent plus ou moins de la méme maniére. Pour introduire
une plus grande variabilité, nous pouvons considérer le cas ou ces variables dépendent du
passé par des équations de récurrence.

Les chaines de Markov a temps discret possédent cette caractéristique. Dans une chaine
de Markov d’ordre 1, la dépendance (par rapport au temps) des états prend en considération
le seul état précédent. Cependant, cette limitation de mémoire, suffit pour produire une
large diversité dans le comportement des variables, chose pour laquelle les chaine de Markov

trouvent plusieurs applications dans divers domaines.

Une suite (Xn)nzo de variables aléatoires dans ’ensemble FE est appelée processus
stochastique a temps discret dans ’espace des états FE. Nous nous intéressons au cas ou
I'ensemble E est fini E = {iy, ig,...0¢, ..., in}.

Si

X, (w) =14

le processus est dit étre a ’état ¢; au temps n .

2.3.2 Chaines de Markov homogénes

Soit (X,),>, une suite de variables aléatoires définie sur (2, @, P) a valeurs dans (E, F)
un processus stochastique a temps discret et & espace d’états F fini ou dénomrable.Alors

(X5),>o est une chaine de Markov si pour tout entier pour tous les états ig, i1, ...ip—1,1, J

P(Xp1=J /) Xp="4,,Xn1=1n1,.,Xo=1i0) = P (Xpy1 =7 /X0 =1) (2.3.3)
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Cette définition signifie que, pour le futur ’histoire du processus jusqu’a 'instant n est
entierement résumée par son état a 'instant n. La chaine de Markov est homogeéne si la
partie droite de I’équation est indépendante de n [Reinhard (1996)], cette propriété est dite
de Markov.

La matrice P = {p;;} telle que

ijeE
Pij = P(Xn—H =J /Xn :i)

est la matrice de probabilité de transition de la chaine de Markov homogene, et vérifie pour

tous les états ¢ et j :

0 < pi <1
et
d opiy =1 (2.3.4)

jJEE

La matrice P est appelée matrice sthocastique.

2.3.3 Graphe de transition

La matrice de transition dans une chaine de Markov est représentée par un graphe de
transition G ayant pour noeuds les états de E.Un arc (i, j) de ce graphe est orienté de 1’état
it a l'état j si et seulement si p;; > 0. Les arcs et les noeuds correspondants a une matrice

de transition d’une chaine de Markov sont représentés dans la figure ci-dessous.

0 p2 0 O

D21 P22 P2z O
0 0 0 ps3y

0 P42 P43 P44
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i

Les transitions dans la chaine de Markov

2.3.4 Etats communicants et récurrence

Un état j est dit accessible a partir de I'état ¢ ¢’il existe un entier m > 0 tel que la
probabilité d’atteindre ’état j & partir de 'état ¢ aprés m transitions n’est pas nulle,
c’est a dire pj; > 0; en particulier un état 7 est toujours accessible & partir de lui méme,
du fait que p); = 1. Deux états ¢ et j sont dit communicants si i est accessible &
partir de j et j est accessible a partir de ¢ et on note ¢ «— j. On montre que la
communication est une relation d’équivalence, et elle génére une partition de ’espace F
des états en classe d’équivalence disjointes appelées classes de communication. S’il existe
une seule classe de communication, alors la chaine de Markov, sa matrice de transition et
son graphe de transition sont dits irréductibles.

Dans une chaine de Markov irréductible, I'unique partition de £ est composée de d

classes Cy, C, ..., Cq_1 tel que pour tout k£ et i € Cy
> piy=1
J€CK41
Si d est le nombre maximal de partitions, alors par convention on peut écrire Cy = Cj.

d > 1 est appelé la période la chaine de chaine de Markov ( et aussi de la matrice de transition
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et du graphe de transition). Les classes Cy, C, ..., Cy_; sont dites classes cycliques. En effet,
la chaine peut se déplacer d'une classe & une autre d’une maniére cyclique. Par définition
la période d; d'un état ¢ € E' est le plus grand commun diviseur du nombre de transitions

n tel que:

n 1

v

py > 0

Si d = 1, la chaine est dite apériodique. Dans le cas ot d # 1, la chaine est apériodique
et un état ¢ € E peut étre revisité par la chaine aprés un nombre n de transitions. Le
temps T ; mis pour revenir a cet état 7 est appelé temps de retour. Il est défini comme
suit:

T, =inf{n > 1; X, =i}

Nous remarquons que 7' ; > 1: en particulier si X, = i, ceci n’implique pas que
T,=0 etdeplussi X, #1, Vn>1alors T ; = co.

Un état i € E est dit récurrent si P;( T ; = 0o) = 1; sinon il est transient. Un état

récurrent i € E est dit récurrent positif si E; [T;] < oo.

2.3.5 Distribution stationnaire

Une distribution de probabilité 7 qui satisfait 7 = 7P ou pour tous les états j et ¢ de
I’ensemble FE| le vecteur m qui satisfait:
T(j) =D _ 7 (i)py (2.3.5)
i€E
est la distribution stationnaire de la chaine de Markov homogeéne. Par conséquent, une

chaine qui commence par une distribution stationnaire est stationnaire [24].

Théoréme 2.3.1 Théoréme 2.3.2 Théoréme 2.3.3 Théoréme 2.3.4 Une chaine de Markov

homogéne irréductible o espace d’états fini est récurrente positive.

Théoréme 2.3.5 Une chaine de Markov irréductible homogéne est récurrente positive si et
seulement si il existe une distribution stationnaire. De plus, la distribution stationnaire 7,

quand elle existe , est unique et positive.
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Théoréme 2.3.6 ( théoréme érgodique)

Soit {X,,}n >0 wune chaine de Markov irréductible récurrente positive avec une distri-

bution stationnaire mw, et soit f : E — R telle que

P AGIEIORSES

i€l

alors pour toute distribution initiale pn : P, presque strement

lim ~ 7 (X0) =S £ ()7 ()

1€l

Ces résultats et leurs démonstrations peuvent étre retrouvés dans Brémaud (1991).
On adopte les notations suivantes:
e la loi initiale :

e ]la matrice de transition :
P(Xt = Wy /Xt—l = (JJZ') = Q4 ,1 S 1 S N (237)

La loi de (X7, ..., X;) est donnée par :

P (Xl = Wiq g ey thl = wit—17Xt = wit) = Ty " Qiqggecerennns Ay 144 (238)

La loi de probabilité commandant 1’évolution du systéme est ainsi entierement

......

déterminée par la probabilité initiale et les matrices de transitions successives. Nous sup-
poserons dans la suite que les chaines considérées sont stationnaires, i.e. que la matrice de

transition est indépendante du site considéré.

2.3.6 Spéfication des Chaine de Markov caché

Les CMC sont caractérisés par les cinq parameétres suivants ( nous reprenons les notations
de (Levinson et Rabiner [53], [73]) :

e N, le nombre des états du modeéle dont 1’espace d’états est S est :
S={S, ..., Sy}

17
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on note I’état au temps t par Sy, S; € S,

e M, le nombre d’observations (symboles) distinctes, ces symboles correspondent a la
sortie physique du systéme. Dans notre cas, I’'observation du systéme est discrete. et on le
note X; € X tel que :

X ={Xs, ..., Xy}

ou M est le cardinal de X .

e A, Une matrice des probabilités de transition entre les états de la chaine:

A:{aij}v ]-S Z7]§N

ou
(
aij = P(Sp1 =17 /S =1) A1<i,j<N
et
N (2.3.9)
\ Jj=1

e B, Matrice des distribution des probabilités des observations dans chaque état j :

B = {b; (X4)} 1<j<N
avec

bj(Xy=k) = p(Xp=k /S =) 1<j<N,1<k<M (23.10)

et (2.3.11)
M
dbi(Xe=k) =1 , 1<j<N (2.3.12)
k=1

o II = (m;) ou m; représente la distribution des probabilités des états de départ ( initiales)

du modéle :
II = {ﬂ'z}
ou
m = p(S1=1), 1< <N (2.3.13)

et (2.3.14)

omo= 1 (2.3.15)
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On peut conclure que la spécification compléete d’'une CMC requiert la spécification des
parameétres :

e Deux parametres (N et M pour un CMC discret) définissant les cardinaux des vecteurs
d’observations, respectivement ;

e les distributions de probabilités A, B et II.

On note par A = (N, M, A, B,1I) les paramétres définissant la Chaine de Markov cachée,

qui appartient a I’ensemble

AERYVI<ij<N,VI<E<M 0< m<1, 2N 7 =1,

I —
0< a; <1, Zz’]\ilaijzla 0< bj<k>§1a Zi\ilbj(k)zl

Dans ce qui suit nous désignons la Chaine de Markov caché par .
Nous supposons que la probabilité de transition des états p;; > 0 pour tous les états ¢,
j=1,2, ..., N.

Ainsi, la chaine est irréductible
Vi,j €S, Imtel que pj; >0

Elle est aussi apériodique. De plus l'espace S des états est fini ; alors la chaine {S;} est
érgodique. Par le théoréme ergodique, la distribution initiale 7 est choisie comme I'unique

distribution stationnaire positive.
T, =P(S;=1)>0 1<i<NVt=1, .., L

Ainsi 'ensemble de parameétres A = (N, M, A, B, 7) est réduit a ensemble A\ = (A, B) =
(aij, bj (K))-

2.3.7 Structure générale d’'une CMC

Une CMC est caractérisée par deux processus : le premier non directement observable, le
second externe et observable ; ce dernier fournit les informations pour

Iidentification du premier. Les réalisations du premier sont représentées par la chaine
S =51, So, ..y, St, o, Sp (1<t <L) dont les éléments sont dans I’ensemble des états
E =1{1, 2,...,N} ; les réalisations du second sont la suite X = X;, Xo, ..., X;, ..., X o

chaque X; est un élément de l'espace d’observation X [65]; donc X; € X.
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Yt

Les éléments d’un modéle HMM

la figure ci-dessus montre les probabilités a;; mises en jeu lors d’une transition de 1'état
1 al’état j ; une telle transition provoque 1’émission & partir de I’état j d’un élément X,

de X avec une probabilité b; (X;).

2.4 Exemples des CMC

2.4.1 Exemple 1 : le modéle d’urnes

Considérons un modele constitué de deux urnes (1 et 2) et de trois gobelets (Go, G2, G3).
Chacune des urnes contient son propre mélange de balles colorées blanches et noires et
chacun des gobelets contient son propre mélange de pierres marquées état; et états.

Notre vecteur de parameétres est

by (B) by (N
N R I Y TR LY o4
21 Q929 b2 (B) bg (N)

tel que :

a;j : sont les fractions de pierres marquées état; dans le gobelet i
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b; (N), b; (B) sont les fractions des balles noires et blanches (respectivement ) dans I'urne

Nous générons une séquence d’observations de longueur L comme suit : nous tirons aléa-
toirement une pierre du gobelet G, sa marque est état;, ensuite nous tirons aléatoirement
une balle de 'urne 1, sa couleur est x; et tirons aléatoirement une pierre du gobelet G, la
marque de la pierre du gobelet 1 est, par exemple, états . Ce résultat nous permet de tirer
une balle de 'urne 2 et une balle du gobelet GG5. Nous continuons le méme procédé pour
obtenir a la fois 'observation suivante (balle de 'urne ) et 'état suivant ( gobelet ) & partir
de I’état actuel jusqu’a la génération de L observations figure ci-dessous.

Ce modele est appelé modele de Ferguson et le voile de Ferguson est di aux urnes qui

cachent la succession des pierres.

AR ARVAR AN

Le Modele de F erguson pour deux états et deux symboles

Nous notons la séquence d’observations par X = (X3, Xs, ..., X ) et la séquence d’états
cachés par S = (S, Ss, ..., Sp). Le modeéle en considération est un modele d’ordre 1 car
chaque état courant (gobelet) est lié a 'état prédécesseur. Nous remarquons que nous

sommes en présence d’un modele a deux état et deux symboles (couleurs).
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Dans le cas général de N états et M couleurs ; I'ensemble des états (urnes) est
S = {S1, Ss,..., Sy} . Chaque urne a son propre mélange de balles colorées (symboles).
Chaque balle peut étre colorée avec k couleurs possibles (1 <k < M). Soit b; (k), la

fraction (la probabilité) du symbole d’observation dans 'urne (état) S;,1 <i < N, ou
M
> bi(k) =1 1<i<N
k=1

Soit N + 1 gobelets : Gy, Gy, ..., Gy, chaque gobelet a son propre mélange de pierres

portant des marques. La marque sur une pierre est considérée comme étatq, états, ... ou
étaty, soit mq, ma, ..., TN les fractions des pierres marquées état;, i =1, 2, ..., N , dans G
et soient ay;, aq;, ..., an; les fractions des pierres marquées état; respectivement dans Gy,
G1, ..., Gy ; avec :
N
i=1
N
=1
Générons une suite d’observations de couleurs de balles, soit X = X, X, ..., X cette

suite d’observations (figure ci-dessous). Tirons aléatoirement une pierre du gobelet Gy, sa
marque est appelée état;, 1 < i < N Ensuite tirons aleéatoirement une balle de 1'urne ¢, sa
couleur est 1 =k, 1 < K < M . Tirons encore aléatoirement une pierre du gobelet G;, sa
marque est état;, 1 < j < M . Ainsi nous continuons le tirage en utilisant 1’état courant
pour obtenir & la fois 'observation courante (balle de 'urne) et 1’état suivant ( gobelet)
jusqu’a un total L d’observations. A chaque tirage dans une urne, la balle est remise
dans la méme urne. Le voile de Ferguson cache cet unique échantillonnage des gobelets.
L’observateur obtient seulement une information probabiliste concernant les pierres.

En générant la suite d’observations des couleurs X , une suite de pierres S = S1, S, ..., St
est aussi générée mais elle est cachée. L’ensemble des parametres du modele stochastique
est le vecteur A = (I, A, B) tel que :

- le vecteur de probabilité IT = (7gy, mo2, ..., Ton) est la distribution initiale des états;

- la matrice stochastique est A = (a;;), ot la i°™¢ rangée est associée au gobelet G, est

la matrice de transition des états (urnes);

22



2.4. Exemples des CMC

- pour chaque état;, le vecteur b; = (b; (1)) b; (2)...b; (M))" est appelé vecteur des prob-
abilités de sortie pour I'état; ; ces probabilité tracent la suite d’états cachés S a partir
de la suite d’observations X. La matrice B = (b1, by, ..., by) est appelée matrice des

probabilité des observations.

2.4.2 Exemple 2 : le casino

Dans un casino malhonnéte, on utilise une paire de dés, I'un équitable et 'autre biaisé.

Le dé biaisé a une probabilité de 0.5 d’obtenir un 6 et une probabilité de 0.1 d’obtenir
I'un des autre numéros; on admet que le casino échange les dés : d’un équitable & un biaisé,
avec une probabilité de 0.05 et d’un biaisé a un équitable avec une probabilité de 0.1. Le
change entre les dés est un processus Markovien; le résultat de chaque état du processus a
une probabilité différente et tout le processus est un exemple du modeéle de Markov caché

représenté graphiquement par :

0.05

0.1

Le modéle du casino

De la séquence observée, nous ne pouvons pas savoir & quel moment nous avons utilisé
le dé équitable et & quel moment nous avons utilisé le dé biaisé. Le processus caché est
aussi markovien & 2 états et d’ordre 1 pour la méme raison que celle du premier exemple,

I'observation étant de 6 alphabets (sorties). Ainsi, dans une chaine de Markov cachée on
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2.5. Principaux types des CMCs

ne peut pas toujours connaitre I’appartenance des observations ainsi que leurs probabilités

d’ou la nécessité d’estimer les probabilités du modéle.

2.5 Principaux types des CMCs

Nous exposons les différents types de CMC rencontrés dans le cas pratique et qui servent
a donner une diversité dans le calcule et une richesse quand au traitement de ces modéles
dans tous les domaines. Les CMC sont classés en différents types ou catégories sur la base :

1. Des contraintes sur les probabilités de transitions des états, (la matrice de transition
A).

2. Des contraintes sur les probabilités d’émission des observations (le type de densité
de probabilité d’observations b; (k)).

3. Des contraintes sur la durée de séjour dans un état.

4. Des contraintes sur ordre de la chaine de Markov.

Les contraintes sur les transitions

On peut obtenir deux types de modeles selon les contraintes imposées sur les éléments de

la matrice A:

e Modéle ergodique C’est un modéle sans contrainte sur la matrice A, ot toutes
les transitions d’un état vers un autre sont possibles, c’est-a-dire que tous les états peuvent
étre atteints de n’importe ou en un seul pas comme le montre la figure suivante . On peut

remarquer que la connaissance de 7 est primordiale pour le choix de I’état de départ.
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2.5. Principaux types des CMCs

le modele rgodique a 4 états

Le modéle gauche droite [11]:

C’est un modeéle contenant des contraintes sur des transitions, c’est-a-dire il peut y avoir
interdiction de certaines transitions, on cite par exemple l'interdiction du retour en arriére

des transitions et on écrit mathématiquement :
Q5 = 0 S1 j S 1

IIs ont les propriétés suivantes [53]:

- La premiére observation est produite quand la chaine est dans un état distingué appelé
état début désigné généralement par Si;

- La derniére observation est générée pendant que la chaine est dans I’état fin ou ab-
sorbant désigné par Sy ;

- Une fois que la chaine de Markov quitte un état, cet état ne peut pas étre visité
ultérieurement.

D’Apres les propriétés cités ci dessus, il existe deux sous-types de ce modéles qui sont

le modele paralléle et le modeéle séquentiel comme le montre la (2.5) (2.5) . La premiére
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2.5. Principaux types des CMCs

observation est produite pendant que la chaine de Markov est dans un état initial S, avec

m, o= 1, 1=1;
T = 072§ZSN7
CLij = 0, jSZ

En général, nous choisissons a;; =0,si j>i¢+0 avec 6=1,2, ...

HMM avec contraintes séries a une transition a;; =0, pour j <iet j > 1+ 3

HMM avec contraintes séries a double transitions a;; = 0, pour j <iet j >+ 2
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2.5. Principaux types des CMCs

a1 a2 azs Ay
<> =
di4
‘\___,
A
/
45 //
\ a
813 i as

S3

HMM avec contraintes paralléles

Contrairement au deux modele précédents, qui transitent séquentiellement a travers les
états, le modele paralléle permet des trajectoires multiples & travers les états ot chaque
trajectoire peut sauter un ou plusieurs états. Ces modeéles sont spécifique par le fait que dés
que la chaine de Markov quitte un état, cet état ne sera plus visité plus tard ; c’est a dire
a;; =0, j <.

On peut remarquer que le modeéle gauche droite couvre souvent la plupart des appli-
cations et de ce fait, il est largement suffisant, par exemple, en parole, le phénomeéne est
continu et il n’y as pas lieu de revenir en arriére, on peut observer la méme chose pour les

phrases écrites ot les caracteres se suivent dans les mots tout en se répétant.

Contraintes sur les le type de densité de probabilité

d’observations

Selon le type de densité de probabilité d’observations, discréte, continu, semi continu,...
nous pouvons construire plusieurs types de modeles de CMC : soit une CMC discrete soit

une CMC continue, CMC semi continue, CMC semi markovienne...
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2.5. Principaux types des CMCs

CMUC discret "discret Hidden Markov Chain" (DHMC) Les obser-
vation en général sont continues puisqu’elle proviennent de phénomeénes physiques continus.
Dans le cas d’'une CMC discréte, les observations continues sont quantifiées a ’aide d’un

dictionnaire [58], [12].

CMC continue "Continious Hidden Markov Chain" (CHMC) Bien

qu’il soit possible de quantifier les observation continues, il y a une sérieuse dégradation
d’information associée a cette quantification [42]. Il sera, alors avantageux de choisir une
fonction de densité de probabilité d’observations continues, conditionnée par les états du
processus.

Cependant, pour estimer, d’une facon consistante, les parameétres de cette fonction,
certaine restrictions doivent étre précisées sur la forme de son modeéle.

Il existe plusieurs formes pour lesquelles des procédures de ré estimation ont été for-
mulées, a titre d’exemple:

- Fonction de densité de probabilité possédant une forme "strict log-concave", elliptique
symétrique,a titre d’exemple:

* Fonction de densité de probabilité Gaussienne Scalaire [17].

* Fonction de densité de probabilité Gaussienne Multi variables .

- Mélange fini de densité de probabilité Gaussienne Multi variables [42].

- Fonctions Gaussiennes Autorégressives. C’est un cas particuliérement approprié aux
systémes dynamiques et notamment aux signaux évoluant dans le temps. Il existe trois
types de ce modeéles:

* CMC Autorégressif de mélange d’une seule fonction Gaussiennes par état .

* CMC Autoregressif de mélange de M fonctions Gaussiennes par état.

* CMC de mélange fini de densité de probabilité Gaussienne Autorégressive avec
décodage par la technique de la quantification vectorielle.

Le tableau ci-dessous montre une comparaison, entre plusieurs critéres, entre une CMC

discréte et une CMC continue
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2.5. Principaux types des CMCs

A. CMC continu

B. CMC discrete

Nombre de

Parameétres a estimer

Un nombre

élevé de parametres

Mois de

Parametre que A

Précision de Précis Mois précis
La classification que A
Hypothese sur la Importantes Moins importantes

Nature des observations que A

Implémentation Difficile et lent Plus facile est plus
rapide que A
Nombre de Moyen Plus élevé que A

Corpus d’apprentissage

CMC Semi Continue (Semi Continus Hidden Markov Chain
(SCHMC)) En 1988, Huang et Jack ont proposé une approche qui consiste a combiner
la CMC discrete et la CMC continue ; le modeéle ainsi obtenu est appelé CMC semi continue.
Son principe consiste & remplacer les probabilités des symboles des observations discrétes
par une combinaison des probabilités des symboles discrets et des densités de probabilités
continues dérivées a partir du dictionnaire de la quantification vectorielle. Les fonctions
de densités de probabilités continues du dictionnaire sont utilisées dans 'algorithme de dé-
codage (algorithme de Viterbi) pour pondérer les vecteurs d’observations continues et les
parameétres de la CMC discréte ; le vecteur d’observations continues étant directement util-
isé dans la procédure de Viterbi. C’est a dire dans le cas d’'une CMC discréte, la perte
de l'information liée a la quantification vectorielle peut étre réduite si, durant le décodage
(algorithme de viterbi ), le vecteur de mesure (observation continue ) est utilisé par la CMC

discrete au lieu du symbole d’observation discret correspondant.

Corrélation du temps explicite " Semi Markov Hidden Chain
(SMHMC) Jusqu’a présent, nous avons supposé I'indépendance entre les observations
successives dans une suite d’observations. Cette hypothése est assez limitée pour étre ap-

pliquée en définissant une nouvelle probabilité d’émission d’observation qui prend en compte
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2.6. Conclusion

la corrélation entre les vecteurs représentants les observations continue successives a été pro-
posée . Par conséquent, les formules de ré estimation de Baum Welch et 1'algorithme de

Viterbi ont été modifiés.

La durée de séjour dans un état

L’un des inconvénients des CMC de base est le manque d’informations concernant la vari-
abilité de la durée de séjour dans un état en favorisant les durées courtes.

Le probléme de la variabilité de s¢jour dans un état est d’importance majeur dans certains
processus physiques .Exemple une CMC permet de segmenter un mot prononcé en états (en
utilisant l’algorithme de viterbi). Nous pouvons, alors, utiliser les durées mesurées pour
qu'un état w; reste pendant une durée d avant la transition vers un autre état j avec une

probabilité a;;. La densité de la durée d associée a I'état i, p; (d) est,
p(X/A St =1i) = (ay)" " (1 — ai) = p; (d)
Cette équation posseéde une propriété géométrique puisque :
pi(d+1) = a;p; (d)

nous constatons, alors que la durée la plus probable est celle qui est plus courte.

L’ordre de la chaine de Markov

Une limitation des modéles de Markov de base est de supposer que le processus markovien
est d’ordre un ce qui n’est pas le cas dans de nombreuses applications.
Le travail de Kerdem (1976) a montré 'avantage et 'efficacité de la CMC du deuxiéme

ordre dans le traitement des séries temporelles météorologiques.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la Chaine de Markov cachée et nous avons mis I’accent

sur la distribution entre ’ensemble des états et I’ensemble des observations ainsi que les
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2.6. Conclusion

distributions des lois de probabilités les générant. Par ailleurs, nous avons montré comment
les Chaines de Markov cachées ont été introduit comme modéle probabiliste et la premiere
des applications. Les domaines de ces derniéres ne cessent de s’élargir et les études sur
les CMC sont en croissance & savoir les études sur les modeéle de Markov non stationnaire
d’ordre supérieur a 1. Cependant dans 'utilisation et ’application de notre modele CMC,
nous avons validé les trois hypothéses suivantes :

1. Propriété de Markov

Les probabilité de transitions des états sont les suivantes :

Q5 = P(St+1 =7 / St = 1o, St-1 =11, .. Stk :ik)
= P(Se1=7/ S =1)

La supposition de Markov est vérifiée ; c’est a dire, I’état courant dépend seulement de
I’état précédent et notre modele devient alors une CMC du premier ordre.

2. Homogénéité

Les probabilité de transitions des états sont indépendantes du temps de réalisation des

transitions ; i.e., pour tout ¢y et to.
P(Sy41=17/ Sy =1) =P (Sp41 =17/ S, =1)

3. Indépendance des observations de sortie conditionnellement aux états.
L’observation actuelle, conditionnée par 1’état actuel, est statistiquement indépendante
de I'observation précédente conditionnée par 1’état précédent. En considérent la séquence

d’observations

X=X, X5, ..., X1
et pour une CMC ), cette indépendance est formulée comme suit :

P(X /Sy, Sy, .., S, ) =TI P(X, /Sy, N\

Sur la base de ces hypothéses, nous considérons dans la suite de notre travail les trois
problémes suivants :

& Problémel:L’évaluation de probabilité d’observation
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2.6. Conclusion

Soit la suite d’observations X = Xj, X, ..., Xy et un modele A = (A, B, 7) il est
primordial de savoir comment évaluer efficacement la probabilité de la suite d’observation,
sachant le modele P (X/\)?

& Probléme 2 : La recherche du chemin le plus probable, ou estimation de
la partie cachée, ou encore décision

Soit la suite d’observations X et un modeéle \,comment peut-on choisir une suite d’états
S =(S,,..., S,) qui soit optimale selon un certain critére convenable?

& Probléme3 : Evaluation du modéle (I’apprentissage) :

Nous estimons les paramétres du modeéle de maniére optimale, ce qui revient & ajuster

les parameétres du modele A pour maximiser P (Y/\).
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Chapitre 3

Les méthodes d’estimation

3.1 Introduction

A partir d’une séquence d’états, une Chaine de Markov cachée génére une séquence d’observation
suivant une loi de probabilités conditionnée par les états. Une bonne Chaine de Markov
cachée est celle qui génere la suite observée avec la vraisemblance maximale quand les
parameétres du modele sont donnés. La vraisemblance des observations est calculée comme
le produit de toutes les probabilités de transition des états et de toutes les probabilités
d’émission des observations conditionnellement aux états et sachant le modéle. Toutefois,
ce calculs est trés cotiiteux en temps de calcul [ qui dans cette approche séquentielle, croit
exponentiellement avec la longueur de la séquence] et en un espace de stockage [puisqu’il
mémorise tous les états précédents]. Néanmoins, 'utilisation des techniques de programma-
tion dynamique, connues sous le nom de procédure forward-backward, permet d’effectuer le
méme calcul dans un temps proportionnel au nombre d’états et a la longueur de la séquence
d’observations.

L’estimation des parameétres du modeéle peut se faire par la méthode du maximum de
vraisemblance (ML) ou son alternative la méthode du maximum a posteriori (MAP) avec
laquelle nous maximisons la probabilité a posteriori du modéle quand les séquences sont

données ; le passage d’'une méthode a l'autre est donné par la regle de Bayes :

P (S, X/\)

P(S/IXN) = 5

(3.1.1)
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3.2. Le calcul de la vraisemblance des observations

Ou P (X/\) est considérée comme constante de normalisation. L’estimation MAP
est donc équivalente a maximiser P (S/X, \) sur toute la séquence et I'estimation ML est
équivalente & maximiser P (S, X/\) sur toute la séquence. Partant d’un point arbitraire,
nous pouvons calculer I'estimateur d’un modéle de CMC en utilisant les deux méthodes,
ML et MAP, qui par ré estimation itérative maximise soit la vraisemblance du modéle, soit

la probabilité a posteriori. Les étapes des algorithmes des deux méthodes sont les suivantes

1. Un modele initial est crée en attribuant des valeurs arbitraires a la distribution de
probabilités de transition ;

2. Puis, en utilisant le modeéle actuel, nous considérons tous les chemins possibles de
chaque séquence pour avoir un nouvel estimateur des probabilités de transition et d’émission
( dit paramétres du modele );

3. Dans cette étape, un nouveau modele est crée en remplacant les parameétres par leurs
estimateurs pour chaque état, chaque symbole et chaque séquence ;

4. Les étapes 2 et 3 sont répétées jusqu’a ce que les parameétres actuels ne changent pas
de maniére significative ou jusqu’a obtenir un nombre prédéterminé d’itérations.

Tant que la vraisemblance du modéle croit a chaque itération, il n’existe pas un bon
modele et, a chaque itération, nous créons un modeéle meilleur, au moins localement, pour

la séquence d’apprentissage.

3.2 Le calcul de la vraisemblance des observations

Etant donné un ensemble de séquences {S(j)} et le modele A, la vraisemblance de
ensemble des séquence S = {S (j)};c est le produit des probabilités de chaque séquence

S (j) sachant le modeéle :

P(S/A) =1;P(5(j) /A)

Ou chaque terme de P (S (j) /A) est calculé en substituant S (j) par (Si, Sa,..., SL)

dans 1’équation précédente ; ceci est appelé la vraisemblance du modeéle dont on cherche la
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3.2. Le calcul de la vraisemblance des observations

valeur la plus élevée. Ainsi, 'objectif de la méthode du maximum de vraisemblance est de

cherché & maximisé l'expression II; P (S (j)/A).

3.2.1 L’évaluation directe

Etant donné une suite d’observations X = (X, Xs,..., X1 ) et un modele de CMC X\ =
(A, B, II), comment peut-on calculer efficacement la probabilité que la suite d’observation
X soit produite par A, c’est-a-dire P (X/\). Autrement dit, comment évaluer le modéle afin
de choisir parmi plusieurs celui qui génére le mieux cette suite d’observations. La méthode la
plus simple est celle qui énumere toutes les séquences d’états possibles de longueur L (nombre
d’observations dans une séquence) [2]. Pour chaque séquence d’états S = Sy, ..., S, ..., Sg,
S;=1iet1=1,2,...,N, la vraisemblance de la séquence d’observations X est :

La probabilit¢ P (X/A) d’une suite d’observation X, sachant qu'un modele A =
(A, B, II) est donné, est la somme sur tous les chemins d’états possibles S , des prob-

abilités conjointes de X et de S par rapport a ce modele :

P(X/\) =) _P(X, S/ (3.2.1)

La regle de bayes permet de calculer P (S, X/\) :
P (X, S/\) = P(X/S, \)P(S/)\) (3.2.2)

Si S=051,...,5,....,5, S =i et 1 <7< N estune séquence d’état fixée, alors la

probabilité d’observer la séquence X pour la séquence d’état S est :
P(X/S A\ =P(Xy..Xp / 51...510, A) (3.2.3)
On considére les observation comme étant indépendantes d’ou:

P(X/S,\) = M-, P(X;/S:...5, \) (3.2.4)
= I P(Xi/Si, A)
= b, (X1)bs, (X2) ...bs, (X1)

En outre on a :

P(S/)\) = T35,48,5,08,85---As; _1S), (3.2.5)
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3.2. Le calcul de la vraisemblance des observations

D’ou :
N N
P(X/A) =Y .. ) wsbs, (X1) as,s,bs, (X2) as,s,.bs,_, (X1-1) as,_,s,bs, (X1)
51:1 SL:1

(3.2.6)

On interpréte le calcul ci-dessus comme suit :

e Initialement a ¢ = 1 nous sommes dans ’état S; avec la probabilité mg, et produit le
symbole (observation) X; (dans cette état ) avec une probabilité bg, (X7) ;

e Apres on change le temps de t a t 4 1 (i.e t = 2), en faisant une transition de 'état S,
a Siy1 (respectivement Sy & Sy) avec une probabilité de transition ag,.,s, ( respectivement
as,s,) qui produit le symbole (observation) X;,; (respectivement X5) avec une probabilité
bs,,, (X¢41) (respectivement bg, (X3));

e Ainsi de suite jusqu'a ce qu’on arrive au temps L (derniére transition) de I’état Sy a
I’état S avec une probabilité ag, ,s, qui produit le symbole X qui génére une probabilité

transition bg, (Xp).

3.2.2 La procédure forward-backward

D’aprés la formule de calcul direct de P (X/\), nous remarquons qu'’il existe N états
possibles et chacun de ces états peut étre atteint a partir des N états précédents sur toute
la longueur L de la séquence et donc nous avons N séquences d’états possibles [73] nous
rappelons que N’ est le nombre de chemins possibles de longueur L. En effet, la formule
(3-7) nécessite (N —1) additions et . (2L — 1) N*  multiplications. Soit environ 2LN*
opérations (complexité O (2LN L), ce qui est un ordre exponentiel considérablement lourd
et coliteux en temps de calcul, et non faisable méme pour des petite valeur de N et L. Par
exemple pour N=>5 et L=100 on obtient environ 107 opérations. Il existe une autre variante
de cette méthode d’évaluation de la vraisemblance appelée la procédure "forward-backward"
qui permet un calcule moins complexe et demande moins d’espace mémoire pour le stockage
des variables correspondantes [17].

Dans cette approche, on considére que la conséquence d’observations peut se faire en

deux sous -séquences (étapes) :
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3.2. Le calcul de la vraisemblance des observations

1- Dans la premiére étape, il se produit ’émission de la suite d’observations X;, Xo, ...,

X; et la réalisation d’états S; = ¢ au temps t;

2- Ensuite, I’émission de la suite d’observations X;.1, X;i9,..., X1 se produit & partir

de I’états S; = ¢ au temps t;

On définit ainsi deux probabilités pour évaluer la probabilité d’observations: la premieére

connue sous le nom anglo-saxon de probabilité forward, se calculant par une récurrence

progressive, et la seconde connue sous le nom de probabilité backward, se calculant par une

récurrence régressive. La probabilité de I'observation :

P(XIZE /)\ ) :ZP(XI :$1,...,Xt:xt,st:i /)\)
Elle peut étre décomposée comme suit[17] :
P(X=xz/A) = Y PXi=z,..X=1,5=i/)\

1<i<N

* P (Xt+1 = Tp41y - XL = T /St =1, )\>

Soit «y (i) la probabilité forward correspondant au premier terme du produit :

Qg (Z) = P(Xl = X1, "'7Xt = Ty, St = Z/)\)

Et 3, (i) la probabilité backward correspondant au second terme :

By (i) = P (Xey1 = 244, o, Xp =21 /Sy =1, )

On obtient ainsi:

P(X=x/A)= > ali) B )

1<i<N

(3.2.7)

(3.2.8)

(3.2.9)

L’intérét des probabilités oy (7) , 5, (7) est qu’elles peuvent étre calculées par des méthodes

récursives :
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3.2. Le calcul de la vraisemblance des observations

Remarque 3.2.1 Pour résoudre le premier probléme énnoncé a la fin du chapitre 2, il
suffit de calculer la variable forward;

Le calcul de la variable backward permet de résoudre le troisiéme probléme.

La procédure Forward:
ay (1) désigne la probabilité conjointe de la la séquence partielle d’observations de I'instant

initial 1 & l'instant ¢ avec I’hypothése que le processus est dans la classe ¢ & I'instant t.

(0 (Z) :P(Xl :xl,,Xt:l't,St:Z/A> (3210)

Pour les chaines de Markov cachées, nous calculons la vraisemblance de la séquence

X1, X2,y ..y, X Soit P (X ) cette probabilité:

P(X)=P(z )1 ax,_,x,

A cause de la multitude des chemins pour une seule séquence, la probabilité de la séquence
peut étre écrite:

P(X)=) P(X,8)=> .Y P(XS)

Si=1 Si1=L

Ceci suppose I’énumération de tous les chemins possibles ; une méthode approximative
consiste a considérer la somme sur tous les symboles de chaque état de la séquence; cette
méthode est appelée la procédure forward. Soit la variable forward oy (7) définie par [74]
comme suit

Cette expression peut se calculer (pour chaque ¢ ) de maniére récursive comme suit :

a(i)=P(X1=a1,... X, =3,8, =i/\) 1<t<L1<i<N (3.2.11)

Ou «y (i) désigne la probabilité de la la séquence partielle de d’observations jusqu’a I’état

1 et & I'instant ¢ sachant le modeéle A.I’équation de récurrence est la suivante:

N
i (§) = [Z o (7) aij] b; (T441) pour  1<t<L-11<j<N
=1
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3.2. Le calcul de la vraisemblance des observations

14

Séquence partielle pour le calcul de la variable

forward

Nous procédons récursivement comme suit:

1. aq (i) = m;b; (x1) 1 <i < N . Cette étape initialise la probabilité forward ; C’est
la probabilité conjointe de I’état S; =1, 1 < i < N et 'observation initiale x;.

2. a1 (j) = [Zf\il o (1) a;j| bj (x441). Cette étape correspond a l'induction illustrée
dans la figure 3.1 qui montre que I’état S;;; = j peut étre visité (atteint) au temps ¢+ 1
a partir de NV états possibles S; =i, 1 <i< N au temps t. o (i) et donc la probabilité
jointe des observations X, X, ..., X; et I’état j est atteint au temps ¢+ 1 via I’état ¢ au
temps . En sommant ce produit sur tous les N états possibles 7, 1 <7 < N, au temps ¢ ,
le résultat est la valeur de la probabilité de I’état j au temps ¢t 4 1 avec toutes les séquences
d’observations partielles inclues jusqu’au temps t .

Il est donc facile de marquer oy (j) est obtenue en augmentant multiplicatives la quan-
tité sommée avec la probabilité b, (z441) .

3. Finalement, P(X/\) = 3.7, a (i) ;cette équation donne le calcul désiré de
P(X/\) comme étant la somme de la variable forward «ay (i), tel que ay (i) est égale a
P(Xy, Xo,..., X, Sp = i/)). Toutes les transitions possibles entre les états peuvent étre
représentés sous forme du treillis ci -dessous ot chaque noeud correspond & un état distinct

au moment actuel ¢ donné et chaque branche représente une transition a de nouveaux états
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3.2. Le calcul de la vraisemblance des observations

au moment suivant ¢t + 1 . L a propriété la plus importante dans la structure de treillis est

que a chaque séquence d’états S correspond un chemin unique et vice versa.

Implémentation du calcule de oy ou 3, sous forme de Treillis

Pour ’évaluation de la vraisemblance, cette méthode est plus simple que la méth-

ode précédente de calcul directe Ceci se traduit par le nombre réduit de multiplications et

d’additions utilisé.

En effet, nous effectuons N (N +1) (L —1) + N multiplications et N (N —1)(L —1)

additions soit environ N2L opérations sont effectuées. Cette méthode permet de réduire la

complexité du calcul de P(x). Par exemple pour N=5 et L=100 on obtient 3000 opérations

au lieu de 107 opérations demandées par la méthode directe.

Algorithme 3.2.1 Forward

— Instialisation : t=1,

- Induction (Récurrence) : t=2, 3,..., L,

N
ay () = [Z ay (1) aij] bj (T441) pour 1<t<L-1,1<j<N
i=1
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3.2. Le calcul de la vraisemblance des observations

-Terminaison (critére d’arrét) :

N

P(X/A) =) ar(i) (3.2.14)

i=1
e La procédure Backward:
D’aprés I'équation (3.2.9) , nous savons que la probabilité de la séquence observée au

temps t a I’état S; est :

P(X=xz,5=i/A) = P(Xi=x1,...X; =x,S, =1 /)
= PXi=x,.. Xy =x,S, =1 /)
P (X1 = 21,0 X =21 /X1, 00, Xiy, St =0, )
= a; (1) B,(i)

Tel que

Alors

Bt(l) - P(Xt+1,Xt+2,...,XL /Xl,...,Xt,St - l,)\ )
- P(Xt+1,Xt+2,...,XL /St:Z,)\) 1§t§L,1§Z§N

Ou f,(i) est la variable backward et définie comme étant la probabilité de la séquence
partielle & partir du temps ¢t + 1 jusqu’a la fin de la séquence (¢t = L), étant donnés 1’état
S; = 1 et le modele .

Le calcul est similaire a la démarche précédente de a4 (i) . Le calcul de (,(i) se fait

inductivement en utilisant 1’équation de récurrence
B,(1) = P (Xey1, Xigo, o, X1 /St =1, N) 1<t<L,1<i<N (3.2.15)

La procédure de calcul est la suivante:
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3.2. Le calcul de la vraisemblance des observations

1. B,()=1 pour 1<i<N -cette étape définie arbitrairement 3, (i) = 1 pour
tous les états i, 1 <1 < N ;

2. achaqueinstant t =L —1,L — 2, ..., 1;nous avons

By (Z) = Z @ijbj (Xt+1) 6t+1 (])

Cette induction, explicitée dans la figure ci-dessous, explique que pour étre a ’état ¢ au
temps ¢ et en tenant compte du reste de la séquence d’observations, nous devons prendre
en compte toutes les transitions vers chacun des N états possibles au temps ¢t + 1 et aussi

tenir compte de la suite d’observations partielle restante a partir de ’'observation X;.;.

t t+1
ai (xe+1)
Be+1(1)
S Be(i) aibi(x+1)
Si O Bl+1(i)
Sn
Bera(N)
anbn(x+1)
t t+1

Temps

séquence partille pour le calcul de la variable backward

Algorithme 3.2.2 backward

— Initialisation: t=1L

Br(i)=1 pour 1<i<N (3.2.16)

42



3.2. Le calcul de la vraisemblance des observations

Algorithme 3.2.3 - Induction : t=L—1,L—2,....1;

By (i) = aib; (ys1) Buar () pour 1<t<L-11<i<N
j=1
- Critére d’arrét : N

P(X/\)= sz‘ (X1) By (@)

i=1

D’une maniére similaire a la procédure forward, cette procédure nécessite dans le calcul
de P(X/A), N(N+1)(L—1)+ N multiplications et N (N — 1) (L — 1) additions soit
environ N2L opérations sont effectuées. En utilisant la technique "forward-backward", la
vraisemblance des observations peut étre calculée, avec une complexité d’algorithme égale

a O (N2L), des trois fagons suivantes:

1. P(X/\) = Z a; (1) B, (i)
2. P(X/\) = Z ar (i)

B.P(X/N) = > mBy(i)

Remarque 3.2.2 1. Le calcul respectif des probabilités forward et backward se heurte & des
difficultés d’ordre numérique. En effet, les quantités figurant dans les expressions de o (i)
et B, (1) sont trés petites et cet algorithme donne des erreurs quand il est implémenté sur
ordinateur dd au produit d’un grand nombres inférieurs a 1 (I'underflow) .

2. Pour limplémentation sur ordinateur, tous ces algorithmes présentes le méme prob-
leme que l’algorithme forward wvu le produit de nombres inférieurs a 1 et qui tendent vers
zéro quand le degré du produit augmente.

3. Les deux variables oy (i) et B, (i) peuvent étre utilisées pour calculer P (X/\) a

chaque instant t,1 <t <L

POXA) = 3 i) 5,0) (3:2.17)



3.3. Calcul du chemin optimal (estimation de la suite cachée)

4. La probabilité P (X) est résultat de l’algorithme forward ou backward; cette probabilité

peut étre calculée en posant t = L dans l'équation (3.2.17) et nous retrouvons [’équation

PO/ =Y )

=1

5. La probabilité P (X) est habituellement calculée par la procédure forward.

3.2.3 Algorithme de viterbi

Cette technique est basée sur ’algorithme de Viterbi qui sera explicité plus tard.

3.3 Calcul du chemin optimal (estimation de la suite

cachée)

3.3.1 Introduction

Etant donné une suite d’observations Xj.... Xy, et un modéle A\, comment peut-on choisir une
suite d’états S = 51, S5,, ..., 5 qui soit optimale selon un critére convenable. La difficulté
réside dans la définition de la suite optimale d’états, ¢’est-a-dire qu’il existe plusieurs critéres
d’optimalité a savoir si I'objectif est de maximiser la probabilité jointe P (X, S / \) ou
la probabilité conditionnelle P (S /X, ). Selon le choix du critére nous proposons deux
méthodes pour chercher la solution optimale :

1. estimation par le maximum de vraisemblance (algorithme de Viterbi),

2. estimation par le maximum a posteriori ou estimation Bayesienne,

Sous le critére de la probabilité de I'erreur minimale, il sera nécessaire de déterminer
soit la vraisemblance conjointe

P(X,S/\)

Ou la probabilité a posteriori

P(S/X,\)

Qui sont liées par la relation suivante :
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3.3. Calcul du chemin optimal (estimation de la suite cachée)

P(S/X,\)=P(X,S/\NP(X/))

Pour la vraisemblance, nous calculons

ﬁt(8i>:P(X1,X2,..,Xt7 St:Z//\) 1§Z§N, ]_StSL (331)

qui est la probabilité de I’émission de la sous séquence X, X, .., X; et le systéme est a

I’états ©+ au temps ¢t étant donné le modéle A;

3.3.2 La procédure de Viterbi

La tache essentielle d’'un modele utilisant les CMC est de déterminée le chemin correspon-
dant & l'observation, c.-a-d. de trouver dans le modele la meilleur suite d’états qui maximise

la quantité suivante :

P(S/X,\) < P(S,X/\)

Une technique formelle pour trouver le chemin optimal est basée sur les méthodes de
programmation dynamique, c’est 1’algorithme de Viterbi proposé par Viterbi [87].

C’est un Algorithme récursif qui permet de trouver a partir d’une suite d’observations
provenant d’un canal sans mémoire, une solution optimale au probléme d’estimation de la
suite d’états d’un processus de Markov a temps discret qui produit cette suite d’observations.

Pour trouver le meilleur chemin S = (51,S52,..,5,) pour une suite d’observations
X = (X4, Xy, .., X1), on définit la variable d; (i) qui est la probabilité du meilleur chemin

amenant & I’état ¢ a I'instant ¢, en étant guidé par les ¢ premieres observations :

(St (Z) = 51%128?(& P (Sl, 52, .y St = i,Xl,Xz, --7Xt //\) (332)

Par récurrence (induction), la probabilité du chemin le plus probable & I'instant t+1

étant donné que le systéme est a 1'état S; 11 = j est obtenue comme suit :

0tr1 (7)) = [ max_ d; (7) ai;]bj (we41), 1< j <N (3.3.3)

1<i <N
Pour retrouver la suite optimale d’états, nous devons garder une trace des arguments qui
maximise 1’équation (3.3.3) pour chaque t et j, lors du calcul. La suite d’états qui donne

le meilleur chemin amenant a I’état ¢ & ¢ est représentée dans un tableau 1, (7).
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3.3. Calcul du chemin optimal (estimation de la suite cachée)

Principe de 1'Algorithme de Viterbi est le suivant:

Nous avons déja mentionné que ’algorithme de Viterbi est celui qui donne la meilleure
séquence d’états S = (S51,S5,..,5) pour une séquence d’observations donnée X =
(X1, X, .., X1). Afin d’atteindre cet objectif, il est nécessaire de maximiser la probabilité

conjointe P (X, S) :

argmaxP (X, S) = Soptimal(Viterbi) (3.3.4)
S

Pour tout 1<4,5,l <N

P(X,5) = P(S)P(X/S) (3:3.5)
= P(S =0)P(X1/S1=1) HtL:2P (St = j/St-1=1) HtL:QP (Xe/Se =)
= mb (x1) HtL=2aijbj (X¢)

On a alors,

max P (X,S) = (71 (X)))IE,6 (S, = j) (3.3.6)

La probabilité P (X, S) représente donc le score (cotit) total pour le chemin S, ou § est le
score (cott) d’un segment (une transition d’un état a un autre) de chemin S qu’on cherche
a rendre meilleur.

Nous définissons 1 (j) comme étant le chemin du meilleur score jusqu’a la fin de la

séquence t = L de l'état j,soit :

77/}75(]): arg max P(Sl752,..,SL:j/Xl,XQ,..,XL7>\)
{S1,SQ,..,SL}CS

La régle de Bayes permet aussi d’écrire aprés simplification du terme constant[14] :

Y, (j) = argmax P (S1,5,..,5L =7 X1, Xs, .., X1 /A)
{31,52,..,SL}CS

Ainsi, nous avons défini précédemment d; (j) comme étant la probabilité jointe maximale
d’occurrence de la suite d’observations jusqu’a l'instant ¢ émise par le modeéle X en suivant

un chemin qui arrive a I’état i.
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3.3. Calcul du chemin optimal (estimation de la suite cachée)

0 (1) = P(5,5,..,5 =i, X1, X, .., X¢ /A
t(z) {517;,2?’%1&71} ( 1,092 -+ Pt 1, Ay, Aoy .y t/)

1. Initialement le processus est a I'instant t = 1 et le symbole du premier état est 7,avec

la probabilité
5 (Sl = 'L) = 7T7;bi (Il)

a cette étape aucun état n’est optimale, c’est & dire ¢, (i) =0
2. On utilise les formules de récurrence suivantes pour le calcul de :

La probabilité du chemin le plus probable

0. (4) = bj (z) max [0,—1 (7) as] (3.3.7)

1<i<N
Et le chemin le plus probable

0, (j) = arg max (51 (3) ay (3.38)

La probabilité du chemin le plus probable & une certaine étape (t — 1), d;_1 (i) apres
transition a;; calculé a son maximum et multipliée par la probabilité d’émission donne la
probabilité du chemin le plus probable & I’étape suivante (t), soit d; (j) cette probabilité
équation (3.3.7) . Un pointeur est mis en oeuvre pour localiser le meilleur symbole (état)
équation(3.3.8) . Il est concrétisé par la fonction v, (i) qui permet de mémoriser 'indice i
avec lequel la valeur de la fonction |d; (j)| est maximal. Enfin, ces équations de récurrence

sont répétées jusqu’a la fin de la séquence

Algorithme 3.3.1 de Viterbi [74], [73]
1. Initialisation, t=1

Si S1 est connu a proiri, alors

01 (i) = 0, Vi (cott du sur viveur i ) (3.3.9)

¥y, (i) = i (cette variable stocke l’état optimal a l'instant t)

Autrement,

Si S est inconnu a priori, alors
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3.3. Calcul du chemin optimal (estimation de la suite cachée)

51 () = (miby (x1)) 1<i<N (3.3.10)

¥y (i) =0 (3.3.11)

50 3) = by () max 51 (] 1< 5N (3:312)
Ui (j) = arg max [0 (i)ay]  1<j<N2< t<T (3.3.13)

3. Terminaison:
P = 1§I%a“§XN[5L (1)] (3.3.14)
T =arg 1§H}EL§XN[§L (1)] (3.3.15)

4. Chemin obtenu (recherche arriére) (Trace back) :

Sf =1 (S5) L—1>t>1. (3.3.16)

Viterbi appelle la quantité In P* = max;<; < 5[0z (i)] le score. A chaque instant t
et pour chaque état, il existe N prédécesseurs (N états de linstant précédent ¢t — 1) ;
l’algorithme nécessite & chaque instant la mémorisation de ces N sur viveurs ( structure
de Treillis ) ainsi que leurs scores respectivement ; mais une fois les d; (i) sont calculés, il
n’est pas nécessaire de stocker I’observation z;, seule la variable ¥; stocke I’état optimal a
chaque instant ce qui rend l'algorithme de Viterbi utilisable en temps réel.

Nous remarquons que dans son implémentation, 1’algorithme de Viterbi est similaire a
celui de 'algorithme forward & I’exception de l'étape trace back recherche arriére) : dans
Viterbi, on teste le maximum sur toutes les probabilités des états a chaque instant.

Cependant, la multiplication d’un grand nombre de probabilités implique des problémes
d’underflow sur l'ordinateur. Une solution proposée pour l'algorithme de Viterbi est de

calculer In P (X/X) au lieu de calculer P (X/\).
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3.3. Calcul du chemin optimal (estimation de la suite cachée)

En effet, le logarithme qui est une fonction croissante, permet de préserver le sens de
I’évolution de la probabilité du chemin le plus probable et transforme par ailleurs le produit
dans I’équation (3.3.7) en somme ; ceci facilite 'implémentation sur machine du calcul des
probabilités ainsi que du chemin le plus probable. Donc nous calculons 6, et Soptimai(viterti)
comme suit :

575 (Z) e max lIlP(Sl,SQ,..,St:i,Xl,XQ,..,Xt /)\) 2§t§L
S1,52,..,5t-1

et la formule de récurrence devient :

0:(j) = max 61 (¢) +Ina;; +1In bj(z;) 1< j<N (3.3.17)

1<i<N
L’objectif étant de maximiser In P (X, S), on peut alors utiliser le méme principe de

Viterbi pour écrire :

L
InP(X,8) =lnmb (X1)+ Y 6(Si=j) 1<i, jl<N
t=2
et
0(Si=7j)=1Ina;; +1n b; (z,) (3.3.18)
on obtient donc 'algorithme’ suivant :
Algorithme 3.3.2 1. Initialisation, t=1
Wy (i) =0
2. Induction (itération) : t=2,3,...,L
0:(j) = max [0;—q (i) +Ina;| +Inb;(x;) 1< j<N (3.3.20)

1<i <N
\I/t (]) = argmaxi< ; < N[(St—l (Z) —Hnaij] 1 S j S N,Z S t S T

3. Terminaison :

In P* = max [0 ()] (3.3.21)

1I<i< N
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z = argmaxi< ; < N[5L (Z)]

4. Chemin obtenu (recherche arriére) (Trace back) :

Sf=V.1(S,), L-1>t>1 (3.3.22)

La fonction “argmax” permet de mémoriser 'indice 7, entre 1 et IV avec lequel on atteint

le maximum des quantités (§,_; (i) a;;) le coit des opérations est en O(N?L)

3.3.3 La restauration par le maximum a posteriori

En général, l'utilisation de P (S; =i / X, \) avec le décodage de viterbi est utile quand les
différents chemins ont presque la méme probabilité que le chemin le plus probable. Ceci
justifie qu’il n’est pas toujours nécessaire de ne prendre en considération que le chemin le
plus probable. Une des approches utilisées dans la littérature définit la séquence d’états qui
maximise la probabilite P (S; =i / X, \). Cette séquence d’états peut étre plus appropriée
quand on est plus intéressé par un état a un point particulier que par le chemin tout
entier. En outre, la séquence d’états ainsi définie peut ne pas étre similaire au chemin
de Viterbi ; voir elle peut méme étre dans des cas particuliers un chemin non légitime si
certaines transitions ne sont pas permises[71]. Nous choisissons ’état S; le plus probable
indépendamment des autres états, ce qui revient a choisir P (S; =14 / X,\) qui est la
probabilité de I’état i au temps t sachant la suite d’observations et le modeéle. Ce critére
d’optimalité permet donc d’estimer le nombre maximum des états indépendants.

Nous essayons de calculer 'estimateur de S; pour 1 <t < L étant donnée la réalisation
de la suite d’observations (X)) [2].

Pour tout 1 <t < Let1l<i<N, nous considérons la quantité :

19:(80 = PSt:Z/Xl,XQ,,XT, /\) 1§Z§N,1§t§[z 3.3.23

(
= P(S;=1i /X1, X0, . X, Xes1, s X1, A) 3.3.24
(

= P(S; =i /X1, Xo,. Xs, NP(Xps1,., Xz /S; =14, A) 3.3.25

3.3.26

~~ I~ N
~— N N~

= a(i)B,(i), 1<i<N,1<t<L
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3.3. Calcul du chemin optimal (estimation de la suite cachée)

qui est la probabilité a posteriori que le systéme soit a I’état ¢+ au temps ¢ connaissant
la sous séquence d’observation X, Xs,.., X; et le modéle A.

On définit la variable

A 0@ aldB)
=P = SN au(i)B,(i) (3:3:21)

P (X /)\) est appelé facteur de normalisation du fait que SN ay(i)3,(i) = P (X /\),

et il peut étre obtenu par 'application de la procédure forward ; d’ou :

Zyt (i) =1 (3.3.28)

En utilisant ainsi 7, (i) nous pouvons estimer 1’é¢tat individuel S; le plus probable au
temps ¢
Sy = arg 1M§ic§L]xV7t (1) (3.3.29)

Remarque 3.3.1 Les variable oy sont calculées et stockées de facon récursive. FElle sont
utilisées ensuite pendant [’étape de régression "Backward" pour calculer 97 (i) = ay(1)5,(1),
1<i<Nett=LTL—1,..1.

- 1l est possible de résoudre le probléme N° 1 wvu précédemment par les formule suivante:

P(Y /) = Z ar(i) = Z 07 (4) (3.3.30)

Bien que ’équation (3.3.29) mazximise le nombre espéré des états individuels (ou in-
dépendants) en sélectionnant 1’état le plus vraisemblable o chaque instant, cependant on
peut avoir quelques problémes, relatifs o la suite d’états produite par cette équation [74] ;
c’est le cas de la non existence ( ou la non allocation ) des transitions c’est a dire le HMM
posséde des transitions d’états nulles pour certains états i et j (a;; = 0), la suite d’états op-
timale estimée dans ce cas n’est pas valide. Ceci est due & la solution de I’équation (3.5.29)
qui détermine ’état le plus vraisemblable & chaque instant sans prendre en compte la proba-
bilité d’occurrence des suites d’états ( I’état le plus probable o chaque instant sans considérer
la structure de Treillis, le voisinage des états a chaque instant et la longueur de la séquence

d’observations).
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Algorithme 3.3.3 Recurrence:

t=1, 2,..., L
: (1) 3,(1) .
— P 1<i<N
7t(2> P(): /)\) S
Sy = arg Maz sy, (2) 1<i<N

3.4 Estimation des Parameétres de la Chaine de Markov

cachée (1))

3.4.1 Introduction

Il n’existe pas une méthode analytique directe pour I’estimation des parametres du la Chaine
de Markov cachée (A) qui maximise la vraisemblance des observations dans le cas ou le
processus {S;} n’est pas observé [73] cependant nous pouvons choisir A de tel maniére que
P (X/\) ait un maximum local en utilisant une procédure itérative comme par exemple celle
de Baum-welch appliqué au CMC ou son équivalence EM (Expectation Maximization ou
modification).

L’approche repose sur la connaissance de la vraisemblance P (X/\) du modéle a données
incomplets ; le calcul de cette derniére n’est pas facile & effectuer a cause de la perte de
I'information contenu dans ce modele. Hartley [38] a explicitement introduit 1’algorithme
EM comme une procédure de calcul qui approche I’estimateur de maximum de vraisemblance
sachant un échantillon aléatoire de taille n d’une population a espace d’états discrets et a
traité deux exemples du cas de 'information incompléte qui sont les données censurées et
tronquées. Plus tard, les propriétés de I'algorithme EM ont été explicitées par Baum et
Petrie [15] pour les chaines de Markov stationnaires. Pendant la derniére décennie, nous
avons assisté a I’étude des propriétés des estimateurs pour les Chaines de Markov cachées
généraux, c’est a dire non stationnaires a savoir les travaux de [79], [12], et [30].

Le principe du traitement des données incomplétes par le maximum de vraisemblance
consiste & augmenter les données par la simulation du régime caché (S) et ensuite appli-
quer des algorithmes itératifs basés sur 'estimation par maximum de vraisemblance des

parameétres du modeéle. En travaillant sur des données complétes de modele et la séquence
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observée, on maximise la log vraisemblance des données complétes. Ces algorithmes difféerent

seulement dans la maniére de simuler les séquences cachées.

3.4.2 Principe

Le principe dans les différentes méthodes d’estimation des parameétres du modeéle de CMC,
est d’approcher les éstimateurs du maximum de vraisemblance dans le cas de manque de
données. La méthodes d’optimisation des parameétres appelés aussi apprentissage, consiste
a ajuster les parameétres du modele A (m, A, B) pour maximiser la vraisemblance des
observations étant donnés le modele A ; c’est a dire maximiser P (X/\) [74].

Notre objectif est de définir une application F, tel que A\™*Y = F ()\(m)> améliore la
vraisemblance d’observations P (X/A), ce qui permet de vérifier : que si A est notre

modeéle & I'itération m alors :

L (XY > (X)X @ P (X/A0D) > P (X/A™)

Cecl revient a écrire

e, (Xt /A<m+1>> > ik (Xt /Mm)) (3.4.1)

Les parameétres a déterminer difféerent selon que la distribution des observations soit
continue ou discréte ; dans notre cas discret, le modele est A = (7w, A, B) dont les parameétres
a estimer sont les composantes du vecteur de la probabilité initial 7;, les éléments de la
matrice de la transition a;; et la distribution de la probabilité d’émission b, (k).

A= (m, A, B) appartient a I’ensemble des parameétres I' défini

ANEIRY/V1I<i,j<N, VI<k<MO<m <1
SV mi=1,0<a; <1L,3N a;=1,0<b; (k) <1, b (k=w,)

I =

=1
(3.4.2)
Nous avons supposé que toutes les transitions ont une probabilité positive ( ie a;; > 0,

Vi,j = i,n, donc la chaine de Markov {S;} est homogene irréductible et apériodique, et

comme elle est a espace d’états fini alors d’aprés le théoreme2.3.4 | elle est récurrente

positive. Le théoréeme2.3.5 et le théoréme érgodique2.3.6 nous permettent d’affirmer qu’il
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existe une distribution 7 unique (stationnaire) qui est comme distribution initiale et elle
est, positive

On peut donc écrire :

r(i)=P(S,=i)>0, V1<i< N, V1<t<L

et ’ensemble des parameétres a estimer sera réduit & A = (A, B) tel que

_— ANeIRY /V1<i,j< N, VI<k<MO0<a;<1 (34.3)
Siiag =1, 0<b; (k) <1, 350 b (k=) =1

Ou d est le nombre de paramétres du modéle A & estimer de telle maniére que dans
notre cas d = N « N + N x* M mais vu les contraintes sur les parameétres du modéle, le
nombre d sera réduit a d =N (N —1)+ Nx (M —1) .

L’idée est d’utiliser des procédures de ré estimation qui affine le modéle petit & petit en
suivant les étapes suivantes :

* Choisir un ensemble initial de parameétres A (A, BO);

% Calculer A HD(ATHY BUD) 5 piteration (m+1) & partir de Alm) (A(m), B(m)) a
litération (m);

* Répéter ce processus jusqu’a un critére de fin (d’arrét ) qui est :

e partant de A\ A+ doit vérifier:

e, (X0 A7) =1k p (X A)

C’est a dire on cherche a définir une fonction F' tel que:
Am+) g ( A(m))

Généralement, pour l'estimation des parameétres on suppose l'existence de plusieurs
séquences d’observations appelées corpus d’apprentissage. Soit X!, X2, ..., X" ce corpus.
On suppose I'indépendance de ces séquences, la loi de la probabilité jointe de toutes ces

séquences est donc équivalente au produit des probabilités des séquences prises individuelle-

ment
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L(XN X2, X"/ A)+InP (X" X% X"/ A)+Inll_ P (X' /)

ol A est I'ensemble des paramétres du modele, et L (X' X2 ..., X" ) est appelée la

vraisemblance du modéle.

3.4.3 Les méthodes d’estimation des modéles de CMC

Lors de I'estimation des Chaines de Markov cachées, deux cas peuvent se présenter :

(i) la séquence d’états est connue

Dans ce cas, les données sont complétes et 'application de la méthode du maximum de
vraisemblance pour I'estimation des parameétres du modele s’avere évidente.

(ii) la séquence d’états est inconnue, et notre modeéle est en manque de données ; on fait
ainsi recours a des méthodes de simulation de ces derniéres et appliquer ensuite I’estimation
par maximum de vraisemblance des parameétres du modéle.

(i) la séquence d’états est connue

lorsque la séquence d’états est connue, le calcul des valeurs des paramétres devient facile;
il suffit d’appliquer les formules des estimateurs de mimum de vraisemblance [1], par le calcul
du nombre de fois ot chaque transition ou émission sont produites. Soient : A;; : le nombre
de fois que le systéme est a I'état j précédé par I'état i, et B, (z¢) : le nombre de fois que
I’alphabet k est émis par 1’état ;.

L’estimateur par maximum de vraisemblance des probabilité de transition et

d’émissions donne respectivement :

Ay Ay
et
B; B
by (a) = 2207 _ B () (3.4.5)

Bi(.) X, Biw)
- A, =Y, Air est le nombre de fois que le systéme se trouve a I’état S; = i, pour
i=1,.,Nett=1,.. L1
-B;(.)+ >, Bj(y) estlenombre de toutes les transitions & partir de I'état j pour
j=1,. N ett=1,..,L—1.
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Dans le cas de manque d’information, application des formules (3.4.4) et (3.4.5) est
impossible. En effet, si un état 7 n’est jamais utilisé dans la séquence d’états, alors les
équations d’estimation (3.4.4) et (3.4.5) sont indéfinies pour cet état. Car le nombre A,;;
de transitions a partir de cet état vers n’importe quel état j est nul et par conséquent la
somme

> Air est aussi nulle; ce qui implique une indétermination dans le calcul de a;;. Pour
la méme raison, nous obtenons une indétermination dans le calcul de B; (.).

Durbin et al en 1998 ont proposé d’ajuster a ces valeurs des pseudo nombres prédéter-
minés qui sont respectivement notés r;; et r; (k), qui sont définis comme étant le biais a
priori des valeurs de probabilité, et qui sont toujours positifs. Ces pseudo nombres sont tels

que :

Nouveau A;; = A;; + 1.
et

Nouveau B;(.) = Bj(.)+r; (k)

Ces nombres r;; et r; (k) sont de nature probabilistes et ils refletent le biais a priori des
valeurs de probabilités. De plus, ils sont interprétés comme les parametres de la distribution
a priori de Dirichlet pour chaque état.

L’estimation des Chaines de Markov cachées étant basée essentiellement sur ’estimation
par maximum de vraisemblance, nous discutons les équations de ’estimation par maximum
de vraisemblance (MLE) et ses propriétés dans la prochaine section.

(ii) la séquence d’états est inconnue

Dans cette situation, ’application directe des estimateurs du maximum de vraisemblance
n’est pas pratique, alors nous essayons d’approcher cet estimateur par les estimations itéra-
tives a partir d’'un modele initial choisi arbitrairement et d’appliquer les estimateurs du
maximum de vraisemblance a chaque itération. Cette méthode est connue sous le nom de "
'algorithme EM " (Exeptation- Minimization) qui a été¢ introduite par [28] pour 'estimation
des modeles & données incomplétes. Nous notons que [15] ont été les premiers & prouver
que l'information des parameétres de la Chaine de Markov caché CMC par le maximum de

vraisemblance augmente la vraisemblance des observations.
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L’algorithme de Baum-welch appelé aussi algorithme "forward-backward " est un cas
spécial de 'algorithme EM, il permet d’estimer les probabilités dans les Chaines de Markov
cachées ot les données manquantes sont les éléments de la séquence d’états cachés.

Par ailleurs, il existe d’autres méthodes itératives qui sont soit des versions stochastiques
de lalgorithme EM et qui approchent I'estimateur du maximum de vraisemblance tel que
l’algorithme SEM et ’algorithme EM de Gibbs connus sous le nom de méthodes de Monte
Carlo par les chaines de Markov ; soit des méthodes basées sur I’estimation Bayesienne.

Nous notons que le cas des données incomplétes a été largement traité : Hartley
[38] a donné une simplification du calcul des estimateurs de maximum de vraisemblance a
partir des données incomplétes. Dempster [28] ont appliqué I’algorithme EM pour calculer
les estimateurs du maximum de vraisemblance dans le cas de données incomplétes, et ont
montré le caractére monotone de la fonction vraisemblance ainsi que la convergence de
I’algorithme.

Dans le traitement des chaines de Markov cachées, nous distinguons les méthodes basées
sur l'estimation de maximum de vraisemblance (les algorithme EM, SEM, EM a la Gibbs)

et la méthode basé sur 'estimation Bayesienne.

3.4.4 L’algorithme EM

L’algorithme EM, introduit pour la premiére fois par Dempster [28], est un algorithme
itératif qui permet d’approcher I’Estimateur du maximum de vraisemblance du modeéle a
données incompleétes. 11 consiste a remplacer la vraisemblance P(X, S /\) par son espérance
conditionnelle sachant la séquence observé X et la valeur courante du parameétre Am)
qui est a cette étape candidate au maximum ; cette espérance conditionnelle est appelée la

fonction auxiliaire () ()\/ )\(m)> . Elle s’écrit :

0 (A/Mm)) -5 <1n P(X, S /A™) / X, )\) =Y " WmP(X, S /NP(S / X.A™)  (3.4.6)

seS
Et est maximisé en A pour obtenir une nouvelle valeur du parametre. Donc, partant
d’un modele initial A¥ et connaissant les valeurs du parameétres actuels A4 Ditération

(m) , lalgorithme EM alterne deux étapes :
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- La premiére étape qui est I’étape E (Estimation) consistante a calculer la valeur de la
fonction @ (A/A\™);
- La deuxiéme étape qui est 1'étape M (Maximization ) maximisant en A la fonction

auxiliaire @ (A/A\™), c’est & dire choisir
A — arg meXQ (A/A™)

A cause du caractére incomplet du modele P (X /A), les méthodes d’estimation sont
difficiles & calculer ; nous essayons alors d’augmenter les donnés en donnant des valeurs
aux états cachés et enfin calculer la vraisemblance du modele complet P(X, S /A) dont le
calcul devient facile aprés avoir éliminer tous les termes possibles des états cachés.

L’idée consiste a alterner deux étapes :

1. Attribuer des valeurs aux états cachés S(+D = (Sfmﬂ), S Sémﬂ))

sachant I'estimation courante du parametre du modele \™ et la séquence d’observations X

2. Etant donné S+ 1é estimer A™ 1! & partir de A™ sur la base de la log vraisemblance
des données completes In P(X, St+1) /x(m))
Notons que la restauration de la séquence d’états cachés se fait en appliquant la loi

conditionnelle
P(S, X/\)
P(X/\)

L’algorithme EM consiste a remplacer la vraisemblance P (X, S / ) par son espérance

P(S/X,\) =

conditionnelle sachant la séquence d’observations et la valeur courante du parameétre A
Cette espérance conditionnelle est la fonction auxiliaire @) .

Soient X = X; , Xs, ..., X, la séquence d’observations, S = S; , Sy, ..., 51, la séquence
d’états et A = (m, A, B) I’ensemble des paramétre du modéle.

L’estimateur du maximum de vraisemblance A s'obtient en maximisant la log vraisem-
blance des données complétes In P (X, S / A) pour tout A. La solution originale de
I’estimation du vrai modele dans le sens du maximum de vraisemblance c’est a dire trouver
\ maximisant P; (X), a apparu dans [15].

En effet, on cherche & calculer ’estimateur MLE de la fonction :

mP(X /A=) P(X,S/)\
S
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Supposons un modele actuel A et cherchons a estimer un nouveau modele AV qui
soit meilleur, soit la vraisemblance du modele
L(X/AN)=InP(X /)
du fait que
P(X, S/ )\
P(X /)=
(X /) P(S /X, )\
alors on peut écrire :
ImP(X/AN)=InP(X, S/N-P(S/X, N (3.4.7)

En multipliant cette équation par P (S / X , A) et en sommant sur I’ensemble des états

cachés nous obtenons a chaque itération m :
Yp (5 /X, W)) mP(X /) = Y P (5 /X, A<m>) P (X, S/ )\
S S

—ZP(S/X, A(m))lnP(S/X, )

= InP(X /XN
On appelle le premier terme la fonction auxiliaire () <)\ / )\(m)> tel que :
0 (A/Mm)) -YF (S /X, Mm)) mP(X, S/ N (3.4.8)
S
le deuxiéme terme noté H (/\ / /\(m)> et I’entropie et est égale a
H (A/Mm)) -Yp (S /X, A<m>> mP(S /X, )\ (3.4.9)
s
on peut donc écrire
L(X/N=lP((X/\N=Q (A/Mm)) ~H (A/Mm)) (3.4.10)

La fonction auxiliaire () </\ / )\(m)> est d’une grande importance dans le calcul de I’estimateur
obtenu par I'algorithme EM. Statistiquement cette fonction représente la moyennede In P (X, S / )

sur la distribution de S connaissant la séquence d’observations et le modéle courant ™)
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() parait plus compliquée que P, mais il est plus facile de travailler avec (). On démontre
[54] que
Q (X/Mm)) > Q (Mm) /A<m>) = P (X) > Py (X)

Nous cherchons a trouver le modéle A qui rend la log vraisemblance In P (X / \) plus

grande que celle du modéle actuel ou :
P (X /A\)>InP (X / Mm))
nous calculons alors :

WP (X /2 =P (X /A7) = @ (AA™) =@ (xm/]™)

P(S /X, \m
+¥P<S/X’ A™) IE(S/X, )\)>

Le deuxiéme terme est l'entropie relative [89] de P <S /X, )\(m)> aP(S/X, et

elle est toujours positive d’ou :

ImP(X /) —InP (X / A<m>) > Q (A/Mm)) —Q (Mm)/A(m)) (3.4.11)
alors tant que A # A D'inégalité reste stricte.

Pour rendre la différence maximale, nous devons maximiser () ()\ / )\(m)) et donc, nous

devons choisir A qui vérifie I’équation :

A — arg m/ex@ <)\//\(m)> (3.4.12)

Baum et al [17] ont montré que pour une large classe de probabilités fonctions du
paramétres A qu’on note par P (A), l'utilisation de la technique du maximum de vraisem-

blance dans 'estimation du modeéle de Markov caché donne :

Théoréme 3.4.1
Si Q (X/)\) > Q (A/A) alors P (X) > P (X). L’inégalité est stricte sauf si P (X/X) =
P(X/\) p.p surle domaine de X.
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Ensuite, on montre que A est un point critique de P si et seulement s’il est un point
critique de () fonction de N
op,  9Q(AA™)
/X IR /A = A

pour chaque coordonnée de \,, u =1, ..., d de 'ensemble de \

Enfin, Poritz [71] a monté que pour une large classe de modeéles, ) fonction de A a un
seul point critique et ce point est I'unique maximum global.

L’idée est d’augmenter les paramétres du modeéle a ’aide de la fonction () commencant
par un modele initial A¥) et de trouver les re-estimateurs de Baum- Welch \ en maximisant
la fonction @ .

L’algorithme EM peut étre résumé comme suit :

- L’étape E : calculer la fonction @ (X/ )\(m)> :

- L’étape M : maximiser () (X/ )\(m)> sur ’ensemble des A, autrement dit choisir
AMHD — arg m/gx@ ()\/)\(m)>

Nous avons démontré d’apres I'équation (3.4.11) que In P (X/\) croit a chaque itération
quand A # \". Ce qui permet & la procédure d’atteindre un maximum local (et parfois
global lorsque la taille de I’échantillon n augmente ).

Prenons A\™ comme étant le nouveau modele initial et répéter le processus ; un seul
des deux résultats se réalise :

- 801t Pym+1 (X) > Pym (X)

- soit A™ est un point critique de Py (X).

3.4.5 Propriétés de ’estimateur de 1’algorithme EM

Nous avons vu que 'algorithme EM est une procédure itérative qui approche 'estimateur
de maximum de vraisemblance pour les modéles & données incomplétes voire les Chaines de
Markov cachées ot les données manquantes sont les états cachés. En effet, pour estimer les
parametre du modele, on maximise l’espérance conditionnelle de la log vraisemblance du

modeéle complet qu’on obtient dans le calcul de 'étape E du méme algorithme :
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A e argmaxyer Q ()x/)\(m)> m = 0,1, ... .Ainsi partant d’un modeéle initial A
et en appliquant les deux étapes de ’algorithme, on géneére a chaque itération une suite de
parameétres ()\(m)> A0 AW )\

Ainsi, la Vraiserr’;lzbolance du modéle croit a chaque itération. Dans cette partie, nous
étudions la convergence de cette vraisemblance.

Redner et Walker [75] ont établit le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.2 Soit ()\(m)> une suite générée par l’algorithme EM dans I' pour une

m>0

valeur initiale \¥ € T'; la log vraisemblance des données incomplétes L <X / )\(m)) converge
d’une maniére monotone vers une limite L* (finie ou non finie ) , et si L est l’ensemble
des points limites de ()\(m)> o dans I' alors on vérifie les propriétés suivantes :

1. L est un ensemble ferr?zlé_ de T';

2. st ()\(m)) est contenue dans un sous ensemble compact de T'. | alors L est compact.
m>0

3. si ()\(m)> est contenue dans un sous ensemble compact de 'y et si pour une norme
m>0

.|| swr T, ‘A<m+l> -

)\(m)H —noo 0, alors L est connexe et compact .

4. si L(X/)\) est continue dans I et L# () alors L* est finie et L (X/X) = L* pour
tout point limite NeL.

5. s1Q <)\/)\(m)> et H </\/)\(m)> sont continues en leurs deux variables A et A\ dans
T et sont différentiables en A au point A\ = \™ = ) e L; alors L (X/\) est différentiables

au point A = A et les équations de vraisemblance Dy L (X/X) = 0 sont satisfaites par \ = .

Notre modele A (7;, a;;, b; (k)) appartient a ’espace des parameétres :

ANEIRY/V1I<i,j<N, VI<k<MO<m <1
Ylmi=1,0<a; <1L,Y 0 0 =1, 0< b (k) < 1,300 b (k=y,) = 1

I' =
MO . Tensemble des parameétres initiale doit avoir toutes ses composantes strictement
positives. Ces parameétres sont ré estimés par les formules (3.4.21) , (3.4.22) ,(3.4.23) , et
doivent vérifier a chaque itération les conditions de stricte positivité ; c’est a dire & I'itération

m de I'algorithme EM ag”) >0, bj (k) >0 ,m >0;on admet de plus que Zfil 7r2(.m) =1.
Sous ces conditions l’ensemble des points limites de la suite ()\(m)> générée par
m>0

I’algorithme EM est un sous ensemble compact non vide de T.
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Théoréme 3.4.3 Soit \© € T et ()\(m)> la suite générée par ['algorithme EM pour

m>0
une Chaine de Markov caché. si L désigne l’ensemble des points limites de (A(m)) alors
m>0

1. L (X/)\(m)> converge quand m — oo wvers une limite finie L*.
2. pour tout point limite XeL i L (X/X) = L* et D\L (X/X) =0 ;( X est un point
stationnaire de L (X/)\) ).

3. L est connexe est compact.

Convergences vers la solution consistante des équations de maximum de
vraisemblance :

L’existence d’une solution consistante des équations de vraisemblance pour les Chaines
de Markov cachées est établie sous les conditions suivantes :

- La vraie valeur du paramétre A* appartient a ’espace I's définie par
s={ el /Vi=1, .. d, \; >0, § >0}
- La matrice
ox=—D?Hy» (\) = —D*E\» (InP (Xo / X_1, X_a, ..., N))

Est définie positive en \*.

D’aprés le théoréme 3.4.1 tout ouvert contenant la classe d’équivalence de \* contient
pour tout n assez grand celle de Xn et si de plus F; est un compact de I's, alors pour n assez
grand, Xn est dans 'intérieur de I’; et est I'unique solution des équations de vraisemblance
dans T.

Nous venons de vérifier que I’ensemble des points limites de la suite ()\(m)> . générée
par algorithme EM est inclus dans un sous ensemble compact de I' qui n’est ggs automa-
tiquement inclus dans F:; . pour pouvoir appliquer le théoréme précédent, il faut donc

s’assurer que la suite ()\(m)> ne sort pas de I :;.
m>0

Théoréme 3.4.4 Soit F; un compact de I's contenant la classe d’équivalence My+ du

vrai parameétres dans son intérieur. Si pour 2O e F; ; ()\(m)> désigne la suite générée
m>0

par algorithme EM dans I‘; pour une Chaine de Markov caché, alors pour n assez
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. . . . N . , . /
grand, l'unique estimateur du mazimum de vraisemblance A\, est bien défini dans T's et est
consistant.

A

n

Dés que A\ est suffisamment proche de /Xn .

D’aprés Muri (1997), le théoréme 3.4.2 montre 'existence de points limites établis par
'algorithme EM ; ensuite dans le théoréme( 3.4.3 , 3.4.4 ), il est montré la convergence
de l'estimateur obtenue par 'algorithme EM (/\(m)> . vers la solution consistante des
équations de maximum de vraisemblance. Cependant, ngernier théoréme n’est pas valable
pour toute suite générée par I’algorithme EM puisqu’il est nécessaire de vérifier que la suite

(A(m)) ne sort pas de I'.
m>0

3.4.6 L’apprentissage de Baum-Welch

Lorsque la séquence d’états est inconnue, nous ne pouvons pas estimer les paramétres di-
rectement par la méthode du maximum de vraisemblance ML. Dans ce cas, des procédures
itératives sont utilisées et elles consistent a augmenter les données du modeéle pour ensuite
appliquer les formules de ré estimation sur les modéles supposés ainsi & données complétes.
Parmi ces procédures itératives, la méthode la plus manipulée est ’algorithme Baum-welch
ou l'algorithme forward-backward qui n’est qu’un cas particulier de I'algorithme EM.

[17] ont utilisé 1'algorithme EM comme méthode itérative qui consiste & maximiser
la fonction auxiliaire @ (A\/A™) a l'¢tape E ont montré que cette maximisation augmente
la log vraisemblance In P (X/)\) a chaque itération de 'algorithme. Puis, 1'algorithme
Baum-Welch consiste a estimer les parametres A;;, et B; (k) en considérant les chemins les
plus probables des séquences d’apprentissage et les valeurs courantes des probabilités a;;,
et b; (k), pour appliquer les estimateurs du maximum de vraisemblance précédemment cité
pour calculer les nouvelles valeurs de a;;, et b; (k).

Cette itération continue jusqu’a vérification d’un critére d’arrét prédéterminé qui est :

- Soit une variation non significative de la vraisemblance du modéle au cours des itéra-

tions ; cette variation étant mesurée par

e = ‘L (X/Mm)) L <X/)\(m‘1)>‘
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de telle sorte que ¢ prend une valeur d’une grandeur relative a la valeur de L (X/\).
Cette stabilité significative des valeurs des parameétres du modeéle a savoir les parameétres
ré-estimer ag-n), et b;m) (k).

- Soit le nombre d’itérations fixé au départ.

Nous montrons plus tard que la vraisemblance du modéle croit a chaque itération et par
conséquent, le processus converge vers un maximum local. Cependant, il existe plusieurs
maximaux locaux qui dépendent tous des valeurs initiales des parameétres.

L’algorithme Baum-welch calcul A;;, et B; (k) comme étant le nombre espéré de fois
que chaque transition ou émission est réalisée sachant la séquence d’apprentissage ; pour

cela nous utilisons les procédures Forward et Backward dans le calcule des probabilités a

posteriori.

Qg (Z) 5t+1 (]) bj (5Ut+1)
P(X /A

Ay = P(St = i, St+1 = j / X, /\) = (3413)

A partir de cette équation, le nombre espéré de fois que la probabilité a;; est utilisée,
peut étre obtenu en sommant sur tous les états d’une séquence et sur toutes les séquences

d’apprentissage la quantité a;; de la seule séquence s, on obtient

i

A=Y T 2 o ) )b () (3.414)

s=1 t=1

Tel que :

- af (i) est la variable Forward a4 (i) calculée pour la séquence s,

- B7,1 (j) est la variable Backward (3, (j) calculée pour la séquence s,

- b; (xf +1) est la probabilité d’émission de 'observation x;;; & partir de I’état j pour la
séquence s.

- L est la taille de la séquence d’apprentissage,

- r es t le nombre de séquences dans le corpus d’apprentissage.

De méme pour une séquence donnée, la probabilité d’émettre au temps ¢ une observation

r; = k est donné par la formule suivante :

ay (1) By (4) bjgt ) oy = 1}
P(X)

bj (k) =P (v sy =k / X, \) = (3.4.15)
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Ainsi le nombre de fois que la lettre k soit émise par ’états j est :

B, WZ;W S a8 6) (3.4.16)

{t /=i =k}

Nous remarquons que la somme du produit de deux variables Forward et Backward se
fait seulement sur les positions (les états ) ou le symbole k est émis tout au long de la
séquence.

En calculant ces estimations, les probabilités du nouveau modeéle sont obtenues en ap-

pliquant les équations de maximum de vraisemblance :

Ajj _ Bj (%)
4, b =R

On continue l'itération jusqu’au moment ou la vraisemblance ne change pas de maniére

aij =

significative. Dans la pratique, le critére d’arrét est le nombre d’itérations fixé au préalable.
Ainsi, I’algorithme Baum-welch consiste en ces trois étapes suivantes :
1. Initialisation
prendre des parameétres arbitraire pour le premier modéle.
2. Récurrence
Calculer la variable Forward «; (i) pour chaque séquence s,
Calculer la variable Backward f, (i) pour chaque séquence s,

Calculer la log vraisemblance du modéle pour chaque séquence

3. Arrét
arréter quand la logvraisemblance est inférieur a certain seuil

prédéterminer ou quand le nombre fixe d’itérations est atteint .

3.4.7 Justification des estimateurs de Baum-welch
L’ "algorithme de Baum-welch cherche & maximiser la vraisemblance :
mP(X /A=) P(X,5/)
S
Dans le cas des données manquantes, la fonction () est :

0 (A/AW) =Y P(S / X \)ImP(X, 5 /A™)
S
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Pour un chemin donné, chaque paramétre du modéle apparait un certain nombre de

fois dans la probabilité P(X).

Soient
- A;; (s) : le nombre de transitions de I’état i & 'état j pour chaque séquence d’états s,

- Bj (k, s) : le nombre d’émission du symbole k via I’état j pour chaque séquence d’états

- m; (8) : le nombre de fois que séquence S commence par 1'états i,

Etant donné l’ensemble des chemins, la log vraisemblance de P(X, S /\) peut s’écrire :

InP(X, S/A\)=In <P(Sl)b51 (1) (H a;;b; (:vt)>>

que l'on peut écrire sous la forme :
Mo .
lnP(X, S/)\) = 111(( 7Ti{s1«u}> (bj (k-)l{st%%’tk}))

L N-1 N
1{5t—1 =i, s = J}
t=2 i=1 j=2

ce qui permet de développer :

N ‘ N M )
) (T 005672

InP(X, S/A)=In (i=1 N p TR
(z‘=1 j=2 )

So Msio1 =1, st = j}

£

D’ou pour chaque séquence la logvraisemblance du modéle est :

ﬁ a?}ij(s) ﬁ ﬁ b, (k)Bj(k7 s) ﬁ 71.7(8))

i=1 j=2 i=i k=1 j=1

InP(X, S/A)=1In (

ou :

- Ay (s) =F,1{s;.1 = i, s, = j} est le nombre de transitions de I'état i a D'état j

pour la séquence d’états S,

- Bj(k, s) = Zfil 1{s; = i, &y = k} est le nombre de fois que I'alphabet k apparait

a partir de I’état j pour la séquence S.
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3.4. Estimation des Parameétres de la Chaine de Markov cachée (\)

Puisque nous considérons la chaine stationnaire, nous allons ignorer le terme de la prob-

abilité initiale dans le calcul de @) ()\ / )\(m)> , ce qui permet d’établir I’égalité suivante :

n—1 n
Q (A/Mm)) => P(S/X,\") <ZZA” lna”ZZB (k, s)Inb; (k))
S =1 j=2 Jj=t k=1
(3.4.17)
Nous remarquons que les valeurs estimées A;; et B; (k) dans les équations (3.4.14) et
(3.4.16) de l'algorithme Baum-Welch peuvent étre vues comme les espérances de A;; (s)

et Bj(k, s)sur P(S /X ,\"); et on peut écrire :
Ay = ZP(S /X AN™ Ay (s)
B (k) = ZPS/X A™B; (k, s)

Si on somme ’ensemble des séquences d’états I’équation (3.4.17) , nous pouvons écrire

Q ()\ / )\(m)) comme suit :

n—1 n n m
Q ()x//\(m)> = ZP(S /X ,A™)1n (H Ha;‘ljij(S) HHbl (k>Bj(k, s))
s i=1 j=2 i=i k=1
-1
- ZPS/X /\m) l]()lnaij
2

1

3

7

Jj=
n

+

iZP(S / X X™)B; (k, s)Inb; (k)

i=1 k=1 S

n—1 n
Ay (s lnam+ZZB (k, s)Inb; (k)

i=1 j=2 =1 k=1

g

Nous allons montrer comment ’estimation par maximum de vraisemblance de a;; et de
b; (k) maximise @ ()\//\(m)) .
Soit le modéle A dont les parametres constituent les estimateurs par maximum de

vraisemblance :
Zz A

aij =

d’ou :
Aij =y E Ai
l
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et

et on a

B (k) = b; (x1) ZBJ (k‘)

Nous cherchons a calculer la différence : @) </)\\/ A ) -Q ()\ / )\(m)> sachant que :

n—1 n
Q(A/)\(m)>_ZZAwlnam+ZZB )Inb (
i=1 j=2 Jj=t k=1

alors

~

Q ()~ (vA) = 55y 2 4 33

i=1 j=2 j=t k=1

Considérons I’équation terme par terme :

n—1 n

S5 i = 5 (S ) Sam

i=1 j=
n o~
tel que Zaij In Z—] est 'entropie de @;; relative & a;; et elle est toujours strictement
ij
j=2
positive tant que @;; # a;;.

On procede de la méme maniére pour b; (k)

DI <Z§_i 25 () i " i

Jj=t k=1 J=t k =1

entropie de b (k) relative a b; (k) et donc toujours positive

m
De méme g
k=1

sauf si 6 (k) # bj(k), et on conclut que le maximum est atteint quand a;; # a;; et
by (k) # b (k).

Ainsi, le maximum est atteint aux valeurs des paramétres obtenues par ’estimation du
maximum de vraisemblance. Notons que Baum et Eagon [15] ont été les premiers a montrer

qu’en appliquant une transformation de la probabilité de transition dans une chaine de
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Markov, cette transformation étant I’estimateur a posteriori de la probabilité de transition

. . Ajs .
obtenu par maximum de vraisemblance : T{ZZ__ }, on augmente la vraisemblance de
ij

'observation c’est a dire P (T {a;;}) > P (a;;).

Dans I'algorithme de Baum-welch, I’étape E consiste & calculer les estimations de A;; et
B, (k) en utilisant les procédures forward-backward pour enfin évaluer la fonction ), I'étape
M consiste & injecter les valeurs de A;; et B, (k) dans les formules de ré estimation de a;;
et b; (k) des équations (3.4.4) et (3.4.5) .

Dans la procédure de ré estimation du modéle on procéde comme suit :

- Partir d’un modele initial A\(©) (A, BO).

- Sachant l’estimation courante ™ (A(m), B(m)) , attribuer une valeur aux éléments
de la séquence d’états cachés S+ = (S£m+1), S§m+1), o S£m+1)> a partir du modeéle \™
et de la séquence d’observation X.

- Sachant S™*D actualiser A(™ en A sur la base de la log vraisemblance des données
complétes In (X, S (M) / \™) .

La restauration de la séquence cachée est fondée sur la loi conditionnelle sachant la
séquence observée X et la valeur courante du parameétre A, notée P (S;/ X1, Xo, ..., Xy, A ),
et donnée par :

StaX 1, X2) st Xt / A)
P(X /)

P
P(St/Xl, X2, ceey Xt7>\ ) - (

Nous allons décrire la procédure itérative basée sur le travail classique de Baum [17] pour
le choix des parameétres du modeéle. Commencons par définir les fréquences d’utilisation de
I’ensemble d’apprentissage (paramétres du modeéle ).

Soit la quantité :

P(Si=i,Sm=j /X, \)
P(X /X

¢ (4,7 ) est la probabilité que le chemin & ’état ¢ au temps ¢ fait une transition a I’état

Ct <Z7] ) =

7 au temps t + 1 étant donnés l'observation et le modéle, pondérée par la probabilité de la
séquence d’observations connaissant le modéle.

On reconnait que P (X / A) est un facteur de normalisation de ¢, (i,7 ).
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Nous pouvons écrire (, (7, ) comme :

g ) = 2 aubs (@) B ()
Z Z o (1) aijbj (2441) By (J)

i=1 j=1

(3.4.18)

oy (i) consideére les ¢ premiéres observation, et au temps t le systéme est a 1'état i, le
terme a;;b; (z4+1) comptabilise la probabilité d’une transition de I'état ¢ a I'état j ainsi que
la probabilité d’occurrence du symbole x;,1, et le terme 3, (j) prend en compte le reste
de la séquence d’observations a partir de ¢t 4+ 1 ; nous pouvons facilement montrer que V7,

¢ (i, j) =ar (7). Le processus est expliqué par la figure ci-dessous [74].

.

a

<

Br+i(j)
t t+1

Séquence partielle pour le calcul de ’evénement transition de I’état ¢ au temps ¢

a l'état j au temps ¢t + 1

On a définit précédemment -+, (i) comme étant la probabilité que le systéme est a I’état
7 au temps t, étant donnés la séquence d’observations et le modéle, alors on peut écrire

I’expression suivante:

Vi (Z) = ZCL <i7 ])
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On définit aussi
L1 N
Vi = Z% (i) = Z%’j
t=1 j=1
et
Z@t i) aijbj (Te41) Byiq (7)

ZCL _ (3.4.19)
ZZat a@] xt+1)5t+1( )

i=1 j=1

ou
Z 7, (7) est le nombre espéré de transitions a partir de I’état i.

h
-0y = Z ¢, (i, j) est le nombre espéré de transitions de 1’état ¢ & I’état j.

t=1
Cette méthode de maximum de vraisemblance est la plus utilisée dans les applications

2].

3.4.8 L’algorithme de Baum-welch

L’algorithme de Baum-welch est appliqué pour trouver ’estimateur du maximum de vraisem-
blance des paramétres; le résultat donne des parameétres d’estimation meilleurs que les
parameétres de la CMC d’origine. En, effet, & partir d’un modeéle a priori et des observa-
tions supposées émises par le modeéle, on cherche les probabilités de transitions et d’émissions
maximisant la vraisemblance d’observations a chaque itération . L’algorithme utilise des
valeurs intermédiaires des probabilité calculées dans la procédure forward-backward pour
ajuster les parameétres du modele telle que la vraisemblance du modeéle est maximisée (lo-
calement dans la plupart des cas ). On peut résumer la procédure itérative de Baum-welch

sous I’algorithme suivant :

Algorithme 3.4.1 1- Fixer des valeurs initiales:

E =0
A o= {x), al,b) ()}

i Yijr Vg

2-calculer
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en utilisant ’algorithme forward-backward:
C(i,5) et v, (j) 1<4,7<N, 1<t<L-1
3- effectuer des nouvelles estimations du modéle

m = 1, 2

>)

_ ﬁ(m),ai\j(m)al;;(m) (Xt)} 1<ij<N

4- Recommencer en (2(0)) et (3(0)) jusqu’a un certain critére d’arrét.

Nous avons déja mentionné que le test d’arrét est en général le nombre d’itérations fixé
au départ ; il peut aussi étre une variation non significative des parameétres du modéle.

Cependant, le choix du modele initial influe sur les résultats, toutes les valeurs nulles de
A et B au départ restent zéro a la fin de apprentissage.

Par ailleurs, 'algorithme peut converger vers des valeurs de paramétres qui forment un
point critique de P (X / /)\\) , oll nous obtenons un maximum local ou un point d’inflexion ;
d’ou la nécessité d’un bon choix du modéle pour éviter ces point d’inflexions [2]

Une alternative de ’algorithme de Baum-welch fréquemment utilisé, est I’apprentissage
de Viterbi. Dans cette approche, les chemins le plus probables des séquences d’apprentissage
sont dérivés en utilisant 1'algorithme de Viterbi cité précédemment, et elle sont utilisés dans
le processus de ré estimation de Baum-welch. Ensuite, le processus est mis en itération quand
les nouvelles valeurs des parameétres sont obtenues, et on continue le processus jusqu’au mo-
ment ol les chemins ne change plus. En ce point les estimateurs des parametres ne change
plus aussi du fait qu’il sont complétement déterminés par le chemins.

Cette procédure ne maximise pas la vraie vraisemblance : P (X!, X2 ..., X"/\) comme
une fonction des paramétres du modeéle A\, mais elle trouve les valeurs de A\ qui maximisent

la contribution de la vraisemblance

P(Xl, X2 X7/ A S(XY), §(X?), . §(X’")>

A partir des chemins les plus probables des séquences.
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Contrairement a ’algorithme de Viterbi ’algorithme de Baum-welch teste aussi les moins
bons chemins (en les pondérant) alors que le premier ne considére que les meilleurs ; Ceci
revient a dire que Baum-welch souffre beaucoup moins d’un mauvais modeéle de départ que
Viterbi, car il reste tout de méme les chemins alternatifs. Néanmoins, ces deux algorithmes
risque de rester coincés sur un optimum local. Souvent, et dans de nombreux probléme, le
domaine d’optimisation est trés complexe et posséde plusieurs maximaux locaux.

Pour avoir une estimation convenable du modeéle, les ré estimation se fond sur un ensem-
ble de plusieurs suites d’observations appelées corpus d’apprentissage. Il est a noter aussi

que la taille du corpus influe sur les résultats.

3.4.9 Les formules de ré estimation de A (II, A, B)

Nous avons vu que I’étape M de l'algorithme EM consiste & la maximisation en A\ de la

fonction ) (/\ / /\(m)> ce qui revient & maximiser

N
Q(A/Mm)) = Y P(Si=i/X, A",
N
>N P(Si=i.Sm=j/X, A")nay

£ P/ X )b (h)

La maximisation se fait en 7;, a;;, b; (x;) et on obtient les estimateurs A+ 3 Pitération

m par les formules suivantes :

f;fp(st = i, Sen = j /X, A<m>)

(m+1)
L i ~ (m)
tzlP(St:j/X,/\ )
’ _ (m)
et
L — (m)
e ZEP (5= %)

' n
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on définit +, (i) qui signifie le nombre de fois possibles d’étre dans ’état i a l'instant ¢
alors :

- Le nombre espéré de fois (fréquence ) d’étre dans 1’état i au temps t = 1 est

7=, (9) 1<i<N (3.4.20)
_ w 1<i<N (3.4.21)
ZaL (1)

- Le nombre espéré de transition de ¢ vers j pondéré par le nombre espéré de fois d’étre

dans 'état j donne a;; tel que :

G = POy G (i, 5) (3.4.22)
Zt 1 %( )

Zat aU th+1)5t+1()

S () 6. ()

- Le ratio du nombre espéré de fois d’étre dans I’état j en observant le symbole k divisé

par le nombre de fois d’étre dans 1’état j est :

@mm::agff$0> (3.4.23)

Zle{ ay = k) Xt (1) B¢ (7)

= 2 1< j<N

Z (1) B, ()

La derniére expression représente la fréquence d’occurrence du symbole k a I’état j par

rapport a la fréquence d’occurrence de n’importe quel symbole a 1’état j ( au méme état j
) ; on remarque que pour le calcul de b; (k) la somme va jusqu’a ¢ = L.

Les équations de ré estimations (3.4.21) , (3.4.22) et (3.4.23) sont les formules de
lalgorithme de Baum-welch. Chaque application de ces formules garantie la croissance de
la probabilité de I'observation P (X) sauf si on est au point critique ; dans ce cas les valeurs
des paramétres du modele courant A = (I, A, B) et les estimateurs obtenus & partir de ce

modele aprés application de I'algorithme de Baum-welch \ = <ﬁ, ﬁ, é) sont identiques.

75



3.4. Estimation des Parameétres de la Chaine de Markov cachée (\)

Rabiner en 1989 d’apres [17] a montré que :

1. Le modele initial A\ définit un point critique de la fonction de vraisemblance pour
laquelle A=\

2. Sinon, le modele A est plus vraisemblable (plus probable), c’est a dire \ véri-
fie P (X //)\\> > P(X/)), on a trouvé donc un autre modéle X dans lequel la séquence
d’observations a plus de probabilité d’occurrence.

3. Ainsi, si on utilise Nala place de A d’'une maniére itérative et on ré-estime le modéele
on peut augmenter la vraisemblance d’observations de la séquence X sachant le modeéle
jusqu’a un certain critére d’arrét.

Enfin, le résultat de la procédure itérative de la ré estimation des parameétres du modeéle

est appelé 'estimateur du maximum de vraisemblance.

3.4.10 Estimation du modéle \ par la technique d’optimisation

Notons que les formule de ré estimation du modele HMM vu en tant que processus sto-

chastique doivent vérifier automatiquement et a chaque itération les condition suivantes

N
D ay =1 1< i<N (3.4.24)
7=1
N
d omi=1 1< i<N (3.4.25)
=1
et
M
Y bi(wa)=1 1< j<N (3.4.26)
j=1

D’ott on peut considéré le probléme de ré estimation traité ci-dessus comme étant un
probléme d’optimisation de P (X/\) avec les conditions (3.4.24) , (3.4.25) et (3.4.26) et ce
en utilisant la technique du multiplicateur de Lagrange (la méthode du gradient) [53].

Soit L le lagrangien du P (X/\) sous les contraintes (3.4.24) , (3.4.25) et (3.4.26)
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L(P(X/\) = P(X/)\)+Z>\i <Z% -~ 1) +Z“i (Zw - 1)
+Zﬁi (ij (xt:k)—l)

Les variables \;, y;, 3; sont les multiplicateurs de Lagrange & déterminer.
Estimation de a;;

Par rapport a a;;, L (P (X/\)) s’écrit :

L(P(X/N)=P(X/N)+> X\ (Z ay — 1)

a;; est tel que

OL(P (X))
8&2']‘ N
Cecl revient a écrire
W—i—)\i:() 1< 4, j<N (3.4.27)
aij

En multipliant (3.4.27) par a;; et en sommant sur j, on obtient :

N
OP (X/N) OP (X/\)
ZGU aa” = —)\ (Z CZZ]> = — i Tw (3428)
j=1
L’équation (3.4.28) montre que P (X/\) est maximisée quand
. PP/
afy = (3.4.29)
>,
k=1

I est évident que I’équation (3.4.29) est analytiquement insoluble. On rappelle que
P (X/\) s’écrit :

P(X/)\) = ZZat i) aijb; (T141) Brys (5) 1< t<L-1 (3.4.30)
=1 j=1
Donc L
OP (X/N)
e = L ()b () B (34.31)
ij
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En considération les équations (3.4.29) , (3.4.30) et (3.4.31) , on trouve :

L-1

Oét @zg $t+1)6t+1( )
t=

a; = — 4 (3.4.32)
Z Oét az] $t+1) 5t+1< )
j=1 t=1
L
Z (1) aiby (Te11) Bryr (J)
t=1
- -1
Z a (1) By (J)
t=1
Cette équation est équivalente a ’équation (3.4.22)
Estimation de 7, et b, (v; = k)
De la méme maniére 7; et b; (r; = k) sont calculés a partir de :
AP (X/A) al
—5. = > aibi (1) by () Bs () (3.4.33)
(2 jzl
= bi(z1) By (4)
Et
OP (X/\ .
PN S S el )+ B G) G430
8[7] (ZCt = ]f)

t=1{aw; = k} i=1
Ou 0 est la fonction de kronecker ;
En substituant (3.4.33) , (3.4.34) dans leurs équations respectives, on aura :

9P(X/))
* T or;

N
OP(X/X)
Z Tk omy
k=1

bj (xt _ k) OP(X/))

* Oa;j
b] - IY; /
OP(X/N)
ij Tt = k) Goc(oizio
k=1

Et on obtient les équations de ré estimation de m; et b; (z; = k) qui sont similaires aux

équations (3.4.21) , (3.4.23)
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Chapitre 4

Application

4.1 Introduction

La CMC a des domaines d’application trés variés telle que la reconnaissance de la parole,
la biologie 'ordonnancement des tache, les technologies de 'information et de la communi-
cation ou la reconnaissance d’image, la climatologie et aussi & I’économie.

Dans cette partie, nous procédons a ’application des différents algorithmes étudiés dans
le chapitre 3, ces derniers étant réalisés avec le langage de programmation Delphi sous
environnement Windows.

Nous procédons a ’apprentissage des paramétres d’une CMC pour une séquence d’observation
donnée en appliquant les formules de ré estimation de Baum-welch. Les valeurs estimées
des parameétres du modele sont ainsi différentes selon les valeurs initiales du modéle choisi

au départ, les résultats des algorithmes sont détaillés.

4.2 Présentation

4.2.1 Position du probléme

Le probléme auquel nous allons essayez d’apporter une solution peut survenir dans n’importe
quelle domaine. Nous donnons un exemple économique de la loi de Bernoulli. Soit I’économie

d’un pays ou l'existence des échanges avec les autres pays n’est pas trés importante, dans la
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mesure ou seule ’économie en question est prise en considération (économie isolée). Cette
économie posséde des facteurs de production qui peuvent influer la politique économique ;
c’est a dire, ces facteurs s’influencent et s’échangent les conséquences. Parmi ces facteurs
de production nous donnons I'’exemple des indices des prix a la consommation et du salaire
moyen ; chacune de ces variables peut résulter de la variation de ’autre ou, par transition,
de sa propre variation. nous considérons ces variations comme étant des états dans notre
modele d’économie et nous constatons que ces états peuvent donner, comme conséquences ,
des phénomeéne sociologiques et économiques, voire I'inflation et le chomage. Cette situation
peut étre modélisée comme une chaine de Markov caché & éspace d’états fini (indice des
prix & la consommation, salaires moyens) et a chacun des état est associée une fonction
probabilistique pour 1’émission des conséquences (le chomage, I'inflation).

Cependant, au lieu de restreindre ’application a un seul domaine, nous allons présenter
et traiter le probléme d’une maniére général. Notons que une fois un modeéle est construit,
dans le cas général, il est facile de I'adapter au domaine dans lequel se pose le méme
probléme.

Considérons un phénomeéne disposant d’un certain nombre d’états. La manifestation de
ce phénomene s’observe a travers des réalisations d’'un certain événement sans se rendre
compte de ses états. Il est & noter que chaque état du systéme permet la réalisation de cet
événement, ce qui le rend non observable (sous-jacent). Donc, nous assistons a un événement
di a la manifestation d’un phénoméne sans connaitre les états qui ont donné ces réalisations.
Le probléeme qui se pose dans ce cas est le suivant :

Etant donné une observation de événement secondaire, comment retrouver létat du
phénomeéne qui a permis la réalisation de cet événement.

L’objectif de notre travail est de retrouver les états cachés d’un certain phénomeéne en
se basant sur ’analyse statistique des réalisations de I’événement observé, généré par le
phénomeéne. L’approche statistique que nous proposons s’appuie sur les chaines de Markov

cachées.
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4.2. Présentation

4.2.2 Présentation du modéle

Nous considérons un jet aléatoire de trois pieces de monnaies (équitable ou biaisées); la
face de la piéce 7 peut apparaitre avec une probabilité p; et le pile de la piéce i avec une
probabilité ¢; = 1 — p;.

Dans notre exemple d’application, nous considérons les observations comme des réali-
sations de Bernoulli et par conséquent, nous notons succeés par 1 et échec par 0. Ainsi, la
séquence d’observations est la suite constituée de ’ensemble de{0,1} ; on note la premiére
piece ”1”7 et la deuxiéme piece ”2” la troisiéme piece ”3”.

en jetant aléatoirement les pieces de monnaie, nous obtenons une séquence d’observations

telle que :

000110101011100010

nous avions joué avec les trois pieces dans un ordre tel que
13312112112321232

La premiére séquence étant observée, la deuxiéme est la séquence cachée. Nous consta-
tons :

- trois états : piece 71”7 et piece "2” piece "3”.

- chaque état est caractérisées par une distribution de probabilité de pile ou face (échec
ou suceces) qui ne sont pas généralement égales (p (echec) # p (succes)) , les transitions entre
les états sont caractérisées par une matrice de transitions d’états dont les probabilités sont

déterminer par un événement spécifique.

4.2.3 Démarche a suivre

Nous abordons dans cette partie les deux étapes suivantes :

- Dans un premier temps, nous supposons que les parametres du modéle sont connus, a
savoir les probabilité de transition et les parametres de la lois, et nous essayons de retrouver
la séquence des états la plus probable a partir d’une séquence observée de réalisations.
Donc cette étape consiste a retrouver la suite d’états qui suivra le systeme pour produire la

séquence de 1’observation observée ;
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4.3. Apprentissage du modéle

- Dans un deuxiéme temps, nous estimons les paramétres du modeéle sur la base de la
séquences de ’observations d’entrainement, dont nous connaissons le chemin d’états qui aura
produit cette séquences d’observations, c’est la phase d’apprentissage par Baum-welch.

Dans cette section, nous étudions le comportement pratique des résultats du programme
Baum-welch, en fixant

1. La longueur de la séquence L, nous travaillons sur une séquence de taille L = 5.

2. Le nombre de paramétres d : notre chaine de Markov est a trois états et deux
alphabets de sortie chacun de ces états émet selon une loi de Bernoulli de probabilité p
JLalphabets considérés est & deux lettres 0 (échec) et, 1 (succes), la matrice de probabilités
de transitions étant une matrice 3 x 3, et la matrice d’émissions est aussi 3 X 2 et deux
alphabets de sortis 70” et”1”drou d = 17.

3. Les valeurs du modéle initial ¥ & estimer.

Dans I’apprentissage Baum-welch, nous avons choisi arbitrairement un modéle initiale
)\go). Puis nous avons étudié le comportement des paramétres de ce modeles aprés M itéra-

tions.

4.3 Apprentissage du modéle

Nous partont d’'une CMC suivante, dont les paramétres on été données de maniére arbitraire

Ao = (A, B,1I).
Avec n=3, m=2,L=5 k=1
0.45 0.35 0.20 1.0 0.0 0.5
A=1 010 050 040 [;B=1] 05 05 [;7=1] 03 |;
0.15 0.25 0.60 0.0 1.0 0.2

Soit O = (0,1,1,0,0).

4.3.1 Les trois problémes de CMC

* Le premier probléme a résoudre est le calcul de P (O/\g)?
pour cela on & oppter pour I’évaluation par les fonctions forward-backward qui s’aveére

une méthode plus rapide que celle de la méthode directe (chapitre 3).
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4.3. Apprentissage du modéle

* Le deuxiéme probléme est le calcul du chemin optimal ou estimation de la partie cachée
du modele?

il s’agit ici de trouver dans le modele la suite d’états qui maximise P (Q/O,\y) <
P(Q,0/X)

* Le troisiéme probléme qui se pose est celui de 'apprentissage : comment ajuster les
parameétres du modele \g pour maximiser P (O/)g), a partir de la séquences
d’apprentissage dont on sait qu’elles ont été émises par ce modele?

Pour la programmation, nous utilisons le logiciel Delphi6 voir (I’annexe A) pour 'organigramme

détaillé .

4.3.2 Reésultat d’application

1)-Evaluation par les fonction Forward-Backward

Le calcul de « (t) pour 'observation O nous donne la matrice suivante :

0.5 0 0 0.27025 0.152675
a=1 015 0.125 0.05125 0.031625 0.012495
0 0.06 0.146 0 0

avec la probabilité d’observation :
P* =0.0277625

la figure ci dessous illustre le calcul de @ pour la suite d’observation donnée :
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4.3. Apprentissage du modéle

Etats
Ps
S * 2,0) 2,0) a,0) a,0)
S P,
> a,(2) 2,0) a,0) a,2)
Py
St > a, (1) a,0) a,0) a,0)

v

Calcul de la probabilité a,

et le calcul de (3 (t) pour I'observation O nous donne la matrice suivante :

0.0364375 0.05375 0.3425 0.625 1
b= 0.063625 0.0925 0.15 035 1
0.0723125 0.10125 0.1375 0.275 1

avec aussi la probabilité d’observation :

P* =0.0277625

2)- calcul du chemin optimal

le calcul des quantités 0, ¥, P*et ¢* données par les matrices suivante :

0.5 0 0 0.009  0.00405
o= 1 0.15 0.0875 0.021875 0.0075 0.001875
0 0.1 0.06 0 0
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4.3. Apprentissage du modéle

00 3 31
v = 01 2 3 2
01 3 3 2
avec :
P* =0.0277625
et

Q=133 1,1

et la figure ci dessous qui illustre le calcul de ¢ pour la suite d’observation donnée :

Etats
Ps

S " ) d,() ,0)
> P,

a0 wiv KX ¢,)

Py

A 4
o
=
\_/i
=
—

3)-Apprentissage
Si on prend comme ensemble d’apprentissage cette seule observation, I’application de

I’algorithme de Baum-welch doit augmenter sa probabilité de reconnaissance .
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4.3. Apprentissage du modéle

\ ’ . : 1 .
Apres une ré estimation on trouve )\g ) suivant:

0.346 0.365 0.289 1 0 0.656
A=1 0159 0514 0.327 |[; B=| 0631 0369 [; 7= | 0.344
0.377 0.259 0.364 0 1 0

et
P (O//\l) = 0.0529

Apres 15 itérations on trouve )\515) suivant:

0 0 1 1 0 1
A=1 0212 078 0 ;s B=1 0969 0031 |;7=1] 0
0 0.515 0.485 0 1 0

et
P(O/A15) = 0.2474

Apres 150 itérations on trouve )\5150) qui réalise la convergence :

0 0 1 10 1
A= 0.18 0.82 0 :B=|10]|;7=0
0 05 05 0 1 0

et
P (O/)\150) - 025

Nous résumons les résultats précédent dans le tableau suivant:
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4.3. Apprentissage du modéle

L=5 A =1 A = A [ n=15, A = A" | n=150, A; = A
a(1,1) 0.45 0.346 0 0
a(1,2) 0.35 0.365 0 0
a(1,3) 0.20 0.289 1 1
a(2,1) 0.10 0.159 0.212 0.18
a(2,2) 0.50 0.514 0.788 0.82
a(2,3) 0.40 0.327 0 0
a(3,1) 0.15 0.377 0 0
a(3,2) 0.25 0.259 0.315 0.5
a(3,3) 0.60 0.364 0.485 0.5
b(1,1) 1 1 1 1
b(1,2) 0 0 0 0
b(2,1) 0.5 0.631 0.969 1
b(2,2) 0.5 0.369 0.031 0
b(3,1) 0 0 0 0
b(3,2) 1 1 1 1

Forward | 0.0277625 0.0529 0.2474 0.25

et les graphe associes aux parametres est :
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4.3. Apprentissage du modéle

a(1,2)
a(1,3)
a(11) 1- .
o8- 0,8
1- 0,6 - s
08 - 0,4 - 0,6
8:461 4 02 7\ 0,4
02 - 0~ :
0+ ‘ ‘ 0 50 100 150 02
0 50 100 150 0- .
0 50 100 150
a@1) a(2.2) a23)
1 -
- 08- L-
08- 06 f— 22
06 - 04- T
04 - 02- 04
0,2 02-
T 0- : : ‘ 0
0+ T r . T T |
0 50 100 150 ’ ¥ 100 150 0 50 100 150
a(3,1) a (32 a(3.3)
1 1- 1-
08 - 08 - 0,8 -
0,6
06 - 06 - \
04 4 04 // 0,4 1/—
0.2 l\ 02~ 0,2 -
0~ 0 0~ T T .
0 50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150
b(1,1) b(1,2) b(2,1)
1 1- 1-
08 - 08 - 08 -
06 - 06 - 0,6
04 - 04 - 04 -
0,2 - 02 - 02-
0 - T T | o 0 - T T ]
0 50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150

4.3.3 Conclusion

)

Dans 'apprentissage par Baum-Welch du modéle initial >\§0 générant la suite d’observation
O on constat que le calcul de la variable forward (vraisemblance) est monotone apres 150

itérations.

88



4.3. Apprentissage du modéle

i X X 0 o AT o
Les valeurs ré-estimées des parametres du modele )\g ) sont différentes et ¢éloignées des

vrais valeurs des parameétres du modéle initiale
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Chapitre 5

Conclusion générale

Nous avons présenté dans ce travail; les traitements statistiques fondés sur les chaine de
Markov Cachées, qui présentes des qualités exceptionnelles, découlant de leur aptitude a
prendre en compte , de fagcon souvent élégante et mathématiquement rigoureuse, I’ensemble
de l'information disponible, pour des problémes a caractére aléatoire.

Beaucoup de problémes réels dans le monde ont la caractéristique de changer dans le
temps d’ou I'utilisation fréquente de ce modéle dans différents domaines d’application. Dans
notre document, nous nous sommes intéressés a ’aspect probabiliste des chaines de Markov
cachées ; nous avons effectué une revue de la théorie de ces modeéles, et nous avons ap-
pliqué les méthodes d’estimation citées dans la partie théorique sur des données choisies
arbitrairement.

Un bon modéle de Chaine de Markov caché est celui qui fournit une valeur de la vraisem-
blance la plus élevé (maximale).Toutefois, un calcul direct a des coiits de stockage et de
calcul exponentiel trés élevés et par conséquent, nous avons appliquer 1’ algorithme Forward
et Backward qui plus facile et moins complexe en espace de stockage.

Par ailleurs, les Chaines de Markov cachées sont connus par le manque de données
concernant les états et par conséquent ’estimation des parametres du modéle par la méthode
du maximum de vraisemblance devient impossible.

Plusieurs méthodes d’estimation de ces modeles ont été développées. Il s’agit des algo-

rithms itératifs qui consistent a estimer récursivement les paramétres du modeéle jusqu’a un
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5. Conclusion générale

critere d’arrét prédéfini. Pour notre modéle nous avons appliquer I'algorithme Baum-welch
qui est la variante de ’algorithme EM dans le cas de chaines de Markov cachées.

Le choix de I'application s’est porté sur le jet de trois pieces de monnaies selon cer-
taines lois de probabilité et les réalisations ainsi obtenues suivent des lois de Bernoulli de
parameétres p. Dans 'application nous avons développé un mini logiciel comportant les codes
informatiques des algorithmes des différentes méthodes citées dans la partie théorique, nous
avons appliqué ces derniers sur les données quelconques des parameétres attribuée initiale-
ment et nous avons constaté que les résultats différent selon les valeurs des parameétres, la
longueur de la séquence traiter et le nombre d’itérations.

L’application des programme d’apprentissage nous a permis de relever les constatations
(résultats) suivantes:

Apprentissage Baum-welch

Les résultats obtenus montrent bien les performances obtenues en phase d’apprentissage

Les valeurs trouvée représentes le P (O/)) moyen (la vraisemblance ou la variable For-
ward)

On remarque aussi 'accroissement de P (O/\) ; jusqu’a un certain seuil, c’est - & dire
que l'algorithme d’apprentissage de Baum-welch converge vers un maximum local, point
d’inflection).

De la on constate que la phase d’apprentissage est une composante majeure de tout
systéme, lui permettant d’améliorer ses performances.

La précision numérique

La mise en oeuvre des récurrences manipulant des nombres inférieurs & un dans un
programme donne forcément des probléme numériques ou I'underflow. En effet, les résultats
des procédures Forward et Backward tendent exponentiellement vers zéro quand la longueur
de la séquence tend vers l'infini. Pour y remédier, plusieurs solutions ont été proposé et ce
en modifiant les algorithmes correspondants comme le cas de 'utilisation de logarithme dans
I’algorithme de Viterbi.

Le manque de données

Nous avons montré dans le chapitre 3 que les paramétres du modeéle tendent vers leurs

vraies valeurs si la longueur de la séquence est trés grande voire infinie (taille de ’échantillon
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n — o), alors qu’a 'apprentissage nous utilisons des observations de longueur finie. Cette
insuffisance du nombre d’observations donne un mauvais échantillon représentatif du prob-
léeme a traiter. Le probléme de 'insuffisance du nombre d’observations pour ’apprentissage,
fait que certains événements généralement de faibles probabilités peuvent ne pas apparaitre
dans cet ensemble fini d’observations, c’est a dire que 'apprentissage donne des probabilités
nulles.

Estimation initiale de la CMC

Le probléme de I'estimation initiale des parameétres de la CMC a une influence directe
sur les formules de ré estimation pour 'apprentissage. Le probléme du maximum local est
souvent le résultat d’une mauvaise estimation initiale du modele. Une solution exacte pour
ce probléme n’existe pas, seules 'intuition et ’expérience aident & trouver le bon estimateur
du vecteur du modele initial.

Stockage de P’historique

Les formule de ré-estimation de Baum-welch pour identification des chaines de Markov
cachés, utilisant les procédures "Forward" et "Backward". A chaque appel, ces derniers font
intervenir toutes les observations jusqu’au temps t (I'instant du calcul) d’ou la nécessité du
stockage a chaque exécution.

Dans notre application, nous avons utilisé une seule séquence d’apprentissage alors qu’il
est souhaitable d’utiliser plusieurs séquences d’apprentissage (corpus) pour avoir de bons
résultats; le parameétre estimé a partir de ce corpus sera égal & la moyenne de tous les
parametres issus de toutes les séquences d’apprentissage.

En terme de perspective pour une recherche ultérieur, Ce modéle peut étre enrichit par
plusieurs choses, car ici nous avons seulement mis le point sur ’algorithme de Baum-welch
auquel nous avons effectué le programme informatique et I’application et nous avons négligé
par ailleurs les autres méthodes itératives utilisées dans le cas de manque de données tel
que I'algorithme SEM, EM a la Gibbs et ’estimation bayesienne dont le principe consiste
a augmenter les données des paramétres du modeéle. Ces méthodes sont développées dans
la littérature et méritent d’étre traitées, pour pouvoir comparer les résultats des différentes

méthodes pour tirer conclusion sur I'estimation de chacune d’elles. Une autre proposition
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consiste a appliquer toutes ces méthodes sur plusieurs lois statistiques pour étudier le com-

portement de chaque méthode selon la loi de distribution choisie.
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Annexes A

Organigramme de ’apprentissage

Dans cette annexe, nous présentons 'organigrame des algorithme d’apprentissage par la
chaine de markov cachée .

Voici la légende des notion utilisées:

e i, t] : Matrice N*T qui désigne la probabilité conjointe de la séquence partielle de
d’observations de I'instant initial 1 a 'instant ¢ avec 'hypothése que le processus est dans

la classe w; a l'instant t
Oét (Z) = P<Xt = w,”}/vl = y17 7}/; — yt)

e B[i,O]]] : Vecteur qui représente la probabilité que ’on observe la réalisation O alors
que le modele se trouve dans la classe w;, soit:

e I1[i] : Matrice représente la probabilité que I'état de dépard ( initiale) du modele soit
la classe w;, 1 <i <k

e O] : Vecteur de la une suite d’observations O = (o1, ..., or)

e 5[i,T] : Matrice N*T qui désigne la probabilité conjointe de la séquence partielle de
d’observations de l'instant ¢ 4+ 1 & l'instant 1" avec ’hypothése que le processus est dans la
classe w; a l'instant t.

e 0[1,1] : Matrice N*T qui represente argmax¥

e U [i, 1] : Matrice N*T qui représente la probabilité conjointe d’emprunter le meilleur
chemin pour atteindre la classe w; & 'instant ¢ et d’avoire la sous-séquence d’observations

allant de l'instant initial & 'instant ¢.
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Initialisation

Début

<1

A 4

ofi, ] < I[i]*B[i,O[1]]

v

i €i+l

[ >N

Fin

e NN : le nombre d’observations .

e 7T : la longueure de I'observation.
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Calculer lamatricep

Initialisation

Début

€1

/ Bli,T] €1 /

| € i+l

| >N

Fin
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Calculer lamatriceé et ¥

Initialisation

Début

i<l

A 4

6 [1,1] € M[i]*B[i,0[1]]
¥[i,1]€0

Fin
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