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Introduction

L’étude des Courbes Elliptiques nécessite des connaissances en Théorie des Nombres, en
Geométrie Algébrique, en Analyse Complexe.

Il existe de nombreux ouvrages traitant les Courbes Elliptiques: J.W.CASSELS:
“ Diophantine Equations with Special Reference to Elliptic Curves® [4] , Goro
SHIMURA : “ Introduction to the Arithmetic Theory of Automorphic Functions *“ [25],
Joseph H..SILVERMAN: “ The Arithmetic of Elliptic Curves “ [ 26 ], Neal KOBLITZ :*
Introduction to Elliptic Curves and Modular Formes” [15], HUSEMOLLER: “Elliptic Curves
[12], AW.KNAPP: “Elliptic Curves “ [14].

Dans le chapitre 1, j’ai étudié quelques aspects de la géometrie des Courbes Elliptiques. Dans
I’ensemble des courbes algébriques planes il y a des cubiques particulieres : les cubiques de
Weierstrass :

E:v? +axy+ay=x%*+ax? +ax +tage K[x.yl
Des invariants sont obtenus avec des changements convenables des variables.
J’ai obtenu une classification des ces cubiques a I’aide des 2 invariants A (E ) et ¢4 (E). Jai
appliqué ces résultats a la famille des Cubiques de Weierstrass E (t) .

Dans le chapitre Il, j’ai étudié la structure algébrique de I’ensemble E (K) des points
K-rationnels d’une cubique E de Weierstrass. C’est un groupe additif abélien de type fini de
loi basée sur la régle géométrique des “ 3 points colinéaires “. Ce groupe E(K) est le groupe
de Mordell _Weil de E. J’ai décrit les isomorphismes et les isogénies, spécifiques aux Courbes
Elliptiques.

Dans le chapitre 11, j’ai étudié les notions de groupe modulaire, sous groupe modulaire de
congruence, fonctions et formes Modulaires en utilisant les résultats de I’analyse complexe.
En suivant Heegner et Birch, j’ai exposé la construction des points de Heegner avec une
courbe modulaire X, ( N ), le corps quadratique imaginaire Q (\m ) et une équation
modulaire A(®) = A ®* + B o + C de discriminant A (E) <O0.

Ces points de Heegner ont été I’objet de nombreux travaux que nous examinerons
ultérieurement.
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Chapitre | : Géométrie des Courbes Elliptiques

Les notions utilisées se trouvent dans des ouvrages de Géométrie Algébrique « Algebraic
Geometry » de R.Hartshorne ;,[11], « BASIC Algebraic Geometry » de [.R. Shafarevich, [24],
« Algebraic Geometry : First Course » de Harris (G.T.M 133), « Sur les courbes algébriques et
les variétés qui s’en déduisent » de A.Weil ....

Nous décrivons successivement et bricvement les espaces affines et les variétés affines, les
espaces projectifs et les variétés projectives, les variétés de groupe et les variétés abéliennes

1 Espace affine; Espace projectif

1.1 Espace affine A" (K) sur un corps K

Définitionl :
Un n-espace affine sur un corps commutatif K est I’ensemble des n-uplets a; de K

A K) ={(ar, a ,...... a,) =a,aekK}

Le systéme a est un point de I’espace affine. Cet espace est de dimension n ; pour n = 2 cet
espace est un plan.

A cet espace affine on associe I’anneau K [ X . X ] des polyndmes a n indéterminées sur le

corps K.

A toute famille {f;,f,,.... f4} de polyndmes de cet anneau on associe |l ’ensemble
Z (fi, ... fg) des zéros de ces polyndmes dans une cloture algébrique K, de K.

Définition2 :

Un sous ensemble X de I’espace affine A" (K) est algébrique si ses points sont les zéros d’une
famille de polynébmes fi e K /X1 . ...... Xn]

X=2(f1,..f1) = {aeA(K);fi(@ =0 i=12,..d}

Les ensembles algébriques permettent de définir une topologie particuliére sur le n-espace
affine.

Définition3 :
La topologie de Zariski sur un n-espace affine A" (K) est définie avec les ensembles
algebriques comme sous ensembles fermés et leurs complémentaires comme des ouverts.

L’ensemble vide et le n-espace affine sont ouverts et fermés a la fois ; ce sont les seules parties
a posséder cette propriété.
Le n-espace affine A" (K) devient un espace topologique avec la topologie de Zariski .

Définition 4 :
Une partie Y de I’espace topologique A" (K) est irréductible si Y n’est pas la réunion de deux
sous ensembles fermés non vides disjoints.
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1.2 — Variétés algebriques affines

Définition 5 :
1) Une variété algébrique affine est un sous espace irréductible et fermé d’un espace affine

A" (K) muni de la topologie de Zariski.
2) Une variété quasi affine est un sous ensemble ouvert d’une variété affine.

Dans la suite toutes les variétés algébriques seront désignées par le terme « variété ».

Exemple : le n-espace affine A" (K) , muni de la topologie de Zariski est fermé et irréductible ;
c’est donc une variété affine.

1.3 — Variétés projectives, varietés abéliennes

A partir d’une variété affine A (K) et d’une relation d’équivalence on construit une variété
projective IP" (K).

Considérons dans une variété affine A" (K) 1a relation binaire Rel définie par ;

(a; , ap ,...... ans1) Rel(by, by ,...... b 1) siseulement si
by =Aa;, ....... , bn+1 = Aaps; pour un élément A non nul du corps K

Cette relation Rel satisfait les 3 axiomes d’une relation d’équivalence; réflexibilité, symétrie et
transitivité.

1.4 Espace projectif IP" (K).

Définition 6 :
Le n-espace projectif 2" (K). est le quotient de I’espace affine A™* (K) privé du point
0=(0,..,0) par la relation d’équivalence Rel

P" (K) ={ A" (K) -{0}} /Rel

Donc les éléments de I’espace projectif IP" (K) sont des classes modulo la relation Rel .

Exemple :
L’espace projectif IP 2 R) = A’ - {0} = { cl(0,1,0), cl(0,1,1), ..., cl(x,y,z) }

La topologie de Zariski s’applique aux espaces projectifs.

Définition 7:
1) Une variété projective est un sous ensemble algébrique irréductible de I’espace
projectif /P" (K) muni de la topologie de Zariski
2) Une variété quasi projective est un sous ensemble ouvert d’une variété projective
3) Un hyperplan d’un espace projectif /P" (K) est I’ensemble des zéros d’un polynéme
homogene linéaire a n+1 —indéterminées.
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Exemple
Le polynome homogéne de degré 3
f(XY,Z) =Y>Z+2XYZ+3YZ2-X>+4XZ2-5X 2’ +6 Z° « P(R)

Les zéros (a, b, ¢) de ce polyndme forment une variété projective de dimension 1

Ce polyndéme admet le zéro (0,1,0) = Ok ; ce zéro est représenté par le point a I’infini de la
cubique ; il est déterminé par la direction de I’axe Oy.

Il y a une autre relation entre les espaces A" (K) et IP "(K).

Pour n =2, nous établissons les formules de passage de I’espace affine A’ (R) a I’espace
projectif P *( R).

Soit un polyndéme f(x,y) de degré d = 1dans I’espace affine A? (R.
Pour obtenir I’image de f (x,y) dans I’espace projectif IP 2( [R) nous faisons 2 opérations.

Le changement x =X/Z , y=Y/Z transforme f(x,y) en f ( % , % ; (1)

nous multiplions ce polyndme par Z; nous obtenons un polynéme homogéne
XY

Z2'f5,9)=eg(X,Y,Z
Z.3=8(X,Y.2)

Exemple :

f(x,y) =x"* -3 x’y’ + 5x — y* + 2 : polyndéme affine de degré 5 ;

Appliquons les 2 opérations
X, XY X Y

22(5)+3 +52 =

(3 +37+55 -2

+2)=X"Z-3X*Y+5XZ2'-YZ'+27° =g(X.,Y, 7).

C’est un polynome homogene de degré 5

Pour transformer un polynome h(x,y,z) homogene de degré d du plan projectif P 2 (R) en
polynome affine nous utilisons le changement
x=X;y=Y;z=1
Alors h(x,y,z)=h(X,)Y,])=u(X,Y)

Exemple
h(xyz)= X’y 22 +5xXy ' +6xy’z+xy?2Z2—xyz +42, polyndme homogeéne de
degré 7 de IP 2

Le changement x =X,y =Y , z=1 le transforme en polynome affine :
hXY, D=XY*+5XY" +6X Y"+X° Y XY +4, polyndme affine de degré 7 du
plan affine de A’

Considérons 2 nouveaux types de variétés algébriques : les variétés de groupes et les variétés
abéliennes.
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Définition 8 :
Une variété de groupe est une variété X munie d’un morphisme
u:X> ——X;u(,b)=a+b
qui satisfait deux conditions :
1) I’ensemble des points de X est muni d’une structure de groupe.
2) I’application inverse a——a™ est un morphisme de variété.

Exemple

Le groupe additif formé par la variété X = /A" (K) munie du morphisme u (a,b) =a + b est
une variété de groupe .

Une variété de groupe devient une variété abélienne avec quelques conditions supplémentaires.

Définition 9 :
Une variété abélienne est une variété de groupe projective et irréductible.

I1'y a des variétés abéliennes construites avec le théoréme de Chevalley :

"tout groupe algébrique G posséde un sous groupe normal N affine tel que le groupe quotient
G/N soit une variété abélienne " [ 11]

Il en résulte que toute variété abélienne est commutative.

Selon Shafarevich [24] les seuls exemples de variétés abéliennes que 1’on a trouvé sont les
Courbes Elliptiques.

2 - Cubiques de Weierstrass

Une cubique plane X a une équation algébrique de la forme
fix,y)= d1y3 +dy X+ d3y2X + d4yx2 + d5y2 + dex’ +d7xy + dgy + dox + djo €R [X, ¥] (1)
f(x,y) =0,

Les 10 coefficients d;, dy,...., djp sont des éléments du corps R des nombres réels avec deux
des d; # 0 au moins pour i=1,...,4.

Les variables x , y sont des éléments d’une cloture algébrique du corps R ; ce sont les
coordonnées affines d’un point P du plan affine de dimension 2.

L’équation (1) ne change pas lorsqu’on remplace le corps R par un corps commutatif K.

Dans I’ensemble de ces polyndmes il y a les polynomes de la forme
y2+a1xy+ a3y=X3+a2X2+a4x +as € K[x,y] (2)
ou K estun corps global, local ou fini.
x et y sont des €¢léments d’une cloture algébrique du corps K

Définition 10 :
1) Une cubique de Weierstrass est une cubique plane irréductible d’équation ( 2) .
2) Une cubique de Weierstrass non singuliére est une Courbe Elliptique.
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3 - Transformations de I’équation de Weierstrass

Dans I’équation (2) ¢éliminons les mondmes en Xy et en y par le changement de variable
linéaire :

x,y)—— (X,%(Y—aIX—ag)),pour carac (K') #2 3)

Nous obtenons 1’équation de Weierstrass :
El: Y =4X +b,X*+2bsX+bs € K[x,y] 4)

Les coefficients by sont des polyndmes "homogeénes de degré 2i" dans 1’anneau
Z [ a2 23,84, a6 |
b, = 4a, +312, by =2as+aja; et bg= 4a6+a32 %)

Dans 1’équation (4 ) éliminons les mondémes en x* et le coefficient 4 par le changement de
variable linéaire

Xx-3b

X, Y) —— 2,

36 7 108

) pour carac (K)#2, 3 (6)

Nous obtenons 1’équation de Weierstrass :
E, :y2=x3—27c4x -S4ce e K[x,y] (7)

Les coefficients cy; sont des polynomes homogeénes de degré 2i dans I’anneau Z [ b, , bys, b |
cs=by? - 24by, et co=-by> +36bybs -216bg . (8)

Il existe d’autres modeles d’équations de Weierstrass
La cubique de Weierstrass

E;5: y2 = x’+Ax+B eZ (x,y),oua =ay=a3;=0;as=Acetag=B
La cubique de Legendre :

Es: y2 =x(x-1)xt) eK[x,y] pourt #1,00ua, =a3;=as=0; a,=-(I+t)etas=t

La cubique de Deuring

Es: y* + txy +y =x" surun corps de caractéristique # 3 ; t #27 ,00 a; =t az=1et
dy = d4 = ag =0

La cubique de Kubert

Es =y? +(1-s)xy—ty =x"-tx> e K[x,y]ou aj=(l-5);a=-t=a3,a3=a,=0
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La cubique de Tate

E;:y  +xy =x> -ax - b € C[x,y]
a=-5 Trg-g"" b =- - Zdn +sn’)(1q")"

pour nz1

q = exp(2ITiz) ; zeC z=x+iy ; y>0

Une cubique de Weierstrass E posseéde plusieurs invariants : le discriminant A (E ), I’invariant
modulaire j(E ), 'invariant différentiel ® (E), le conducteur N(E) , la série L -de Dirichlet —
Hasse, les coefficients b ,, bs , bg , ¢4 et, c6 ,le régulateur R(E) etc.... Ces invariants servent a
la classification des cubiques de Weierstrass ; ce sont des objets mathématiques qui varient.

4 - Invariants d’une cubique de Weierstrass

Soit une cubique de Weierstrass :

E: y2 Taxyt ay = X +a; X’ tagx +ag e K[x.,y].
K = corps global , local ou fini

Définition 11
1) Le discriminant d’une cubique de Weierstrass E est le polynéme " homogéne de degré

12 " de I’anneau Z[ b, by, bs,bs] €gal a
A(E) =9b,bsbg-27be?-8bs% -by2bg ;4bg = bybg -b4* pour carac (K) = 2,3 (9)

2) L’invariant modulaire d’une cubique de Weierstrass est un élément du corps K égal a :
J(E)= ¢’ AE) ) (10)
Il existe un invariant li¢ a la forme différentielle df (x ,y ).

Définition 12
L’invariant différentiel d’une cubique de Weierstrass :

fxy)=y? +arxy+asy—x—ax—as X -as (11)
est égal a I’élément différentiel
N +axX +a; IX“+2ax +ay—ayy

Cet invariant provient de la différentielle de la fonction polyndme df = f” dx+ £, dy

Application a la famille E (t) de Cubique de Weierstrass

E(t) :y° +txy +ty =x +2tx € Q[x,y]

a; = a3 =t ,a =ag =0 ;a4 = 2t
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Calcul des invariants b, = t , by = 2+ 4t ,bg =t? ,bg = 2¢-4¢
Le discriminant A (E) = t’Q2t*+5t° —60t?-411t—512)

L’invariant ¢4 = t* 242 96 t

Linvariant cg = - t* +36 t* + 144 t* - 216 *

(£-241t-96)
2t4+5t3-60t2-357t—512

L’invariant modulaire j(E) =

L’invariant différentiel o (E ) = dx = 5 dy
2y+tx+t 3X" +2t-ty

5- Discriminant d’un polynéme et résultant de deux polynémes
Tout polynome f(x) de degré n admet des fonctions symétriques de ses racines

Définition 13 : d’apreés [5 ]
Le discriminant d’un polyndme de degré n >1

fix)=do X" +dox™ + +dy eR [x] (13)
=do /Ax -ej) , 1<i<n,
est une fonction symétrique de ses racinese; , €, .......... €n

dis(f) = do™™* I7(ei -¢j)? .
1€i < j<n

Il existe une relation entre les discriminants d’un polyndme f(x) et d’une Courbe Elliptique
E:y=1(x).

Proposition 1
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass
E:y* =f(x) e K[X]
et les discriminants dis (f) de f et A(E ) de E.
1) lorsque f(x) =4 x> + b, x> + 2 by x + bg alors
dis() =16 A(E) ;
2) lorsque f (x) = x* + Ax + B ; alors
A(E) = 16 dis (f) ;

Preuve

1) Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass
E: y'= fx)=dox’ +di X’ +drx+d3 eR[x,y]

D’apres Lang, [ 8-1 ], le discriminant de ce polyndme est égal a
dis(f) = 18dod; dyds +di*d? —4d,* ds —27 do* ds* — 4 dy d°

Le discriminant de la Courbe Elliptique E
E:y2=4x3 +b2X2+2b4x+b6 eR[x,y]
est égal a
A(E)= 9b; bybs—8bs’ -27bs>—by?bg avec 4 bg=bybg - by’
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Pour do=4, d; =b, , dy=2b, etd;=Dbes,nousobtenons
disf(x)= 16 A(E) .

2) Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass
E:y’=x +Ax+B=f(x) e R[x] ,avec4 A® +27B*#0

D’apres Lang , [ 18 ], le discriminant de f(x) est égal a
disf=-4A’-27B°

Le discriminant de la Courbe Elliptique E est égal a :
A(E) =-16(4 A’ +27B%);
I1 en résulte la relation
A (E) =16dis (f)

I1 existe une autre méthode de calcul de dis (f) dans [ 5 ]

So Si1 S . . . Sn

S1 S S3 . . . Sh
dis (f) = Sy S3 S4 .. . Snil

Sn-] Sn . . . . S2n_2

fx) = x"+d x""+drx"? +...+dy=II(x- 6) ,1<i<n;
ou les nombres s; sont les fonctions symétriques des racines 6;

St — Zet, So=n1n ,S]=-d1,S2=d12—2d2,....;
I1<t<n
st= -tdi—dydii- ...-dy etsg=0pourt >n .

Soit 2 polynémes fetg e K[x].
Les zéros des 2 polyndomes f(x) et g(x) sont liés par leur résultant Res (f, g )

Définition 14

Le résultant de 2 polyndmes de I’anneau K [x] :

f(x) = dox" + dix™ + ... +d, dedegrén >1

g(x) =rox® +r Xt + ...+ dedegrés>1 estle déterminantd’ordren + s

formé de s lignes (do, d 1 ..... , dr) etnlignes (ro.... rs), la diagonale principale est formée
de s termes do et n termes rs ; les autres termes sont remplacés par des O .
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4 N
do di dn O : 0
0 do di dy 0 0 - slignes
do 0
Res (f,g) = Io ry N . 0 A
0 rh n . Is dn.
. . . . . . . > nlignes
0 . : r n : rs
- <)
Exemple

Soit 2 polynomes

f(x)=x4+ x> -2x%+1 et g(X):X3—X2 +4 x—1;

Leur résultant est égal au déterminant d’ordre 7

1 -2 0 1 0 0]
0 1 1 2 0 1 0
0 0 1 1 -2 0 1
Res(f,g)= |1 2 4 -1 0 0 0
0 1 2 4 -1 0 0
0 0 1 2 4 -1 0
0o 0 0 1 2 4 -1

Apres calcul, je trouve Res (f, g) = 317

Proposition 2
Le resultant de deux polyndmes f(x) et g(x) est une fonction polynomiale homogene des
racines O, 6, ... G def(x) et a1, ay, ......... os de g (x)

1)Res(f,g) = do’ro" 77(8 - ) = do’ 179(&)
1< ij i=1..n

= (-1"r" [7f (a)

]=1,...8
Il en résulte la relation Res (f,g) = (-1)"Res (g, f)

2) Res (f, g) = 0 si et seulement si f et g ont une racine commune.

Preuve : Serge LANG [18 -1 ]
L]

10
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Corollaire
Le résultant du polynéme produit f(x) g(x) et d’un polyndme h(x) satisfait la relation
Res (fg ,h) = Res (f ,h) Res (g, h).

[

Dans le cas particulier d’un polynome f(x) et sa dérivée f'(x), le résultant de ces deux
polynomes est déterminé par la

Proposition 3
Soit un polyndme f(x) = dox" + dy X" * + ... + d, dedegré n et sa dérivée f'(x),
(x) = ndo X" * + (n-1)dx™? +....+ dy.1 pourn>1.

Le résultant des polyndmes f(x) et f* (x) est egal a
Res (f, ') = do"* 77F(8) .
1<i<n
Il est lié au discriminant dis (f) de f par la relation
Res (f, f) = (-1)"™Y2 d, dis(f) .

Preuve
Soit f(x) =dox"+d; x™ +... +d, un polyndme de degré n et sa dérivée £(x) de degré n -1 .
£(x)= ndox™" + (n-1)d; x"*+....+dy.; dedegré n-1.
Alors d’apres la définition du résultant de deux polynomes f (x) et g(x), le résultant de f (x) et
de sa dérivée f’(x) estégala :
Res (f, ) =dy™ PIIf (6,).

1=1,..,n
L]
Exemple
f(x) = X +x*+x+1; £(x) = 3x*> + 2x+ 1; alors le résultant est le déterminant
d’ordre 5 égal a
1 1 1 0]
0 1 1 1 1
Res (f, ") = 321 00 = -16
0 3 2 10
0 0 3 2 1

La relation entre Res (f, £ ) et dis (f) impl_ique la valeur dis (f) =-16

6 - Classification des cubiques de Weierstrass avec leur discriminant A(E) et
¢4 (E)

Soit une cubique E de Weierstrass : E:y?= f(x) e K[x,y].

Grace aux propositions 1,2 et 3 nous pouvons déterminer les cubiques singuliéres, les cubiques
non singulicres et le signe des discriminants de f et de la cubique E.

Lorsque Res (f, ) =0 le polynéme f(x) admet une racine double ou triple ; donc la cubique est
singuliere.

11
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Lorsque Res (f, f*) # 0 le polynome f(x) admet 3 racines simples ; il en résulte que la cubique
est une Courbe Elliptique.

Proposition 4
Soit une cubique de Weierstrass d’équation
y=f(x)=x+ayx* tasx tag eK[x,y]
de discriminant A(E) ; alors :
1) La cubique E est singuliere si et seulement si 4 (E) =0
2) La cubique E est une Courbe Elliptique si et seulement si A(E) =0

Preuve de " A(E) =0 " implique " La cubique E est singuli¢re "

Soit une cubique E d’équation y> =f(x) =x >+ a, x> +asx +as et de discriminant A (E) =0
Les propositions 1 et 3 impliquent Res (f,f) =0 ; il en résulte que le polyndme f admet une
racine double ou triple, donc la cubique E est singuli¢re ; ce n’est pas une Courbe Elliptique .

[

Preuve de " E est singuliére " implique " A (E)=0"

Soit E une cubique singuliere, donc elle admet un point singulier. Cela implique que le
polyndme f(x) admet une racine double ; f(x) = (x —e)* (x —d ) ou triple ;. f (x) == (x —¢)’
Larelation A(E) =16 dis (f) implique que A (E) =0 .

[

Preuve de" A (E) # 0 " implique" E est une Courbe Elliptique "

Soit une cubique E d’équation de Weierstrass :

E:y'=f(x) (1)
Alors la relation entre le discriminant de f et le discriminant A (E ) implique dis (f) #0 . 2)
La relation entre Res (f, £°) , dis ( f) et (2) impliquent Res (f, ) %0 .
Par la proposition 2, le polynéme f (x) et sa dérivée f* (x) n’ont pas de racines communes ;
Il en résulte que le polyndome n’admet que des racines simples. .Donc la cubique E est une
Courbe Elliptique .

[

Lorsque la cubique E est singuliere elle admet un point singulier S ; ce point est soit un nceud
(2 tangentes distinctes en S ) , soit un point de rebroussement (2 tangentes confondues en S ) .

La nature du point singulier est déterminée par 1’invariant c4( E).

Proposition 5
Soit une cubique de Weierstrass E d’équation y* = f(x) € K [x, y], de discriminant 4 (E) et
d’invariant c4 (E)

1) Cette cubique E admet un noeud si et seulement si A (E) =0 et c4( E) =0

2) La cubique E admet un point de rebroussement si et seulement si c4( E) = A(E) =0

12
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Preuvede " A(E)=0cetcs (E) =0 " implique "la cubique E admet un nceud "

Par la proposition 4 I’hypotheése " A (E ) =0 " implique que la cubique est singulicre ;
Soit S ce point singulier

Prenons un polynéme f(x) =x" —27csx—54¢cs =y* € K[x,y]

En ce point S, la cubique E admet deux tangentes distinctes ou confondues. Les pentes de ces
tangentes sont ¢gales a la dérivée y’ dey

3(xX*-9¢c) _39()
2 X 2y

y =

g(x) est un polynome de degré 2, son discriminant est égal a dis(g) = 36¢.4
L’hypothése " c4 (E) #0" implique que E admet en S deux tangentes distinctes ;
Il en résulte que le point S est un nceud .

[

Preuve de " E admet un noeud " implique " A (E)=0etcs (E)=0"

Soit E une cubique de Weierstrass qui admet un nceud ; donc E est singuliére. Par la
proposition 4, son discriminant est égal a A (E) =0

L’hypothése " E admet un noeud " implique que la courbe admet 2 tangentes distinctes en ce
noeud.

Les pentes de ces tangentes sont égales a la dérivée y’ de y. L’hypothése de 2 pentes implique
que le polynome g(x) admet deux racines distinctes ; donc son discriminant dis (g) # 0.
dis(g) =36cs(E)=0

[

Preuve de " E admet un point de rebroussement " implique " A (E)=c4 (E)= 0"

Soit E une cubique de Weierstrass :y* = x° — 27¢4 X — 54 ¢¢ qui admet un point de
rebroussement ; donc E est singuli¢re
Par la proposition 4, sont discriminant est égala A (E) =0
L’hypotheése " E admet un point de rebroussement " implique que la cubique E admet 2
tangentes confondues au point singulier.

x> —27¢; _3g(X)

y2=x3—27c4x—54c4 impliquey’:3 7 x = 2y ;g(x)=x2—904

Au point singulier S de E le polyndme g (x) admet une racine double, cela implique le
discriminant dis (g) =36 c4= 0, soit c4 =0.

Preuve de " A (E) =c4 (E)= 0" implique " le point S est un point de rebroussement "

L’hypothése A (E) =0 implique que la cubique d’équation y > =4 x* + by x> + 2by x + bg
admet un point singulier
L’hypotheése A (E) =0 et la relation dis (f) = 16 A(E) impliquent que f (x) admet une racine
double ou triple.

13
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La dérivée £ de f est égale a f(x) = 12 x* + 2bx + 2b, son discriminant
dis (f) = by> — 24 by = c4(E) = 0 ; donc deux tangentes confondues. Il en résulte que E admet 1
point de rebroussement.

[

Examinons la forme d’une Courbe Elliptique E suivant le signe de son discriminant A(E)

Proposition 6
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass.
E: yYV=xX+ax+ax+as =f(x) eR[x],dediscriminant A(E) ; alors :
1) E coupe I’axe Ox en 3 points simples si et seulement si 4 (E) >0
2) E coupe I’axe Ox en 1 seul point simple si et seulement si 4 (E) <0

Preuve de " E coupe Ox en 3 points simples " implique " A (E) > 0"

Soit une Courbe Elliptique E qui coupe 1’axe Ox en 3 points simples
Piz(eiao)a 1=19233 (1)

L’équation de Weierstrass de E se met sous la forme
E:y’=(x—-e)(x-e)(x-e) =f(x) eR[x] 2)

Par la théorie des multiplicités des racines d’un polynome, f(x) et sa dérivée f'(x) n’ont pas de
racine commune 3)
I1 en résulte que le résultant Res (f,f*) = 0.

Par définition du discriminant d’un polynéme f (x) =I1 (x —e¢; ), le discriminant de f est égal a

dis () =TI (ei—¢; )’ i 4)
1#]

Par hypothése les 3 racines sont des nombres réels, cela implique que les carrés (e; - e )* sont

positifs et dis(f) > 0 (5)

Les relations entre Res (f,f”), dis (f) et A (E) impliquent que A (E) >0 (6)

]

Preuve de " A (E) > 0 " implique " E coupe I’axe Ox en 3 points distincts"

Par la proposition 4, une Courbe Elliptique a un discriminant A (E) # 0 (1)
Son équation de Weierstrass se met sous la forme

E: y=x-e)(x—e)(x-e)eR [x] )
Par définition le discriminant de f est égal a

dis(f)=(e1—e2 )’ (e2—e3) (es—er)’ eR 3)
La relation dis(f) = 16A (E) et I’hypothese A(E) > 0 impliquent I’inégalité dis (f )> 0 4)

(3) et (4) impliquent que les 3 carrés sont des nombres réels ; il en résulte que les 3 racines
e; sont réelles.
Les 3 points P; = (ej, 0) sont les 3 points d’intersection de la courbe E par 1’axe réel Ox.

[
Preuve de " E coupe Ox en 1 point simple" implique " A (E) <0 "
L’équation de Weierstrass d’une telle Courbe Elliptique est de la forme

E:y2=(x—e)(xz+rx+s)=f(x)avecr2—4s<0 X)) eR[x] (5)
14
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Elle admet une racine réelle e; = e et 2 racines complexes

ej=-1—2(rii 45— ); j=23 et s >0 (6)

La formule 3 du discriminant d’un polyndéme f implique la valeur
dis(f)=-4(4s—r2)[(e-—131")+(4s—r2 2T <0 (7)

La relation entre Res (f, f*) ,les discriminants dis (f) de fet A (E ) de E impliquent
A(E)<O0 (8)
L]

Preuve de " A (E ) <0 " implique " E coupe 1’axe Ox en 1 seul point "

Soit les 3 racines e réelle , e, et e3 complexes, ci-dessus

L’hypothese " A (E) <0 " implique dis f= (e — &)Y (e—e3)(er—e3)” <0

Par la théorie des racines d’un polynome , f(x) admet une racine réelle e et 2 racines complexes
conjuguées e;=s +it ,e3 =s—it

[

Les propositions 4, 5 et 6 impliquent la classification des cubiques de Weierstrass

Corollaire

Les cubiques de Weierstrass sont classifiées en 4 classes selon leur discriminant A (E) et leur
invariant c4(E)

La classe ( Cl;) des cubiques de Weierstrass singulieres qui ont un nceud lorsque A(E) =0 et
C4(E) A

La classe ( Cly) des cubiques de Weierstrass  singulieres qui ont un point de
rebroussement lorsque  A(E) =c4(E) =0

La classe (Cls) des Courbes Elliptiques qui coupent I’axe réel Ox en 1 seul point simple
lorsque A(E) <0

La classe (Cly) des Courbes Elliptiques qui coupent I’axe réel Ox en 3 points simples lorsque
A(E)>0

L]

1) Application a la famille E (t)

E(-1):y? -xy-y=x -2x eQ[x,y]
Calcul des invariants
a1=-l, a2=0 , a3=-l . a4=-2 ,a6=0

2
by=1., bi=-3 |, be= 1 by =(Bebi) U)o om 7,

A(E(-1))=218

D’aprés la classification des cubiques de Weierstrass, A( E ) > 0 implique que E est une Courbe
Elliptique qui coupe I’axe Ox en 3 points simples.

Tableau des coordonnées de quelques points de la courbe E
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X | -2 -1 0 1 1 3
2
y |pasdey y=0, pas de y| y=1 y=-1,
réel y==1 y=1 |réel double y=4 y=2+2 \/g

Je trace la Courbe Elliptique E (-1) avec le Maple 8
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Le point T = ( 1, 1) est un point double ; la pente de la tangente a la courbe E en T est égale a
y’ (1,1); ladérivée y’ est égale a :

v =(3x"=2 +y)/Qy—-x-1); il en résulte la pente y’(1 , 1) = 2/0 = o0 ; donc la tangente a
E en T est parallele a I’axe Oy.

Intersection avec I'axe Ox 1y =0;x> -2x=0
X(X2 -2)=0; 3 racines X, =O,X2=\/5 , X3 =—\/§

2) Cubique E (15)

E(IE): y’ +21—Xy +L2y=x3+x eQ[x,y]
Calcul des invariants
a; = as =1—,az=a6=0,a =
2
1 5 1 3 2129
bb=—= bsy==,bg=— ,bg= - = etA(E)=-
2 4 4 4 6 4 8 3 etA(E) ) 4

A( E ) <0 implique que la courbe E (l2 ) est une Courbe Elliptique qui coupe 1’axe Ox en un

seul point simple
Coordonnées de ce point: y=0;x +x=0;x (x*+ 1) =0, ce polynéme admet une racine
réelle simple x; = 0 et 2 racines complexes conjuguées x; =1, X3 = -i

Tableau des coordonnées de quelques points de la courbe E (lz)

X | -2 -1 0 +1 +2

y |pasdeyréel | Pasdeyréel |y=0, -2 etl 4ot
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1

Je trace la courbe E(IE): y? +—xy +i2y =x’+ x

2

avec le Maple 8

0.21
/ﬂ.
Cope 004 002 op4 ,  0.0s 0.08
0.21
0.4+
\
061

18



Chapitre I Géométrie des Courbes Elliptiques

3 ) Soit la cubique de Weierstrass E (0) de la famille E(t) :
2 _ .3
y =X

Calcul des invariants

31233232:216:0,34:36:0
bo= bs= bg= bs=0 ,A(E)=0 etcs =b,’—24b=0

Le discriminant A ( E ) et ’invariant c4 (E ) sont nuls. Cela implique que la courbe E(0)
présente un point de rebroussement S .

Les coordonnées de ce point singulier S sont les zéros du systéme d’équations linéaires
algébriques
g

dF A _
dX (Xay)_an(S) 0

dF

- =0

dy (%)
\
F(x,y)=y —x’ implique les dérivées partielles
-

dF_ _ 22
ix (x,y) 3x

et <
d_F =
dy(x,y) 2y

\
Ce systeme admet une solution unique : x =y =0.
I1 en résulte que le point S=( 0, 0) est le point de rebroussement de la cubique E(0).

Tableau des coordonnées de quelques points de la cubique de E( 0).

X | -2 -1 0 +1 +2 +3

y | pasdeyréel | Pas dey réel 0 +1 et-1 +2\/§ +\/§

NI

La cubique de Weierstrass E (0) admet 1’axe Ox comme axe de symétrie
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Je trace la courbe E (0 ) avec le Maple 8

06
0.4

0.21

0.2

0.4

0.5
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Chapitre 2 Groupe de Mordell-Weil de Courbes Elliptiques

C’est sans doute dans les travaux de Weierstrass et de Poincaré qu’est apparue la structure
algébrique de I’ensemble des points d’une cubique plane et la construction de la somme de 2
points.

1 - Structure de groupe abélien additif E (K)

Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass.
E:y2+alxy+ a3y=X3+a2x2+a4x+a6 e K[x,y] (1)

Les 5 coefficients a; sont des ¢léments d’un corps commutatif K, global, local ou fini, les 2
indéterminées x et y sont des éléments d’une cloture algébrique du corps K..

Considérons 1’ensemble des points K-rationnels de la courbe E.
EK) = {P=(x,y) e E,x=1/1f, ,y =1f3/14 fractions rationnellesenx,y, a; } (2)

Pour obtenir une structure algébrique de groupe abélien additif sur cet ensemble E(K) nous
utilisons la :

Proposition 1
Soit l’ensemble E(K) des points K-rationnels d’une Courbe Elliptique E sur un corps
commutatif K.
Alors I’application
f:EK)x E(K) —E (K) devaleur f(P;, P)= P;+P,
est une loi de groupe abélien additif d’élément neutre , le point a l'infini Og, , basé sur la
regle géeométrique de 3 points colinéaires de la courbe
P+Q+R= O = (c0 ,00)dans le plan aﬁineAz(K)
Or = (0,1, 0) dans le plan projectlfPZ(K) ; ce point est déterminé par la direction de
[’axe Oy
Le point P + Q = M est le symétrique du point R par rapport a l’axe Ox

Preuve :
1) Avec laregle géométrique de 3 points colinéaires, pour tout point P
P=P+0Og =0 +P

L’axiome de I’élément neutre est vérifié

2) Sur une sécante PQ parallele a I’axe Oy, la regle géométrique implique la relation
P+ Q + OE = OE

Il en résulte -P =Q, ’axiome du symétrique est vérifié

3) Les sécantes PQ et QP coincident, il en résulte
P+Q+R =Q+P+R =0

L’axiome de commutativité est vérifié

4) Pour I’associativité il faut calculer les points

P+Q=M,M+R=M",Q+R=T,P+T=T"

Avec les formules des coordonnées obtenues au paragraphe suivant , nous obtenons 1’égalité
(PFrQ)+tR=P+(Q+R)
qui assure I’axiome d’associativite.

[
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Définition 1:
Le groupe abélien E(K) des points K rationnels d’une Courbe Elliptique E est le groupe de
Mordell-Weil de la Courbe Elliptique E

Déterminons les coordonnées du symétrique d’un point, de la somme de 2 points d’une
Courbe Elliptique et des points mP pourm = 2etP # Og.

2 - Coordonnees des points — P, P; +P, , 2P et mP

Proposition 2
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass

E.'y2 taxy+ azy = x3+a2x2+a4x+a6 eK [xy]

1) Le symétrique d’un point P = (xp, yp) de la courbe E est le point —P = (x,,, -a;x, -a3 —y,)
2) La somme P; + P, = M de 2 points P; = (x;,y;) #£ P> =(x2, y2) est le point

xy =X +ad-ar-x; -xyy A= L2V .

’

X2 — Xy

Ym =-4 3—261112 +(a2 -6112 +2)C1 +2xz)+a1a2 - a3 +Cl1(X1 +XZ)—y1

3) Le point P + P = 2P est le point de coordonnées :
y 3x° +2arx +a4 —a;y .
2y +ax +a; ’

_ 2 .
Xop =Yy taryp-a-2x

J3 12 b 2
Y =¥ =2ayy tyy(a-al t3x) tara-at2ax, -y,

Preuve de 1
Le symétrique d’un point P = (xp , yp ) de la courbe E est ’intersection de E par la paralléle a
I’axe Oy passant par P

Avec la géométrie analytique du plan Oxy j’obtiens les coordonnées du point d’intersection
—P.
L’équation de la paralléle a 1’axe Oy passant par P est x = xp (1)

L’équation cubique de Weierstrass de E devient une équation quadratique en y, cette équation
admet donc 2 racines y; =yp ety =y(-P)

La somme de ces 2 racines est égalea y; +y, =-(ajxp +as) 2)
Il en résulte laraciney, = —(a; xp+az+yp)
Xp = Xp
-P = (3)
yp=—(yp +a;Xp +-ap); ( voir figure 1)
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Preuve de 2)
Soient 2 points Py = (x;,y1 ) # £ P, =(X2,y2 ) de la courbe E .
La sécante PP, , non paralléle a I’axe Oy coupe la courbe E en un 3" point P; = (x3 , y3 )
Pour la construction de la proposition 1, la somme P, + P, est le symétrique du point P;
L’¢équation de la sécante PP, est égale a,

y = Mx-x1)+ty: pour A= A= (4)

X1 — X2

L’¢équation de Weierstrass de E devient une équation en y de degré 2 :

(Mx=x1)+y 1) + (A(x=x; )+y;) (a1x +a3)= x> +ay x> +azx +ag (5)

La fonction symétrique ¢lémentaire « somme des racines « d’une équation algébrique
implique la relation
X; +x tx3 = A% +ha; -a (6)

I1 en résulte les coordonnées du point P; = (x3 , y3)
X3 :7\,2 +Aa; -X; -X2 -a
y3 = MX3—Xx1)+ty; =A 3+a17uz -A(ay T2x +2x)+ yi;

La formule (3) précédente du symétrique d’un point P de E implique le symétrique de P;
Pi+P, =-P; =M=(xm ,ym)

XM=X3=7L2+a]7\4'a2'Xl'X2 5
ym =-(ystaxztaz);
= A 3—a1k2 +A(a —a12 +2x; +2xp)taa -a3 ta(xg +X2)—yi;

( voir figure 2)
Preuve de 3)
La tangente a la courbe E au point P = (xp , yp ) a pour équation
2
y= yr’ (X—Xp)typ avecy’ = 3x_ +2ayxtas —a1y ; ©)
2y +aix + as

Cette tangente coupe E au point double P et en un point simple T

Avec (9) , I’équation devient :
[y’P(X_Xp)+YP]2 T [y p(x=%X)typ](asx+az)= x> +ay X’ +ag X +a. (10)

C’est une équation cubique en x qui admet une racine double xp et une racine simple Xr.

La fonction symétrique élémentaire « somme des racines » implique la relation
2Xp +XT = + y,pZ +a1 y,p'aZ (ll)

Il en résulte 1’abscisse de T
XT = y’p2 taryp,-a-2x, (12)

et ’ordonnée

yr = y’p(XT_Xp)Z"'Yp
= yprtay, -yr(@a +3x)+tyr . (13)
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Le point 2P est le symétrique du point T
2P=-T =(Xr , yr -1 XT -a3); (14)
Avec (12), (13) et (14) j’obtiens les coordonnées du point 2P :

3x° +2ax+as —a1y .
2y+a1x+a3 ’

2
Xop =y’p + a; y’p - a - 2 Xp avec y’ =

)3 , 2 , 2
yop = -yp —2a1yp +yp(a-a +3xp)taja—az+2axp -yp.

( voir figure 3))
L]

Xa
-P

Ficure 1
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v

-P3 = Pl +P2

Ficure 2

Ficure 3
2P
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Les formules des coordonnées de la somme P; + P, et de 2P permettent de calculer les
coordonnées des points 3P =2P + P, 4P =2(2P)=3P+P, 5P=4P+P,6P=2 3 P),
etc ...

Ces coordonnées sont fonctions des 5 coefficients ay, ... ,as .

Pour obtenir des formules plus simples , il faut prendre des valeurs a; = 0 . C’est ce qu’on
trouve dans [Cassels] pour les points d’ordre fini de Courbes Elliptiques.

Définition 2 :
Pour tout entier rationnel m € Z un point P d’ordre m d’'une Courbe Elliptique E est un
point P du groupe de Mordell-Weil E(K) qui satisfait la relation mP = Og
mP=P+ ... P ; m fois P si m> 0
mP = (-m)(-P) ; ( -m) fois (-P) sim < 0
etOP=0r sim=20

C’est la notion de torsion de I’algebre générale d’un groupe .
Proposition 3

Pour tout entier rationnel m, [’ensemble E(K) [m] des points P d’ordre m d’une Courbe
Elliptique E est un sous groupe du groupe E(K ) de Mordell- Weil de E .

Preuve
Soient 2 points P et Q d’ordre mde E :
mP =mQ = 0g

I1 en résulte la relation
mP-mQ =m(P-Q)=0 .

Donc le point P — Q est d’ordre m ; il appartient a I’ensemble E(K)[m], cet ensemble est un
sous groupe du groupe de Mordell- Weil (Théoréme relatif aux sous groupes d’un groupe )

Définition 3
a) L’ensemble E(K)[m] est le sous groupe de m —torsion de la courbe E pour tout entier m
b) Le groupe de torsion de E est [’ensemble T (E) des points P de E d’ordre fini.

T(E) ={ P €e E(K),mP=0g m fini } .
Les points d’ordre infini forment un systéme générateur de E - T (E )

Le groupe de torsion T( E) est une partie finie du groupe de Mordell-Weil E(K),(conjecture).
Sa structure algébrique a été déterminée dans certains cas.

Proposition 4
Le groupe de torsion T ( E ) (Q) d’une Courbe Elliptique est un groupe abélien additif fini
isomorphe a I'un des 15 groupes additifs abéliens finis..

Z/ m”Z pourm =1, ... ;10 etm =12
/27 + Z/2d7 pourd=1,2 3,4

Preuve
C’est un théoréme conjecturé par OGG et démontré par Mazur [21 ]

L
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D’autres résultats indiquent des informations sur certains points de torsion de Courbes
Elliptiques .

Proposition 5
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass
E;yY=x+A4Ax+B €eQ[x,y],ActBeZet4dA>+27B*%0
Alors pour tout point P =(x, y) € E () d’ordre m = 0, les coordonnées x et y sont des
rationnels ;  sim > 2 alors y° divise 4 4> + 27 B .

Preuve

T.Nagell (solution de quelques problémes dans la théorie des cubiques planes du 1¥ genre ,
Wid Akad Oslo 1 (1935) et E.Lutz (sur I’équation y* — Ax — B dans les corps p-adiques ,
Jour Reine Ang, Math.177 (1937) 237 -247 ) .

[

Les coordonnées des points de m-torsion d’une Courbe Elliptique E ont été déterminées dans

[4].

Proposition 6
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass
E; Y=xX+Ax+B € Zx y], avec4 A’ +27B> =0
Alors, pour tout entier m, les coordonnées du point mP sont égales a
mP= (5, yu))= ( X Ou(x.y)
W (x,y) W (x,)

Om , Om , Y, sont des polyndmes de I’anneau Z [x,y ,A, B] avec les relations :

Va=-1,yo=0;y1=1,y,=2y,y;=3x+6Ax’+12Bx-A%;
Ya= 4y (x°*+5Ax*+20Bx’ —5A7x* -4 Abx—-A’—8B?);
\V2m=2\|fm( \|132m+1 Ym-1 - 3\V2m-2 W2m+1 );

Vomtl = WVm+2 V'm = VYml Vmt1 pourm 22

emzxwzm " Vm1 Y+l

4y Om = WUm+2 \Vzm-l - YUm2 W2m+1;

Preuve :
La formule — P = ( x, —y) implique :

— T.—l% et X = (_xl)z donc wyq =-1.

Larelation OP=(c0, 00 )= (x—O, %)impliqueWo =0.

-y

Larelation 1 P=(x,y) =(%,%) implique y;=1.

Pour m = 2 nous utilisons un raisonnement par récurrence sur m .

Lorsque K = C = Corps des nombres complexes, ce sont les formules de la fonction P (z, L)
de Weierstrass qui sont utilisées [ (Lemme 7 -2 [2]) [4]].
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Application a la famille de cubiques de Weierstrass :
Ett):y+txy+ty=x+2txe Q[x,y]

Calcul des invariants
ag=az=t, 32236:0,34:2t,b2:t2 ,b4=t2+4t,b6 :tz,bg :-2t3-4t2
A E)=t(5t°+2t' -60¢ -357t-512)
Ca=t'—24¢ -96t; cg =-t°+36t "+ 144t - 216 ¢

Coordonnées du symétrique de P =(x,y)
P=(x,-y—tx -t)

Coordonnées de la somme M =P; +P,,Pi=(xi,yi), P1# P,
Xm= A2HFtA-X, -x2; avec A = 2=W
X2 — X1

ym=-A -2+ (2% +x0—t)h -tHtxi+x2)—y2

Coordonnées du point 2P =( Xap , y2p )
2
Xp = YP + typ —2Xp avecy ‘= X+ I
2y +tx

2+ (3x )y’ -t+2txp—yp

yp =-y” -2ty
Exemple : Cubique E( -2) de la famille E (t) :
E(—2):y2— 2(x+l)y= x> —4x ;

ag=a3=-2, aa= as=0 ,a3=-4 ,b2=4 ,b4:-4,b6=4 3b8=0
ca=112 , ¢, =-1504 = A(E)= +5552

A (E ) > 0 implique que E (-2) est une Courbe Elliptique qui coupe 1’axe Ox en 3 points
simples.
Ces 3 points sont T1 =(0,0); T,=(2,0)etT3(-2,0).

Quelques points de cette courbe
Intersection avec ’axe Oy . x=0,y=0et 2

X -3 -1 0 1 210,2et-2

y |Pasdeyréel | 1A[3 | Oet2 let3 Oet6 0

Py =(0,0),P2=(0,2),P; =(2,0) ,Ps= (2,6)
Calculons les coordonnées des points

4 22 4 79
_9_ 32P = _7_
g *27) TG )
'Pl :(O’_z) a_P2:(0,_4); 'P3:(272); _P4(2,_4)
P1+P2:(CD,OO),P2+P3 :(193) P1+P4:(191)‘

28
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Je trace la courbe E ( -2 ) avec le Maple 8

La position des 3 points simples de la courbe dépend de la propriété du discriminant
D =B” -4 AC de I’équation quadratique
V+Ax+B=0, ici A= -2(x+1).
B= x’+4x.

Nous obtenons D=x’+x* -2x+1 = u(x).

I1 en résulte que la courbe est définie dans le domaine x > o pour -3 <a <-2.
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3 -Isomorphisme de Courbes Elliptiques

Le groupe E (K) de Mordell-Weil d’une Courbe Elliptique admet les propriétés
d’homomorphismes de groupes: homomorphismes, isomorphismes, endomorphismes,
automorphismes.

Il y a des homomorphismes spécifiques : isogénies, twists, espaces homogenes.
Commencons par les isomorphismes

Proposition 7
Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass
E.'y2 taxyt a3y = x3+a2X2+a4x+a6 e K[x,y]
Le changement de variables
x=u'X+r K y=u3Y+Su2X+ t avec uz0,r, s, t ek
est un isomorphisme du groupe E(K) dans l'image E’(K)
E:Y+a 1 XY+a3Y =X +a2X +ayX+as eK[X Y]

Preuve
Soit I’homorphisme de groupe
A EK) —— E (K)
devaleur A (x,y)= (VX+r ,0’Y+su’X+t)

La transformée de la courbe E est la courbe E’ d’équation de Weierstrass
E: Y+a,XY+a3Y =X +a "X +ayX+a’s eK[X Y]

Larelation A (P; + P, ) =L (P;) + A(P,) est vérifiée avec le calcul
Larelation A (Og) = Og- est vérifiée avec le calcul
Le changement de variables (x,y) —— (X, Y) implique les valeurs

X=X o y= Z—SuzX—l
3

2
u u

L’hypothése u # 0 implique une solution unique X , Y . Donc A est bijectif

[

Cet isomorphe E (K') —— E’ ( K) implique des relations entre les invariants des 2
courbes isomorphes E et E’

Corollaire
Soit les hypotheses de la proposition précédente. Alors les coefficients a; et b; satisfont les
relations :

ua’y = a; +2s ;
uza}:ag -sa; +3r—s
u3a’3=a3 +ra; + 2t (Isom 1)
uia’4=a4 -saz + 2ra;, —(t +rs)a; + 317 - st

’

2 32
uas=as tragtra —taz—rta; t+r —t

2
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Les coefficients by; et cy; satisfont les relations

uzb’g = by+12r
u4b’4 = b4+7”b2 +6l’2

ub’s = bs +2rby +1r' by +41 (Isom 2)
b’y =bs +3rb° +31 by +17 by + 31
u4c’4 = ¢y etu6c’6 =cs

Les invariants " discriminant " et " invariant modulaire” satisfont les relations
u? A(E’) = A(E) et j(E) =j(E’) ( Isom 3)

Preuve
Nous remplagons dans 1’équation de Weierstrass de E la variable x par u”X +r et la variable
ypar u’Y +su’X +t, nous obtenons ainsi les relations ( Isom 1) , ( Isom 2) et ( Isom 3)

[

Dans la relation ( Isom 3) nous constatons que 1’invariant modulaire j (E ) = j( E’) est le
méme pour 2 Courbes Elliptiques isomorphes ; donc j (E) permet de classifier I’ensemble
des Courbes Elliptiques en classes.

Cette théorie se trouve dans [ 26 |

Proposition 8
Deux Courbes Elliptiques E/K et E’/K sont isomorphes si seulement si leurs invariants
modulaires sont égaux j(E) =j(E’)

Preuve de « E et E’ isomorphes » implique » j(E)=j (E’) »
Soient 2 Courbes Elliptiques E/K et E’/K isomorphes : Alors le corollaire ci-dessus implique
I’égalité

iE)=j(E")

Preuve de «j (E)=j (E’) » implique « E isomorphe a E’ »
Soient 2 Courbes Elliptiques E et E’ dont les invariants modulaires sont égaux :
JE)=J(E)

Considérons les3cas j(E) =0,j(E)=1728,j(E)#0,1728 pour cark#2,3

1)- Cas j(E) =j(E’)=0 (1)
s oo 1728 ¢
Jutilise la formule JE)=—7FF5 (2)
Cq4 —Cq
Je choisis les équations de Weierstrass
E:y2=x3-2704x-54c6 et
E Y =X -27¢4X -54 ¢’ (3)

L’hypothese j(E)=j(E’)=0 et(2) impliquent
cs =cy4=0¢etcg#0 ; c6=0 4)

Il en résulte I’équation  u'c’s = cq par (isom 2 ) (%)
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Cette équation admet 6 racines u dans un cloture algébrique de K

2 11 ett mod 6

u=2 (cg/¢C),z =exp

I1 en résulte les 6 isomorphismes
x=uX+r ; y=u3Y+su2X+ t

2) Casdej(E)=j(E’)=1728

Avec (2), (3) et (8) j’obtiens les valeurs
c6 = C¢ =0 et c4, ¢4 20

I1 en résulte I’équation
u'c’s = ¢4 par (isom 2)
Cette équation admet 4 racines dans une cloture algébrique de K
u= i'(cs/c’y) ,i=exp(2%) et tmod 4
Cela implique les 4 isomorphismes
x=wX+r ; y=uvY+su'X+t
3) Casdej(E)=j(E’)=y #0, 1728 ,carac K#2,3

(2) implique les égalités

1728 ¢, 1728 ¢
3 2 53 >— =7 €K
C4—Cl C4 —Cop

Avec les conditions cs 0,042 #0 ,c6 70 ,¢’%6%0

(14) implique 1’équation
4 (y-1728) =yc%

Cette équation admet la solution
y—1728
I’équation de Weierstrass de E est

¥ o=x - 27y, . 54y e K[x.y]
y — 1728 y— 1728

Ce

Les formules (Isom 2 ) impliquent les relations
uwtcy =cs et Cc’¢ =Cq

(19) admet la solution
u= (04// C’4 )1/4 — ( Co / C,6 )1/6
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I1 en résulte I’isomorphisme
E(K)‘—>E’(K):X:uzx > y:u3Y

4) Cas de carac K =3
Cela implique 1728=0ce¢tj (E) =0;

Calcul des invariants de I’équation de Weierstrass
E:y’ = X + ax’ +a €K[xy]

J’obtiens avec a; =a3 =as =0 les valeurs
_ _ _ _ .2 _ _ 2
b, =a; ,bs=0,bs =ag ,c4 =a" ,bg=aas et A(E)=-2a"; a4

Les relations (Isom 1) et (22) impliquent les 2 équations
ua,=a et u .as =ag

Ces 2 équations admettent la solution
_ A2 \12 _ [ Qs \ 16
u=CEH" = (=)
2 ae

I1 en résulte les isomorphismes

x=u’X et y= Y
et I’équation de Weierstrass

E:Y=X"+a,X+as eK[X,Y]

5) Cas de caract K =2
Cela implique 1728 =0etj(E)=0

Je choisis une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass
E:y’+xy+y =x° e K[x,y]

Calcul des invariants de E
a =as=as =0, aj=a3=1,by,=1=bs=bs, bg =1;ca=1; AE)=1

Avec les formulas (Isom 1) j’obtiens les équations
u?a =a etuaz=a; qui admettent les solutionsu =+ 1

I1 en résulte 2 isomorphismes E (K ) —— E’ ( K) et la Courbe Elliptique isomorphe

E:Y+XY +Y =X eK[X,Y]
O]

Application a la famille E (t)
Cubique E(5) d’équation de Weierstrass

EG): V" +5xy+5y =x+10x e Q[x,y]
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Calcul des invariants
dy = ag :0, a1=a3=5,a4=10; b2:25,b4: 45,b6 :25, bg :-350;04 :-455;

2
co=3895, A(E)=-5x5686; j(E)=+—)_
5% x 5686

A (E ) # 0 implique que la cubique E (5) est une Courbe Elliptique.

Appliquons I’isomorphisme
(x,5) — (U X+1,° Y+ uPX-5) pouru=2

Ici s=1, t=-5, r=1

Par ( Isom1) j’obtiens

a’1= l, a’ :_Q’ a’3=0, 3’4:1—9 ;,31’62i
2 4 8 16
Par (Isom2 ) j’obtiens
37 19 9 455 3895
b’ D7 be _ 17 b’ 7 s _ 199 LI
2 4 4 4 6 4 C4 16 ° Cs a4

I1 en résulte la Courbe Elliptique E’ d’équation de Weierstrass

7 3

BV + DXy =X -2 % + x4 2

X+ X. Y
g Xt <€QIX. Y]

et ses invariants.

5686 x 5° 91°

AE) = - t j(BENY=j(E)= ———
(E”) 12 S JE)=](E) 9% ¢ 636

4 Endomorphismes d’une Courbe Elliptique

Les endomorphismes E (K ) —— E (K ) d’une Courbe Elliptique E forment un anneau
Endk (E), isomorphe a I’anneau Z ou a un ordre contenant 7
La description de cet anneau est précisée par la proposition (Corollary 9-4 p 102 [ 26 ])

Définition 4
Les Courbes Elliptiques dont [’anneau des endomorphismes Endg (E) contient [’anneau
Zsont des Courbes Elliptiques a Multiplication Complexe.

Dans le cas ou la Courbe Elliptique E est a Multiplication Complexe, I’anneau des
endomorphismes de E est isomorphe soit & Ianneau des entiers d’un corps quadratique

imaginaire @ ( \[~d ), soita un ordre Z + f \/—d de cet anneau .

Définition 5
Un ordre d’un corps quadratique imaginaire K , est un sous anneau.

O(f) =A(K) +f Z del’anneau A (K) des entiers de K ; f est le conducteur de [’ordre O (f)
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Si K est un corps fini, toute Courbe Elliptique E définie sur K est a Multiplication Complexe.
Application a la famille E (t)
La Cubique E (1) de la famille E (t):

E(l) :y+xy+y=x +2x elF;.

Calcul des invariants de E(1 )

a;— as :1, a :0, a4 = 2,36:0, bzzl,b4:5 ,b6:1,bg :1,C6:5, C4:0,j(E):
0,

A(E)=2 #0 dans IF;.

E ( 1) est une Courbe Elliptique sur IF; a Multiplication Complexe .

5 Automorphisme d’une Courbe Elliptique

Les automorphismes d’une Courbe Elliptique E, forment un groupe Autk (E) , qui dépend de
la caractéristique de K et de I’invariant modulaire j (E).

Proposition 9
Soit une Courbe Elliptique E sur un corps K et j (E) son invariant modulaire; alors le groupe
Autk (E) de ses automorphismes est un groupe d’ordre un diviseur de 24.

1) Autk (E) estd’ordre 2 si j(E) # 0, 1728

2) Autk (E) est d’ordre 4 si j(E) = 1728 et K de caractéristique #2,3
3) Autk (E) estd’ordre 6 si j (E) = 0 et K de caractéristique #2, 3

4) Autk (E) estd’ordre 12 sij (E) =0 = 1728 et K de caractéristique 3
5) Autk (E) estd’ordre 24 si j (E) = 0 = 1728 et K de caractéristique 2

Preuve
Je choisis une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass
E: y2=x3+Ax+B eK[x,y]

définie sur un corps K de caractéristique # 2,3 avec 4 A> + 27 B*#0 (1)
3
L’invariant modulaire est égal aj (E ) = -- %
44 +27B
Prenons un automorphisme de la Courbe E de la forme
E(K)——EXK);(x,y) — (u'x,u’y) avec u= 0 (2)

Les formules d’isomorphisme liant les coefficients a; et b; impliquent les égalités
u*A =A ,etu®B =B (3)

1) T’hypothese j (E) # 0, 1728 implique AB #0

“4)
(3) et (4) impliquent 2 solutions u== 1.
Il en résulte 2 automorphismes de E ; donc le groupe Aut (E ) est d’ordre 2 .
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2) Soit j(E)=1728,alors A#0etB=0. %)
(3) et (5) impliquent 1’équation uwt=1.
Il en résulte 4 automorphismes de E ; donc le groupe Aut (E ) est d’ordre 4 .

3) Soit j(E)=0,alors A=0etB=#0.

(6)

(3) et (6) impliquent I’équation u® =1 .

Il en résulte 6 automorphismes de E ; donc le groupe Aut (E ) est d’ordre 6 .
4) Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass

E: y"=x" tax+as e€K[x,y] (7)

définie sur une corps K de caractéristique 3 et d’invariant modulaire j( E) = 0 avec
azag =0 mod 3 .
L’équation (7) est préservée par I’automorphisme :

E(K)|—>E(K),(X,y)\—>(u2x+r,u3y). (8)

Les formules d’isomorphisme ( Isom 1) impliquent les 2 équations
u4a4=a4et u6a6=a6+ra4+r3 9)

Les automorphismes de E sont déterminés par les couples (u, r) tels que
v =letag(u~1) = rag+r (10)

u engendre un groupe cyclique C4d’ordre 4 et r engendre un groupe cyclique Cs d’ordre 3

Les automorphismes de E forment un groupe Aut(E) isomorphe au produit de groupes
C3x Cy4; il est d’ordre 12.

5) Je choisis une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass
E:y2+a3y=x3+a4x+a6 e K[x,y] (11)

sur un corps K de caractéristique 2 et d’invariant modulaire j (E ) =0
avec as, az,ac 0 mod 2 .

L’équation (11) est préservée par I’automorphisme
E(K)——E(K),(xy)—(u'x+s ,v’y+ulssx+t)usteK,uz0 (12)

Les formules (Isom1) d’isomorphisme impliquent

vas=a;;

4.5 _ 4,

uags=a4 +sazt+s ;

u6a’6=a6 +sza4+ta3+sé+t2; (13)

Les automorphismes de la Courbe E sont déterminés par les triplets (u, s, t) tels que :

=1, s'+s=0 et t+t+s +s°=0
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Il y a 3 valeurs u qui forment un groupe cyclique C(3) d’ordre 3, 4 valeurs s qui forment un
groupe cyclique C(4) d’ordre 4 et 2 valeurs t qui forment un groupe cyclique C(2) d’ordre 2

Le groupe produit C(4) C(2) , d’ordre 8 est isomorphe au groupe H (8) des quaternions
Nous en déduisons que le groupe Aut (E ) est d’ordre 24 , isomorphe au groupe produit
H(E)CO)
Application a la famille E ( t)
1 ) Soit la Cubique E(5) de la famille E (t) :
EG): ¥ +5xy+5y=x+10xe Q[x,y];
Calcul des invariants

: 91°
=-455; A(E) = -5686x5° etj(E)=—r——
C4 (E) X etj(E) 32 . 5636

#0 et=1728.
Il en résulte le groupe Aut ( E(5)) est d’ordre 2 .

Soit un corps K de caractéristique 13, K=7/13 7.

Les invariants de E (5) sont égaux a :

_ _ ey TPx13
cs=0,A(E)=+1 etj (E)—m =

IL en résulte que.

Aut (E (5) ) est d’ordre 6 sur le corps fini Z/137

2 ) Soit la Cubique E ( -2) de la famille E (t)
E(-2):y*-2x+1)y=x’-4x e Q[x,y]

Calcul des invariants de E ( - 2) :

3
=112, A(E) =-419 ,j(E)=—%4_
C4 (E) j(E) ACE)

Sur un corps de caractéristique 2 ,c4=0etA(E) #0.

Il en résulte que le groupe Aut ( E ( - 2 )) est d’ordre 24 . Ce groupe est isomorphe au
groupe produit H (8) C (4) .
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6 Isogénies des Courbes Elliptiques

Dans I’ensemble des morphismes de Courbes Elliptiques, il existe des morphismes
particuliers
E (K) —— E’ (K) classés dans la classe des isogenies de Courbe Elliptique

Définition 6 : d’apres [25]
Soit 2 Courbes Elliptiques E et E’ sur le méme corps K, d’éléments neutres respectifs O et
Og-, de groupes de Mordell — Weil E(K ) et E’ (K)
Une isogénie de E sur E’ est un homomorphisme A: E (K) —— E’ (K ) qui satisfait les
conditions :
1) 2(0Og) = O
2) A =0
3) Aest surjectif
4) Le noyau de A est un sous groupe fini du groupe E (K )
35) A(P+R)=A1(P)+ A(R) pour tous points P et R de E (K )
Par la théorie des morphismes de variétés, les conditions (1) , (2) , (3) et (4) sont
équivalentes.

Une telle isogénie est caractérisée par un invariant.

Définition 7
Le degré de l’isogénie A est égal au degré du noyau de l’isogénie ; card ker A =degré del

~

A toute isogénie non nulle de degré m : A : E; —— E; on associe ’isogénie duale A

~

A ZEQ \—)E]

Les 2 composées satisfont les relations .

~

AoAi :E; —— E;est la multiplication par m sur la courbe E,;

~

Ao A :E; —— E;est la multiplication par m sur la courbe E;

Proposition 10
Soit une Courbe Elliptique E et un sous groupe fini F de degré d de E. Alors il existe une
seule isogénie

A:E/——Ede degréd.

Preuve
Soit une Courbe Elliptique E, un sous groupe fini F de E et le point a 1'infini Og de E (K ).
Alors il existe un homomorphisme non nul
AMEXK)—EK)
qui satisfait: A(Og)=Og,A(EK))#{Og }etkerA=F.
C’est la définition d’une isogénie de Courbes Elliptiques.

[
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Proposition 11

Soient 3 Courbes Elliptiques E; /K, E; /K et E;/K et 2 isogenies de Courbes Elliptiques
AMiE —— Ey, et Ay:E,——E;3;
alors la composée 1, 0 A;: E; ——Ej3 est une isogenie de Courbes Elliptiques

Preuve :
Soient 3 Courbes Elliptiques E; /K, E, /K , E;/ K et 2 isogénies
MiE —— Es et Ao By ——F;

F —— A (F) G — M (G)

D’apres la théorie des groupes, la composée A, o A; des deux morphismes A; et A, est un
morphisme de groupe

E; A l E,

A2
7\,2 o 7»1

E;
Soient les points a ’'infini O; ,1=1, 2, 3 des 3 Courbes Elliptiques E; .

Calculons les images des composées :
7»2 (@] 7\,1 (O]) =7\,2(02) =O3.

Calculons les noyaux des isogénies .

Ker 7\,1={P1/P1 EEl ,7\,1(P1)202 }
=F1CE1.

Ker }L2={P2/P2 EEz ,}Lz(Pz):O3 }
=FcE ,

Ker(A o M) ={TeE// (Mo rM(T)=0;3}

= F3 c E]
A1 (Ez) =Es pour A; nonnul, A, est surjectif

Donc A, o Ajnonnul, A, o A; (E;)=E; et A, o A; est surjectif,
il en résulte que A, o A; estune isogénie

[

Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass :
E:y'+axy ta3y=x" +tayx +agx+as € Q[x,y] (1)

et le polyndme a 2 variables
g(x,y)==x3 +a2X2+a6x+a6—y2— aixy - a3y e Q[x,y] (2)
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Pour déterminer 1’équation de la Courbe Elliptique isogéne, nous utilisons 1’algorithme de
VELU, CRAS, Paris, C.273 (26 Juillet 1971 ) p 238 -241.

Soit F [2 ] le sous groupe de F des points d’ordre 2 du groupe de Mordell- Weil E (Q ) :

F[2]={PeE(Q)/2P=0¢} (1)
Soit H une partie du groupe
F-Og -F[2]
et — H I’ensemble des symétriques des points de H vérifiant les deux relations
Hu(-H)=F-0g-F[2] et HN(-H)=9; (2)
Posons J=F[2]UH. (3)

A tout point P=(x,y) € E (Q) associons les dérivées particlles
2x(P) ==3x" +2a, X" +ag -1y

4)
gy(P) = -2y -a;x - a3;

et les polynomes

gx(P) siPe F[2];
h(P)= )
2 gy(P)—a; gy (P)=6x" +byx+bysiPgF[2].

2
avecb, =4a, +ta;” ,by =2a4 tajaz;

Posonsi(P)Z[g’y(P)]2=4x3 +by x>+ 2bs x + by . (6)
h(J)= X h@®)eti(N)=2i(P). (7)
peJ peJ

Alors I’isogénie f de noyau J a pour équation :

_ h(P) i (P)
X X+Z( X — Xp + (X_Xp)z)
Pel

—v . 2y +ajx +a; ar(X—Xp)+y—yp a; i(P) — g’x (P) — g’(P)
Y =y-> (i@ T + h(P) RN + - )
Pel
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Exemple de Velu :
Cubique de Weierstrass
E:y +xy+y=x-x> -3x+3 € Q[x,y].
Calcul des invariants de E .
by =-3 ;bs=-5; bg=13;bg=-16; A(E) =2561.
A (E) > 0 implique que cette cubique est une Courbe Elliptique .

Le groupe E (Q ) contient un sous groupe F d’ordre 7.
F={R=(1,0);2R=(-1,-2);3R=(3,-6);4R=(3,2);5R=(-1,2); 6R=(1,-2)
et 7/R=0g } .

Apres calcul des nombres de 1’algorithme, on obtient I’équation de la Courbe Elliptique
isogéne E” a E dans I’isogénie
A:EI——E denoyauF.

E’=EF:y* +xy+y=x —x" -213x - 1257.

[

Théoreme [Velu ]
Soit E/K une Courbe Elliptique d’équation de Weierstrass .
E.‘y2+a1xy +a3y=x3 +azx2+a6x+a6 E@[x,y]

g(P) si Pe F [2];
h(P)=
2¢g,(P)—a;gy(P)=6x +byx+bysiPegF[2].

2
i(P)= g’y(P)] =4x +byx’ +2bx+bs .
h(J) = X h(P)eti()=Xi(P),
ped ped
Soit F un sous groupe fini du groupe E , alors la Courbe Elliptique E’ isogene a E a pour
équation

E :y +Axy +Asy=x + A,xX’ + Ayx+ A5 eQ[ %,y ] (8)
avecA; =a;, Ay =a; ,A; =a;3 , Ay =a4 -5h(J),As =as—bh (J)—71i(J)

[
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Chapitre 3 Groupe Modulaire et Points de Heegner

1 Groupe Modulaire SL (2, Z)

Pour décrire les points de Heegner d’une Courbe Elliptique, il faut connaitre le groupe
modulaire, les formes modulaires, les Courbes Modulaires X, (N) de niveau N.

Définition 1 :
Le groupe modulaire est le groupe spécial linéaire des 2 x 2 matrices a termes entiers
rationnels et de déterminant égal a 1.

a b
SL(2, /)= ") A= ;a,b,c,deZ ;ad-bc=1 (1)
c d

Le groupe modulaire est un sous groupe de groupes spéciaux linéaires sur les corps Q ,

Q@O),R,C.
SL(2,Z)<=SL(2,@)cSL(2,K)cSL(2,R)cSL(2,C) 2)

Ce groupe modulaire opére sur le demi plan supérieur de Poincaré :
H={x+iy eC;y>0}. 3)

et sur le complété de ce demi plan
H'=Hu{Q}uU{w}. (4)

Cette opération se fait avec la transformation de Mobius

a b

Az =420 poura = de (1) 5
2 = LEED oy e (1) ®

Le groupe modulaire contient des matrices particulicres :

1 0 0 -1 1 1
I, = = matrice unit¢ , S = et T= (6)
0 1 1 0 0 1

Déterminons les actions de ces matrices sur le demi plan supérieur de Poincaré :
Lz=z, Sz=—L et Tz=z+1 (7)
z
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Définition 2
1) La transformation S est l'involution W : Wz = - 1 ,
z

2) La transformation T est la translation Tz =z + I .
La structure algébrique du groupe modulaire SL (2, Z ) dépend des matrices S et T
Propositionl
Le groupe modulaire SL(2, Z) est un groupe multiplicatif, non abélien , infini ; engendré par
les 2 matrices

0 -1 1 1

S = dordredet T= d’ordre infini .
7 0 0 1

Toute matrice A de SL (2, Z) est un produit de la forme
A= 118" 15 . T npeN

Cette représentation n’est pas unique.
Preuve
Calculons les puissances de Set T :

S’=-1, ,8°=-S etS* =1,.

T? = ; T = et T8 = pourk=4,56....

ST = , TS = donc ST =TS .

Exemple tiré de [1]

4 9
A = =ST3ST™ ST?
1125

Pour obtenir une autre forme, il faut calculer des produits ST ks , T kgTk y e
Le groupe modulaire SL (2 , Z ) contient des sous groupes particuliers : les sous groupes
modulaires de congruence.
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Définition 3
Les sous groupes modulaires de congruence de niveau N 21 sont de 3 types

.
a b
o(Ny= € SL(2,Z), ¢ =0 modN : (1)
c d
.
4
a b
I'N) = y, e SL(2,Z); ¢c =0 modNeta=d =1modN (; 2)
c d
.
4
a b
vy = € SL(2,Z), a=d=ImodNetb=c=0modN {; (3)
c d
N\

Tout sous groupe I de SL (2, Z ) contenant I (N ) est un sous groupe de congruence, d’aprés
[26 ]

Le groupe SL (2, Z ) contient la matrice unité I, et son opposée -, ; ’ensemble { =1, } est
un groupe d’ordre 2

Définition 4
Le groupe quotient SL( 2, Z)/ { £, } = PSL (2, Z) est le groupe projectif spécial linéaire .

2 - Fonctions modulaires et formes modulaires

Elles sont construites avec les matrices A € SL (2, 7).

Définition 5
Soit un sous groupe de congruence 1’ de niveau N du groupe modulaire SL (2, Z) , le demi
plan supérieur IH de Poincaré et un entier k =1 :

1) Une fonction modulaire de poids k pour le sous groupe I est une fonction méromorphe

en chaque point parabolique de IH/ I’
fIH—C
qui satisfait la relation
f(4z) =(cz+d)' fz),

pour toute matrice A de I".
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2) Une forme modulaire de poids k pour I est une fonction modulaire holomorphe sur IH et
sur les points paraboliques de l’espace IH T

3) Une forme parabolique est une forme modulaire qui s annule en tout point parabolique
de l’espace IH T

Pour plus de détails , consulter [25] et [26]
Exemples
1) Une forme modulaire f admet un développement de Fourier en la variable

q=exp2Iliz
de la forme

o0
f(z) =Y c(n)q" ,pourun certain entier no= ny (f)
n=ny

Lorsque nyp = 0, la fonction f est une forme modulaire .
Lorsque f (o0 ) =0, f est une forme modulaire parabolique.

2) La fonction discriminant
0

A =(2M)"2Y T)q" ,
n=1
est une forme parabolique de poids 12

T (n) est la fonction arithmétique Tau: T (1 )=1etT(n)e Z;
détails dans [ 1 ].

3) Fonction Eta de Dedekind

o0
n@=q"* (1 -q")

n=1

4) La fonction f(z) = m (z )*n (112 )* est une forme parabolique de poids 2 pour le sous
groupe modulaire 'y (11 ).

5) Séries d’Eisenstein , [ 1 ].
Ce sont les séries de la forme
sz(z)ZZ(m+nz)'2k,

Pour les entiers m et n premiers entre eux, (m,n )= (0,0)etz € H, k> 2.

45



Chapitre 3 : Groupe Modulaire et points de Heegner

Ces séries sont fonction de la fonction Zéta de Riemann, C(s) et de la somme Ok (n ) des
puissances k° des diviseurs de n

o0
N2k
Gu(z)=2C 2K+ % Y Guu)q,

n=1

pour les entiersk =22 et q=exp (211 z) .
Les formes modulaires sont classifiées suivant leur poids par la :
Proposition 2
1) Les seules formes modulaires de poids k = 0 sont les fonctions constantes ;
2) Pour k < 0, pour k impair et pour k = 2, la seule forme modulaire de poids k est la

fonction nulle ;

3) Toute forme modulaire entiere, non constante, a un poids pair k =2k’ 24 ;
4) La seule forme modulaire parabolique k < 12 est la fonction nulle ;
Preuve
Cela provient des définitions des formes modulaires.
Détails dans (Théoréme 6 -2 — Apostol -1)
[

L’ensemble des formes modulaires de poids k est un espace vectoriel complexe My de
dimension égale a :

dimMy=[k/12 ]sik =2 mod 12, pour [ k/12] = partie entiére de I’entier rationnel k/12
=[k/12]+1sik # 2mod12.
Ainsi ,dimMy=1sik=4,6,8,10et 14
L’ensemble M’y des formes paraboliques modulaires est un sous espace vectoriel de I’espace
My de dimension.
Dim M’k = dim Mk -12
Ainsi, dim M’y =1pourk=12;16; 18 ;20 ;22 et 26, d’apres [1 ]

Hecke a déterminé des formes modulaires particuliéres et des opérateurs linéaires sur les
espaces vectoriels My de formes.
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Définition 6 [Apostol]
L’opérateur de Hecke T, est la fonction
T, : M, — M,

de valeur d-1
(L= Ea* LB
b=0

pour tous les diviseurs d > 1 de n.
Pour les nombres premiers p cette formule devient

p-1
(Tf) () =P fipz) + éZf(%”—) ;
b=0

dans cette définition le poids k est un entier pair ;

Cet opérateur satisfait les relations, ou T,= T(n) :

1) T(m)T(n) =T(n)T(m) pour tous entiers m et n ;

2) T(mn)=T(m) T(n) si m et n sont premiers entre eux;

3) T ) =T@) T(p)—p"". T (") pour tout nombre premier p.

Cet opérateur de Hecke T, = T(n) est utilis¢ dans I’étude des formes modulaires.

3- Points de Heegner

Selon [ 2 ], Birch a décrit quelques années auparavant un algorithme essentiellement dii a
Heegner , pour construire des points rationnels non triviaux sur certaines Courbes Elliptiques.

Ces Courbes Elliptiques particulieres sont associées aux Courbes Modulaires
H /Ty (N)=Xo (N)

H représente le demi plan supérieur IH = {x +1iy €eC, y > 0} de Poincaré complété par
I’ensemble Q@ U { o0 },

o (N) est le sous groupe de congruence modulaire de niveau N > 1

a b
Ih(N)=< A= ;a,bc,deZ ¢ =0 modNetad-bc=1

Le lien de la Courbe Modulaire X, (N ) avec des Courbes Elliptiques se trouve dans la
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Proposition 3
1l existe, pour tout entier N 21 , une courbe projective lisse Xy (N ) ( C) et un isomorphisme
analytique complexe .

jn:H /Ty(N) —— X, (N) (C)

qui satisfait les conditions :
a tout nombre complexe z € H' /T (N ) il correspond le corps K= @ (jn (z ) et une classe

d’équivalence de Courbes Elliptiques E qui possedent un sous groupe cycliqgue E ( N)
d’ordre N pour le groupe E (K).

Preuve : ¢ Théoréme 13 -1 (a) dans [26 ] :

[

Le groupe I'y (N ) opére sur le demi plan supérieur IH de Poincaré par la formule :

az+b

Az = .
cz+d

Dans la théorie des Courbes Elliptiques, j est I’invariant modulaire et jn(z)=j (N z).
L’involution est la fonction Wy de valeur

1
WN(Z):—E.

Les invariants j et jy satisfont une équation modulaire
Fn(j,in)=0.

Le polynéme Fy (u,v) € Z[u, v ] est I’équation d’une courbe algébrique plane Zy (N ),
cette courbe est liée a X, (N ) par I’application

0:X(N) —Z(N),0@0=(j®.i(N2))

Si @ est nombre complexe quadratique, il est racine d’une équation quadratique
A +Bo+C =0 .

pour des entiers A, B et C premiers entre eux et un discriminant B> — 4 AC = A (®) < 0.
Définition 8
Un nombre complexe ® est un point de Heegner de Xy (N ) si A (@) = A (N @).

A un point z de X, (N ) il correspond 2 Courbes Elliptiques:

E=C / (Z®zZ)etE =C /(Z ® NZ ), ces Courbes Elliptiques sont N-isogenes et
possedent la méme Multiplication Complexe.
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Si  est point de Heegner de X, ( N ) il satisfait une équation ;
NA’®’ +Bo+C=0

ou les 3 entiers NA’ , B et C sont premiers entre eux et les 3 entiers A’, B et NC sont aussi
premiers entre eux.

Le nombre Wy () =-1/N® est aussi un point de Heegner.
Un point de Heegner ® de X, (N ) est lié au corps Q (® , j (®) ). Ce corps est le corps de
classes de I’anneau

R(oo)zZ[Ml] pour A=A () =B>— 4 AC < 0.

2
Les h classes de I’anneau R (® ) sont représentées par les h conjugués ®; , ..., ®y. Alors les
¢léments j (® 1), .....j (0 ) forment un ensemble complet de conjugués sur le corps Q ().

Les points de Heegner de la courbe Zy( N ) sont :
{G(),j(MNT)),k=1,.....,h,avec Norm N} =N}
Ou les I sont des idéaux de R (® ) correspondant au @, k=1,...,h
La courbe Xy ( N ) permet une paramétrisation de Weil d’une Courbe Elliptique E par une
application

¥Y:Xo(N)——E
de valeur 100 ——> O = ( 00, )

L’involution Wx (z) = - # induit une action sur la Courbe Elliptique E (C) .

Il en résulte les points de Heegner de la Courbe Elliptique E /Q ; ce sont les images ¥ (® ) :
Y(z)=%(0)+0e-¥(Wx(2)

pour tout point zde Xo (N ).

I1 existe plusieurs travaux de recherche sur les points de heegner

1) Birch, B, et Stephens , N portant sur la construction de points de Heegner sur la courbe
E: y2 =x>—1728 ¢’ (1983 ) et sur le calcul des points de Heegner ( 1984 ).

2) B.H. GROSS : “ Heegner Points on Xp (N) _Formes Modulars “ (1984)

3)N.D. Elkies : “ Heegner Points Computation

4)H.DARMON :“ Points de Heegner sur une courbe Elliptique E (Q ) “

49



Chapitre 3 : Groupe Modulaire et points de Heegner

5), Benedict H.GROSS et Don ZAGIER :
a) “ Points de Heegner et dérivées de fonctions L
b) “Heegner points and derivates of L — series”

6) J.NEKOVAR : ‘On the p-adic height of Heegner Cycles “

Conclusion ;

Dans ma these je n’ai étudié que quelques éléments de la théorie des Courbes Elliptiques,
dans la suite je me propose de faire des recherches sur d’autres parties : espaces homogenes
et groupes associés , groupes de torsion et groupes de cohomologie , théorie ’ IWASAWA et
combinatoire .
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