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Résume

Les problématiques abordés et les résultats établis dans ce travail portent essentiellement sur
I’étude des propriétés asymptotiques des estimateurs a noyaux asymétriques de certaines fonction-
nelles : la densité, le taux de hasard, et la fonction de répartition et qui permettent de corriger les

effets de bord bien connus dans le cas de noyaux symétriques.

Dans le cadre de I'estimation non paramétrique, nous nous plagons dans un modele de données
censurées a droite. Les observations sont au préalable considérées indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.).

Nous proposons un estimateur lisse de la fonction de répartition par 'utilisation du théoréme
de Hille. Ainsi, nous proposons un nouveau type d’estimateurs a noyau asymétrique pour la densité
et la fonction de hasard qui fonctionnent convenablement aux bornes, lorsque la variable d’intérét
est positive et censurée a droite. Les estimateurs sont construits a ’aide de noyaux asymétriques
d’espérance 1. Nous établissons la convergence uniforme presque siire avec vitesse, et nous étu-
dions les propriétés asymptotiques et la normalité des estimateurs résultants. Une large étude de
simulation est menée pour conforter les résultats théoriques. Une application aux données réelles

est réalisée.

Mots clés : consistance forte uniforme; données censurées; effet de bord; estimateur a noyau;

estimateur produit-limite ; normalité asymptotique ; noyaux asymétriques ; vitesse de convergence.
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Abstract

The issues addressed and the results established in this work relate essentially to the study of the
asymptotic properties of estimators with asymmetric kernels of certain functional : the density,

the hazard rate, and the distribution functions and which behave well at the boundary.

As part of the non-parametric estimation, we place ourselves in a right-censored data frame-

worck. The observations are first considered independent and identically distributed (i.i.d.).

We propose a smooth estimator of the distribution function by using Hille’s theorem. Thus, we
propose a new type of asymmetric kernel estimators for density and hazard functions that perform
well at the boundary, when the variable of interest is positive and right-censored. The estimators are
constructed using asymmetric kernels of expectation 1. On a compact set, we establish the almost
sure uniform convergence with rate, and we study the asymptotic properties and the normality of
the resulting estimators. A large simulation study is carried out to confirm the theoretical results.

An application to real data is carried out.

Keywords : asymmetric kernel ; asymptotic normality ; boundary effect ; convergence rate ; data

censored ; kernel estimator ; product-limit estimator ; strong uniform consistency .
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Liste des abréviations

v.a variables aléatoires

i.i.d indépendantes identiquement distribuées.
p.s presque siirement.

f.r fonction de répartition.

f.r.e fonction de répartition empirique.
LLI Loi du Logarithme Itérée.

EKM Estimateur de Kaplain Meire.

PC Pourcentage de censure.

IG inverse Gaussian.

RIG reciprocal inverse Gaussian.
VC-classes (Vapnik-Ceervonenkis) classes.

T.C.L Théoréme centrale limite.
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Introduction

Introduction Générale

L’une des principales méthodes de la théorie moderne d’estimation fonctionnelle non paramétrique
est la méthode du noyau. C’est une méthode qui semble commode, simple a mettre en ceuvre,
et peut étre appliquée a de nombreux problemes importants d’estimation. Dans cette these, nous
nous intéressons principalement a ’estimation de la fonction de densité et cette derniére peut étre
utilisée pour estimer toute autre fonction comme la fonction de risque, la fonction de régression
et autres. Les premiers résultats sur ’estimation de la densité par noyau sont dus a Rosenblatt
(1956)[59] et Parzen (1962) [56]. De nombreux efforts ont été consacrés a I’étude des performances
optimales des estimateurs a noyaux. Pour une bibliographie générale et des exposés de synthese,
nous renvoyons aux livres de : Silverman (1986) [63], Wand et Jones (1995)[67], Bosq(1996) [9],
Artur Gramacki (2017) [10].

Soit (€2, A4,P) un espace probabilisé et soit f une fonction de densité de probabilité associée a
une variable aléatoire (r.v) X a support dans R définie sur (92, A, P). Soient X, Xo,..., X, n-
échantillon de X. L’estimateur f de Parzen-Rosenblat de f est défini par

fo) = K (5 1)

ol h,, est le parametre de lissage (h,, — 0 quand n — 00), et K est une fonction de densité appelée
noyau supposée étre symétrique. Plusieurs auteurs ont souligné que le succes de cet estimateur est
bien illustrée lorsque la distribution de la densité sous-jacente n’est pas loin de la forme gaussienne
c’est a dire définie sur toute la droite réelle R, mais ont constaté son mauvais comportement

surtout aux extrémités de ce dernier si la distribution est fortement asymétrique, multimodale
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et a queue lourde. De telles caractéristiques sont habituelles avec par exemple la distribution de
revenu, le sinistre en assurance, qui sont définis sur un support positif [0, +00[, ou comme I’dge
d’une personne qui est une variable & support compact [0,7]. Un exemple simple est la densité
exponentielle f(x) = ¢ *, 2 > 0. La FIGURE 1 montre une estimation de cette densité par

f défini dans (1) en utilisant le noyau gaussien (courbe noire pointillée), basée sur une taille

d’échantillon de n = 1000, la densité théorique est indiquée pour comparaison (courbe rouge
continue).
T T T T T T T T T T
1 b True density i
= = = Log-N kernel estimate
----------- Gauss kernel estimate
08r
06
04r
0.2
0
0.5

FIGURE 1 — La vrai densité exponentiel Fzp(1) (ligne continue), son estimation par le noyau gaus-
sien (ligne pointillée) et le noyau Log-Normal (ligne discontinue), n = 1000.

Il est clair que cet estimateur souffre de deux types de problemes aux bornes. Le premier c’est
qu’il dépasse le domaine de définition et donne (incorrectement) un poids positif a une partie
inaccessible (—oo, 0], le second est I’échec de I'estimation des points de discontinuité comme il est
montré dans la FIGURE 1 pour des x positif et proches du point x = 0, '’estimateur a noyau
gaussien essaie d’estimer des fréquences relativement élevées, tandis que pour des z négatifs et
proches de z = 0 il vise a estimer des valeurs proches de zéro, d’ou f (0) sous-estime la vrai valeur

f(0) . En conséquence, I'estimateur classique f n’estime pas correctement f aux extrémités et c’est

2
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ce qu’on appelle effet de bord ou en anglais Spill-over. Différentes approches dans la littérature

ont été suggérées pour contourner ce probleme, les plus célebres sont résumées comme suit :

— Transformation des données : Cette méthode a été suggérée par Deveroye et Gyorfi (1985)
[24]. Wand et al. (1991) [68] proposent de transformer les données, ensuite de trouver 'es-
timateur de la densité en utilisant les données transformées, et la rétro-transformation par
un changement de variable pour 'estimation de la densité des données d’origine. Une étude
rigoureuse se trouve dans Marron et Ruppert (1994) [51]. Pour la transformation logarith-

mique on peut se référer a Silverman (1986) [03] et Charpentier et Flachaire (2015) [13].

— Utilisation d’estimateur polynomial local est intéressante pour rectifier le biais aux bornes.
Tibshirani et Hastie (1987) [65] ont remarqué empiriquement que la régression locale linéaire
corrige automatiquement les effets de bord. Des années apres, Fan et Gijbels (1992) [27] ont
combiné l'idée de lissage par les polynomes locaux et I'utilisation d’un parametre de lissage
variable pour la fonction de régression et montrent que ’estimateur proposé n’a pas d’effet
de bord. Cheng (1997) [17], Cheng et al (1997) [18] ont prouvé l'efficacité et la correction
automatique du biais aux bornes des estimateurs polynomiales locaux pour la densité et la
régression. Ruppert et Wand (1994)[60] ont étendu leurs résultats sur le biais et la variance

asymptotiques dans le cas des variables multivariées.

— En 1985, Schuster suggere une technique de symétrisation qui consiste a refléter les données
autour des bornes pour avoir la suite { X7, — X7, Xo, —Xs, ...} et appliquer ensuite le lissage
a noyau sur l'ensemble des données et leurs reflétées. Cline et Hart (1991) [21] ont mon-
tré que l'estimateur proposé par Schuster (1985) [62] convergera selon le critére de l'erreur
quadratique moyenne intégrée comme si la densité n’avait pas de points de discontinuité.
Cette approche est particulierement utile si la fonction a estimer est nulle au voisinage de

zéro. Pour plus de détails sur cette méthode, nous renvoyons a Silverman (1986, page 30) [63].

— Dans le cas ou 'emplacement des points de discontinuité de la densité sont connus, une
solution disponible est 'usage des noyaux de bord (boundary kernels) autour du point de
discontinuité. Cette méthode a été largement utilisée dans la littérature, nous citons a titre
d’exemples : Gasser et Muller (1979) [32], Gasser et al (1995) [33] , Muller (1991) [55], Jones
(1993) [16], Zhang et Karunamuni (1998) [71]. Pour plus de détails, on peut se référer aux
livres de Scott (2015) [64], et Gramacki (2017) [10]. Bien que les noyaux de bord puissent

3
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étre tres utiles, il existe des problemes potentiellement sérieux avec les données réelles : un
premier inconvénient de cette méthode est que les points de discontinuité ne sont pas connus,
le second plusieurs noyaux de bord peuvent donner des estimations négatives a proximité des

bornes, surtout quand f(0) = 0.

De nouvelles approches plus adaptative que les méthodes précédentes ont été proposées. Nous
citons une version de régression plus sophistiquée que approche de Schuster [62], celle de Hall
et Wehrly (1991) [11], Cowling et Hall (1996) [22], basée sur la génération de pseudo-données (
pseudodata en anglais) au voisinage des bornes du support de la densité, et I'estimateur produit
bénéficie d’ordres optimaux du biais et de variance. Rice (1984) [58] qui combine deux estimateurs
a noyau avec des parametres de lissage différent pour obtenir une réduction du bais. Zhang et al
(1999) [70] proposent une combinaison entre les méthodes de pseudo-données, de transformation et
de réflexion. Dans le méme concept combinant parfois quelques-unes de ces méthodes, nous citons
Bouezmarni et al. (2005) [8] ainsi que Karunamuni et Alberts (2005) [18].

Une nouvelle approche qui a efficacement résolut le probléeme des effets de bord a été proposée par
Chen (1999, 2000a) [11, 16]. Cette approche est basée sur 'utilisation des noyaux béta et gamma
pour estimer respectivement les densités a support égal a [0, 1] et [0, +00]. Cela a donné naissance
a une classe intéressante d’estimateurs qui ne souffrent pas du biais aux bornes. C’est la classe d’es-
timateurs a noyaux asymétriques. Ce sont généralement des noyaux dont le support coincide avec
celui de la densité a estimer et peuvent changer de forme selon la position du point d’estimation.
Une procédure similaire a été étudiée par Scaillet (2004) [61] avec les noyaux inverses gaussiens
(IG) et inverses gaussiens réciproques (RIG) pour les densité a support positif. L’avantage des
estimateurs a noyaux asymétriques est qu’ils ouvrent la voie a une large utilisation : nous citons
par exemple les travaux de Chen (2000a) [15] pour la régression, Bouezmarni et Rolin (2003) [0],
Bouezmarni et Scaillet (2005) [7], Gustafsson et al. (2007) [11] avec la méthode de transformation,
Fernandes et al. (2014) [29]. Néanmoins, la variance des estimateurs du type de ceux proposés par
Chen (1999) [14] explose en x = 0, et pour éviter le probleme, les auteurs donnent deux sortes de
formalisation de la variance, une pour z/b — oo et lautre pour x/b — Kk ou k une constante
positive et b est le parametre de lissage. Cela nous semble un peu arbitraire car il ne donne pas

une image claire de ce qui se passe pres du point x = 0 ou de sa proximité.

Les méthodes précédentes fournissent une correction efficace des effets de bords, mais les plus effi-

caces ont tendance a étre assez compliquées. Cela décourage leurs utilisation et implique également

4
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une analyse difficile. Cependant, la recherche de simplicité dans les estimateurs non paramétriques
qui soient similaires aux estimateurs a noyaux classiques a conduit Bagai et Prakasa Rao (1996) [3]
a remplacer le noyau K (.) par un autre noyau non négatif. Ils montrent que I’estimateur résultant
a les méme propriétés asymptotiques que 'estimateur classique sous certaines conditions de régu-
larité. Cela élimine certainement le probleme de la probabilité positive dans la région négative.
Ainsi, ils ont noté que seulement les r premieres statistiques d’ordre contribuent a l'estimation
avec Xy < & < X(r41), ot X3y désigne i statistique d’ordre . Chaubey et Sen (1996) [11] ont
proposé un estimateur de densité comme la dérivé d’une version lisse de la fonction de répartition

(f.r) estimé par le théoréme sur le lissage uniforme en analyse réelle, théoreme dit de Hille (1948)

donné dans Chaubey et Sen ( 2013, Theorem 2.1, pages 257-260) [12]. Ce méme estimateur a été
proposé plus tot dans Gawronski et Stadtmiller (1980, 1981) [34, 35] sous le nom de histogramme
lissé. Chaubey et al (2007) [10] ont également proposé un estimateur basé sur une généralisation

du lissage par le théoreme de Hille couplé a une nouvelle idée de perturbation autour du point d’es-
timation x pour tenir compte du biais aux bornes. Les propriétés asymptotiques de consistance et
de normalité sont établies sous certaines hypotheses de régularité appropriées. Plusieurs exemples
de noyaux asymétriques sont utilisés dans cet estimateur comme le noyau Gamma, Béta du second
type, et log-normal. Une maniere simple pour expliquer la construction de cet estimateur est de
voir que : puisque qu’on a estimé des variables positives, on remarque que le support de I'estimateur
classique n’est pas adéquat avec (0, 0o et en général ce sont les noyaux asymétriques qui possédent
le méme support. Par conséquent, on échange le noyau symétrique K (.) par un autre asymétrique,
et pour répartir correctement la masse du noyau autour de x, nous remplagons 'argument (z — X;)
( qui peut étre négatif) dans 1’équation (1) par un argument toujours positif défini par ?z Alors,

pour = > 0, on propose d’estimer f(x) par

1 & X;
- Zai,x Kn <l) )
n i x
ou (K,) est une famille de fonctions de densité non symétriques et «;, est une fonctionnelle de = et
X,
X, a déterminer pour que Uestimateur f(z) s’integre a 1. De la, nous pouvons prendre «; , = —;
x
et donc,
1 EX Xi
- Z 2 Bn : (2)
ne = x

Maintenant, et pour éviter tout probleme au point x = 0, nous introduisons une suite appropriée

de nombres positifs a,, — 0, comme une perturbation autour de z, et nous définissons I’estimateur
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de f par :

Zn: x—l—an) <a: fian) ’ 3)

=1

Une petite simulation de cet estimateur en choisissant le noyau log-normal ( voir 3.3.2), pour une
taille d’échantillon égale a n = 1000, est représenté avec la densité de la loi Exp(1) sur la FIGURE

1 dans laquelle nous voyons le tres bon ajustement de la densité.

Dans cette theése on s’intéresse a des modeleS de survie ou les données ne sont pas compléte-
ment observées, la variable aléatoire est généralement positive, et donc il est approprié d’utiliser
le lissage par les noyaux asymétriques. Nous avons remarqué qu’il n’y a pas beaucoup d’utilisation
des noyaux asymétriques pour les données incompletes. Bouezmarni et al. (2011) [5] ont adapté la
procédure de lissage du noyau Gamma proposée par Chen (2000b) [16], pour estimer les fonctions
de densité et de hasard. Kuruwita et al. (2010) [50] ont proposé une méthode pivot pour estimer
les densités supportées sur [0,00) en utilisant des noyaux asymétriques apreés avoir souligné la

déficience des approches précédentes.

Nous proposons donc dans cette these un nouveau type d’estimateurs a noyau performant aux
bornes, basé sur des noyaux asymétriques. Plus précisément, nous combinons deux points : nous
construisons un estimateur de densité a l'aide de noyaux d’espérance 1 en utilisant 'idée de per-
turbation. Cet estimateur est étudié pour des données completement observées par Chaubey et al.
(2007)[10] qui ont utilisé un noyau asymétrique sans quantifier le taux de convergence. Ici, nous
avons adapté cet estimateur pour estimer la densité dans un cadre de censure a droite et nous

donnons la vitesse de convergence uniforme presque siire.

x
D’autre part, on s’intéresse a la fonction de hasard A(z) := 1f(Fz)’ introduite a l'origine dans
— F(x
la littérature statistique par Watson et Leadbetter (1964) [69]. Cette fonctionnelle est une inter-

prétation intuitive de ’évaluation du risque dans les études de survie. En effet c¢’est une mesure
a court terme du risque qui tient compte du fait que votre risque de déces (échec) change au
fil du temps. Cette fonction est importante dans plusieurs domaines de la statistique appliquée
(médecine , fiabilité, ingénierie, science actuarielle, ...). De nombreuses études ont montré que la
fonction de risque joue un réle crucial dans le risque de base en finance. Nous renvoyons a Engle
(2000) [25] pour un aperqu, et a Fernandes et Grammig (2000) [28] pour Iexploitation des noyaux

asymétriques dans I'analyse de la durée financiere.
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Contribution de la these

Dans cette these, nous étudierons principalement 1’estimation non-paramétrique des fonctions
de densité et de taux de hasard pour des données incompletes. Le manuscrit est structuré en trois

chapitres en plus de I'introduction et la conclusion.

Le chapitre introductif expliquera bien le probleme d’effet de bords associé a l'estimateur a
noyau classique, nous montrons par un exemple de la loi exponentielle I'insuffisance de ce dernier
au voisinage de zero. Ainsi, nous donnons les différentes méthodes existant dans la littérature pour
corriger ce probleme. Ensuite, on rappellera les principaux concepts utiles a la compréhension des

parties essentielles de la these.

Le premier chapitre rappellera certaines notions de base qui sont utiles a la compréhension des

concepts, mais pas forcement utilisées dans les parties essentielles de cette these.

Le deuxieme chapitre aborde quelques estimateurs connus pour la correction du probleme du
biais aux bornes. L’accent est mis sur les estimateurs a noyaux asymétriques dans le cas de données

completement observées. Ainsi, nous présenterons brievement les résultats existants.

Le troisieme chapitre allie les principaux résultats des travaux réalisés soumis a publication et
parus. Il s’agit de I’étude de la fonction de densité par la méthode a noyaux asymétriques pour
des données censurées aléatoirement a droite. Un nouvel estimateur lisse de la fonction de répar-
tition pour des observations i.i.d. est proposé. L’étude d’'un tel estimateur est aussi justifiée par le
fait qu’il intervient explicitement dans I’expression de I'estimateur de la fonction taux de hasard
que nous nous proposons d’étudier. La dérivée de la fonction de répartition donne une estimation
de la densité, et en conséquence la suggestion de deux estimateurs de la fonction de hasard. La
convergence uniforme presque siire (sur un compact) avec vitesse des estimateurs sont établies en
utilisant deux approches différentes, les VC-Classes pour la fonction de répartition et le recouvre-
ment pour la densité. Une large étude numérique sur des données générées et un exemple sur un

jeu de données réelles est donnés.

Dans le quatrieme chapitre, nous établissons la normalité asymptotique des estimateurs de la

fonction de densité et de hasard pour des données censurées en utilisant le théoréeme de Lyapunov.
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Les intervalles de confiance sont construit et une étude numérique est établie.

Un dernier chapitre de conclusion permet de fixer les points mis en avant lors de cette these.
Par ailleurs, en tirant avantage des résultats obtenus, nous proposons un apercu des perspectives

envisageables pour des études ultérieures liées a ’estimation par les noyaux asymétriques.

Les différentes parties de cette theése sont reliées par une problématique commune qui est
I'estimation non paramétrique des fonctions : densité, fonction de répartition, et de hasard. Une
approche est proposée basée sur I'estimateur a noyaux asymétrique, une large comparaison sur
une étude de données simulées et une application sur des données réelle. L’objectif principal de
cette contribution est de réduire, le biais aux bornes des fonctions étudiées et la sensibilité de

I'estimation au voisinage des points de discontinuité ( en particulier au point zero) et a la censure.
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Généralités Sur Les Modéles de Durée

1.1 Durée de survie

Dans de nombreux domaines de la statistique appliquée, on est amené par l'apparition d’une
variable de durée, c’est-a-dire le temps qui passe d'un instant initial jusqu'a la survenue d’un

évenement particulier qui n’est pas forcément la mort. Cette durée peut étre par exemple :

— Dans le domaine médical : le temps sans tumeur, le temps entre le début du traitement et la

réponse, la durée de la rémission apres une intervention chirurgicale, le temps jusqu’au déces

ceey

— Dans le domaine d’ingénierie et de la fiabilité : la durée de bon fonctionnement ou de dé-

faillance des appareils, composants ou systémes électroniques,

— Dans le domaine de 'assurance : durée de la vie humaine, durée de 'arrét de travail, mais

aussi durée d’attente entre 2 sinistres, durée avant la ruine, ...

— Dans le domaine socio-économique : durée de chomage, durée du premier mariage, durée de

libération conditionnelle des criminels, durée de rechute de prix de pétrole,...,

La premiere particularité des données de durée est d’étre générées par des variables aléatoires
positives (0, +oco[, la seconde c’est que la variable de durée peut ne pas étre complétement observée
du fait essentiellement de deux phénomeénes : la censure lorsque, pour certains individus I’évenement
étudié ne se produit pas pendant la période d’observation, et la troncature lorsque la variable
aléatoire n’est observable que sur une sous partie de (0, +00] et parfois & cause des deux phénomeénes
en méme temps. Nous rappelons rapidement les approches classiques des différents modeles étudiés
pour modéliser ce type de données néanmoins ce sont liées par le méme objectif : déterminer la loi

de probabilité de la variable de durée par I'estimation de I'une des fonctions suivantes :

1. Fonction de survie : S(t) = P(X > t),V¥t > 0. Pour ¢ fixé c’est la probabilité de survivre

jusqu’a l'instant t.

2. Fonction de répartition : F/(t) = P(X <t)=1-5(t),Vt > 0, Pour ¢ fixé ¢’est la probabilité

de mourir avant 'instant ¢.
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3. Densité de probabilité : C’est une fonction f(¢) > 0 telle que pour tout ¢ > 0

F(t):/tf(s) ds.

Si la fonction de répartition a une dérivée au point t alors

Pt<X<t+dt) .. o
lim — = F'(t) = -S(t).

Pour t fixé, la densité de probabilité caractérise la probabilité de mourir dans un petit inter-

valle de temps apres l'instant ¢.

4. Taux de hasard ou la fonction de risque instantané A est définie comme la probabilité qu'un
individu fasse I’évenement considéré durant un intervalle de temps trés court sachant qu'’il a

survécu jusqu’au début de I'intervalle

<
A :}lmép(x_tzh/xw)
_).

5. Le taux de hasard cumulé ou la fonction de risque cumulative évaluée au temps t est 'intégrale

de la fonction de risque entre 0 et ¢

A(t) = / Au)  du=—InS(t).

1.2 Modéle censuré

La censure est le phénomene le plus couramment rencontré lors du recueil de données de survie. Une
censure se produit lorsque I’évenement étudié n’intervient pas pendant la période d’observation
pour une raison ou une autre. Ainsi, pour chaque individu on considere trois durées : son temps

de survie X;, son temps de censure C}, et la durée réellement observée Y;.

1.2.1 Censure a Droite

La durée de vie est dite censurée a droite si 'individu n’a pas subi I’événement pendant la période
d’observation. En présence de censure a droite, les durées de vie X; ne sont pas toutes observées ;
pour certaines d’entre elles, on sait seulement qu’elles sont supérieures aux durées de censure Cj.

Un exemple typique est celui ou I’évenement considéré est le déces du patient malade, et la durée

11
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d’observation est une durée totale d’hospitalisation. L’expérimentateur peut également fixer une
date de fin d’expérience. Ainsi, pour toute observation sans « événement » observée avant cette
date, on sait simplement que la durée de survie est supérieure a la durée de participation observée.

Le modele de censure a droite peux se dégénérer en fonction de I'un des types suivants :

Censure de type I (fixé)

Ce modele est souvent utilisé dans les études épidémiologiques ou un essai clinique. Pour des raisons
de temps ou de coiit, I'investigateur mettra fin a ’étude ou rapportera les résultats avant que tous
les sujets ne réalisent leurs événements. Au lieu d’observer X, Xs,..., X,, qui nous intéressent,
on observe X; que lorsque X; < (', sinon on sait seulement que X; > C'. Les données observées
sont représentées par des paires de variables aléatoires (Y, ), ou J indique si la durée de vie X
correspond a un événement (§ = 1) ou a une censure (6 = 0), et Y est égal & X, si la durée de
vie est observée, et a C' si elle est censurée, c’est-a-dire ¥; = min(X;,C) = X; AC,Vi = 1,...,n.
Dans ce cas, le temps de censure C' est souvent fixé et désigne la durée de ’étude, et le nombre

d’événements observés est aléatoire.

Censure de type II (attente)

On décide d’observer la durée de fonctionnement de n appareils dans des études de fiabilité jusqu’a
ce que r d’entre eux soient en pannes et on arréte I’étude a ce moment la. Soit Xq, Xo,..., X,
les durées de bon fonctionnement des appareils, et soit X1y, X(9),..., X(), ..., X(n) les statistiques
d’ordres correspondantes. Dans ce cas la date de censure est la 7°™¢ statistique d’ordre et donc on
observe : Y; = X; A X(,). Ce cas est fréquemment utilisé en fiabilité lorsqu’on observe jusqu’a la

premiere panne.

Censure de type III (aléatoire)

Il s’agit du type de censure le plus fréquemment utilisé. Dans de tels cas les individus ont des raisons
différentes de censure a part de I’évenement d’intérét sur laquelle porte I’étude, comme par exemple,
un déménagement pour un patient, la panne d’'une machine a cause d'une surtension d’électricité,
ce qui mene leffet aléatoire a la censure. Ainsi, a chaque individu 4, est associé un couple de v.a
(X;, C;) positives ou X; est son temps de survie et C; son temps de censure, tel que seule la plus
petite est observée , c’est-a-dire on observe Y; = X; A Cj et 6; = Lyy,—x,} = Ijx,<c,}, indicateur
de non censure. Généralement pour ce type, nous avons besoin d’une hypothese d’indépendance

entre la variable de durée et la variable de censure pour faire un sens a l'inférence. Dans de
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nombreuses études, la censure est une combinaison de type III et de type I. Dans de telles études,
certains patients sont censurés au hasard lorsque, par exemple, ils quittent le lieu de I’étude pour
des raisons sans rapport avec I’événement d’intérét, tandis que d’autres sont censurés de type I a

la fin de la période d’étude fixe.

1.2.2 Censure a Gauche

Une durée de vie X; associée a un individu ¢ dans une étude est considérée comme censure a
gauche si elle est inférieure au temps de censure C; c’est-a-dire que I'événement d’intérét s’est
déja produit pour 'individu avant que cette personne ne soit observée dans I’étude au temps Cj.
Pour de tels individus, nous savons qu’elles ont vécu I’événement quelque temps avant le temps
C;, mais de temps exact de 'apparition de leurs événements est inconnue. La durée de vie exacte
X, sera connue si et seulement si elle est supérieure ou égale a C;. Les données observées dans ce
cas peuvent étre représentées par des paires de variables aléatoires (Y;,6;),Vi = 1,...,n, comme
dans le cas précédent, ou Y; est égal a X; si la vraie durée de vie est observée et ¢; indique si la
durée de vie exacte X; est observée (6; = 1) ou (¢; = 0) sinon. Notons que, la censure a gauche est

I'opposé de la censure a droite, Y = max(X;, C;).

Exemple 1.1. En recherche biomédicale, nous pouvons connaitre la date d’entrée d’un patient a
I’hopital, et savoir qu’il a ensuite survécu un certain temps; toutefois, le statisticien ne connait
pas exactement la date a laquelle les premiers symptomes de la maladie se sont produits ou ont
été diagnostiqués. Il est alors fréquent de ne connaitre qu’un minorant de la date de ce premier
évenement. La durée de survie, prise comme la différence entre le temps ou se produit I’événement
d’intérét et le temps ou s’est produit [’événement initial, est ici supérieure ou égale a la durée

effectivement observée par le statisticien.

1.2.3 Censure Double (ou mixte)

Souvent, si la censure a gauche se produit dans une étude, la censure a droite peut également se
présenter, et les durées de vie sont considérées comme doublement censurées ( voir Turnbull (1974)
[66]). Encore une fois, les données peuvent étre représentées par une paire de variables (Y, d) ou
Y = max(min(X;, C,),C)) est la variable observée, et § vaut 1 si Y est une vraie durée de vie, 0
si Y est la variable censurée a droite, et —1 si Y est la variable censurée a gauche. Ici, C; est le
temps avant lequel certains individus vivent 1’événement et C). est le temps apres lequel certains

individus vivent 1’événement. X sera connu exactement s’il est inférieur ou égal a C. et supérieur
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ou égal a (.

Exemple 1.2. Dans le centre d’apprentissage des petits enfants, souvent l’intérét est de se concen-
trer sur le test des enfants pour déterminer le moment ou un enfant apprend a accomplir certaines
taches spécifiques. L’age auquel un enfant apprend la tache serait considéré comme le temps de
cet événement. Souvent, certains enfants peuvent déja effectuer la tache lorsqu’ils commencent
I’étude. Dans ce cas les durées de cet événement correspondent d ces enfants sont considérées
comme des censures a gauche. On associé une autre partie d’enfants qui ne peuvent pas apprendre
la tache pendant toute la période d’étude, auquel cas ces enfants seraient censurés a droite. Ainsi,

cet échantillon contiendrait des données doublement censurées.

1.2.4 Censure par Intervalle

Un type plus général de censure se présente lorsque la durée de vie X; n’est pas observée, mais
est connue qu’elle se produit dans un intervalle. Une telle censure d’intervalle se trouve lorsque les
patients d’un essai clinique ou d’'une étude longitudinale ( comme les cohortes) bénéficient d’un
suivi périodique et que 'apparition de I’événement du patient n’est connue que pour tomber dans
un intervalle (L;, R;] ( L pour l'extrémité gauche et R pour l'extrémité droite de Iintervalle de
censure). Ce type de censure peut également se produire dans des expériences industrielles ou il y
a une inspection périodique pour le contrdle du bon fonctionnement des équipements. Il apparait
que toute combinaison de censure a gauche, a droite ou par intervalle peut se produire dans une
étude. Bien siir, la censure par intervalle est une généralisation de la censure a gauche et a droite
car, lorsque 'extrémité gauche est 0 et 'extrémité droite est Cj, nous avons une censure a gauche

et, lorsque I'extrémité gauche est C,. et 'extrémité droite est infinie, nous avons la censure a droite.

Exemple 1.3. Les données d’une étude rétrospective® pour comparer les effets cosmétiques de la
radiothérapie seule par rapport a la radiothérapie et a la chimiothérapie adjuvante? chez les femmes
atteintes d’un cancer du sein précoce sont rapportés. Les patientes ont été observées initialement
tous les 4 a 6 mois mais, a mesure que leur rétablissement progressait, l'intervalle entre les vi-
sites s’allongeait. L’événement d’intérét était la premiére apparition d’une rétraction du mamelon

modérée ou sévére, une détérioration esthétique du sein. La durée exacte de la rétraction n’était

1. Une étude se base sur l'acquisition de données présentes dans les dossiers médicaux des personnes ciblées ou
dans un registre de données au moment de la soumission.

2. Se dit d’un traitement qui compléte un traitement principal afin de prévenir un risque de récidive locale ou
de métastases.
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connue que dans lintervalle entre les visites (intervalle censuré) ou aprés la derniére fois que la

patiente a été vue (censurée da droite).

1.3 Modeéele de Troncature

La troncature differe de la censure au sens ou elle concerne ’échantillonnage lui méme. Ainsi, une
variable X est tronquée par un sous ensemble éventuellement aléatoire A de R™ si au lieu d’observer
X, on observe X uniquement si X € A. Les éléments de ’échantillon "tronqué" appartiennent tous

a A, et suivent donc la loi de X conditionnée par 'appartenance a A.

1.3.1 Troncature a Gauche

On dit qu’il y a troncature a gauche lorsque la variable d’intérét X n’est observable que si elle est

supérieure a la variable de troncature T ¢’est-a-dire {X > T'}.

Exemple 1.4. Durée de vie aprés la retraite : on étudie la durée de vie aprés la retraite de sujets
qui entrent dans l’enquéte a la suite d’un tirage au sort dans une caisse de retraite. Un sujet n’est
donc observé que si sa durée de vie apres la retraite excéde le délai entre sa prise de retraite et
[’instant de [’enquéte. La durée de vie apres la retraite est donc tronquée a gauche par ce délai. Elle

peut aussi étre censurée a droite si la fin de l'enquéte a lieu alors que le sujet est toujours vivant.

1.3.2 Troncature a Droite

On dit qu’il y a troncature a droite lorsque la variable d’intérét X n’est observable que si elle
est inférieure a la variable de troncature T' c’est-a-dire {X < T'}. Cette troncature apparait, par
exemple, dans le cas ou on estime la distribution des étoiles a partir de la terre, et les étoiles trop

¢loignées ne sont pas visibles et donc elles sont tronquées a droite.

1.4 Modele Tronqué a Gauche et Censuré a Droite (LTRC)

Soient X7,..., Xy, N variables aléatoires de méme loi que X; ou X; v.a a valeurs dans R™

¢ individu, et soient T7i,...,TN, N variables aléatoires de

représente le temps de survie du ™
méme loi que T € R représentant les variables de troncature. On introduit de méme les variables
aléatoires de censure O, ...,Cy, de méme loi que C' € R*. Un modele aléatoire est dit tronqué a

gauche par une variable aléatoire T" et censuré a droite par une variable aléatoire C' noté "modele
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aléatoire LTRC", si au lieu d’observer la durée de vie X, on observe le vecteur (7,7, §) uniquement

siZ>1T,ou
Zi = min (Xu 01)7 0= ]I(ngcz)

0 est la fonction indicatrice. Si Z < T rien n’est observé. Formellement 1’échantillon observé est

noté
{(Zz,ﬂ,(sz),lz 1,...,71},’)7,§N

ou les n triplets d’observations sont des réalisations identiquement distribuées du vecteur aléatoire

(Z,T,6) réellement observées c.a.d si Z; > T;.
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Estimateurs a Noyaux non Symétriques : Cas Des Données Complétes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux estimateurs de la densité a support positif qui ne souffre pas du
biais aux bornes, en particulier on se rapporte aux estimateurs a noyaux asymétriques proposés par
Chaubey et al. (2007) [10]. Nous rappelons quelques propriétés asymptotiques de ces estimateurs

comme la convergence uniforme presque sure et l'erreur quadratique moyenne intégrée (MISE).

2.2 Construction de ’estimateur de Chaubey

L’idée principale de la construction de l'estimateur de Chaubey et al. (2007) [10] est le lemme
suivant basé sur une approche générale d’une technique de lissage spécialement adaptée au cas de
données positives donnée par le théoreme de Hille, qui est une légere variation du lemme 1 donné
dans Feller (1965, XVIIL.1)( voir Annexe pour plus de détails sur le Lemme).

Lemme 2.1. Soit u une fonction continue bornée. Soit G,,, n =1,2,... une famille de distri-
butions d’espérance p,(x) et de variance h%(x), telle que p,(xr) — = et h,(x) — 0. Alors on

a
—+00

i(x) = / u(t) dG o (t) —s u(z). (2.1)

La convergence est uniforme dans tout semi intervalle dans lequel h,(x) — 0 et u sont uniformé-

ment continues.

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et soit {X;,7 =1, ...,n} une suite de variables aléatoires posi-
tives définies sur cet espace. Ces variables aléatoires (rv’s) sont supposées indépendantes et iden-
tiquement distribuées (i.i.d), de fonction de répartition commune inconnue (f.r) F, et de fonction
de densité de probabilité bornée (p.d.f) f. Le lemme précédent peut étre adapté pour proposer un
estimateur lisse de la fonction de distribution F', en remplagant u(x) par la fonction de répartition

empirique F,,(x) ce qui donne
+oo
Fi@) = [ Fult) dGuut). (2.2)
0

Techniquement, G, ,, peut avoir n’importe quel support mais il est préférable de le choisir de méme
support que la variable aléatoire considérée, car cela éliminera le probleme que ’estimateur attribue
une masse positive a la région indésirable. Pour que FF(z) soit une fonction de distribution, G,

doit étre une fonction décroissante de x , ce qui peut étre montré en utilisant une forme alternative
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de Ff(z) :

= 1-= Y Gua(X). (2.3)

De l'equation (2.3), on remarque que Gy, .(.) doit étre une fonction décroissante en x pour que
FF(.) soit un estimateur correct de la fonction de répartition. Ceci nous ameéne a proposer un

estimateur lisse de la densité donné par

CdFf(z) 1 d
fi(x) = i n Z %an(Xz) (2.4)

iz

Xi
En utilisant la représentation (2.3), si on choisit 'argument de la fonction G, ,(.), égal & —, qui
x

t
est décroissant par rapport x, alors pour conserver 1’égalité dans (2.3) on pose G, .(t) = Ly, (),

tel que L,(.) est une famille de distribution sur [0, c0),
—+o00
e de moyenne p, := / u Kp(u)du — 1, quand n — o0

0
“+o00

e et de variance v2 := / u(u — 1)K, (u) du — 0 quand n — oo,

0
alors un estimateur de F'(x) est donné par

1 & X;
Fha)=1-= 3 1.(5), (25)
n = x
et si on dérive par rapport x, cela conduit a ’estimateur de densité suivant

(@) = X xw ().

n x?2 “—
1=

ou K, (.) désigne la densité correspondant a la fonction de distribution L,,(.).

Cependant, I'estimateur ci-dessus peut ne pas étre défini en z = 0, sauf dans les cas ou lir% — (FF(x))
— T
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existe. De plus, cette limite est typiquement nulle, ce qui n’est acceptable que lorsque nous esti-
mons une densité f avec f(0) = 0. Ainsi, en vue du cas plus général on 0 < f(0) < oo, nous
considérons la version perturbée suivante de ’estimateur de densité ci-dessus :

fu (@) = 22 K< i ) x>0 (2.6)

x—l—an Pt x + ay,

ou a, — 0 est une suite de nombres positifs qui tend vers zéro quand n — oc.

Remarque 2.1. L’équation (2.6) montre que l’estimateur de densité est la moyenne de variables
Xi X .
aléatoires i.i.d., Y;, = Kn< > , 1= 1,2,....n. Dans la suite, nous illustrons
(x + ap)? x+ap
notre méthode en prenant L,(.) comme étant la fonction de distribution Gamma de paramétres

1
(azQ,Bzva)
UTL

2.3 Analogie de ’estimateur de Chaubey avec d’autres es-

timateurs

Dans cette section nous présentons une comparaison de ’approche de Chaubey avec certains esti-
mateurs existants.

Estimateur de Parzen (1956)-Rosenblat (1962)

L’estimateur a noyau usuel est un cas particulier de la représentation donnée par (2.4) , en prenant

Gp(.) comme

Gralt) = K (Xih: x) (2.7)

ou K(.) est une fonction de distribution de moyenne nulle et de variance égale 1.

Estimateur de transformation de Wand, Marron et Ruppert (1991)
L’approche célebre de transformation logarithmique de Wand, Marron et Rupert (1991) [68]
conduit a 'estimateur de densité suivant :

P () k(5 To(Xi/x) )

i=1 "

ou k(.) est une fonction de densité (noyau) avec une moyenne nulle et une variance égale a 1. Ceci
est facilement vue comme un cas particulier de I'equation (2.4), en reprenant G, ,(.) comme dans

(2.7) mais appliqué a log .
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Estimateur de Chen (2000) et Scaillet (2004)
L’estimateur de Chen (2000) [10] est de la forme
G (Xi), (2.8)

1
n;4

fe(t) =

ou ¢un(.), la densité de G, .(.), est une Gamma de parametres (o = py(x),3 = b) avec b — 0
et b pp(x) — x. Cela peut également étre motivé par le lemme de lissage précédent a partir de

I'équation (2.1), en prenant u(t) = f(¢) et donc l'intégrale /f(t) Gn(t)dt peut étre estimée par
1 n
2.4 Convergence forte uniforme

La variété des écritures des estimateurs F)(x), et f7(x) a permis d’étudier les propriétés asymp-

totiques de ces estimateurs. Premiérement, on montre que F,7(z) est asymptotiquement sans biais,

E(Ff(z)) = E(lzn:(l—Ln (i)))

=1

- [ (on(3)

On fait une intégration par partie et un changement de variable, on obtient

en effet

E(F*(z)) = /OO F(zt) K.(t) dt,

on suppose que la dérivée seconde de f est bornée, alors un développement de Taylor au voisinage

de x nous donne
1 ,
Flat) = F(z) +alt = 1) f(@) +5 22t = 17 f (@) +ol(t — 1)),
En remplacant cela dans ’équation précédente, nous avons

B(EF () ~ Fla) + 5 o  (0)0},

2

n

Par conséquent, en supposant v, — 0 quand n — o0, nous trouvons que lestimateur F) (x)
est asymptotiquement sans biais. Ainsi, Chaubey et al (2007) ont établi la convergence uniforme
presque sure de 'estimateur F(z) vers la fonction de répartition empirique par un choix approprié

de v?2, comme donné dans le théoréme 2.1.
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Théoreme 2.1. ( Chaubey et al (2007), Théoréme 2)
Supposons que f posséde une dérivée bornée, et supposons que nv2 = o(n™'), alors pour § > 0, on
a pour tout n — 400

sup| Ff (z) — Fy ()] = O {n~1 teem™ ],

>0

Ainsi, pour 'estimateur asymétrique de la densité f,7(x), on remarque que la formule donnée dans
(2.6) est utile pour des objectifs calculatoires, cependant, pour 1’étude des propriétés asymptotiques

on utilise plutot la représentation intégrale suivante,

+00

@ = [ EHO L e ] d (29

0

Les auteurs ont établi la consistance forte de I'estimateur f,7(z), donnée par le théoréme suivant.
Théoreme 2.2. ( Chaubey et al (2007), Théoréme 3)

Sous les hypothéses suivantes

BO. lima, =0, limuv, =0,

+o0 -1
d log 1
B1. sup ‘ [gn@ﬂln(t)]' dt = o ((Og ?g”> )

B2. sup uK,(u) < +oo,

u>0,v,>0

B3. f(.) est Lipschitzienne continue sur [0, +00],

on a quand n — 400
Sglg\fi(fv) — f(2)| 70

Remarque 2.2. On remarque que pour montrer la convergence forte les auteurs utilisent [’hy-
pothése B2. qui montre bien que la famille de noyauzr K,(.) est asymétrique. Ainsi, L’hypothése
B3., est une hypothéese de régqularité de la fonction f, ce qui est courant dans [’estimation non
paramétrique. Ils ont aussi utilisés quelques conditions supplémentaires sur les dérivées des densi-
tés K, (.). En ce qui concerne l'hypothése B1., par exemple, si on prend g, .(t) = iKn (i), avec
K,.(.) la densité de la loi gamma de paramétres T'(a = 1/v2, 8 = v?), donné par,

1 t

K(t) = 5 T(a) t*~1 exp {_6} , t > 0. (2.10)
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Dans ce cas

1 t
na+an (L = Kn
Gnz+an (1) x+ ay ((w+an)>

- (:c—l}an) B llﬂ(a) (x—far)a_l eXp{_ﬁ(:ﬁ—tl—an)}

- BIQF_(la) (x +1an>a eXp{_B(xian)}'

Ce qui implique

T s e ] B e B |
I In,z+an B T(a) | (z + an)ot! p Bz + ay) Bz + a,)? b Bz + ay)

= Ka (a: —f an> lﬁ(a: i a)?  (x ‘fan)?]

= Onatan (t) (t _ﬁz);’ﬁj‘xa—riz_)zn>>

Comme a = 1/v2, et B =02, donc

+o0o +oo
1

d
‘0/ ‘% [gn,x+an(t)] ’dt = m 0/ |t — (Z’ + an)| gn,x+an(t)dt

- (o)

+o0o
d
de sorte que sup / ‘— [Gn.2+a, (T)] ‘dt =0 ((anvn)_l), et par un choizx de a,v, = O (n_5+5> ,0 <

1
0 < o la condition B1. est satisfaite.

Preuve du Théoréme 2.3 pour prouver le théoreme 2.3, et pour des raisons techniques, on

définit le pseudo estimateur f(z) par

Fla) = / F(t) Czt[gn,mn(t)] dt (2.11)

et on considere la décomposition

fi@) = f(@) = fi@) = f@)+ fl@) - f(x)

+oo

+o00
= / (Fj(t) - F(t)) % [gn,x—l—an (t)] dt + / F(t)% [gn,r—i-an (t)] dt — f(.’IJ) (212)
0 0
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t
or que G, .(t) = L, (), ce qui implique que
T

d t 1 t
7Ln - :*Kn - = n:r:t
dt <x> x (x) gnr(?)

D’une part par intégration par partie, on obtient

—+00

f(x):/ (752 Kn( ! )dt:E(;(x)) (2.13)

T+ ay)

et d’autre part

=k ((:U f;ny Kn (xj—(la)>

—+00

- /<+t>K(f) fle) di
= 702 K,(2) f(z(:chan)) dz. (2.14)

0

+o0o
ainsi puisque / 2z K,(z) dz =1, l'equation (2.12) est
0

—+00

@ 1@ = [ (B0 = FO) g O] dit [ (£t +an) = F@) ¢ Ealr) d

0

et donc

5 (2) = S ()] < suplFf (1) |/d [ ‘dt+/ (o +a)) — F@)| ¢ Kalt) .

D’apres le théoreme 2.1 et ’hypotheése B1., le premier terme de la derniere inégalité converge
presque surement vers zero. Et le deuxiéme terme converge aussi vers zero comme on peut le voir
comme suit. Pour toute M > 0

sup [ |f(Ho +an)) = f(2)] t Ku(t) dt = max{ sup /]f(t(eran))—f(:c)] t K,(t) dt,

>0 0<z<M
220 ) STEMH

—+00

sup [ [f(t(@+an)) = f(x)] t Kn(t) dt}

>M
=0

=: max{Ay, 0y}
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par le changement de variable z = t(z + a,), et Ve > 0, on peut obtenir M > 0 tel que

+00 +oo
1 z
0 < su z ( >Kn( >—1—Su T /anz dz
M= xZ%Z 0 f( ) T+ ay, T+ ap T+ ap xZ%;f( ) ( )
< .6
- 2 2

en utilisant le théoréme de la convergence dominée(par I’hypothése B2.) pour le premier terme.
De plus, sous 'hypothese B3. nous avons par l'inégalité de Cauchy-Schwartz,

+00
Ay < /ﬁ@i—%)—MﬁKﬁﬂﬁ

+oo +o0o
:A4/w4um@w+%/ﬂm@ﬁ
0

< M /Oo(t—l /t2 t) dt + O(ay,)
= MO(v,) + O(an) = o(1).

2.5 Normalité asymptotique

Le théoreme suivant donne les conditions, sur K, et f, sous lesquelles I'estimateur de la densité
est asymptotiquement normal et donne la forme de sa variance asymptotique.

Théoréme 2.3. ( Chaubey et al (2007), Théoréme 4)

Soient les hypotheses suivantes

BO'. f(.) est lipschitzienne continue sur [0, 400,

(1—1))’ siv, — 0,pour1 <1<3, et M := lim v, I, 2,

n n—-+o0o

+00
1. Soit I,,; = / K (w)dw = O(v,,
0

K, (u)
]ﬁJ

2. Avec K, (u) := ,pour 1 <1 <3, et quand v, — 0, on a

+oo
(i) pra, = [ wk (w)du =1+ 0(3),
0
+oo
(ii) ot = / (= i, K (w)du = O(02),
O<vp<e

+
(iii) sup /u4+5K* u)du < 400, pourd > 0,€e > 0,
0
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B3'. (i) limnv, =00, limnu,a, = oo
() n—oo " nSoe M ’
.. . 3 _ . 2 _
(i) lim nv, =0, lim nvga;, =0,

Sous BO'’-B%, on a
f(z)

a)\/nvy, (fj(w) - f(x)) LN (O,M$> , pour x > 0,

b)v/MUnts, (£,1(0) = £(0)) == N (0,3£(0)) .

Remarque 2.3. I est clair que les conditions B2’, (i)- (i), signifient ce qui suit : soit T,;; une
suite de variables aléatoires de densité K, ,, alors que Ty, — 1, dans l'espace Ly, pour 1 < p <4,
quand v, — 0, pour tout | =1, 2, 3.

Remarque 2.4. Nous illustrons les conditions B1' et B2 avec K, (t), la densité Gamma comme
donnée dans l’equation 2.10. Pour | > 1, en utilisant les propriétés de la fonction gamma, on aura

L, = /Kfl(w)dw

+o0
= : 11 2)% /w“l%_l exp{—lvzv}dw
vVp 0 n
M(&—1+1)
) et ()%

n

et

* _ 1 L —l41-1
G

qui est une densité de Gamma de paramétres o = U% —1l+1, 6= ? En utilisant approximation
de Stirling pour la fonction Gamma, on obtient facilement pour tout [ > 1

+oo
Bl. e, = /K;(w)dw
0
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B2'. (iii) Vk > 1, et Ve > 0,

too D(k+5—1+1 E_l41
sup / uF K (u)du = sup ( Vi ) =0 (1 + <+> Ui) < 00
0<vn<e J ’ 0<vn<e U%I‘ (ULQ 1+ 1) l

2.6 Erreur quadratique moyenne intégrée MISE

Dans cette section, nous étudions le critere d’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) de
fF(x), qui se défini comme

MISE(f (2)) := /MSE(f;(x))dx. (2.15)

Ou MSE désigne I'erreur quadratique moyenne défini par :
2
MSE = (Biais(fﬁ[(x))) + Var(f:(x)). (2.16)

2.6.1 Calcul du biais

Le calcul du biais repose essentiellement sur des développements de Taylor, ce qui nous conduit a
poser certaines conditions de régularité sur la fonction f et ses dérivées qui détermineront 1’ordre
du biais asymptotique en fonction des paramétres v2 et a,. D’apres 1'équation 2.14, nous avons

“+oo

E(ff[(x)) = /an(z) f(z(x+an)) dz. (2.17)

Un développement de Taylor d’ordre 1 autour de x, permet d’obtenir

f(z(x + an)) = f(z)+ (x(z —1)+z an>f’(x) + o(x(z —1)+ zan),

et
E( Tf(w)) = / z K,(2) {f(m) + (w(z —1)+2 an)f'(x) + 0<x(z —-1)+ Zan)}dz
= f(z)+zf'(x) / 2(z—1) Ky(2)dz + a, f'() / 22 K, (2)dz

+o00
+o (/ 2z —1) + 2 ay)] Kn(z)dz)

= f(z)+ ((x + an)v? + an> f(z) + o(vi + an). (2.18)

et donc le biais de f;F(z) est tel que

Bz’ais(fj(x)) = ((3: + ap)v2 + an> f'(x) + 0(1}% + an). (2.19)
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2.6.2 Calcul de la variance

Maintenant, pour la variance, nous avons

V(@) = e Vor (%0 (535))

n(z + ap) x+ap
et
Var(XlKn( X )) - E(X%Kg (Xl ))—EQ (XlKn( X ))
T+ an T+ an T+ ap
= Vl—VQ.

A partir de (2.18) et (2.6), on obtient
V= (nle+a)E(fi@))
= (@+a) [f@) + (@4 a)v; +an) (@) +o(a} + )]

. e an)4<f2(x) + o(ai 4 a)>

2

Pour V] nous avons

X
i= E<X12 Ki(:v—l—la >)

_ 70752;(5( ! ) F£(b) dt.

T+ ap,

X
vo= e ()

_ 7#;{5( ! )f(t) dt.

T + a,

Un changement de variable et un développement de Taylor impliquent

—+o00 “+o00

Vi = (z+a,)? / Z2K2(z)f(z(x + an))dz =(v+a,)L / ZZK:L’z(Z)f(Z(l’ + an)>dz

“+oo

— (o4 an)3fn,2 / Z2K272(2) {f(x) + (z(x +a,) — x) f/(x) + o(z(x +a,) — m) } dz

= @+ @) e { @, (K + £ @)@+ a0) s, () =2 2 (56 )
to(@ -+ an) pn (K3) = 7 o () ) |
= Loo(z+ an)? (f(x) +o0 (U,ZL + an) >
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Var(ﬂ(w)) = n(ﬁz))vn " 0<nlvn>

Par conséquent, en combinant les formules ci-dessus, nous obtenons I'erreur quadratique moyenne

de £, (x)

D’ou

Mf(x)
n(x + an)vy,

MSE(f; (x)) = -

((a: +an)o + an) (@)

2+0<n1vn> fo(iRta,)  (220)

est l'erreur quadratique moyenne intégrée et donnée par

MISE(f* (z)) =
nun

/ f d:U + / [(xvfl + an)f/(yg)}2 dz + o(v2 + a,) + o((nv,) ™). (2.21)
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3.1 Introduction

On se place dans ce chapitre dans le contexte de données censurées a droite. Les résultats énoncés
ici font partie d'un article qui a été publié dans la revue Communications in Statistics : Theory and
Methods Ghettab et Guessoum (2022) [37]. Nous proposons de nouveaux estimateurs en utilisant
un noyau non symétrique pour diminuer le biais aux bornes. Dans un premier temps, on définit
un estimateur lisse de la fonction de répartition, qui est une extension des travaux du Chaubey et
al. (2007) dans le cas censuré a droite. La dérivée de ce dernier nous donne un nouvel estimateur
de la densité, et comme conséquence nous proposons deux versions d’estimation de la fonction
taux de hasard : la premiere en utilisant I'estimateur de Kaplan-Meier pour estimer la fonction de
survie, et la deuxieme en utilisant 1’estimateur a noyau non symétrique. La vitesse de convergence
uniforme presque stire sur un intervalle fermé et borné est établie pour ces estimateurs. Une large
étude de simulation est menée pour conforter les résultats théoriques suivie d’une application sur
un jeu de données réelles.

3.2 Estimateurs a noyaux non symétriques

Soit (2, B,P) un espace probabilisé et soit {X;,i = 1,...,n} une suite de variables aléatoires re-
présentant des durée de vie définies sur (€2, B,IP) . Ces variables aléatoires (rv’s) sont supposées
indépendantes identiquement distribuées (i.i.d), de fonction de distribution commune inconnue
(f.r) F, et de fonction de densité de probabilité bornée (p.d.f) f. Nous supposons que les durées
de survie ne peuvent pas étre observées complétement, et sont censurées a droite par une séquence
de variables i.i.d {C;,i = 1,...,n} de f.r continue G, qui sont indépendantes des durées de survie
X;. Les données observées seront les couples {(Y;,0;),i =1, ...,n} avec

Y, = min(X;,C;) et 6 = Lix,<c,}-

Ainsi les Y; sont des variables aléatoires i.i.d et d; est I'indicateur de non censure. Pour définir conve-
nablement un estimateur de la densité f(.) pour les v.a. X; dans le cas censuré quand x € [0, oo,
rappelons que d’apres le théoreme 2.1 de Chaubey et al. (2013), on peut définir un estimateur lisse
de la fonction de répartition F' par

2) = [ Fut)dLa(t (3.1)
0

ou F,(t) est I'estimateur produit limite (P.L) introduit par Kaplan et Meier (1958), défini par

n—1
o (o
F.(x) = z':Y(li_)Igz n—i+1
1 si T 2> Y,

Oi) _
> si T <Y (3.2)

avec Y(1), (), ..., Y(n), désignant les statistiques d’ordre de Y7, Y5,...,Y,, et d;) est I'indicateur de
non censure correspondant a Y(;). La suite {f/nx, n=12,.. } est une famille de distributions de
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moyenne i, () et de variance v? tendant vers z et 0 respectivement quand n tend vers +o0o. On
peut aussi définir estimateur de Kaplan-Meier (K.M) de G, par :

Gue)=1- [ (W)HW. (3.3)

i:Y(i)gx n—t+ 1

On remarque que Uestimateur (P.L) F,,(x) peut étre réécrit sous la forme :

(3.4)

1 2": -
o - {Yi<z}
AT
ou la somme est prise sur les i tels que 1 — G, ( ) =: G,(Y;") # 0 ( voir 'annexe). Ainsi, (3.1)
et (3.4) impliquent que

5, .

1y Lo
CaE e

).

(2

Pour que F), (x) soit une fonction de répartition, Enw doit étre une fonction décroissante sur x € R,
donc nous proposons d’estimer F' sur [0, +oo[ par

zn: 0 L, (Y) : (3.5)

1
n& e e
2

ou (L) est une famille de fonctions de distribution sur [0, 00|, de moyenne 1 et de variance v;,

t
telle que L, (
xr+ay,

nous obtenons de (3.5) un nouvel estimateur pour la densité pour f, donné par :

Fo(z)=1-

> = Lipata, (t). Silon suppose que L,(.) admet une fonction de densité K, (.),

fulz) = Xn: Yl ) (x J}r/ian> ' (36)

:c—l—an?l <G

A notre connaissance Pestimateur fn(a:) n’a pas été considéré et étudié auparavant. De plus,
a partir de (3.4), (3.5) et (3.6), nous proposons d’estimer la fonction de hasard A(x) en utilisant
d’abord l'estimateur de Kaplan-Meier F,,(x) par,

2 ()

Az) = 1_7Fn(x)’ (3.7)
puis I'estimateur lisse F),(x), R

o = o o)

et nous étudions leurs propriétés asymptotiques.
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3.3 Vitesse de convergence uniforme presque siir des esti-
mateurs

On définit 77 = sup{z : F(z) > 0} et 7¢ = sup{z : G(z) > 0} les bornes supérieures des supports
de F:=1—F et G :=1— G, respectivement. Dans la pratique, 7 désigne par exemple la date
limite des observations de X. On supposera ici que F et G sont des f.r continues, et on considérera
la convergence sur un intervalle compact J = [0,7],7 < 7. Pour établir la convergence uniforme
presque sfir p.s. de Uestimateur de la fonction de distribution lisse F},(.) (Théoréme 3.1), I'estima-
teur de la densité f,(.) (Théoréme 3.2) et des estimateurs de la fonction de hasard A,(.) et A (.)
(corollaire 3.1), nous avons besoins des hypotheses suivantes :

3.3.1 Hypotheses

HO. La censure C' est indépendante de la vraie durée de survie X, et 77 < oo, G(7x) > 0.

H1. K, est une famille de fonctions définies sur R, telle que pour n > 1, K,(.) est bornée et

lipschitzienne continue sur J, et satisfait

+o0
(i) / u Kp(u)du =1,

0
“+00

(ii) / u(u — 1)K, (u) du =: v2 — 0 quand n — oo.
0

+oo 2
H2. Soit I, := / K2(w)dw, lim M, = lim v,I, < +oo , et K(u) := M, de moyenne
n—-+o0o n—-+o0o In
oo
wi (K = / W K (u)du =1+ 0(v2), 1<j<3.
0
H3. f et f(t) := é((?) sont deux fois continliment dérivables sur J tel que f’ est bornée et

| |00 := sup|®”(z)| < 400, ot ® représente soit la fonction f soit la fonction f.
zeJ

H4. (i) lima, =0, limv,=0,

n—oo n—oo

(ii) lim 2 =0,

n—oo U%

(i) Jmy /s =

Commentaires sur les Hypotheéses

1. HO est généralement utilisée dans le cadre de la censure. Noter que G (1r) > 0 implique que
TF S TG -
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2. L’hypothese H1 (i) signifie que la famille des noyaux K, (.) a une espérance égale a 1, et H1
(ii) signifie que K, (.) admet une variance finie v? tend vers 0, ce qui permet de calculer le
terme de biais.

3. H2 assure 'existence de termes de variance asymptotique et H3 est une hypothese de régu-
larité des fonctions f et f, ce qui est courant dans l'estimation non paramétrique.

4. L’hypothese H4 est nécessaire pour déterminer le taux de convergence forte uniforme. Re-
logn

marquons que (i), (ii) et (iii) impliquent lim = 0.

Nna,Vy,

3.3.2 Quelques exemples de noyaux asymétriques

Dans cette section, nous donnons quelques exemples explicites de noyaux asymétriques K,, satis-
faisant H1 et H2.

Noyau Gamma

Soit K,(.) la densité de la loi gamma I'(1/v?2, v?). Pour toute suite v2, H1 est vérifiée

— /Ki(w)dw - /w E dw
0

T(1/02)P (02)% 3
- r@z—n
(2/02) 5 [P(1/02)]? (02) 7%
m%—q)

0227 (1 /02)

Ce qui implique que K} (u) est la densité de la distribution Gamma T'(1/v? — 1,v2/2). Par consé-
quent, en utilisant ’approximation de Stirling, nous obtenons

1
e lim v,[, = — < 00,
n—-+o00 N2 Y
2
1—%" sij=1,2 )
o 1K) = i =1+ 0(v2).
1—1" si j=3

Cela signifie que H2 est vérifiée.

Noyau Béta

Soit K,(.) la densité de la loi Béta sur ]0, +oo[ 8(2/v2 4+ 1,2/v2 + 2). Pour toute suite v2, H1 est

vérifiée et
4 4
2 Un Un
I, = | K;(w)dw :
2 2
0 32 — + 1, oz +3
UTL TZ
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I'(x)I'
avec B(z,y) = m est la fonction Béta, ce qui implique que K (u) est la densité d’une

4
distribution Béta de parametres — + 1,et — + 5 respectivement, et on obtient
v v

2_1615 " "
e lim v,[, = —— < 00,
n—+4o0o N2
3v2 3v2

1-— o ~ 1——" si j=1,2
(k) T R S 1+ 0(2)
® [ ;kL = =1+ Un

’ Sut 4 8v? 8v? ,

—— si j=3

T 60% + 1402 £ 8 1340 8
H2 est aussi satisfaite.

Noyau Log-Normal
Soit K,(.) la densité de la loi Log-Normal Log-N(—v?2/2,v,,), H1 est vérifiée et pour H2 on a
1

e lim v,[, = — < 00,
n—-+00 N2
3
e i o~ 1—S02 si j=1,3
v2—0 4"
o pi(K;) = =1+0(v;)
,U’IQL ~ .2 . -
€ l—wv; si j=2

3.3.3 Reésultats principaux
Nous avons maintenant les résultats principaux suivantes.

Théoreme 3.1. Sous les hypothéses HO, H1, H2, H3 et Hj , on a, quand n —» 00

N I
sup|F,(z) — F(z)| = Oy {U ogn + Ui} )
zeJ n

Théoreme 3.2. Sous les hypotheses HO, H1, H2, H3 et H , on a, quand n —» 00

n logn
suplf, () ~ 1) = O { + Ug} |
zeJ NGy,
Corollaire 3.1. Sous les hypothéses HO, H1, H2, H3 et H4 , on a, quand n — o0

logn

a) supfAn() — A(x)| = o{ +}

zeJ NG, Uy

b) sup|An(z) — A())| :oa.s{ log +}

zcJ NapUp
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3.4 Simulations et étude sur données réelles

Pour étudier les performances des estimateurs proposés dans (3.5), (3.6), (3.7) et (3.8) sur un
échantillon fini , et faire des comparaisons avec celui basé sur un noyau symétrique (noyau gaussien)
défini dans (3.9) ci-dessous, dans la premiere partie nous avons réalisé une étude de simulation par
la Méthode de Monte-Carlo pour examiner le comportement des estimateurs des deux fonctions de
la densité et du taux de hasard dans diverses situations, et la deuxieme partie illustre les méthodes
avec une application a des données réelles.

3.4.1 Simulation par la Méthode de Monte-Carlo

L’algorithme suivant résume les étapes les plus importantes :
Etape 1 : Trois distributions sont considérées pour générer la variable temps de survie X;, avec
une taille d’échantillon n = 50, 100 et 500 :

e La loi exponentielle de parametre A\; =1 ( £(1)).

e La loi log-normale avec un parametre d’échelle a = 0 et un parametre de forme b =

1,5 (Log-N(0, 1.5)).

e Laloi de Weibull avec parametre d’échelle a = 4.3 et un parametre de forme b = 1.3 (W (4.3, 1.3)).
Etape 2 : La variable temps de censure est générée a partir d’une loi exponentielle de paramétre
A2, Ol Ay est ajusté selon le pourcentage de censure souhaité.

Etape 3 : Nous calculons les données observées Y; = min(X;, C;), 6; = I{x,<c;}, et estimateur
de Kaplan-Meier du temps de censure G,,(.) défini dans (3.3), avec une légére modification pour
éviter de prendre la valeur zéro (voir Marron et Padgett (1987)),

I 0<t<Yy
_ k=1 /p — i+ 1\'7%0
— - C Yoo <t<Yu.k=2,...,
(1) i=1 (n—i+2) (k—1) =W "
no/p—i+ 1\
_ t> Y.
il;ll(n—i+2> ’ )

Etape 4 : Nous calculons 'estimateur & noyau asymétrique défini dans (3.6), en choisissant un
noyau Log-normal Log-N(—v? /2, v,,). Afin de comparer les effets aux bornes de I’estimateur & noyau
asymétrique avec celui basé sur le noyau symétrique , nous considérons I'estimateur de densité de
Blum et Susarla (1980) fpg(t)donné par

. L& =Y\ 6
fBS(t):nh.:lK( - >Gn(Yi)’ (3.9)

)

ainsi en I’'absence de censure, (3.9) se réduit a 'estimateur de densité de noyau habituel dans (1).
On calcule fBS(.) en choisissant le noyau gaussien.

Etape 5 : Noter que la principale difficulté ici est le choix des paramétres v2 et a,. Il existe
plusieurs méthodes optimales pour les sélectionner. Les plus populaires sont 'erreur quadratique
moyenne globale (en anglais global mean square error(GMSE)) et les critéres de validation croisée.
Le but ici n’est pas de donner une expression théorique des parametres optimaux, nous allons plutot
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2% *

les calculez en sélectionnant la paire (v:>*, a’) qui minimise l'erreur quadratique moyenne globale
(GMSE), dans une grille arbitraire de valeurs £ = {v? = 1072 + 16.5(k — 1)1073, k= 1,2,...,31}x
{a, = 1073 +14.95(k — 1)1073, k = 1,2, ...,21}, en respectant ’hypotheése H4.

Pour 'estimateur a noyau symétrique, nous choisissons h,, = O ((1 /)" 5) (voir Kuhnt et al. 1997).

Etape 6 : Pour les estimateurs de la fonction de hasard (3.7) et (3.8), nous suivons les étapes 1 &
5 et nous calculons l'estimateur de Kaplan-Meier de la variable temps de survie F,,(.) dans (3.2).
Etape 7 : Pour faire des comparaisons numériques, nous choisissons le critére (GMSE) : Nous
répétons B fois les simulations décrites dans les étapes 1 a 6 pour chaque combinaison fixé de taille
d’échantillon n et de pourcentage de censure PC.

Pour une fonctionnel donnée g et son estimation §,, le GMSE d’une paire de parametres (v2, a,) €
[0.01,0.5] x [0.001,0.3], est défini par

ou H est le nombre de points équidistants x; appartenant a l'intervalle [0, 3] pour les distributions
exponentielles et log-normales et a [0, 10| pour la distribution de Weibull. Ici nous prenons H = 101
valeurs et g, x(x;) est la valeur de g, calculée a l'itération k. La valeur optimale du GM SE, avec
les parametres globaux correspondants (v2*, ), pour les estimations de la fonction de densité et
de la fonction taux de hasard, est indiquée dans Tableaux 3.1 - 3.4.

Etape 8 : Pour afficher la qualité d’ajustement des estimateurs, nous avons tracé la médiane
des estimateurs dans les cas asymétriques et symétriques pour les parametres optimaux globaux
(v2*,a’) donné dans le tableau 3.2 ci-dessous, obtenu a partir de 200 répétitions, avec la vraie
courbe de densité pour référence, également pour la fonction taux de hasard, nous utilisons le
tableau 3.4 pour choisir les parametres optimaux.

Les résultats basés sur plusieurs tailles d’échantillons et plusieurs pourcentages de censure sont
présentés dans les figures 3.1-3.3 et les figures 3.4-3.6 pour les fonctions de densité et taux de

hasard respectivement.
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TABLE 3.1 — Le GMSE de fn et fBg en utilisant le noyau Log-N et le noyau gaussien

respectivement.

Distribution PC n =50 n =100 n =500
Log-N Gauss Log-N Gauss Log-N Gauss
20% 0.0080 0.0132 0.0055 0.0110 0.0021 0.0075
Eap(1) 40% 0.0101 0.0143 0.0066 0.0124 0.0023 0.0081
60% 0.0159 0.0182 0.0099 0.0140 0.0032 0.0089
20% 0.0054 0.0099 0.0035 0.0078 0.0011 0.0052
Log-N(0,1.5) 40% 0.0056 0.0106 0.0035 0.0088 0.0011 0.0053
60% 0.0076 0.0124 0.0047 0.0100 0.0014 0.0063
20%  0.00064 0.00066 0.00043 0.00045 0.00014 0.00023
W(4.3,1.3) 40%  0.00077  0.00078 0.00045 0.00055 0.00014 0.00025
60% 0.0011 0.0012  0.00064 0.00076  0.0002  0.00032

TABLE 3.2 — Les parametres optimaux (v2*,a’) pour lestimateur de la fonction de densité

asymétrique f,, .

Distribution pPC n =50 n = 100 n = 500
20%  (0.3635,0.0510)  (0.2209,0.0617)  (0.1403,0.0442)
Ezp(1) 40%  (0.3511,0.0372)  (0.2767,0.0485)  (0.1403,0.0298)
60%  (0.4628,0.0488)  (0.3759,0.0269)  (0.1837,0.0199)
20%  (0.4566,0.0010)  (0.3325,0.0010)  (0.1961,0.0010)
Log-N(0,1.5) 40%  (0.4318,0.0010)  (0.3449,0.0010)  (0.2271,0.0010)
60%  (0.4876,0.0010)  (0.3263,0.0010)  (0.2271,0.0010)
20%  (0.2395,0.1490)  (0.1961,0.0077)  (0.1341,0.0010)
WE3,13)  4o%  (0.1775,0.1410)  (0.2209,0.0010)  (0.0906,0.0010)
60%  (0.3697,0.0010)  (0.1961,0.0010)  (0.1216,0.0010)
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(mec)
wss kemel(med)

(g) n = 50, PC = 60% () n = 100, PC = 60% (i) n = 500, PC = 60%

FIGURE 3.1 — Densité exponentielle £(1). Vraie fonction (ligne continue) et densités estimées par
le noyau Log-N (ligne discontinue) et le noyau gaussien (ligne pointillée).
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e curve
N kemel (med)
wss kemel(med)

o 05 1 15 2 25 3

med) (e
uss kerel(med) wss kerel(med)

(e) n =100, PC = 40%

(mec)
wss kerel(med)

o 05 1 15 2 25 3

(g) n = 50, PC = 60% (h) n = 100, PC = 60% (i) n = 500, PC' = 60%

FIGURE 3.2 — Densité Log-normal Log — N(0, 1.5). Vraie fonction (ligne continue) et densités es-
timées par le noyau Log-N (ligne discontinue) et le noyau gaussien (ligne pointillée).
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e curve
N kemel (med)
wss kemel(med)

(med) (e
uss kerel(med) - e wss kerel(med)

(mec)
wss kerel(med)

(g) n = 50, PC = 60% (h) n = 100, PC = 60% (i) n = 500, PC' = 60%

FIGURE 3.3 — Densité de Weibull W (4.3,1.3). Vraie fonction (ligne continue) et densités estimées
par le noyau Log-N (ligne discontinue) et le noyau gaussien (ligne pointillée)
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(d) n = 1000, PC' = 20% (e) n = 1000, PC' = 40% (f) n = 1000, PC' = 60%

FIGURE 3.4 — Fonction de hasard pour la loi Ezp(1). Vraie fonction (ligne continue) et les fonctions
estimée par le noyau Log-N A(.) (ligne continue), A(.) ( ligne discontinue), et le noyau
gaussien (ligne pointillée).

(d) n = 500, PC' = 20% (e) n = 500, PC' = 40% (f) n = 500, PC = 60%

FIGURE 3.5 — Fonction de hasard de la loi Log-N(0,1.5). Vrai fonction (ligne continue) et les fonc-
tion estimée par le noyau Log-N A(.) (ligne discontinue), A(.) (ligne trait pointillé),
et par le noyau gaussien (ligne pointillé).
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015
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005t
o
0 05 1

(a) n =100, PC = 20% (b) n =100, PC = 40% (¢) n =100, PC = 60%

sl 2
’ -
01
ocs (
o
o 05 1

(d) n = 500, PC' = 20% (e) n = 500, PC' = 40% (f) n = 500, PC = 60%

FIGURE 3.6 — Fonction de hasard de la loi 1//(4.3,1.3). Vraie fonction (ligne continue) et la fonction
estimée par le noyau Log-N A(.) (ligne discontinue), A(.) (ligne trait pointillé), et le
noyau gaussien (ligne pointillé).

Commentaire sur les résultats de simulation

Les résultats des expériences de simulation indiquent que la GMSE diminue lorsque la taille de
I’échantillon augmente et cela est vrai pour les estimateurs a noyau asymétrique et symétrique. La
qualité de I'estimation est affecté par le pourcentage de censure comme on peut le voir dans les
tableaux 3.1-3.4 avec cependant un net avantage pour 'estimateur a noyau asymétrique. D’apres
les FIGURES 3.1-3.6, on peut voir que les estimateurs proposés sont vraiment meilleurs pres des
bornes et moins affectés par la censure par rapport aux estimateurs a noyau symétrique, donc
notre méthode est beaucoup plus efficace que la méthode classique. De plus, les deux estimateurs
de la fonction taux de hasard j\n et Xn sont tres proches I'un de l'autre pour un échantillon
de grande taille, comme le montrent les FIGURES 3.4-3.6 et la Table 3.3, par exemple pour la
densité de la loi log-Normal avec 20% de censure et n = 500 les valeurs du GMSE sont 0, 0025 et
0, 0022 respectivement, par rapport au noyau gaussien ( 0,0137), la différence est vraiment moins
prononcée. Sur la base concrete de tous les résultats ci-dessus, 'utilisation de ’approche du noyau
asymétrique est une bonne alternative pour traiter I'effet du biais aux bornes, pour les densités a
support [0, +00).
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3.4.2 Application sur un jeu de données réelles : mélanome malin (can-
cer de la peau)

Dans cette section, nous analysons un ensemble de données réelles pour illustrer l'efficacité de
I’estimateur a noyau asymétrique en présence de données censurées. De plus, nous comparons avec
I’estimateur a noyau gaussien. Les données consistent en des mesures effectuées sur des patients
atteints de mélanome malin (cancer de la peau) entre 1962 et 1977. Chaque patient a subi une
opération radicale a I’hopital universitaire d’Odense, au Danemark. Cela signifie que la tumeur a
été completement retirée avec la peau a une distance d’environ 2,5 cm autour d’elle. Les 71 données
étudiées ici (converties en années pour simplifier), ont été extraites d’un ensemble de 205 données
de survie au mélanome (voir Andersen et al. (1993), Tableau Al p. 709). Parmi les 71 données
sélectionnées, 57 d’entre elles représentent la durée de vie réelle X, c’est-a-dire le temps écoulé entre
l'opération et le déces par cancer de la peau (indiqué par 1 parmi les 205 observations du tableau
Al d’Andersen et al. (1993) ). Les données restantes (14) sont censurées et correspondent a des
patients décédés d’une cause indépendante du cancer de la peau (indiqué par 3 dans le tableau Al
d’Andersen et al. (1993)). La durée moyenne de survie est de 3,479 ans (allant de 0,027 a 9,474
ans) et le pourcentage de censure PC =~ 24,5%.

Dans la FIGURE 3.7 nous avons tracé I’histogramme des 57 données de la variable X, en prenant
7 classes, afin d’avoir une idée sur la forme de la distribution des données observées . Ce dernier
suggere une distribution de Weibull. Le test d’ajustement de Kolmogorov-Smirnov ne rejette pas
I'hypothese selon laquelle les données proviennent de 1 (4.25,1.25) avec une p-value égale a 0,52.

0.25

T
l - Histogram of the 57 Melanoma survival time

FIGURE 3.7 — Histogramme du temps de survie réel (57 données).

Les estimateurs a noyau asymétrique et symétrique de la densité et des fonctions de hasard,
en utilisant les 71 données observées, sont représentés sur la FIGURE 3.8 avec la distribution
W(4.25,1.25).
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0.2 T T T T 0.5
Curve density of W(4.25,1.25)

018t Asymetric estimated curve density
’ g R Symetric estimated curve density

0.45 [

0.16 [
0.14
0.12 [
0.1
0.08 ._.'::

0.06 F

0.04

Hazard curve for 5\, N
0.02 F Hazard curve for A, gauss

—-—-=Hazard curve for A,y

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 3.8 — La fonction de densité W(4.25,1.25) (a) et la fonction de hasard (b) et les estimateurs
a noyau asymétrique et symétrique correspondants.

Ici encore, nous voyons que 'estimateur a noyau asymétrique fonctionne bien pour la fonction
de densité et la fonction taux de hasard.

3.5 Démonstrations des résultats

3.5.1 Preuve du Théoréme 3.1

De (3.5) nous pouvons réécrire ﬁn(a:) comme suit
~ n J; Y; n d; - Y;
Fn — _ ! (1—Ln( ‘ )) = = ’ Ln( . )7
= ) vra)) T Ena o et

et définir

L’inégalité triangulaire permet d’écrire
|Fu(z) = F(x)| < |Fu(@) = Fa(@)| + | Fu(2) = B(Fa(2))| + |E(Fu(2)) = F()|.

Etape 1. Nous prouvons que

- - 1

sup ‘Fn(x) — E(FR(I))‘ = Ogs ( ogn) . (3.10)

zed n
Pour cela, considérons la suite indépendante et identiquement distribuée (i.i.d) (Y1,61), ..., (Yn, dn),
et définissons la classe de fonctions :

o t
Fp=30Uns:J x{0,1} — RT/ 4, ,(t,0) = — Ln< ); eJy.
{73 0.1 B ths6) =~ (e ]
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D’aprés le lemme 3b) de Giné et Guillou (1999), F, est une VC (Vapnik-Ceervonenkis) classe de

fonctions mesurables et uniformément bornées, d’enveloppe ¥ (n,d) = ——— . Il est claire que,

nG(t)

S (el 8) — B (0 (V1,60)) = Fola) - B(Fo().

De plus
20 2
sup  |[[¥n (8, 9)|l, = sup < — =:U,
Y,z €Fn el Ol toe |nG(t)| — nG(1r)
R+ x{0,1}

De I'hypotheése HO, nous avons G(t) > G(7x) > 0, alors

sup Var (djn,x (}/17 51)) < supE (wi,z(ifh 51))

zeJ zeJ
Y oy e ieay L2< al )\Xl
n?G?(X;) T+ ap

=9 .
— /0+ ME (]I{tgcl}l)ﬁ = t) f(t)dt

n2G2(t)
< [
—_ t)dt
< e |
1 2
< —=—— =10,
n?G(7r)
1
En appliquant I'inégalité de Talagrand (Giné et Guillou (2002), Théoreme (2.1) avec t = M ogny
n

ou M est une constante positive), il existe deux constantes positives M; et M, telles que

P sup
Yn,2€Fn

Zn:@bn,x()/uéz) - E(d}mx(}/w 51))’ > M logn}

i=1 n
1 logn
< M exp _M\/nl(j)\inG(TF) log |1+ nG(1r) n i
! 1 1 M,
My + — log
i né(TF) TLG(TF) G(Tp) |
MG\ /nlogn N
< Mjexp{ — (rr) VT Ognlog 1+ M, Y " 5
" 1 1y
og =
nG(TF) G(TF)
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En faisant maintenant une approximation de la fonction logarithme et de la fonction racine carrée
au voisinage de zéro, nous obtenons

P sup
wn,m eFn

9~
M2G (.

- Pl
< Mln My

zn: {¢n,m(yly 51) - E(¢n,z(§q, 51))}

i=1 n

> M logn}

Pour un choix approprié¢ de M, le membre de droite de la derniere inégalité est le terme général
d’une série convergente. Par conséquent on a bien (3.10).
Etape 2. On a

~ Ge) =Gl 1 (%)
F - F, < — 7 VX — Ln
sup Pute) P < sup ) gl S e (o
sup|G,(z) — G(z )| noos :
S, 7$EJ _ _ xsuplz 751 En( Y; )‘
12£|G($)| — SUIJ)|Gn($) —G(z)|  ses|n i G(Y;) x4+ ay
T Te

= ll X lQ.

Concernant [y, l'utilisation de la loi du logarithme itéré (LIL) de Deheuvels et Einmahl (2000),

donne
L =0, ( /10glogn) _
n

Pour [y, et sous les hypotheses H1 et H2, un changement de variables et les propriétés de 'espé-
rance conditionnelle, nous avons

() - # (ke (o)

+o00 1 - t
o Gi) ™" (M) L (H{tscl}le = t) f(t)dt

= [Th () rwar

0

T+ ay,
et pour un x € J fixé, une intégration par partie, et les hypotheses H1, H3 et H4(ii) donnent

E (G?}lfl)Ln (x fan>> _ /Om Fle(a+ a,)) Ko (2)d>
= F(x)+0(2) =0(1). (3.11)

Ainsi par la loi forte des grands nombres (SLLN), on obtient

~ _ log 1
sup| EL () — Fp(2)] = Ous (,/Ogog”)
xeJ n
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Etape 3. En utilisant (3.11) on obtient facilement

sup ’E (F’n(x)> - F(x)‘ = 0(v?) quand n — o0.

n
zeJ

Cela acheve la preuve. [

3.5.2 Preuve du Théoréme 3.2

Pour prouver le théoréme 3.2, et pour des raisons techniques on définit le pseudo-estimateur de

f(x) par .
. 1 t5Y; Y;
@) = e 2 Gy K ( > : (3.12)

i=1 T+ G

et on considere la décomposition classique

sup| () = f(2)| < sup|Ju(@) = fu(@)| +sup|fu(@) = B (Ju(@)) |+ sup| B (ful@)) = f(@)].  (3.13)

zeJ zeJ zeJ zeJ

La démonstration est donc une conséquence des lemmes suivants :

Lemme 3.1. Sous les hypothéses H1, H2, H3 et Hj , et pour x € J , on a

Bz’a@'s(fn(x)) = ((x + ap)v2 + an> f(z)+ o(ui + an), (3.14)

et f
Var<fn($)> = m * O(;’;TL),

oty M, et f(.) sont donnés dans les hypothéses.

Preuve. L’utilisation de techniques standard d’espérance conditionnelle donne

E(M@) - E((Hi)?é(m K (xfa»

+oo

B 0/ (x +tan)2 K (x—zan> J(t) dt

+oo

= /an(z) f(z(x+an)) dz.

0

Par Uhypothése H1, et un développement de Taylor d’ordre 1 autour de x, on obtient
f(z(x + an)) = f(z) + <x(z —1)+=z2 an)f’(x) + 0<x(z -1+ zan),

20
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et
E<fn(x)> = / z K,(z) {f(m) + (x(z —1)+=z an)f'(x) + 0(:13(2 —-1)+ zan>} dz
400 +o00
= @)+ af(@) [ 2= 1) Ka(2)dz +anf'(2) [ 2 Ka(2)d

+o (/ 2la(z— 1) + 2 ap)] Kn(z)dz)

= f(x)+ ((x + an)v? + an> f(z) + o(vi + an>, (3.15)

Ce qui conclut le premier résultat du lemme 3.1. Maintenant, pour la variance, nous avons

N 6177 Y
Var(fn(x)) = W Var (GEY;KH <x +1an)> )

et

Var §1Y1Kn< Yy ) _ g7 K2< Y ) o §1Y1Kn( Yy ) ‘
G(Y7) T+ anp GQ(Yl) T+ ap G(Y7) T+ ap
= Vi—Va

A partir de (3.15) et de Uhypothése HS3, on obtient

Vo = (24 a.)E (ful@))”
= (z+a)" [f(@) + (¢ + a)v} +au) f'(2) +0(v] + )]

— (o4 an)4<f2(x) 4 o(vg + a>>

2

Pour Vi nous avons

‘/1 = EI|E H{XESCI} ‘le2 K2< X1 )‘Xl

- 70(;(275)[(2 (m —if an> fe) .

o1
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Les hypothéses H2 et H3, un changement de variable et un développement de Taylor impliquent

+o0

Vi = (z+a,)’ / zU(ﬁ(z)f(z(x + an))dz = (v +a,)’1, 7ooz2KZ(z)f(z(:U + an))dz

D’ou Uhypothése HY (i), donne

Var(ﬁ(@) - m * 0(7;}2”),

ce qui conclut la preuve du lemme 3.1.01

Lemme 3.2. Sous les hypothéses HO, H1 et Hj , et pour tout x € J, nous avons

ful) = E(fn(w))‘ — 0., ( 10g”> |

sup 5
zeJ n as
Preuve. On utilise un recouvrement du compact J par un nombre fini b, d’intervalles Jy, Jo, ..., Jp,
A s \ a3 )l . .
de méme longueur égale a v, = O(ﬁ) et centrés aux points xy,...,xy, respectivement. Notons

que comme J est borné, il existe une constante C' telle que b, < Cv;'. Alors pour tout x € J,
(3.12) implique que

_ _ 1
e = B(1@)) = LAt an)
o 0;Y; Y; 01Y] Y,
_ i¥i i B 111 1
Zi(x,a,) = o)) K, (x n an) FE l(m TG K, (x - an)} :
Remarquons que
. _ 1]
sup (o) = B(Fu@)| < sup > Z(e, )

IA
=
IS
"
0
=
ie;

\

(3.16)
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Puisque K,(.) est borné et Lipschitzien (par U’hypothése H1), on a

1| & 1 & 1 Y; 1 Y;
- Zz y Un Z ) n - Kn k - Kn ‘
n Z_Zl (%, an) (k. a n; ) (@ + ap)? <az+an) () + an)? (azk+an>
1 Y, 1 Y]
(o)~ o™ (o)
(x + an)? x+a, () + an)? Tk + an
2 TFVn 1 1
< — Kn 00 - )
= G [(Han) ey Il o~ G|
0l || Ky|loo = sup, |Kn(u)|. Comme x et x) appartiennent a Ji, cela implique qu’il existe une

constante positive my, telle que : x < my et xp < my, et la derniere inégalité devient,

< 2TF Y TF 2|| K || oo [ + sy
— G(rp) a2 "

a, a,
e (ﬁ‘) -0 ! ).
at Na, Uy,

Ensuite, soit U;(z,a,) = a>Z;(x, a,), puis pour le dernier terme de (5.16), on a pour tout ¢ > 0

)

> naie). (3.17)

>e> < :éP(lzn:Zi(xk,an)

nl;3
| Koo := My < o0, et

=1

27’F

Comme E (Ui(x,a,)) =0, [Ui(z,an)] < G(1r)

a3
Var (Uy(z, a,) =: S? = O(” , on peut appliquer l'inégalité de Bernstein (Voir Ferraty et Vieu
Un

(2006) corollaire A.9, p 235) pour obtenir

3 2 ate’n
r Z Ul(xa an) > na,€ < 2exp{ — n i
' a
=1 252 (1 + n€ )
SQ
2.2
< 2expq — ZZE n
2 (Mn +€ M1>
Un,
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et donc, (3.17) devient,

N

2.2
>e> < b, An307;12exp — T;ane
2<Mn+€M1)

Un

2 1
C <m;n> x n~2exp (log n) 2 — nedntn/logn ,
ad 2 (M +eM )

. logn .
st on remplace € par ey | ———, on obtient
NV,
762 € vn logn
P( > e) < @rf 0/2(M+M1 Vel ) ~ anfcleg. (3.18)

~ nal na3
Par Uhypothése HY, le second membre de (3.18) est le terme général d’une série convergente et Le
lemme de Borel-Cantelli permet alors de conclure.[]

n

> Zi(x,an)

i=1

On revient maintenant au premier terme de la décomposition (3.13) pour lequel on a

Lemme 3.3. Si les hypothéses H1,H2,H3 et Hj sont satisfaites alors pour tout x € J

sup . () = Fu(@)] = O,.. (\/bgl;g”)

Preuve. On a

~ ~ 12 1 1 0;Y; Y;
_ < it _ —
Suplful®) = @) < suplC ) (Gm G(Yi)> o o ra) ’
G(z) — Gu(x 1& 0;Y; < Y; >

< _ - -

- 83}615) Gn() % ;SUIEII; n ; (x + an)?G(x) "\x+a,

sup|G,(z) — G(2)]
< L x sup| fn ()]

< M logfg” < O(1) = 0, (\/logfg") ,

la derniére inégalité est donnée en utilisant la (LLI) pour lestimateur de Kaplan Meier, et par le
lemme 3.2 qui montre que ‘fn(x)‘ est uniformément presque surement bornée. [

Enfin, on a le lemme 3.1 et 'hypothése H4(ii) impliquent sup ‘fvn(:c) —F (fn(x))‘ = Ous (V2 +a,) =
zeJ

Oas (Ug), ceci, avec le lemme 3.2 et le lemme 3.3 completent la preuve du Théoreme 3.2. [
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3.5.3 Preuve du corollaire 3.1

Pour prouver a), considérons la décomposition suivante

ole) = Ae) = s | () 1) + £ =T

alors le résultat découle du (LLI) et du théoreme 3.2.
La preuve de l'item b) est similaire en utilisant en plus le théoréme 3.1. OJ
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Normalité Asymptotique des Estimateurs a noyaur asymétriques

4.1 Introduction

On se propose, pour compléter ’étude des propriétés asymptotiques des estimateurs a noyaux
asymétriques étudiés dans les chapitres précédents, d’établir la normalité asymptotique de ces
estimateurs. Ce chapitre est organisé en trois sections. La premiere présente quelques résultats
préliminaires utiles dans la preuve de nos résultats. Dans la section suivante, on est dans le cas
censuré a droite, nous présentons notre deuxieme résultat qui fait partie de l'article ( Ghettab et
Guessoum (2022)), en utilisant le théoréme centrale limite (T.C.L) de Lyapounov pour montrer la
normalité asymptotique de I'estimateur de la densité , et comme conséquence couplé par le lemme
de Slutsky, nous avons la normalité asymptotique de 'estimateur de la fonction taux de hasard.
Ensuite, comme application de cette propriété, nous avons construit les intervalles de confiance de
nos estimateurs. La derniere section est dédiée a l'illustration numérique sous forme de simulation.

4.2 Reésultats préliminaires

4.2.1 Théoreme central limite de Lyapunov

On donne ici une version du théoréme centrale limite de Lyapunov associé a une suite de variable
aléatoire indépendante. Nous trouvons la preuve de ce théoreme par la méthode des fonctions
caractéristiques dans le livre de Chung K.L. ( 2001) [19].

Théoréme 4.1. ( Chung K.L. ( 2001), Théoréme 7.1.2 ) Soit Xy, ..., X, une suite de variables
aléatoires indépendantes, d’espérance nulle E(X;) = 0, et de variance finie 0*(X;) = 07 < 0o, et
dont le moment d’ordre 3 existe E(|X;|*) = v; < oo. Posons

j=1 j=1 j=1
Alors sous ’hypothése
I;;L—>O, quand n — 00
on a
f" -5 N(0,1).

L p .
et — représente la convergence en Loi.

4.2.2 Lemme de Slutsky (Slutsky, 1925 )

Ce théoreme, démontré par Eugen Slutsky en 1925 [20] est aussi appelé théoreme de Cramer dans
la littérature. Son utilité provient du fait qu’il permet de montrer, entre autres, que la suite des
images f(X,, Y,)nen d'un couple de v.a. dont on connait les convergences en loi, converge elle-
méme en loi vers I'image f(X,C) pour peu que C soit une constante. Pour plus de détails on se
réfere au livre Probability and Random Processes, third edition ( Page 318) [30].

o7



Normalité Asymptotique des Estimateurs a noyaur asymétriques

Lemme 4.1. (a) Si (X,,)nen est une suite de variables aléatoires qui converge en loi vers une v.a.
X, et si (Y,)nen est une suite de variables aléatoires qui converge en probabilité vers une constante

X
C, alors la suite (X,Y,)nen converge en loi vers CX, et la suite — converge en loi vers rel )

C#0.

(b) Si (X,)nen est une suite de variables aléatoires qui converge en loi vers 0, et si (Y, )nen est une
suite de variables aléatoires qui converge en probabilité vers une v.a 'Y, et si g : R> — R est telle
que g(z,y) est une fonction continue en y pour toul x, et g(x,y) est continue en v = 0 quel que
soit y, alors la suite de couples g(X,, Yy )nen converge en loi vers le couple (0,Y).

4.3 Cas i.i.d / censuré a droite

Dans cette section on se place dans le cas censuré a droite. Nous présentons notre deuxieme
résultat relatif a Particle ( Ghettab et Guessoum (2022)). Soit (X,),>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d) dite ’ temps de survie’ définies sur un
espace probabilisé (€2, B,P). On suppose que ces variables ne sont pas complétement observées
mais sont censurées a droite par une suite de v.a.i.i.d (C},),>1 appelée ‘temps de censure’ de f.r
(G, qui sont indépendantes des variables durées de survie X;. Dans le modele censuré a droite on
observe les couples {(Y;,d;),i = 1,...,n} ou

Y; =min(X;,C;) et ;= Iix,<cy,

avec Y; sont des variables aléatoires i.i.d et 9; est 'indicateur de non censure. Ainsi, on va étudier
la convergence en loi des estimateurs suivants :
Estimateur de la densité f de la v.a temps de survie :

~

0= e s & () (@)

:E—i—an 71

avec :
— (K,(.)) est une famille de noyaux asymétriques d’espérance 1 et de variance finie v2 ( voir
I'hypothese H1),
— a, est une suite de nombres positifs qui tend vers 0,

— Gn(Y;7) clest la limite & gauche de 'EKM de la f.r de la v.a temps de censure au point Y;.

Estimateurs de la fonction taux de hasard ) :
On propose deux estimateurs

< o fal@)

A(z) = 1— Fy(2) (4.2)
et N

o) = 1_”% (4.3)



Normalité Asymptotique des Estimateurs a noyaur asymétriques

avec

1 d; .
— F(z)=-> —~ L{v;<a}, c’est TEKM de F' la f.r de la v.a temps de survie,
niS (16 (%))
—>ﬁ()11§n: & L<Yi> timateur strique de F
n(z) = — un estimateur a noyau asymétrique de F,
% e o) e

ou L,(z) = / K, (t)dt, est une famille de f.r associe a K,(.) ou ce qu'on appelle aussi noyau
0

intégré.

4.3.1 Hypotheses et résultats

Pour = €]0, +oo[, on définit 7w = sup{x : F'(x) > 0} et 7¢ = sup{x : G(z) > 0} les bornes supé-
rieures de F:=1— F et G := 1 — G, respectivement. Dans la pratique, 77 désigne par exemple la
date limite des observations de X. On supposera ici que F' et G sont des f.r continues. Pour établir
la convergence en loi de I'estimateur de la densité a noyau asymétrique fn( ) (Théoreme 4.2) et
les estimateurs a noyau asymétriques du taux de risque A,(.) et A,(.) (corollaire 4.1), nous avons
besoins des hypotheses suivantes :

HO. La durée de censure C est indépendante de la vraie durée de survie X, et 7 < 00, G(7r) > 0.

H1. K, est une famille de fonctions définies sur R, telle que pour n =1,2,..., K,(.) est bornée

et lipschitzienne sur J, et satisfait

+o0
(i) / u Ky, (u)du =1,

0
+o0

(ii) / u(u — 1)K, (u) du =: v2 — 0 quand n — oo,
0

H2. I, = /Ki(w)dw = O(v; "Dy, pour 1 < 1 < 3, et Ky(u) = ﬁ, de moyenne

pK) o= [ WK du=1+0(3), 1<) <3

H3’. Les fonctions f, fi(t) := é((?) et fo(t) :== C{Q(ZZ) sont deux fois contintiment dérivables sur .J
telle que ||g" [|oc = sup|g'(x)| < +00,Vg = f, f1,oufs.

H4. (i) lima, =0, limwv, =0,

n—oo n—o0

(i) lim o _ 0,

n—o0 UQ
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H5. (i) 1im vy, loglogn = 0.
.o . 5 .
(ii) dim nuy, = 0.
(iii)  lim nv, = oco.

Remarque 4.1. Notez que les hypotheses H3’ et H2’ impliquent les hypotheses de la consistance
forte H3 et H2 (dans le chapitre précédent), telle que I,,» = I, et K o(u) = K (u).

4.3.2 Reésultats
Théoreme 4.2. Sous les hypotheses HO, H1, H2’, H3’, H}’ et H5 |, nous avons

Vit (Ful@) = F@)) 5 N (0,0%(a)).
filr) —

avec o*(x) = M M = lirf Up Ino, ol D9, et f1 ce sont des quantités définies dans H2’,
T n—+o00

HS3 et respectivement.

Remarque 4.2. On remarque que dans le cas de non censure c’est-a-dire G(.) = 1, la variance
)

@) devient Mf(x)

obtenue dans le théoréeme précédent M
x x

et al (2007) [10].

c’est ce qui a été obtenu par Chaubey

Du Théoreme?? on déduit

Corollaire 4.1. Sous les hypothéses du théoréme 4.2,

a)V/Tn () = A(2)) N(o,&@) [F(x>]2),

b)vivs () = A(x)) < N <0,02(x) [F(m)]_2) .

Application a la construction d’intervalles de confiance

Pour déterminer les intervalles de confiances de nos estimateurs, on remarque que les variances
asymptotiques dépendent de certaines fonctions inconnus f, G et F, alors on utilise la méthode de
plug-in pour obtenir des estimations des variances en remplacant ces quantités par leurs estimateurs
fn, G,, F, ou F, respectivement. Ainsi, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.2. Sous les hypothéses du théoréeme /.2, nous avons

(a) Un intervalle de confiance de niveau 1 —n avec 0 < n < 1 pour la densité f(x) est donné par

) = 28 g, Fole) + 2

X Z1_n
=3
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(b) L’intervalle de confiance de niveau 1 —n avec 0 < n <1 pour A(z) est donné par
-1

-1 _
- F,(x on(x N F,(x on(x
An(x) — ( ( )) (@) X zy_n, A () + ( ( )) (@) X 21_n
nuU, 2 /MUy 2
et R . R .
- 1—F,(x on(x - 1—F,(x on(x
An(T) — ( ( )) (@) X zi_n, Ap(2) + ( ( >) (@) X zi_n
nu, 2 nu, 2
M f,
ol z1_n est le quantile d’ordre 1 — L de la loi normale centrée réduite, et 6%(x) = —J_C (z) , est
2 2 n T Gn(l’)

Uestimateur plug-in de o*(x).

4.3.3 Preuve du Théoreme 4.2
Pour x > 0, nous avons
VI (ful@) = F(2)) =v/vy (Fal@) = Ju(@)) + Vv, (ful@) = E (fa(@)))
+ s (B (Ful@)) = f(2)).
=:Ay 4+ Ag + As

ol f,(x) est le pseudo-estimateur de f(x) défini en (3.12). Nous montrons que les termes A; et Ag
sont négligeables. En effet, & partir du lemme 3.3 et sous I'hypotheése H5(i), on obtient

Ay =/, (ful@) = fal2))

(4.4)
=0, 5 (\/Un log log n) =o(1).
De méme, a partir du lemme 3.1, et sous '’hypothese H4’(ii) et H5(ii), on a
A3 =y/nu, (E (fn(m)) — f(:c)) s
4.5

:om<¢ﬁg):ouy

Considérons maintenant le terme dominant As, et observons que la convergence dans le théoreme
4.2 peut étre déduite du fait que

A2 i) N (O,UQ(ZE)> .
Ce dernier résultat sera établi grace au lemme suivant

Lemme 4.2. Sous les hypothéses du théoréme 4.2, on a
NS (fn(x) - F (fn(x))) 2N (O, 02(x))
~ MhA(r) —

avec o*(z) = M o= lirJ1r1 Up, Inga, oU I, 9, fi sont des quantités définies dans H2’, et
€T n—+00
H3’.
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Preuve du lemme 4.2
Soit

Vits (Fula) — B (Fu@)) =

J

i Win(z). (4.6)

1

ou

o s ) (i ()]

J

et

R = 0;Y; P ( ) )
M (e a2 Gu(Yr)  "\zta,/

J

Maintenant, pour montrer que (4.6) est asymptotiquement normalement distribué, nous pouvons
vérifier la condition de Lyapunov (voir Chung (2001) [19] Theorem 7.1.2, page 222), c¢’est-a-dire
on va vérifier que

> B([W;l?)

7 — 0 quand n — oo,
2

ainsi

(Ji:l E(an)> : (Jé E(an)) |

Puisque les R;, sont positifs (1 < j <n), on a
£ B(W,l)
E )
1
Ensuite, par le lemme 3.1 du chapitre précédent et I’hypothese H4, on peut montrer que

Blfa) = B ((m - aj)gyén(iﬁ_) " <”Ji“n>>

— flz)+ ((x + an)vl + an) f'(@) +o(vi + an)
_ o) (4.7)

—_

_E[(Rin+ E(RW))Y _ E(R},) +4 E3(Ry,) + 3B(RS
- )

_ JE(R1)
Vi(Var(Ry,))? VA(E(R},) — B*(Ry,))?

)

™=
[N

J
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et

2v2
B, = B k()
e @) et a,

_ ! plp(leuse X Kﬁ( - >|X1
(x + ap)? G?(X1) T+ ay

“+o00

= @ +1an)4 O/ C?t(t)Kg (x—ia,) Je)

Les hypotheses H2’, H3’, et un changement de variable et un développement de Taylor impliquent

BRL) = e :/OOZQKg(Z> i <z(93 + an))dz
- :/”ZQK;,2<Z> s+ o))
- gt [ (e + (o) =)0 o st )= o)
= s (o (55) + £i@) (@ @) i (55) =2 (87,) )

+0<(x +an) iy (K)o (I 5) )}

(wjizn) (fl () + O (Ui + an) ),

d’apres les hypotheses H3” et H4(i). Ce qui implique

M
Un E(R%n) - 7.](.1

n—+oo

(), (4.8)

ensuite

53y Y,
E R3 — E 1 1_ K3( 1 )
(o) <<x+an>6 o) T \ra

+o00

t3 t
= _ K3( >E I
0/ (33' + an>6G3(t) n T+ a, < {tSCl}

+o00

3
- o/<x+tan>6 K (g ottt

Les hypothéses H2’ et H3’, un changement de variable et un développement de Taylor de fa(.)

T, = t) f(t) dt
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impliquent
B = ot { @) + ) [ = (0] + o i@)()
o (@ + @)K ) — as(K,)) |
= O(v;?).

Par conséquent, la condition de Lyapunov est vérifiée sous I'hypothese H5(iii) telle que

—_

> E(Wial") )
= O < ) : (4.9)

)

Vit (fu(@) = E (Ful2))) £ N(0,1)
v Var(Ryy,) o

™=

J

ce qui implique que

ou de la méme maniere

Vi ()~ £ (R0)) < N (0.00).

M
ott 0*(z) = lim v, Var(R1,), par (4.8) et (4.7) on a 0*(z) = —fi(z). W
n—oo €T
Enfin la démonstration du théoreme 4.2 est complétée en combinant (4.4), (4.5) et le lemme
4.2. |

4.3.4 Preuve du corolaire 4.1

Suivant Lo et al (1989) [52] soit

Vi (Anlz) = M) = ”“"{1 ~Fa) 1-F

- v {f - b L L]
= v |70 (50~ )+ ()

(Fula) - £(2)] (4.10)

alors, a partir du théoreme 4.2 et du Lemme de Slutsky ( voir 4.1 b)), on peut facilement prouver
la partie a) puisque le premier terme a gauche converge vers zéro en probabilité quand n — oco.
La preuve de la partie b) est similaire a a) en remplagant F),(x) par F,(z) dans (4.10). |
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4.4 Illustration numeérique

Dans cette section, on essaye de vérifier numériquement les résultats théoriques de la normalité
asymptotique. Nous allons comparer la forme de la densité normale centrée réduite a celle de I’écart
normalisé entre I'estimateur de la densité et la fonction théorique. Ainsi, nous tracons la borne
supérieure et inférieure de confiance a 95%. Nous considérons ’algorithme suivant :

Etape 1 : Générer un n échantillon de la variable temps de survie X; ~ W(4.3,1.3).

Etape 2 : Générer un n échantillon de la variable temps de censure C; ~ Exp(X\), ou A est ajusté
selon le pourcentage de censure souhaité.

Etape 3 : Calculer les données observées Y; = min(X;,C;), §; = Iix,<c,y, et Uestimateur de
Kaplan-Meier du temps de censure G,,(.) avec une légeére modification pour éviter de prendre la
valeur zéro (voir Marron et Padgett (1987)),

< Y

n—1i+ 2
n—1i1+1
n—1i+ 2

QD
3
I
(ke e

0<
_ 1 1— 6(2
(n s ) Ve <t=Yigh=2.n
1 6(1)

( > >t>}/in)-

Etape 4 : Nous fixons 2 = 1 et nous calculons B = 200 estimations de fn,j(l),l <j < B,
défini dans 3.6, en choisissant le noyau Log-normal Log-N(—v?/2,v,,), et les parametres optimaux
(U?L*, a’) a partir du tableau (3.2) pour la distribution W (4.3,1.3).

Etape 5 : Nous déduisons Vj = 1,..., B, écart normalisé entre la valeur estimée fn,j(l) et la
théorique f(1) qui correspond a la densité d’une Weibull W (4.3,1.3), défini au point z = 1 par :

Zyy = J 2y - “(1) wi (7 1) - £(1) (11)

ol la constante 2,/7 est la valeur de M := 1_131 vy, T2 qui convient au noyau Log-N(—v2/2,v,,)

( voir la section 3.3.2).

Etape 6 : Nous disposons maintenant de B = 200 estimations des écarts normalisés Zy,; au point
x = 1, pour lesquels on estime la densité par la méthode a noyau classique en utilisant le noyau
gaussien et pour le choix du parametre de lissage on prend la fenétre classique hg = C' B -5 ( voir
Silverman (1986), page 40).

Etape 7 : Ainsi dans la méme figure on trace le graphe de la densité estimée des écarts normalisées
Zn; a partir de B = 200 trajectoires et on compare avec la densité gaussienne, une fois on fait
varier le PC, et une autre fois pour des différentes valeurs de n .

Etape 8 : Une autre maniére de vérification est d’utiliser le graphe des écarts normalisées obser-
vées, ordonnées en ordre croissant notées Z, ;,Vj = 1,..., B en fonction des quartiles de la loi
gaussienne, ce graphe est connu sous le nom de QQ-Plot.

Etape 9 : pour B = 300 réplications, nous encadrons la valeur estimée fn(a:) par les bornes supé-
rieure et inférieure données dans le Corollaire 4.2 . Cet intervalle de confiance est construit a 95%

65



Normalité Asymptotique des Estimateurs a noyaur asymétriques

pour z € [0.5, 6], pour des différents choix de la taille d’échantillon avec un pourcentage de censure
PC = 20%, PC = 40%, respectivement. Nous tragons dans les figures 4.5 et 4.6 'estimateur f,(x)
avec la densité théorique encadrés par les deux bornes inférieure et supérieure.

FIGURE 4.1 — densité des écarts normalisé pour PC = 20%, n = 100,n = 500 et n = 1000
respectivement.

FIGURE 4.2 — densité des écarts normalisé pour PC = 40%, n = 100,n = 500 et n = 1000

5 QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal . QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal s QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
. 2 o ) e
2 A+ el &
e I 15 P
° g # °
2 2 : .,
E
£ H
< % os
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£, p E
g Y
& _ &
e 15
2 . E o
pre e Lt
e of 2y o+ F
W
;
3 25 25
3 2 1 o 1 2 3 s 2 1 o 1 2 3 3 2 1 o 1 2 3
Standard Normal Quantiles Standard Normal Quantiles Standard Normal Quantiles

FIGURE 4.3 — QQ-plot des écarts normalisé pour PC = 20%, n = 100,n = 500 et n = 1000
respectivement.
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Quantiles of Input Sample

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal

L
+ 7

2 1 o 1 2
Standard Normal Quantiles

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal

P

ey

Standard Normal Quantiles

Quaniiles of Input Sample

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal

e

2 1 0 1 2
Standard Normal Quantiles

FIGURE 4.4 — QQ-plot des écarts normalisé pour PC = 40%, n = 100, n = 500 et n = 1000
respectivement.

Les Figures 4.1 et 4.2 montrent que la qualité de 'ajustement s’améliore pour une grande taille
d’échantillons par exemple pour n = 1000 peut étre qu’il n’y a pas d’effet de censure mais pour
n = 100 ou 500 on observe I'influence de la censure, ce qui est également le cas au regard du QQ-Plot
correspondant dans les figures 4.3 et 4.4. Cet ajustement reste globalement satisfaisant et confirme
le résultat de la normalité asymptotique énoncé dans le théoreme 4.2. Comme précédemment, nous
remarquons clairement ’amélioration de ’encadrement pour une taille d’échantillon n élevée, et
I'influence de la censure surtout pour n petite. Ce constat confirme nos résultats théoriques.

FIGURE 4.5 — Intervalles de confiances de I'estimateur de la densité W (4.3,1.3), pour PC' = 20%),
n = 100,n = 500 et n = 1000 respectivement.

FIGURE 4.6 — Intervalles de confiances de l'estimateur de la densité W (4.3,1.3), pour PC' = 40%),
n = 100,n = 500 et n = 1000 respectivement.

67



Conclusion Générale

Dans cette theése, nous nous sommes intéressés a 1’étude des modeles non paramétriques dans
le but d’estimer la fonction de densité et le taux de hasard. Les résultats que nous avons établis
sont liés aux propriétés asymptotiques des estimateurs a noyaux asymétriques pour un modele de
censure a droite.

Notre intérét a dans un premier temps, porté sur 1'utilisation de la technique de lissage par le
théoreme de Hille appliqué sur l'estimateur de Kaplan-Meier pour obtenir un estimateur lisse de
la fonction de répartition dans le cas i.i.d et censuré a droite. Nous avons établi la convergence
uniforme presque siire avec vitesse de notre estimateur en employant les VC-classes.

Nous avons considéré dans un second temps le probleme d’effet de bord pour la fonction de
densité et taux de hasard. Nous avons proposé un nouvel estimateur a noyau asymétrique pour
la fonction densité performant aux bornes lorsque la variable d’intérét est sujette a une censure
aléatoire a droite. En conséquence, deux nouveaux estimateurs de la fonction taux de hasard sont
suggérés, le premier en divisant I'estimateur obtenu de la densité par notre estimateur lisse de la
fonction de répartition et le deuxieme en utilisant I'estimateur classique de Kaplain-Meir. Nous
avons établi la convergence uniforme presque siire sur un compact de nos estimateurs en quan-
tifiant la vitesse, puis leurs normalités asymptotiques et nous avons donné l'expression explicite
des termes asymptotiquement dominants du biais et de la variance. Une conséquence directe de ce
dernier résultat est la construction d’intervalles de confiance asymptotiques ponctuels dont nous
avons étudié les propriétés a travers des simulations. Une large étude numérique sur données gé-
nérées a été entreprise dans le but de renforcer notre résultat théorique. Nous avons appliqué la
nouvelle approche sur un exemple de données réelles liées a un cancer de la peau.

Perspectives

Comme suite de ce travail et quelques travaux envisageables, et en relation avec cette these,
nous envisageons de :
e établir des résultats de type Berry-Esseen afin de quantifier la vitesse de convergence de la
normalité.
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e Etudier lerreur quadratique moyenne intégrée (MISE), pour cherche les parametres théo-
rique optimaux par les différentes méthode de sélection comme la validation croisée.

e Adapter nos résultats au cas d’'une autre fonctionnelle comme par exemple : la régression,
la densité spectrale, quantiles, ou au cas d’un type de dépendance tel que 'association et

I’a-mélange.

e Etendre nos resultats au cas de données tronquées, tronquées et censurées, ou doublement
censurée.

e Aussi peut étre aller vers des études de fonction de répartition, et de densité conditionnelles.
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Annexe

Ecriture additive de ’estimateur de Kaplan-Meier

L’estimateur de Kaplan-Meier F), est une fonction étagée, croissante, et continue a droite, qui
ne saute qu’aux instants de varie durée de vie. Donc on peut 1’écrire sous forme additive, comme
une moyenne pondérée de termes identiques ou le poids est lié a la censure, comme suit

Fo(2) =3 Wi Ly}
i=1

avec les poids W; ce sont les sauts de ﬁ’n() aux points Y{;). Ainsi pour ¢ = 1,...,n nous avons

Wo = F.(Y) - Fu(Y)

( I < 1 )5@)) ( 1 ( 1 )%‘))
= [1- l— — e L=
IR N A P N T

1 5(.7‘) 5(i)
= 11 1-— I—({1-—"2—
YY) n—j+1 n—1t+1

o (1= £ (Y))
n—i+1 '

avec F,(t7) dénotes la limite & gauche de F,(.) at t.

Classes de Vapnik-Cervonenkis (V-C classes)

On se donne un espace métrique (7', d) et un € > 0. Le nombre de e-recouvrement de Iespace
métrique (7', d) noté N (T, d, €) est défini comme le nombre minimal de boules ouvertes d de centres
dans T et de rayon e, requis pour couvrir I’ensemble E. Une classe de fonctions mesurables H sur
I'espace mesuré (S,S), est une V-C classe de fonctions par rapport a l’enveloppe H s'il existe
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une fonction mesurable H presque partout finie avec |h| < H pour toute fonction h € H, et des
nombres réels A et v tels que :

A v
N, |l 2oy el H 12ge)) < (£)
pour tout € € (0, 1) et toute mesure de probabilité P sur (S,S) pour laquelle :
/ M? dP < o

Pour approfondir cette notion de V-C classe, vous pouvez consulter le livre de Pollard (1984) [57].

Lemme 4.3. (Giné and Guillou (1999), Lemme 3)
(a) SiH est finie alors H est une V-C' classe par rapport a l'enveloppe max {|h|: h € H}.

(b) SiH={hy:x€ J} ouJ est une partie de R et 0 < h,(s) < hy(s) pour tout x <y et s € S,
alors H est une V-C classe par rapport a H = sup{|h|: h € H}.

(c) SiH; et Hy sont deux V-C classe par rapport a Hy et Hy respectivement, alors {hy + ha : hy € H;};
{h1 — ha : hy € H;} sont des V-C classes par rapport a (Hy + HQ)%.

Pour la preuve de ce lemme, veuillez consulter 1'article de Giné and Guillou (1999) [38]. L’in-
égalité qui va suivre est celle de Talagrand.

Théoréme 4.3. ( Giné and Guillou (2002), Théoréme 2.1) Si F une V-C classe mesurable et
uniformément bornée de fonctions. Soit 0% et U des nombres telle que o®> > supVarpf,U >
feF

sup Varp||f||lo €t 0 < o < U. Alors, il existe une constante B, et des constantes C,et L, ne
fer

dépendant que des caractéristiques A, et v de la V-C classe, telle que

- U
P{|3; e - Btr@)|| =t < pew -1 Lo t ;
i=1 F AU
L <ﬁ0+U\/log2>
avec
t>C Ulogléla(]—l-\/ﬁa\/logfg] .
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