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Introduction

La science s’est imposée comme une grande aventure intellectuelle. Il faut, pour s’y
engager, une brillante imagination créatrice, tempérée par une discipline stricte, fondée
sur un noyau solide d’observations concrétes; la science a attiré certains des meilleurs
esprits dans toutes les civilisations qui se sont développées jusqu’au stade ou elles étaient
capables de relever par cette voie le défi de la nature. Car la science ne se réduit pas & une
simple collecte de faits, bien que celle-ci soit une nécessité ; c’est un systéme de corrélations
logiques de ces faits, permettant d’étayer une hypothése ou une théorie. Cette derniére est
elle-méme affectée par la perspective générale de 1’époque ot elle est formulée. La théorie
doit étre assez robuste pour attirer des esprits habitués a la pensée logique et, en méme
temps, assez ouverte pour laisser place & des développements et ajustements, a la lumiére
de découvertes ultérieures [1]

La physique théorique est la premiére science a avoir utilisé les mathématiques : elle
s’attache a décrire et & prédire les résultats sous forme d’expressions mathématiques. La
formulation abstraite des phénomeénes physiques a débuté en Greéce il y a plus de 2000
ans, avec la loi décrivant la poussée d’Archiméde. La notoriété scientifique tient a peu de
choses, les véritables début de la physique théorique sont un peu plus tardifs ; on peut les
associer aux lois de Kepler et surtout a leur explication par les lois du mouvement et de la
gravité due & Newton qui est le premier & avoir développé une formulation mathématique
rendant compte de la réalité physique [2].

Jusqu’a 1880, la physique a atteint un état de maturité assez encourageant ou la
plupart des phénomeénes connus pouvaient s’expliquer par la mécanique Newtonienne,
la théorie électrique de Maxwell, la thermodynamique et la mécanique statistique de
Boltzmann. Seules quelques données ou phénomeénes demeurait inexpliqués, comme la
forme des spectres des solides et des gaz.

Cependant, une série de découvertes remarquables au cours de la fin du 19°"¢ siécle
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venait remettre en question les bases de la physique classique : L’effet photoélectrique, le
rayonnement du corps noir et I'effet Compton. Ces découvertes ont poussé les physiciens
a développer de nouvelles théories capables d’apporter des explications a ces phénomeénes.
Deés lors, deux grandes théories ont vu le jours : la théorie quantique et la théorie de
la relativité. Ces deux derniéres, qui permettent d’expliquer les découvertes précédentes
et de conduire & de nouvelles découvertes, modifient en profondeur les concepts de la
physique et notre perception du monde. Toute les ambiguités ont été levées grace aux
travaux de Louis de Broglie qui a introduit la notion de dualité onde-corpuscule, et & ceux
d’Erwin Schrodinger et de Werner Heisenberg qui ont bati respectivement la formulation
différentielle de la mécanique quantique et son formalisme matriciel. Selon ce dernier, les
variables physiques comme la position ¢ et le moment p, ne sont plus représentés par des
nombres mais par des matrices ; alors que dans le formalisme de Schrodinger [3] I'état d’un
systéme quantique est décrit par une fonction d’onde solution d’une équation différentielle
du second ordre.

C’est en s’inspirant des travaux de Dirac [4], que Feynman a pu construire un troisiéme
formalisme basé sur le principe de la superposition [5, 6]. Dans cette théorie, on convient
d’attribuer a chaque trajectoire une phase régie par le lagrangien classique du systéme
physique étudié. L’amplitude de probabilité pour aller d'un point espace temps (x',t’) a
un autre (x”,t”) est proportionnelle & '’exponentielle d’une action. L’amplitude totale,
appelée propagateur, est la somme des amplitudes relatives & tous les chemins possibles.

Le formalisme de Feynman présente de nombreux avantages; sa formulation lagran-
gienne lui permet en effet, de traiter indifféremment les problémes dépendant et indépen-
dant du temps [6-8] et s’applique ainsi, aisément en mécanique quantique relativiste et en
théorie des champs [9)].

L’application du formalisme des intégrales de chemin aux problémes de la particule
libre et de l'oscillateur harmonique s’est faite avec succeés. Cependant, ce formalisme a
rencontré des difficultés énormes dans ’étude de ’atome d’hydrogene. 11 a fallu attendre
I’année 1978 pour que ce probléme soit résolu avec I'introduction d’une nouvelle transfor-
mation dite de Duru-Kleinert [10]. Dés lors, de nombreux travaux ont été réalisés et ont
permis a ce formalisme de se développer d’avantage avec ’élaboration de nouvelles tech-
niques de calcul. En plus des intégrations successives, nous pouvons citer la méthode po-

lygonale [11], Papproximation semi-classique [12], les transformations spatio-temporelles,
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les méthodes faisant intervenir la théorie des groupes [13] etc...

Nous pouvons en outre, classer ces techniques en deux types : celles qui conduisent a
des calculs simplifiés via les transformations espace-temps, et celles qui transforment le
probléme initial en un probléme relativement simple avec une restriction sur le domaine
de variation des paramétres du potentiel étudié ( méthode CES ) [14, 15]. Pour les cas
traités exactement, nous pouvons citer les potentiels de Coulomb [16], de Poshell-Teller
[17], Rosen-Morse [17], Morse|[8]|, Maining Rosen [18].

Les intégrales de parcours trouvent également un champ d’application en physique
statistique [19], physique des solides [8] et méme en économie [19].

Malgré les résultats encourageants obtenus grace a I'introduction des transformations
spatio-temporelles, certains cas restent jusqu’a présent insolubles. Il a fallu, alors, déve-
lopper des méthodes d’approximation capables d’approcher au mieux les résultats exacts.
Nous pouvons citer parmi ces techniques, celle de Feynman-Kleinert [19, 20]. Un traite-
ment perturbatif [21] a permis, récemment, d’améliorer de maniére sensible les perfor-
mances de la méthode initiée par Feynman et Kleinert.

Nous nous proposons de développer, dans le présent travail, deux nouvelles techniques
de calcul. La premiére a pour domaine d’application le formalisme de Feynman, alors que
la seconde a pour base le formalisme de Schrodinger.

Les potentiels auxquels nous avons appliqué ces techniques, sont utilisés comme modéle
mathématiques dans la description de phénomeénes rencontrés aussi bien en physique qu’en
chimie.

Le premier chapitre de cette thése est un exposé succinct sur les concepts et les notions
fondamentales du formalisme des intégrales de chemins. Une application a 'oscillateur
harmonique a été présentée.

Nous présentons, dans le deuxieme chapitre, le calcul de 1'énergie de 1’état ”s” ainsi
que la fonction d’onde associée dans le cas du potentiel de Bargmann, dans le cadre du
formalisme des intégrales de Feynman.

Cette these comporte un troisieme chapitre consacré a 'application d’une méthode
de calcul inédite, dans la détermination du spectre des énergies pour trois familles de
potentiels. L’idée de base de cette technique de calcul consiste en la séparation du potentiel
étudié en deux parties : la premiére est un potentiel Q.E.S alors que la seconde sera

considérée comme une perturbation.
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La particularité des potentiels Q.E.S apparait dans le fait que leur équation de Schro-
dinger, n’admet de solutions exactes, que dans les cas ou certains parameétres de ces
potentiels sont assujettis a des contraintes [22-28]. De tels potentiels sont habituellement
utilisés dans 1’étude des systémes perturbés rencontrés en physique des particules [29], en
théorie quantique des champs [30, 31] et dans I’étude de la structure nucléaire [32]. Nos
résultats seront confrontés a ceux calculés numériquement.

Enfin, nous terminerons cette étude par une conclusion.



1€7¢ Partie



Chapitre 1

Concepts et généralités sur le

formalisme de Feynman

1.1 Dualité onde-corpuscule et expérience de pensée
de Feynman

Au début du 20" siécle, des faits expérimentaux nouveaux tels le rayonnement du
corps noir, 'effet photo électrique et 'effet Compton ont mis en évidence le caractére
corpusculaire de la lumiére. Ces constatations ont permis a Louis de Broglie d’énoncer
son principe de dualité, qui stipule que dans le monde quantique, les objets possédent un
double comportement : ondulatoire et corpusculaire.

Inspiré de I'expérience des interférences de Young, Feynman [6] a imaginé un dispositif
expérimental dans lequel la source lumineuse est remplacée par un canon a électrons. Ces
électrons sont captés par un détecteur placé a différentes distances x du centre de 1’écran

E comme le montre la figure 1.

Figure 1 : Expérience de Feynman
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Les résultats enregistrés sur I’écran E sont représentés sur la figure 2 :

P1(x)

P1(x) Pa(x) b JEx) P(x)

Figure 2 : Résultats enregistrés

P(z) donne l'intensité enregistrée par le détecteur le long de I’écran lorsque les deux
fentes sont ouvertes.

Py (z) représente U'intensité enregistrée en fermant la fente 1 et en laissant la fente 2
ouverte.

Py(x) concerne le cas o nous ouvrons la premiére fente et en laissant la seconde
fermée.

Les résultats obtenus nous permettent de constater que :

P(x) # Pi(z) + Py(x) (1.1)

Ceci nous conduit a conclure que les électrons ont un comportement ondulatoire.
Dans le but de donner un sens physique a ces résultats, Feynman a introduit la notion

d’amplitude de probabilité complexe ¢(x) o P(x) n’est autre que son module au carré :

P(z) = |¢(z)[* (1.2)
D’ou :

(1.3)
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I’amplitude de probabilité pour que I’électron tombe en un point situé a une distance
x du centre de I’écran, est donnée par la somme des deux amplitudes ¢, (z) et ¢,(z).

L’expérience précédente peut étre étendue au cas d’un écran comportant un grand
nombre de fentes. L’amplitude de probabilité totale, correspondant a tous les chemins
possibles, est donnée par la somme des contributions des amplitudes partielles relatives a
toutes les fentes.

Feynman a appliqué ces résultats au cas d’une particule se déplagant d’un point espace-

temps (2/,t') a un autre (x”,t").

xX'.t) @ > e (X' .,t)

sur tous
les chemins
possibles

1.2 Construction du propagateur

Considérons deux points espace-temps (2/,t') et (2”,t"), et divisons lintervalle de
temps [t', "] en N intervalles égaux et de largeur ¢.

Posons : = z(t) et " = x(t")

Sachant que 2’ et 2”7 sont fixes, il est évident que 02’ et dx” soient nulles.

Pour un intervalle de temps infinitésimal ¢, le propagateur d’une particule soumise
a un potentiel V (), et se mouvant entre deux points trés voisins peut s’écrire comme

33, 34] :
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K(xn—&—latn—&-l; xnatn) = K({L‘n+1,$n; 5)
2inhe] M2 ie |m (xp1 — xn)2
[ m } eXp{ I [2 g2 Vi@n) 2

Nous savons par ailleurs, que les deux fonctions d’onde W (x,,11,t,11) et ¥ (z,,t,) sont

reliées par :

v (:L‘n—&—l, tn+1> = / K (l‘n+17 tn-‘rl y LTy tn) v (mnv tn) dl’n (16)

Nous pouvons ainsi construire de proche en proche le propagateur global via les pro-

pagateurs partiels correspondants aux N intervalles de temps infinitésimaux ¢ ,

K@ 0dot) = [e) e |1 S @ 0)] (17)
ou la mesure ® et I'action S sont données respectivement par :

~1/2 N-1

D (t) = [2i;h€] H [ mdxill/z
S(z(t) = ;S(xn,xnl;e) = Zl [% M eV (z)

Notons qu’a la limite classique, i — 0, les arguments %S (x (t)) deviennent importants
de sorte que leurs contributions dans le propagateur s’annulent mutuellement. Le terme

dominant dans ce cas, correspond au chemin classique.

1.3 Représentation du propagateur dans ’espace des
phases-produit de Lie-Trotter

Le propagateur K peut s’écrire en fonction de I'opérateur d’évolution dans le temps

de la maniére suivante :

K (z,t; o' 1) = (x| exp [—%Tﬁ} |2 (1.8)
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avecHz%—l—V(:L‘)etT:t—t’.

Nous pouvons mettre le propagateur sous forme d’une intégrale multiple de Riemann

de dimension N, en décomposant ’opérateur d’évolution en un produit de N opérateurs
infinitésimaux ( produit de Lie-Trotter) [35]

oo~ L [ v}

Il en découle :

h N

i Lo [ STy [TV

_— (1.10)

D2 , N
K (z,t; ' t') = i (x| {exp [— 217?75N} exp {— M] } |z') .

En injectant (N — 1) fois la relation de fermeture [ |z;) da; (x;| = 1, dans expression
(1.10), nous aboutissons a :

h N

K (z,t; 2',t') = lim /Hexp[ ZTV@")} (xn|exp[ i P ] |Zp_1) Hd:cn,

(1.11)

injectons la relation de fermeture de ’espace des impulsions dans I’expression de 1’élé-
ment de matrice de l'opérateur énergie cinétique

iT P? iT P?
<xn| exp (— 2hm N |xn71> = <'Tn| €xp

2hAmN } ) (Pnl Za-1) dpn, (1.12)

nous obtenons apreés intégration

T P?
(x| exp {— ‘

| - 1 /OO 1 T
2hmN| YT onn 7ooexp m

oo e=T/N

La substitution de (1.13) dans(1.11) nous conduit a
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rogt . m N/2 i - m 2 m
K (wtalt) = Jim |50 /"'/GXp ﬁ;[g (0 = 0a)* = e V ()] de
(1.14)

Nous pouvons également écrire le propagateur sous une forme hamiltonienne :

K (ot o ) — Jim {%]N/.../exp [%i [pn(:cn—xnl)—€<% +V(%)>H

N-1 N "~
< [ dzn ] ] dpn (1.15)
n=1 n=1

ou encore,

K (2, 1; x',t')—/---/exp {% /t: (pic — H (2,p)) dt| D (t) Dp (1) (1.16)

I1 est intéressant de souligner que la forme hamiltonienne donnée par (1.16), s’adapte
mieux aux problémes faisant intervenir des contraintes [36] (exemple : particule confinée

dans un secteur, rotateur rigide etc...).

1.4 Passage du propagateur a la fonction de Green.

Comme nous 'avons vu précédemment, le propagateur peut étre exprimé en fonction

de 'opérateur d’évolution dans le temps comme suit :
K(I”,t”; $,7t,) — <JI”| U(t”,t/) |ZL',> , (117)
ou U(t”,t") est donné par :

Ut t') = exp [— H — t’)} : (1.18)

ST

avec : T =1t" —t
Il est par ailleurs possible d’extraire le spectre d’énergie ainsi que la fonction d’onde

correspondante d’un systéme physique donné, & partir de la fonction de Green. Cette
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derniére n’est autre que la transformée de Fourier du propagateur. En effet,

G2, F) = - /dT S EHET/R K (27 2. T), (1.19)
0
ol € est une constante positive.
cette fonction vérifie la relation :
(ff_r - E) G(2",2', E) = 6(z” — a). (1.20)

La relation (1.18), nous permet d’écrire :

1
G, 2 E) = (2" ——— |2’ 1.21
(@ B) = (7] e (121)

en introduisant la relation de fermeture sur les kets |n,[) dans I’équation (1.19), il vient,

Gz, 2 E) = % / > AT (27| n, 1) (n, 1] e PO/ TN 7 (1.22)
0 n,l

ou encore,
= X i (z') Xn,l (z7)

G 7 /E —
(¢ B) = 30 N

(1.23)

Xn, (%) est la fonction d’onde relative a I’énergie propre E, ;. Il est également possible

d’arriver a x,,, (z) et E,; & partir de la relation :

K(2", 7,2, ) Zan ) Xy (27) = Pt TI0 (1.24)

1.5 Application au cas de l’oscillateur harmonique

Le propagateur relatif a I'oscillateur harmonique est donné par [8] :

muw 1/2 mw z'a
K ((x,2; T) = (—) - ”2 ) cot wT — 2 1.25
(@, 2 1) 2mih sinwT exp{ 21h {(m + o) cotew sinwT (1.25)

Pour 2”7 = 2/ = x la relation précédente devient,

mw 1/2 imwz?
K(z2:T :< me ) 1 —coswT 1.26
(2,25 T) 2mih sinwT exp{ hsmwT[ cose ]} (1.26)
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la fonction de Green correspondante s’obtient via la relation (1.19).

En intégrant le propagateur (1.26) par rapport a la variable x, nous obtenons :

1
K(r,;T)dr = ————
/ (w2 T) do 2isin (wT1'/2)

efin/Q

. — 1.27
1 — e—sz ( )
le développement :
1 ~ —tnwT
R —Zoe (1.28)
nous permet d’arriver a :
e 1w T/2 Ze—sz(n-i-l/Z (1.29)
1—e 1_ —iwT '

En identifiant (1.24) & (1.29), nous obtenons l'expression de I’énergie F,,

E, = hw(n+1/2) (1.30)

. - v . <tra; .
Le spectre des énergies étant connu, nous pouvons maintenant extraire les fonctions
d’onde correspondantes en utilisant une autre écriture du propagateur (1.25) . Ceci devient

possible en remplacant sinw7' et coswT par :

ein ( 1— 672in)

sinwl = -
21
et
wT 1 2iwT
coswl = e (Lte )
2
Le propagateur devient :
mw\ 1/2
K (27 /; T — (_) sz/Z 722&)T 1/2
(0,05 ) = (B2) 7 erietia(q - et
mw o (1_‘_672sz) - efin

En utilisant les développements suivants :
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(1—x)‘1/2:1—|—§—|—.... et (1—z)'=1+2+... pour |z|<1

Nous obtenons,

12 1 .
K(z’,2";T) = <%> e W2 (] 4 Ze 2T 1)
mh 2
1 . .
X exp{m—hw[—§ (272 +2?) L+ e N1+ +..)
+22 e T (14 72T + )]} (1.32)

Le développement de ’expression ci-dessus a ’ordre deux conduit a :

12 1 .
K(J}”,J}/; T) _ (T;) e—sz/Q(l + §G—szT) exp[_rgg (an + JIIZ)]
N 2 ” ;
x[1 — mhw (xnz —i—a:’2) o2l muw P
2 2 2 ” N
T2 el (1.33)

2
Nous savons en outre, que le propagateur peut s’écrire comme :

o0

K(I”,t”,fl},,t/) _ ZX; (l’,) X, (xn)e—z‘EnT/h (1_34)

n
avec E, = hw(n +1/2)
ainsi, nous pouvons, par identification, extraire les fonctions d’onde de 'oscillateur

harmonique.

1.5.1 Pour I’état fondamental (n =0) :

nous avons Ey = (1/2)hw comme énergie. A partir des équations (1.33) et (1.34), nous

pouvons tirer par identification,

mw\ 1/2 muw
(25) el

— o ([E”Q +{E/2)]€_in/2 _ XEk) (I/) Xo (l’”) e—iEoT/h (135)

d’ou alors,
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Yo () = (%)M exp {— m;f] (1.36)

1.5.2 Pour l’état (n=1):

I'énergie est donnée par F; = (3/2)hw. De la méme maniére que précédemment, nous

avons & partir des équations (1.33) et (1.34)

x'x” exp

(muJ)l/? 2mw

- - w (x”2 —|—x'2)]e_%i“’T = x5 (@) xq (27) e~ BT /h (1.37)

[_m
2h

d’ou

mw\/4 [2mw mw?
x1(z)= <ﬁ> 7 & eXD [— o7 } (1.38)

1.5.3 Pour l’état (n =2):

Dans ce cas Fy = (5/2)hw. En comparant les équations (1.33) et (1.34), nous abou-

tissons a :
1/2 1.2 2 .
(%) exp[—% (272 + x'2)]§( ”;iwxﬁ — 1) Tr;;wx/Q _ 1)6—ng
= X5 (@) xp (a7) e P BRT/N (1.39)
d’ou alors,

Yo () = (%)l/4 \/IQ(Q”;%? ~ 1)exp {— m;“’hxz} (1.40)

Les fonctions d’onde obtenues sont en accord avec celles que donne la mécanique
quantique standard. Nous rappelons que la résolution de I’équation de Schrodinger pour

I'oscillateur harmonique, conduit & :

1= () i (o ()

ou les H, () sont les polynoémes d’Hermite [37].

avec : Hy(z) =1, Hy (z) = 2z; Hy (x) = 42% — 2;......



Chapitre 2

Traitement du potentiel de
Bargmann dans le formalisme des

intégrales de chemins

2.1 Introduction

Plusieurs travaux réalisés durant les derniéres décennies, avaient pour but la recherche
en mécanique quantique non relativiste, de solutions exactes pour I’équation de Schroédin-
ger relative a des formes de potentiels compliquées. Le gain d’intérét que revétent de tels
travaux, provient du fait que les solutions exactes obtenues, serviront a tester la fiabilité
aussi bien des méthodes perturbatives que des méthodes non perturbatives utilisées en
physique [38, 39].

D’autre part, le formalisme des intégrales de chemin qui représente une autre for-
mulation de la mécanique quantique, a permis d’étudier d’'une maniére satisfaisante, les
problémes de la particule libre, de oscillateur harmonique etc...[6]. Cependant, I’appli-
cation de ce formalisme au cas de 'atome d’hydrogéne s’est avérée difficile; il a fallu
attendre plusieurs années pour que ces difficultés soient surmontées avec 'introduction de
la transformation espace-temps de Duru-Kleinert [8, 10]. Dés lors, de nombreux potentiels
ont été étudiés exactement [40, 41, 42] via les transformations de coordonnées et de temps.

Ce chapitre est consacré a la détermination, dans le cadre des intégrales de Feynman,

du spectre des énergies ainsi que les fonctions d’onde correspondantes relatifs au potentiel
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de Bargmann. Ce dernier a pour expression :

1 [BB=De™  Aew
ka? | (1 —ea)2 l—ea

Vi(r) =

(2.1)

ou k, a et 3 sont des parameétres.

Il est largement utilisé dans la description des vibrations des molécules diatomiques,
et constitue, également, un bon modéle dans la description de nombreux phénomenes
physiques. Ce potentiel a déja fait 'objet d'une étude détaillée dans le cadre du formalisme

de Schrodinger [43].

2.2 Ecriture du propagateur partiel pour le potentiel
de Bargmann

Comme le potentiel de Bargmann est central, il est possible de séparer son intégrale
de chemin en deux parties : I'une radiale et 'autre angulaire. Les coordonnées polaires
semblent les mieux appropriées pour étudier ce probleme. Plusieurs cas similaires ont été
traités [44, 45] moyennant d’autres techniques. Nous pouvons citer comme exemple, le
potentiel de Hulthen ou Cai et al [41] ont converti 'intégrale de chemin radiale, pour
[ = 0, en une intégrale angulaire dans S® ou les variables angulaires décrivent une variété
de groupe de la symétrie dynamique. Les résultats concernant ce potentiel, nous serviront
dans la discussion de la qualité de nos résultats. En effet, il est possible de passer du
potentiel de Bargmann a celui de Hulthen en posant 3 = 1.

Le propagateur relatif au potentiel de Bargmann, entre deux points espace-temps

(r',t') et (r”,t”), a pour expression [§] :

K(r 750 ) = @21+ 1)) K, 05, 1) Qu(0, ) (2.2)
=0
ou
N M %N—l
KI(T”,t”;T/7t = hIIl /Hexp{ :| H |:27T2h5:| | dTJ (2 3)
7=1 7=1
M 11+ 1) B(B—1) 2 T
S':—A‘2— earv __eart
avee J 2e ( TJ) +2MT]‘T]‘_18+6< ka? (17677])2 ka? l—e a

Arj=rj—rj,e=t;—tj_q, t' =ty et t” =tn,
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Les fonctions Q;(0, ¢) s’expriment en fonction des harmoniques sphérique Y™ (6, ¢).

Nous savons par ailleurs, que la fonction de Green relative & un propagateur nous
permet d’extraire & partir de ses poles le spectre des énergies, et les fonctions d’ondes
correspondantes & partir des résidus aux poles. Cette fonction qui n’est autre que la

transformée de Fourier du propagateur K;(r”,7’;7), est donnée par :

iET

G(r’,r' FE) = %/6 D

Ki(r”,r';7)dr (2.4)

ou 7=t" -1l

Lorsque 7 tend vers zéro, nous pouvons approximer K;(r”,r’;7) par :
Ki(r,r's 1) =6(r" — 1) (2.5)
Il en découle,

Fi(r, 470, 1) = 37 X ()i (1)l 7 0, (2.6)

ot X;,,(r) est la fonction d’onde radiale.
Dans le but de calculer I’énergie propre relative a la fonction d’onde propre de 1’état

s, réécrivons ’équation (2.4) comme suit :

GO ' B) = (i) / P, s 7)dr (2.7)
ou
N ’L N M % N—1
» 1 T
A = i [ TTeo [203) 1T [ 52| TLon (28)
7=1 7j=1 7j=1
avec

Ceci conduit a :

l

Ki(r 17 7) = (27T7’L)1//B(7“”,7"’;T’) exp[ > i (7 —t')} dEdr’ (2.10)
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2.3 Transformation des coordonnées d’espace et du
temps

Nous introduisons souvent une transformation de coordonnées suivie d’une trans-
formation locale du temps afin de rendre 1’étude beaucoup plus accessible. Effectuons le

changement de coordonnée d’espace suivant :
1
r=—aln |:§(1+COSH):| (2.11)

ou encore

r=—2aln [cos(g)] (2.12)

avec

r € [0,00] et 8 € [0,7|

ceci nous conduit & une nouvelle expression pour le potentiel (2.1) :

V(0) =V Cotz(g) +W cot4(g) (2.13)
avec
4 _BB-1
Vo = ka? ot Vi = ka?

Afin de ramener le terme énergie cinétique a sa forme standard, faisons une transfor-

mation locale du temps de la forme [8, 40] :

t— s ds=F(r)dt (2.14)

Nous nous sommes contentés dans le développement de ’action partielle S;, que des
termes en ¢ et en £2; les termes d’ordre supérieur auront une contribution nulle dans le

calcul de ’action finale du propagateur.

ATj)z
22

résultat [35, 46, 47] ci-dessous pour le mettre sous une autre forme :

Le terme énergie cinétique étant de la forme , nous pouvons alors utiliser le
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C
/ 2*" exp [—a12® + asa® + Byat + Byxt + 0 [2°]] do
0

¢ 1 3
= / 7" exp [—0411:2 + §a2a1—1 + Bzt + 152041_2 +olar?]| do (2.15)
0

ol ¢ est une constante positive et n un entier. Nous pouvons exploiter ce résultat en
-1 _ o )
posant o) = € et © = Ar;.
. N 4 . . . I
Ainsi le terme 3, (Ar;)” apparaissant dans l’action discrétisée S; se transformera en

%5204I2-
En posant g(f) = —aln [1(1+cos)],0; =1 (0,4 0,_1) et Ar; = g(0;) — g(6;-1),

le développement en série de Taylor de Ar; nous conduit a :

Ar; = g'(6;)70; + igm(éa‘)?’ <A9j>3 +0 [(Aejf’]

(A1) = (0,080, + 2 F(0) (6,)(A0,)* + o [ (80, (2.16)

avec

Notre transformation locale du temps s’écrit comme :

e=p(rj)p(rj-1)o; (2.17)

. . 4 . s . o . T g
Cette transformation doit néanmoins vérifier la condition fo dt = fo p*ds ou encore

r=p(")p (7)o

Nous pouvons également écrire :

f(05) = f(0;)f(0;-1) (2.18)

ce qui conduit & :

N
—
SN
<
S~—
Il
-
—
SN
<.
S~—
+
W=
-
~~
Sl
<.
SN—
=
—
Sl
N
|
iy
[\
—
Nl
Q.
S—
—_
-
SN
<.
S—
[\
_l_
)
| —|
D
SN
<.
S—
w
—_

(2.19)
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Il est commode, pour la suite des calculs, de remplacer le terme (A6;)? par :

(AG;)? =8 {1 - cos(% (A@-))} + % (Aej)4 +o((A0,)). (2.20)

En substituant (2.19) et (2.20) par leurs expressions dans (2.16), il vient,

(80))| + 45 [P0 + 12720 - 816 @] (80,)"
(2.21)

DN | —

(80,2 = 872(0,) 1. cos
La transformation (2.11) nous conduit aux dérivées de f(#) a différents ordres :

[6;) = §(6)) = atan(;6))

» 1 1
F'0;) = g (6;) = Fasec’(56;)
F6) = o (6;) = gatan(56,) sec’(36))

~

en tenant compte du fait que : [fQ(Hj)] = f(0,;)f(0;_1) et pour [ = 0, action (2.9)

devient :

4Ma? 1 ~
Wj = a [tanQ(

593»)} {1 - cos(%mj)}

| M tan*(39;) {1 - [se&(%ej)] 43 {cs&(%ej)} } (Aej)4

96¢

~ ~

+Voe {coﬁ(%ej)} + Ee —Vie {cot‘*(%ej)} . (2.22)

Nous pouvons, d’autre part, mettre le potentiel transformé (2.13) sous la forme suivante :

V(b;) = W [cot2(%9j)r+vl [cotQ(%gj)Nr

- ifrodan] s el foet ()] e
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4
La relation (2.15) nous permet en outre, de transformer le terme en (Aﬁj) comme suit :

h2e [

I e T

et si nous tenons compte de la transformation locale du temps,

7 =3¢ {coﬁ(-ej)} - (2.25)

I'action WW; devient :

2
W, = (Ma ) [1 —cos(%AHj)] + Ao

9j
1 - 1 -
X {se02(§9j)} + B'o; {csc2(§0j)} + E'o; (2.26)
avec
A=4F + i B = 5 AV, E' =4V, — AE i + 4V,
B 8Ma2' "~ 8Ma?> b 8 M a? b

Les transformations espace-temps (2.12) et (2.17) conduisent également, & une nouvelle

écriture de la mesure :

N N-1 1 1
M o 1. 1 12 Ma* |2
jli[l [27”'715] H dr; =a [cot(éﬁ ) cot(§0 )} {8m’ho]} db;. (2.27)

Jj=1

VI

2.4 Calcul de l’intégrale de chemins dans S° :

Le but recherché a travers une transformation spatio-temporelle est le passage d’une
intégrale fonctionnelle difficile & calculer a une nouvelle forme plus maniable.

L’action (2.26) est similaire a celle de Poschel-Teller dont le groupe dynamique est
SO(3) [48]. Le groupe SO(3) se réalise en tenant compte du fait que S* = SO(4)/SO(3) .
Ces propriétés nous permettent de transformer notre intégrale de chemins & une dimension,
en une intégrale de chemin dans S® relativement facile a calculer. Pour ce faire, nous

utilisons 1’expression asymptotique suivante [47]
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N

/Ozﬂ exp [2ipar — z(1 — cos )] dov = (2m/z)% exp {— (4]?2 — %) /(2z)} (2.28)

ou p est supposé entier ou demi entier. Ceci nous permet d’écrire :

{exp K%) Agj[se&(%ej)y}

~ 1 on ~
= 2 {Ma2 lcos2 (%0])] /87rz'haj} / exp {21’190@ + (iMa®/ho ;) {cos2 (%@)} (1 — cosq;
0

et

{exp K%) B'aj[cs&(%ej)} N}

= 2 {Ma2 {Sinz (1@” i /8m'haj}é /0% exp {ziqﬁ + (iMa®/ho ) {sin2 (%9])} ) (1 — cos 5].)}

2
(c

avec

1

G _2AMa? /h2> )

—9Md?E/H?)* (2.31)

N | —

I
—~

q = % (i - 2B’Ma2/h2)2
= (B—-1/2) (2.32)

1
La solution ¢ = 3~ [ a été volontairement écartée car [ est un parameétre positif. En
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tenant compte des résultats (2.29) et (2.30), I'expression du promotor F;(r”, r’; 7) devient :

1 1 al i ~ 77 [ Ma ]2
» . - —1 —n - n” : ” 7 a0
P(r,r';1) = 4da cos(20)cos(29 ) 11_1f>nOo da”df /Eexp {hwa] 31;[1 {87?2’?10]}
N-1 1 1
|:4 SiIl(ﬁQj) COS(§8]'):| dé’jdozjdﬁj, (233)
j=1
ou
~ Ma? 1
w; = Ué [1 — cos (§QJ>} + E'oj + 2hpay; + 2hqp; (2.34)
j
et

1 1 1 1 1
cos (593) = cos (§0j> Cos (59];1> cos avj + sin (59]) sin <§9j_1) cos ;. (2.35)

Nous sommes, par conséquent, passés d’'une intégrale unidimensionnelle de chemins
ayant une forme compliquée & manipuler, & une nouvelle forme d’intégrale fonctionnelle,
a trois dimensions, mais moins difficile & intégrer. En exprimant les angles a; et 3; en

termes d’angles d’Euler :

1 1
;=3 (AY; + Ad)), ;= 3 (AV; — AD;) (2.36)

2w 2 1 2w 2
/ dOéj / dﬂj = - / d(I)] / d\IJ] (237)
0 0 2 0 —27

en posant &’ = ¥’ = 0, la relation (2.33) devient pour [ = 0,

et

1 1 2th
9 . -1 99 2 2
PQ(?“ ,T‘,, 7) = 2a COS(—26/> COS(—Q@ )exp |:<M 2) (b +p — 1/4)0‘:|

2 2 -~
[aw [ el 9+ i+ w97 90,0000
0 —

2

(2.38)

ou
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Noroarg2 18Nl
” ’ ”. 0
K(Q " v 0,0,0;0 —]\}gréo/nexp[ j} jlj[l |:87Tlh0']:| Hsm@ d0;d®;d¥ ;.
(2.39)
avec
~ Ma? 1 3h?
= 1— Y — | 0. 24
J ( 0_] ) |: COS(2 .7):| + <8Ma2) O-] ( O)
et
2Ma?
v = = (Vo + V4). (2.41)

L’isomorphisme entre S* et SU(2) [13, 50] conduit a I'intégrabilité de I'expression (2.39).

Aussi nous pouvons écrire [41] :

1 2ih
’ 9 ». Nl
K(07,8",97,0,0,0;0) 16W2 ZJ: (27 +1)CL, <cos(29)> exp {—MQQ (J+1)
(2.42)
ou la sommation s’effectue sur les valeurs entiéres et demi- entiéres de J.
En exprimant les polynomes de Gegenbaur Cj; (cos(3€)) en fonction des polynomes

de Wigner [51], il vient :

1 J
Cy; (COS(§Q)) = (J+1/2)7! Z exp (—ip (&7 — @) exp(—iv (¥ — V')

/’L7V:_J

J n gJ )
d,, (0 ) d,, (0 ) (2.43)

/7r a2, (6)] sin6df = 1
0

Les expressions (2.42) et (2.43) nous permettent, aprés sommation sur p et v, de

mettre Py(r”,r’,7) sous la forme suivante :

Po(r”, 7', 1) = 2a 'cos(=0') cos( 9” Zexp[ <

dpjj—qp q (¢) dzJ>+qp q (¢7) (2.44)

ou p et ¢ ont été définis précédemment.
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Comme les polynomes de Wigner dy ; (#) s’annulent pour J < max {|K [,| L[}, et
sachant que la valeur minimale de J dans (2.44) est p+ 5 — %, et que cette valeur annule
la fonction dy ; (), il est alors convenable d’écrire : n.= J — (p+ 5 — 3).

L’expression (2.44) devient :

1 Lo dihn’
” . _ -1 / 9
Po(r’,r'sT) = 2a 008(59 ) 008(59 ) E [— (Ma2 ) o(p— pn)]

n=1
n'+p—1/2x% N m'+p—1/2 5
Xdpw—%,p—mé (0>dp+6—§,p—6+§ (07) (2.45)
b2 12
avec P, = < 5 ZI ) et nf =n+p.
n

2.5 Spectre des énergies et fonctions d’onde :

Le calcul de Py(r”,r’; 7) nous permet d’arriver a ’expression de la fonction de Green,
qui n’est autre que la transformée de Fourier du propagateur. La détermination de cette
fonction de Green, nous permet de tirer, a partir de ses poles, tout le spectre des énergies ;
ses résidus aux poles conduisent aux fonctions d’onde correspondantes.

En substituant (2.45) dans (2.7), et en intégrant sur le paramétre temps 7, il vient,

Colr" i) — (4M “) sin(3#)sin(567) > 20/ (o )]

h2 2 n=1
n/—p+1/2x n o m —p+1/2 ”
Xdp+ﬁfé,p75+% (9 ) dp+/3*%7p*5+% (9 ) (246)
Oou encore
I 1 =1 D+ p
» . — 1 7 -
Golr™, 3 B) = 207 sinG0)sin0) D5 g
an’—p+1/2* (9/) dnl_P+1/2 (9’7> (247)

p+B—3.0—B+5 p+B—3.p—B+3

avec p = (—2Ma2E/h2)% P = (D2 —n'?) /2" et n' =n + .
Les poles de la fonction de Green (2.47) nous permettent d’extraire l'expression de

I’énergie F,,.
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B = {W — ",2)] 2 (2.48)

ou b? = 2Ma*(Vy + V1) /R%.
Pour calculer les fonctions d’onde associées, nous substituons ’énergie par son expres-
sion dans la relation (2.10).

Nous obtenons alors,

” ” : : 1 : 1 ” - 1 p+pn i 9
Ko(r”,r'; 07, ¢") = (i/2ma) 81n(§9’)sm(§0 );ﬁ/mexp (_ﬁE(t —t'))

n'—p+1/2% g —p+1/2 ”
dp+ﬂ—%,p—ﬁ+§ (Q)dp+ﬁ—%,p—ﬁ+g (07) dE (2.49)
I'intégration par rapport a la variable énergie F, nous permet d’arriver aux résidus

aux poles pour £ = E,,,

- 1 1.1 '
Ko(r”,r'st7 ') = ;Nﬁsin(éﬁ')sm(éﬁ”)ﬁexp (—%En(t”—t’)>

g () g (0] (2.50)

p+B—5.0—B+5 p+B—5.0—B+5

A
ou N2 = 2p,/an’, p, = (b* —n'?) /2n/; b* = 2Ma®(Vo + V1) /R%, nt = n + 3, Vy = a2
a

BB -1)

ka?
en identifiant (2.50) a (2.6) , nous obtenons :

et V] =

Xalr) = 2pnfan]? (L= e D)2 PN L (2057 e ) (250)

Nous pouvons via la relation ci-dessous [51], exprimer x,,(r) en terme des fonctions

hypergéométriques F(«, (3,0, z).

!

<m=%J&ﬂ%ﬁﬁ%vm7fwﬂf7ﬁﬁwmww 252

dl

m,m’

ol x = cos 3
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et
_I'n+a+1)
ol 4+ T(a+1)

P(a7/6/)(z) 1 4+ z

n

F(—n,n+a+ 3 +1,5 +1,

) (2.53)

P{*#)(2) étant le polynome de Jacobi.

Enfin x,,(r) devient :

1
T(n—2p+2)T(26+1)

\/P(n+25+1)r(n—2p+2)r(n—2p+25+1)

Xu(r) = [2pa/(aln + B))]"

_r\B _par
T (n+2) (1—eme) e

F(—n+2p, —1,n+2p, +1,2p, + 1,e7 %) (2.54)

Si nous posons k = = dans 'expression du potentiel de Bargmann, nous constate-
rons que les expressions (2.54) et (2.48) reproduisent le spectre des énergies ainsi que les
fonctions d’ondes associées obtenus par Millard [43] en étudiant le méme probléme dans

le cadre de la mécanique quantique standard.

2.6 Cas spécial

Nous pouvons ramener le potentiel de Bargmann a celui de Hulthen [41], en posant
£ = 0. En effet, pour cette valeur de 3, le spectre des énergies F ainsi que les fonctions
d’onde associées relatifs au potentiel de Bargmann, se réduisent exactement & ceux du

potentiel de Hulthen [41] :

et

1/2 1
Xn(T) == [2pn/(an)] / T (n _ 2p + 2) I (1)

F'n+1)I'(n—2p+2)'(n—2p+1) _pur
[ a
I'(n+2)
F(=n+2p, —1,n+2p, + 1,2p, + Le"«)
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Nous pouvons également noter, qu’il est possible de passer au potentiel de Yukawa en

2

faisant tendre le parameétre ” a ” vers l'infini (a — 00) et en posant Vy = Ze?/a.
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Chapitre 3

Nouvelle méthode d’approximation
basée sur les potentiels

quasi-exactement solubles

3.1 Introduction

De nombreuses méthodes de calculs ont été élaborées [52-57] dans le but de résoudre
I’équation de Schrodinger relative & un systéme physique donné. Néanmoins, il n’est pas
toujours possible de trouver une solution exacte aux problémes ol interviennent des po-
tentiels de formes compliquées [58, 59]. Dans de pareils cas, nous faisons appel a des
techniques de calcul permettant une approche plus ou moins réaliste du probléme étu-
dié [60, 61]. Nous pouvons citer parmi ces techniques, la méthode des perturbations,
la méthode variationnelle et les méthodes numériques etc.... Dans la méthode des per-
turbations, I’Hamiltonien du systéme se sépare en deux parties : Une premiere partie
prépondérante dont les fonctions d’ondes sont connues, et une interaction supplémentaire
supposée faible. Lorsque le terme perturbatif devient important, cette technique devient
inadéquate et la méthode variationnelle est la plus appropriée. Enfin, lorsque toutes ces
méthodes deviennent inadéquates, un traitement numérique de ’équation de Schrodinger
s’avére plus que nécessaire [62].

D’autres méthodes basées sur un traitement quasi-exact de 1’équation de Schrodin-
ger [63-65] s’appliquent a une grande classe de potentiels, pourvu que leurs paramétres

obéissent & certaines contraintes ; ce sont les potentiels Q.E.S (quasi exactement solubles
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). De nombreux travaux ont été réalisés ces derniéres années [66-70] en faisant appel a
cette technique.

Nous nous proposons de développer dans cette seconde partie de notre these, une
méthode de résolution plus générale que celle des Q.E.S. L’idée de base consiste & séparer
le potentiel étudié en deux parties : une premiére partie s’identifiant & un potentiel Q.E.S

alors que la seconde sera considérée comme une perturbation.

3.2 la méthode des potentiels ().E.S

Considérons la famille de potentiels donnée par :

V(r) = agr™ (3.1)

Nous pouvons considérer cette derniére comme une généralisation de potentiels an-
harmoniques souvent utilisés en physique. La particularité de cette famille de potentiels,
réside dans le fait que son équation de Schrodinger n’admet de solutions exactes que dans
le cas ou certains de ses paramétres sont assujettis a des contraintes.

Partons de 1’équation radiale de Schrodinger :

K_ﬁ_?iirzdé) . (W) B+ M)} Ri(r) =0 (3.2

2m r? dr 2mr?

Il est commode de poser :

Ry(r) = etm=h=1

L’équation (3.2) se met alors, sous la forme suivante :

2

o

11+ 1)

r2

UZ(T> + (2El - 2‘/(7“) - ) UI(T‘) =0 (33)

Choisissons pour 1’équation ci-dessus, une solution de la forme :

Ui(r) = Ay exp [gi(r)] (3.4)
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ou

a(r) = Z boir® +yInr (3.5)

i=1
bo; et v sont des parameétres a déterminer.
Aprés une double dérivation de la fonction U;(r), nous obtenons :

d2

S5 Uir) = (9" + ¢%) Ui(r) =0 (3.6)

nous pouvons également écrire :

(0" +9%) = =2+ 202 — Dbyr ™ 4772
=1
+ " Aijbabor T2 4y > iy (3.7)
ij i=1

Cecl conduit a :

& m |

Z3Ui(r) = (= + ; 20(2i — 1)bysr 2D 422

T Z 4ijbo;byr?HN 2 4 4y Z ibyr* %) Uy(r) = 0, (3.8)
b i=1

nous pouvons, apres identification des équations (3.3) et (3.8) , arriver aux contraintes
auxquelles sont assujettis certains parameétres du potentiel de départ. L’écriture des b,
en fonction des as, nous conduit a la détermination de la forme exacte de la fonction
d’onde ainsi qu’a 1’énergie propre correspondante. Il est a signaler que cette méthode
limite le choix des parameétres du potentiel. En effet, seuls les parameétres notés as,ors

nous conduisent aux solutions exactes.
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3.3 Nouvelle méthode d’approximation appliquée aux

potentiels centraux :

La méthode développée précédemment résoud le probléme aux valeurs propres de fagon
partielle. En effet, le domaine de validité de cette méthode se limite & certaines valeurs
des parameétres du potentiel. Afin d’étendre son champ d’application, nous séparons le

potentiel central étudié comme suit :

V(T) = VQES + W (39)

ot Vops est un potentiel Q.E.S admettant une fonction d’onde exacte, et la partie
restante W sera considérée comme une perturbation.

Ceci nous permet d’écrire I’énergie Ej relative a la valeur [ du moment orbital, sous la
forme suivante :

E, = EZQES + AFE, (310)

Appliquons notre technique de calcul & quelques potentiels, souvent utilisés comme mo-

deles mathématiques dans la description de nombreux phénomeénes physiques.

3.3.1 1%cas : Le potentiel sextique

Ce potentiel a pour expression :
Vi(r) = as 1* —as r* + ag 1° (3.11)

Il a fait 'objet de nombreuses études aussi bien au niveau quantique que dans le
domaine classique ; notamment dans la description de phénoménes physiques faisant in-
tervenir de hauts degrés d’anharmonicité du potentiel. Il a été utilisé dans I'interprétation
du spectre vibrationnel des molécules [71] , et la description des phénomeénes tricritiques
(72, 73].

Choisissons pour ’équation (3.3) une solution de la forme :

U(r) = An exp[ag(r)] (3.12)

avec g;(r) = grz + %+ 4 Inr
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ou f3,0 et vy, sont des parametres & déterminer.

Le remplacement de U;(r) par son expression (3.12), dans ’équation (3.3) conduit a :

c;.l—;Ul(T) + (_<2671 +B) = vi(v = 1)/r* = (30 + 5% + 207,)r* — 286r* — (927“6) Uf(r)=0

(3.13)

en identifiant I’équation ci-dessus a celle donnée par (3.3) nous arrivons aux relations
suivantes :

(

(+1) =0n—-1)
—B/2 =By = E
2ay = 360 + 5% + 20, (3.14)
—2a4 = 2360
2a¢ = 62

\
Pour que U,(r) soit réellement solution de I’équation de Schrodinger (3.3), il faut que les
relations ci-dessus soient satisfaites simultanément.

De I’équation (3.14) , nous tirons aisément ’expression de I’énergie :

Eigrs = —B[1/2+ 7] (3.15)

ot B=—[2a+ (3+2(0+1)v2as] " et v, = (1+1)
Nous constatons que ¢; est positive; ce qui assure la régularité de la fonction d’onde
a lorigine.
Dans le but d’élargir le domaine de variation des paramétres de Vi (r), introdui-
sons le parameétre asgps, qui vérifie la contrainte asgrs = B+/2ag obtenue & partir de la
résolution du systéme d’équations (3.14), dans l’expression du potentiel de départ. Ceci

nous permet de séparer le potentiel V;(r) comme suit :

Vi(r) = ag r* — asgps r* + ag 7° — (a4 — asgps) (3.16)

La plus grande contribution a la valeur de I’énergie provient du terme prédominant
(agr?—asgrs r*+ag r®) . Il est utile de souligner qu'’il est possible de choisir d’autres formes

pour le potentiel V(r).En effet, le choix de la forme du potentiel transformé (3.16) dépend
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des parameétres du potentiel de départ (3.2) o la meilleure approximation correspond au
plus petit écart (ag; — a2igrs). Les deux autres formes possibles sont :
Vi(r) = asgrs 7 — ag " + ag 7° + (ay — asgrs) r° (3.17)

et

Vl(T) = Q2 7“2—&4 r4+a6QE5 7“6—{—(0,6—@6@,55) 7“6. (318)

Vu que 'énergie £ s’écrit comme :

E, = ElQES + AE; (319)

la correction en énergie, AF; , qui apparait dans I'expression de FE; est donnée par :

AR — / V() Vi W5 (7) &5 (3.20)

Vint €tant le terme perturbatif du potentiel :

Vit = [a4 — asoprs] ™ (3.21)

d’une maniére explicite :

Vit = [aa — Bv/2a6] * (3.22)

En utilisant la fonction d’onde d’essai ¥,;(r) donnée par (3.12), nous obtenons :

AE; = —4m A3, / [ag — asQps] rhe(Britart o) g, (3.23)
0

Pour calculer Iexpression (3.23), nous faisons appel au résultat suivant [74] :

o0

m
gV lemnat =m0 (9)7V/2 (y @_% D_, <£> 3.24
/ CONEND r (3.2

0
ou les D, (z) sont les fonctions paraboliques cylindriques de Weber [74, 75].

L’expression (3.23) devient aprés intégration,
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AE = —[as— BV 2aq] (—9)_(5/2+5l)/2F(g + 1) exp(—%)D—(s/mz)(—\/i_—e)
/(_9)_(1/2+5l)/2r(% + (Sl) eXp(—%)D(1/2+5l)(—\/i__0) (325)

Nous avons ainsi, par cette technique, étendu le champ d’application de la méthode

Q.E.S a toutes les valeurs des parameétres ao,,.

3.3.2 2“"“Cas : Le potentiel de Killingbeck

Le potentiel de Killingbeck s’écrit comme :

Va(r) = —% + A 4 wr? (3.26)

Nous pouvons rencontrer ce potentiel en physique des particules ou Gupta et Khare
[29] l'ont suggéré comme potentiel de confinement des quarks. Il a été également utilisé
dans ’étude des atomes hydrogenoides perturbés [76]. 11 fait également partie de la classe
des potentiels Q.F.S.

Il est possible de ramener le potentiel V(r) & une forme connue. Pour cela, effectuons

le changement r = f(u) qui transforme I’équation radiale de Schrodinger :

a0+ () + ) w ) = B (327
1rdy L&y )+ Ly - py (3.28)

2f3du 27 du? (f(u)?

ou f’, f" représentent respectivement, les dérivées premiére et seconde de la fonction

fu).
En posant ¥ = /f’®, I'équation (3.28) devient,

d? o
ﬁq) —2(W — Ef*)® =0 (3.29)
avec W = f’%(f(u))+§ (J;—) - i]}—
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En outre, le changement de variable :

conduit & :

(412 + 41 + 3)
’LL2

—2(W — Ef?) = — + 8¢ + 8Fu? — 8 \u* — 8wu® (3.30)
Ces changements de variables nous ont permis de transformer le potentiel de départ
en un potentiel sextique.
En Choisissant pour ’équation (3.29), une solution de la forme ®;(u) = exp[g(u)] on
g(u) = —bu® — byu' + plnu.

Nous obtenons,

2 _
(" +g% = L 02 P (4byp + 2b) — (462 — 8byp — 120y)u?

—16bybyu* — 16b3u°. (3.31)

L’identification de (3.30) a (3.31), conduit & :

(

pP—p— (4 +4l+3) =0,
8e — (4b1p—|— 2b1) = 0,

4b% — 8byp — 12by + 8E = 0, (3.32)
16b1b2 - 8)\ - O,
\ 1662 — 8w = 0.
La résolution de ce systéme d’équations nous donne :
3
b €
1 — ll+ 17
bg = 5\/ QUJ,
eV 2w
AQEs = ;
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et
1 7PV 2w + 812w + 3v2w + 2132w + €2
Bi=—s- o (3.33)

L’extension du domaine d’étude aux autres valeurs de A se fait, comme auparavant,

en scindant le potentiel V5(r) en deux parties :

Va(r) = Vagrs(r) + (A — AqEes)r (3.34)

Le premier terme de I’équation (3.34) est un potentiel QES dont les solutions ont été
déterminées précédemment, alors que le second terme sera considéré comme une pertur-

bation. Ainsi, I’énergie aura pour forme :

Ey = Eigrs + AE) (3.35)

La correction en énergie, AE; , s’obtient a partir de I’équation (3.20). Nous avons
calculé pour différentes valeurs des parameétres du potentiel V5(r), les énergies Fy; relatives

a quelques valeurs du moment orbital [. Nos résultats numériques ont été consignés dans

le tableau (Tab.3.2).

3.3.3 3°““Cas : Le potentiel de Varshni.

Le potentiel de Varshni est donné par :

Va(r) = (3.36)

2 14 Gr?

Ce potentiel a fait I'objet de plusieurs travaux de recherche notamment en physique
nucléaire ot Varshni [29] a montré que pour un choix approprié des parametres A et G, le
potentiel V3(r) reproduit convenablement le spectre des énergies d’un noyau, obtenu dans
le modéle en couches. Ces résultats s’expliquent par le fait que ce type de potentiel est
supposé intermédiaire entre le potentiel oscillateur harmonique a 3 D, et celui du puits
carré.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour étudier cette famille de potentiels. M.R.M
Witwit [77, 78] a utilisé la méthode des différences finies et les approximants de Padé

pour le calcul de son spectre des énergies. A .K . Mitra [79] a calculé I’énergie de son
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état fondamental et celles de ses deux premiers états excités via la méthode variationnelle
de Rayleigh-Ritz conjuguée a I’algorithme de Givens-Householder. Roy et Roychondhury
[80] ont utilisé, pour leur part, la méthode 1/N modifiée dans leur étude.

Pour des valeurs arbitraires des parameétres de V3(r), ’équation de Schrodinger n’admet
pas de solutions exactes. Nous pouvons néanmoins, appliquer notre technique pour arriver

a I’ensemble du spectre des énergies. Pour ce faire, développons le potentiel V3(r) comme

suit :
Vs(r) = (A+ 1) + ) (=) TAG" (3.37)
n=2
ou encore :
Va(r) = Z Qg " (3.38)
n=1

avec o = A+ 1 et oy, = (—1)"71 AG™ ! pour n > 2

Nous avons remarqué que la forme du potentiel est parfaitement reproduite lorsque
nous nous contentons des 5 premiers termes (n=>5) de la série (3.38) donnant V3(r).

Nous avons appliqué le méme traitement que précédemment pour arriver aux résultats

escomptés ( Tab.3.3).

3.4 Reésultats et discussion

Nous avons calculé par notre technique, et pour différentes valeurs des parameétres des
potentiels étudiés, les énergies propres pour différentes familles de potentiels. Nos résultats
sont consignés avec ceux obtenus par d’autres méthodes, dans les tableaux (Tab.3.1),
(Tab.3.2) et (Tab.3.3).

Nous avons constaté que pour le potentiel sextique (Tab.3.1), et pour les petites valeurs
du moment [, les résultats donnés par notre méthode sont comparables a ceux obtenus
numériquement. Néanmoins, lorsque [ augmente, nos résultats s’écartent sensiblement des
résultats exacts sans que l’erreur relative ne dépasse 10 %.

Pour le potentiel de Killingbeck, les valeurs des énergies calculées par notre méthode
(Tab.3.2) sont en accord avec celles calculées via la méthode numérique.

Enfin, pour le potentiel de Varshni, les résultats auxquels nous avons aboutis (Tab.3.3)
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sont en parfaite adéquation avec ceux extraits numériquement. Vu la qualité des résultats
donnés par notre technique de calcul, nous pouvons affirmer que cette derniére constitue

une alternative valable aux autres méthodes de résolution de I’équation de Schrodinger.
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El Enum
1.5769 1.5623
2.6417 2.5991
3.7229 3.6365
4.8233 4.6766
5.9451 5.7216
2.1161 2.0480
3.5619 3.3783
5.0505 4.6919
6.5884 6.0165
8.1709 7.3466
4.8975 4.8156
8.1621 7.9182
11.4525 10.9496
14.7832 13.9158
18.1643 16.8280
2.9598 2.9538
4.9113 4.8878
6.8488 6.7963
8.7748 8.6772
10.6917 10.5296
1.5155 1.5142
2.5281 2.5224
3.5434 3.5313
4.5625 4.5404
5.585H8 5.5502

a2 Q4 Qg
0.55 5.1073 5.1074

1 0.05 5.1073

9.5 0.5 0.05

2 0.05 5.1074

051 51074 5.107°

B W NN OKR WNEFOER WNONRFRF O WNERFEOHRS WNRFH O~

Tab. 3.1 : Energies F; relatives au potentiel (3.11) pour différentes valeurs des para-

metres as,,.

- E; : L’énergie calculée par notre méthode.

- Fpum. @ L’énergie calculée numériquement.
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>

w El Enum
0.3 0.2 0.14583 0.1467
0.3 0.2 14362 1.4308
0.3 0.2 21580 2.3374
0.3 0.2 3.0333 3.1517
04 1.2 09950 1.0330
04 1.2 3.3669 3.3432
04 1.2 52327 5.2088
04 1.2 6.9560 6.9602
04 10 5.9025 6.0121

W OWNDRHFEOWNRFR O

4 10 12.4683 12.2059
4 10 17.8449 17.6183
4 10 22.8797 22.7829

TAB. 3.2 — Energies E relatives au potentiel (3.26) pour différentes valeurs des parameétres
avec e=1.

A l £ Erum.
0.2 0 1.6408 1.6407
1 2.7329 2.7315
2 3.8245 3.8214
3 4.9155 4.9098
0.6 0 1.8914 1.8913
1 3.1493 3.1462
2 4.4052 4.3985
3 5.6598 5.6472
1.0 0 2.1133 2.1130
1 3.5179 3.5140
2 4.9198 4.9112
3 6.3197 6.3037
) 0 3.6601 3.6608
1 6.0918 6.0874
2 8.5179 8.5080
3 10.9389 10.9203
0 4.9591 4.9614
10 1 8.2556 8.2519
2 11.5152 11.5370
3 14.8228 14.8127

TAB. 3.3 — Energies F relatives au potentiel (3.36) pour différentes valeurs du parameétre
A et avec G=0.01.
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Cette these avait deux objectifs :

Le premier étant la détermination, dans le cadre du formalisme de Feynman, du spectre
des énergies exactes ainsi que les fonctions d’onde des états ”s” pour le potentiel de Barg-
mann. Pour traiter ce potentiel, nous avons divisé notre propagateur en deux parties 'une
radiale et 'autre angulaire. Nous avons ensuite, effectué une transformation de coordon-
nées suivie d’une transformation du temps afin d’arriver & une expression transformée du
potentiel de Bargmann, mais difficile & manipuler. Nous avons pu, en utilisant la théorie
des groupes, ramener notre intégrale de chemins & une dimension, en une intégrale de
chemin & trois dimensions moins difficile & calculer. Ainsi, nous avons abouti & une forme
relativement simple de la fonction de Green, ou les poles de cette derniére nous conduisent
aux énergies pour différentes valeurs de n. Les fonctions d’onde correspondantes ont été
extraites & partir des résidus aux poles. Nos résultats sont en parfaite adéquation avec
ceux donnés par la mécanique quantique standard. Nous avons montré, en outre, que pour
£ = 0 le potentiel de Bargmann se raméne & celui de Hulthen. Les résultats obtenus pour
ce potentiel, concordent parfaitement avec ceux publiés dans la littérature [41].

Il est intéressant de noter qu’il est possible en faisant tendre le parametre ” a ” vers
I'infini (a — o) et en posant Vy = Ze?/a, de passer du potentiel de Hulten a celui de
Yukawa.

Le second travail effectué dans cette thése, avait pour but ’élaboration d’une nouvelle
méthode d’approximation basée sur les potentiel quasi exactement solubles. En effet,
I’écriture d’'un potentiel comme la somme d’un potentiel QES et d’un terme perturba-
tif, a conduit & des résultats trés satisfaisants. Pour le premier cas, nos résultats sont
comparables aux énergies calculées numériquement pour les petites valeurs du moment /.
Néanmoins quand [ augmente, nos résultats s’écartent sensiblement des résultats exacts.

Pour le potentiel de Killingbeck, 1’accord entre nos énergies et celles données par la mé-
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thode numérique, est trés satisfaisant. De méme, les résultats obtenus pour le potentiel
de Varshni concordent parfaitement avec ceux calculés numériquement.

Au vu, de 'importance des résultats obtenus, nous pouvons affirmer que cette méthode
constitue une sérieuse alternative aux autres méthodes d’approximation.

Nous comptons dans un avenir proche, étendre une méthode d’approximation, dite
de Feynman-Kleinert corrigée, au calcul de I’énergie de 1’état fondamental d’un potentiel
complexe & symétrie PT. La famille de potentiels qui sera étudiée contient divers ordre
d’anharmonicité, ce qui lui permet d’englober plusieurs cas de potentiels phénoménolo-

giques utilisés en physique.
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Abstract

A method based on path integral formulation is given for obtaining exact solution of the s
states for the Bargmann potential

1 |B(B—1e2le  ger/e
Vir)= e —— |
2| (1—erayf 1-e

where f and k are parameters. The exact energy spectrum and the normalised s-state eigen-
functions are obtained from the poles of the Green function and their residues, respectively.
The results are compared with their of Schrodinger formalism, special cases are also discussed.
© 2004 Elsevier Inc. All rights reserved.

PACS: 03.65.ca; 03.65—w
Keywords: Path integrals; Bergmann potential

1. Introduction

During the last decades, several studies were aimed to the search in non-
relativistic quantum mechanics of exact solutions of the Schrédinger equation with
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complicated potentials. The interest of such works arises from the fact that such ex-
act solutions will serve as starting point to improve as much perturbative methods as
non-perturbative approaches used for phenomenological potentials encountered in
various domains of Physics [1,2].

Besides the Schrodinger formalism, the application of path integral method in
non-relativistic quantum mechanics allows us to study in a satisfactory way the
problems of the free particle, the harmonic oscillator, etc. [3]. However, this last for-
malism has met serious difficulties in the case of the hydrogen atom. It is only after
several years that these difficulties have been resolved by the introduction of the
time-space transformation of Duru—Kleinert [4,5]. Since that, numerous potentials
have been studied exactly [6-8].

Our work has for goal the determination, within the Feynman integral method, of
the energy spectrum and wave functions of the Bargmann potential. This last is given
by:

1 [B(B—1e ¥/ Age'/e

Vi) = ka® (1 —e/a)? Cl—e o

where k, a, and f are parameters.

This potential is used for the description of di-atomic molecular vibrations, and it
constitutes a convenient model for other physical situations. Its spectra have already
been calculated via the Schrodinger formalism [9].

2. The path integral for the Bargmann potential

The Bargmann potential being central, it is possible to separate its path integral
into two parts: the first is radial, the other one is angular. The polar coordinates
seem to be the best suitable ones in this problem. Several similar cases have been
treated [10,11] by diverse techniques, such as the Hulthen potential, in which case
Cai et al. [7] have converted the radial path integral for /=0, into an angular in
S3, where the angular variables describe a group field of the dynamic symmetry.
The results already obtained for this potential will serve in the discussion of our
results. Indeed, we can go from the Bargmann potential to the Hulthen potential
by setting = 1.

The propagator related to the Bargmann potential, between two time-space
points (#',¢') and (¢, ¢") is written [4]:

K" " v 1) Z 21+ 1)(#¥ lkl(”//7f//§”/»t,)Q1(97(P)v (2)
=0

where

N . 1/2 N-1
K 07 1) = A}an}o /H exp { ,] H [27‘51%?} H dr;, (3)
Jj= J=1

j=1
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where
M 2 l(l + 1) e 2ila efr//a
/ 2¢ ( r]) * 2M}’j}"j,1 ete 0 (1 _ e—r//a)z 1 1 — efrl-/a )
AV]-:}’]-— ri—1, 8:[]._ lj— 1s l/zlo, and t//:lN.

'On the other hand, we know that the green function related to a propagator allows
us to get the energy spectrum from its poles, and the corresponding wave functions
from the Fourier transform of the propagator K;(r”’,r’;t) in the following way:

1 .
G(r'",VE) = — /e'Ef/hKl(r”,r’;r) dr, (4)
(ik)
where t =1¢" —1'.
Taking into account the condition

K, (¥, rit)=6(+"— 1) (5)
it follows,
I 1 / / * I / i " /
KA 057.0) = S0l exp | <GB0 =) ©

where y,(r) is the radial wave function.
To calculate the energy eigenvalue corresponding to the eigen function of the s
state, we rewrite (4):

G(r",V ,E) = (ih)_l /Pl(r”,r/;r) dr, (7)

where
N i N M 1/2 N-1

Pl(r 7”7‘[) = 1\;1520 /];1[ eXp |:% W]:| J;l[ |:21'Elh?:| g dl”j (8)
with

W;=S§;+ Ee. 9)
This leads to:

K, (7", /1) = (2nh) ™! // P,(¥",7; 1) exp [—%Elﬁn(t” — t/)} dEdr. (10)

3. Space—time coordinate transformation

We often introduce a local time transformation followed by a coordinate
transformation, in order to reach the expression of the searched Green function.
The local time transformation is Given by [4,6]:

t —s<ds=F(r)de (11)
We carry out also the following space coordinate change:

r=—aln}(1 + cos0)] (12)
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r=—2aln {cos (g)} (13)

with
re0,00] and 6 € [0,

or

which leads to a new expression for the potential:

V(V):—V000t2 Q + Vicot? Q ) (14)
2 2
where
4 B(B-1)
Vo = vy, =28 7/
0 ka*’ ! ka?

we have only retained terms proportional to ¢ and & in the series expansion of the
discretised action S;. The other terms will have no contribution to the final calcula-
tion of the propagator.

The kinetic energy term being of the form (Arj)z/sz, we can then use the result [12—
14] given below to transform the part where this very term appears

/ " exp[—oyx® + opx? + Bix* + Box* + o[xf]] dx
0

¢ 1 3
- /0 X" exp {—oclxz + Eoczocfl + Bix* + Zﬁzafz + o[ *]| dx (15)
¢ is a positive constant and # is an integer. We can use this result by setting o = ¢ and
X = AV]
Thus the term ﬁz(Arj)4 appearing in the discretised action S, transform into
3‘3 a2
4r°2%1 -

By setting g(0) = —aln[l(1 + cos0)], 0, = 1(0; 4+ 0,_1), and Ar;= g(0)) — g(6, _ /).
The Taylor series expansion of Ar; leads to:

_ 1
Ar; = ¢'(0;)A0; +

548" (0,) +0[(A0))]

or
(&) = (0, (A0 + 57 (O)"(0)(A0)* + o[(A0,) (16)
with
f(0,) =¢g'(0)).

To put the kinetic energy term in the standard form, it is necessary to introduce
the local time transformation defined by:

e=p(ry)p(ri-1)o;. (17)
This transformation must necessarily satisfy the condition for dt = fg ds or
t=p()p ("o
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We can also set:
2

10) = £(0,)1(0;-1). (18)
Explicitly,

7o) = 17(0) + %[f(éj)f "(0;) = 7(0))(A0))” + o[(A6))]. (19)
We could check later that it is convenient to replace the term (A0)* by:

(A0,)* =8 [1 — cos (%(AH,-) +%(A0,.)4 +0((A0))%)|. (20)

By substituting (19) and (20) by their expressions in (15), we get

(8 =87 (0) 1o (580, )| + 46 17@) 41270 - 87 @) )80
@

On the other hand, the transformation (12) allows us to write the expression of the
derivatives of f(0) at different orders:

f(0)) = ¢'(0)) = a tan(30;),
f'(0;) = g"(0;) = 3a sec(30)),

1"(0;) = g"(0;) = a tan(30,)sec’ (30)
by taking into account: [f2(0)]” = f(0,)/(0; _ 1) and for / = 0, the action (9) becomes:

W; = 4Ma* {tan2 (% 0])] i {1 — cos (%AO,»)}
+ % {1 - {sec2 G Gjﬂ i +3 {csc2 G Gjﬂ N}(A@)“
+ Ve [cot2 (;Hj)}w +Ee+ Vls[cot“ (;HJ«)]N. (22)

We can also write the transformed potential (14) as:

V(r;)=-Vo {CO‘[Z (% Hjﬂ i + {cot2 (% Gj) N} 2
_— [cotz G 9,)} s {cotz G e,.) ] o (%) N
-V [cot2 G 9,)} : (23)

The relation (15) allows us to replace the term (A(),«)4 by:

) ) |
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Moreover, the local time transformation allows us to write

g; = le[cot?(10,)] " (25)

=

The action W; becomes then,

() o ()] o )]

{ ~
+ B'o; [csc2 (5 0/)} +E'o; (26)
with
=4F+— Ui B = 3 4V E =4V, —4E Ui + 4V
T Teme T sme 0 T T sMa®

The space-time transformation (11) and (12) allows us in addition to write the mea-
sure in the following way:

N M 1/2N-1 » 1, 1, 1/2 Md> 1/2 N-1
HLnihs] jl:[drj:a {cot<§0>cot(§0>} [gnih%} Hd@ (27)

J=1 1

4. Group theoretical derivation of the path integral

Through the time-space transformation, the aim is to transform an integral diffi-
cult to calculate into a simpler for more tractable.

The action (26) is similar to the P&schl-Teller one, for which the dynamical group
is SO(3) [15].

This group can be obtained by considering that S° = SO(4)/SO(3). These propri-
eties allow us to transform the one dimensional path integral into a path integral in
S3, which can be calculated in a relatively easy way. To achieve this, we use the fol-
lowing asymptotic expression [13]:

/O " expl2ip — =(1 — cos )] da = (2n/2)" exp {— (4p2 - i) / (22)} o (28)

where p is assumed integer or half integer. It allows us to write:

o[ ()]
sl Q)] o)

X /0 exp {2ipo¢ + (iMa*/ha;) [cos2 (% 0)] N(l — cos oc)} do (29)
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and
(oo | (7o )] )
= 2{Ma2 [sirf (% 9)} : /8nihaj}%
X /O " exp [ziqﬁ + (iMd?/ha;)) [sin2 (; eﬂ N(1 — cos ﬁ)} dp (30)
e p =4 - 24Ma* /i) = (-2MaE /1), (31)
g =1~ 2BMa /1) = (B 1/2). (32)

The solution ¢ = 1 — f is voluntarily withdrawn, since f is a positif parameter. Tak-
ing into account (29) and (30), the promotor expression P;(r”’,r’;t) becomes

1 1
/NN, _ -1 iyl U
Pi(#",¥;1) =4a cos<20>cos(20>

. 3/2
X ]313010 do"dp /H exp |:—Wj:| H [87517%6]}

J=1

hi
X T [4sm < ) cos ( >]d01doc (33)

1
W, =— {1 — cos <§Q,)} +E'c; + 2hpa; + 2hqp; (34)

J

~.

and
cos(32;) = cos(30;) cos (30;-1) cos a; + sin(30;) sin(30,_1) cos B;. (35)
Consequently, we have transformed a one dimensional complicated path integral

into a three dimensional functional integral relatively easy to handle.
Furthermore we can express the angles o; and f; in terms of the Euler angles

=AY+ AP;), B, =3(AV; - AD)) (36)

2n 2n 1 2r 2n
[ [ a5 [ae, [ av, (7)
0 0 2 0

—2n

and

setting @' = ¥’ =0, the relationship (33) becomes for /=0,

nooJ. -1 / /" 2 2
Po(r7r,r)_2a COS (—20)008 (—B)exp |:<—2)(b +p —1/4)0’:|

2n
/ do” dlp// CXp[ (p _ q)(p// + l(p + q).{/u]
K(0", ", 'P” 0.,0,0;0), (38)
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where
i 2 3/2
K", @, ¥"00,0; li S
( 9) T /H °xp [ } g [STEIEO']:|
X H sin0,d0;d®,d¥; (39)
=1
with
N Md® 1 3K
=) 1= ~Q. o, 4
5 (1)1 - (10)« (G)e
and
2Md®
P == Vot 1), (41)

The isomorphism between S* and SU(2) [16,17] leads to integrability of the expres-
sion (39). Thus we can write [7]:

1 2i
K(0",@",¥":0,0,0;0) = Tem 22 (2J+1)C5, <cos<2 ))exp[—Ml—;aJ(J+l)],
(42)

where the sum extend on the integer and half integer values of J. Expressing the
Gegenbaur polynomials Cj,(cos(1Q)) as a function of the Wigner polynomials
[18], we get:

cl, (cos GQ)) = +1/2)" EJ: exp(—iu(9" — @)

uyv=—J

x exp(—in(P" — ¥)d’ (0)d’,(0") (43)

v

/ |du\( ) sin0dO = 1.
0

After summation over u, v, the expressions (42) and (43) allow us to put Py (+",1',1)
under the form:

Po(r",¥,7) =2a " cos <% 9’) cos <%9”)
2ih N,
x;exp {(W)J<<J+2> —(b"+p ))

where p and ¢ have been defined previously.

Since the Wigner polynomials d, , (0) are zero for J < max{|K],|L|}, and knowing
that the minimal value of J in (44) is p + f — 1, and since for this value the function
d{QL(O) is zero, it is convenient to write: n =J — (p+ f — ).

d/*

PHq.p- q(()) ptq.p- q(()/,)

(44)
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The expression (44) becomes:

1 1
"o, _ -1 -0 _
Py(r",#¥;7) = 2a” cos (20> cos (29 )
. 4inn’ e ey AW s "
x ) eXp{ < ) } OV (0)
n=1

(45)

with

b2 _ n/2
P, =
(=)

and n' =n+p.

5. Energy spectrum and wave function

Calculating Py(r”,7';7) allows us to reach the green function, which is nothing but
the Fourier transform of the propagator.

The green function being known, the whole energy spectrum is obtained from its
poles, and from the residues at the poles the corresponding wave function.

Substituting (45) in (7), and integrating over the time parameters t, we get

4M. 1 1
Go(r',r;E) = ( = a) sin (20> sin (5 9")

o0
—1 g’ —p+1/2% ' —p+1/2
X Z exp [27'(p, — p)] dp+[){)—1/2,pfﬁ+l/2(Gl)dp+/{fl/2,pfﬁ+l/2(9/,)

(46)

or

Go(+",¥;E) = 2a ' sin <l 0’> sin (l 0")

pP+p, 12+ W —pt1)2
x Z on E— E +10dp+/f 1/2,p— /}+l/2(0/)dp+/ip—l/2,p—/}+l/2(0//) (47)
with p = (—=2Md&*E/I?)'?, p,= (b > — n'*)/2n’ and 0’ = n + .
The poles of the Green function (47) allow us to extract the energy eigenvalues for
different n:
2

hZ (b2 _ an)
E,——— (=" 4
! 2Ma2[ 2n' } ’ (48)

where b? = 2Mda’ (Vo + Vy)/H>.
To get the associated wave functions, we substitute the energy by its expression in
(10).
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Then we obtain,

Ko(r",r;¢", 1) = (1/2ma) sin (1 9/) sin (1 9”)
p+pn i 1 /
——E({" -
XZn’/E E+10€Xp< Rt ’>>

% d —p+1/2x (0/) n '—p+1/2 (ell)dE (49)

p+B—1/2p—p+1/2 pHB=1/2p—p+1/2

Integrating with respect to the energy E, allow us to reach the residues at the poles
E = El’b

1 1 p+p
2 U n
K()}" I"t f E NSln( ) (29>;/m

i ' —p+1/2+ W —pt1)2
X exp <_%En(ﬂ/ _ t/)>d1’+/§;‘/2wﬁ+1/2(9/)dp+/§71/27p,;H/z(@”),

(50)
where N2 = 2p, Jan', p, = (b* — n'>)/2n; b* = 2Ma* (Vo + V)W, 0’ =n+ p,
A
v, — 2
0 ka®
and
—1
()
ka
identifying (50) to (6), we get:
1a(r) = 2y fan') (L= /) P S (2c0s7H e ). (s1)

We can express y, (r) in terms of the hypergeometric functions F(a, 3, 9, z), by using [19]:

/ 1 l+m ' l— m ' m—n. mtm’ m—m mtm'
o (B) = ((l+m/§!gz—m/))1(1x) P 4x) P (x) (52)

with x = cosf}’ and

I'n4+o+1)
n'+T'(e+1)

1
Pr(z) = F(_”a"+cx+ﬁ/+17ﬁ'+17 +Z)7 (53)

2

where P,(f‘ﬁ/)(z) is the Jacobi polynomial.
This leads us to the right wave function [9]:

1/2 1
(1) = Louf(aln+ DN o r T

y IF(n+2+1)I'(n—2p+2)I'(n—2p+2F+1)
I'(n+2)

x (1 —e e Prlap(—n+2p, —1,n+2p, +1,2p, + 1,e77%).  (54)
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6. Special case

The Bargmann potential reduces to the Hulthen potential [7] by setting = 0. In-
deed for this value of f5, the energy spectrum Ey;, as well as the associated wavefunc-
tions reduce exactly to the ones of the Hulthen potential:

o W[ —m) 2
" 2MA 2n

and

1/2 1
() = e/ (@) o

y \/F(n +DO)I(n—2p+2)I(n—2p+1)

I'(n+2)
x e Pl F(—n+2p, — L,n+2p, +1,2p, + 1,e77).

We note also that it is possible to recover the Yukawa potential by letting @ — oo
and setting V, = Ze*/a.

7. Conclusion

If we set k = 2M/H” in the expression of the Bargmann potential, we observe that
equations (54) and (48) are perfectly identical to the energy spectrum and the asso-
ciated wave function obtained within the framework of the Schréodinger formalism
[9].

Moreover, we have shown that for § = 0, the present solution reduces to the one
of the Hulthen potential.

The ensemble of the results we have ended up shows that the Feynman formalism
constitutes a reliable alternative to the Schrédinger formalism, while solving such
problems.
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Abstract

A new approximating method, based on QES potentials, is applied to the radial Schrodin-
ger equation. This technique consists in separating the studied potential into two parts: the
first one represents an QES potential whereas the second part is considered as a perturbation.
The obtained energies E; are in good agreement with those obtained by other methods.
© 2003 Elsevier Science (USA). All rights reserved.

1. Introduction

Nowadays, the anharmonic oscillator is widely used as a mathematical model in
the description of a great number of physical phenomena whose theoretical under-
standing might require the introduction of higher anhamonicities [1,2].

Unfortunately, the radial Schrodinger equation (rSe), for this class of potentials,
does not always admit an exact solution. In the general case, the rSe is solved numer-
ically [3] or by approximating the studied potential by solvable ones [4,5]. However,
it is possible to obtain an exact solution by imposing constraints on the potential pa-
rameters [6,7]. These potentials are called Quasi Exactly Solvable potentials (QES)
[8,9]. In this paper, we propose to apply a new technique, combining QES and per-
turbative method, to solve this problem without imposing any condition on the po-
tential parameters. The basic idea consists in separating the studied potential into
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two parts: the first one is an QES potential whereas the second part is considered like
a perturbation.

2. The QES method

Let us consider the radial Schrodinger equation

”1d,d RI(1+1)
(ammars) (om0 ) Jrin =0 W
We can, via the usual R;(r) = Ulf@ transformation, write Eq. (1) as
2
I(1+1)
F U(r) + (ZE, =2V (r) — 3 + ) U(r) =0, (2)

where m =h = 1.
Let us choose a solution in the form

U(r) = Anexp [gi(r)],
which should satisfy necessary Eq. (2).
Differentiating U,(r) twice with respect to the variable r leads to

S0~ (¢ + U =0, 3

Considering

i=m

g(r) = Z byr* +ylnr

i=1
yields

(€87 = <+ S0 ) 4 4 S i
i=1

ij
+ 4'}) Z l’bzil"zjiz.
i1
If we consider the family of potentials given by

V(r)= ni:az,,rz” (4)

this potential generalizes several potentials encountered in physics.

If we substitute (g” + g”%) by its expression in Eq. (3), and by comparing Egs. (2)
and (3), we obtain relations between the a,,, by; and / parameters. The b,; in terms of
the ay, parameters lead to the exact form of the wave function ¥,(r). However,
the ay, are not all free. Some of them, noted ay,,,,, are linked to the free ones by



234 A. Chouchaoui, A. Diaf | Annals of Physics 306 (2003) 232-240

constraints. This method limits the choice of certain parameters occurring in the V' (r)
expression, but ensures Eq. (2) exact wavefunction and energy.

3. A new approximating method to the central potentials

To allow a large choice of the a,, parameters, we split the studied potential as
follows:

V(r) = Vors + W, (5)

where Vs is the OES potential and admits an exact wave function. The remaining term
W will be treated like a perturbation. From there, we can write E; energy in this manner

El :EQES+AE/a (6)

where AE; represents the perturbation contribution to the energy.

Let us apply the new approximating method to some potentials relating to the
generalized potential given by (4).

(a) Our first case is the sextic potential given by

Vi(r) = axr* — agr* + agr®. (7)

This potential has been employed for interpreting the vibrational spectra of mole-
cules [16] and the tricritical phenomena [17,18] and shows promise for improving
the precision of results already obtained by considering the quartic anharmonic
potential (as = 0).

Let us chose a solution as follows:

Ui(r) = Axexplgi(r)]

with g,(r) = (B/2)r* + (0/4)r* + &, Inr and where 8, 0 and &, are three parameters to
be determined. Ay is the normalisation constant.
This leads to the equation

2
% U(r) + ( — (2B, + pB) — W — (30 + B +200,)1*
—2B0r* — 02r6> U(r) = 0. (8)

By comparing Eqs. (8) and (2), we arrive at the following constraints:

2a, = B + 30 + 200,

I(14+1)=0,00,—-1),

—a;=p0 and 2a5=10" 9)
and

Egps = —B[1/2 4 0/] (10)
with 6, = [+ 1 and f = —[2a, + (3 + 2( + 1))v2as)"*.
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0, parameter is now a positive value and thus ensures the regularity of the wave
function at the origin o.
While the wave function is given by

0
Ri(r) = Anexp §r2+zr4+llnr (11)

the chosen potential ¥;(r) given by (7) is not always a QES one because of the fact
that its a,; parameters (i = 1,2 and 3) do not obligatory satisfy the constraints given
by (9). We can introduce the parameter aspzs, which complies with the constraint
asges = Pv/2ae, in Eq. (7) according to the following expression:

Vl(r> = 6127‘2 - a4QES’"4 + a()rG — (614 — Cl4QEs)r4. (12)
The first three terms in the above equation constitute the QES potential whereas the
last term is considered as a perturbation.

E[ = EQES + AE]

By using the virial theorem, the AE, term can be written as

AE, = /R}‘(r) ViR () d*r (13)
with
Vi = as — Bv/2ag)r*. (14)

AE, is evaluated by mean of the wave function R,(r) given by (11). An explicit form
of (13) can be reached easily

_ 5 5
AE] = — |:a4 — ﬁ\/ 2ag,i| (—0) (5/2+01>/2F(5 + 51)

X eXp ( - %)Dwzm) ( - JL_—Q)/(B)WM””F<% + 51)

XeXp(—%)D_(l/2+5l)(—%), (15)

where D, (x) are the parabolic cylinder functions [10].
We note that, there are two others possibilities in transforming the ¥ (r) potential:
namely,

Vi(r) = azQESrz —agt +ag® + (ap — azQES)rZ7 (16)

M) = ay? —agt + 06Q557’6 + (a — aGQES)r67 (17)

we always choose the form which leads to the smallest perturbation term
(a2i - aziQES)-

In this case, our E; energies (see Table 1) are close to the E.,. for the low values
of . When [ arises, the results given by our method are less good but with error
everywhere less than 8%.
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Table 1
The energies E; relating to the sextic potential calculated by our method. Exact represents the results
obtained numerically

a; 0.55 1 5.5 2 0.51

/ as 5% 1073 0.05 0.5 0.05 5% 107
as 5x 107 5x 1073 0.05 5x 1074 5% 1073

0 E, 1.5769 2.1161 4.8975 2.9598 1.5155
Eexact 1.5623 2.0480 4.8156 2.9538 1.5142

1 E, 2.6417 3.5619 8.1621 49113 2.5281
Eexact 2.5991 3.3783 7.9182 4.8878 2.5224

2 E, 3.7229 5.0505 11.45256 6.8488 3.5434
Ecxact 3.6365 4.6919 10.9496 6.7963 3.5313

3 E, 4.8233 6.5884 14.7832 8.7748 4.5625
Eexact 4.6766 6.0165 13.9158 8.6772 4.5404

4 E, 5.9451 8.1709 18.1643 10.6917 5.5858
Eexact 5.7216 7.3466 16.8280 10.5296 5.5502

(b) Our second case is
r) = LI P
r

Such a potential happens to be of great interest, indeed, especially for the study of
the perturbed hydrogenoid atoms [14] and for the description of some events found
in the field of particle physics. Gupta and Khare [15] suggested it as a quark con-
fining potential on the basis of the *P; splittings of charmonium levels. The eigen-
functions spectrum for this potential can be determined by admitting restrictions on
its parameters.

In order to make V5(r) into a sextic potential form, we firstly use the change of
variable » = f(u) which transforms,

1 d*
—5 55 V) + ()P = BV (), (18)
into

1fdy 1 d*v
7§f—aafﬁd2+l/2(f(u))ll/:EY’, (19)
where f"and f” denote, respectively, the first and the second derivates of f(u) with
respect to the variable u.
By setting ¥ = /7'®, Eq. (19) reduces to

d’® .
g2 W —EMe=o, (20)
where
_ 3 N\ 2 17
=)+ (%) -5
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The transformation » — u? leads to
(417 +41+3)
2

—2(W —Ef?) = — + 8¢ + 8Eu? — 8Ju* — 8awu. (21)

By the choice
g(u) = —by* — byu* + plnu

we get

2
(¢ + g% =7 u2 P 4 (4byp + 2by) — (4> — 8byp — 12by)i?,

— 100U — u .
16b,byu* — 1662u® 22

By comparing Eq. (21) to (22), we arrive at the following constraints:
P—p— (412+41+%> =0,
8e — (4b1p+2b) =0,
4b? — 8byp — 12b, + 8E = 0,
16b1b, — 82 =0,

1662 — 8w = 0.

The above system leads to
pP=3 + 217

- e
T+

V2w,

by

b, =

N =

eV2w
I+1°

lQES =

and

1 7220+ 81V2w + 3vV2w + 21V 2w + €
2 (1+1)° '
The Ages value insures to the Schrodinger equation an exact solution which gives the

exact energy given by (23). For the others values of /, the potential ¥ (r) will be
written as follows:

E = — (23)

e 5
halr) = =+ Jorsr + wr’ + (A= Jggs)r,
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(A — Aggs)r is considered like perturbation. In our study, ¥ (r) will be replaced by the
sextic potential given by (21). So we can apply to ¥5(r) the same treatment as in the
first case.

Our E; energies corresponding to the second case (see Table 2) are nearly identical
to the exact ones.

(c) Our third case is

17, Ar?
W—z{r +1+G}

Such a potential is to be found in laser theory and occurs in quantum field theory
with a nonlinear Lagrangian. It has been largely investigated, especially by Varshni
[11], Roy and Roychoudhury [12] who have used the shifted 1/N expansion method
and by Witwit [13] who has used the hypervirial and Pade approximation method.
The Schrodinger equation for this potential is not solvable analytically for arbitrary
values of 4 and G. To overcome this difficulty, we expand the potential V3(r) as
follows:

o0

V;(I/‘) = (A + 1)7’2 + Z ( _ 1)”’1A . anlrzn

n=2

that may be written in a more closed form

oS
Vi(r) = Z St
n=1

with o, = 4 + 1 and oy, = (—1)"'4.G"" for n > 2.

It is identical to expression (4). So we can apply our new approximating method
to this case. Our results have been obtained for a 10th-degree even-power polynomial
potential (n = 5) which represents a very good approximation to ¥;(r). There, the
energy contribution AFE is calculated numerically because of the complicated form
of the trial function argument g(r).

Table 2

The energies E; relating to our second case with e fixed (e = 1)
/ A w El Eexact
0 0.3 0.2 0.14583 0.1467
1 0.3 0.2 1.4362 1.4308
2 0.3 0.2 2.1580 2.3374
3 0.3 0.2 3.0333 3.1517
0 0.4 1.2 0.9950 1.0330
1 0.4 1.2 3.3669 3.3432
2 0.4 1.2 5.2327 5.2088
3 0.4 1.2 6.9560 6.9602
0 4 10 5.9025 6.0121
1 4 10 12.4683 12.2059
2 4 10 17.8449 17.6183
3 4 10 22.8797 22.7829
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Table 3
The energies E; relating to our third case for 4 variable and G fixed (G = 0.01)
A l El Ecxacl

0.2 0 1.6408 1.6407
1 2.7329 2.7315

2 3.8245 3.8214

3 49155 4.9098

0.6 0 1.8914 1.8913
1 3.1493 3.1462

2 4.4052 4.3985

3 5.6598 5.6472

1.0 0 2.1133 2.1130
1 3.5179 3.5140

2 4.9198 49112

3 6.3197 6.3037

5 0 3.6601 3.6608
1 6.0918 6.0874

2 8.5179 8.5080

3 10.9389 10.9203

10 0 4.9591 49614
1 8.2556 8.2519

2 11.5152 11.5370

3 14.8228 14.8127

The energies £, have been calculated for a set value of G and for different values of
A (see Table 3). It can be observed that our results are in good agreement with Eey,.

4. Conclusion

It seems that this procedure is very convenient for spherical potentials transform-
able into QES ones. To illustrate its application, we have calculated by this method
the energies E; relating to some phenomenological potentials with different values of
the parameters potentials and several values of the angular momentum /. The ob-
tained results are everywhere close to those obtained numerically.

Eventually, we can say that in all studied cases, the E; energies given by our meth-
od represent a good approximation of the exact ones.
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