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Introduction Générale

Il est généralement reconnu que la variation instantanée (ou la volatilité) des rendements de nom-
breuses séries financiéres n’est pas constante au fil du temps. La modélisation de cette volatilité joue un
role important dans I’analyse des séries chronologiques financiéres. De plus, elle est depuis longtemps
un sujet d’intérét en économétrie. L'un des effets les plus connus induits par la variance des produits
financiers est le phénoméne de regroupement de volatilité. Celui-ci se traduit par le fait que la variance
des rendements présente une autocorrélation sérielle élevée. En pratique, ceci apparait de maniére évi-
dente sur les marchés financiers : des périodes de forte volatilité, ou de grandes fluctuations dans les
rendements d’un actif se suivent, et des périodes de faible volatilité ot les petites fluctuations se suivent
également. La modélisation de ce phénomeéne de volatilité, empiriquement constatée et bien mise en
évidence par Mandelbrot (1963) est, pour son importance primordiale dans les études financiéres, un
théme de recherche toujours d’actualité. De nombreux modéles captant cet effet ont été introduits et

ont fait 'objet de nombreuses améliorations durant ces deux derniéres décennies.

Depuis I'introduction du modéle pionnier AutoRégressif Conditionnellement Hétéroscédastique (ARC'H)
par Engle (1982), une partie importante de la littérature a été consacrée a ce phénomene. Cependant et
malgré son succes, cette modélisation présente quelques limites. En effet, Nelson (1991) en reléve deux.
Premiérement, les contraintes imposées aux parameétres de ces modeéles, pour assurer la positivité de la
variance conditionnelle, sont souvent violées au cours de la procédure d’estimation. Deuxiémement, un

comportement aléatoire oscillatoire du processus de variance conditionnelle est exclu.

Une autre catégorie de modeéles statistiques, & savoir la classe des modéles & volatilité stochastique
(SV) introduite par Taylor (1982), est considérée comme une alternative satisfaisante aux modeles de
type ARCH. Cette nouvelle approche est plus flexible et capte mieux les variations dans la volati-
lité des actifs en permettant a la variance des rendements d’étre un processus aléatoire non observé,
contrairement aux modeles ARCH et leurs généralisations GARC H, ou la volatilité est une fonction
des observations retardées et/ou des volatilités passées. En d’autres termes, ces modeéles supposent que
la variance future est connue de fagon certaine ce qui n’est pas tout-a-fait cohérent avec la réalité. La
modélisation SV est motivée par la conviction que les changements dans la variance sont causés par des
conditions économiques et politiques, et la volatilité ne peut pas étre efficacement prédite uniquement
a partir des rendements passés. La version la plus populaire du modéle SV considére que le logarithme
de la volatilité suit un processus autorégressif de premier ordre. Notons que ceci est une approximation
en temps discret du processus de diffusion d’Ornstein-Uhlenbeck en temps continu utilisé dans la lit-

térature sur la tarification des options. De plus, le modéle SV permet & la log-volatilité d’évoluer au



cours du temps, ce qui assure la positivité de la variance du processus sans avoir besoin de contraintes
supplémentaires, comme c’est le cas dans les modeles ARCH/GARCH.

I est important de noter que les modeles ARCH/GARCH d’un coté, et SV de lautre coté, ont
des fondements théoriques différents. De ce fait, une comparaison globale de leurs performances n’est
guere possible. Toutefois, de nombreuses études comparatives ont été réalisées. On peut citer a titre
d’exemples Pulgarin (2001), Shephard, (1996), Kim et al. (1998), Taylor (1994), Ghysels et al. (1996)
et Danfelsson (1998). Leurs résultats tendent & montrer qu’empiriquement, les modeles SV sont plus
performants que les modeéles GARCH (1, 1). Par ailleurs, Carnero et al. (2004) ont fait une comparaison
basée sur la relation entre la Kurtosis, la persistance dans la volatilité, et la fonction d’autocorrélation
de retard un. Ils ont trouvé que le modeéle SV est plus flexible que le GARCH (1, 1).

Outre le regroupement de la volatilité, il existe d’autres faits stylisés importants associés aux séries
des rendements financiers. En effet, Mandelbrot (1963) et Fama (1965) ont mis en évidence un ensemble
de telles caractéristiques. Il est maintenant bien connu que les rendements d’un actif présentent une
grande Kurtosis et ont des queues plus lourdes que la distribution normale. En outre, nous observons
souvent 'effet dit de levier. Cela provoque une variance conditionnelle pour répondre de maniére asymé-
trique aux hausses et aux chutes du prix de ’actif; les baisses d'un rendement tendent & engendrer une
augmentation de la volatilité supérieure a celle induite par une hausse du rendement de méme ampleur.
Ces régularités empiriques, vérifiées et complétées depuis par de nombreux auteurs, apparaissent plus
ou moins nettement en fonction de la fréquence d’observation de la série et de sa nature. Ces propriétés

valent surtout pour des séries quotidiennes de prix d’actions.

De nombreuses extensions du modéle SV ont été proposées dans la littérature économétrique pour
capturer différentes caractéristiques additionnelles des séries temporelles telles que la persistance a long
terme des autocorrélations (mémoire longue), la dépendance sérielle et le changement de régime, I’excés
de Kurtosis (voir par exemple Harvey et al. 1994 ; Ghysels et al., 1996 ; Breidt et al., 1998; Kim et
Stoffer, 2008 ; Ghosh et al., 2015 ; Asai et McAleer, 2011 ; Asai et al., 2012). Cependant, la plupart des
formulations proposées traitent les parametres du modeéle SV comme des constantes par rapport au
temps et ne peuvent pas expliquer adéquatement les séries chronologiques dont la volatilité exhibe une
certaine périodicité dans la fonction d’autocorrélation et qui ne peut pas étre expliquée par les modeéles
SV avec parameétres invariants dans le temps. Il est, de ce fait, possible de considérer, similairement aux
modeles GARC'H périodiques (Bollerslev et Ghysels, 1996), une formulation a coefficients périodiques

dans le temps pour ’équation de la log-volatilité.

Le modele a Volatilité Stochastique AutoRégressive Périodique univarié (PAR-SV), introduit par,
Aknouche et al. (2007) fournit une alternative réussie a la classe des modeéles PGARCH en tenant
compte de la variabilité et de la persistance de la volatilité, ainsi que de la caractéristique de périodicité

dans la structure d’autocorrélation présente dans de nombreuses séries chronologiques.

Un autre fait stylisé, qui ne peut pas étre capturé par une description univariée, est l'effet de
covariance. Les volatilités des différentes séries sont souvent percues évoluant de concert : de grands
changements dans un actif sont contemporains de mouvements importants dans un autre. Cela résulte

soit d’un lien formel entre un ensemble d’actifs, par exemple les taux de change, soit en raison du fait



que les actifs sont soumis au méme environnement global et, par conséquent, ont des facteurs communs

qui influent sur leur comportement.

Par ailleurs, grace a ’adaptabilité des modeles & volatilité multivariés pour modéliser les variations
et les corrélations dans les séries temporelles et en économétrie financiére particuliérement, la littérature
sur ces modeles s’est développée de maniére significative. Dans ce contexte, un certain nombre de travaux
discutent les modeles GARC H multivariés (voir par exemple Bauwens et al., 2006a ; Silvennoinen and
Tersisvirta, 2009) et les modeles SV multivariés (voir par exemple Harvey et al., 1994 ; Danielsson, 1998 ;
Jungbacker et Koopman, 2006 ; Smith et Pitts, 2006 ; Chan et al., 2006 ; Asai et McAleer, 2009a, b).
Pour une revue de littérature plus détaillée sur les modéles SV multivariés voir exemple Platanioti et
al. (2005), Yu et Meyer (2006) et Asai et al. (2006).

Il est également observé que les distributions des résidus des modéles ajustés pour des données
financiéres sont souvent multimodales. Une nouvelle classe de modeles a volatilité plus flexible et plus
adéquate a décrire, éventuellement, plusieurs effets a la fois est la classe de mélange de modéles de séries
chronologiques. Wong et Li (2001) ont proposé d’ajouter plus de flexibilité a la famille de mélange de
modeles Autorégressifs M AR (Wong et Li, 2000), en introduisant un mélange de modeéles autorégressifs
a erreurs ARCH (MAR-ARCH). Plusieurs extensions du mélange de modéles M ARC'H (Wong et Li,
2001) ont été proposées dans la littérature des séries chronologiques. Citons, par exemple, le mélange de
modeles GARCH (Haas et al., 2012 et Zhang et al., 2006), le mélange de modele GARC H multivarié
(Bauwens et al., 2006b), mélange de modeles GARCH & seuil (Giannikis et al., 2008), le mélange de
modeles ARC' H périodiques (Bentarzi et Hamdi, 2008a), le mélange de modeles AR-ARC H périodiques
(Bentarzi et Hamdi, 2008b), le mélange de modeles GARC' H périodiques (Hamdi et Souam, 2013, 2017)
et bien d’autres.

Cependant, en comparaison avec la littérature relative aux mélanges de modeles type-ARCH, la
littérature sur les mélanges SV est trop maigre. Citons, par exemple, les travaux de Chen et al. (2008),
Elliott et al. (2011) et Mao et al. (2017) sur les modeles SV a seuil. Nous citons également les travaux
de So et al. (1998) et Carvalho (2007) sur les modeles SV & changement de régimes Markovien. D’autres
travaux ont été consacrés au mélange i.i.d. de modeles SV (Kim et al., 1998 ; Omori et al., 2007 ; Kim
et Stoffer, 2008 ; et Xu et Knight, 2013).

Bien que les modeles SV soient considérés comme une bonne alternative aux modeles ARCH/GARCH,
leur utilisation dans les applications empiriques est relativement limitée. Cela peut étre principalement
attribué aux difficultés liees a 1’évaluation directe de la fonction de vraisemblance (méme sous I'hypo-
these de normalité), a cause du critére latent de la volatilité, ce qui présente toutefois un défi majeur
quant a 'estimation des paramétres. Dit autrement, il n’existe pas une expression analytique de la
densité prédictive & une étape pour les modeles SV'. Pour cette raison, des approximations doivent étre
faites ou des méthodes numériques doivent étre utilisées pour évaluer la fonction de vraisemblance d’un
modele SV,

Pour pallier ce probléme, des progres considérables ont été accomplis dans ce domaine, ces derniéres

1'Un apergu des différentes approches d’estimation des modeles SV est mis en relief dans Broto et Ruiz (2004) et Yu
(2012).



années. Quatre alternatives sont connues. La premiére est I'estimation par la méthode des moments
(M M) ou la méthode des moments généralisés (GM M) qui consiste & donner les paramétres du modeéle
en fonction des différents moments de la variable aléatoire étudiée (voir par exemple Taylor, 1986 ; Wig-
gins, 1987; Andersen, 1994 ; Andersen et Sgrensen, 1996). La seconde est ’estimation par la méthode
du quasi-maximum de vraisemblance (QM L) et I'utilisation du filtre de Kalman sur une version linéa-
risée du modele (voir par exemple Ruiz, 1994 ; Harvey et Shephard, 1996 ; Fridman et Harris, 1998). La
troisiéme est I'estimation bayesienne ou les méthodes de Monte Carlo par Chaine de Markov MCMC,
qui consiste & générer un échantillon pour chaque parameétre a partir de la loi a posteriori (voir par
exemple Jacquier et al., 1994 ; Kim et al., 1998 ; Chib et al., 2002). La derniére méthode est basée sur
les techniques qui tentent d’évaluer la fonction de vraisemblance compléte (voir par exemple Kim et
Stoffer 2008 ; Chib et al., 2006 ; Carvalho et Lopes, 2007 ; Asai et McAleer, 2009a). Nous nous contente-
rons d’adapter, dans cette thése, la quatrieme méthode d’estimation avec la deuxiéme qui apparaitront,

dans notre étude, simples a adopter pour les classes de modéles proposées.

L’objectif de cette these est d’étudier trois généralisations du modele SV classique et de montrer que
I’estimation des parameétres de ces modeéles peut étre aisément effectuée par la méthode du maximum
de vraisemblance via les algorithmes de filtrage et de lissage particulaire. Nous nous intéresserons, dans
un premier temps, au modéle introduit dans un document non publié par Aknouche et al. (2007),
la classe de modeles a volatilité stochastique & coefficients périodiques, introduite, pour modéliser, a
la fois, la variabilité instantanée et la périodicité a travers une meilleure formulation. Cette classe
fournit une alternative prometteuse a la classe des modéles PGARC H. Dans un deuxiéme temps, nous
développons une extension du modele SV périodique au cas multivarié, pouvant capturer la périodicité
dans la variance conditionnelle stochastique en utilisant une spécification qui inclut non seulement
la structure de dépendance de chaque composante de la volatilité, mais aussi 'interdépendance entre
différentes composantes (la causalité de Granger dans la volatilité). Dans un troisiéme et dernier temps,
et en vue de bien décrire la multimodalité des distributions marginales et les changements récurrents de
régime, nous proposons une nouvelle classe de modeles SV'. 1l s’agit de la classe du mélange de modéles

a volatilité stochastique.

Pour les trois classes de modéles SV, nous proposons des méthodes d’estimation et nous illustrons
notre proposition par des applications sur des données simulées et sur des données financiéres réelles.
Une discussion des résultats de cette partie empirique confirme l'intérét des modeles proposés et la

performance des méthodes d’estimation adoptées.

Cette these est scindée en quatre chapitres. Le premier est un chapitre introductif qui porte sur la
présentation du modeéle espace d’états. Il contient un bref apercu sur deux méthodes d’estimation des
variables d’états : le filtrage de Kalman et le filtrage-lissage particulaire. Le deuxiéme et le troisiéme
chapitres décrivent le modeéle a volatilité stochastique a coefficients périodiques dans sa forme univariée
et sa forme multivariée respectivement. Dans chacun des deux chapitres, nous commencgons par la
définition du modeéle. Ensuite, nous dérivons une condition sous laquelle notre modéle admet une solution
périodiquement strictement stationnaire et nous obtenons, sous cette condition, I’expression explicite des
moments d’ordres supérieurs. Nous étudions également leur structure d’autocovariance. Le probléme de

I’estimation des parameétres est traité en utilisant deux méthodes a savoir la méthode du quasi-maximum



du vraisemblance basée sur le filtre de Kalman périodique et la méthode de maximum de vraisemblance
basée sur I'algorithme d’Expectation-Maximisation (EM) combiné avec le filtrage-lissage particulaire.
Le quatriéme chapitre est consacré a la description d’un mélange de modeles a volatilité stochastique et
adapte la technique fondée sur I'algorithme de filtrage particulaire au probléme de I’estimation. Enfin,
en conclusion on peut dresser un bilan des classes de modeéles proposées dans cette thése, ainsi que les
nombreux nouveaux défis et les perspectives des méthodes d’estimation pour ces modeéles en particulier

et les modeéles a volatilité stochastique en général.



Chapitre 1

Généralités sur les modéles espace d’états

1.1 Introduction

La classe des modeéles espace d’états (State Space Models) représente un cadre trés puissant pour
Panalyse des systémes dynamiques. Elle repose sur la dynamique des variables d’états (inobservées) et
leurs liens avec celles observées pour tirer des conclusions statistiques sur les états inobservés. La théorie
des modeéles espace d’états a connu des progrés considérables dans les années 1960 et a été utilisée par
les économistes et les statisticiens. Elle offre notamment des outils avantageux pour analyser des séries
chronologiques dans une grande variété de domaines scientifiques (Anderson et Moore, 1979 ; Harvey,
1989 ; Durbin et Koopman, 2001; Aoki, 2013). En effet, plusieurs modeles de séries chronologiques
peuvent étre exprimés sous forme espace d’états, y compris les modéles a volatilité stochastique. Ceci
permet une meilleure étude et une meilleure compréhension de la dynamique de ces modeéles. Les modéles
espace d’états peuvent étre également utilisés afin de réduire la complexité des problémes liés a I’analyse

de certains modéles de séries chronologiques.

La représentation des modeéles de séries chronologiques sous forme espace d’états, a regu une at-
tention considérable au cours des derniéres années. En effet, plusieurs travaux d’analyse des modeéles
linéaires stationnaires et méme périodiques, a travers leurs représentations espace d’états équivalentes,
ont constitué, jusqu’a présent, le centre d’intérét de plusieurs chercheurs (voir par exemple Stoffer et
Wall, 1991 ; Cavanaugh et Shumway, 1996 ; Klein et al., 2000 ; Wall et Stoffer, 2002 ; Aknouche et Hamdi,
2009 ; Hamdi, 2008 ; Aoki, 2013 ; Guerbyenne et Hamdi, 2011 ; et les nombreuses références citées).

L’objectif de ce chapitre est de donner un bref apergu sur les modeéles espace d’états. Nous donnons
la définition mathématique d’un modéle espace d’états dans la Section 1.2. Ensuite, nous présentons,
dans les deux derniéres sections, deux méthodes pour l'estimation des variables d’états : ’algorithme
de Kalman et le filtrage et le lissage particulaire. Toutefois, la littérature sur le sujet étant trés dense
et évoluant tres vite, il est, en pratique, impossible d’en donner une cartographie exhaustive. Pour
cela, nous exposons les éléments de base et les grandes lignes nécessaires a la compréhension de ces

procédures.



1.2 Modéles espace d’états

Les modeles espace d’états sont généralement représentés par les deux équations suivantes

vy = Fy(xiq,e) (1.1)

v = Hi(xg,e) (1.2)
ou F; et H; sont des fonctions dont la forme est connue et dépendent d'un vecteur de parametre 6.
Dans ce contexte, x; € R" représente un état inconnu & l'instant ¢ qui a son propre mécanisme, et est
modélisé par une chaine de Markov de distribution initiale py (o) et de densité de transition py (z¢|x;—1).
La séquence {y;,t € Z} représente les données observées, qui sont supposées indépendantes condition-
nellement a 'état x;, i.e. pg (Ye|yi_1, 21, T2, ..., xt) = po (y¢|x;). Par conséquent, il est naturel de nommer
(1.1) Péquation d’état ou d’évolution et (1.2) ’équation d’observation ou de mesure. Enfin, ¢; € R,

g €RM et (52, e;) est un processus bruit blanc tel que

cov ((gl e/>/ <€/ e/)) _ Qt St
t1 €t t1 €t S R )
ol () est une matrice définie positive et R; est une matrice strictement définie positive. Ici, ; est appelé
bruit (ou erreur) d’état, et e; est appelé bruit (ou erreur) d’observation.

Une représentation graphique de ce modeéle est illustrée par la Figure 1.1

X ~p xf|Xr ]

"*0@.
© ® ©

v, ~ p(y,|x:)

Figure 1.1. Représentation graphique du modéle espace d’états
Lorsque I'équation d’état et I’équation d’observation sont comme suit
Ty = Atwt,1 + &4, (13)
Y = B +ey, (1.4)

le modele est référencé comme un modeéle espace d’états linéaire. De plus, si ; et e; dans (1.3) et (1.4)

sont normalement distribuées, le modele est appelé modéle espace d’états linéaire gaussien.

Dans cette thése, nous discutons quelques variantes de modéles SV, 14 ot on peut facilement per-
cevoir que le modeéle SV est un modeéle espace d’états dont I’équation d’observation est non linéaire. Il
est a noter que le modele SV basique n’est pas un modéle espace d’états linéaire mais sans doute la

linéarisation de I’équation d’observation le rend linéaire.

Le probléme de l'estimation de I’état x; consiste & trouver un estimateur a partir des observations

Ys = {1, ..., ys}. Trois cas de figure sont alors & distinguer :
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1. Filtrage : estimation de z; & partir de Y, ou ¢t = s.
2. Prédiction : estimation de x; a partir de Y, ou ¢ > s.

3. Lissage : estimation de x; & partir de Y, ou t < s.

Chacun de ses problémes peut étre résolu séquentiellement par le filtre de Kalman ou le filtre

particulaire.

1.3 Filtre de Kalman

Le filtre de Kalman a été développé originairement par Rudolf Emil Kalman (1960) dans le contexte
des systémes linéaires. Cependant, étant donné la facilité de mise en ceuvre de 'algorithme sur les
calculateurs numériques, il est devenu largement utilisé dans une large gamme de domaines technolo-
giques (radar, vision électronique, communication, etc.), et en particulier, les applications statistiques
incluant les prévisions des chroniques. Le filtre de Kalman est une approche statistique, d’assimilation
de données, dont le principe est de corriger la trajectoire du modéle en combinant les observations
avec l'information fournie par le modele de facon & minimiser I’erreur entre 1’état vrai et 1’état filtré.
C’est un estimateur-prédicteur trés puissant, applicable sur des modeéles univariés ou multivariés. Il est
également décrit comme une procédure récursive qui calcule, & un instant ¢ dans le cas linéaire gaus-
sien, I'estimateur optimal! de la variable d’état d’une facon séquentielle, en se basant sur la dynamique
du modeéle qui définit son évolution dans le temps, et sur 'information disponible & l'instant t. Cette
derniére comprend les observations jusqu’a l'instant ¢ et y compris le y;. D’autre part, Schweppe (1965)
a été le premier a remarquer que la fonction de vraisemblance d’'un modeéle écrit sous forme espace

d’états, peut étre évaluée au moyen du filtre de Kalman.

1.3.1 Présentation de ’algorithme

Nous nous intéressons, dans ce qui suit, au probléme de filtrage et de prédiction & un pas.

Considérons maintenant le modéle espace d’états linéaire, défini par (1.3) et (1.4), tels que

E(e)) = E(e) =0,

(5t5t+h) 5h,0Qt’

<€t€t+h) 5h,0Rt7
E (eta:t_k) =0,

Vt,h € Z, Vk > 0,

ou ¢ désigne la fonction de Kronecker. En supposant que les matrices A;, By, @y et R, sont connues,
la prévision optimale de z;, sur la base de I'information disponible jusqu’a I'instant ¢ — 1, est dérivée
d’un résultat bien connu pour des variables normales (voir par exemple Hamilton, 1994, page 92). Pour

appliquer ce résultat, supposons que

IL’optimalité ici est au sens de la minimisation des carrés des erreurs réalisées sur le vecteur d’état et au sens du
maximum du vraisemblance du vecteur d’état conditionnellement au vecteur de mesure, dans ce cas les deux estimateurs

sont équivalents.
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H1 Le processus {g;,t € Z} est un bruit blanc gaussien de matrice de variance covariance Q).
H2 Le processus {e;,t € Z} est un bruit blanc gaussien de matrice de variance covariance R;.
H3 Le vecteur d’état initial z( est gaussien de moyenne i, et de matrice de variance covariance F.

H4 Les bruits {e;} et {e:}, et I'¢tat initial zo sont mutuellement indépendants.

L’idée du filtre de Kalman est de chercher un estimateur linéaire 7y, de x; qui vise & minimiser &
chaque instant la variance de 'erreur d’estimation ; [ [(fﬂt — :L’t) (fﬂt — xt)/] , cet estimateur est défini
par

/ft\t =E [$t|Y%] .

Une propriété de cet estimateur est son écriture récursive qui définit les équations du filtre de Kalman

discret. Cette écriture permet également de déterminer récursivement la variance de l’erreur de filtrage.

Le filtre de Kalman est structuré en deux étapes reprises d’itération en itération. Les deux premiéres
équations (1.5) et (1.6) sont des équations de «mise & jour du temps» (étape de prédiction) et les deux
suivantes (1.7) et (1.8) de «mises & jour des mesures» (étape de correction). La premiére étape concerne
les lois de probabilité a priori. Cette derniére ne dépend pas des observations & I'instant ¢ et le calcul
peut étre fait «hors-ligne», i.e. sans tenir compte de la variable observée courante y,. La seconde
étape, différemment de la premiére, concerne les lois de probabilité a posteriori qui prennent en compte
I'information a l'instant ¢. Enfin, la pondération K;, appelée matrice de gain, qui intervient dans les
équations précédentes, est actualisée & chaque itération par la derniére équation (1.9). Chaque itération

de l'algorithme se résume par les cinq équations suivantes

Ty = AT, (1.5)
Py = AP 1AL+ Q, (1.6)
T = T+ K (g — By (1.7)
Py = (I—KB)Py_1, (1.8)
K, = APy 1B, (BPy 1B+ R) ", (1.9)

et par l'initialisation de I’état du systéme et de sa matrice de covariance
33\1‘0 = 2 et Pl‘() = P().

Ici, @y4—p, h = 0,1, est le meilleur prédicteur linéaire du vecteur d’état x, & I'instant ¢ & partir des
mesures disponibles jusqu’a l'instant ¢t — h, et Py, = E [(wt - fﬂt,l) (.I’t — ft‘t,l)l] est la matrice de

covariance de ’erreur de prévision correspondante.

L’équation (1.5) permet la prédiction de I’évolution temporelle & un pas de 'état z;. Cette prédiction
est notée par Ty;_1 et elle est définie comme la projection de z; sur son passé (passé synthétisé par x;_1).
L’équation (1.7) réactualise l'estimation de I’état x;. Cette réactualisation est notée par 7y et elle est
comme la somme pondérée de la prévision Zy;—; et un terme correctif proportionnel a I'erreur relative

a la derniére observation ;.
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L’équation (1.9) calcule la matrice de gain optimal K;, qui tient compte des caractéristiques sta-
tistiques du bruit de mesure mais ne dépend pas des données mesurées. Donc elle peut étre calculée a
priori.

Les équations (1.6) et (1.8) sur les matrices de covariance sont appelées «équations de Riccati». Ces
équations permettent de calculer la suite des gains de Kalman K;. La matrice de covariance a posteriori
P,; connait généralement un gain en précision par rapport & la matrice de covariance a priori Py
grace au terme K B;P;_,. La matrice de covariance a priori en ¢, Py;_;, tient compte des erreurs liées
aux innovations de I'état avec la matrice @, mais est aussi augmentée d'un terme A, P,; A} associé aux

erreurs sur ’état a la date t.

1.3.2 Interprétation graphique du filtre de Kalman

Une interprétation du filtre de Kalman repose sur 'utilisation des propriétés élémentaires de I’algébre
linéaire. Rechercher 7y, = E[x;|Y;], revient en effet & projeter x; sur le sous-espace engendré par
{y1,y2, ...,y } . Or cet espace peut se décomposer en ’espace des valeurs observées par le passé (engendré
par {y1, Yz, ..., ye—1}) et celui de 'innovation €, (égale a 1, — B;Zy;—1). En projetant x; sur ces deux sous-
espaces, on obtient, par définition, Zy;—; et E [x,|€;]. On peut alors montrer que E [x;| €] peut se réécrire
comme K;e;, ou K; est la matrice de gain calculée dans I’équation (1.9). L’équation (1.7) exprime alors

la projection recherchée comme la somme des projections sur chaque sous-espace (voir Figure 1.2).

Espace engendré par €. %t "

Espace engendré parl/1, -- -, Us—1_

Figure 1.2. Projection du vecteur T; sur le sous-espace engendré par {yl, Yoy oeny yt}.

Les équations (1.5)-(1.9) expriment les grandeurs a priori, en fonction de celles a posteriori et
réciproquement. Il est possible de condenser ces deux étapes en une seule, conduisant ainsi aux formes

prédicteur et correcteur du filtre de Kalman suivant.
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Algorithme 1.1 (Filtre de Kalman, 1960 ) '

QO = B,Py1B, + Ry,
K, = APy 1B,
Topre = (A — K By) Typr + Ky,
Pop = Avr (Pye—r — P ' Pyecr) Apy + Qe

Le filtre de Kalman, comme mentionné précédemment, apporte une solution optimale dans le cas
des modeles linéaires gaussiens. En revanche, lorsque le modeéle est non-linéaire et/ou non-gaussien, le
filtre de Kalman reste uniquement optimal parmi les estimateurs linéaires. Dans le cas ot le modéle est
non gaussien, on peut approximer la densité a posteriori par une distribution gaussienne. Dans le cas
oul le modeéle est non-linéaire, le filtre de Kalman étendu (Extended Kalman Filter, EK F') nécessite la
linéarisation locale des fonctions non-linéaires a ’aide d’un développement en série de Taylor tronqué a

I'ordre 1 au voisinage de la variable estimée 7';; courante et 'application du filtre de Kalman classique.

Toutefois, ces techniques ont parfois des performances peu satisfaisantes, en particulier dans les
modeles dont la densité a posteriori présente un caractére trés pointu et/ou multimodal, et son approxi-
mation par une distribution gaussienne n’est plus envisageable et peut entrainer des erreurs d’estimation
importantes. Dans ce cas, il faut avoir recours & des méthodes d’approximation numériques comme les

méthodes de Monte Carlo, afin d’approcher n’importe quel type de densité a posteriori.

1.4 Filtre particulaire

Les filtres particulaires sont des méthodes séquentielles de Monte Carlo qui peuvent étre appliqués
aux modeles espace d’états. Ils peuvent étre considérés comme une alternative puissante au filtre de
Kalman classique pour les problémes d’estimation optimale d’un modéle non-linéaire et /ou non-gaussien.
En raison de la popularité des méthodes de particules, quelques surveys ont déja été publiés sur le sujet
(Arulampalam et al., 2002 ; Cappé et al., 2007 ; Fearnhead, 2008 ; Kiinsch, 2001 ; Doucet et Johansen,
2012).

Contrairement au filtre de Kalman qui fournit une seule estimation z;; = E [z4|Y}], I'idée principale
des filtres particulaires est d’approximer la densité de probabilité a posteriori p (x;|Ys) de la variable
d’état x; (ou p (X;|Ys) de la trajectoire X; = (zo,...,7;)) & I'instant ¢ conditionnellement aux mesures

Y, par une distribution empirique, i.e. en utilisant un échantillon discret obtenu par simulation.

Il est bien connu que 'estimation bayésienne nécessite le calcul des intégrales du type

1(h) = [ (o) p (oY) do (1.10)

Dans le cas de densités de probabilité relativement complexes, le calcul analytique de cette intégrale
n’est pas facile et les techniques classiques d’intégration ne sont pas suffisamment précises et/ou sont

trop cofiteuses en terme de temps de calcul.

'Pour la preuve voir par exemple Brockwell et Davis (2016).
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une suite de réalisations i.i.d. a partir de p (x4|Y};), appelées particules, i.e.

Considérons {xij )}
A J=T,M
mgj ) ~ p(-|Y;) , 7 =1, M. Une approximation de Monte Carlo de la densité a posteriori est donnée par

la distribution empirique
M
1
]:

o 0, (+) est la fonction de Dirac au point x. En se basant sur cette approximation, I (h) peut étre

approchée par
M
~ 1 .
Tus () = [ o) P ) = 5 ) () (1.11)
j:

Il est possible de montrer que cette estimation de 'intégrale I (h) est non biaisée. De plus, si la variance

a posteriori de h (z;), notée o3, telle que
oh £ Bpvy [1° (X)] = T2 (h)

est finie, alors la variance de Tus (h) est donnée par
2
~ o
var <IM (h)) = Mh
Ainsi, d’apres la loi forte des grands nombres, TM (h) converge presque strement vers I (h), lorsque M

tend vers l'infini,

Ty () ™5 T(h).

M—o0

et la vitesse de convergence est donnée par le théoréme central limite

x/MFM (h)—I(h)} — N(0,02).

M—oo

Ce constat met en avant un point important des méthodes de Monte Carlo. En effet, & partir d’un

ensemble de M particules {xij )} _, la relation (1.11) permet d’obtenir facilement des estimateurs
j=T,0

de l'intégrale I (h) pour toute fonction h. De plus, la vitesse de convergence du calcul de cette ap-
proximation dépend uniquement de leur effectif et non pas de la dimension de 'espace d’états. Avec
les méthodes classiques d’intégration, la vitesse de convergence augmente de fagcon exponentielle avec
la dimension de ’espace d’états. Cependant, ce résultat est obtenu en supposant que 1’on dispose d'un
échantillon distribué selon la loi visée. Le probléme consiste alors & produire cet échantillon, c’est a dire
a simuler un ensemble de réalisations de la variable aléatoire distribuée selon la densité de probabilité
a posteriori p (x;]Y;). Malheureusement, un probléme se pose en pratique; il est souvent impossible
de générer des échantillons selon cette densité. Autrement dit, I'obtention des particules n’est pas un

probléme trivial et le recours a des algorithmes d’échantillonnage est nécessaire.

11 existe de nombreuses méthodes d’échantillonnage selon une loi p (z;]Y;), notamment la méthode de
la transformation inverse, la méthode d’acceptation/rejet, I’échantillonnage d’importance (Importance
Sampling (15)), les méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov (Markov Chain Monte Carlo

MCMC)), etc. Nous présentons ci-dessous 1’échantillonnage d’importance.
g
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1.4.1 Echantillonnage d’importance

L’objectif de ’échantillonnage d’importance, appelé aussi échantillonnage préférentiel, est de générer
des particules dans les régions d’importance de la densité a posteriori, c’est-a-dire dans les régions de
I’espace d’états dans lesquelles la densité a posteriori prend des valeurs élevées. Il repose sur 'introduc-
tion d’une densité de probabilité ¢ (z;|Y;) appelée densité d’importance, selon laquelle il est possible de
générer des échantillons, et dont le support contient celui de p (z;]Y;). Sous ces hypothéses, 'intégrale

définie dans I’équation (1.10) peut étre réécrite sous la forme

1(h) = / h (@) p (2:Y3) das

p
- Jrerzens

, 1.12
Jw ) q (e doy (12
ot w (x;) est le poids d’importance non normalisé, défini par
p(7]Y7)
w(wy) = wy = ——=<. 1.13
(@) : q (z:|Y2) ( )

une suite de réalisations i.i.d. générée a partir de ¢ (x;|Y;). En

Considérons maintenant {:L‘EJ )}
G=1,M
appliquant la méthode de Monte Carlo au numérateur et au dénominateur de ’équation (1.12), on

obtient une approximation de I (h). Cette approximation est donnée par

R lzﬂi w (29) b (2 Mo .
- S fn,
(4)

ou w,”’ est le poids d’importance normalisé, donnée par

w (I(j)>
()

vl = oy
Zi:lw Ty

Illustration graphique

Nous cherchons a approcher la densité
p(x) =04N (-2,2) + 0.3N (2,2) + 0.3N (5.5,0.5) .

La densité d’importance choisie est une distribution gaussienne, ¢ (z) = N (2, 10). Nous considérons un
ensemble de M = 30 particules distribuées selon la densité d’importance q. Nous visons & explorer les
zones "pertinentes" de 'espace d’états. Or, par hypotheése, I’échantillon est distribué selon la loi p, donc
les valeurs de x pour lesquelles ¢ () est supérieur & p (x) sont sur-représentées et celles, au contraire,

pour lesquelles ¢ () est inférieur & p (x) sont sous-représentées (voir Figure 1.3). L’idée! consiste alors a

'Dans la méthode d’acceptation/rejet, soit on accepte la particule et on I’associe au poids 1/M, soit elle est rejetée.
Par contre dans 1’échantillonnage d’importance on accepte toutes les particules (aucune particule n’est rejetée), mais en

pondérant les particules avec un poids normalisé w().
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introduire pour chacune des valeurs de I’échantillon une pondération afin de tenir compte de son poids

w7 dans le calcul de 'espérance de h ().

Densité a approcher
0.16[ | = = w= Densité d'importance
| | ==© Echantillon pondéré

0.1F

0.08f

0.06F

0.04F

0.02+

Figure 1.3. Echantillonnage d’importance.
La densité de la loi 0.4N(—2,2) 4+ 0.3N(2,2) + 0.3N(5.5,0.5) est approchée avec un systéme
de M = 30 particules pondérées distribuées selon la densité d’importance de la loi AV/(2,10).

L’échantillonnage d’importance, tel qu’il est présenté ici, est inadapté pour la mise en ceuvre d’une
procédure séquentielle pour 'estimation de la densité a posteriori. En effet, lorsqu’une nouvelle obser-
vation y,; est disponible, il faut redéterminer I’ensemble des particules pour tous les instants. On obtient
donc une complexité de calculs qui augmente avec le temps. Cependant, ’échantillonnage d’importance
peut étre modifié afin que le calcul d’une approximation de la densité a posteriori puisse étre réalisé
sans avoir besoin de modifier ’ensemble des trajectoires des particules {azgﬂ)l} ___. La méthode cor-

j=1,M
respondante porte le nom d’échantillonnage d’importance séquentiel (Sequential Importance Sampling

(SIS)).

1.4.2 Echantillonnage d’importance séquentiel

L’aspect séquentiel du probleme d’estimation de la densité a posteriori se résume dans I'utilisation
du résultat & I'instant ¢ — 1 pour estimer la densité a I'instant t. On rappelle que la densité a posteriori

a l'instant ¢ admet, a cause du caractére markovien de la variable z;, la formulation récursive suivante :

P (elwe) p (4]0 1) .

XY = p (XY
p( t| t) p( t 1| t 1) p(yt\Yl—l)

(1.15)
Afin d’appliquer séquentiellement ’algorithme d’échantillonnage d’importance, la densité d’impor-
tance doit vérifier la forme récursive suivante :

t

T (Xe|Ys) = m1 (Xema|Yimr) @ (26| X1, Y2) = 7o (20) qu' (2| Xi21,Ys) (1.16)

=1
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A Tinstant ¢ = 0, les particules sont échantillonnées a partir de g (z9). La densité d’importance
qi (2| X¢—1,Y:) permet de propager les particules de l'instant ¢ — 1 a l'instant ¢. On peut noter que
la propagation augmente la longeur de la trajectoire du vecteur X;. Construites de cette maniére, les
particules a l'instant ¢ sont distribuées selon 7; (X;|Y;). Pour corriger cette différence avec la densité a
posteriori, il est nécessaire de pondérer les particules en calculant les poids d’importance. En utilisant
les équations (1.15) et (1.16) dans I’équation (1.13), le mécanisme de mise & jour des poids obéit alors

a l'expression récursive suivante

() _ ) p (yt’x?)>p (xﬁ”|x§f_)l)

Wy = Wi : .
qt < ])|‘T§]—)1ay;5—1> P (yelYio1)
ou
L o))
wt|t cht 1)t—1 . (1.17)

q (:cﬁj)kci@l,thl)
Il est & noter que 'utilisation d’une formule définie a une constante prés ne pose pas de probléme car

les poids sont ensuite normalisés.

L’algorithme suivant récapitule la procédure de I’échantillonnage d’importance séquentiel.

Algorithme 1.2 (Echantillonnage d’importance séquentiel (S1.5))

1. Pourt =0, générer un échantillon {xgj)} ‘ a partir de q (xq) et poser w(()j) = %
j

=1,
2. Pourt >0,

a) Générer un échantillon { z\7 a partir de g, 29|z Y, 1 ).
t £ 1T

j=1,M

yt‘ﬁ(j) (j)‘z(j) )
(b) Mise & jour des poids : w? o wt(])l (q G (])L(g) " 1) >, j=1,M.

(c) Normalisation des poids : w /Z ) j=1,M.

(d) Finalement, la séquence des M particules {:CE])} __est un échantillon aléatoire issu de
j=1,M

p(x|Y:) (on dit aussi que la séquence des M trajectoires {Xt(j)} est un échantillon
Jj=1,
aléatoire issu de p (X;|Y;)).

1.4.3 Probléme de dégénérescence

Une limitation connue de ’algorithme d’échantillonnage d’importance séquentiel est que la variance
des poids augmente avec le temps. Doucet et al. (2000) ont montré' que la plupart des poids des
pondérations diminuent dans le temps. Ce phénoméne est appelé la dégénérescence des pondérations

et se traduit par une diminution significative du nombre de particules utiles au cours du temps. En

'La preuve de cette proposition est une extension directe du théoréme de Kong et al. (1994) dans le cas d’une densité

d’importance.
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effet, les poids normalisés décroissent vers 0 pour toutes les trajectoires simulées sauf une qui prend
tout le poids et ceci a cause du caractére multiplicatif de la formule récursive des poids (1.17). Ce qui
conduit & fausser 'approximation de la densité a posteriori et provoque a long terme la divergence du
filtre, autrement dit elle entraine des effets néfastes sur la qualité de la précision de l’estimateur (1.14).
Cette dégénérescence signifie qu'un grand effort de calcul est consacré & la mise & jour des particules
dont la contribution a 'approximation est presque nulle. Arulampalam et al. (2002) ont mentionné,
pour remédier & ce probléme, deux critéres qui sont le bon choix de la densité d’importance et le

rééchantillonnage.

Choix de la densité d’importance

La densité d’importance joue un role primordial dans les algorithmes de filtrage particulaire et son
choix conditionne le bon fonctionnement du filtre. Elle doit étre choisie pour minimiser la variance des

poids. Les principaux choix possibles sont (voir Doucet et al., 2000)

1. Densité d’importance optimale introduite par Zaritskii et al. (1975) et est donnée par
q (wt’Xt@p Yt) =D (xt\ng—)u yt)
avec les poids associés
w? = w§ﬂ1/P (yelze) ($t|$§@1, yt) day.

Ce choix est optimal au sens ot cette densité minimise la variance des poids conditionnellement
a ’état précédent x;_; et a ’observation actuelle y;. Cependant, ce choix est rarement applicable
dans la pratique, car cette densité optimale souffre de deux inconvénients majeurs : il n’est pas tou-
jours possible d’échantillonner selon la densité p (z:|z;—1, y¢), et aussi d’évaluer cette intégrale par
rapport au nouvel état. En revanche, il existe deux cas ou I'utilisation de la densité d’importance
optimale est possible!. Pour de nombreux autres modeéles, de telles évaluations sont impossibles.

Nous présentons maintenant deux méthodes sous-optimales qui permettent ’approximation de la

fonction d’importance optimale.

2. Densité d’importance obtenue par linéarisation locale : Doucet et al. (2000) présentent deux sché-
mas qui aboutissent a une fonction d’importance gaussienne dont les paramétres sont évalués en
utilisant des linéarisations locales, c’est-a-dire qui dépendent de la trajectoire simulée j = 1, M.
Une telle approche semble étre une maniére trés prometteuse de procéder avec de nombreux mo-

deles, ou les linéarisations sont facilement disponibles (voir par exemple Pitt et Shephard, 1999).

(a) Linéarisation locale du modéle espace d’états : une linéarisation locale du modele de la méme
maniére que le filtre de Kalman étendu (EF K F') est proposée. Cependant, dans ce cas, cette
linéarisation est effectuée dans le but d’obtenir une fonction d’importance et ’algorithme
obtenu converge toujours asymptotiquement vers la densité d’importance optimale. En pro-
cédant ainsi, on approche, en réalité, la densité d’importance optimale par une densité gaus-

sienne, i.e.
a (wlatym) =N (o). 25))

"Voir Doucet et al. (2000) et Arulampalam et al. (2002).
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(4) ()
tlt it
Kalman étendu. Ce choix est efficace, mais assez cotiteux & mettre en ceuvre en termes de

dont la moyenne x,”) et la matrice de covariance ¥/ sont calculées' a partir du filtre de

nombre d’opérations, car a chaque instant le filtre de Kalman est exécuté.

(b) Linéarisation locale de la fonction d’importance optimale : on suppose ici que [(x;) =

log p (xt|xl(f;)1, yt> est deux fois différentiable en z;. En utilisant le développement de Taylor

d’ordre deux au voisinage de x;, on suggére de prendre une loi gaussienne N <m£j ), R,Ej ))

comme loi d’importance, telle que mgj ) et jo ) sont calculées? en fonction de la dérivée pre-

miére et seconde de [ par rapport a x;.

3. Loi d’évolution de l’état : il est souvent pratique de choisir la loi d’évolution comme densité
d’importance, i.e.
q <$t|x§j—)1>yt> =p (xt’*fiq) 3

dans ce cas les poids sont calculés comme suit
wi’ = wlip (ytlx?)) :

L’algorithme ainsi construit est appelé filtre Bootstrap adopté par Gordon et al. (1993). Il a
I’avantage d’étre facile & implémenter. Cependant, il est souvent peu efficace vu que I'information
apportée a l'instant ¢ par la nouvelle observation n’est pas prise en compte pour la mise a jour

des particules; ce qui se traduit par une grande variance des poids.

Rééchantillonnage des particules

Si le systéme de particules pondérées {:c,gj ), ng )} ~___est tel que les poids ont une grande variance,
on va générer un autre systéme de particules de mémje:tléﬂﬁle en favorisant les particules de grands poids.
Celles-ci seront dupliquées, au détriment de celles, faiblement pondérées, qui disparaissent, tout en
restant & un nombre de particules constant. On obtient alors un nouvel échantillon de particules de méme
poids. Gordon et al. (1993) ont, les premiers, introduit une étape de rééchantillonnage dans le cadre de
I’échantillonnage d’importance séquentiel. On peut assimiler le rééchantillonnage a la transformation
de la mesure pondérée discrete {asz ), wt(j )} en une mesure équi-pondérée discréte {ZL‘EJ ), 1/M } Citons
briévement, les principales méthodes de sélection des particules classiquement utilisées dans les filtres
bootstrap comme les résument Arulampalam et al. (2002).

)le

— Le rééchantillonnage classique ou multinomial : Cette technique est la plus utilisée. Soit Mt(j
nombre de particules descendants engendrées par la j¢™¢ particule & I'instant ¢. Le but recherché
est que [E (Mt(j )) =M wlfj ), ce qui signifie que plus le poids d’une particule est élevé, plus son
nombre de descendants espéré est grand. Ceci peut étre réalisé grace & un tirage multinomial.

— Le rééchantillonnage résiduel : Cette technique est une amélioration du tirage multinomial, dans

le but est de diminuer la variance des particules dupliquées. L’idée dans une premiére étape, est

IPour les formules de la moyenne et la matrice de variance-covariance, ainsi que les poids associés, voir par exemple

Doucet et al. (2000) .
2cf. Doucet et al. (2000) .
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de choisir de fagon déterministe une partie des particules, puis dans la deuxiéme étape utiliser la
redistribution multinomiale pour sélectionner les particules résiduelles.

En définissant une structure générique basée sur l'algorithme S7S, auquel on ajoute une étape de
rééchantillonnage, ’algorithme obtenu est appelé échantillonnage d’importance séquentiel avec rééchan-
tillonnage (Sampling Importance Resampling, STR).

Indicateur de dégénérescence

Notons que cette étape de redistribution ne doit pas étre déclenchée a chaque cycle de calcul, car elle
entraine des erreurs de Monte Carlo : absence de diversité des particules (une particule est dupliquée
plusieurs fois). L’idéal est de réaliser un compromis concernant la fréquence du rééchantillonnage en ne
faisant intervenir ce dernier que lorsque cela s’avére nécessaire, en choisissant le moment propice pour le
rééchantillonnage des particules avant la dispersion des poids. Cette étape doit doit étre effectuée lorsque
Defficacité du filtre (liée au nombre de particules) se situe en dessous d'un certain seuil. Ce seuillage
a pour effet de favoriser la diversité des particules en limitant le nombre d’appels & la procédure de
rééchantillonnage.

Plusieurs méthodes heuristiques, dont le but est de mesurer cette dégénérescence, ont été proposées
dans la littérature. On citera deux critéres parmi les critéres les plus utilisés. Le premier critére a été
défini par Kong et al. (1994), il est basé sur la variance des pondérations. Il introduit le paramétre Netf o

appelé nombre de particules efficaces, inversement proportionnel & la variance de 1’estimateur

oM M
eff — var(ws) 2 ’
1 4 darlwd 1 4 M2var (wy)
[E(w:)]

Il vaut M lorsque les particules sont réparties uniformément, et 1 lorsque toutes particules sauf une
admettent un poids nul. Notons que l’expression analytique de ce scalaire ne peut pas étre évaluée

exactement. Cependant il est possible de 'estimer a tout instant ¢ au moyen de la quantité

— 1
e ——
eff N 2
M

> (wl?)

Il suffit alors de fixer pour N ;f 7 un seuil (fonction du nombre total de particules M a linstant ¢, noté

nT) en dessous duquel une procédure de rééchantillonnage est & envisager.

Le second critere de rééchantillonnage est basé sur le calcul de 'entropie des pondérations. L’emploi
de cet indicateur, introduit par Pham (2001), se justifie par le fait qu'une analogie est possible entre les

particules d’un filtre de Monte Carlo et celle d'un gaz. L’entropie Ent s’obtient comme suit

M
Ent, =log M + Zwﬁj) log wt(j).

J=1

Nous avons toujours 0 < Ent; < log (M) . Ce critére est nul si tous les poids sont égaux a 1/M et vaut
log (M) si I'un des poids vaut 1. Ainsi, de méme que pour l'indicateur du nombre effectif, il suffit de

fixer pour Ent; un seuil (noté Th) en dessus duquel un rééchantillonnage devra étre déclenché.
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1.4.4 Filtre Bootstrap

La méthode d’estimation des paramétres des modeles SV dans cette thése est basée sur le filtre
particulaire connu sous la terminologie de Bootstrap. Le filtre Bootstrap posséde quelques propriétés

intéressantes qui justifient I'intérét qui lui est porté.

— Il est rapidement et facilement implantable.
— Il est aisément adaptable & un nouveau probléme. Il suffit de modifier, au niveau du programme,
la distribution d’importance ainsi que les poids d’importance, ce qui parait clairement dans ’es-

timation des trois modeles proposés (voir Chapitres 2, 3 et 4).

L’algorithme 1.3 et la Figure 1.4 suivants exposent schématiquement les différentes phases du fonc-

seme

tionnement d’un filtre Bootstrap. Notons que ft( est la j°¢ particule filtrée a I'instant ¢ pour approxi-

)

mer p (z4|Y;), et p;”’ est la j™¢ particule prédite & I'instant ¢ pour approximer p (x;]Y; ).

Algorithme 1.3 (Filtre Bootstrap (Gordon et al., 1993)) !

1. Poser w(()j) = L. et générer un échantillon {ft(j)}A

i a partir de p (xo) .
J=1

2. calculer p¥) = F, ( t(j)l,w,g )> ,j=1,M.

3. Mise & jour des poids : w (]) X w§ )1p <y |:B ) Jj=1,

4. Normalisation des poids : = w 2 /ZJ 1 wt

||
B

5. Calcul de Neff (ou Ent),

(a) Si ]@f > nT (ou Ent > Th) alors générer {ft(j)} ___ par rééchantillonnage de {pf), w!! )}
J=1,M i=

et poser w?) = ﬁ

(b) Smonft _pt aJ—l 1M

est un échantillon aléatoire de p (x4|Y}) .

6. Finalement, la séquence des M particules { ft(j ) }
J=1,M

!Une mesure de dégénérescence est intégrée dans cet algorithme.
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Figure 1.4. Principe du bootstrap?

Table 1.1 illustration du SIS et SIR

I'instant | la densité conditionnelle r approximation remarque
t—1 D (z1—1|Yi—2) {(pf 15 M) = filtrage sans rééchantillonnage | filtrage avec
t—1 p(zi—1]Yi—1) {(ft 1= pt 1 wt ) } équivalent a SIS rééchantillonnage
t—1 p(xi—1|Yio1) {(fgﬁl, M) ,j = étape de rééchantillonnage équivalent & STR
t p(we|Yio1) {(P{vﬁ>73217M}
t p () {(7l=piwl) i =1M]
t p (2¢Y?) {(ftj, ﬁ) 7 =1, M} cette étape n’est pas illustrée sur la Figure 1.4

Notons que le symbole «™» surmontant une particule indique que la particule en question n’a pas
encore subi I'étape de rééchantillonnage. Cette notation a pour vocation de faciliter la compréhension de
la chronologie des différents processus qui composent une récurrence d’un filtre particulaire. A 'instant
t — 1, les particules, dont les poids d’importance sont semblables { G) /M } , sont distribuées de
telle maniére & fournir une approximation de la distribution a posteriori predlte ]]\g(:z:t 11Yi—2).

A Taide de la mesure a t — 1, on procéde a la mise a jour du poids d’importance pour chacune des
particules. De cette maniére, on obtient un essaim de particules pondérées {AZJ ) =i )1}, o
qui fournit une estimation empirique de la distribution p (z;_1|Y;_1). Puis, I'étape de reechant]ﬂ:lgrj\l{
nage duplique les particules de forte vraisemblance, pour obtenir une approximation de la distribution

p(x¢-1]Y;—1) & partir des particules non pondérées { ft(f )1, 1/M } ___(voir la Figure 1.4).
=T,M

)

2Figure extraite de Doucet et al. (2001, p. 12)
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1.4.5 Lissage particulaire

L’objectif de I’étape de lissage est de fournir des particules lissées {S,EJ ), wg )} ___ pour approximer
j=1,0

p (x¢|Y,). Théoriquement, la trajectoire des états {s1, ..., s, } a partir de p (z1, ..., xi]_Yn) peut étre obtenue
en utilisant les particules filtrées. Godsil et al. (2004) ont suggéré une méthode de lissage particulaire,
basée sur la simulation en arriére (particle smoother using backwards simulation). Contrairement aux
autres méthodes de lissage, cette derniére ne souffre pas du probléme de dégénérescence et elle concerne
I’ensemble des états de la trajectoire {x, ..., x, } de la densité conjointe p (o, ..., x,|Y;,) et pas seulement
la densité marginale, p (z;]Y},). Le lissage particulaire en utilisant la simulation en arriére suppose que le

filtrage a déja été effectué de sorte que les particules et les poids associés { ft] ) ij )} ___ approximent
j=T1,M

bien la densité p (x;|Y;) par Zj\il wij s ) (z4). Cette méthode peut étre justifiée comme suit,

n
p(xl,.. xn|Y xn|Y Hp $t|xt+17--'7mn7Yn>v
t=1

et
p (xt]Y}) p ($t+1|33t>

P (ze11|Y)
Dans cette méthode, les particules approximant p (z;|Y;), sont supposées disponibles (obtenues par

P (2e|Yy) p (pg1]2e) -

p ($t|$t+1a cery Ly Yn) =p ($t|$t+1, Yt) =

I’étape de filtrage), donc nous obtenons immédiatement ’approximation des particules modifiées sui-

vante
p(xt‘StJrl,-- 8117 E wt|t+1 f(l ZUt)

avec les poids modifiés

wt(i)p (-Tt-l-l’ft(j))
N
Zk 1 wt p<$t+1|ft( )>

@  _

W41 =

Alors, l'idée est la suivante : étant donné {5££17-~ sgf)} une trajectoire de p (i1, ..., Tn|Yn), il
est possible d’avoir sgj) générée A partir de p (x¢|Si11, -, Sn, Yn) = D (2¢|S441,Yn) et on obtient donc
{sij),sgﬁl, ...,ng)} qui est une réalisation de p (zy, ..., x,|Y;) . Donc, on va commencer par ¢ = n, ol
on génére s9 a partir de p(x,|Y,) qui est déja approximée par { ft(i), w,gi)}i_m. Autrement dit, on
- avec les poids {wt(i)}‘ _. Ensuite, en répétant cette
procédure séquentiellement 01‘1 on va géngtlaypour chaque instant , ;::é\/[ partir p (x¢|sii1, Yn) qui doit
0.}

doit faire un rééchantillonnage de { ft(i)}

étre approximée par { ft s Wy +1} , d’ou la nécessité de calculer les poids lissés § w
=1,M

On obtient a la fin les particules lissées { Ej)} qui est une réalisation aléatoire de p(X,|Y,).
t= 17 5T

L’algorithme suivant présente les différentes phases du fonctionnement du lissage particulaire.

=1,
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Algorithme 1.4 (Lissage particulaire (Godsill et al., 2004))

1. Pourj=1,..M,

(a) Pourt = n, choisir s9) = f,gi) avec une probabilité wd i = 1, M.

(b) Pourt=mn—1,..,1,

i. Pouri=1,M, calculer wi‘it)ﬂ x wii)p (sgi)llfti)> :
1. Choisir sij ) = ft(i) avec une probabilité wfrt) -
2. Enfin, la distribution empirique de {sgj), sgj), s sg)} est une approzimation de p (X,|Yy) .
j=1,M

La complexité de calcul pour chaque réalisation est O (Mn), contrairement au O (M?n) requis pour

les procédures de lissage marginal (Kitagawa, 1996 ; Doucet et al., 2000 ; Hiirzeler et Kiinsch 1998).

1.4.6 Filtre particulaire Rao-Blackwellisé

Le fondement de la technique dite de Rao-Blackwellisation (Casella et Robert, 1996) réside dans
I’exploitation de la linéarité de certaines composantes du vecteur d’état du modele, de fagon a réduire
la variance de 'erreur. L’estimation du vecteur d’état, dans cette méthode, est effectuée en hybridant
un filtre particulaire avec une bande de filtres de Kalman ; seule la partie non linéaire est traitée avec
le filtrage particulaire, le reste du calcul est réalisé analytiquement par le filtre de Kalman. Un tel filtre

ameéliore 'efficacité de I'inférence, car une partie du probléme est résolu de fagon optimale (voir Doucet
et al., 2000).

1.4.7 Synthése

L’objet de ce chapitre était une bréve présentation de deux méthodes d’estimation des variables
d’états d’'un modeéle espace d’états. Toutefois, nous tenons & préciser les points, indiquant les choix
retenus dans cette étude, et qui sont

- T'utilisation de la premiére définition pour la mesure de rééchantillonnage,
- l'emploi du rééchantillonnage multinomial,

- le choix de la loi d’évolution de ’état comme densité d’importance.

Ainsi et pour plus de détails, en particulier les démonstrations de théorémes ou encore les études
de convergence, nous invitons le lecteur a se référer a des études plus poussées (Gordon et al., 1993 ;
doucet et al., 2001 ; Godsill et al., 2004 ; Doucet et al 2012).
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Chapitre 2

Modéles a Volatilité Stochastique

Univariés a Coefficients Périodiques

2.1 Introduction

La littérature sur la modélisation et la prévision des phénomenes stochastiques ayant une structure
d’autocorrélation périodique est volumineuse. En effet, des modéles de séries chronologiques pério-
diques ont été largement utilisés au cours des derniéres décennies pour décrire de nombreuses séries
temporelles présentant des dynamiques périodiques, rencontrées dans une grande variété de domaines
scientifiques. On peut citer a titre d’exemple 1’environnement (Vecchia, 1985; Jiménez et al., 1989),
I’économie (Franses, 1996 ; Franses et Paap, 2004), la finance (Bollerslev et Ghysels, 1996 ; Franses et
Paap, 2000 ; Bentarzi et Hamdi, 2008 ; Hamdi et Souam, 2017). C’est ainsi que de nombreux modéles
linéaires périodiques ont été introduits; parmi lesquels, nous trouvons les modéles Périodiques Auto-
Régressive Moyenne Mobile (PARM A). Ces derniers ont été extensivement étudiés par de nombreux
auteurs (voir par exemple Vecchia, 1985; Jiménez et al., 1989 ; Bentarzi et Hallin, 1994 ; Boshnakov,
1996 ; Ula et Smadi, 1997 ; Lund et Basawa, 2000, Basawa et Lund, 2001 ; Shao et Lund, 2004 ; Bentarzi
et Aknouche, 2005 ; Bentarzi et al., 2008 ; Aknouche et al., 2008 ; Aknouche et Hamdi, 2009 ; Hamdi,
2012 ; Guerbyenne et Hamdi, 2015 et bien d’autres).

De son coté, 'approche d’hétéroscédasticité conditionnelle offre des outils d’analyse et de conception
puissants pour la modélisation périodique des séries chronologiques stationnaires. On peut citer, en
particulier, la classe des modéles AutoRégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques généralisés a
coefficients périodiques dans le temps (PGARC H) introduite par Bollerslev et Ghysels (1996). Celle-
ci constitue, sans doute, la classe la plus importante pour la modélisation des séries chronologiques
financiéres périodiques. De plus, elle s’est révélée appropriée pour capter la périodicité dans la variance

conditionnelle, propriété qui ne peut pas étre expliquée par les formulations GARC H classiques.

Une autre catégorie de modeéles statistiques, a savoir la classe des modéles & volatilité stochastique
(SV) introduite par Taylor (1982), est considérée comme une alternative satisfaisante aux modeles de

type-ARCH . Cette approche est plus flexible et capte mieux les variations dans la volatilité des actifs
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en permettant a la variance des rendements d’étre un processus aléatoire non observé, contrairement
aux modeles ARC' H et leurs généralisations GARC H, ou la volatilité est une fonction des observations
retardées et/ou des volatilités passées. En d’autres termes, ces modeéles supposent que la variance future
est connue de fagon certaine ce qui n’est pas tout-a-fait cohérent avec la réalité. La modélisation SV
est motivée par la conviction que les changements dans la variance sont causés par des conditions
économiques et politiques, et la volatilité ne peut pas étre prédite exactement uniquement sur les

rendements passés.

La version la plus populaire du modele SV considére que le logarithme de la volatilité suit un
processus autorégressif de premier ordre. Notons que la modélisation SV permet a la log-volatilité
d’évoluer au cours du temps, ce qui assure la positivité de la variance du processus sans avoir besoin de

contraintes supplémentaires, comme c’est le cas dans les modeles ARCH/GARCH.

Par ailleurs, de nombreuses extensions du modele SV classique, ont été proposées dans la littérature
économétrique pour capturer différentes caractéristiques de séries chronologiques. Cependant, la plupart
des formulations proposées traitent les parameétres du modéle SV comme des constantes en fonction du
temps. Elles ne peuvent, de ce fait, expliquer, de maniére adéquate, les séries chronologiques dont la
volatilité affiche une certaine périodicité et qui ne peuvent pas étre expliquées par les modeles SV avec
des parametres invariants dans le temps. Il est donc possible de considérer, similairement aux modeles
GARCH périodiques (Bollerslev et Ghysels, 1996), une formulation & coefficients périodiques dans le

temps pour I’équation de la log-volatilité.

Le but de ce chapitre est d’étudier une nouvelle classe de modeéles & volatilité stochastique & coeffi-
cients périodiques, introduite dans un document non publié par Aknouche et al. (2007), pour modéliser,
a la fois, la variabilité instantanée et la périodicité & travers une meilleure formulation. Ce modeéle a été
appelé Volatilité Stochastique AutoRégressif Périodique (PAR-SV') plutdt que Volatilité Stochastique
Périodique (PSV), puisque la log-volatilité est définie comme un processus AR périodique d’ordre un.
Il differe du modele PSV proposé par Tsiakas (2006). Notons que dans la formulation de Tsiakas, les
parameétres sont exprimés comme une combinaison de sinus et de cosinus avec des variables indicatrices
appropriées. Cette représentation ne décrit, toutefois, qu'un cas particulier de saisonnalité déterministe
(Ghysels et Osborn, 2001) et ne tient pas compte de la volatilité périodiquement corrélée. Notons égale-
ment que la classe des modéles PAR-SV a été étudiée récemment et indépendamment de notre travail,
par Aknouche (2017).

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. La Section 2.2 propose quelques définitions pré-
liminaires sur les modéles PAR-SV et leur représentation espace d’états linéaire périodique. Dans la
Section 2.3, nous proposons certaines propriétés probabilistes du modele étudié, a savoir la stationnarité
périodique stricte et de second ordre. Dans la Section 2.4, nous décrivons deux méthodes simples pour
I’estimation du modeéle. La mise en ceuvre est basée sur le filtre de Kalman périodique et sur I’algorithme
d’Expectation-Maximisation (EM) combiné avec le filtrage et le lissage particulaires. Finalement, dans
la Section 2.5, nous proposons une étude de simulation pour examiner la performance des méthodes d’es-
timation proposées et une application du modele PAR-SV a la série journaliére Euro/Dinar Algérien
(EUR/DZD) et a la série journaliére Dollar Ameéricain par rapport au Dinar Algérien (USD/DZD)
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2.2 Modéle a Volatilité Stochastique AutoRégressif Périodique

Il existe dans la littérature économétrique plusieurs variantes du modeéle a volatilité stochastique
univarié, dont la premiére a été introduite par Taylor en 1982. Cependant, nous présentons le modeéle
utilisé par Platanioti et al. (2005). Considérons le processus {e;;t € Z} satisfaisant la représentation

espace d’états suivante

= o+ Bri + Qey,

ou &; est le rendement d’'un actif au temps t et z; est la log-volatilité correspondante. Les coefficients

1
{ e = 1 exp {7e) tez, (2.1)

a, B et () sont respectivement un facteur d’échelle pour la volatilité, le coefficient de persistance et une
mesure d’amplitude des oscillations de z; autour de sa moyenne. Enfin, (7,) et (e;) sont deux séquences
de variables aléatoires i.i.d. centrées réduites mutuellement indépendantes. Dans ce modele, {e;;t € Z}
décrit la série temporelle sous-jacente et la variable non observée x; est connue comme la log-volatilité

du processus {e;t € Z}.

Pour modéliser a la fois la variabilité instantanée et la périodicité a travers une meilleure formula-
tion, Aknouche et al. (2007) ont proposé d’ajouter plus de flexibilité & la modélisation SV standard,
en introduisant la classe des modéles & volatilité stochastique autorégressifs périodiques. Rappelons
qu'un processus stochastique {&;;t € Z} admet une représentation Periodic AutoRegressive Stochastic

Volatility (PAR-SV') de période S, s'il est solution de I’équation aux différences stochastique suivante

— 1
Et = 77t eXp {th} ) t c Z, (22)
T = o+ Biw1 + Qe

ou (n,) et (e;) sont deux suites mutuellement indépendantes de variables aléatoires i.i.d. centrées ré-
duites, et les parameétres oy, 3, et @, sont périodiques en t de période S (i.e., virs = o, Biirg = 5y €t
Qt+rs = Q). Notons que le modele PAR-SV défini par (2.2) peut étre généralisé de sorte que x; soit
un processus PARM A. Notons également que dans le modeéle (2.2), la volatilité devient, par le biais de
I'introduction d’un autre processus d’innovation injecté dans la structure de la variance conditionnelle,
une variable non observable. Par conséquent, la classe des modéles PAR-SV est plus flexible que celle
des modeéles PGARC H (voir par exemple Kim et al., 1998, pour le cas non périodique). En effet, lorsque
la partie stochastique de la volatilité, e;, n’apparait pas, le modeéle (2.2) ne se réduit pas a un modéle
PARCH (1), mais & un modele PGARCH (0, 1). Donc, la différence dans la modélisation de la volatilité
est importante entre les deux approches PGARCH et PAR-SV.

Réécrivons le modele PAR-SV défini dans (2.2), en faisant ressortir la périodicité comme suit

T€Z 1<s<S§S. (2.3)

_ 1
Es+18 = TNs4r5 €XP {5x3+75} )
L4718 = Oy + 53$s+75—1 + Qses—l—TS;

2

4 rg, conduit a la repré-

La linéarisation de I’équation d’observation par passage au logarithme de e

sentation espace d’états suivante

YST — L1 d s+785
{ +78 = Batrs + 0+ Usirs T€Z, 1<s<8, (2.4)

Ls4r8 = Qg + Bsms—‘rTS—l + Qses—l—TSa
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ou Yyy,g = log (¢2,,5), d = B [log (n%,.5)] et usirs = log (n2,g) — E [log (n2g)]. Sin, g est une
variable gaussienne, comme il est souvent supposé dans la littérature, la variable u,,,g est distribuée
selon une densité log de Chi-deux (log x?) avec un degré de liberté (voir par exemple Harvey et al.,
1994). Cette densité est donnée par

) = \/12_7Texp (—% (exp () — x)) TER.

La densité de log (ng +TS) est fortement asymétrique et présente une longue queue & gauche. La moyenne
et la variance de log (77? JrTS) peuvent étre approximées respectivement par —1.2749 et 72/2. Une com-
paraison entre la densité de log (72, .¢) et la loi normale N (—1.2749, 7% /2) est présentée dans la Figure
2.1. De toute évidence, cette approche qui repose sur la linéarisation de I’équation d’observation est une

approximation du modele PAR-SV.
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Figure 2.1. Comparaison de la densité log x? (trait fin) avec la densité normale A (0, 72 /2) (trait épais)

2.3 Etude Probabiliste du modéle PAR-SV

2.3.1 Stationnarité périodique

Rappelons tout d’abord les deux notions standards de la stationnarité périodique. Le processus
{ys,t € Z} est dit périodiquement fortement stationnaire (ou périodiquement stationnaire au sens strict)
s’il existe un entier positif S tel que pour tout entier positif £ et pour toute suite 4, o, ..., 1, la dis-
tribution conjointe de (yi,, Yty, ---» Yz, ) €st la méme que celle de (Yi,+5, Yty+s, - Yt +5)- Le plus petit S

vérifiant cette propriété est appelé période du processus.

Le processus du second ordre {y;,t € Z} est dit périodiquement faiblement stationnaire (ou pério-
diquement stationnaire au second ordre) de période S, si sa moyenne et sa fonction d’autocovariance

sont périodiques dans le temps, i.e. i, . = yi; et ygtHS) = ygf), Vt,h,T € Z.

Pour une analyse statistique il est important de chercher des conditions assurant la stationnarité
périodique (au sens strict et au second ordre). Considérons un processus {e;,t € Z} qui suit un modele
PAR-SV. On s’intéresse particuliérement aux solutions non anticipatives du modeéle (2.4), c’est-a-dire

aux processus ¢, tels que &; est une fonction mesurable des variables n,_,, s > 0.
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Théoréme 2.1 (Boussaha et Hamdi, 2017) Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une

solution périodiquement strictement stationnaire (p.s.s.) de l’équation auzx différences stochastique (2.2),

Hf:l Bv

stationnarité périodique au second ordre et stricte coincident.

< 1. De plus, dans le cas ow e; est normalement distribuée, les conditions de

est donnée par

Preuve. 1l est clair, au vu de la forme multiplicative de la premiére équation de (2.2) que les conditions
d’existence d’une solution p.s.s. sont équivalentes aux conditions d’existence d’une solution causale

p.s.s. d'un modele PAR (1) donnée par

Lsr8 = Qg + 5sxs+75—1 + Q868+’7'S7

< 1. En effet, sous cette condition, la log-volatilité x; admet la représen-

[, 5,

tation causale suivante

qui se résument par

s E
L4718 = ,U/;(p) + 77Z)3,lC?s—les-‘,-TS—l7
>0

dont les coefficients S-périodiques v, sont absolument sommables, i.e. > >0 Ws,l‘ < 00, pour chaque
période s = 1,.5. Ces coefficients peuvent étre obtenus récursivement en fonction des paramétres du

modele, via la relation suivante (voir Lund and Basawa, 2000)

Va0 =1, s=1,5
7/)371 - Bswsfl,lfl - Hﬁg;lo s—k» 7 7

Il est clair que la moyenne périodique inconditionnelle ,ugf) := B (2zs,,5) donnée par

5-1 (11i-1
(&) > io (szo Bs—j) Qs—i S
py = L , pour s =1,5. (2.5)
- v=1/"~v

Ainsi, nous avons

E(e2,.5) =exp {u{'} E <H exp {ws,le_zes+Ts_z}> :

1>0
De plus, il est possible de prouver que

E (H exp {ws,lelesJﬂrSl}) = H [ (eXp {ws,lefleerTSfl})

>0 >0

= H Me (djs,lefl)

>0

-1
IONNENES
1>0 \k=0
1 -1
SeXp<—Q2Z< ﬁik)><oo,
2 >0 k=0

ot ) = max,_y735Q, et M. (2) = [ (exp {ze;}) désigne la fonction génératrice des moments de e;.

Soit maintenant

L L
1
UerTS,L = H Zs+T.S',l = €Xp { E §w57lel€s+TSl} )
=0 =0
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ol Zgyr5; = €xp {%w&le,lesJﬁs,l} ,se€{l,..,S}, 7 € Zet L € N. Notons par Fy,,s la o-algebre
engendrée par Zsi 5.0, Ls4rS,15 -, Ls+rS,L, NOUS pouvons voir, & partir de 'inégalité de Jensen, que pour
tout L € N

1
E (Us+7'S,L+1| FS-FTS,L) - Us—i—TS,LE (eXp {5w57L+1Qs—L—1es+7—S—L—1})

1
Z Us—f—TS’,L exXp {E (§¢57L+1Q5—L—165+7’S—L—1)} - Us+7-S,La

et donc (Usirs,r); >, €st une sous-martingale positive pour tout s = 1,S et 7 € Z. De plus, elle est

carrée intégrable, puisque

L L
& (US+TSL =E <H €xp {ws7lQS—l€S+TS—l}> = €Xp { Z ¢§,ZQ§—1}
=0 =0
1
< exp {5 ng,ng—z} < o0

1>0

N —

Posons Sgi -5 = supy<r Usyrsk €t Ssirs.00 = Supy, Ustrsk, DOus avons a partir de I'inégalité de Doob

1
E (Ssqrsr) < [ (SS+TS L)} 1/2 [E (Us+fs L)} 2 < 2exp {Z Z w?,zQi_l} <
1>0
et d’aprés le Lemme de Fatou, nous avons

E (Ss+TS 00 < exp { Z ws ZQ }

>0

ainsi, nous pouvons utiliser le théoréme de convergence dominée, nous obtenons
E ( lim US+TS7L> = lim B (Uysrs) .
L—oo L—oo

, . . . , .. S 4 .
En conséquence, si (e;) est normalement distribuée, alors, la condition ’HU=1 Bv‘ < 1, est nécessaire et

suffisante pour assurer 1'existence d’une solution p.s.s. de (2.2) admettant un moment d’ordre 2 fini. m

Remarque 2.1 Dans le cas général et contrairement a ce qui est donné dans le théoréme précédent

(sous Uhypothése de la normalité faite sur la distribution de (e;), la condition ‘Hle B, < 1, n'est pas
suffisante pour assurer la stationnarité périodique au second ordre de (2.2). Ce probléme a été récemment
traité dans Aknouche (2017) (voir Théoréme 2.3). Notons que les hypothéses (2.6a), (2.6b) et (2.6¢)
supposées par Aknouche (2017) pour établir ’existence du moment d’ordre 2 peuvent étre remplacées

par l’hypothése suivante
HM Slel < o0, pours=1,5.

>0

En effet, pour montrer que & (5§+TS) est fint, il suffit de prouver que & (szo exp {1/]571625_1654_75_1}) <
00, ce qui est vrai selon le Lemme de Fatou car (Ugirs,r) >0 €5t une suite de variables aléatoires inté-

grables positives qui convergent presque strement.
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Remarque 2.2 Dans le cas général, on peut méme montrer que st leo E (exp {g%,zstl@swsfl}) <

00, ou r est un entier positif, alors nous avons

E (H exp {g%,le—z@erTS—l}) HE (exp { s le—les-i-TS—l}) :

1>0
1l suffit de procéder exactement de la méme maniére que dans la preuve du cas gaussien avec r = 2,
mais cette fois la sous-martingale (Usyrs,1);~, €st définie par

L

U5+T5',L = H Zs-l—TS,la
=0

0l Zsir5, = €Xp {£¢571Qs—z€s+r5—l} , pour s € {1,....S}, T €Z et L € N.

2.3.2 Moments et structure dynamique d’un modeéle PAR-SV

Notons que si < 1, le processus {z; t € Z} est p.s.s. de moyenne périodique incondition-

S
Hs:l /68
(t)

nelle pz” et de variance périodique inconditionnelle

2s) | f;ol(Hé;éﬂifj){(as BT - (3_”)2“’93”]
oz = var (Tsyrs) = TP ; (2.6)

pour s =1, S.

Moments d’ordre » d’un modéle PAR-SV

Nous pouvons affirmer, a I’aide du Théoréme 2.1, que lorsque ‘Hle BS‘ < 1, le processus {g;; t € Z}
est p.s.s. et par conséquent, les moments de ce processus, s’ils existent, sont périodiques dans le temps.
Notons que si nous faisons une hypothése de symétrie sur la loi de 7, les moments d’ordre impair de (7,) ,
lorsqu'’ils existent, sont nuls. De plus, si E (|n,]") < oo, ot 7 est un entier positif, les moments d’ordre
pair de (g;), peuvent étre calculés en utilisant les résultats standards de la distribution log-normale de

la variable exp {z;} . En effet, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.2 (Boussaha et Hamdi, 2017) Soit {e;;t € Z} une solution p.s.s. de (2.2), avecE (|n,|") <

00, ol T est un entier positif. Alors une condition suffisante pour que B (}) soit finie est donnée par

HM ( s Qs 1) < 00, pours=1,8,

ot M, (z) = Elexp(ze)] désigne la fonction génératrice des moments de e;. De plus, l'expression

explicite des moments d’ordre r de ;, est donnée par

,ugr) =K ( S+7’S) B (7724-75) exp { (1(1_[]]_[50_?56: — } H M ( s ZQS l)

>0
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Preuve. D’aprés 'hypothése d’indépendance sur les suites (7;) et (e;), nous avons pour chaque 7 € Z

et 1 <s<8S,
r
,u;)} E (exp {5 Z 1/fs,zQs—zes+Ts—z })

>0

uS}HM( VuiQst)

PSS By, e
=E (151,5) eXP{ s 0(1( ﬁvofﬁ }HM ( Vg1 Qs l)

>0

B (4rs) = B (7]05) exp {

=E (nS+TS exp {

[NON B B O

Il en découle facilement qu'une condition suffisante pour que [E ( Eopr s) soit finie est

[T (500Q1) < o0

>0
|

Remarque 2.3 Si de plus E(n;) # 0, la condition [],5o M e (504,Qs—1) < 00, pour s = 1,5, devient
une condition nécessaire et suffisante pour que E (e}) soit finie.

Remarque 2.4 Sous Uhypotheése que E(|n,|") < oo, et aussi la normalité de (e;), la condition du
Théoreme 2.2 est vérifiée. En effet, nous avons pour 1 < s < S,

2% .02 2 2 2
HM ( Vg1 Qs z) dexp{%} :exp{T 21208¢5,lel}

= exp {7‘2 ;S;Ol 20:0(1—[5:1 iv)ZT(H;;%) BE_J>Q3_1 }

5-1 (yyi-1 52
r’ > ico (szo 55*]‘)
S(L I )
Ainsi, expression explicite des moments d’ordre v de €4, .5 est donnée par

e (T2 A o

= exp < 00.

E(chirs) = E(niirs)exp ) (1 .5 ) ll_[M < V61 Qs— z)
T llv=1Fo 20
- P TEL 8,) S5 (T Ay w2 (T2 52
= E(n54,s) exp ) <1 B Hle ﬁi) + < (1 _ Hle 53)

En plus, si (773 +Ts) est normalement distribuée, il est possible d’avoir les résultats explicites suivants
@m)! 2m(1H Ty By) S (=0 By )oni | m? S (1= B2 )@% s =2

E (€Z+TS) — migm €XP { 2(1-T1_, #2) + = (1 15 2) , Sur m,

0 sir=2m+1,

ou m est un entier positif. En particulier, pour r =2 et 1 < s < .S, nous avons

i—1 as_; i,:l 27_ 2‘7_
o2 :exp{ (T ) S0 (1T @ﬁ}f)lﬁz){ o (10 828 }
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Il est bien connu que les distributions de probabilité empiriques de nombreuses séries chronologiques
financieres (séries de rendements, ou de variations de prix, ou encore du logarithme de ces variations
de prix ...) ne correspondent pas généralement a une distribution gaussienne. Les tests classiques de
normalité tendent a rejeter nettement I’hypothése d’une distribution normale. De plus, les densités de
probabilité de ces séries présentent des queues épaisses, elles sont dites leptokurtiques. Une mesure de
cet effet est obtenue a partir du coefficient de Kurtosis, rapport du moment empirique centré d’ordre
4 et du carré de la variance empirique qui, asymptotiquement, vaut 3 dans le cas d’une loi normale

quelconque. Cette valeur sert de référence, et est nettement supérieure pour ces séries.

Pour un processus périodiquement stationnaire (g;) solution de (2.2) et sous 'hypothése que le
coefficient d’aplatissement de 7, existe et il est fini (i.e. k, := E(n}) < 00) et la normalité de e;, nous
avons

E (4rs) = B (14s) exp {208 + 207},
et

) 5205
E (€S+TS> = exp /‘1’538) + 9 .
Ainsi, le coeffcient de Kurtosis de la distribution de (¢4,,5) est donné par

4
W m BCrrs) e (o2

- [E (€§+75)]2
. . N 2
Z;?:—Ol (H;j) 6?—3’) {(as_i + ﬁsfiu"(L'S_Z_l) _ Més—z)) + Qg_z]
S | Y

= Ky X €xp

Il est clair que, comme dans le modele SV classique considéré par Taylor (1982,1986), les queues

de la distribution de (£;) sont plus épaisses, lorsque la variance de (x;) est grande et (¢;) présente plus

), pour s = 1, S, nous

d’aplatissement que (7,). Par suite, afin d’obtenir les expressions explicites de /@gs
avons besoin de supposer une distribution particuliére pour (7,). Lorsqu’on suppose également que (7,)

est normalement distribuée, nous avons
: N\ 2
S—1 i—1 s—i—1 s—1i
Ez‘:o (Hj:o Bi,j) [(O‘si + ﬁs—i:u(x ) — Na(c )> + Qiz]
s
1—- HU:l 6?}

k) =3 x exp > 3.

£

Notons que le minimum est donné par le coefficient d’aplatissement de (7,), qui est égal a 3. Par
conséquent, les queues de la distribution d’un processus PAR-SV sont plus épaisses que celles d’une
distribution normale. Ainsi, un modele PAR-SV peut reproduire des queues épaisses habituellement

observées dans les séries financiéres dont la volatilité affiche une structure de corrélation périodique.

Fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation d’un modéle PAR-SV

La théorie classique des séries temporelles est centrée sur la structure du second ordre des processus.

Les processus stationnaires gaussiens sont complétement caractérisés par leur moyenne et leur fonction
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d’autocovariance. Pour les processus non gaussiens, il est fréquent, a partir d’une réalisation de longueur
n de la série, soit €1, €9, ..., €,,, de chercher a estimer la fonction d’autocovariance du processus sous-jacent
afin d’avoir une premiére idée de sa structure de dépendance temporelle. Les praticiens font souvent une
utilisation extensive de ce coefficient, du fait de sa facilité d’utilisation. Toutefois, quelques précautions

d’usage sont & prendre. Cette étape est préliminaire a toute construction d’un modéle approprié.

Dans cette section, nous étudions la structure de dépendance du processus périodiquement station-
naire du second ordre (g;) solution de (2.2), en examinant en premier lieu sa fonction d’autocovariance

)= cov (e )
ek T s+7185Es+rS—k)-

périodique v
Proposition 2.1 (Boussaha et Hamdi, 2017) Soit {¢;;t € Z} un processus périodiquement station-
naire au second ordre solution de (2.2), avec [ M- (¥,,Qs—1) < 00, pour s =1,5. Alors {e; t € Z}

est un processus bruit blanc périodique de variance

2;9:—01 <H;;}) ﬁs_]) Os—j
Me ws, st .
1 - Hf:l 61} g ( : l)

ag(s) :=var (e51,5) = €xp

Preuve. Nous avons pour tout 7 € Zet 1 < s <9,

1
E (€S+TS) =E (ns+7—S) [ (exp {§$s+75})
1 1
=K (775+7s) exp {Quﬁf)} B (eXp {5 Z V1 Qs—1€str5-1 })

1>0

1 1
=K (775+TS) exp {é'ug:)} H Me (§¢S’IQSZ) ’

1>0

=0.
D’apres le Théoreme 2.2, nous avons aussi

S (T By ) e
Me 77Z)57 QS— .
1 - Hf:1 61; g ( : l)

o2 =} (e2,,5) = exp

De plus, pour tout (7,k) € ZxZ* et 1 < s < S, nous avons 72811 = 0, comme conséquence immédiate

de l'inégalité de Cauchy-Schwarz

725,1’ = |cov (Es4rs, Estrs—i)| <V 03(5)\/ o2k,

A ce stade, la Proposition 2.1 est cruciale. En effet, méme si (g;) est un processus bruit blanc
périodique, il est possible qu'une dépendance non linéaire existe entre les termes successifs de (g;). 1l
est bien de rappeler que ce coefficient d’autocorrélation ne mesure que les dépendances linéaires entre

les variables, les dépendances non linéaires étant exclues, sauf dans le cas gaussien, ou ’absence de
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corrélation implique I'indépendance. En plus, d’autres dépendances sur les moments d’ordre supérieur
ou égal & 2 peuvent exister ; elles ne sont pas mesurées par ce coefficient. Ainsi, la nature de la dépendance
dans un processus de volatilité stochastique périodique défini en (2.2) peut étre obtenue en étudiant la

structure de covariance du processus des puissances {e};t € Z,r € N*}.

Proposition 2.2 (Boussaha et Hamdi, 2017) Soit {e;;t € Z} solution périodiquement stationnaire
de (2.2). Sous U’hypothése de normalité de (n,) et (e;), les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation

de période s, 1 < s < S, et de retard k € Z, du processus {€};t € Z,r € N*} sont données par
Ver g -= COV (5£+73a 5Z+75—k)

={E<nzﬂs>fexp{%_l (T )75 (T ) 5]

( 2 2(s
el )5 (o) 7
- 2 _2(s—k)
X [exp { (H ) L } — exp{l}] , (2.7)
(s)

Per j -= COTT (€osrs Enrrsi)
_ [E (13r6)]”

B () (o0 {7 e 17) (e (=4} - exp{11)] "

X exp{z [(hﬁs ]> ras—; <H55 J> ]
( + Hﬁs ]) ( + Hﬂs J) P22 Wf) B Tzq%(S)}
— 9 _2(s—k)
X [eXP { (H s— g) &} — exp{l}] , 28)

sont données dans (2.5) et (2.6), respectivement.

(s)

et

o 1t et o2

Preuve. Nous avons

k— i—1 k—1
Ls+r8 = Z (H s— j> Qs + QS*ieerTS*Z') + (H Bs_j) Lst1S—k>

J=0
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ce qui donne

E (5Z+755§+75—k) =E (772+TS) E (772-1-75—/%) E (eXP {g (Tsprs + $s+¢5—k)}>

=E (n;+7'S) E (n;+7'5—k) E <6Xp { Z (H ﬁs ]) Qs_j + Qs—ies-l—TS—i)

=0 \j=0
r k—1
5 (l—i_Hﬁs j) xS-‘rTS k})

= [E(nl)]" % exp {ki [(Z:_lﬁs_]) m;_i + (ﬁ ﬁ§j> r’ 82]

=0

(s—k) k-1 2 72205 H)
- 1+H55] {1+ 18 ) —5—

De plus
E <EZ+TS) =E (T}Z—&-TS) E <6Xp {gxs+75}>

7 k—1
=E (772+Ts) E <exp {; Z (H 65 ]> Qs + Qs—i€S+TS—i) + g (H 6tj) xS‘l—TS—k‘})
j=0

=0 \j=0
k-1
—exp{
1=0

LT
2
et
”
B (hsrss) = B (0rsi) B (oxp { Sooirs e} )
2
=E (77;#7543) exp {Cu(j_k) + T_Ui(s—k)} ,
2 8
d’ol

B (c1irs) B (Lirss) = [E (74rs)] exp{g [(Hﬁs J> =B (Hﬁ . J) —]

k—1 TM.’(ES ) 2(s—k)
+ {1+ 65—] 1+ H ﬁs il o  (:
=0

Ainsi, la fonction d’autocovariance de la saison s et du retard k € Z, du processus {¢};t € Z,r € N*}

est donnée par (2.7). En particulier, pour & = 0, nous avons

2

2
S T 2 r S
o = [E (5] (exp {Zai( )} —~ exp{l}) exp {2M§:) + 350 o2 )} :

Par conséquent, la fonction d’autocorrélation de la saison s et du retard k € Z, du processus {¢};t € Z,r € N*
q t

est donnée par (2.8). =
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A partir de cette proposition, il convient de souligner que la séquence des variables aléatoires satis-
faisant une représentation PAR-SV définie par (2.2) est non corrélée, mais les processus des puissances
{e};t € Z,r € N*} le sont.

2.4 Estimation des parameétres d’un modéle PAR-SV

L’estimation des paramétres d’'un modele PAR-SV & partir de sa représentation espace d’états
est 'objet de cette section. En premier lieu, nous rappelons le probléme de ’évaluation de la fonction
quasi-vraisemblance d’un modéle PAR-SV via la méthode de I'innovation ot les innovations empiriques
sont obtenues par le filtre de Kalman périodique ou par les équations de Chandrasekhar périodiques
(Aknouche et Hamdi, 2007). En second lieu, nous utilisons les méthodes de Monte Carlo Séquentielles
(SMC), qui offrent un cadre de modélisation informatiquement efficace, et en particulier pour 'esti-
mation des parametres d’'une large gamme de modéles. Nous adaptons plus précisément les algorithmes
de filtrage et de lissage particulaire appliqués aux modeéles espace d’états non périodiques (voir Kim,

2005 ; Kim et Stoffer, 2008) pour 'estimation des paramétres d’un modeéle périodique.

2.4.1 Méthode du quasi-maximum de vraisemblance basée sur le filtre de

Kalman périodique

Nous allons présenter brievement la méthode du quasi-maximum de vraisemblance proposée par
Aknouche et al. (2007). Considérons le modele PAR-SV défini dans (2.2). Soit 8 = (6, ...,0%), o
0, = (s, B,,Qs)". Soit également EA/SJFTS‘HTS,l le meilleur prédicteur linéaire (au sens des moindres
carrés) de Ysy,¢ basé sur Yq,Ys, ..., Y5 51, (i.e., le vecteur donné par la projection orthogonale du

vecteur Yi,g sur le sous-espace engendré par {Y1,Ys,...,Ys1r9-1}) €t Usyrs = Yiprs — Yoqrsjsars—1

I’innovation empirique a l'instant s + 7.5, dont I’erreur moyenne quadratique €2, = E (ﬂg o s)~

L’innovation est aussi donnée par U s = Yoirs — Toyrsjstrs—1 — d, OU Tgyrgjsyrs—1 st le meilleur
prédicteur linéaire de x4, ,g basé sur Yi,Ys, ..., Y, ;5 1, dont la matrice de covariance de ’erreur de

prédiction est

~ 2
Ps—l-TS\s—l—TS—l =E [(str‘rS - xs+TS|s+TS—1) :| .

2 . 3 2 !/ N . . .
Pour une réalisation donnée' ¢ = (1, €9, ...,£,)" du modele (2.2) , la fonction quasi-vraisemblance du

vecteur des parameétres 0, peut étre écrite sous la forme d’innovation suivante

S 7m1—1 S 11—1 ~
L0:) — 2y [ [T 92 e {—- >3 Q}

s=1 7=0 s=1 =0 s+78

dans laquelle nous avons besoin d’évaluer . .5 et Us, s pour s = 1,5 et 7 = 0,7, — 1. Pour simplifier
et sans perdre de généralité, nous supposons que n = 71.5. Ceci peut étre achevé en utilisant le filtre

de Kalman périodique ou l'algorithme de Chandrasekhar périodique (Aknouche et Hamdi, 2007). Une

'Dans tous les chapitres, il est supposé que toutes les observations ont été complétement enregistrées.
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fois que nous avons exprimé le modele (2.2) sous forme espace d’états périodique (2.4), la log-quasi-

vraisemblance du vecteur des parameétres ), est donnée par

S 11—1 S 11—1 AQ
LO;Y) = ) log 27 — = 821 ; log Q4,5 — szl ; Q‘::i (2.9)

Comme dans Aknouche et al. (2007), il est possible d’évaluer Q¢ et U, g, dont nous avons besoin

dans (2.9), a partir des équations du filtre de Kalman périodique données par

( as-i-TS = YS+7'S - ij\s+‘rS|er7'Sfl - d7
Qs+75 = Ps+TS|s+TS—1 + 72/2,
/x\s+7'5'+1\s+7'3 = Qgy1 + 65+1/x\s+73|5+75—1 + KS+TSaS+TS7
Ks+TS = 63+1Ps+75\5+7'5—195__&757
L Ps+TS+1|s+7—S = Birl <Ps+TS\s+TS—1 - P52+7-5’|s+7-8 1 s+7—5‘> + Qs+17

avec les valeurs de démarrage
5-1 (yyi—1
Zi:o (Hj:o 51—;’) a1
5
1 - Hv:l 61}

T1jo0 = ’

et
Zzﬁs:iol (H;;B 5%—3‘) |:<Oél —i+ B z,Uw - wl l)) + Qi }
1= 11 4 |

En maximisant la quasi log-vraisemblance £(6;Y") par rapport au vecteur ), nous obtenons 0 Tes-

Pyjg =

timateur du quasi-maximum de vraisemblance (QM L) de 6. Notons qu’il n’existe pas d’expression
explicite de f. Pour cette raison, nous nous appuyons sur des méthodes d’optimisation numérique. Par
suite, ces résultats obtenus nous ont permis de définir une procédure & quatre étapes pour estimer les
paramétres du modele PAR-SV par la méthode du quasi-maximum de vraisemblance basée sur le filtre

de Kalman périodique. Ces quatre étapes peuvent étre récapitulées dans ’algorithme suivant.

Algorithme 2.1 (Méthode QM L basée sur le filtre de Kalman périodique)

!/
1. Utiliser un estimateur préliminaire’ du vecteur 6 — (( , §°), 1 ) s (ago), BS)), Qg))>> )
2. Ezxécuter le filtre de Kalman périodique pour évaluer s, s et Qgirs, s=1,...5, 7=0,...11
3. Evaluer la fonction QM L, L(0;Y). Cette derniére peut étre évaluée a partir de la relation (2.9).

4. Utiliser une procédure d’optimisation pour déterminer 0 qui minimise —2L(0;Y).

Il est important de noter que dans des conditions appropriées, 'estimateur QML (QMLE), 5, qui
minimise —£(0;Y), est consistant et asymptotiquement normalement distribué (voir Ljung et Caines,
1979, p. 36). Sa matrice de covariance asymptotique est I'inverse de la matrice d’information asympto-
tique. Malgré ces propriétés asymptotiques souhaitables et leur large applicabilité, les approximations

fournies par le filtre de Kalman périodique et les récurrences de filtre de Chandrasekhar périodique,

1On peut utiliser la méthode des moments, voir la partie application.
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deviennent moins efficaces lorsque la normalité ou la linéarité (ou les deux) ne sont pas vérifiées. Ce qui
est le cas ici puisque log €2 a été approximée par une distribution normale. En effet, il est bien connu que
QM LFE n’est pas nécessairement le meilleur estimateur lorsque la taille est finie. Guerbyenne et Hamdi
(2015) ont montré, a travers plusieurs exemples, les faibles propriétés (a taille finie) de 'estimateur

quasi-M L dans le cadre des modeéles espace d’états a coefficients périodiques.

Afin d’améliorer la performance a taille finie de la méthode QM L, plusieurs auteurs ont proposé
un certain nombre d’approximations basées sur les méthodes de Monte Carlo pour les modeéles espace
d’états en général, et en particulier pour les modeles a volatilité stochastique. Nous nous concentrons

sur les méthodes basées sur I’échantillonnage d’importance.

2.4.2 Méthode du maximum de vraisemblance basée sur ’algorithme EM

et le filtre particulaire

Considérons la représentation linéarisée (2.4) du modeéle PAR-SV, que nous supposons périodi-
quement stationnaire. Soient Y = (xg, o1,..., Ty, Y1, Yo, ..., Y,) le vecteur des données complétes et
z = (zo, X1, ..., T,) le vecteur des données manquantes (les log-volatilités). Pour une réalisation donnée
Y = (Y1,Ys,...,Y,) du modele (2.4), et sous I'hypothése que xg ~ N (pg,d0%), la fonction de vraisem-
blance compléte du vecteur des paramétres 6, peut étre exprimée comme suit

n

L(0;Y) = f(xo) || f (zelz,y) f(VilY, )

t=
n n

= f(l’O)Hf 1’t|$t 1 Hf Y;|It

t=1 t=1

= ! ex (@0 o) H ! exp | — (21 — @ — Byri)”
Vo T\ 20 L g, ™ 207
X H (01 exp {—%GXP (Y — $t)} X exp {% (Y — xt)}) ’
t=1

telle que z, ; = (zo, x1,...,24-1) et Y, 1 = (Y1, Y5, ..., Y;_1). Ainsi, la log-vraisemblance compléte est

donnée par

2
—2log L(6;Y) = log 0p + (@0 = to)”

0o
5 1 (x —as— B )2
+ 7 Zlog Q2 + Z Z s+718 3Q2 s+75—-1
s=1 7=0
S 7m1—1 S 7m1—1
+ Z Z €xXp (Y9+7'S - xs—&-’rS) - Z Z (YZS—&—TS - xS-f—TS) + 027
s=1 7=0 s=1 7=0

ou (' et Cy sont des constantes indépendantes de 6.

Remarquons que la fonction de vraisemblance compléte dépend des variables inobservables, & savoir

les log-volatilités, donc on ne peut pas I’évaluer directement. Dans ce genre de situation, I’estimation
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peut étre aisément effectuée par I'algorithme récursif £M (Dempster et al., 1977), qui est une approche
largement applicable au calcul itératif des estimateurs du maximum de vraisemblance (M LE). L’al-
gorithme E'M fournit une séquence de valeurs 5(2), t = 1,2,... congue pour étre de plus en plus une
bonne approximation du M LFE via deux étapes : FExpectation-step (Etape E) suivie de Mazximisation-

-eme

step (Etape M). Pour démarrer la i€ itération, nous avons l’estimation des parameétres de la derniére

itération g(l_l , et définissons dans I’étape F. la fonction Q suivante :
Q(0.0"") = B[-2108L(0;Y) v, 00)]

n
Ty — Ho

(n) (n) n

2 ( ) 1o 2

= logdg + "‘Zloth
t=1

%

2
n (2" — @ = Bal) + B+ BIRT - 28R,

t2 Q2
tzl .
+ 3B [exp (Vi — 2] V0070 | = 3 (V- a) + 6

t=1 t=1
2
= o) 4R
%

s
—I—lelogQi

( Tglrg — Qs — 3724375 1) +Ps(n7'5+ﬁgps(:2'5 1 268P8-7‘1'55+TS 1

Yy .

=0 s=1
S S
+ZZE [eXp YViirs — Topns)| Y, 00 1)} ZZ (sz Ws) + Cy(2.10)
=0 s=1 7=0 s=1
ou
A o (RN
P =5 (snans = o) | 78,
et

n n ~(i—1)
Ps(+)fs,s+75—1 =E < <$5+Ts - I£+)Ts> <$s+75—1 8+Ts 1) ‘ Y, 0 ) :

Avant d’aller a I'étape M, nous devons évaluer les quantités z\™, P, Pt(,?q et B [exp (Yosrs — Torrs)| Y, /Oﬁ(iil)] .
Notons que ces quantités peuvent étre séquentiellement approximées en utilisant les algorithmes de fil-

trage et de lissage particulaire. L’algorithme de ’étape de filtrage récapitule la procédure récursive pour
approcher empiriquement la densité a posteriori p (z;|F;), ou F; désigne la o-algebre engendrée par I'in-
formation disponible jusqu’a l'instant ¢. L’algorithme proposé ci-dessous vise a généraliser ’algorithme

de Kim et Stoffer (2005) au cas du modele AR-SV périodique.

Algorithme 2.2 (Algorithme de filtrage particulaire pour un modéle PAR-SV')

1. Initialisation : pour j = 1, M, générer fé ~ po(xo) avec les poids initiaux w =1/M, ou M est

le nombre de particules.
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2. Pours=1,S et =0,7; — 1.
(a) Pour j =1,M
. Générer @s+75 ~ N(0,1).

. Calculer ps+TS = o + BSfSJF)TS_l + Qsegﬂg-

. Mettre a jour les poids : calculer

wiQTS = wngs 1p< S+T5|p£]—i275>

- 1 | .
xcwl) gy exp {—5 exp <YS+TS - Pi&s) } exp {5 <Ys+fs pgrs> }

(b) Pour j =1, M, normaliser les poids : calculer @EgﬁTS = wggTS /Zj\il wEQTS :

(c) Calculer la mesure de dégénérescence n®// =1 / Z 5235
. Sinef < n® (typiquement nT = M/2) : générer f( V-5 par rééchantillonnage de pgTS,

. piJrT)S, avec les potids wsi) g, et poser wiﬁﬂq =1/M.

it. Sinon fs—i-TS ngZTS.

3. Finalement, la séquence des M particules {fSJrTS; = M} est un échantillon de p (xsyr5|Fsirs)

pour s =1,5 et 7=0,7; — 1.

L’algorithme de lissage particulaire suivant, & partir duquel nous prenons en compte les informa-
tions disponibles aprés linstant ¢, nous donne des approximations des quantités \™, P, Pt(’?zl et

~(i—1
E |exp (Ysirs — Tsirs) ’Y, 9( )], qui sont nécessaires dans 'étape E.

Algorithme 2.3 (Algorithme de lissage particulaire pour un modéle PAR-SV')

1. Pour j =1, M, choisir s fn , avec les probabilités wn) Poser Wy U) = 1/M.
2. Pour j =1, M.

(a) Pour s =S,..,1 etT =11 —1,...,0, calculer pouri =1, M

(59—, — gD ?
(Z) N(Z) SS+TS Qs sJ s+75—1
WS*TS*HS%’TS = ws+‘rS—l eXp QQQ

(b) Pouri =1, M, normaliser les poids lissés : calculer

@ _w® § : (@)
Ws+TS 1|s+7S WS+TS 1|s+7S Ws+TS' 1|s+78 *

(c) Choisir sngS_l = fs(szS 1, avec les probabilités W+TS 1strs"
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(d) Finalement, calculer

( M _(5)

A(n) _ j=1 Ss+7’5
xS+TS - M 3 )
M (4) ~(n)
ﬁ(n) o Z]’:1< s]+TS xs+TS>
s+7S T M—1 )
M (4) ~(n) () ~(n)
P(”) _ ZJ 1( sj-i—rs xe+rs> (Se]+rs 1" Tsyrs— 1)
s+78,s+175—1 _/_\ M ;
4)
~(i—1) Ejle exp{Ys+.rs—ss+_’_S}
L [ |:eXp (}/er‘rS x5+75)’ Y 0 ] = M .

Apres avoir remplacé xin), Pt(n) et Pt(,21 par leurs approximations, nous passons donc a 1’étape M,
ol /9\(2) est obtenu par
i—1
9 = argmaXQ (9 0( )> .
Les dérivées premiéres partielles de (2.10), par rapport aux paramétres inconnus oy, 5, et @5, pour
s =1,5, sont données par

~(i-1)
0Q (9 0 ) 2 =
—_— = =) {xngS_lxiﬁTs + P s 1}

aﬁs QS =0
2 & (n) (n)2 (n)
+Q2 Z {asIS—l-TS—l + Bs (xs—i-TS 1+ P+TS 1)}
S =0
~(i—1)
8 (9,9 ) T1—1
Oag Q? 2 : s+78 s Toirs—1

et

0q (6,5 "
% = —S i{(s—&-’rs oy — Bl g 1)2}
T1—1

Z {PS(?’TS + Bips(iz's 1 QBSP&@/'S s+1S— 1}

L’estimateur @(l) du parametre 6 peut étre obtenu en résolvant le systéme d’ équations suivant :

~(i—1)
ald™)
M =, bour tout s =1, 5.
Afz'—l)
0Q(6.,0
(BQS_> =0

Par conséquent, & la i€ itération, les estimateurs des paramétres as, 3, et Q, sont donnés explicitement

par
( (1) (Z:lzglgﬁgi)fs) (leolwiﬂs 1) T13 L ( si)rs 1“321)73‘*‘ s,(+)fs s+TS— 1)

6 = T T
° (ZTlﬂlzg:l}TS 1) —T1>,L L 1( 21)725 1+Ps(i)rs 1)
~({) 1 T1—1 (n) T 1 (n)
Oég) - ; [Z’rl:[] s+TS 6 2 0 s+TS 1i| )
NOE 1 T1—1 (n) A (n)
Qs - |:7—_1 271:0 <x8+75 6 s+TS l)

1/2
T1—1 n
+T1 Z Do < strs T ( ) Ps(+)75 1 25 s+‘rS s4+1S5— 1>:| :

Y

(2.11)
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On répéte les étapes E et M jusqu’a un seuil prédéfini ott un nombre maximum d’itérations est
atteint. Ces résultats nous ont permis de définir une deuxiéme procédure en deux étapes pour estimer
les parametres d’'un modele PAR-SV par la méthode du maximum de vraisemblance basée sur le filtre

particulaire. Ces deux étapes peuvent étre récapitulées dans ’algorithme suivant.

Algorithme 2.4 (Méthode ML basée sur ’algorithme EM et le filtre particulaire)

~0
1. Utiliser un estimateur préliminaire (9( : du vecteur 0.

2. Exécuter Ualgorithme EM comme suit. A la i™ itération :

(a) Etape E :

i. Appliquer le filtre particulaire (Algorithme 2.2) pour obtenir {ft(j), 7 =1, M} afin d’ap-

proximer p (xt|.7:t, 9“‘”) )

it. Appliquer le lissage particulaire (Algorithme 2.3) pour obtenir {sgj),j =1, M} afin d’ap-

proximer p (:vt|.7-"n, 0<i_1)> et de calculer les quantités 7", P™ et ﬁt(21

(b) Etape M : déterminer, pour tout s = 1, S, la valeur de EL(:), aW et @S), a partir de (2.11) .

s

2.5 Application

2.5.1 Etude de simulation

Dans le probleme de 'estimation, il est souhaitable d’avoir des estimateurs consistants. Nous es-
pérons que les estimations du modeéle PAR-SV approcheront les vrais parameétres lorsque la taille de
I’échantillon sera augmentée. Dans le but d’étudier et de comparer les performances des deux procédures
d’estimation proposées, nous avons généré plusieurs séries & partir de trois modeles PAR-SV périodi-
quement stationnaires. Pour ces trois modeéles générés, nous avons varié la taille de la série (n = 500,
750 et 1000) pour voir 'influence de cette derniére sur la convergence empirique des estimateurs. Dans
chaque expérience, le nombre de réplications indépendantes, T', est égal & 1000. Notons ici que dans
chaque cas nous avons utilisé une séquence de M = 200 particules. Les valeurs des parameétres cor-
< 1.
Néanmoins, dans le deuxiéme, modéle les paramétres sont choisis de sorte que I'un des parameétres de

respondantes ont été choisies afin de satisfaire la condition de stationnarité périodique ‘Hle By

persistance (35) est supérieur a 1 ; et ce dans le but de tester la sensibilité des deux procédures proposées

dans une telle situation.

Les Tableaux 2.1— 2.3 reportent les vraies valeurs des parameétres (7'V') de chacun des processus gé-
nérateurs PAR-SV, les moyennes empiriques (M LE pour la méthode M L et QM LE pour la méthode
QML) et les écarts-types correspondants (Sd-M LE pour la méthode ML et Sd-QM LE pour la mé-
thode QM L) des estimations des 1000 réplications. Pour démarrer le filtre de Kalman et I’algorithme
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EM pour chaque réplication, nous proposons d’utiliser comme parametres initiaux, les estimateurs

suivants obtenus a partir de la méthode des moments. En effet, nous avons

(t)

Ty = (
- 5
= By

a = E(a

(

et

ﬂy - Bt#y

(t—2)

Y, - v

)

ozt—i-ﬁtxt 1—|—Qtet+d+ut

(
(
(

( ar+ By (Yior —d —up1) + Qrer +d + uy —

~

t—1)
Y1

t)

D) —d—E(u) -

'+ (8, -

) (-]

— 5 |{ s+ a4 -

Bi (B (Yir) —
1)d

1
=

%

(t—2)

) (2 4)
u@) (Yt—2 -

t—2
e

)

d—E(ui1)) — QiE (&)

(t—1)

) By (xt—l +d+ w1 — Hy

)}

2
= (outdi— gl = 8, (4=l ™)) + @+ (14 B) B (d).
ce qui donne
( B(O) _ Z:L61<Y5+TS Mgf)> <Y5+Ts 2— u§f 2))
5 Z:LBI(sts L D)( rS—2— s ))7
~ s) 50 (s— ~(0)
A = =B+ (5 - e
T1— s ~(0) s— 2
QgO) — {T_ll 271:01 <<Y:9+TS M§/)> 63 (Y:S-&—T,S'—l - Ng/ 1)>>
s s— ~(0) 2 12
— (s =+ 8+ (1-8)) - (1+87) <s+fs>} ,
\

(s) _

ot py’ = 7

T1

T1—1
7=0 YS

2.

+7S5-
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Tableau 2.1. Résultats de simulation d’un modéle PAR-SV 2-périodique,
avec n = 500, 750, 1000 et un nombre de réplications égal a 1000.

n TV MLE Sd-MLE QMLE Sd-QMLE

a1 = 0.5000 0.5165  0.1797  0.5005  0.2614
81 = 0.8000 0.7815 0.0785 0.7985  0.1449
1 = 1.0000 1.0422  0.1190 0.9487  0.3142

500 oy = 2.0000 1.9334 0.1898  2.0308  0.2991
By = —0.9000 —0.8754 0.0846 —0.9115 0.1656
@2 = 1.0000 1.0608  0.1231  0.9318  0.3733
a1 = 0.5000 0.5143  0.1495 0.4963  0.2157
81 = 0.8000 0.7842  0.0669  0.8044  0.1238
750 @1 = 1.0000 1.0454  0.0954 0.9834  0.2483
ag = 2.0000 1.9422  0.1557 2.0115  0.2489
By = —0.9000 —0.8743 0.0684 —0.8985 0.1353
Q2 = 1.0000 1.0568  0.0920 0.9665  0.2719
a1 = 0.5000 0.5105  0.1243  0.5007  0.1829
B8, = 0.8000 0.7895  0.0548 0.8022  0.1036
1000 @1 = 1.0000 1.0406  0.0838 0.9846  0.2095

ag = 2.0000 1.9432  0.1386  2.0121  0.2094
By = —0.9000 —0.8762 0.0598 —0.9012 0.1147
@2 = 1.0000 1.0535 0.0800 0.9761  0.2242
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Tableau 2.2. Résultats de simulation d’un modéle PAR-SV 4-périodique,
avec n = 500, 750, 1000 et un nombre de réplications égal a 1000.

n TV MLE Sd-MLE QMLE Sd-QMLE

o1 = 0.5000 0.5156  0.2394 0.4931  0.3292
81 = 0.8000 0.7833  0.0879  0.8084  0.1518
21 = 1.0000 1.0967  0.1653  0.8498  0.5078
o = —1.0000 —1.0458 0.2505 —0.9603 0.3502
By = —0.9000 —0.8867 0.1001 —0.9115 0.1649
@2 = 1.0000 1.0573  0.1567  0.8606  0.4793

500 a3 = 0.0000 0.0030  0.4373  0.0068  0.2617
Bs = 1.2000 1.1824  0.1564 1.2160  0.1698
Q3 = 2.0000 1.9751  0.2782  1.9464  0.4589
o = 2.0000 1.9799  0.3217  1.9853  0.3363
B4 = 0.5000 0.5050  0.0842  0.4966  0.0998
@4 = 2.0000 1.9228 0.2178  1.9577  0.2917
o1 = 0.5000 0.5148  0.1641  0.5010  0.2286
81 = 0.8000 0.7851  0.0625 0.8013  0.1060
1 = 1.0000 1.0965 0.1210 0.9501  0.3555
o = —1.0000 —1.0356 0.1750 —0.9826 0.2420
By = —0.9000 —0.8887 0.0708 —0.9070 0.1114
750 @2 = 1.0000 1.0556  0.1146  0.9218  0.3459
a3 = 0.0000 0.0028  0.2970  0.0200  0.2515
B85 = 1.2000 1.1852  0.1033  1.2051  0.1238
Q3 = 2.0000 1.9923 0.1898  1.9698  0.3010
o = 2.0000 1.9921  0.2269  2.0021  0.2391
B4 = 0.5000 0.5045  0.0588  0.5009  0.0692
R4 = 2.0000 1.9503 0.1631 1.9919  0.2113
a1 = 0.5000 0.5138  0.1374 0.5071  0.1853
B, = 0.8000 0.7852  0.0482  0.7993  0.0842
1 = 1.0000 1.1020  0.0958  0.9425  0.2862
o = —1.0000 -—1.0360 0.1422 —-0.9711 0.1984
By = —0.9000 —0.8896 0.0562 —0.9088 0.0920
1000 @2 = 1.0000 1.0528  0.0926  0.9427  0.2777

a3 =0.0000 —0.0080 0.2420 0.0037  0.2280
B = 1.2000 1.1856  0.0865  1.2042  0.1053
Q3 = 2.0000 2.0070  0.1594  1.9852  0.2415
o = 2.0000 1.9927  0.1806  1.9975  0.1933
B4 = 0.5000 0.5035  0.0461 0.4999  0.0545
@4 = 2.0000 1.9526  0.1338  1.9905  0.1735
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Tableau 2.3. Résultats de simulation d’un modeéle PAR-SV 5-périodique,
avec n = 500, 750, 1000 et un nombre de réplications égal a 1000.

n TV MLE Sd-MLE QMLE Sd-QMLE

op = —2.0000 —2.1388 0.3534 —2.0934 0.4852
81 = 0.8000 0.7692  0.0963 0.7782  0.1414
@1 = 1.0000 1.0096  0.1465 0.9059  0.4307
oz = 0.9000 0.8569  0.4363 1.0331 0.7166
Bs = 1.1000 1.0776  0.1308  1.1182  0.1853
@2 = 1.0000 1.0714  0.1570  0.7733  0.5191
a3 = 7.0000 6.8217  0.6040 7.0364  0.8498
500 Bs = 1.5000 1.4517  0.1268  1.5244  0.2095
@3 = 1.0000 1.3696  0.1607  0.7531  0.6740
og = —4.0000 —4.0163 0.2618 —4.0194 0.3287
B4 = 0.5000 0.4956  0.0694 0.4970  0.0818
@4 = 1.0000 1.0211  0.1673  0.8915  0.4133
as = 0.0000 —0.1076 0.4749 0.0019  0.0053
Bs = 0.9000 0.8736  0.0967 0.9022  0.1085
@5 = 1.0000 1.0635 0.1845 0.9951  0.5082

op = —2.0000 —2.0682 0.3267 —2.0396 0.4361
81 = 0.8000 0.7902  0.0880  0.8003  0.1408
@1 = 1.0000 1.0352  0.1290 0.9376  0.3161
ag = 0.9000 0.8409  0.4195 0.9540 0.4774
By = 1.1000 1.0397  0.0944 1.1043  0.1813
Q2 = 1.0000 1.1093  0.1270  0.8994  0.4291
a3 = 7.0000 6.7965  0.4260  6.9559  0.6814

750 Bs = 1.5000 1.4401  0.0943 1.4945  0.1652

@3 = 1.0000 1.3813 0.1404 0.7133  0.6271

o4 = —4.0000 —4.0033 0.1586 —4.0031 0.2069
B4 = 0.5000 0.4975  0.0479  0.5023  0.0576
@4 = 1.0000 1.0138  0.1268  0.9248  0.3398
as =0.0000 —0.0918 0.4186 0.0012  0.0050
B5 = 0.9000 0.8767  0.0725 0.8966  0.1059
Qs = 1.0000 1.0709  0.1286  0.9426  0.3779

o; = —2.0000 —2.0656 0.2534 —1.9840 0.3883
581 = 0.8000 0.7860  0.0617  0.8061  0.1140
@1 = 1.0000 1.0277  0.1133  0.9514  0.3046
o = 0.9000 0.8657  0.3447  0.9496  0.4305
B85 = 1.1000 1.0664 0.0928 1.1278  0.1635
@2 = 1.0000 1.0853  0.1091  0.8720  0.3879
a3 = 7.0000 6.8316  0.4285 6.9694  0.5564

1000 B4 = 1.5000 1.4454  0.0821 1.4902  0.1422

@3 = 1.0000 1.4083 0.1345 0.9141  0.6084

og = —4.0000 —4.0298 0.1469 —4.0058 0.1919
B4 = 0.5000 0.4993  0.0417 0.4936  0.0510
Q4 = 1.0000 1.0083  0.1100  0.9426  0.2644
as =0.0000 —0.0907 0.3562  0.0010  0.0057
Bs = 0.9000 0.8789  0.0647  0.8979  0.0842
@5 = 1.0000 1.0718  0.1088  0.9288  0.3470
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En premier lieu, on s’intéresse dans cette étude principalement aux biais des estimations et les
écarts-types. Les résultats fournissent quelques preuves préliminaires concernant les propriétés a taille
finie du QM LE et du MLE dans le cadre des modeles PAR-SV. A partir des Tableaux 2.1 — 2.3,
on peut voir que méme avec une taille relativement petite pour le modele périodique (taille égale a
500 et 750), les deux procédures d’estimation donnent un bon résultat avec un biais treés faible et un
écart-type raisonnable, et & chaque fois que la taille de 1’échantillon augmente, les biais et les écarts-
types empiriques diminuent, ce qui reflete la consistance empirique des estimateurs obtenus par ceux
méthodes. On peut voir aussi que les écarts-types empiriques Sd-Q M LE sont plus grands que Sd-M LE.
Par exemple, pour S = 2 et n = 500 (resp n = 750 et n = 1000), le Sd-QM LE du paramétre ()5 est
d’environ 303% (respectivement 296% et 280%) plus grand que le Sd-MLE. Pour S = 2 et n = 500
(resp n = 750 et n = 1000), le Sd-QM LE du parameétre a; est d’environ 145% (respectivement 144%
et 147%) plus grand que la valeur Sd-M LE correspondante. Notons aussi que tous les parameétres sont
significatifs sauf pour les estimations QML de aq, Q1 et @2, lorsque S = 4 et n = 500, et pour as
lorsque S =5 et n = 500.

En second lieu, il est intéressant d’étudier 'effet de la négligence de la périodicité des paramétres.
Plus précisément, lorsque les données sont générées a partir d’'un modele PAR-SV et on les modélise
avec un modeéle AR-SV non périodique. Pour illustrer comment la négligence de la périodicité peut
affecter les résultats de I'estimation et la prédiction de la volatilité, nous avons effectué de nombreuses
expériences de Monte Carlo. Nous présentons ici les résultats de 400 séries simulées d’une taille de 3000,
générées a partir d’'un modele AR-SV 5-périodique. Les vraies valeurs des paramétres et les parameétres
estimés M L du modele AR-SV périodique et non périodique sont présentées dans le Tableau 2.4. En
examinant ces résultats, il est possible de conclure que le produit des coefficients de persistance H‘z:l B
du modele périodique estimé (0.7872) est assez proche de celui du processus générateur des données
(0.8060) alors que le coefficient de persistance pour le modéle non périodique estimé (0.6547) est inférieur

a sa valeur réelle.

Tableau 2.4. Estimation des parameétres du modele PAR-SV et AR-SV non-périodique
pour 400 séries simulées du PAR-SV 5-périodique
Modele simulé Modele PV AR-SV estimé  Modéele PAR-SV estimé
Qg B Qs Qg Bs Qs a B Q
s=1 —2.0000 0.9000 0.5000 —1.9658 0.9065 0.5012 —2.6815 0.6547 1.7408
s=2 3.0000 1.5000 0.5000 24319 1.4309 0.7782 — — —
s=3 0.0000 0.6000 0.5000 0.2479 0.6259 0.5009 — — —
s=4 —2.0000 1.3000 0.5000 —2.4439 1.2214 0.6314 — — —
s=5 0.5000 0.8000 0.5000 0.6235 0.8128 0.5237 — — -

Tableau 2.5. Intervalles de confiance asymptotiques des prévisions a I’horizon 1

aux niveaux (1 — «) 100% des 400 séries simulées

(1 —a)100%
50% 60% 70% 80% 90%  95%  99%
AR-SV périodique 51.06 59.74 6795 7591 83.97 88.58 93.79

AR-SV non-périodique 54.49 60.32 65.66 70.84 76.45 80.12 85.23

En outre, & partir du Tableau 2.5, il apparait, d’'une part, que les intervalles de confiance asympto-
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tiques des prévisions déterminés a partir du modele PAR-SV sont plus proches du niveau de confiance
théorique que les intervalles de confiance des prévisions déterminés a partir du modele AR-SV non
périodique. D’autre part, en prenant une seule série générée a partir d’'un modéle PAR-SV', une ob-
servation trés intéressante est que, généralement, la volatilité calculée a partir du modele PAR-SV
estimé ressemble davantage a la variabilité de la série générée qu’a la volatilité calculée a partir du
modele AR-SV estimée (voir Figure 2.2). Notons que la volatilité estimée, ﬁt, pour les modeles AR-SV

périodique et non périodique est obtenue comme suit
hy = exp («Tt\t—l) )

ol Ty, peut étre évaluée en utilisant le filtre de Kalman.

Série simulée

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Volatilité estimée a partir du modéle AR-SV 5-périodique
0.2 T T T T T

0.1} -

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Volatilité estimée a partir du modele AR-SV non périodique
0.1 T T T T T
0.05 E
0 e e I Aaide T IR O Ja " L AL v el
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figure 2.2 Série simulée et volatilités estimées a partir d’'un modele AR-SV périodique et non périodique.

Sur la base de ces observations, nous suggérons |'utilisation d’'un modele périodique a chaque fois

que la périodicité est présente.

2.5.2 Application empirique

Pour analyser I'aptitude de la classe de modeles PAR-SV a la modélisation des séries chronolo-
giques avec une structure d’autocorrélation périodique, nous modélisons d’abord la série quotidienne
des rendements du taux de change Euro-Dinar Algérien (EUR/DZ D) sur la période allant du 3 Janvier
2000 au 29 Septembre 2011 (3056 observations)'. Cette série a été précédemment analysée par Hamdi
et Souam (2013,2017) et pour laquelle ils ont estimé un PGARCH (1,1) 5-périodique. Soit y; le taux
de change au comptant FUR/DZD a la date t et r, = log (y;) — log (y;—1) le logarithme du rendement

'Source de données : Banque d’Algérie.
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(également appelé rendement). La série des rendements a une trajectoire compatible avec la stationna-
rité au second ordre. Il est clair de la représentation graphique de la série r;, t = 1,3055, (voir Figure
2.3) que cette derniére est constituée d’oscillations autour de zéro, d’amplitudes trés différentes d’une
date a ’autre mais de module moyen constant sur des sous-périodes. Notons, cependant, ’extréme vo-
latilité des taux durant la période de la crise financiére de 2008. Notons également des sous-périodes
de forte agitation des taux (périodes ou le marché est plus volatile), suivies de sous-périodes beaucoup
plus calmes (périodes de faible volatilité). Le phénomeéne de regroupement de volatilité apparait donc
clairement.

Rendements du taux de change Euro-Dinar Algérien (EUR/DZD)
0.06 T T T T T T

0.04 B

0.02

-0.02

-0.04 L L 1 I | |
2001 2003 2005 2007 2009 2011

Figure 2.3 Série des rendements du taux de change quotidien Euro-Dinar Algérien (EUR/DZ D)

Tableau 2.6. Statistiques descriptives des rendements EUR/DZD de chaque jour de la semaine

ainsi que de toute la période d’étude

Lundi Mardi Mercredi Jeudi Vendredi Tous les jours

# d’obs 611 611 612 610 611 3055

Moyenne —0.000141  0.000371 0.000077 0.000216 0.000068 0.000118
Médiane —0.000078  0.000231 0.000211 0.000070 0.000205 0.000123
Maximum 0.018484 0.031299 0.049695 0.021546 0.024110 0.049695
Minimum —0.022996 —0.016428 —0.019452 —0.022016 —0.023324 —0.023324
Ecart-type 0.004582 0.004779 0.005205 0.004824 0.005741 0.005043
Skewness —0.260025  0.571090 1.545905  —0.073088 —0.105271 0.353574
Kurtosis 5.936013 7.146701 18.89839 6.396381 4.875570 8.967818

Jarque-Bera  226.3405 4709716  6689.1120  293.7345 90.6849 4597.1270

Le Tableau 2.6 présente quelques statistiques des rendements du taux de change EU R/ DZ D de toute
la période d’étude ainsi que les rendements de chaque jour de la semaine. Pour la période analysée, les
statistiques descriptives par jour enregistrent le plus grand rendement moyen (0, 000371) pour la journée
de mardi, alors que le plus petit rendement moyen (—0,000141) apparait le lundi. Le tableau 2.6 indique
également que ’écart-type le plus bas est de 0,004582 pour le lundi, alors que I’écart-type le plus élevé
de 0,005741 est observé pour le vendredi. L’asymétrie pour lundi, jeudi et vendredi est négative, alors
qu’elle est positive pour mardi et mercredi. De plus, le coefficient de kurtosis de chaque jour de la semaine
est beaucoup plus grand que 3, avec la plus petite valeur (4, 875570) correspondant au vendredi et la plus
grande valeur (18,89839) au mercredi. De plus, les statistiques de Jarque-Bera sont trés significatives
et soulignent la non-normalité des distributions des rendements EUR/DZD (pour chaque jour de la

semaine ainsi que pour toute la période d’étude).
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D’autre part, a partir des autocorrélations périodiques d’ordre 1 des carrés et des valeurs absolues
des rendements EUR/DZD (voir Tableau 2.7), il est évident que la fonction d’autocorrélation varie
sensiblement au cours des jours de la semaine. Cela n’est pas surprenant car il est généralement observé,
dans les séries chronologiques financiéres, que les corrélations entre les rendements quotidiens et la
volatilité affichent, certains effets du jour de la semaine (voir par exemple Franses et Paap, 2000 ; Hamdi
et Souam, 2017). Nous pouvons donc dire que chaque jour de la semaine constitue un régime différent

et c’est pourquoi nous considérons la périodicité comme un enjeu important dans notre modélisation
de la série des rendements FUR/DZD.

Tableau 2.7. Autocorrélations périodiques d’ordre 1 des carrés et des valeurs absolues des rendements EUR/DZ D
Lundi Mardi Mercredi Jeudi  Vendredi
valeurs absolues des rendements 0.1812 0.1939 0.3216 0.2252 0.1260
carrés des rendements 0.1142 0.2424 0.3041 0.1614 0.0547

Tableau 2.8. Résultats des estimations des modéles PAR-SV pour la série des rendements EUR/DZD
Modele 1 Modele 2

g ﬁs Qs Qg Bs Qs

Lundi (s=1) —2.1183 0.8485 0.1618 —2.1894 0.8360 0.0373
Mardi (s=2) 09161 1.0610 0.1988 0.7932  1.0562  0.0003
Mercredi (s =3) 7.8441 1.7319 0.4293 5.8887  1.5510 0.00003
Jeudi (s=4) —4.8566 0.5495 0.2334 —2.8648 0.7341 0.1534
Vendredi (s=5) —0.0947 0.9657 0.2131 —0.2017 0.9518 0.1702

Dans le Tableau 2.8, nous présentons les résultats d’estimation des paramétres du modeéle défini
dans (2.2). Les parameétres du modeéles PAR-SV ont été estimés en utilisant les deux méthodes M L
et QM L présentées dans ce chapitre. A partir de ces résultats, nous pouvons remarquer que les deux
modeles estimés sont périodiquement stationnaires. En effet, le produit des coefficients de persistance
[12_, B, est égal & 0.8273 (resp. 0.9570) pour le modele estimé par la méthode M L (dorénavant Modele
1) (resp. pour le modele estimé par méthode QM L (dorénavant Modele 2)), ce qui est en harmonie avec

la pratique.

Il est intéressant de relever que les coefficients de persistance estimés pour les modeles PAR-SV
pour les journées de Mardi et Mercredi sont supérieurs a 1, contrairement a ceux de Lundi, Jeudi et
Vendredi. Ainsi, les chocs de la volatilité qui se produisent le lundi, le jeudi et le vendredi semblent
moins informés sur la volatilité future et tendent & disparaitre a un rythme plus rapide que les chocs

qui se produisent le mardi et le mercredi.

De plus, a partir de la Figure 2.4, il apparait clairement que pour les deux modéles PAR-SV estimés,
le regroupement de la volatilité a été capturé et la volatilité estimée (la volatilité prédite) a partir du
modele PAR-SV ressemble a la variabilité de la série des rendements du taux de change FUR/DZD
plus que la volatilité estimée & partir du modéle PGARC H. En effet, 'augmentation de la volatilité
en 2002, le pic a la fin de 2008 et le ralentissement entre décembre 2006 et mars 2008 peuvent étre
clairement observés a partir du graphe de la volatilité estimée. Ainsi, le modele PAR-SV est plus précis

et plus approprié pour représenter les caractéristiques de cette série.
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Tableau 2.9. Intervalles de prévision asymptotiques & horizon 1, a (1 — «) 100%, pour les rendements FEUR/DZD.

(1 —«)100%
50%  60%  T0% 80% 90%  95%  99%
PGARCH 38.33 46.28 54.37 63.67 75.19 82.23 91.98

PAR-SV (Modele 1) 51.49 61.01 70.11 79.15 88.18 92.54 96.69
PAR-SV (Modele 2) 51.26 60.69 69.82 78.85 88.51 92.80 97.25

Notons aussi qu’a partir du Tableau 2.9, il s’aveére que les intervalles de prévision asymptotiques
établis a partir de la modélisation PAR-SV, sont plus proches du niveau de confiance théorique que, les
intervalles de prévision asymptotiques établis a partir de la modélisation PGARC' H. Ceux-ci montrent
que le modele PAR-SV estimé pour la série des rendements quotidiens EUR/DZ D semble plus précis
et plus performant que le modele PGARCH.
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Rendements du taux de change Euro-Dinar Algérien (EUR/DZD)
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Figure 2.4 Volatilités estimées a partir des modeles 5-périodique PGARCH et PAR-SV.

Comme deuxiéme exemple d’application, nous considérons maintenant les taux de change du Dollar
Américain par rapport au Dinar Algérien (USD/DZD) sur la période allant du 3 Janvier 2000 au 29
Septembre 2011, soit 3056 observations'. Notons que pour cette série, nous avons limité notre compa-
raison aux modeéles AR-SV périodique? et non-périodique ainsi que le modeéle PGARCH proposé par
Hamdi et Souam (2013), ceci afin d’étudier 'effet de la négligence de la périodicité dans la modélisa-
tion. La Figure 2.5 et les Tableaux 2.10 — 2.13 donnent les résultats de notre analyse ol la comparaison

entre les différents modeéles estimés donne exactement les mémes résultats que pour le taux de change
EUR/DZD.

!Source de données : Banque d’Algérie.
’Le modeéle AR-SV périodique est estimé par la méthode M L.
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Tableau 2.10. Statistiques descriptives des rendements USD/DZD de chaque jour de la semaine

ainsi que de toute la période d’étude

Lundi Mardi Mercredi Jeudi Vendredi Tous les jours

# d’obs 611 611 612 610 611 3055

Moyenne 0.012527  —0.016226  0.009650  —0.004363  0.006232 0.001568
Médiane 0.002300  —0.006000 —0.001050  0.000000 0.000000 —0.000500
Maximum 0.740000 1.135200 1.253100 2.211000 1.580300 2.211000
Minimum —0.978000 —0.717000 —0.856400 —1.180600 —1.389900 —1.389900
Ecart-type 0.196515 0.208196 0.222460 0.236257 0.246081 0.222733
Skewness 0.021923 0.564417 0.826466 0.836611 0.159888 0.501822
Kurtosis 6.244755 7.108851 8.676924 19.18609 9.668562 11.26270
Jarque-Bera  268.0854 462.2449 891.4711 6730.061 1134.728 8818.704

Tableau 2.11. Autocorrélations périodiques d’ordre 1 des carrés et des valeurs absolues des rendements USD/DZD

Monday Tuesday Wednesday Thursday Friday
valeurs absolues des rendements  0.3055 0.3620 0.4322 0.3682 0.3217
carrés des rendements 0.1775 0.2493 0.2821 0.2744 0.1359

Tableau 2.12. Résultats des estimations des modeles AR-SV pour la série des rendements USD/DZD
AR-SV périodique AR-SV non-périodique
s B Qs o B Q
Lundi (s=1) 0.6106 1.0788 0.5724 —0.3914 0.9697 0.5088
Mardi (s=2) —0.0691 0.9909 0.4877 - - -
Mercredi (s =3) —0.3029 0.9745 0.6120 - - -
(s = 4)
(s = 5)

Jeudi 0.2396  1.0179 0.5035 - — —
Vendredi —2.0837 0.8159 0.2328 - - -

Tableau 2.13. Intervalles de prévision asymptotiques a horizon 1, a (1 — «) 100%, pour les rendements USD/DZD.

(1 —a)100%
50%  60%  T70% 80%  90%  95%  99%
PGARCH 52.58 60.25 68.68 77.08 85.63 89.95 95.05
AR-SV périodique 52.62 60.54 68.76 77.18 85.76 90.01 95.09

AR-SV non-périodique 52.42 60.18 68.89 77.05 85.53 89.91 94.63
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Rendements du taux de change Dollar Américain-Dinar Algérie (USD/DZD)
0.04 T T T T T T

-0.02 1 1 1 1 1 1
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10 Volatilité estimée a partir du modéle PGARCH5(1,1)
X
21 4
1k |
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x 10%  Volatilité estimée & partir du modéle AR-SV 5-périodique

)
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x 10 Volatilité estimée a partir du modéle AR-SV non-périodique

W |
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Figure 2.5 Volatilités estimées & partir des modeles 5-périodique PGARCH et PAR-SV.
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Chapitre 3

Modéles a Volatilité Stochastique

Multivariés a Coefficients Périodiques

3.1 Introduction

Outre le phénomene de la volatilité et de son regroupement, d’autres faits stylisés importants sont
associés aux séries de rendements financiers. On peut citer 'excés de Kurtosis, ’asymétrie, les queues
épaisses des distributions et la persistance, etc. En pratique, il s’avére qu'une grande partie de la
littérature est basée sur des modéles univariés. Certains faits stylisés ne peuvent, toutefois, pas étre
capturés par une description univariée. C’est, par exemple, le cas de l'effet de covariation, c’est-a-dire
I’étude des relations entre les volatilités et les co-volatilités de plusieurs marchés. D’une part, une
grande partie de la prise de décision financiére, comme l'optimisation du portefeuille, la répartition
des actifs, la gestion des risques et la tarification des actifs, doit clairement prendre en compte des
corrélations. D’autre part, il est désormais bien établi, que la volatilité financiere des différents actifs
et marchés, évolue au fil du temps. Les grands changements d’un actif vont de pair avec de grands
changements d’un autre actif. Cette caractéristique joue un roéle crucial dans la modélisation des séries
chronologiques financiéres. Par conséquent, travailler avec un cadre de modélisation multivariée conduit
a des modeéles empiriques plus pertinents qu’avec des modeéles univariés séparés. Certains modeles &
volatilité stochastique multivariés sont récemment devenus une préoccupation majeure dans I’étude
de la structure de corrélation des séries économiques multivariées en général et des séries temporelles
financiéres multivariées en particulier. En effet, diverses extensions du modéle de base multivarié SV
(M SV), introduit par Harvey et al. (1994), ont été proposées dans la littérature. On peut citer, a titre
d’exemple, Danielsson (1998), Jungbacker et Koopman (2006), Smith et Pitts (2006), Chan et al. (2006),
McAleer, (2005), Asai et McAleer (2009a, b), etc. Asai et al. (2006) proposent une revue détaillée de

cette littérature.

Notons que ces modeéles ont été largement utilisés dans la théorie de la finance moderne. De plus, une
volumineuse littérature empirique s’est développée. L’extension au cas multivarié n’est pas immédiate

puisque le chemin latent des volatilités est converti en un chemin de vecteurs avec des entrées, les
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éléments d’une matrice de covariance. Yu et Meyer (2006) ont examiné, en détail, un large éventail de
modeles M SV dominants, apparus dans la littérature multivariée de la modélisation de la volatilité. Ils

ont discuté la spécification et le probléme de ’estimation de quelques modéles MSV.

Il est important de noter que tous les modeéles proposés traitent les parameétres de la volatilité comme
constants dans le temps. Il ne semble pas y avoir de formulation capable d’expliquer de maniére adéquate
les séries chronologiques multivariées dont la structure évolue au fil du temps. C’est en particulier le cas

des séries temporelles avec une structure d’autocorrélation périodique (voir chapitre 2).

La contribution dans ce chapitre est double. Nous proposons, dans un premier temps, un modéle,
appelé modele a volatilité stochastique autorégressif multivarié a coefficients périodiques (PVAR-SV),
afin de capturer la périodicité dans la variance conditionnelle stochastique, en utilisant une spécification
qui inclut non seulement la structure de dépendance de chaque composante de la volatilité, mais aussi
I'interdépendance entre différentes composantes (la causalité de Granger dans la volatilité¢). Dans un
second temps, nous présentons une application empirique qui montre que notre modélisation donne des

résultats trés précis et a une bonne performance de prévision de la volatilité.

Ce chapitre est organisé comme suit. La Section 3.2 décrit la classe des modeles PV AR-SV. Dans
la Section 3.3, nous présentons quelques propriétés probabilistes de cette classe de modéles. Dans la
Section 3.4, nous adaptons les mémes méthodes d’estimation proposées dans le chapitre précédent, a
savoir la méthode basée sur le filtre de Kalman périodique et celle basée sur le filtrage particulaire
combiné avec l'algorithme E'M. Enfin, dans la Section 3.5, nous appliquons notre nouveau modeéle &
un ensemble de trois séries de taux de change et au prix du pétrole, a savoir le dollar américain/dinar
algérien (USD/DZD), I'euro/dinar algérien (EUR/DZ D), I'euro/dollar américain (EUR/USD) et le

prix quotidien du pétrole Saharan Blend.

3.2 Modéele a volatilité stochastique autorégressif multivarié

a coefficients périodiques

Soient &; = (&41, ..., €+,m) m-vecteur des rendements de stock a linstant ¢ et X; = (X;1, ..., Xom)'
le vecteur correspondant a la log-volatilité. Le modele a volatilité stochastique autorégressif multivarié

a coefficients périodiques (PV AR-SV'), peut étre défini par

{ €t B ‘41/2nt7

teZz, (3.1)
Xy =0y +P,.X 1 +ey,

ou V; = diag (exp Xy 1,...,exp X ) = diag (exp Xy), & = (qb(t))

i est une matrice triangulaire

ij=1,m
. , . . t .o . ! . . .,
inférieure!, i.e. ¢£J) =0sii<j,eta;= (1,0, ..,00,,) . Les deux processus d’innovation m-varié

(n,) et (e;) sont supposés i.i.d. et mutuellement indépendants de moyenne nulle avec

E(nm,) =20, E(ee)) = 0 et E(n,e}) = 0,5,

'On peut considérer (3.1) comme une extension de la formulation Granger causality-M SV (GC-MSV') proposée par
Yu et Meyer (2006).
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(t) ®)

ou X, et E.(at) sont des matrices m X m définies positives. Les paramétres oy, Py, 25? et Yo’ sont

périodiques en t, de période S.

Pour ressortir la périodicité, comme nous avons fait dans le cas univarié, soit t = s+ 7.5, pour 7 € Z

et 1 < s < S. Alors, le modele (3.1) peut étre réécrit sous la forme suivante

Esirs = diag (exp {leJrTS}) Nstrs) €7 1<s<g. (3.2)
Xs+TS o+ @ XS-‘FTS 11 €strs, , -

L’objet de ce qui suit est de trouver des conditions de stationnarité périodique.

3.3 Etude Probabiliste du modéle PV AR-SV

3.3.1 Stationnarité périodique et calcul des moments

Examinons maintenant quelques propriétés fondamentales du processus {e;;t € Z} , satisfaisant une
représentation PV AR-SV définie dans (3.1). Plus précisément, nous examinons les conditions d’exis-

tence d’une solution p.s.s. et périodiquement ergodique (telles qu’elles sont définies, par exemple, dans
Aknouche et Bibi, 2009).

Il est clair, & partir de la forme multiplicative de la deuxiéme équation du modeéle (3.2), que le
processus {X;;t € Z} est p.s.s. et périodiquement ergodique si et seulement si le rayon spectral de la
matrice J[[°_, ®, est inférieur a 1 (voir par exemple Aknouche et Bibi (2009) pour le cas d’un modele
PGARCH).

Soient le symbole ® représentant le produit de Kronecker, vec(A) 'opérateur usuel de la transfor-
mation de la matrice A en vecteur et A®" := AQ A®---® A le produit de Kronecker de r fois la matrice
A, ou r € N (par convention A% = T et A®! = A). Notons par p(A) le rayon spectral de la matrice

carrée A.

Il est bien connu que si p <Hf:1 <I>U> < 1, le processus {X;; t € Z} est un processus p.s.s. d'une

moyenne périodique inconditionnelle

“ls-1 fv-1
,ug?) =E (Xsirs) = ( H bg_ U) Z (H <I>5_Z~> as ,, pour T € Zetse{l,2..5},
v=0 =0

et d'un moment d’ordre 2 périodique inconditionnel

vec (Z( )> =E (X?fTS)

S—1 ®2\ ' g ®2
=|1,2— (H (IDS_D> <H O, Z) vec (E(S ”)) , pour 7 € Zetse {1,2,...5}.
v=0

v=0 =0

Sip (Hle (I>U> < 1, le processus X; est donné comme un modeéle causal VAR périodique d’ordre 1
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et peut étre représenté comme suit

-1
XS+TS = pﬂ()?) + Z (H cI)s—i) €s4r5-1-

>0 \i=0

Puisque €; est le produit de deux processus p.s.s., il doit étre également p.s.s. Ainsi, la condition
nécessaire et suffisante assurant la stationnarité périodique stricte de g;, est la méme condition nécessaire
et suffisante assurant la stationnarité périodique stricte d’un processus vectoriel autorégressif d’ordre 1
(PVAR(1)). Ceci qui est résumé dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.3 (Boussaha et al., 2017) Le modéle (3.1) admet une unique solution p.s.s. et périodi-

quement ergodique non anticipative donnée par

-1
L
€oirg = diag (exp {5 (Mgg +3 (H q>H> es+75_l> }) Nyirs, TEL et s€{1,2,..,5}, (3.3)

>0 \i=0

ot la série définie dans (3.3) converge presque strement, si et seulement si

p (ﬁ q)v> <1 (3.4)

Nous nous intéressons maintenant au calcul explicite de la variance, du coefficient d’asymétrie et
d’aplatissement du modeéle PV AR-SV défini dans (3.1). Pour cela, nous supposons que la condition
(3.4) est vérifiée et que les deux vecteurs 1), et e; sont gaussiens. Dans un premier temps, nous donnons
des résultats trés généraux. Dans un deuxiéme temps, nous considérons la normalité afin d’obtenir une

formule plus explicite pour les moments. Nous avons donc

Kr
B(e) =B ( (1n)”)
1. \®
diag (exp §Xt> x ne"
1 \®
= diag E (exp §Xt> E [n?r]

— diag {B [V | } B [nf"].

=E

ou
1.\
v = (exp 5&) - (v ¥8, Y0,
1 r—1
rn _ 1 L —
Y;,i = €Xp (2 ;thi,n) ) Vi = 17m )
avec

1 — k@o = (ki,l — 1) m—+ -+ (k‘iyrfl — 1) m’"*l,

59



et
P sii=0(modm),
AR si i =1 (modm)

A partir de cette derniére équation, nous avons la relation suivante

B (v.9)) =B (exp (T},X,)) = Mx, (Ti,), i = o7

ou My, (T) = E(exp{T'X,}) désigne la fonction génératrice des moments multidimensionnelle de X,
r—1

Tir = % > Wy, ., €t w; étant le m-vecteur canonique w; = (le(j,l), 1, lem_j)l. Ainsi,
n=0

E (") = diag {(Mx, (T , ..., Mx, (Tour )} E [077] .

Sous I'hypotheése de normalité du vecteur e;, nous avons

1 1
E (£7) = diag { (T{,T,Lg? + §T{’T2§)TM, T i)+ §T,’nw2§)Tmr,T) } E [nf] .

Exemple Illustratif pour le k;

Soit X = (X1, X5, X3) donc m = 3. Pour r = 2,on a m” = 9, et

X: X;\ «(2,0,0="
X1 Xy | «(1,1,0) =T
X1 X3 | < (1,0,1) = T3
Xo X; | <« (1,1,0) =Ty
X® =1 X, X, | «(0,2,0) =Ty,
Xy Xy | «(0,1,1) =T
Xs X; | «(1,0,1) =15
X5 Xy | «(0,1,1) =T
X3 X5 | —( )

Pour Tig,onai=1=Fk o+ (kis —1)m~+---+ (ki,—1 — 1)m"* alors k1o = ki1 = 1, on obtient

2—1
Tip=» Wk, =W, +wk, =(1,0,0)+ (1,0,0).

n=0

Pour T772 onaicit=7= ]{7770 + (1{3771 — 1) X 3= ]{3770 =1et (k’771 — 1) =2= k771 =3, on obtient
2—1
Tro = Wy, =W, +wk, = (1,0,0) + (0,0,1).
n=0

Maintenant pour T35, on a i = 3 = kig+ (ki —1)m+ -+ (ki,a —1)m™™ ! cad i = 3 =
kio+ (ki1 — 1) x 3, et puisque ¢ dans ce cas est un multiplicateur de m alors kg =3 et (k31 —1) =0
ce qui implique que k3; = 1, et ce qui nous donne

2—1
Tso = Wk, =Wy + Wy, = (0,0,1) + (1,0,0) = (1,0,1).

n=0
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et c’est la méme chose pour Tyo, onai =9 = 3 + 2 X 3! donc k9o = 3 et (ko1 — 1) = 0 on obtient

kg1 = 3, ce qui nous donne

2—1
Top =D Wy, = Whyo + Wk, = (0,0,1) +(0,0,1) = (0,0,2) M
n=0

Etant donné les expressions des moments d’ordre 3 et 4 (r = 3 et 7 = 4) du processus PV AR-
SV, nous pouvons calculer les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement et donner leurs expressions
matricielles explicites. Ces expressions sont des fonctions des parameétres du modéle. Nous remarquons

qu’en finance, la non-normalité est typiquement analysée a travers ces deux mesures définies comme

“12 793\ 172 ]®3
s (o) e ) m (o) a] ),
172 %4
k0 = vec (L) B ({(zg})) st} ) ,

1/2
ou AY = (E%) est la racine carrée symétrique de la matrice de variance-covariance de g, (voir par
exemple Kollo, 2008). Dans le cas d’un modeéle PV AR-SV, nous avons

("))

. 1 1
diag { (L) + TSV T Tosghl) + 5T S0 T ) B [P

suit

et

= Om3><17

puisque E [n?] = 0,351, et

—172 %4 —1/2]®4
E ({(232}) et} ) — {(2 %) }
1 1
x diag { (T;Aug? + §T{742§)T174, s Tha gt + §T[n4’42§)Tm474> } E[n®'] .

Notons que sous I’hypothése de normalité de m,, la forme explicite de E [n?r} peut étre obtenue a
partir du résultat établi par Kollo et von Rosen (2006, Corollaire 2.2.7.4). Ainsi, les moments d’ordre

impair de 7, sont nuls et les moments d’ordre pair sont donnés par les formules suivantes

E (nfw) = vec (Eg)) ,

E0P) = (Tt +1n @ Kpp @1 + L, ® K2 ) [vee (50)]%

et plus généralement

r

E (’n?") = (Im ® Kpi-2m @ Imrﬂ') [vec (Eg)) RE (77?7'_2)} , for r=2,46, ...

=2

ot K,, est la (pg x pg)-matrice de commutation.
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Proposition 3.1 (Boussaha et al., 2017) Pour une solution p.s.s. {&;; t € Z} du modéle PAR-SV
défini par (3.1) et sous Uhypothése de normalité de m, et e;, nous avons pour tout entier positif r
,"LET = E( s+TS)

. S 1 S S 1 S T
— diag { (T{Mg{) + 5*f{,,ngg)fjﬁlﬂq, s T 1)+ 5T, zgngr,T) } E[n® ] .

Par conséquent, la variance, le coefficient de skewness et de kurtosis de la distribution de €,,,5 sont

donnés par

vec <2§: > =E (22 )
g 1 s 1 s
= diag { <T1',2,ug() + §T1'7222()T1,2, ey I z,ug() + 5 2 22 T2 2) } vec (Z%)) :
Skés) = 0m3><1,

et

—1/27®4
k) = vec (Ly2) {(ES&) ]
S 1 S S 1 S
< diag { (Tll HS + §T{742§()T1,4, oo T at) + §T7ln4,42g()Tm4’4> }

X (Lt 4 Ly ® Ko @ Ly + 1y @ Koo ) [vec (£9)] %7

3.3.2 Fonction d’autocorrélation du modéle PV AR-SV

Partant de I’hypothese développée au paragraphe précédent, a savoir que les variables 1, et e; sont
des variables aléatoires normales, la structure de dépendance du processus solution de (3.1) peut étre

analysée. Pour ce faire, nous envisageons d’examiner, tout d’abord, sa fonction d’autocovariance.

Rappelons que la fonction d’autocovariance périodique d’un processus m-varié {e;;t € Z} périodi-
quement stationnaire est définie par

ne L = OV (€178, Esirs—n) = B (e€),_},), h=0,1,2,...

La proposition suivante caractérise cette fonction d’autocovariance périodique dans le cas d’un pro-
cessus PVAR-SV.

Proposition 3.2 (Boussaha et al., 2017) Soit {e;;t € Z} une solution p.s.s. de (3.1). Alors{e;; t € Z}

est un processus bruit blanc faible périodique d’une variance périodique donnée, pour s = 1,5, par

S 1 S 1 S
vec <Z( ) = diag { <T1’72,u_(x) + §T1’722_(X)T1,2, S 2M_(X) + 2T’ 5 )Tm272> } vec (ng)) :
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Preuve. Pour h > 0, nous avons

vec (zﬁj&) —Ele: ® e
= | (a (exp {50 ) © (s (o0 {55} )
) {dz’ag { (exp {%Xt}) ® (eXp {%Xt_h}) } (, ® mh)}
— diag (]E [exp {%Xt} ® exp {%XHH > E(n, ©@n,p)

= diag <E [Y( ) Y(l)D (EMm) @E (1))

X (E (m) @B (m_h))
= 0m2><1a

car (1,) est une séquence de variables aléatoires 4.i.d de moyenne nulle et (X;; + X;_; ;) /2, pour tout

L — . . , Xpi+Xi_n L
1,7 = 1, m, est une variable gaussienne; par conséquent [E [exp {%H < 00, Vi,j = 1,m. Ce

qui fait de {&;;t € Z} un bruit blanc périodique, i.e. il n’y a pas de structure de dépendance linéaire

entre les termes successifs de {g;; t € Z}. Notons qu’il est possible que d’autres formes de dépendance

non linéaires existent. Comme dans le cas univarié, nous allons étudier la structure de dépendance du

processus des puissances {¢};t € Z,r € N*}. A partir de (3.1), nous avons

E [ ®2r ® €®27‘}

D oy

(oo (e 30)] ) o fann (o {35 ])) )
o ([ o {25)] ™ [ oo {25})] ) )
)
)

®2r 1 ®2r
diag (E (exp { } (exp {§Xt_h}) ) E (ngzar ® ,',’®2r)

. 2r 2r T r
dlag (E |:Y( ) ® Y( )} E ®2 ?Qh)

Om4r><17

et puisque le premier élément de chacun des deux vecteurs Y(zr) ® Y(Qr) et NP ® 77®2T est donné par

2r 2r T T r r
(@Y ®)) = exp{r (Xu+ X} et (F @ uE%), =nfini

et que le premier élément du vecteur [E [ S’ R €®2’"} satisfait

(B [e8* ©e8%]), = (]E |:Y;(2r) 2 Y;%?D (B [nE> @ n2)),

= E(exp{r(Xi1+Xin1)})E ("7t,1) E ("ﬁih,l)

Maintenant, puisque la matrice @, est triangulaire inférieure, donc la premiére ligne contient seule-

ment un seul élément différent de 0, c’est le ®!

LY Dans ce cas il suffit juste de reprendre ce qui a été
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fait dans le deuxiéme chapitre, plus précisément, on prend 2r au lieu de r, et & la place de /3, on prend

1,1 . s
e ), et a la place de x4,,5, on prend la premiére composante de X, ,s. En effet, nous avons

k-1 /i-1 k—1
S+TS - Z <H q)s ]) O+ es+TS—i) =+ (H (bs—j> Xs+TS—k7
j=0

=0 \j=0

nous obtenons alors

k— i—1 k—1
s+TS Z <H (I) - 1)> as—i,l + eS+TS—Z 1 (H (I) (1, 1)> s+7S—k,1

1=0 ]:O ]:0

ce qui donne

[E ( ®2r o €®27“)} = E(exp{r (Xt,l + Xt—k,l)}) E ("7%) B (ntZikr,l)

k=1 /i—1
r
= E (exp {5 Z <H ‘?&?) (Ots_in + €51r5-i1)

i=0 \j=0

<1 + H q> (1, 1)) s+TS—k,1 }) E (n?’i) E (nfﬁhl)
; =1 2\ 2 gs—i)
= exp {Z [(H CD(I Y ) ros_;1 + <H ((I)S_’;)) ) by 5 (1, 1)]

=0 7=0 7=0
Cene (1,1 2
(1+Hq>(11> (s k) (1+H©(11> X 5 ) [E ("7?5)} .

D’autres part, on a

E(ef”) @B (%) = E(eF”) @B (%)

- (ser (e} ) (am (o))

- ()] ) ({w (oo a})] 2

= [ (e {3 )] Y2y 08 e (o {35 )] Y
R GICEINE <{dwg (oo} ")

- dgm([(p{ })} >®dlagm([(exp{§xt_h})] )
- dzagE( )@dzag ( )} (™) @ B (n5)]

donc le premier élément de E (e7*) @ E (e277) est

[E(e5) @B (%)), = [diagB (¥*) @ diagh (v2))] [B@i*) @B @),
= [E(exp {rX;1}) E (exp {rX, 1 DI E (0)7) B (074,)

[E (nf*) ®E (:

[E (nf™) @E (n

donné par
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tel que

k=1 fi-1 k-1
E(exp{rXi:}) = E (exp {Tz H <I>§1’?> (Qts—in + €sprsin) +7 (H <I>§1’§)> Xs+rS—k,1}>

=0

=0
T oD r HH D) (s
s—j | Qs—in + 1 Qs YS(L1)

7=0

(H o U) Y1)+ %2 (Iﬁ (@S_’?Y) =, 1)} ,

7=0
et )
S— r S— r
[ (exp {TXS-FTS—k,l}) = €Xp {Tﬂg( g (1) + _Eg( g (1, 1)} E (nf—m) )

(et
. k1 a2 s (1))
= [E )] exp{ [(H@ )ras ; ( (@i_j)) )#]
+ (1 + ﬁ@i&?) ™ (1) + (1 + | (<I>§1_’;>>2> 7”22§§_I: (1, 1)}
k—1 25 (s—k)
X [exp { (H (I)S?) Zf(ll)} _ exp{l}] £ 0.

3.4 Estimation des parameétres d’un modéle PV AR-SV

Dans cette section, nous allons adopter les mémes méthodologies d’estimation proposées dans le
cas PAR-SV. Nous décrivons plus particuliérement la seconde méthode qui s’avére plus utile dans la

pratique.
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3.4.1 Meéthode du quasi-maximum de vraisemblance basée sur le filtre de

Kalman périodique

Afin d’estimer les paramétres du modele SV multivarié non-périodique, Harvey et al. (1994) ont
utilisé la méthode du quasi-maximum de vraisemblance (QM L) qui consiste en la linéarisation de

I’équation d’observation aprés avoir défini la variable observée comme un logarithme du vecteur

g; © g4, ou l'opérateur ® désigne le produit d’'Hadamard (produit élément par élément). Dans notre cas
périodique, le modele (3.1) peut étre linéarisé en prenant la méme transformation In (51,5 ® €51r5)-

Ainsi, le modéle obtenu admet la représentation espace d’états suivante

ZST:XST ds s+78
{ +75= Ratrstdatlstrs reZ, 1<s<8, (3.5)

Xs+‘rS =a; + CI)sXerTSfl + €515,

OO Zysrs = (Zoir81s Zsir82s s Lstrsim) » Lswrsi = (€2, 6;) ,ds =B [In (1,15 © Myprg)] et ugirs =
In ("73+Ts © ns+75) - E [ln (7]5+TS ® nS+TS)}. II est clair que méme si le processus aléatoire 7, g est
gaussien, les erreurs de I’équation d’observation, ug,,g, dans (3.5) ne le sont pas. La moyenne d; et
I’élément (i, j) de la matrice de variance-covariance El(f) du vecteur aléatoire u,,,s peuvent étre donnés
par

d, = (—1.2749 + £ (1,1), ..., ~1.2749 + ) (m,m))’,

et

2n
(n-1)! 25 (0.4) ) sii#j i,j=1m
1 n(ITim (5+6-1)) (\/2%“>(i,i)\/25,5>(j,j) ’ 79 b=Lm,

M8

2 (4, ) =

l\’)l'\"w

sinon,

(voir pour le cas non périodique Harvey et al, 1994). La représentation (3.5) rend le probléme d’estima-
tion par la méthode QM L plus évident (voir Harvey et al. (1994) pour le cas multivarié non périodique
et Boussaha et Hamdi (2017) pour le cas univarié périodique). Cependant, dans le cas multivarié, la
transformation du modele entraine une perte d’information. Plus précisément, Harvey et al. (1994)
ont noté qu’on pourrait faire qu'une estimation des valeurs absolues des parameétres inconnus %, (7, j),
i,7 = 1,m. Il s’agit des corrélations croisées entre les différentes composantes 1:,4, Mais leurs signes ne
peuvent pas étre estimés. Afin de pallier ce probleme, Harvey et al. (1994) ont suggéré d’utiliser les
signes des observations non transformées pour obtenir les signes des coefficients de corrélation. Ils ont
proposé d’estimer le signe de ¥,, (¢, j) comme positif dans le cas ot plus de la moitié des paires €&, ;
sont positives. Nous adoptons la méme idée dans notre cas périodique, i.e. le signe de ng) (,7) est

estimé comme positif si plus de la moitié¢ des paires €4 5 €54+, sont positives.

Pour discuter la méthode QM L basée sur le filtre de Kalman périodique, procédons comme dans
le cas univarié. Soit Z,,gjs+rs—1 le meilleur prédicteur linéaire (au sens des moindres carrés) de Z, ;g
basé sur 7y, Za, ..., Zsirs—1, €t Usyrs = Zoprs — Zsirs|s+rs—1 est Uinnovation empirique a l'instant
s+ 75, dont 'erreur moyenne quadratique est Qg ,5 = E (ﬁHT su, o s)- L’innovation est donnée aussi
par Uy, = Zgirg — Xstrsjs4rs—1 — dg, ot Xoyrg)s4r5-1 est le meilleur prédicteur linéaire de X, g

basé sur 21, Zs, ..., Zsir5-1, dont la matrice de covariance de I’erreur de prédiction est

~ —~ /
Ps+TS|s+7'S—1 =E |:(Xs+nS - Xs—i—nS\s—‘rnS—l) (Xs+nS - Xs-l—nS\s—‘rnS—l) :| .

66



Pour une réalisation donnée € = (g1, €9, ..., €,) du modele (3.1), la fonction quasi-vraisemblance du

/ / !
vecteur des paramétres § = (8], ...,05), ou 0, = (as, (vech (®,))', (vech <Z¢(f)>> : (vech <Z,(75))> ) :

peut étre écrite sous la forme d’innovation suivante

T1—1

S
_nm 1 1. _ ~
(9 Z 2 | | | | det Qs—l—rS 2 exp {_§us+7—SQs—i}7—SuS+T5‘} ) (36)

dans laquelle nous avons besoin d’évaluer Q, ;s et Uy, g, pour s = 1, S et 7 = 0,7; — 1. Comme dans le
cas univarié et sans perdre de généralité, nous supposons que le nombre d’observations est un multiple
de la période, i.e. n = 715.

La fonction quasi-vraisemblance (3.6) peut étre évaluée en utilisant ’algorithme du filtre de Kalman
périodique ou l’algorithme de Chandrasekhar périodique (Aknouche et Hamdi, 2007). D’une fagon
simple, et & partir de la représentation espace d’états (3.5), le filtre périodique de Kalman, associé a

notre modéle, est donné par les récursions suivantes

/ ~

UstrS = Ls+78 T Xs-i-TS\s-&-'rS—l - dsa
QS+TS = Ls478|s+75-1 + 2518)7
[EerTS = q)s+1ps+TS|s+7/—\S—IQ;i7-Sa
Xs+7'S+1|s+7'S = Otsy1 + cI)erle-i-TS\s—&-TS—l + Ks+TSﬁs+7'Sa
. Ps+TS+1|s+TS = (I)S—I—l (Ps-i-TS\s-i-TS—l - PS+TS|S+TS—1Qs__&TSPS-f—TSB-‘rTS—l) (I);—i-l + Et(es+1)7

avec les valeurs de démarrage

R S—1 o1 fu1
X1|0 = (Im - H (I)s—v> Z <H (I)s—i) Oy
v=0 = .

et

-1

S—1 ®2
vec (P1|0) = Im2 — <H q)l—v>
v=0
< (1T - (1-0) (5—0)\ ©2 (1-v)
X Z H by, {(al_v —ux 4 Py ) + vee ()

En maximisant la fonction quasi-vraisemblance (3.6) par rapport au vecteur ¢, nous obtenons [
Iestimateur QM L de 0. Notons qu’il n’existe pas d’expression explicite de 9. Pour cette raison, nous
faisons appel & des méthodes d’optimisation numériques. Notons enfin que ces résultats nous ont conduits
a définir une procédure en quatre étapes pour estimer les paramétres du modele PV AR-SV par la
méthode QM L basée sur le filtre de Kalman périodique. Ces quatre étapes peuvent étre récapitulées
dans l’algorithme suivant.
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Algorithme 3.1 (Méthode QM L basée sur le filtre de Kalman périodique)

. , o (0) 0y ony’
1. Utiliser un estimateur préliminaire 0~ = (91 sy Og ) du vecteur 6, ou

7 = (&0 (veen ()’ (veen (56))' (veen (4)) ) 5 =5

2. Ezécuter le filtre de Kalman périodique pour évaluer Uy s et Qo r5, pour s =1,5,7 =0, 7.

3. Ewaluer la fonction QM L, L(0; Z), a partir de (3.6).

4. Utiliser une procédure d’optimisation pour déterminer 0 qui mazimise L(0; 7).

Pour les mémes raisons données dans le chapitre précédent, nous adoptons aussi le filtre particulaire

et lalgorithme EM comme une deuxiéme méthode d’estimation d’'un modele PV AR-SV'.

3.4.2 Meéthode du maximum de vraisemblance basée sur ’algorithme £ M

et le filtre particulaire

Dans ce paragraphe, nous décrivons une deuxiéme approche pour le probléme de ’estimation, qui est

une généralisation de la méthode décrite dans le chapitre précédent. Soient Y = (X, X7, ..., X/, €},¢€)}, ...,

el) le vecteur des données completes et X = (X{, X7, ..., X]) le vecteur des log-volatilités.

Pour une réalisation donnée Y = (€, ¢€),...,€/) du modele (3.1), la fonction de vraisemblance com-

pléte du vecteur des parameétres , peut étre exprimée comme suit

L(6:;Y) = f(Xo)[]f (XX, 1) f (ele, 1. X)

= f(Xo) [T FxelXen) [ flelX0)

t=1 t=1
, —1
n 1 (Xi—oy—P X, 4) (&@) (Xi—oy— P Xy 4)
- f(XO) H 1/2 exp 2

=1 ((2%)’" det (E@))

(diag(exp {—%Xt})st)/ (ES?) - (diag(exp {—3X;})e;)

X J—
exp 5

telle que X, ; = (X§, X1,..., X, ) et g_, = (&,€),....,e,_;). Ainsi, la fonction log-vraisemblance
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complete du vecteur des parameétres 6 est donnée par

~210gL(6;Y) = Cs+ Y log(det () + 3" (X, — o — ©,X,01) (29) 7 (X, — o — ,.X, 1)

t=1 t1

+Zlog (det (=) +ZZXM

t=1 i=1

5 (o 32 0 (o))

ou (3 est une constante indépendante du #. Afin d’utiliser I’algorithme E M, définissons la fonction Q

Q(@,E(“) _ E[—Qlong-Y)wé(“]

= C+Zlog det(E(t) —i—Zlog det Et +Z Xm
1

t=1 t=1 i=

+Ztr< (20" At> +Ztr< (50" Bt),

> A = [(Xt = BX 1) (Xi — — B Xy ) Y}
=X (X() 4 R X = (X (x0) 4+ £, )
— o (Xt(n)>/ + ool + oy (Xt(f)l)/ P}
_ 3, <Xt(f)1 (Xt(”)) + Ptﬁ?ll) Lo, XMl 1 @, (Xt(f)l (Xt(f)l)l + Pffi) o/,
B = | (diag (exp {~1X,}) &) (diag (exp {~1X.}) et)/‘ v],
xXm (Xt|Y, é(i)> ,
P =R ( (% - x7) (% - Xﬁ”)" Y, 5(”> ,
et

n n n ! ~(1)
P =F ((Xt _ X )) (XH - X,f_)l) ’Y,H ) .

Avant de passer a I'étape M, nous devons évaluer les quantités X", Pt(n), Pt(’?zl, A; et B;. Dans
le modele SV univarié (voir Kim et Stoffer, 2008 et Boussaha et Hamdi, 2017), ces quantités ont été
approximées séquentiellement a ’aide des algorithmes de filtrage et de lissage particulaire. L’algorithme
de I'étape de filtrage nous permet d’obtenir un échantillon de taille M distribué selon la densité de
probabilité p (X;|F;), ou F; désigne la o algeébre basée sur les informations disponibles jusqu’a l'instant
t. L’algorithme proposé ci-dessous vise a généraliser I’ Algorithme 2.4 présenté dans le chapitre précédent

au cas multivarié.
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Algorithme 3.2 (Algorithme de filtrage particulaire pour un modéle PV AR-SV')

1. Initialisation : pour j =1, M, générer féj) ~ po(zo) avec les poids initiaux w =1/M, ou M est

le nombre de particules.

2. Pours=1,S et =0,71 — 1.
(a) Pour j =1, M
. Générer e(+75 ~ N(0,,x1, Z(S))
. Calculer p£+75 =a;+ P f5+TS L+ eiﬂzTS.

. Mettre a jour les poids : calculer

ij-‘ZTS = wg‘zTS 1P <€5+7'S pilrS)

. { <dmg<exp<stzTa)eSﬂs)'(zm1<dmg<exp<zpiaTs>>es+fs>}

w

X wS+TS 1 €XpP 3

X (det (Z%S)))_l/z det <diag (exp <—%pgﬂ9>)> .

(b) Pour j =1, M, normaliser les poids : calculer 127(275 = wéQTS /Zj\il wngS .

(¢) Calculer la mesure de dégénérescence n®/ =1 / Z w, +TS Si neff < nT rééchantillonner
{ (p£42757 wgﬂzﬂg) , J =1, M} pour obtenir M partzcules de pondérations égales, { ( or S 1/M)
j=1,M}

3. Finalement, la séquence des M particules { f (QTS, 7 =1, } est un échantillon aléatoire de p (X1 r5|Fsirs)

S

pour s =15 ett=0,71 — 1.

L’algorithme de lissage particulaire suivant nous permet d’approximer des quantités X t(n), Pt(”), 1375(21

et By, qui sont nécessaires dans ’étape E.

Algorithme 3.3 (Algorithme de lissage particulaire pour un modéle PV AR-SV)

1. Pour j =1, M, choisir s fn , avec les probabilités wn) Poser Wy U) = 1/M.
2. Pour j =1, M.

(a) Pours=S,...1 etT =11 —1,...,0, calculer pouri =1, M

w = o {_(SEQTSQS 2loirs- 1> <E‘(*S)) (gQTS as— o rs 1)}

s+7S—1|s+7S Wetr5—1 €XP 2
x (det ()7

(b) Pouri =1, M, normaliser les poids lissés : calculer

M

@ (%) § : (@)
W WerTS 1|s+7S Ws+TS' 1|s+7S *
7j=1

s+1S—1|s+7S
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(c) Choisir 3&275—1 = fs(iL)TS_l, avec les probabilités W£275_1|8+TS.

(d) Finalement, calculer pour s = 1,8 et 7=10,71 — 1,

M )
T Zj:l SS—&-TS
s+718 M )

M () < (n) ) o) )

=(n) Zj:l <SS{|>TS - XerTS) <SSJ+TS - Xs+TS)
Ps+7'$' = M —1 )

Mo () < (n) ) < (n) '
=S(n) Zj:l <Ssj+TS - Xs+TS) <Ss]+TS—1 - X5+TS—1>
PS+TS,S+T571 = M ’

et ) .
R Zj\il [dz’ag (exp {—%s?)}) e€,diag <exp {—%sﬁj)}ﬂ
Bt == .

M

Une fois X™, P\ et Pt(,?zl remplacées par leurs approximations, nous passons a l'étape M, ou
~(i41
G(Z )est obtenu par

0+ = arg meaXQ (9,5(1)) .
Ceci peut étre accompli par la résolution du systéme d’équations suivant

( 9Q(v.8") _ 0

Oas

9Q(0.0")
O(vech(®s))
2Q09™) B pour tout s =1, 5.

Q") _

[ 9(veen (=)

Les dérivées premiéres de Q(@,b\(z)) par rapport a a, vech (®,), vech <Z((f)> et vech <Z§,S)>, sont res-

pectivement données, pour s = 1,5, par

( ~(4) —171—1
0Q(6,0 s n n
oaed®) (zg >> > (2% —ox™ 2<1>SX§+LS,1) ,
Q") _ o (0w
Bvech(®,)) = vec o0, ’
~(i) ~(7)
e Ny 5329(79223)))) = D! xvec (—8%(;:(;) )> ;
N, ~(3)
0Q(0,0° ") _ 2Q(0,0° ")
a(vech(E(s))) o D;n x vee < ox®) ) ’
. K K
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ou

~(i T1
aQ<079 ) AN n ' n n
Q0T 5y 3 s (X)X (X00) + B

aq}S 7=0
v, (X0 (X) + P2

() T1—1
0Q(6,0 ) 5) —1 - s
W = E Z [I — Asirs (Z( )) } )

e 7=0

~(4) T1—1
Q0,6 ) oy —1 a—1
T =) > [Im — Burs (Z) ] :

n 7=0

et D,, désigne la (m? x im (m + 1))-matrice de duplication définie par vec (4) = D,, x vech (A), pour
toute matrice A de dimension (m x m) (voir par exemple Liitkepohl, 1996, Section 9.5). Ici vech (B) est
I'opérateur qui permet de stocker dans une colonne les éléments situés sur et en-dessous de la diagonale
de la matrice symétrique B.

Par conséquent, a la (i + 1)7™ itération, les estimateurs des parametres de ey, vech (®,), vech (E(S)>

et vech (ng)> , pour s = 1,5, sont respectivement donnés par

;

~ T1—1 ~
vech (27(78)) =L > wech (Bs+‘rS) ,

0
vech (;I; ) = [Lm {
; -1
(s (x0) 4 P2 ) ) onaf o)
T1—1 T1—1 "1
xvech (T_11 (Z X(+TS> (Z X§1)7'S—1> T4 (XS(Z)TS (XS(Z)TS—1> +P(+)TSS+TS 1>>

aS = % Z XS(Z—)TS ! (I) Z Xs+TS 1

vech ( 5)) == le_l vech <121\8+TS> :

\

(3.7)
ot L,, désigne la (3m (m + 1) x m?)-matrice d’élimination définie par vech (A) = L,, x vec (A), pour
toute matrice A de dimension (m x m) (voir par exemple Liitkepohl, 1996, Section 9.6).

L’algorithme suivant récapitule la procédure d’estimation par la méthode du maximum de vrai-
semblance, des paramétres d’'un modele PV AR-SV, en se basant sur l'algorithme EM et le filtre

particulaire.
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Algorithme 3.4 (Méthode M L basée sur ’algorithme EM et le filtre particulaire)

~(0 0 !
1. Utiliser un estimateur préliminaire (9( - (95 ) sy Og /> du vecteur 6, ou

7 = (&0 (veen ()’ (veen (56))' (veen (4)) ) 5 =5

2. Exécuter Ualgorithme EM comme suit. A la i™ itération :
(a) Etape E :
i. Appliquer le filtre particulaire (Algorithme 3.2) pour obtenir { (]), ' M} afin d’ap-

proximer p (XAY;, 0 ’_1)> .

it. Appliquer le lissage particulaire (Algorithme 3.4) pour obtenir {sgj),j =1, M} afin d’ap-
proximer p (Xt|Yn, 9<i_1)> et de calculer les quantités X™, P™, lgt(?ll, A, et B,.

(b) Etape M : déterminer, pour tout s = 1,5, la valeur de agi), vech (ZI\DQ)>, vech (Z‘(S ”) et
vech <E “)> , G partir de (3.7).

3.5 Application

Cette derniére section fournit une application empirique. Plus précisément, nous décrivons d’abord
nos données et fournissons une analyse préliminaire afin de justifier I'utilisation de modéle périodique
et multivarié. Nous appliquons donc 'analyse théorique développée dans ce chapitre pour fournir une

modélisation multivariée du prix du pétrole et de trois séries temporelles de taux de change.

3.5.1 Données et analyse préliminaire

Nous modélisons quatre séries chronologiques : la série journaliére des prix du pétrole Saharan Blend
(SB)! et trois séries chronologiques quotidiennes de taux de change. Il s’agit de la Monnaie Européenne
face au Dollar américain (EUR/USD)?, 1la Monnaie Européenne face au Dinar Algérien (EUR/DZD)
et le Dollar Américain face au Dinar Algérien (USD/DZD)3. Nous avons d’abord supprimé tous les
jours ot le marché S B était fermé. La période d’analyse s’étend du 3 janvier 2005 au 31 décembre 2015.

L’échantillon final comprend 2836 observations pour chaque série.

Dans cette étude empirique, le modéle est structuré comme suit : nous collectons le prix du pétrole

!Source de données : Ministére de ’'Energie Algérien (Algérie).
2Source de données : EFX, Thomson Reuters.
3Source de données : Banque d’Algérie.
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du Sahara Blend et les trois taux de change a l'instant ¢ dans le vecteur

Yia SB

¥, — Yie | _ | BEUR/USD,
Y3 EUR/DZD; |’
Yia USD/DZD;

et leurs séries des rendements logarithmiques correspondantes dans le vecteur Z;, = (Z;1, Zi2, Z1.3, Z1.4)',
ot Z;; = log (Y;;) — log (Y;—1,), pour i = 1,2, 3,4.

200 T T T T T
SB
100 WW
0 1 1 1 1 1
2005 2007 2009 2011 2013 2015
T T T T T
15 EUR/USD |
1 1 1 1 1
2005 2007 2009 2011 2013 2015
T T T T T
W
100}, -
50 1 1 1 1 1
2005 2007 2009 2011 2013 2015
T T T T T
100} usD/DZD ~
50 1 1 1 1 1
2005 2007 2009 2011 2013 2015

Figure 3.1 Représentation graphique des quatre séries brutes.

2005 2007 2009 2011 2013 2015
0'04 T T T T T
0.02 usD/DZD

0

-0.02 L
2005 2007 2009 2011 2013 2015

Figure 3.2 Représentation graphique des rendements logarithmiques.
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La série brute Y;; et la série des rendements Z;; sont représentées respectivement dans les Figures
3.1 et 3.2. Tl s’avere que toutes les séries brutes Y;;, ¢ = 1,4, ne sont pas stationnaires, et en outre
les séries des rendements semblent étre stationnaires. Une propriété importante observée sur les quatre
séries Y;;, i = 1,4, est le phénomeéne de regroupement des volatilités (volatility clustering). En effet,
nous observons des sous-périodes de forte agitation suivies de sous-périodes beaucoup plus calmes (forte
volatilité entre avril 2008 et juillet 2009 et apres 2015, et faible volatilité entre décembre 2006 et mars
2008 et entre aotit 2012 et décembre 2014). Notons cependant l'extréme volatilité des différentes séries
dans la période d’analyse, induite par la crise financiére de 'automne 2008 et celle de 2015. De plus,

durant toute la période de I’étude, la série des rendements SB est la plus volatile, suivie par les séries
des rendements EUR/USD et EUR/DZD. La série des rendements USD/DZD est la plus stable.

En analysant quelques statistiques de base des quatre séries des rendements, présentées dans les
Tableaux (3.1)-(3.4), il parait évident que ces statistiques sont trés similaires. Leurs écarts-types sont
beaucoup plus importants que les moyennes en valeurs absolues, ce qui indique que les moyennes ne
sont pas significativement différentes de zéro. De plus, leurs excés de Kurtosis sont significativement
positifs ; par conséquent, ces séries ont des queues lourdes par rapport a la distribution normale. Le test

de Jarque-Bera rejette la normalité des quatre distributions des rendements.

Tableau 3.1. Statistiques discriptives des rendements SB pour chaque jour de la semaine

ainsi que toute la période d’étude

Lundi Mardi Mercredi  Jeudi Vendredi tous les jours
# of obs. 567 570 572 569 557 2835
Mean —0.0014 0.0000 0.0005 0.0011 —0.0004 —2.29 x 107°
Median 0.0000 0.0000 0.0011 0.0020 —0.0003  9.32x 107°
Maximum 0.1367 0.0633 0.0850 0.1067 0.0825 0.1367
Minimum —0.0777 —0.1119 —0.0812 —0.0909 —0.1244 —0.1244
Std. Dev. 0.0212 0.0199 0.0182 0.0211 0.0193 0.0110
Skewness 0.7466 —0.4172  —0.0594 0.0078 —0.3224 0.0276
Kurtosis 8.5317 5.4482 5.0156 5.9985 7.9584 6.7408

Jarque-Bera  775.5827 158.8808  97.1668  213.1664 580.2407 1653.3850

Tableau 3.2. Statistiques discriptives des rendements EUR/USD pour chaque jour de la semaine
ainsi que toute la période d’étude

Lundi Mardi Mercredi  Jeudi Vendredi tous les jours
# of obs. 567 570 572 569 557 2835
Mean —0.0005 —0.0003 0.0000 0.0002 0.0001 —7.56 x 107
Median —0.0001 —0.0001 0.0000 0.0001 0.0002  0.0000
Maximum 0.0236 0.0264 0.0272 0.0381 0.0301 0.0381
Minimum —0.0332 —0.0213 —0.0206 —0.0254 —0.0212 —0.0332
Std. Dev. 0.0072 0.0058 0.0063 0.0065 0.0067  0.0065
Skewness —0.2244  0.2663 0.1105 0.2828 0.1631 0.0833
Kurtosis 4.3099 5.6897 4.5673 5.9422 4.5940  5.0206

Jarque-Bera  45.2972  178.5543  59.7092  212.8093 61.4376  485.5663
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Tableau 3.3. Statistiques discriptives des rendements EUR/DZD pour chaque jour de la semaine

ainsi que toute la période d’étude

Lundi Mardi Mercredi  Jeudi Vendredi tous les jours
# of obs. 567 570 572 569 557 2835
Mean —0.0002  —0.0002 0.0003 0.0003 0.0001 6.32 x 107°
Median —0.0001 0.0001 0.0002 0.0004 0.0000  0.0001
Maximum 0.0209 0.0170 0.0313 0.0497 0.0226  0.0497
Minimum —0.0233 —0.0230 —0.0158 —0.0195 —0.0220 —0.0233
Std. Dev. 0.0049 0.0041 0.0044 0.0049 0.0048  0.0046
Skewness —0.0819 —0.4649 0.8022 2.2173 0.1346  0.6007
Kurtosis 6.2042 6.6266 8.9065 25.1483 6.8762 11.6985

Jarque-Bera 243.1895 332.8976 892.8278 12096.3000 350.3907  9108.4040

Tableau 3.4. Statistiques discriptives des rendements USD/DZD pour chaque jour de la semaine
ainsi que toute la période d’étude

Lundi Mardi Mercredi  Jeudi Vendredi tous les jours
# of obs. 567 570 572 569 557 2835
Mean 0.0003 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0001
Median 0.0001 0.0000 —0.0001 —0.0001 0.0001 —1.89 x 1075
Maximum 0.0282 0.0094 0.0138 0.0181 0.0335 0.0335
Minimum —0.0092  —0.0113 —0.0070  —0.0100 —0.0132 —0.0132
Std. Dev. 0.0030 0.0023 0.0024 0.0028 0.0033 0.0028
Skewness 1.8854 0.0974 1.0514 1.0981 2.8623 1.8005
Kurtosis 17.9821 6.3905 8.5105 9.5237 27.1108 18.9315

Jarque-Bera 5638.8570 273.9248 829.1143 1123.3530 14252.2300 31513.4400

Le Tableau 3.5 présente la matrice de corrélation de 1’échantillon pour toute la période d’étude. Les
coefficients de corrélation varient de —0.5591 a 0.6720. La corrélation négative la plus forte est pour
la paire (EUR/USD, USD/DZD) tandis que la corrélation positive la plus forte est pour la paire
(EUR/USD, EUR/DZD). Le SB est le moins corrélé avec tous les taux de change. Pour cela, nous
suggérons d’analyser ces quatre séries en utilisant une modélisation multivariée qui peut inclure non
seulement la structure de dépendance de chaque série de rendements, mais aussi I'interdépendance entre

les différentes séries.

Table 3.5. Matrice de correlation des rendements
Rendements SB FEUR/USD FEUR/DZD USD/DZD

SB 1 0.0491 0.0926 —0.1260
EUR/USD 1 0.6720 —0.5591
EUR/DZD 1 —0.4003
USD/DZD 1

Par ailleurs, les Tableaux 3.1-3.4 présentent quelques statistiques de base des quatre séries des
rendements pour chaque jour de la semaine. Les résultats indiquent que les plus bas (—0,0132) (resp.
—0.0233, —0,0332, —0,1244) et les plus hauts (0.0335) (resp. 0.0497, 0.0381, 0.1367) rendements sont
observés vendredi (vendredi et jeudi, lundi et jeudi, vendredi et lundi). Pour la période analysée, les

statistiques descriptives par jour enregistrent le plus petit écart-type de 0,0023 (resp. 0.0041, 0.0058,
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0.0182) le mardi (mardi, mardi, mercredi) pour la série des rendements USD/DZD (resp. EUR/DZD,
EUR/USD, SB), tandis que lécart-type le plus élevé de 0.0033 (resp. 0.0049, 0.0072, 0.0212) est
enregistré le vendredi (resp. lundi, jeudi et lundi). La skewness pour tous les jours de la semaine et
pour toutes les séries des rendements est positive, sauf les lundi et mardi pour FUR/DZD, le lundi
pour EUR/USD et les mardi, mercredi et vendredi pour SB. De plus, I'une des caractéristiques qui
ressort le plus clairement des Tableaux 3.1-3.4 est que la Kurtosis pour chaque jour de la semaine est
supérieure & 3 d’'une maniére significative. Cela reflete le fait que les queues des distributions de toutes
les séries des rendements journalieres analysées sont plus épaisses que celles de la distribution normale

(& décroissance plus lente que exp(—z?/2)).

Tableau 3.6. Autocorrélations périodique des séries des rendements
Rendements Lundi  Mardi Mercredi  Jeudi Vendredi
SB 0.0565 —0.0383  0.0252 0.0596 0.0241
EUR/USD 0.0272 —0.1629  0.0182 —0.0006 —0.0339
EUR/DZD 0.0424 —0.0158  0.0231 0.2094 0.0877
USD/DZD 0.1617 —0.0617 —0.0685  0.1639 0.1728

Ces statistiques descriptives des quatre séries pour chaque jour de la semaine ne sont pas surprenantes
car elles sont généralement observées dans les séries chronologiques financiéres ot les corrélations entre
les rendements quotidiens et la volatilité affichent des effets de jour de la semaine. Une telle propriété
peut étre utile car parfois on peut s’attendre a ce que les agents économiques aient un comportement
différent a chaque jour de la semaine. En effet, d’aprés les autocorrélations quotidiennes de premier ordre
pour nos quatre séries des rendements (voir Tableau 3.6), il est évident que les rendements du lundi
sont positivement corrélés avec ceux des vendredis précédents, alors que les rendements du mardi sont
corrélés négativement avec ceux du lundi. Pour cela, nous considérons une formulation périodique afin

de prendre en charge cette caractéristique importante dans la modélisation et I’analyse de nos données.

3.5.2 Reésultats empiriques

Nous proposons ci-aprés un modeéle périodique qui permet de décrire l’effet du jour de la semaine
dans les séries journaliéres de taux de change et du prix de pétrole. Une telle formulation 5-période
semble bien adaptée pour expliquer la présence (ou non) de la saisonnalité. Plus précisément, nous
considérons une formulation 5-périodique, oul les parameétres varient selon le jour de la semaine (s =
1,2,3,4 et 5)

1 si le jour correspondant est le lundi,

2 sile jour correspondant est le mardi,

5 si le jour correspondant est le vendredi.
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D’aprés le Tableau 3.6, il est clair que la série Z,,t = 1,2835, présente une périodicité dans la
moyenne conditionnelle. Afin de capturer une telle périodicité, ce qui n’est pas possible par 'utilisation
d’un modele PV AR-SV pur, nous avons appliqué & Z; un filtre autorégressif périodique multivarié
(PV AR) et nous avons considéré la série des résidus comme la série sous-jacente de notre modélisation
PV AR-SV. Le Tableau 3.7 présente les résultats de 'application de ce filtre.
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Figure 3.3 Les rendements logarithmiques et les séries ajustées a partir du modele PV AR5(2) estimé.
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Figure 3.4 Les séries résiduelles calculées a partir du modele PV AR5(2) estimé.

Les graphes des séries réelles Z;;,i = 1,4, ajustées et les valeurs résiduelles calculées a partir du
modele PV AR5 (2) estimé sont données dans les Figures 3.3-3.4. Dans un second temps, nous utilisons

ces résidus pour 'estimation de la volatilité.
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Les parameétres estimés du modele PV AR-SV 5-périodique sont présentés dans le Tableau 3.8. Nous
remarquons que toutes les séries des rendements examinées présentent des volatilités trés persistantes. Le
coefficient de persistance varie entre Hf:1 gbz(»i.) = 0.7960 pour le USD/DZD a 0.7543 pour le SB. Cela,
nous permet de conclure que le modele estimé PV AR-SV est périodiquement stationnaire puisque la

quantité caractérisant les processus estimés, a savoir p (Hil <I>5> définie dans (3.4), est plus petite que

P'unité (p (HS . @ ) = 0.8009). Par contre, lorsque nous analysons le modeéle estimé période par période,
nous remarquons que les modéles correspondants & mercredi et & jeudi ne sont pas stationnaires. En
effet, nous avons p (®;) égal, respectivement, a 0.9971, 0.9571, 1.5110, 1.1020 et 0.9340 pour s = 1,2, 3,4
et 5.

Ces résultats sont cohérents avec le fait que les volatilités des taux de change et des prix du pétrole
sont souvent regroupés (plus HSS:1 ¢§f) est grand plus leffet sur la volatilité d’une grande valeur de
‘nm‘ disparait lentement). Dans tous les cas, les coefficients de transmission (gbl(sj)) sont relativement
faibles et il existe quand méme une interaction de volatilité dans les données quotidiennes. Par exemple,
a partir du modeéle estimé, les informations sur le marché du pétrole sont rapidement transmises et
incorporées dans les taux de change EUR/USD, EUR/DZD et USD/DZD. Cela pourrait suggérer
que la volatilité du marché pétrolier a des impacts significatifs sur le marché des taux de change, et en
particulier sur le Dinar Algérien.

Un autre phénomeéne intéressant a%)?aralt dans notre analyse empirique, il s’agit du fait que la
y (i,5)

\/z;”(u V=) G)

entre USD/DZD et les autres séries. Cependant cette corrélation périodique est significativement
positive dans tous les autres cas (entre EUR/USD et SB et entre EUR/DZD et SB et EUR/USD).

corrélation périodique des chocs (s =1,5 et i,j = 1,4) est significativement négative

0.2 0.05

’ s8 ’ EUR/USD
0 0
-0.2 . . . . . -0.05 . . . . .
2007 2009 2011 2013 2015 2007 2009 2011 2013 2015
x 10 x 10
2 2
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Figure 3.5 Les volatilités estimées & partir du modele PV AR-SV 5-périodique.

La Figure 3.5 présente les volatilités estimées & partir du modele PV AR-SV 5-périodique de SB,
EUR/USD, EUR/DZD et USD/DZD. Nous pouvons constater que les volatilités estimées refletent
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bien la variation des résidus. De plus il s’avere, a la lecture du Tableau 3.9, que les intervalles de
prédiction asymptotiques établis & partir de la modélisation PV AR-SV, sont proches des intervalles de
prédiction théoriques. Ces résultats montrent que le modéle PV AR-SV ajusté aux résidus calculés &
partir de la modélisation PV AR de nos séries journaliéres des rendements logarithmiques, semble étre

bien précis et présente une bonne performance de prévision de la volatilité.

Tableau 3.9. Intervalles de prédiction asymptotiques & I'horizon 1, & (1 — «) 100%.
50%  60%  70% 80%  90%  95%  99%

Saharan Blend oil prices 53.81 62.50 71.61 79.80 87.96 92.69 96.96
Euro/Dollar Américain 53.25 62.96 72.60 81.04 89.65 93.33 97.78
Euro/Dinar Algérien 52.37 61.62 70.37 79.41 87.71 92.02 96.36

Dollar Américain/Dinar Algérien 53.50 62.61 71.68 79.31 87.25 91.56 95.97
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Chapitre 4

Meélange de Modéles a Volatilité
Stochastique

4.1 Introduction

Un modéle de mélange fini de lois de probabilité est une combinaison convexe de deux ou plusieurs
fonctions de densité de probabilité. En combinant les propriétés individuelles des densités de probabilité,
les modeéles de mélange sont capables d’approximer toute distribution arbitraire (McLachlan and Peel,
2004). Par conséquent, les modeles de mélange fini sont un outil puissant et flexible et un moyen
d’obtenir des distributions relativement complexes, tout en s’appuyant sur des lois trés simples, comme

les lois normales.

Les modeles de mélange fini ont été utilisés pendant plus de 100 ans. Il s’agit, en effet, d’une
méthode extrémement souple permettant de modéliser des phénomeénes divers et variés. Ils ont, en
pratique, recu une attention croissante au fil des ans, tant d’un point de vue théorique que pratique.
Ils ont méme connu un véritable regain de popularité au cours des derniéres décennies en raison de
I’énorme augmentation de la puissance de calcul disponible. L’étendue et le potentiel des applications
de modeles de mélanges finis, qui vont de la biologie et la médecine & la physique, & ’économie et la
commercialisation, au marketing, et aux sciences de l'ingénieur et la reconnaissance d’images, ont été
considérablement élargis. Des logiciels comme mixmod1 (Biernacki et al., 2006) mettent a disposition

ces méthodes sous forme de codes performants et portables et aident largement & leur diffusion.

Bien que le mélange de modéles statistiques soit apparu en 1894 avec les recherches de Pearson, il
n’a été introduit qu’en 1978 dans I’analyse des séries chronologiques avec les modéles a seuil. Le mélange
de modeéles de séries chronologiques consiste généralement en un ensemble de modéles et un processus

de transition latent.

Selon la structure de cette transition, nous pouvons classer les modeéles & changement de régime en
trois catégories : modeles & seuil (Tong, 1978), modéles & changement de régime Markovien (Hamilton,

1989) et modeles & changement de régimes i.i.d. (Wong et Li, 2000).
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Des recherches récentes, utilisant des modeéles de type-ARC H, ont été développées dans ce sens. En
effet, Wong et Li (2001) ont proposé d’ajouter plus de flexibilité a la famille de mélange de modéles
autorégressifs (M AR), en introduisant un mélange de modeles autorégressifs a erreurs ARCH (M AR-
ARCH). Plusieurs extensions du mélange de modeles M ARCH (Wong et Li, 2001) ont été proposées
dans la littérature des séries chronologiques. Citons par exemple, le mélange de modeles GARC' H (Haas
et al., 2012 et Zhang et al., 2006), le mélange de modeles GARC H multivariés (Bauwens et al., 2006b),
mélange de modeéles GARC H a seuil (Giannikis et al., 2008), le mélange de modeles ARC' H périodiques
(Bentarzi et Hamdji, 2008a), le mélange de modeles AR-ARC H périodiques (Bentarzi et Hamdi, 2008b),
le mélange de modeles GARC H périodique (Hamdi et Souam, 2013,2017) et bien d’autres.

Cependant, en comparaison avec la littérature relative aux mélanges de modeles type-ARCH, la
littérature sur les mélanges SV est trop maigre. Citons par exemple les travaux de Chen et al. (2008),
Elliott et al. (2011) et Mao et al. (2017) sur les modeles SV & seuil. Nous citons également les travaux
de So et al. (1998) et Carvalho (2007) sur les modeles SV a changement de régimes Markovien. D’autres
travaux ont été consacrés au mélange i.i.d. de modeles SV. En ce qui concerne cette derniére catégorie
de modeles, Kim et Stoffer (2008) ont proposé d’introduire un mélange de deux lois normales pour
approximer la distribution de I’erreur de I’équation d’observation linéarisée. Aucune hypothése préalable
n’est exigée pour la distribution de 1’erreur d’observation. Xu et Knight (2013) ont proposé un modéle
plus général. Ils ont présenté un mélange de plusieurs lois normales bi-variées pour le modéle SV linéarisé
dans le but de capturer l'effet de levier. Pour notre part, nous proposons une autre généralisation
qui consiste en un mélange de K composantes SV, et qui peut étre définie & travers la distribution

conditionnelle du processus sous-jacent, compte tenu de K volatilités paralléles.

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous présentons dans la Section 4.2, la définition générale
du mélange de modeles pour nous restreindre rapidement au cas gaussien et aux mélanges i.i.d. Nous
donnons comme exemples le modele M AR-ARC H de Wong et Li (2001) et quelques mélanges de modéle
SV existants dans la littérature. La Section 4.3 est consacrée a la présentation d’'une nouvelle classe de
Mélange de modeles a Volatilité Stochastique (M-SV'). Dans la Section 4.4, nous étudions les conditions
de stationnarité et d’ergodicité. Le probleme de ’estimation des parameétres par la méthode M L basée
sur le filtrage et le lissage particulaire est traité dans la Section 4.5. Enfin, la bonne performance de la

méthode M L est montrée par une étude de simulation.

4.2 Meélange de modéles gaussiens

4.2.1 Meélange de lois de probabilité

Définition 4.1 SoientY et Z deux variables aléatoires et soient ¢y, la densité de la distribution de
Y conditionnellement a Z = z et H est la fonction de répartition de Z. La forme générale de la densité

de mélange s’écrit comme suit

£ () = / byer (y) dH (2)
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Quand Z ne prend qu’un ensemble fini de valeurs {1,..., K}, alors la distribution de Z est discréte et
affecte une probabilité positive a chacune de ces valeurs. L’intégrale est alors remplacée par une somme

pour donner une densité de mélange fini. Cette densité est définie par

Fy)=> Moy (y),

ot ¢y (y) = Py iz, (y) et Ay =P (Z = k). Ces probabilités Ay sont appelées proportions du mélange et

sont assujetties aur deux contraintes suivantes

K
A >0, pour tout k € {1,..., K} et Z)\k =1.
k=1

Par la propriété de convexité, étant donné que chaque ¢, définit une fonction de densité de proba-

bilité, f sera également une fonction de densité de probabilité.

Comme cas particulier, nous trouvons le mélange gaussien qui est trés classique. Dans la situation
multivariée, la variable aléatoire Y est dans R", la densité de la k°¢ composante du mélange (k: =1,K )
s’écrit comme suit

1 1 1 A
O (Y 0) = ———rexp =5 (¥ =) T (Y — ) ¢
(2m)2 |52
avec 0, = (u}c, vec (Ek)) , 1, est la moyenne de la k™ composante du mélange et ¥, sa matrice de

variance-covariance.

Finalement, la densité de mélange gaussien s’exprime alors par
K
Fyl0) =" Moy (y]0r) .
k=1

Cette derniére densité est paramétrée par le vecteur § = (X, 0/1, e 0'K>, ou A est le vecteur des K — 1

premiéres proportions du mélange (A1, ..., Ag_1) .

L’importance du mélange de densités normales vient du fait que n’importe quelle densité peut étre
approchée par un mélange de lois normales (voir Marron et Wand, 1992). En effet, il est bien connu
que les parametres d’un mélange de deux lois gaussiennes univariées peuvent étre choisis de telle sorte
que la densité soit proche de celle d'une distribution log-normale. Pour illustrer ce point, Titterington

et al. (1985) ont tracé la densité de mélange de deux lois gaussiennes univariées.

01T

0.0 f f ;
0 5 10 15 20
Figure 4.1. densité log-normal et mélange de deux densités normales

=== log-A (log (10),0.04) ==0.9 x N (9.5,2.5) + 0.1 x N/ (13.5,2.5)
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Cette proximité entre la log-normale et la distribution du mélange de deux lois gaussiennes signifie
qu’il est tres difficile de faire la distinction entre elles dans la pratique. Cela a peu de conséquences, au
moins dans un sens interprétatif, lorsque ’analyse se limite & ’obtention d’un modeéle satisfaisant pour
la distribution sous-jacente. Dans un sens calculatoire, nous avons besoin de certains efforts supplémen-
taires pour ajuster un modele de mélange normal a cinq parametres par rapport a un modele log-normal
a deux parameétres. Cependant, dans certaines situations, le choix entre les modeéles log-normal et normal

a beaucoup d’intérét.

Marron et Wand (1992) exposent 15 exemples de mélanges de densités de lois normales choisies
soigneusement pour qu’elles représentent de nombreux types de densités. Les cinq premiéres représentent
de nombreux types différents de problémes qui peuvent se présenter dans le cas des densités unimodales.

Le reste des densités est multimodale (voir Figure 4.2).

10T '/\l

(a) densite bimodale (b) densite asymetrique

Figure 4.2. Exemples de mélanges de deux lois normales

(a) == (0,(3)") . —N (2 @)2) —0.45x M(o (3)7) + 055 x A (2, (g)'f)

(5) == (0.1), == (£, (2)) == (3, (22)) =02 x N (0,1)+02x N (1, (2)7) +0.6 x 7 (3, (12)°)

Remarque 4.1

— A partir des mélanges exposés par Marron et Wand (1992 ), la K -modalité n’implique pas qu’on a
un mélange de K lois.
— L’unimodalité dans les histogrammes des données n’implique pas toujours que les données ont été

échantillonnées a partir d’une seule distribution.

D’une fagon générale, 'interprétation la plus directe des modeéles de mélange de lois de probabilité est
que la variable aléatoire X est générée a partir de K variables aléatoires distinctes X}, k = 1, K. Chacune
de ces variables X} est représentée par sa densité ¢,, et A\, représente la proportion d’observation de
cette variable particuliére. D’une maniére plus simple, le modéle de mélange fini consiste & supposer que
les données proviennent d’une source contenant plusieurs sous-populations. Chaque sous-population est
modélisée de maniére séparée. La population totale est un mélange de ces sous-populations. Le modeéle

résultant est un modéle de mélange fini.

Dans un modéle de mélange, plusieurs questions peuvent étre posées concernant sa structure :
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— Choix de la famille des densités : il existe plusieurs choix paramétriques pour la famille ¢, et
méme semi-paramétriques et non paramétriques (voir Bordes et al., 2006). On s’intéresse ici aux
modeles paramétriques et particulierement aux mélanges de modéles gaussiens.

— Détermination du nombre de composantes du mélange.

— Estimation des parametres du mélange.
4.2.2 Quelques mélanges de modéles gaussiens

Mélange de modéles autorégressifs a erreurs ARC H

La classe des modeles de mélange autorégressifs a erreurs ARC'H introduite et étudiée par Wong et
Li (2001) est définie comme suit :

flFim) = 25 i 0 ( W)

Etk = Yt — ¢0,k - 221 ¢i,kyt*i>
(k) _ 2
hy™ = ﬁo,k + 231;1 Bj,lcgt—j7ka

ou F;; est le passé du processus jusqu’a l'instant ¢ — 1 et les parametres [3;, sont tels que 3, > 0 et

te?Z k=1,K,

B, = 0, pour tous j = 1,q,et k=1K.Sipourtousi = 1,p, et k = 1, K, ¢; . = 0, nous avons le
modele de mélange ARCH, noté MARCH (K q1,q2, -, 4k )-

Mélange de modéles a volatilité stochastique

Dans cette formulation, ’erreur de ’équation d’observation de la version linéarisée du modele SV
standard est remplacée par un mélange de lois normales. L’idée d’utiliser un mélange gaussien a été
introduite par Kim et al. (1998). Ils 'utilisent pour des raisons de commodité dans la procédure d’échan-
tillonnage de la méthode d’estimation M CMC. Ils ont proposé d’utiliser un mélange de sept lois nor-
males (avec des parameétres particuliers) pour approcher la loi log x%. Omori et al. (2007) ont proposé
d’étendre le mélange SV gaussien proposé par Kim et al. (1998) sans effet de levier & un mélange SV
gaussien avec effet de levier. L’approche utilisée repose sur 1'idée d’approximer la distribution conjointe
du bruit de I’équation d’état et celui de I’équation d’observation par un mélange de distributions nor-
males bivariées a dix composantes. Kim et Stoffer (2008) ont proposé un mélange de deux lois normales

afin d’approximer la loi de ’erreur d’observation. Ils ont introduit le modéle suivant

hy = ¢hy—1 + wy,
Yt = hy1 + vy, teZ,
vp=ILizen + (1 — 1) 20

ou (z0) et (z¢1) sont supposés i.i.d. de lois gaussiennes zg ~ N (mo, Ro) , 211 ~ N (m1, Ry), tels que
mo =« —mp, my =a— (1 —m)p. Ici les deux parameétres « et p sont inconnus et la variable aléatoire
I; suit une loi de Bernoulli de parameétre 7. Cependant, leur idée est différente de celle de Kim et al.

(1998). Cette formulation permet d’estimer les parameétres des deux lois normales, en exploitant les
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observations, méme dans le cas ou l'erreur d’observation! ne suit pas une loi log 3. Ils ont utilis¢ la
méthode M L via 'algorithme E'M combiné avec les filtres particulaires.

Xu et Knight (2013) ont proposé une formulation plus générale contenant comme cas particuliers les
deux modeles de Kim et Stoffer (2008) et de Omori et al. (2007). Ils ont proposé un mélange de K lois

normales bivariées? pour le modele SV linéarisé (LSV-MN). Ils ont proposé la formulation suivante

= exp () er,
y, = log (22) = hy + &, t €.
ht—H =+ ah + N5

2
€\ N i, 7 Tk Pkalgan k=1K.
un 0 PrOkOy O'n

Xu et Knight (2013) ont dérivé des expressions explicites des moments des puissances entiéres de |z;| et

ou

les moments du produit |z;|™ |z;|", n,m € N, ainsi que la fonction d’autocorrélation de {y;;t € Z}. Une
procédure d’estimation basée sur la fonction caractéristique empirique a été proposée pour I’estimation
des parameétres.

4.3 Meélange de Modéles a Volatilité Stochastique

Considérons le processus {g;;t € Z} satisfaisant (2.1). Il est important de rappeler ici que contrai-
rement au cas de modeles ARCH/GARCH, dans Papproche SV, la variable h; ne s’interpréte plus
comme la variance conditionnelle de £; a son passé, celle-ci n’a pas une forme explicite. En effet, dans
le cas SV, nous avons

var (€t|-7:t—1) =E (ht‘ft—l) # hy,

ou JF; désigne la o-algébre engendrée par le passé du processus jusqu’a l'instant ¢.

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle classe de modéles SV appelée Mélange de mo-
deles a Volatilité Stochastique (M-SV'). Ce modele est défini a travers la distribution conditionnelle

du processus sous-jacent, étant donné K volatilités paralleéles, comme un mélange de K distributions

f(&Yy) = Zl]il \//\;@f(l) (%) ’

In h§’“) = ap + BpInh 1 + e,
hy :=Var (e|Fi-1,Y;) = Z?:l )‘khgk)’

paramétriques

teZ k=1,K, (4.1)

ot f*) et f(-]Y;) sont, respectivement, une densité de probabilité centrée réduite et la fonction de
densité de probabilité conditionnelle de &, sachant le vecteur Y; = (Y1, ..., Y}, K)' des K log-volatilités
paralléles & linstant ¢. Notons que la k™ composante du vecteur Y; est définie par Y;; = In hgk), pour

tout £k =1, K, ou hgk) est la volatilité du k™ régime. Le processus {et = (er1, .- etK)/ ,t € Z} est un

'L’approximation de densité dans Kim et al. (1998) et Omori et al. (2007) est basée sur 'hypothése de normalité du
terme d’innovation dans la formulation non-linéaire.
2Comme cela a été fait dans Omori et al. (2007).
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bruit blanc de moyenne nulle et d’une structure de covariance définie par & (ete; +h) = 0p0diag (@), ou
Q=(Q1,...,Qk) € R**. Finalement, les constantes A\, k = 1, K, sont des réelles strictement positives
tel que SO0 A = 1.

Notons ici que différemment aux modeéles de mélange ARCH/GARCH et leurs extensions, on
n’exprime pas le mélange SV a travers la fonction de répartition de €, sachant I'information disponible
jusqu’a 'instant ¢ — 1 mais sachant les K log-volatilités paralléles & I'instant t. Notons également que

la volatilité du processus {e;;t € Z} est donnée par
K
k
he =Var (e Fio1,Yy) =B (| Fo0, Vi) =Y Mhi™, t € Z,
alors que la variance conditionnelle de ¢;, sachant I'information passée, est donnée par

Var (2| Fi1) = B (2| Fi1) Z)\kE (WO1F) =B () Fi), tez

Pour analyser la structure probabiliste du modéle M-SV, nous allons utiliser les hypothéses sui-

vantes :

— les densités f®), k =1, K, sont strictement positives sur R.

— introduisons le vecteur bivalent Z; = (Z; 1, ..., Z;, K)/, dont chaque composante Z; j, est égale a 1 si
I'observation ¢, est générée par la k¢ composante de la distribution conditionnelle et 0 ailleurs.
Ainsi, 7, est distribuée selon une distribution multinomiale de parameétres (1; A1, Ag, ..., Ax), ol
A\ est la probabilité que I'observation e, soit générée par la k"¢ composante de la distribution

conditionnelle f (£;]Y;). De ce fait, nous avons

Zt = Zt ]I)\ZHC

et nous écrivons Z; ~ Multg (1, ).

Le modele (4.1) a été défini par sa distribution conditionnelle. Il est possible de le représenter par

I’équation aux différences stochastique suivante

1
K l 2
&t = <Zl:1 hg )1(2“:1)) Mt
lnh (k) — = oy + ﬁk Inh,y + €tk

Zl 1)‘1 v

ou {n,;t € Z} est une séquence de variables aléatoires i.i.d. centrées réduites. On peut exprimer hgk)

teZ, k=1K, (4.2)

d’une maniére plus précise en utilisant la variable Z; i.e. hgk) = Var (ed|Fio1, s, Zi jm1)-

Notre idée est de construire un modeéle avec K processus de volatilités paralleles, chacun d’eux a
une dynamique SV. Mais dans cette formulation In hik) ne suit pas un AR (1) et Inh; non plus, par
contre en regroupant les log-volatilités, In hgk), k = 1, K, dans le vecteur Y;, on obtient une structure
espace d’états simple et aisée d’estimation, ou Y; suit un modeéle AutoRégressif Non-linéaire d’ordre un
(NAR(1)). En effet, nous avons

Y, =g (Y1) ey, (4.3)
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oug(Yi1)=a+Fn Z{il Aexp (Y1), a = (a(l), ...,a(K))/ et B = (By,..., 3;) . La volatilité condi-
tionnelle au k™ régime a l'instant t, hgk), dépend de toutes les volatilités conditionnelles aux autres

régimes a l'instant t — 1

K
Inh® = ay + 8, In (Z Akh,ﬁ’i)1> + e
k=1
et la volatilité du processus ¢; est une combinaison linéaire des volatilités conditionnelles aux régimes.

Il est & noter que cette formulation M-SV est différente des formulations de mélanges SV existants
(Kim et al., 1998 ; Omori et al., 2007 ; et Kim et Stoffer, 2008 ; Xu et Knight, 2013).

4.4 Stationnarité et existence des moments

Rappelons qu'une fonction continue g est dite sous-linéaire s’il existe deux constantes positives a et
b, et une norme ||-|| dans R¥ telles que pour tout x € RX,

lg @)l < allz] +b.

Dans notre cas la fonction z — g (z) = a+81In 31, A exp (;) est sous-linéaire. En effet, en utilisant
la norme infinie

K
a+61n2)\lexp(xl

=1

~—

lg ()l = < lafle + 181l

K
In Z A exp ()
=1

o0

K
In Z Arexp ()
=1

o0

= max ’oz(l)‘ -+ max
I=1,K I=1,K

2]

Y

o0

et choisissons m de sorte que

|[Am exp (2 )| = max |\ exp ()],

I=T.K
alors
K
mg!a(l)‘ + max ‘ﬁ(l)’ 1[12)\5 exp (1) < max |0z(l)‘ + m%‘ﬁ(”‘ X || In (K A exp (Tm)) || oo
I=T.K I=T.K — . I=T,K I=TK
= max |oz(l)‘ + max ‘B(l)‘ X In (K\,)
I=T.K I=T.K
+mﬁ‘ﬁ(l)‘ X |m]
<

max |oz(l)’ + max ‘B(l)‘ X In (K max)\l>
I=1,K I=1,K =LK

+ max [89] x ]
=

)

Par suit, il est suffisant de choisir

K
a = Imax
=1

B(l)‘ and b = r?falx ‘a(l)| + I?Ex

B(Z)‘ X In (K r?falx /\l> .
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Proposition 4.1 (Boussaha et Hamdi, 2018) Considérons le modéle sous-linéaire défini dans (4.2).

Supposons que les conditions (1) et (2) ci-dessous sont vérifiées

1. il existe § > 0, tel que E|je;||’ < oo.

2. la variable ey posséde une densité par rapport a la mesure de Lebesque et cette densité est stricte-

ment positive sur RX.

St de plus max;_iz ‘ﬁ(l)‘ < 1, alors la chaine de Markov (Y;) est géométriquement ergodique.

Preuve. En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés par Yao et Attali (2000) pour le cas des

modeles N AR sous-linéaires, nous pouvons montrer ’ergodicité géométrique de (Y;). m

La proposition suivante donne des conditions d’existence d’une solution stable d’ordre m au sens de
Yao (Définition de la stabilité d’ordre S, 2000) de (4.2).

Proposition 4.2 (Boussaha et Hamdi, 2018) Si les conditions (1), (2) de la Proposition 4.1 et
E|ler||™ < oo sont vérifiées avec m > 1, alors la solution stationnaire posséde un moment d’ordre

m.

4.5 Estimation des paramétres d’un modéle M-SV

4.5.1 Estimation des paramétres par la méthode ML

Notons par X = (Y], Y/, ...Y/ Z! Z} ... Z" e1,e9,....,en) et (Y], Yy, ... Y Z1 Z5, ..., Z")" le vecteur
contenant respectivement les données complétes et les données inobservées. Soit 0 = (¢, )\')/, ouf =
(o, 3,Q") et A= (A1, ..., Ak_1)'. Pour une réalisation donnée £ = (1, €5, ..., £,) du modele (4.1) et sous
I’hypothése supplémentaire que les f*), k = 1, K, sont des distributions gaussiennes, la fonction de

vraisemblance compléte du vecteur des paramétres 6 peut étre exprimée comme suit

n

L6;X) = fOo) ]l ) [ f(Z12,..Y) f (etle .Y, Z)

t=1

= TOW S 0lYen) £ (20 f @dYe 2)
— oxrow]] L e (_m—g(nm’ (diag ()" m—gml)))
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ou C est une constante indépendante du 0, et Y, = (Y{,Y{,....Y)), Z, = (Z}, Z},...., Z]) et g, =

(e1,€2, ...,&). Donc,

—2L(0; X) = —2logL (6;X)
n K
= —2log f (Vo) +2210ng+2 (Y, — g (Yi1)) diag (R) (Y, — g (Yi1))
t=1 k=1
2
+ Z —2log A\, + Yk + —2logC.
ou R = ( o —L). La log-vraisemblance ne peut pas étre maximisée directement, du fait que nous

avons deux types de variables inobservables, la volatilité et la variable indicatrice. Dans cette situation,

nous pouvons aussi utiliser I'algorithme FM comme dans les deux chapitres précédents.

L’espérance conditionnelle de la fonction log-vraisemblance est exprimée comme suit
(i) ~(i)
Q(08") = B(-2L(6:x)cd")
- X {diag (R)B(¥; — g (¥i-1)) (% - g (¥i0))

=1"]}
n Z Z { (log \p) E [Zt,k|§, E(i)] +E [Zt,kYt,k\é, E(i)] }

tlkl

K
~(i)
+§ E 7l [ZtkeXp —Yir)le, 0 ]+n§ log Q,
k=1

t=1 k=1
& . o) ~)7]
= Ztr{dwg(R) (E[nmg,g |-B[vied"|o-E
t=1

K
In Z Aexp (Y1)

=1
K
(hlz)\z exp (Yt—u)> Y/ ed" <1HZ>\l exp (Y;— 11))
=1

=1

K 2 .
+0E (anAlexp(Ktu)) E,E(Z) g ;

=1

+ Z Z { (log A\x) E [Zt,k|§> E(i)] +B [Ztv’fY;vkE’ /Q\(i)] }

K
Yiln ) " Aexp (Yio1y)

=1

g, E(i)] 68

—all [Ytl| g E(i)] +ad’ + o

g, E(i)] i3

—GE + BB

5 E(z‘)] N

t=1 k 1
K
~(1)
—FZZQ [Ztkexp —Yir)le, 0 ]+HZIOng, (4.4)
t=1 k=1 k=1

Afin d’évaluer Q (Q, ?”), nous faisons appel aux algorithmes de filtrage et de lissage particulaire

de la méme facon que pour les modéeles PAR-SV univarié et multivarié.
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Algorithme 4.1 (Algorithme de filtrage particulaire pour un modéle M-SV)

1. Initialisation : pour j = 1,...M, générer féj) ~ po (o) avec les poids initiaux w =1/M, ou M

est le nombre de particules.
2. Pourt=1n,
(a) Pour j =1,M,
. Générer e ~ N (0,1) et p) ~ Multy (1, 7).
1. Calculer pt]) =a+fln Ht(il + \/@efﬁj).
1. Mise a jour des poids : calculer
s 1 g2
wt( )= ng 1p( |ptj)7ﬁ§j)> X wzgj)l B <——t()> 1]34

: j
k=1 exppgfg 2exp pyy

)
kT

(b) Pour j =1, M, normaliser les poids : calculer w o =@ /Z; L wd
(¢c) Calculer la mesure de dégénérescence n®// =1 /23:1 w,fj)) :

i. sinlf < nT : (ft(j) ﬁ(j)> par rééchantillonnage de <p§ %foﬁ”) - (ng),f)ﬁM)> avec les
poids w. w . Actualiser w(] =1 /M

#. sinon pour j =1, M, ft pt et ft %])-

(d) Pour j =1, M, calculer HY = S expfjlg

3. Finalement, la séquence des M particules { (ftj) ftj)) i M} est un échantillon de (Yy, Z|F) ,

pourt=1,n.

Algorithme 4.2 (Algorithme de lissage particulaire pour un modéle M-SV)
1. Pour j =1, M, choisir (s%),ég)) = ( éi),ﬁ(f)) , avec les probabilités fﬁf(f). Poser W,Ej) =1/M.
2. Pour j =1,M,

(a) Pourt=t—1,..0, calculer pour i =1, M

Wi, = @ (5| 57, 70)
~(3) K .
w -1 . i I i / 39 .
e exp [7 (s2h =g (7)) diag (R) (52 = 9 (1)) } [T
Hk:1@k k=1

(b) Pouri =1, M, normaliser les poids modifiés : calculer Wt( e = t 1|t /Za L t 1\t

(c) Choisir (sij )I,E{t] )1) = ( t(i)l, :@1) , avec les probabilités W™

t—1|t
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A la fin de I’étape de lissage particulaire, nous avons n x M réalisations selon Multg (1, A). Ainsi,
un estimateur pour \; est donné par

n M ~(j) n  —n
_ >ie1 Zj:l St,jk _ Die1 Zt(,k)
nx M n

Xk , pour tout k=1, K — 1,
qui converge presque stirement selon le théoréme ergodique.

Les dérivées premiéres partielles de (4.4), par rapport aux parameétres inconnus «, 3 et (), sont
données par

()
% — 2diag(R)Z<a—E[Yt'!§,Q()]+5E <1nZAlexp<m,z>> §7Q()]>7
(6%
t=1 =1
0Q (Q, E(i)) n K (i)
——5 = 2iag(R)}_{aB |} Aexp(Yii)|el
t=1 =1

K , K 2 ,
—E <1HZ A exp (Y%—Lz)) Y| €, é(l) + S (IHZ A1 exp (Yt—1,z)> £, E(Z) ;
=1 -1
et ( A(i))
aQ Q7Q " !/ A(Z)
g =R~ diag (B) > dg (B (i~ g (Vi) (Vi —g (Vi) |8 )

t=1

~(i+1
L’estimateur 9( ) du parametre 6 peut étre obtenu en résolvant le systéme des équations
(i)
8Q (Q,Q )/aezo.

Par conséquent, a la (7 + 1)éme itération, les estimateurs des parameétres de o, 5 et (), sont respectivement
donnés par

.

(hl § X eXP<Yt—1,z)> Yi

0|3 (£ 500" £ [ 2 Benn(in) |0

) 2 9
e,am] )

=1

K __ K __ !
(Yt —a-Blny hexp (Yﬂ,l)) (Yt —a-Blny hexp <YH,Z>>
=1

g,@“]) |

Ces estimateurs peuvent étre évalués en approximant les espérances conditionnelles par des fonctions
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des particules lissées comme suit

( /):(i—i—l) 1

=1
vy BE|(EI T en(:2,)) 9|1 (£ ) £ 5[ A )]
b B (i+1) D VY| M & G+ ) A
l eXp<5t1,l>> n(tzljzl[(lnl;/\l exp(s 11))})

(i+1) ;

1 €Xp <5§J—)1z>>} ’
=1

; . (i+1 ~ 1)

diag { (8?) LB g _ g 2 3 e (SEJ)U)>

; ~(n ~(i 'L+1 K (i4+1) !
<3§j) + Pt( ) -ty Z )\ exXp (ng)l z>> } )

- ~
it
™Mz
NS
| —~
N Il
=}
i
>

2
+
3 |=
NE
Mke
&
|
)
‘E
M=
,ME
/:\
=
M=
>)

w
Il
—
<
Il
—
~~
Il
—
) <
Il
—_

Q)

T

|
3 =
M:
Mzl

o~
Il
—_
.
Il
—

ot P = Zj\il (39) — ﬁ(n)> /M —let Y, = Z] 1s,gj)/]\/[.

Remarque 4.2 La volatilité est inobservable mais peut étre estimée en utilisant [’échantillon complet.

En effet, elle peut étre estimée par la volatilité lissée donnée par

S S e e s
hﬂn — M .

Elle peut étre également estimée a partir des observations jusqu’a la période considérée (par la vola-
tilité filtrée) R
/ﬁt|t _ 25:1 Ak ZjM 1 wt exp ft
M

1l est important de noter que dans le cas des algorithmes particulaires, nous avons choisi la loi
d’évolution comme loi d’importance, i.e. q(h|Y;_1,Fi—1) = [ (h|Y;_1). En se basant sur ce choiz, on
peut approximer la variance conditionnelle Var (e;|Fi—1) (voir Doucet et al. (2000) pour le cas général
des modéles espace d’états non linéaire non gaussien, et Kim (2005) pour les modéles SV comme cas

particulier des modéles espace d’états) par les mémes estimations de hy.

4.5.2 Exemple illustratif en utilisant des données simulées

Pour étudier la performance de la méthode proposée pour 'estimation des parameétres d’un modéle
M-SV, nous avons simulé des données a partir de plusieurs modeéles dont nous rapportons ici les résultats
d’un seul modele. Il s’agit d’'un mélange de deux modeles SV. Notons que les paramétres du modele
simulé sont choisis de facon & ce que les parameétres vérifient la condition suffisante de stationnarité,
Le. max, 1 ‘ 15} (l)’ < 1. Notons également qu’afin d’examiner la convergence empirique des estimateurs,
nous avons considéré différentes tailles (n = 200,500 et 750). Pour chaque taille, nous avons simulé
200 séries. Les vraies valeurs (T'V) des parameétres du processus générateur de données, la moyenne
empirique (M LE) et 1’écart-type empirique (Sd-M LE) de leurs estimations pour les 200 réplications
sont rapportées dans le Tableau 4.1.
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Tableau 4.1. Résultats de simulation d’un mélange de modeles SV, avec n = 200, 500 et 750.
Le nombre de réplications est égal a 200 et le nombre de particules M = 100.
n = 200 n = 500 n =750
TV MLE Sd-MLE MLE SId-MLE MLE Sd-MLE
A1 0.25  0.2419 0.0599 0.2443 0.0314 0.2458 0.0305
aq 1.0 1.1612 0.1399 1.1114 0.0854 1.0988 0.0600
as 0.4 0.2137 0.2546 0.2578 0.1716 0.2724 0.1387
B, 0.9 0.7365 0.0842 0.7684 0.0547 0.7792 0.0461
By —0.5 —0.2931 0.2221 —0.3458 0.1667 —0.3650 0.1242
Q1 05 0.5665 0.0382 0.5666 0.0237 0.5651 0.0174
Q> 038 0.8708 0.0842 0.8599 0.0513 0.8637 0.0411

A partir du Tableau 4.1, nous pouvons voir clairement que, méme avec des séries de tailles rela-
tivement petites, le biais des estimations obtenues est généralement petit. Nous pouvons remarquer
également que le biais diminue & chaque fois que la taille de la série augmente et les estimations sont
de plus en plus proches des vraies valeurs. D’autre part, nous pouvons observer que les écart-types
empiriques de certaines estimations de parameétres sont relativement importantes. Par exemple, lorsque
la taille de la série est égale a 200, ce résultat est plus frappant pour le paramétre . Dans ce cas, la
t-stat est d’environ 0.84. Cette statistique est augmentée a plus de 1.96 lorsque la taille de 1’échantillon
est augmentée & 750. D’une fagon générale, & chaque fois que la taille de la série augmente, les biais

ainsi que les écarts types empiriques diminuent, ce qui prouve la convergence empirique des estimateurs

ML.
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Conclusion générale et perspectives

Dans cette thése, nous avons tenté une modeste contribution dans le domaine des séries chrono-
logiques en proposant trois modeéles & volatilité stochastique. Ces modeles permettent de bien décrire
la volatilité instantanée des séries financiéres. Nous avons décomposé cette thése en quatre chapitres.
Dans le premier chapitre, nous avons présenté un bref apercu sur les modéles espace d’états et sur deux
méthodes d’estimation du vecteur d’état a savoir le filtre de Kalman et le filtrage-lissage particulaire.
Les deux chapitres suivants ont été consacrés a 1’étude de deux modeles a volatilité stochastique (univa-
rié et multivarié) a coefficients périodiques (PAR-SV et PV AR-SV'). Le dernier chapitre présente une

étude d’une nouvelle classe, & savoir la classe de mélange de modeles & volatilité stochastique (M-SV).

En somme, une analyse des propriétés probabilistes des modéles proposés a été établie et deux
procédures d’estimation des parametres basées sur les algorithmes exposés dans le premier chapitre,
ont été élaborées. Des illustrations par des applications sur des données simulées et sur des données
financieres réelles ont été présentées. Une discussion des résultats de cette partie empirique confirme

I'intérét des modeles proposés et la bonne performance des méthodes d’estimation adoptées.

Bien que plusieurs résultats aient été obtenus dans cette these, il existe un certain nombre de
zones inexploitées et quelques problémes non résolus. Nous pouvons discuter des orientations futures
communes & ’ensemble des modeéles étudiés, en ouvrant des pistes d’analyse et proposer des horizons

nouveaux, notamment,

1. Concernant les méthodes d’estimation, plusieurs travaux supplémentaires sont nécessaires. En
comparaison avec les méthodes d’approximation standard (par exemple le filtre de Kalman étendu),
le principal avantage des méthodes particulaires est qu’elles ne reposent sur aucune technique de
linéarisation locale ou d’approximation fonctionnelle brute. Le prix a payer pour cette flexibilité
est le calcul. En effet, ces méthodes sont cotiteuses en termes de temps. Effectuer une itération
de la procédure d’estimation implique la génération de 2M échantillons, et le calcul de plusieurs
quantités pour obtenir la vraisemblance attendue. En outre, une critique courante de I'algorithme
E M est que sa convergence peut étre assez lente.

Afin d’accélérer le processus, nous avons utilisé un nombre moindre de particules (M = 100,
M = 200, pour I’étude de simulation). Malgré ces efforts, il faut relativement beaucoup de temps
pour parvenir & la convergence. En plus, la vitesse de convergence et la précision sont deux objectifs
en quelque sorte en conflit 'un avec l'autre (augmenter le nombre de particules, implique une
bonne précision et le contraire est vrai). Nous comptons étudier comment accélérer la procédure

d’estimation, en visant une meilleure précision, dans un futur proche. Dans ce cadre, nous pensons
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a exploiter les champs suivants :

(a)

(b)

Appliquer certaines variantes du filtre particulaire qui ont été développées pour rendre le

filtre particulaire plus robuste.

Les filtres particulaires peuvent étre considérés comme des alternatives puissantes aux algo-
rithmes MCMC. Ils peuvent également étre utilisés pour concevoir des schémas MCMC

trés efficaces.

Exploiter les méthodes basées sur les filtres particulaires permettant 'utilisation des filtres de
Kalman locaux (voir par exemple Chen et Liu, 2000 ; Frei et Kiinsch, 2013 ; Dahia et al., 2005).
Le filtre KPKF (Kalman-Particle Kernel Filter), proposé par Dahia et al. (2004), combine
a la fois les avantages du filtre de Kalman étendu (EK F') en termes de précision et du filtre
particulaire régularisé (variante de filtre particulaire) en termes de robustesse. Ceci afin que
les particules soient maintenues dans la zone d’intérét de ’espace d’état. En utilisant cette
technique, le nombre nécessaire pour le rééchantillonnage du systéme de particules est alors
réduit. Il est & noter que le K PK F introduit un nouveau type de rééchantillonnage, d’une
part pour préserver la structure du mélange, et d’autre part pour éviter la dégénérescence
des poids des particules. Ces améliorations permettent au K PK F d’atténuer les fluctuations
Monte Carlo.

Augmenter le vecteur d’état en insérant les parameétres. L’état et les parameétres sont estimés
simultanément par le filtrage-lissage particulaire (voir par exemple Kitagawa et Sato, 2001).
Cette approche consiste a traiter les paramétres comme variables aléatoires admettant une

densité de probabilité.

. Dans les exemples de simulation, nous avons montré que les procédures d’estimation proposées

fonctionnent bien et la performance d’estimation s’améliore significativement avec ’augmenta-

tion de la taille. Ce qui montre la propriété de consistance empirique. Ainsi, le comportement

asymptotique des estimateurs proposé devrait étre théoriquement étudié.

. Tout au long de cette these, nous avons supposé que toutes les données ont été enregistrées, une

autre direction future importante consisterait a étudier ’estimation des parameétres de ces modeéles

lorsqu’une partie des données est manquante.

. Il pourrait étre intéressant aussi d’étudier le modele M-SV dans sa version multivariée. Et pour-

quoi pas étudier aussi le M-SV périodique, en combinant les avantages du modele SV périodique

et le mélange SV (comme fait dans les modeéles type Mélange ARC'H, voir par exemple Bentarzi
et Hamdi, 2008a, b; Hamdi et Souam 2013, 2017).

. Enfin, dans le cadre de cette thése, notre intérét s’est focalisé sur les modéles SV & temps discret.

Cependant, Il serait intéressant d’étudier les modeles SV & temps continu.
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