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« La nuit n’est jamais compléte.
1l y a toujours, puisque je le dis,
Puisque je Uaffirme,
Au bout du chagrin
Une fenétre ouverte,
Une fenétre éclairée,
1l y a toujours un réve qui veille,
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Faim a satisfaire,
Un ceeur généreuz,
Une main tendue, une main ouverte,
Des yeux attentifs,
Une vie, la vie a se partager. »
La nuit n’est jamais complete de PAUL ELUARD
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Résumé

Les problemes posés dans la réalité relevent souvent du domaine de 'optimisation
mathématique ou la fonction-objectif est non-linéaire, n’est pas convexe et ne possede
pas de propriété de convexité généralisée. La difficulté de ces problemes réside dans le
fait que l'enveloppe convexe du domaine ne contient pas nécessairement un optimum
et qu'un optimum local n’est pas toujours global. Cette difficulté croit particulierement
pour les problemes multiobjectifs puisqu’ils n’admettent pas d’optimum unique mais une
multitude de solutions dites efficientes ou PARETO optimales.

Dans cette these, nous avons proposé une méthode d’exploration implicite combinant
le principe de la recherche arborescente a une méthode de coupe pour générer toutes les
solutions efficientes des problémes d’optimisation d'un programme 'linéaire plus linéaire
fractionnaire" discret a objectif multiple. C’est un probléeme d’optimisation multiobjectif
qui possede beaucoup d’applications pratiques mais dont la base théorique reste assez
insuffisante puisque la fonction linéaire plus linéaire fractionnaire n’est ni convexe ni
concave et ne possede pas de propriété de convexité généralisée.

Par ailleurs, dans ce travail on propose aussi de remédier a la problématique causée
par la grande cardinalité de 1’ensemble des solutions efficientes en résolvant un type
inédit de probleme, il s’agit du probleme d’optimisation multiobjectif sur I’ensemble des
solutions efficientes. Ainsi, pour un programme linéaire discret on propose une méthode
qui permet de générer une partie de I’ensemble des solutions efficientes dont la cardinalité
et la répartition suivent les préférences de plusieurs décideurs.

Mots-clés : Programmation Multiobjectif, Programmation Fractionnaire, Program-
mation en Nombre Entier, Séparation et coupe.

Abstract

Problems posed in reality often belong within the domain of mathematical optimi-
zation where the objective-function is non-linear, is not convex and does not have a
generalized convexity property. The difficulty of these problems lies in the fact that the
convex envelope of the domain does not necessarily contain an optimum and that a
local optimum is not always a global optimum. This difficulty increases particularly for
multiobjective problems since they do not admit a single optimum but a multitude of
so-called efficient or PARETO optimal solutions.

In this thesis, we proposed an implicit exploration method combining the principle
of tree searching with a cutting method to generate all the efficient solutions to the op-
timization problems of a discrete 'linear plus linear fractional" multiobjective program.
It is a multiobjective optimization problem which has many practical applications but
whose theoretical basis remains rather insufficient since the linear plus linear fractio-
nal function is neither convex nor concave and does not have a generalized convexity
property.

Moreover, in this work we also propose to remedy to the problematic caused by the
large cardinality of the set of efficient solutions by solving a new type of problem, the
problem of multiobjective optimization over the efficient set. Thus, for a discrete linear
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program, we propose a method that allows to generate a part of the set of efficient
solutions whose cardinality and distribution follows the preferences of several decision-
makers.

Keywords : Multiobjective Programming, Fractional Programming, Integer Pro-
gramming, Branch and cut.
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Introduction générale

Contexte général de la these

L’optimisation est aussi ancienne que 'humanité sur Terre et tout le monde y est
confronté tous les jours. L’optimisation consiste en le choix d’une alternative parmi
d’autre dont la réalisation est la plus bénéfique. Dans de nombreux contextes décision-
nels, un décideur fonde son choix sur plusieurs objectifs. Par exemple, lors de ’achat d'un
produit quelconque, on cherche a minimiser le prix et a maximiser la qualité, lorsque
on voyage dans un véhicule motorisé on cherche toujours a prendre le chemin le plus
court et le plus rapide pour minimiser la consommation de carburant et la durée du
voyage. Ce type de problémes a objectif multiple conduit au domaine de la recherche de
I'optimisation multiobjectif ou bien multicritere, vectorielle, etc...

Pour un probleme d’optimisation multiobjectif non trivial, il n’existe pas de solu-
tion unique qui optimise simultanément chaque objectif, les objectifs étant antagonistes
I’amélioration d’un objectif se fait au détriment d’un autre. Par exemple, un plan de
production pourrait étre d'un cofit élevé et a faible risque, et un autre a cotit faible
mais a haut risque. F. Y EDGEWORTH est le premier a avoir examiné la prise de dé-
cision économique multiobjective et a envisagé qu'une alternative est candidate éligible
s’il n’existait aucune autre alternative ou solution réalisable pour laquelle I’'amélioration
d’un objectif ne conduirait pas & une détérioration d’au moins un des autre restants [41].
Ces solutions sont qualifiées de points efficients ou efficaces ou bien solutions "Pareto
optimales".

L’ensemble de toutes les solutions efficientes est appelé I’ensemble de PARETO ou
ensemble efficient et son image dans I'espace critere est appelé front de Pareto.

Tres souvent les problemes posés dans la réalité relevent aussi du domaine de 'op-
timisation mathématique ou la fonction-objectif est non-linéaire. Parmi les programmes

non-linéaires, les programmes fractionnaires sont ceux dont les fonctions-objectifs sont



composées de fractions. Depuis la premiere problématique portant sur un modele d’équi-
libre pour une économie en expansion introduit par J. VON NEUMANN [119], beaucoup
de problémes pratiques ont été modélisés a 'aide de programmes fractionnaires. Ainsi,
plusieurs bibliographies assez exhaustives ([109], [97], [94], [6], etc...) ont répertorié de
nombreuses applications de la programmation fractionnaire et des milliers de contri-
butions a ce domaine. L’objet de cette theése porte sur un probleme fractionnaire mul-
tiobjectif. Puisque chaque solution efficiente d’un probléeme multiobjectif pourrait étre
intéressante pour un décideur, la question est de savoir comment pouvons-nous résoudre

un probleme fractionnaire a objectifs multiples ?

Une premiere approche de réponse consiste a agréger les différentes fonctions-objectifs
en une fonction-objectif globale, puis a considérer le probléme comme un probleme d’op-
timisation a objectif unique. De nombreuses facons d’agréger les différentes fonctions-
objectifs ont été étudiées et développées. Néanmoins, cette approche n’est pertinente que
s’il est possible de définir une agrégation qui représente les préférences du décideur et s’il
est alors possible d’optimiser la fonction agrégée. Le probleme agrégé est généralement
un programme dont la fonction-objectif est une somme de fractions. Hors selon 'article
[99], I'un des programmes fractionnaires les plus difficiles & résoudre est le probleme de
somme de fractions, il s’avere étre un probleme NP-difficile malgré sa structure spéciale.
En conséquence, outre le fait qu’il n’est pas facile de normaliser les préférences d’un
décideur, cette approche conduit a I'un des programmes fractionnaires les plus difficiles

a résoudre.

Une seconde approche consiste a prendre en compte chaque objectif et générer 1’en-
semble efficient ou le front de PARETO. Cela fournit une représentation des compromis
entre les objectifs et peut aider le décideur a identifier des solutions d’intérét. Cepen-
dant, la perspective multiobjective n’amoindrit pas les difficultés liées a chaque objectif
pris individuellement. Bien au contraire, les problémes multiobjectifs sont considérés
comme étant plus difficiles que les probleme mono-objective vu que plusieurs solutions
sont Pareto optimales, aussi il convient de noter que pour les problemes multiobjectif
en variables continues ’ensemble efficient et le front de PARETO sont infinis (dans la
pratique il vaut mieux modéliser via des variables a valeurs numériques discretes ainsi

'ensemble efficient est dénombrable).



Motivation de la these

Les problemes de programmation linéaire plus linéaire fractionnaire se distinguent
des autres problemes de la programmation fractionnaire par le fait qu’ils ont beaucoup
d’applications pratiques surtout dans les domaines économique et financier, ils se posent
notamment lorsqu’on doit optimiser le compromis entre un termes absolus (tel que le
colit réel, le profit, la production,...) et un terme relatif (tel que le colit nominal, la
profitabilité, la productivité, ...). Ce consensus de compromis apparait dans de nombreux
problémes tels que les problemes de sélection de portefeuilles, les problemes de transport
maritime, les problemes d’optimisation des capitaux, les problemes de développement
des fonds, etc...

Toutefois peu de papiers proposent des procédures de résolution de ces problémes
car ils sont NP-difficile, principalement & cause du fait qu’ils ne sont pas convexes. Ils
sont quasi-convexe lorsque le terme linéaire de la fonction-objectif est positif sur tout le
domaine réalisable ou quasi-concave s’il est négatif [93], ils peuvent aussi étre pseudo-
convexe dans d‘autre cas [74]. Actuellement, aucun article ne propose de procédure qui
permet de trouver une seule solution efficiente d'un programme linéaire plus linéaire
fractionnaire a objectif multiple. Toutes les méthodes actuelles étant des méthodes ap-
prochées, il est tres motivent d’élaborer une technique capable d’énumérer exhaustive-
ment toutes les solutions efficientes sans pour autant énumérer intégralement toutes les

solutions entieres du domaine.

Contribution de la these

L’objectif principale de cette thése est d’apporter une contribution a un domaine assez
peu explorer a cause de sa difficulté, ainsi le but fixé a travers ce travail est de trouver
une méthode exacte d’optimisation d’un programme linéaire plus linéaire fractionnaire
discret a objectif multiple. Par méthode exacte, on entend une méthode capable de
générer 'ensemble de toutes les solutions efficientes. Ainsi, cette thése comporte deux
contributions a la programmation multiobjectif :

— La contribution principale de cette these est une méthode de résolution exacte de

probleme d’optimisation linéaire plus linéaire fractionnaire discret a ob-

jectif multiple. La littérature actuelle ne propose pas une méthode comparable



bien que le probleme ait un réel intérét pratique.

— La seconde contribution porte sur la définition d’un nouveau probléme de la pro-
grammation multiobjectif permettant de générer une partie de ’ensemble efficient
suivant les fonctions de préférences des décideurs. Puisque, la cardinalité de ’en-
semble efficient est souvent tres grande, il devient alors difficile pour le décideur
de choisir la solution du meilleur compromis représentant ces préférences, aussi le
temps de calcul de I’énumération de tous les membres de I’ensemble efficient aug-
mente d’un maniere exponentielle. Pour remédier a ces problemes on propose la
résolution d’un nouveau type de probléeme appelé I"'optimisation multiobjectif

sur ’ensemble efficient’ pour un programme multiobjectif linéaire discret.

L’organisation de la these

Cette these est organisée en deux parties :

— La premiere partie est réservée pour les préliminaires, elle comporte trois cha-
pitres le premier sur I'optimisation, le deuxieme sur 'optimisation fractionnaire
et le troisieme sur l'optimisation multiobjectif. Dans cette partie, serra exposé
brievement des concepts fondamentaux de I'optimisation, de I'optimisation frac-
tionnaire et I'optimisation multiobjectif, qui sont essentiels & la compréhension
du reste de cette these.

— La deuxiéme partie présente les deux contributions de cette these en deux cha-
pitres. Le quatrieme chapitre traite de 'optimisation multiobjectif sur I’ensemble
efficient et le dernier de I'optimisation linéaires plus linéaires fractionnaires dis-
crets & objectifs multiple.

Cette these se termine par une conclusion générale et quelques perspectives de

recherche.
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Chapitre 1

L’optimisation
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1.1 Introduction et revue historique

La recherche de I'optimalité est un principe fondamental qui s’établit dans les phéno-
menes naturels et régit les comportements biologiques et les activités sociales. L’optimi-
sation a eu plusieurs périodes dans 'histoire, I'une de ses premieres périodes a commencé
en 1646 lorsque P. DE FERMAT a proposé, dans son article [46], une approche générale
pour calculer les maxima / minima locaux d’une fonction différentiable, c’est-a-dire fixer
la dérivée de la fonction a zéro.

La période de l'optimisation la plus importante est celle ou G.B. DANTZIG avait
proposé pour la premiere fois la méthode du simplexe pour résoudre les problemes de

programmation linéaire en 1947, et déclara dans [32] :

"What seems to characterize the pre-1947 era was lack of any interests in trying

to optimize".



1.1 Introduction et revue historique 7

Ce qui semblait caractériser I'ére d’avant 1947, c¢’était ’absence de tout in-

térét a essayer d’optimiser.

En raison du manque d’intérét pour l'optimisation, de nombreux travaux importants
apparus avant 1947 ont été ignorés[38]. La découverte de la programmation linéaire a
ouvert une nouvelle ére pour 'optimisation.

DANTZIG a également mentionné dans ce méme papier comment il avait fait sa dé-

couverte :

"My own contribution grew out of my World War II experience in the Pentagon.
During the war period (1941-1945), I had become an expert on programming
planning methods using desk calculators. In 1946 I was mathematical advisor
to the US Air Force Comptroller in the Pentagon. I had just received my
PhD (for research I had done mostly before the war) and was looking for
an academic position that would pay better than a low offer I had received
from Berkeley. In order to entice me to not take another job, my Pentagon
colleagues, D. Hitchcock and M. Wood, challenged me to see what I could

do to mechanize the planning process.

I was asked to find a way to more rapidly compute a time-staged development,
training and logistical supply program. In those days mechanizing planning
meant using analog devices or punch-card equipment. There were no electronic

computers."

Ma propre contribution découle de mon expérience de la Seconde Guerre
Mondiale au Pentagone. Pendant la période de guerre (1941-1945), j'étais
devenu un expert des méthodes de planification-programmation a l'aide de
calculatrices du bureau. En 1946, j’étais conseiller en mathématiques aupres
du contréleur de la US Air Force au Pentagone. Je venais juste d’obtenir
mon PhD (pour des recherches que j’avais effectuées principalement avant la
guerre) et je cherchais un poste universitaire qui rapporterait mieux qu’une
mauvaise offre que j’avais re¢cu de Berkeley. Afin de m’inciter a ne pas occuper
un autre emploi, mes collegues du Pentagone, D. HITCHCOCK et M. WOOD
m’ont mis au défi de voir ce que je pouvais faire pour mécaniser le processus
de planification.

On m’a demandé de trouver un moyen de concevoir rapidement une procé-
dure itération-temps de développement, formation et d’approvisionnement

logistique . A cette époque, la planification consistait & utiliser des appareils



8 L’optimisation

analogiques ou des cartes a perforer. Il n’y avait pas d’ordinateurs électro-

niques.

En 1951, A.W. TUCKER et son éleve H.-W. KUHN ont publié les conditions de
KunN — TUCKER [69], ouvrant ainsi la premiére porte vers la programmation non-

linéaire. Cependant, A. TAKAYAMA a fait le commentaire suivant :

"Linear programming aroused interest in constraints in the form of inequalities
and in the theory of linear inequalities and convex sets. The Kuhn- Tucker
study appeared in the middle of this interest with a full recognition of

such developments.

However, the theory of nonlinear programming when constraints are all in the
form of equalities has been known for a long time - in fact, since Euler
and Lagrange. The inequality constraints were treated in a fairly satisfactory
manner already in 1939 by Karush. Karush’s work is apparently under the
influence of a similar work in the calculus of variations by Valentine.

Unfortunately, Karush’s work has been largely ignored."

La programmation linéaire a suscité l'intérét pour les contraintes sous la
forme d’inégalités et pour la théorie des inégalités linéaires et des ensembles
convexes. L’étude de Kuhn - Tucker est apparue au centre de cet intérét et

a une reconnaissance totale de ces développements.

Cependant, la théorie de la programmation non-linéaire lorsque toutes les
contraintes sont sous forme d’égalités est en fait connue depuis fort long-
temps, depuis EULER et LAGRANGE. Les contraintes d’inégalité ont été trai-
tées de maniere assez satisfaisante des 1939 par KARUSH. Le travail de KA-
RUSH est apparemment fait sous I'influence d’un travail similaire sur le calcul
des variations de VALENTINE. Malheureusement, le travail de KARUSH a été

largement ignoré .

En 1955, L.R. FORD et D.R. FULKERSON ont lancé I’étude sur les Flots dans les
réseaux [47]. Ceci est considéré comme un point de départ pour I'optimisation combina-
toire [60].

En 1958, R.E. GOMORY a publié un article sur la méthode de coupe pour la pro-
grammation en nombres entiers [54]. Ceci est considéré comme le point initial de la
programmation en nombres entiers et une direction importante de 1’optimisation com-

binatoire.
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En 1961, ce qui est considéré par la littérature comme le premier papier sur 'opti-
misation fractionnaire est publié par A. CHARNES et W.W. COOPER [25].

Aujourd’hui, 'optimisation a été intégrée dans presque tous les domaines et en par-
ticulier I'optimisation fractionnaire qui compte plusieurs applications pratiques. De nou-
velles branches d’optimisation sont apparues comme l'optimisation globale, I'optimisa-
tion multiobjectif, I'optimisation non-différentielle, la programmation géométrique, op-

timisation a grande échelle, etc...

1.2 (énéralités et concepts de base

Tous les problemes d’optimisation ayant un objectif explicite peuvent généralement
étre exprimés sous forme d'un programme d’optimisation ou sous la forme générique

suivante :

minimiser /maximiser f(z)
s.c. (1.1)
resS

ouS={reQg(z)=0,j=1,...,m. hj(z) >0, j=1,...,p}, f(z), gj(x) et h;(z)
sont des fonctions scalaires du n—vecteur colonne réel x et 2 C R” est l'intersection des
ensembles de définition de ces fonctions.

Ici, les composantes zj de x = (xk)len sont appelées variables de conception ou
plus souvent variables de décision. Elles peuvent étre continues, discrétes ou mixtes.

La fonction f(z) est appelée fonction-objectif ou fonction de cofit. Les g;(x) sont
les m contraintes en termes d’égalités, et les h;(z) sont les p contraintes en termes
d’inégalités, il y a donc un total de m + p contraintes.

L’espace couvert par les variables de décision s’appelle 'espace de recherche, tandis
que 'espace formé par les valeurs de la fonction-objectif s’appelle I'espace des solutions.

Selon la nature des variables de décisions, de la fonction-objectif et des contraintes,
on peut classer les différents problemes d’optimisation.

Si la fonction objectif f(x) est linéaire et les contraintes g;(x) et h;(z) sont toutes
linéaires, cela devient un probleme de programmation linéaire. En outre, si f(z), g;(z)
ou hj(x) n’est pas linéaire ¢a devient un probleme de programmation non-linéaire.

Un probléeme de programmation linéaire dont les valeurs des variables de décision
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sont en nombres entiers, est appelé programme linéaire en nombres entiers ou programme
linéaire discret.

Ainsi un programme fractionnaire est un programme dont la fonction-objectif
comporte une fraction de deux fonctions [48].

Il convient de souligner que le terme programmation désigne ici planification, cela
n’a rien a voir avec la programmation informatique.

Dans tout ce qui suit on va considérer une fonction-objectif a "maximiser".

La programmation mathématique comprend de nombreux concepts, les concepts les

plus fondamentaux sont ceux de la réalisabilité et de I'optimalité :

Définition 1.2.1. Solutions réalisables/admissible, Ensemble réalisable /admissible
Un point x qui satisfait toutes les contraintes est appelé un point réalisable ou admis-
sible, dans ce cas x € S.

L’ensemble de tous les points réalisables S s’appelle le domaine ou I’ensemble réalisable.

Définition 1.2.2. Maximum/Minimum local, Maximum/Minimum Global Un
point z, est appelé maximum local si f(z) est défini dans un § — voisinage! V(z,) et
satisfait f(z.) > f(z) pour tout x € V().

Un point z* est appelé maximum global ( ou maximum) si pour toute solution réalisable
rxe Sona f(z*) > f(z).

Les minima peuvent étre définis de la méme maniére en remplacant le > par <.

Dans certain cas, un optimum local coincide forcement avec un optimum global c¢’est

le cas lorsque le probléme est convexe, les définitions suivantes sont tirées du livre [90] :

Définition 1.2.3. Ensemble convexe

Un sous ensemble S de R™ est dit convexe si et seulement si,
Vo,y € S,VA€[0,1]: (1—=Nz+Ay) €S

Définition 1.2.4. Combinaison convexe, enveloppe convexe

Soient x!,..., 2", r points dans R™, une combinaison convexe des point x!,..., 2" est

1. Dans un espace topologique, un voisinage d’un point est une partie de 1’espace qui contient un
ouvert qui comprend ce point
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le point = de R™ tel que :
i=1 i=1

Etant donné S C R”, Co(S) dénote I'enveloppe convexe de S, c¢’est-a-dire I’ensemble
des points de R qui sont une combinaison convexe des points de S.

C’est le plus petit ensemble convexe qui contient S.

Définition 1.2.5. Fonction convexe, fonction concave

1. La fonction f : S — R est dite convexe sur I’ensemble S convexe non-vide de R"

si et seulement si :
Vi, € SVA € [0,1] fa + (1= N)y) < Af(@) + (1— N f(y)

2. La fonction f : S — R est dite concave sur ’ensemble S convexe non-vide de R"

si et seulement si :
Yo,y e S,VA € [0,1]: fOhx + (1= Ny) > Af(z) + (1= N f(y)

Donc une fonction f est concave si et seulement si (—f) est convexe.

Théoréme 1.2.1. 1. Soit f : S — R une fonction convexe sur l’ensemble S
convexe non-vide de R™ alors tout minimum local de f est un miminum global de

f.
2. Soit f: S — R une fonction concave sur l’ensemble S convere non-vide de R"

alors tout maximum local de f est un maxzimum global de f.
Ainsi, on peut définir un probléme convexe.

Définition 1.2.6. Probléeme d’optimisation convexe
On dit d’un probleme d’optimisation qu’il est convexe s’il consiste a minimiser
une fonction convexe (respectivement maximiser une fonction concave) sur un domaine

convexe.

La convexité a des implications conséquentes sur les méthodes de résolutions, mais
¢’est une hypothese assez forte d’ou I'importance de d’autres concepts tels que la quasi-

convexité, notamment dans l'optimisation non-linéaire.
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Définition 1.2.7. Fonction quasi-convexe, Fonction quasi-concave

1. La fonction f : S — R est dite quasi-convexe sur ’ensemble S convexe non-vide

de R" si et seulement si :
Vr,y € S,VA € [0,1]: f(Az + (1 = Ny) < max {f(z), f(y)}

2. La fonction f : S — R est dite quasi-concave sur I’ensemble S convexe non-vide

de R" si et seulement si :
Vr,y € S,VA € [0,1]: f(Az + (1 = AN)y) > min{f (), f(v)}

Complexité algorithmique

L’efficacité d’un algorithme est souvent mesurée par la complexité algorithmique
ou la complexité de calcul. Dans la littérature, cette complexité est également appelée
complexité de KOLMOGOROV [118]. La complexité est donc un moyen de mesurer d’une
facon générique et en fonction de la taille du probleme le nombre d’étapes ou le temps
de résolution d’un algorithme.

Un probleme facile a résoudre est un probleme dont la solution peut étre obtenue par
des algorithmes avec un temps de résolution (ou un nombre d’étapes) qui est fonction
polynomiale de la taille du probleme. Les algorithmes de résolution a temps polynomial
sont considérés comme efficaces.

Un probleme est dit Polynomial (P) si le nombre d’itération nécessaires pour trou-
ver sa solution est délimitée par un polynéme par rapport a sa taille et il existe au moins
un algorithme efficace pour le résoudre.

Par contre, un probleme difficile nécessite un temps de résolution qui est une fonction
exponentielle de la taille du probleme, et donc les algorithmes a temps exponentiel sont

considérés comme inefficaces.

Définition 1.2.8. Probleme NP, Probléeme NP-complet,Probleme NP-difficile
— Un probléme appartient a la classe non déterministe polynomial (NP) si
intuitivement on peut vérifier avec une « complexité polynomiale » si une al-
ternative candidate est bien solution du dit probleme mais il n’y a pas de regle

avec une « complexité polynomiale » connue pour faire une telle supposition (

non-déterministe).
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— Un probléme de la classe NP est dit NP-complet si tous les problemes NP se
ramenent a celui-ci via une réduction polynomiale.
— Un probléeme est NP-difficile s’il est au moins aussi difficile que n’importe quel

probleme de la classe NP.

La plupart des problemes pratiques sont NP-difficile, et donc on ne connait pas

d’algorithme efficace pour les résoudre.

1.3 Programmation linéaire et algorithme du sim-

plexe

La programmation linéaire est un domaine d’optimisation largement utilisé et tres
populaire. Le probleme de la programmation linéaire a d’abord été démontré comme
étant résoluble en temps polynomial par L.G. KHACHIYAN en 1979 [63] mais une percée
théorique et pratique plus importante dans le domaine est venue en 1984 quand N.
KARMARKAR a introduit une nouvelle méthode de point intérieur pour résoudre des
problemes de programmation linéaire [62]. Toute fois, I’algorithme du simplexe introduit
par G.B. DANTZIG [33] est le plus populaire algorithme de résolution d’un programme
linéaire.

Dans la pratique, l'algorithme du simplexe est tres efficace et garantit de trouver
I'optimum global si certaines précautions sont prises contre le bouclage de I'algorithme.
C’est un algorithme facilement implémentable qui résout efficacement les problemes
aléatoires ainsi que les problemes pratiques. Cependant, cet algorithme n’est pas de
complexité P contrairement a l'algorithme de KARMARKAR ou KHACHIYAN.

La compréhension des solutions algorithmiques utilisées en programmation linéaire

nécessite I'introduction de notions de polyedres, polytopes et de solutions de base [61] :

Définition 1.3.1. Hyperplan, Demi-plans fermés
Soit @ € R™ non-nul et 5 € R, I'ensemble défini par :

H={x e R"|ax = 5}

est un hyperplan de R".
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On définit a partir de H les demi-plans fermés positif et négatif, donnés par :
H™ ={z e R"ax < 8}

H" ={z € R"|azx > §}

qui sont des espaces convexes.

Définition 1.3.2. Polyedre, Ensemble borné
Un polyedre P C R"™ est un ensemble décrit par

P ={x € R"|Az < b}

oub € R™ et A est une m x n matrice.
Un ensemble S C R™ est borné s'il existe une constante w € R tel que ||z|| < w pour

tout x € S.
Un polyedre est I'intersection d’un nombre fini de demi-plans.

Définition 1.3.3. Polytope
Un polytope est un polyedre borné.

Définition 1.3.4. Sommet /Point extréme
Soit P est un polyedre, v € P est un point extréme ou un sommet de P si v ne peut

étre écrit comme la combinaison convexe stricte de deux points x, y € P quelconque.

Considérant un polytope P définit par les contraintes d’inégalités :

P = {z € R"|Az < b} (1.2)

L’écriture standard du polyedre P se fait en remplagant les inégalités par des égalités

en introduisant des variables d’écarts pour chaque ligne :

a;jx+e; =b;, e; € RT

et les composantes non-positive du vecteur = par deux autres composantes x}, zj dans
4 0 "
R™ telles que xp, = x), — x},.

Donc sans perte de généralité chaque polyedre peut étre écrit sous la forme standard :
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X ={reR"Azx =b, x > 0} (1.3)

ou A= (a]T)j:L.,_,m, a; = (a?)k:17_,_7n et b= (bj)jzl,...,m-

Un Programme Linéaire (PL) est formulé sous la forme standard par :

max cx
(PL){ s.c. (1.4)
reX

ouet c € R", b€ R™ et A est une m x n—matrice de rang m, x est le n—vecteur de
décision.

L’ensemble réalisable X d’un PL est un polyedre.

Définition 1.3.5. Base, solution de base, solution de base réalisable

Soit A une m x n—matrice de plein rang 2. Une base est une m x m—matrice B extraite
de A dont le déterminant est non nul, c¢’est une matrice carrée réguliere de rang m dont
les colonnes j1, J2, . .., Jm tirées de A, sont linéairement indépendantes.

Soient les indices de colonnes j; < js < ... < j,,, d'une base B, la solution de base x
est le vecteur unique satisfaisant Ax = b sous la condition que toutes ses composantes
x; = 0 pour tout j & {j1,ja,- -, Jm}-

Si en plus d’étre une solution de base x vérifie ; > 0, j = 1,...,n alors z est dite

de base réalisable

On peut donc adopté le partitionnement suivant :

A= (B,N)

-]
TN

c = (ca,cn)

Donc si ¢ = (z5,0) et Ax = b, x est dite solution de base. Les composantes de x
associées aux colonnes de B s’appellent des variables de base. Si I'une des variables
de base d’une solution de base est zéro, cette solution est appelée solution de base

dégénérée.

2. Un matrice de plein rang est une matrice dont toutes les lignes sont linéairement indépendantes
les une des autre.
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Définition 1.3.6. Solutions adjacentes, Aréte
Pour un polyedre X donné, deux solutions de base distinctes sont dites adjacentes
si elles ont en communs m — 1 colonnes. Si deux solutions adjacentes sont également

réalisables alors le segment liant ces deux sommets est une aréte de I’ensemble réalisable.

Le théoreme suivant identifie 'importance particuliere des solutions de base réali-

sables.

Théoréme 1.3.1. Supposons que X n’est pas vide. Alors un point réalisable x est un

sommet de X si et seulement si x est une solution réalisable de base.

L’algorithme du simplexe consiste en l'exploration du domaine en passant d’une
solution de base a une autre solution de base adjacente toute en améliorant le cofit

réduit définit ci-dessous :

Définition 1.3.7. Coiit réduit

Soit z une solution de base, B la matrice de base associée et cp les coefficients du
vecteur de la fonction-objectif associé aux variables de base. Pour j donné, le cotit réduit
¢; de la variable z; est défini par :

= -1_3
¢;=cj—cgB a

Théoréme 1.3.2 (Le théoréme fondamental de la programmation linéaire). Etant donné

le probléme de programmation linéaire (1.4), les affirmations suivantes sont vraies :
1. Si X n’est pas vide, il existe une solution de base réalisable.

2. Si (1.4) a une solution optimale, il existe une solution de base réalisable optimale.

Par conséquent, un probleme de programmation linéaire peut étre résolu en cherchant
parmi ses solutions de base réalisables (sommets de X'). La méthode du simplexe peut

étre décrite par les deux phases suivantes.

I Calcul d’un sommet initial z° de X.

5 ...,x" est calculée de

IT Partant du sommet 2°, une suite de sommets z°, ..., x
telle sorte que x,,; soit adjacent a zy, et telle que cx*™ > ca®. Le procédé se

termine si le cotit correspondant a une solution " ne peut pas augmenté.

Le passage d’un sommet a un autre adjacent est appelé pivotage. Le nombre entier

r est le nombre de pivotage dans la méthode du simplexe.
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1.4 Programmation linéaire en nombre entier

La partie de la programmation linéaire vue jusqu’ici est axée sur les problemes de
programmation continue, en ce sens que les variables de décision sont autorisées a étre
fractionnaires. C’est parfois une hypothese réaliste, cependant dans la réalité les solutions
fractionnaires ne sont pas pratique et nous devons considérer le Programme Linéaire en
Nombre Entier (PLNE) :

max cx

(PLNE)X s.c. (1.5)
reXNL®

La contrainte qui force les variables a prendre des valeurs entiéres est appelée contrainte
d’intégrité. Lorsqu’on ignore cette contrainte, on parle d’un probleme relaxé, et I'on
a alors affaire a un PL.

Bien que que la méthode de simplexe est efficace pour résoudre les PL, il n’existe
pas de technique "efficace" pour résoudre des PLNE puisque le probleme relaxé ne donne
pas toujours une solution entiere et son arrondissent au plus proche nombre entier peut
ne pas étre réalisable et n’est pas forcement un optimum. Au lieu de techniques efficaces
pour résoudre un PLNE, un certain nombres de procédures ont été développées dont la
performance est fortement dépendante du probleme. Les méthodes les plus connues a ce

jour sont :

1. les procédures par séparation et d’évaluation ou énumérations implicites [14],

2. et les méthodes des plans sécants ou de coupe ou bien de troncature [53].

En outre, des procédures composites de ces deux méthodes et plusieurs méthodes

approchées ont été proposées par la littérature.

1.4.1 Procédure par séparation et évaluation

Les procédures par séparation et évaluation (Branch and Bound B&B) sont essen-
tiellement une stratégie de «diviser pour régner». L’idée est de partitionner la région
réalisable en sous-divisions plus gérables, puis, si nécessaire, de partitionner davantage
les sous-divisions. En général, il existe un certain nombre de fagons de diviser la région

réalisable et par conséquent, un certain nombre d’algorithmes de B&B.
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La représentation de I'exécution de la méthode de B&B se fait a travers une arbo-

rescence. Pour appliquer la méthode de B&B en générale, on doit étre en possession :

1. d'un principe de séparation qui du fait de la structure du domaine X permet
d’isoler des sous-domaines de plus en plus « réduits » en vue d’aboutir a des

problémes simples qu’on sait résoudre.

2. de reégles d’évaluation et de sélection qui en fonction d’un ou de plusieurs cri-
teres servent apres chaque séparation a éliminer certains des sous-domaines de X
obtenus et a sélectionner parmi ceux qui restent celui sur lequel le principe de

séparation doit a nouveau étre appliqué.

Donc la relation de filiation de I'arbre lie un sous-domaine a ceux auxquels il donne
naissance par séparation et pour développer cet arbre pour un PLNE il faut disposer

des trois regles qui spécifient la procédure B&B :

Regle d’évaluation c’est un algorithme pour calculer une limite supérieure (pour

un probléme de maximisation) sur la solution optimale d’un sous-domaine.

Regle de séparation qui sépare les sous-domaines représentés par des noeuds en

deux nceuds dont les domaines sont mutuellement exclusifs.

Regle de sélection de noceud ou stratégie de branchement c’est I'ordre dans
lequel sont traité les nceuds ou les sous-probleme associés. Les stratégies classiques
consistent soit a parcourir I'arborescence des sous-problemes en largeur en trai-
tant le noeud le plus anciennement créé (breadth-first search), en profondeur en
traitant le nceu d le plus récemment créé (deep-first search) ou en recherchant le

sous-probléme non traité de meilleur évaluation (best-first search).

En plus de la regle de stérilisation qui est commune a toutes les procédures B&B,

ainsi un nceud n’a plus de descendance (feuille) si :
1. Le sous-probleme associé est irréalisable.

2. L’évaluation du noeud est inférieure a la meilleure évaluation exacte actuelle (le

colit de la meilleure solution réalisable trouvée jusqu’a présent).
3. L’évaluation du nceud est exacte.

L’algorithme 1 résume une procédure générale de B&B de résolution de PLNE.
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Algorithme 1 : Algorithme de B&B pour résoudre un PLNE

1.

(Initialisation) : Poser [ =0, X} = X, Zpyng = —0,
et ensemble des solutions optimales L = (), aller en (3).

(Sélection du noeud) Sélectionner un noeud [ pas encore sondé selon une regle
de sélection préétablie et aller en (4), s’il n y a aucun noeud non-sondé aller en

(6).

(Evaluation) Résoudre le PL :

max cr
(P)] s.c.
r € X

Si (P) n’a pas de solution aller en (4), sinon soit x; sa solution optimale.
Si cxf < Zppyg aller en (4), sinon :
— si x] entiere,
— si cxf > Zpryg poser Zprng = clx} et L = {z*} et aller en (4),
— sicx] = Zppyg poser L = LU {z*} et aller en (4),
— sinon aller en (5).

(Stérilisation) Sondé le noeud et aller en (2).

5. (Séparation) Soit z; la solution non-entiere associée au noeud [, choisir

Jj €{1,2,...,n} un indice tel que a; la j—eme composante de z; est
fractionnaire et crée les deux nceud filsde I : I' > 1+ 1 ot &y = A N{x < oy}
et I">1+1ou Xy =X N{x> [} Aller en (2).

(Arréts) Si L = () alors il n y a pas de solution optimale de (1.5), sinon L
contient toutes les solutions optimales de (1.5) qui ont un cofit optimal de
ZpLNE

1.4.2 Meéthode des plans sécants, de troncature ou de coupe

Les méthodes des plans sécants, de troncature ou de coupe fonctionnent en résolvant

une séquence de PLs qui sont des relaxations de PLNE. Les relaxations sont progressi-

vement améliorées pour donner de meilleures approximations au PLNE. Ces méthodes

ne divisent pas la région réalisable en sous-domaines, comme dans les approches B&B,

mais utilisent plutét un programme linéaire unique qui s’affine en ajoutant de nouvelles

contraintes. Les nouvelles contraintes réduisent successivement la région réalisable jus-

qu’a ce qu’'une solution entiére optimale soit trouvée a terme.

La procédure générale d’'une méthode de plans sécants est résumée par ’algorithme
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2.

Algorithme 2 : Algorithme général des techniques de plans sécants

1. Résoudre une relaxation de PLNE en continu. Si la solution est entiere, arréter

c’est la solution optimale. Sinon aller en (2).

2. Ajouter une contrainte permettant au moins d’élaguer la solution courante et

aller en (3).

3. Résoudre le probleme courant si sa solution est entiere arréter c’est la solution

optimale. Sinon aller en (2).

Le concept d’ajout de contraintes d’inégalité linéaire au probleme de programmation
linéaire a été introduit pour la premiere fois par DANTZIG, FULKERSON et JOHNSON [34]
mais c’est GOMORY [54] qui a fournit le premier algorithme de plans sécants générant

systématiquement des troncatures pouvant étre appliquées aux PLNE.

Définition 1.4.1. inégalité valide, coupe valide
Etant donné le PLNE (1.5), on dit que l'inéquation ax < B est valide si elle est
satisfaite par toute solution réalisable de (1.5).

Une coupe est une inégalité valide qui n’est pas satisfaite pour tout point du domaine
du probleme (1.4) le relaxé de (1.5).

1.4.2.1 Coupe de Dantzig

La coupe de Dantzig [34] est une méthode intuitive d’élaguer les solutions non-
entieres du domaine, elle consiste a rajouter une contrainte qui oblige la somme des
variables non-basiques a étre supérieure a 1, ainsi lors de la prochaine résolution la
solution optimale changera de base et la solution non-entiere précédente sera élaguée.

La coupe de DANTZIG s’écrit comme suit :

doa;>1 (1.6)

JEN
ou N désigne I’ensemble des indices hors-base. Cependant, comme le montre GOMORY
[53], I'utilisation de la coupe de DANTZIG ne garantit pas la convergence de la procédure,
¢’est-a-dire qu’il n’est pas nécessaire que dans un nombre fini d’étapes la solution entiere

optimale soit atteinte.



1.4 Programmation linéaire en nombre entier 21

1.4.2.2 Coupe fractionnaire de Gomory

Les coupes fractionnaires de GOMORY sont générées en appliquant un arrondi a 1’en-
tier le plus proche sur une ligne pivot, a une variable de base dont la valeur est fraction-
naire. La méthode du simplexe de résolution d’'un PL produit un ensemble d’équations

de la forme :

xﬁ—Zdﬁx]:b“ izl,...,m

ol x; est une variable de base, réécrivant cette équation de facon a ce que les parties

entieres soient a gauche et les parties fractionnaires a droite.

i+ Y al ey — [bi) =bi — b — Y (af — [al]) ;.

JEN JEN
Pour tout point entier de la région réalisable, le c6té droit de cette équation est inférieur

a 1 et le c6té gauche est un entier. Donc,

bi— b = 3 (al = Lal)) w5 <0 (1.7)

JEN

est vrai pour n’'importe quel point entier dans la région réalisable (du PLNE).

De plus, les variables non-basiques sont égales a 0 et si la variable de base z; n’est

pas un entier pour la solution de base x,

b~ i) = 3 (al = lal]) 2 = bi — [bi) > 0.

JEN
Ainsi, Iinégalité 1.7 ci-dessus exclut la solution de base réalisable fractionnaire et est

donc une coupe valide.

En introduisant une nouvelle variable d’écart x; pour cette inégalité, une nouvelle

contrainte est ajoutée au programme linéaire, a savoir :

v+ Y (laig] — i) my = [bi) — by, x> 0.
JEN
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1.4.3 Technique composite : le Branch and Cut

La coupe fractionnaire de GOMORY est rapide, mais peu fiable, la procédure de B&B
est fiable mais lente. La procédure Branch and Cut (B&C) combine les avantages de

ces deux méthodes.

Les méthodes de B&C pour résoudre les PLNE proposent une stratégie d’alternance

de techniques de coupe et de regle de séparation ainsi l’algorithme 3 résume en générale
une procédure de B&C de résolution d’'un PLNE :

Algorithme 3 : Algorithme de B&C de résolution d’'un PLNE

1. (Initialisation) : Poser [ =0, X} = X, Zpyng = —00,

et 'ensemble des solutions optimales . = ()

2. (Sélection du nceud) Sélectionner un noeud ! pas encore sondé selon une regle
de sélection préétablie et aller en (3) s’il n y a aucun nceud non-sondé aller en
(6).

3. (Evaluation) Résoudre le PL :

max cr
(P)] s.c.
r € X

Si (F,) n’a pas de solution aller en (4) sinon soit x; sa solution optimale :
Si cx* < Zppyg aller en (4), sinon :
— si x; entiere,
— sicx] > Zprng poser Zpiyp = cxry, L = {x*} et aller a (4),
— siexf = Zppng poser L =1L U{z*} et aller a (4),
— sinon aller en (5) ou en (6).
4. (Stérilisation) Sondé le nceud et aller en (2).
5. (La coupe) Ajouté une coupe valide et aller en (3).

6. (Séparation) Soit x; la solution non-entiere associée au nceud [, choisir
j€{1,2,...,n} un indice tel que «; la composante de =} est fractionnaire et
crée les deux nceud filsde [ : I' =1+ 1ou Ay =X N{zr < o]} et " =142 ou
X =X N{x < [a;]}. Aller en (2).

7. (Arréts) Si L = () alors il n y a pas de solution optimale au probléme (1.5),
sinon L contient toutes les solutions optimales de (1.5) qui ont un coiit de

ZPLNE
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1.5 Conclusion

Ce chapitre a servi d’introduction générale aux concepts de base de 'optimisation
nécéssaire a la compréhension des contributions de cette these. Les notions d’algorithme
de simplexe, d’exploration implicite et de B&C sont des concepts fondamentaux qui
sont utilisés dans les algorithmes de résolution de PLNE et de programme en nombre

entier en général.
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2.1 Introduction

Dans plusieurs modeles de la programmation non-linéaire la fonction-objectif est sous
forme d’une ou plusieurs fractions de fonctions linéaires ou non-linéaires. Ces problémes
d’optimisation sont plus communément appelés des programmes fractionnaires. L’intérét
de la programmation fractionnaire réside dans le fait que divers problemes d’optimisation
de l'ingénierie et de 1’économie considérent la minimisation ou la maximisation dun
rapport entre deux fonctions qui décrivent des propriétés physiques et / ou économiques
comme par exemple le rapport du cofit sur le temps, ou bien du coiit sur le volume [122].

De ce fait la programmation fractionnaire possede plusieurs applications pratiques dans
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I'industrie [7, 18], la théorie de 'information [3], le traitement optique de l'information
[45], Panalyse numérique [89], la programmation stochastique [13], les algorithmes de
décomposition des grands systemes linéaires [10], les problémes de décision des chaines de
MARKOV [36], les problémes de transport et de transport maritime [4, 16], les problemes
de la théorie des jeux [100], etc...

L’optimisation fractionnaire a re¢u une attention particuliere au cours des trois der-
nieres décennies. Cette attention est particulierement visible dans les travaux de I. M.
STANCU-MINASIAN [105], [104], [108], [107], [103], [106] et le livre du méme auteur [110]
qui sont des recueils de bibliographie sur la programmation fractionnaire.

Les programmes fractionnaires ont été classé par J. B. G. FRENK et S. SCHAIBLE
[49] en deux classes selon la forme de la fonction-objectif, ainsi ils distinguent les pro-
grammes monofractionnaires et les programmes multifractionnaires. Les programmes
multifractionnaires sont aussi divisibles en deux catégories, les programmes fraction-

naires min-max et les programmes de somme de fractions.

2.2 Programmes monofractionnaires

2.2.1 Formulation et applications

Etant donnée f, ¢ des fonctions réelles définies de R” dans R, avec ¢ ne s’annulant
pas sur le sous-ensemble S de R™, un probléme de programmation monofractionnaire

(Pp) est formulé d’'une maniére générique par :

Si S est un polyedre de R™ et f, g sont des fonctions affines ou linéaires alors le pro-
bleme d’optimisation (Pr) est appelé programme linéaire fractionnaire. (Pg) est appelé
programme quadratique fractionnaire si pour un polyedre S les fonctions f et g sont
quadratiques.

Les programmes monofractionnaires ont plusieurs applications pratiques, ils sont par-

ticulierement utiles pour la modélisation des problemes économiques tels que le probleme
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de réduction des stocks [8], d’affectation du personnel [56], d’allocation de ressources [80],
de sélection de portefeuille et de planning financier [97], etc... Ils sont aussi utilisés pour
modéliser des problemes non-économiques tels que la planification des soins de santé et
des hopitaux [110] et les processus physiques [45]. Beaucoup de recueils bibliographiques

sont dédiés des applications des programmes monofractionnaires [30][95][109]...

2.2.2 Résultats théoriques et algorithmes

Les programmes fractionnaires ont souvent été étudiés dans le contexte de la convexité
généralisée !, puisqu’en général les rapports des fonctions convexes et concaves ainsi que
les composites de ces rapports ne sont pas convexes méme dans le cas de rapports li-
néaires. Mais ils sont souvent convexes-généralisés [5]. En conséquence, la plupart des al-
gorithmes proposent de résoudre des problemes de programmation linéaire fractionnaire

lus général t d tion fracti i 2.1 inq stratégi
ou plus généralement de programmation fractionnaire concave®. Il y a cinq stratégies

différentes de résolution [48] :

Résolution directe Lorsque la fonction-objectif posséde certaines propriétés liées
a la convexité ou a la convexité généralisée le probleme peut étre résolu par une

procédure du simplexe.

Résolution par un probléme équivalant Une transformation a été suggérée par
A. CHARNES et W. W. COOPER [25] pour les programmes linéaires fraction-

naires mais est tout aussi valable pour les programmes fractionnaires concaves

[48]. Cette transformation consiste au changement de variables suivant :

Résolution par un programme paramétrique L’une des stratégies les plus po-
pulaire pour la résolution des programmes linéaires et non-linéaires fractionnaires
est 'approche paramétrique décrite par W. DINKELBACH dans [37]. Dans le cas
de la programmation linéaire fractionnaire cette méthode permet de réduire la ré-

solution du probleme a la résolution d’une suite de problemes de programmation

1. Pseudo-convexité/concavité, quasi-convexité/concavité, etc...
2. Le programme (Pp) est concave si le numérateur f est concave sur S et g est convexe sur S et
I’ensemble S est convexe.
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linéaire. Considérant le probleme (Pr) et la fonction :

FQA) = max {f(z) — A(g(z))} AeR

zeSs

La méthode de W. DINKELBACH est résumé par l'algorithme :

Algorithme 4 : DINKELBACH

F(z)
g9(z®)
Etape 1 Déterminer z(¥) := argmaz, g {f(x) — )\(k)g(x)}, aller a I'étape 2

Etape 0 Soit (¥ € S, calculer A = et poser k := 1, aller a I’étape 1;

Etape 2 Si F(A®) = 0 alors 2* = (® est une solution optimale, stop. Sinon aller
a ’étape 3;

(™)

(=)

~

Etape 3 Soit A*1) = ; Poser k:= k 4+ 1; Aller a I’étape 1;

Q

Résolution par des algorithmes du point intérieur En plus des quatre autres
stratégies classiques ci-dessus, des stratégie du point intérieur on été utilisé pour

résoudre des programmes fractionnaires non-linéaires [51, 50].

2.2.3 Cas particulier : Programme linéaire fractionnaire

En 1962, A. CHARNES et W. W. COOPER [25] ont publié¢ leur article classique
dans lequel ils montrent qu’un programme linéaire fractionnaire peut étre réduit a un

programme linéaire équivalant en utilisant une transformation non-linéaire de variable.

Séparément, en 1964 le mathématicien hongrois B. MARTOS [75] a considéré le méme
probleme qu’il nomma programme hyperbolique et a montré que ce programme peut étre
résolu avec une procédure de simplexe. Ceci est rendu possible grace a la pseudo-linéarité

de la fonction linéaire fractionnaire.

Un programme linéaire fractionnaire a la formulation générique suivante :

cr + o
Cdx+ B

max Q(x)

S.C.

(Prr)

reX
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ou
X ={xeR": Ax < b,z >0}

Avec A € R™ x R™ supposée de plein rang, ¢ et d des n-vecteurs, b un m-vecteur, « et
[ des scalaires et x le n-vecteur de décision.
Les principales stratégies de résolution des programmes linéaires fractionnaires se

distinguent en deux :

La résolution directe Les programmes linéaires fractionnaires étant pseudo-linéaires
il est possible d’appliquer des procédures du simplexe pour les résoudre comme
cela a été fait dans [75] et [19].

La résolution d’un programme équivalant La méthode la plus populaire est
celle de A. CHARNES et W.W. COOPER [25]. Dans l'article [115], S.F. TAN-
TAWY propose une nouvelle approche pour transformer un probléme linéaire frac-
tionnaire en un probleme linéaire.

Considérant le probleme (Ppr) en supposant que 3 # 0, on a :

cx+&dx—gdx+oz

_crHo 1G]

Q) =35~ dz + f3
) (c—%d)x—l—g(daﬂ—ﬂ)
N dx +

Et puisque dx + 5 >0 on a :

Ax <D xg
1 4 1
= B(ﬁ x —3b) <0 R
1 (BAz — b
< ﬂ( dx + f3 >§O
L ((BA+ bd)x — bdx — b
< 5( de + )SO
L ((BA +bd)x — b(dx + f3)
= 5( dr + [ )SO
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1
. (BA—i-bd)x_b <0
I6; de +
At Y
<:> J— J—
] e
Alors on a :
o
max Q(y) = py + 3
(P.q) § s-C.
A/ygb/
y >0
T d b Qo
avecy=—— A'=[A+b=- |,V ==etp=|c—=d].
y dz + ( 5) B b ( 5)

Le programme (P,,) est un programme linéaire équivalant de (Ppr).

2.3 Programmes multifractionnaires

2.3.1 Formulation et applications

Il y a deux types de programmes fractionnaires a fraction multiple : les programmes

de somme de fractions et les programmes fractionnaires min-max.

XT: /i) max { min L(x)

max 2. — 1<i<r g;(z

(PFS) =g (x) et (Pmin—max) ( )
§.C. s.c.

Le type de programme (P, —maz) apparait en économie lorsque la croissance d’une
économie en expansion est a déterminée [112] ou dans les probléemes de planning finan-

cier [52] ou bien dans l'ingénierie [55].

Les modeles du type (Pr,) se posent naturellement lorsque plusieurs taux doivent
étre optimisés simultanément et un compromis qui optimise une somme pondérée de ces

taux est recherché. Des applications de ce modele sont étudiés dans [96, 98].
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2.3.2 Résultats théoriques et algorithmes

Pour ce qui est de la résolution de (Pin—maz), une extension de l'algorithme de
DINKELBACH a été introduite dans le document [31], d’autres méthodes ont été décrites
dans [31, 55].

La somme de fractions est un probleme plus difficile car méme si toutes les fractions
sont des rapports de fonction concave/convexe ceci n'implique pas que cette somme
possede des propriétés de convexité ou de convexité généralisée. Ainsi, en général les
problémes de somme de fractions ne sont pas convexes/concaves ni quasi-convexes/quasi-
concaves. Dans [51], R. W. FREUND et F. JARRE ont montré que ce probleme est NP-
difficile. De ce fait, les algorithmes qui ont abordé ce probléme se limitent a moins de
trois fractions [66][20][70].

2.3.3 Cas particulier : Programme linéaire plus linéaire frac-

tionnaire

Considérant le programme :

cr + «
max hx +
dx +
(PLLF) s.c. (2.1)
re X

Ce programme dit linéaire plus linéaire fractionnaire est un cas spéciale du pro-
gramme de somme de deux fractions ou le dénominateur de I'un des deux fonctions est
une constante. Il a une considération particuliére car il peut modéliser beaucoup de cas
pratique ou un terme relatif plus un terme absolu sont a optimiser tel que le profit et
la profitabilité [117] et de ce fait beaucoup de modeles en économie s’optimisent par la
fonction linéaire plus linéaire fractionnaire [67][79][64]...

S. SCHAIBLE a étudié ce probleme en terme de quasi-convexité et de quasi-concavité,
il démontra que la fonction-objectif est quasi-convexe lorsque le terme linéaire de la
somme est positif sur le domaine et quasi-concave s’il est négatif. De ce fait peu de
méthodes de résolution sont proposées pour résoudre ce programme.

Considérant le partitionnement suivant :

A= (B,N)
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c = (cs,cn)
d= (dBde>
h = (h'Bah'N)

()

h=h+hgB A, ¢=c+cgB A, d=d+dgB A

Dans la base B on a :

ho = hz, J0:d$+6, Co = cx + .

et on note :

v = B%hpr + Bon — ady

2.3.3.1 Méthode de résolution de A. Cambini et al.

Dans Darticle [20], A. CAMBINI et al. ont considéré un programme de somme de
deux fractions et I'ont réduit au programme (PLLF) en utilisant la transformation de
CHARNES-COOPER [25], ils ont proposé ensuite une méthode de résolution itérative.
Cette méthode est une procédure du simplexe basée sur la notion de solution niveau-
optimale. Considérant le probleme (PLLF'), I'idée de 'algorithme est de trouver un

point maximum local en générant une séquence finie de solutions niveau-optimale.

Théoréme 2.3.1. Soit 2° une solution de X alors z° est un optimum local du programme

(2.1) siy > 0.

- CNT Q
Pour la démonstration, il suffit de calculer la dérivée de la fonction haz N—i-M.
dyzy + 5

Une solution réalisable Z est dite solution niveau-optimale pour le probléme (PLLF')
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si & est une solution optimale pour le programme linéaire suivant :

max hx + cx + «
s.c.

P,

(£) re X

dr+ g =¢&

Si de plus Z est un point extréme de &', alors 2 est dit solution-niveau optimale de

base.

2.3.3.2 DMéthode de résolution de A. Fakhri & M. Ghatee

Dans l'article [44], A. FAKHRI et M. GHATEE tentent de minimiser la somme d’une
fonction linéaire et d’une fonction fractionnaire linéaire sur un ensemble convexe fermé
défini par certaines contraintes quadratiques linéaires et coniques. Ils présentent quelques
conditions nécessaires et suffisantes pour la pseudo-convexité du probleme et imposent

ces conditions pour la résolution.
Proposition 2.3.2. La fonction objectif du le probléme (2.1) est pseudo-convexe sur X
si et seulement si une des conditions suivantes est satisfaite :

1. il existe a > 0 tel que h = ad ;

2. il existe k € R tel que c =kd et a« — k3 > 0.

Pour chacune de ces conditions et sous certaines hypotheses une reformulation en
programmation conique de second ordre du probléeme est énoncée et une nouvelle pro-

cédure de solution applicable est proposée.

2.4 Programmes fractionnaires multiobjectifs

Le probléeme de maximisation simultané de plusieurs fractions conduit a un pro-

gramme fractionnaire multiobjectif (PFMO) qui est formulé comme suit :

I
max Qi(z) = 2,
(PFMO) 9:()

S.C.

ie{l,...,r}

res
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Ougi(z) >0Vr e S, Vie{l,...,r}.

Dans [15], les auteurs ont classifié les problémes de programmation fractionnaire

multiobjectif en neuf catégories que voici :
1. Programmation fractionnaire multiobjectif général ;
. Programmation linéaire fractionnaire multiobjectif;
. Programmation linéaire fractionnaire stochastique multiobjectifs;
. Programmation linéaire fractionnaire multiobjectifs bi-niveaux ;

. Programmation linéaire fractionnaire multiobjectifs avec parametres flous ;

. Programmation linéaire fractionnaire multiobjectif mixte ;

2
3
4
5
6. Programmation linéaire plus linéaire fractionnaire multiobjectif ;
7
8. Programmation linéaire fractionnaire min-max multiobjectif;

9

. Programmation linéaire fractionnaire robuste min-max multiobjectif.

En général, les problemes de PFMO sont utilisés pour modéliser des rapports ti-
rés des problemes du monde réel tels que les stocks/ventes, les bénéfices/cotits, les
dettes/investissement et autres. Ainsi, les PEMO se posent notamment lors de la planifi-
cation financiere ou dans les problemes de minimisation de risque et dans plein d’autres
domaines [68] [97][112][111] ...

Les articles de la littérature ont traité les PFMO de différentes perspectives, ainsi on
trouve ceux qui abordent la dualité des programmes fractionnaires multiobjectifs, géné-
ralement pour des fractions concaves ou linéaires [9][109]...; ou bien ceux qui proposent
des méthodes approchées de résolution souvent pour les problemes linéaires fraction-
naires flous [57][58][83]...

En contre partie, on trouve les méthodes exactes telles que celle de M. ABBAS et
M. MOULATI [2] ou la méthode de M.E-A CHERGUI et M. MOULAT [27] qui sont des
procédures de B&C utilisant un méme schéma d’exploration mais différentes méthodes

de coupes.

2.5 Conclusion

La principale difficulté lors de la résolution d’un programme fractionnaire c’est la

non-convexité du probleme. Le problémes de programmation linéaire fractionnaire étant
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pseudo-linéaire la littérature dispose de plusieurs approches de résolution exactes, méme
dans le cas multiobjectif et/ou discret. A contrario, les probléme de programmation
linéaires plus linéaires fractionnaires ne possedent aucune propriété de convexité dans le
cas générale, ainsi toutes les approches de la littératures sont des méthodes approchées

ou des méthodes spécifiques a certain cas de pseudo-convexité.
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3.1 Point historique

En 1881, le professeur en économie F.Y. EDGEWORTH fut le premier a définir un

optimum pour la prise de décision économique multicritéres [41], il le fit pour le probléme
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multiutilé :

"It is required to find a point (x,y) such that in whatever direction we take
an infinitely small step, P and m do not increase together but that, while

one increases, the other decreases.'

II est nécessaire de trouver un point (x,y) tel que dans quelle que soit la direc-
tion dans laquelle nous faisons un pas infiniment petit, P et m n’augmentent

pas ensemble mais quant I'un augmente, I’autre diminue.

Pareillement, V. PARETO était un ingénieur civil contemporain d’EDGEWORTH qui fut
le créateur de la théorie de I'optimum de PARETO [84] :
"The optimum allocation of the resources of a society is not attained so long

as it is possible to make at least one individual better off in his own

estimation while keeping others as well off as before in their own estimation."

L’allocation optimale des ressources d’une société n’est pas atteinte tant qu’il
est possible d’améliorer la situation d’au moins un individu dans sa propre
estimation tout en maintenant les autres aussi bien qu’avant dans leur propre

estimation.

De ce fait F.Y. EDGEWORTH et V. PARETO sont crédités pour avoir introduit pour
la premiére fois le concept de non-infériorité dans un contexte économique. La traduction
des travaux de V. PARETO en 1971 a stimulé le développement de méthodes multiob-
jectives en mathématiques appliquées et en ingénierie. La croissance de ce domaine s’est
manifestée particulierement apres les travaux pionniers de W. STADLER [102], et R.

STEUER [113].

3.2 Concepts fondamentaux

La formulation générique d’un probleme multiobjectif est :

maximiser /minimiser F(x) = (fz(x))lzlr
(POM)S s.c. (3.1)
reS

ou z € R" est le n—vecteur des variables de décision, F' = (f;) . est le vecteur

i=1,...,
des fonctions-objectifs et r le nombre d’objectifs (r > 2), S C R" représente 1’ensemble

des solutions réalisables et
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S={xeQhi(z)>0,je{l,...,p}. gr(z) =0,k € {1,...,m}} (Q dans ce cas est

I'intersection de tout les ensembles de définition des fonctions f;, ¢ € {1,...,r}, h;, j €
{1,...,p} et gr, k€ {1,...,m}).
Chacune des fonctions f;, i € {1,...,r} est soit & minimiser ou a maximiser. Sans

perte de généralité on supposera que toutes les objectifs sont a maximiser.

L’ensemble €2 C R™ est appelé espace de décision et I'image de cet ensemble
par le vecteur des fonction-objectifs F' est appelé espace des critéres ou espace des
objectifs.

S étant I'ensemble réalisable, 'image de S par le vecteur des fonction-objectifs F'
dans ’ensemble critere est appelé 'ensemble réalisable dans ’espace des criteres
et est noté par Y donc Y = {y € R"|y = F(z),z € S}.

Plusieurs noms ont été donnés a ce type de probléeme : optimisation vectorielle,

optimisation multicritere, optimisation multi-attributs etc...

3.2.1 Dominance et optimalité de Pareto

La principale différence entre 'optimisation multiobjective et mono-objective vient
de la définition d’optimalité. Pour I'optimisation multiobjective, il s’agit de I'optimalité

de Pareto qui est définie par la dominance de PARETO [84] :

Définition 3.2.1 (Dominance). Un vecteur u € ) domine un autre vecteur v € ) si

est seulement si :
Vie{l,...,r}, wy >wv et Jie{l,....r}, u >

et on écrit u > v.

Un vecteur u est ainsi dit non-dominé si et seulement si :
ﬂvéytelquevzu

Pour toute paire de vecteurs critere u € Y et v € Y, un et un seul des cas suivants
peut se produire :

— soit u domine v donc on peut écrire u > v;

— ou v domine u et on peut écrire v > u;

— ou bien les deux vecteurs sont équivalents au sens de la dominance, si et seulement
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Si:

Jip € {1,...,r} et Jig € {1,...,7} tel que u;, > vy, et u;, < v;,
Donc, on peut introduire la notion d’optimalité de PARETO :

Définition 3.2.2. Optimalité de Pareto, Efficience
Une solution réalisable z* € S est Pareto optimale ou efficiente si et seulement

s'il n’existe pas de solution z € S telle que F(z) domine F(z*).

En d’autres termes, cette définition dit que z* est PARETO optimale s’il n’existe pas
de vecteur x réalisable qui augmente un critere sans causer une diminution simultanée
d’au moins un critére. Par la suite, si F'(z) domine F(y) on dira par abus de langage
que z domine y.

Si z* est efficiente, F'(z*) est dite non-dominée, car il n’existe pas une solution dans

Y qui domine le vecteur F'(z*).

3.2.2 Ensemble efficient, Front de Pareto

Définition 3.2.3. Ensemble efficient

L’ensemble efficient Sg, est définit comme suit :
Sp={r e S|P’ €8, F(a') > F(x)}

C’est I’ensemble de toutes les solutions efficientes de S.

Définition 3.2.4. Front de Pareto
Etant donné un ensemble efficient Sg, le front de PARETO note )Yy est ’ensemble
défini par :
Yy ={u€Yu=F(z)etzeSg}

C’est I'ensemble de tout les vecteurs non-dominés de Y.

Définition 3.2.5. Efficience faible/ Non-dominance faible

Une solution z* € S est dite faiblement efficient si et seulement s’il n’y a pas d’autre
solution z* € S telle que f;(x) > f;(z*) pour tous lesi € {1,...,7}.

SwE désigne 'ensemble des solutions faiblement efficientes.

Un point de l'espace critére F(x) est dit faiblement non-dominé si et seulement si

r € Swg.
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3.2.3 Les points particuliers

Certain points particuliers ont été définis afin de donner un ordre des valeurs de I’en-
semble des solutions non-dominées. Ces points donnent une indication de la fourchette

des valeurs que les points non-dominés peuvent atteindre.

Définition 3.2.6 (Point idéal). Les coordonnées du point idéal (y!) correspondent
aux meilleurs valeurs de chaque objectif. Les coordonnées de ce point s’obtiennent en

optimisant chaque fonction-objectif séparément :

y' = (yz-ly = max fi(w))

ie{l,...,r}

Définition 3.2.7 (Point anti-idéal). Le point anti-idéal y* est le point qui a comme
valeur pour chaque objectif la valeur minimale de I'objectif considérée si le probleme est

un probléeme de maximisation :

A .
= (y;ly = min f;(x
Y (y v z€S fil )>i6{1,...,r}

Définition 3.2.8 (Point nadir). Le point nadir y" est le vecteur dont les coordonnées

correspondent aux pires valeurs de chaque objectif des points du front de PARETO :

N .
= i = min j;\x
y (y ly min fi( )>i€{1,‘..,r}

ou bien

yN = <y¢| min yz-)
YEIN /el ..r}
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fi

-———

max fi(x

FIGURE 3.1 — Exemple d’ensemble critere d’un probleme bi-objectif

Définition 3.2.9 (Matrice des gains). La Matrice des gains est une matrice carrée

de dimension r construite comme suit :

TABLE 3.1 — Table des gains

ou fi(z') = max filz), i € {1,...,r}, donc les éléments de la verticale de la table

des gains sont égaux au coordonnés du vecteur idéal y?.
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3.3 Classification des méthodes multiobjectives

Dans la littérature [43], on peut trouver deux types de classification des méthodes
de résolution des problemes multiobjectifs. Le premier adopte un point de vue décideur
alors que le second plus théorique et conceptuel trie les méthodes selon leurs fagon de

traiter les objectifs.

3.3.1 Classification de point de vue décideur

Cette classification se base sur 1'usage de la méthode. Le décideur devant choisir un
compromis, décide aussi de moment de son intervention dans le processus d’aide a la
décision et on peut donc répartir les méthodes de résolution de problemes multiobjectif

en trois groupes, en fonction du moment ou intervient le décideur :

3.3.1.1 Les méthodes a priori

Dans ce cas, le compromis que désire faire le décideur entre les objectifs est défini
avant ’exécution de la méthode. Ainsi une seule exécution permettra d’obtenir la solution
recherchée. C’est une approche rapide mais il faut cependant prendre en compte le temps
de modélisation du compromis et la possibilité pour le décideur de ne pas étre satisfait

par la solution trouvée et de relancer la recherche avec un autre compromis.

3.3.1.2 Les méthodes progressives ou interactives

Dans ce cas, le décideur intervient dans le processus de recherche de solutions en
répondant a différentes questions afin d’orienter la recherche. Le décideur modifie ainsi
interactivement le compromis entre ses préférences et les résultats.

Cette approche permet de bien prendre en compte les préférences du décideur, mais

nécessite sa présence tout au long du processus de recherche.

3.3.1.3 Les méthodes a posteriori

Dans ce cas, on cherche a fournir le décideur avec un ensemble de bonne solutions
bien réparties, il pourra ensuite choisir la solution qui lui convient le mieux.
Ainsi, il n’est plus nécessaire de connaitre et de modéliser les préférences du décideur

(ce qui peut s’avérer étre tres difficile), mais il faut en contre-partie fournir un ensemble
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de solutions efficientes bien réparties ou méme ’ensemble efficient en entier, ce qui peut

également étre difficile et requiert un temps de calcul important.

3.3.2 Classification conceptuelle

Ce type de classement s’articule sur les notions d’agrégation et d’optimalité de PA-

RETO, il englobe trois types de méthodes :

3.3.2.1 Les méthodes scalaires

Les méthodes agrégées ou scalaires ou encore techniques de scalarisation transforment
le probleme multiobjectif en un probleme monocritere. Quatre principales techniques de

scalarisation sont beaucoup utilisées :

La méthode de la somme pondéré Cette méthode consiste en 'optimisation d’une
somme pondérée des r fonctions-objectifs en leur attribuant des coefficients de
pondération [29]. Ces coefficients représentent 'importance relative que le déci-

deur attribue a chaque objectif.

La méthode ¢— contraintes Cette méthode consiste a sélectionner 1'une des r
fonctions-objectifs et a 'optimiser en considérant les autres r — 1 objectifs comme
des contraintes en spécifiant les bornes inférieures (de réservation) que le décideur

est prét a accepter [73]. Le programme a résoudre s’écrit comme suit :

max fi(z)
Ly % (3:2)

filx) >e,i=2,...,7

ou les €9, €3, ..., €. sont des niveaux de satisfaction qui représentent les exigences

minimales de décideurs pour chaque objectifs respectivement.

La méthode de la programmation par but La programmation par but est une
méthode couramment utilisée en programmation mathématique lorsqu’il est im-
possible de respecter certaines contraintes. CHARNES et COOPER [24] ont présenté
une méthode pour utiliser la programmation par but dans le cadre multiobjectif.
Le décideur fixe un but f* a atteindre, les valeurs des composantes du but f*

sont ensuite ajoutées au probleme comme des contraintes supplémentaires.
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La nouvelle fonction-objectif est modifiée de facon a minimiser la somme des

écarts entre les résultats et les buts a atteindre :

min 3 | fi(x) - f7

S.C. (33)
reS

f1<m>2fz*7 izl,...,?”

La méthode du but a atteindre Cette méthode est initialisée avec un vecteur

critere f* € ). Ensuite, une direction de recherche est choisit en fournissant, en
quelque sorte des coefficients de pondération comme pour la méthode de la somme
pondérée w; € R, ¢ € {1,...,r}, on minimise ensuite un coefficient scalaire A qui
représente 1’écart par rapport a 'objectif initial f* que l'on s’était fixé [85]. Le

probléme a résoudre devient :

min A

s.c.

resS

file) —w; - AN froi=1,...,r

3.3.2.2 Les méthodes fondées sur l’optimalité de Pareto

Ces méthodes s’appuient sur la notion de dominance au sens de PARETO (tel que
définit précédemment) qui privilégie une recherche qui satisfait au mieux tout les objec-

tifs.

3.3.2.3 Les méthode non-Pareto et non-agrégés

Certaines méthodes n’utilisent aucun des deux concepts précédents. La ou ces deux
concepts traitent les objectifs simultanément, les méthodes dites non-agrégées et non-

PARETO procedent par une recherche qui traite séparément les objectifs.

3.4 Problemes multiobjectifs en nombres entiers

Les programmes multiobjectifs en nombres entiers appartiennent a une classe impor-

tante de problémes qui se posent dans la prise de décision multiobjectif lorsque certaines
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ou toutes les variables du décisions du modele sont discretes.

Lorsque des contraintes d’intégrités apparaissent, un changement survient sur le front
de PARETO qui devient discret, ayant un front de PARETO discret les programmes mul-
tiobjectifs en nombres entiers présentent la particularité de la distinction entre les solu-

tions non-dominées supportées et non-supportées.

Définition 3.4.1 (Solution non-dominée supportée/non-supportée). Une solu-
tion non-dominée y € ) est non-supportée si elle est dominée par une solution (non
réalisable) appartenant a I'enveloppe convexe du domaine réalisable C'o()). Les autres

solutions non-dominées sont supportées.

Les solutions non-dominées supportées sont celles situées sur 1’enveloppe convexe
du I'ensemble réalisable critere, toutes les autres solutions non-dominées sont non-

supportées (voir ’exemple présenté sur figure 3.2).

f1e X X Solutions non-dominées supportées
1 o ° o Ve Solutlon:s non-dominées non-
supporteées

6 o o o o X o Solutions dominées

5 o o o (o] o 2

4 (o] (o] (o] (o] (o] (o] O >4

3 (o] (o] (o] (o] (o] O (o] X 2

2 o (o] o] o o] o ¢ X
Co(yf

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1f1
2

FIGURE 3.2 — Solutions supportées non-supportées d'un probleme biobjectif

Au cours des dernieres décennies, plusieurs méthodes ont été développées pour ré-
soudre les MOILPs, ces méthodes peuvent étre divisées en algorithmes de recherche

dans I'espace de décision (c’est-a-dire des méthodes de recherche dans 'espace de solu-
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tions réalisables) et en algorithmes de recherche dans Iespace critere (c’est-a-dire des

méthodes de recherche dans l’espace des valeurs des fonction-objectifs).

3.4.1 Programmes multiobjectifs linéaires en nombres entiers

Un programme linéaire en nombres entiers (MultiObjective Integer Linear Program
MOILP) peut étre formulé par :

max Cx

(MOILP){ s.c. (3.4)
reXN4L"

ouC = (cl)ler est une r X n— matrice de réels, r > 2, X = {z € R"|Az < b, x > 0}
ou A est une m x n— matrice de contraintes et b € R™. On note Xr ’ensemble efficient
de I'espace de décision de MOILP et Yy l'espace critere du MOILP.

Les premiers travaux sur le MOILP ont commencé avec les travaux de G. R. BITRAN
a la fin des années 70 [16] qui a développé des algorithmes pour résoudre des programmes
linéaires multiobjectifs avec des variables binaires basées sur des schémas énumératifs.
Les articles [28, 116, 123] fournissent des bibliographies exhaustives sur les techniques
permettant de résoudre les MOILPs apparues dans les années 80 a 90.

D. KLEIN et E. HANNAN [65] ont proposé une méthode séquentielle pour générer
tous les solutions efficientes d'un MOILP alors que L. G. CHALMET et al. [23] ont étudié
les MOILP dans le cas de deux objectifs en utilisant dans la résolution la méthode de
scalarisation de la somme pondérée. Cette méthode ne fournit que les solutions efficientes
supportées, les auteurs incluent une contrainte supplémentaire qui assure également
I’acces aux solutions efficientes non-supportées.

M. OZzLEN et M. AZIZOGLU [82] ont présenté une méthode récursive exacte de
recherche dans l'espace critere, leur approche est basée sur l'identification de plages
d’efficiences des objectives, qui sont identifiés en résolvant des MOILP plus simples avec
moins d’objectifs. Leur méthode est présentée pour trois objectifs et ensuite généralisée
pour un nombre indéfini d’objectifs.

A. PRZYBYLSKI et al. [88] ont présenté une généralisation de la méthode des deux
phases pour résoudre le MOILP avec plusieurs objectifs. La premiere phase vise a calculer
toutes les solutions efficientes supportées et la deuxieme phase a calculer les points

efficients non-supportés. Des résultats expérimentaux de la méthode sont donnés pour
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le probleme d’affectation a trois objectifs.

Plusieurs approches se sont inspiré des techniques de scalarisations et les ont amé-

liorées dans le but de générer les solutions efficientes supportées et non-supportées :

J. SyLvA et A. CREMA [114] ont utilisé une méthode séquentielle utilisant la tech-
nique de la somme pondérée inspirée de celle de KLEIN et HANNAN [65] pour retrouver
toutes les solutions efficientes, leur méthode a été ensuite reprise et améliorer par B.

LOKMAN et M. KOKSALAN [72].

La technique de scalarisations la plus utilisée est la méthode de scalarisation e—contrainte,
un courant de méthodes ont été dédié a cette approche. M. LAUMANNS et al. [71] ont
mis en ceuvre un schéma adaptatif pour faire varier les € et ont appelé leur méthode

e—contrainte adaptative (adaptative e—constraint).

Dans [42], M. EHRGOTT et S. RUZIKA ont proposé une e—contrainte méthode amé-
liorée. G. MAVROTAS [76] a proposé la méthode AUGMECON qui permet de générer
toutes les solutions efficientes, ensuite G. MAVROTAS et K. FLORIOS [78] ont amélioré
cette méthode et présenté un nouvel algorithme AUGMECON2. Une variante de la mé-
thode AUGMECON, appelée méthode SAUGMECON a été développée par W. ZHANG
et M. REIMANN [121].

Quelque auteurs ont utilisé les techniques d’exploration implicite. G. MAVROTAS et
D. DIAKOULAKI [77] ont mis au point un algorithme de B&B pour trouver les points
extrémes non-dominés pour un programme linéaire a objective multiple ayant des va-
riables binaires et des variables a valeur réelle. Dans le papier [27], M. E-A. CHERGUI
et al. ont élaboré une coupe qui permet de retirer les points dominées, cette coupe a été

utilisée dans un schéma de B&C pour générer toutes les solutions efficientes.

3.4.2 Génération de I’ensemble efficient

Soit a résoudre :
max fi(z), i=1,...,r

(P)q s.c. (3.5)
reXNZL"

Présentant deux approches de la littérature pour générer tout I’ensemble efficient des

programmes multiobjectif en nombres entiers.



3.4 Problemes multiobjectifs en nombres entiers 47

3.4.2.1 Méthodes AUGMECON, AUGMECON2 et SAUGMECON

Les méthodes AUGMECON, AUGMECON2 et SAUGMECON sont inspirées de la
méthode e—contrainte qui consiste en ’optimisation d’un seul objectif sous les contraintes
supplémentaires que les autres objectifs atteignent un niveau de tolérance fixé au préa-
lable par le décideur.

Des solutions peuvent étre obtenues par des variations paramétriques des niveaux
de satisfaction €g,€3,...,€,.. Il a été démontré que si la solution du programme (3.2)
de la méthode e—contrainte est unique, elle est efficiente [73]. Le désavantage de cette
approche est qu’il est nécessaire de présélectionner 1’objectif & optimiser et les valeurs des
€, 1 € {2,...,1}, ce qui peut s’avérer étre problématique car pour beaucoup de valeurs il
n’y aura pas de solution réalisable. Un deuxiéme désavantage est celui de la multiplicité
des solutions du programme (3.2) de la méthode e—contrainte. Dans ce cas la solution
obtenue apres résolution est seulement faiblement efficiente. Pour contourner ce dernier
désavantage de la méthode e—contrainte, la méthode AUGMECON a été proposée par
MAVROTAS [76] ou lefficience des solutions obtenues est garantie.

La méthode AUGMECON transforme les contraintes d’inégalité sur les objectifs en
contraintes d’égalité en introduisant des variables d’écarts non négatives, puis augmente
la fonction-objectif par la somme pondérée de ces variables d’écarts. Avec cette méthode,

le programme (L) est reformulé comme suit :

max f1(z) + d (ea/se2 +e3/s3+ ...+ e /s;)
s.c.
(£ reXnNzLr (3.6)

filz) —e; =€, i=2,...,r

ol les parametres s, s3,...,S, sont les étendues pré-calculés des fonctions-objectifs
respectives, es, es,...,e, sont les variables d’écart des contraintes respectives et o €
[107¢,1073].

Proposition 3.4.1. Le programme ci-dessus (3.6) ne produit que des solutions effi-

cientes ( évite la génération de solutions faiblement efficientes).

Démonstration. Supposons que le probleme (3.2) a un optima alternative et que 'un
d’eux (noté x°) domine la solution optimale (noté z*) obtenue de la résolution du pro-

bleme (3.6). Cela signifie que le vecteur (fi(z*), €2+ €5, €3+ ¢€5,..., €6 + ¢€f) est dominé
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par le vecteur (f1(2°), e + €9, €3+ €3, ..., ¢+ €2) ou autrement dit :

62+6;§€2+€g

€3+ €5 < €3+ €Y

& +er <e + e

avec au moins une inégalité stricte, notant que fi(z*) = f1(z°) car ce sont des maximums
alternatifs de (3.2). En faisant la somme de ces inégalités et en se basant sur le fait qu’il

y a au moins une inégalité stricte, on conclue que :
T T
* 0
el < e
=2 =2

Mais cela contredit ’hypothese initiale selon laquelle la solution optimale de (3.6) maxi-
mise la somme de ¢;. Il n’y a donc pas de solution 2° qui domine la solution z* obtenue
ou, en d’autres termes, la solution z* obtenue du probleme (3.6) est efficientes.

m

AUGMECON2 est une version améliorée ’AUGMECON. AUGMECON2 modifie

légerement la fonction objectif comme suit :

max f1(z) + 5(62/52 +107! xe3/s3+...+ 10~ (=2 er/sr)
s.c.

reXNZL"

filx) —e;=¢€,, 1=2,...,r

La méthode de génération de I’ensemble efficient est la suivante :

— A partir de la table des gains, on obtient I’étendu de chacune des (r —1) fonctions-
objectifs qui sont dans le bloc des contraintes ;

— ensuite 'étendu de la i-eme fonction-objectif est divisé en ¢; intervalles égaux
(Dans le cas ou le but est de générer tout 'ensemble efficient ¢; = s; — 1 );

— apres, les valeurs des ¢; sont variées en utilisant les (¢; + 1) points équidistants
intermédiaires (Pour générer tout I'ensemble efficient la variation est par unité
c’est-a-dire étape; = 1 dans l'organigramme suivant).

Tout cela fait donc un total de (¢2+1)(gs+1) ... (g, + 1) résolutions de programme (F)

ou (P!). L’organigramme de cet algorithme est illustré a la Figure 3.3.
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La méthode SAUGMECON améliore AUGMECON en combinant les caractéristiques
de la méthode traditionnelle de e—contraintes et celles de la méthode AUGMECON.
Comme dans la méthode traditionnelle de e—contraintes, Le méthode SAUGMECON
utilise les inégalités sur les objectifs ajoutés au autre contraintes.

D’autre part, a l'instar de la méthode AUGMECON, cette méthode incorpore la
somme des valeurs pondérées dans la fonction-objectif. Avec la méthode SAUGMECON.



table des gains

l

Calculer les bornes minimale [b; de
chaque fonction f;, ¢ € {1,...,r}
a partir de la Table des gains

|

Calculer les étendus s; de chaque
fonction f;, i € {1,...,r}

{ Counstruire la

( M

Diviser les étendus s; en ¢; intervalles
. J

Initialiser les compteurs
nb; =0, 1 € {2,...,r}
et XE = @

I

~
J

€; = lb; + nb; x étape;, i € {2,...,r}
etape; désigne le pas dans chaque in-
tervalle de 1’étendu des fonction f;
et c’est égale a 1 si 'on veut générer
tout I’ensemble efficient

an,1 = W
?”Lbel +1 J

{ nb,_9 = nb,_9 + 1 }

T
1
1
1
1
1
1
1
1

Y

[nbgznbg—l-l }(—\

oui

Résoudre (P.) }

oui nb; < q; ? non —>
{ ’I"Lbr_l =0 }

oui

|

Ajouter la solution Poser
trouvée a l’ensemble X nby +

nbg =
€2
| etapey

FI1GURE 3.3 — Organigramme de la méthode AUGMECON et AUGMECON2
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le programme ci-dessous peut étre réécrit comme suit :

max f1(z) + 6 (fa(x)/s2 + fs(@) /55 + ... + fr(2)/s0)
(SP,) xe U (3.8)

fi(x)ZEi, i:2,...,T

3.4.2.2 DMéthode de Chergui et Moulail

Dans Darticle [26], M. E-A CHERGUI et M. MOULAT présentent une méthode
exacte pour retrouver toutes les solutions efficientes d'un programme linéaire fraction-
naire multiobjectif en nombres entiers (MultiObjective Integer Linear Fractional Pro-
gram MOILFP). Soit a résoudre :

cdr+ao .
max ——, i =
(MOILFP) diz + B
re XNZ"

1.
" (3.9)

La méthode décrite dans ce papier, est une procédure de B&C qui a chaque noeud
[ de l'arbre résout un programme linéaire fractionnaire (PLF), donc soit le PLF (3.10)

associé au nceud [ :

ctr + ol
max ————
(P) d'z + (3.10)
T €A
avec X; C X. A chaque nceud [ o une solution x; est obtenue, les notations suivantes

sont utilisées :

B, et N sont respectivement les ensembles des indices des variables de base et va-
riables hors-base de la solution z}, v = &' — a’d" désigne le vecteur gradient réduit du
critére i et ¢, d, a et [ désignent les valeur actualisées dans la base B; de respectivement
c, d,a et .

On définit les ensembles H; et X, par :

Hi={jeNFie{l,..r}yi>0pu{jeNi=0Vie{l,..  r}}
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Xl+1:{$€Xl/Z%Zl}

JEH,

Toutes les opérations sont identifiées dans des noeuds et des branches dans une struc-

ture arborescente. A chaque noeud, on résout le programme linéaire (P).

Algorithme 5 : Méthode de CHERGUI et MOULAI pour la résolution d'un
MOILFP
Etape 1. (Initialisation) X, =X, =0et Xz =0;

Résoudre le programme linéaire (P,) au noeud 0 et soit x; sa solution optimale.

Si x] n’est pas entiere, aller a I’étape 2a, sinon aller a 1’étape 2b.

Etape 2. (Etape générale) Tant quil y a un nceud non stérile dans 'arbre,
faire :
Choisir le premier nceud [ créé dans I'arbre, pas encore stérilisé et résoudre le
programme linéaire correspondant (F). Si le programme (P,) n’a pas de
solutions réalisables, alors il est stérile. Sinon, soit z} sa solution optimale. Si x}

n’est pas entiere, aller a ’étape 2a. Sinon, aller a I’étape 2b.

Etape 2a. Choisir I'une des coordonnées x; de x} avec x; fractionnaire, séparer le
neeud [/ actuel en deux neeuds : ajouter la contrainte z; < |x;| au premier

neeud, et la contrainte x; > | x;] + 1 au deuxiéme noeud et aller a I'étape 2.

Etape 2b. Si le vecteur critére de la solution x; n’est pas dominé par le vecteur
d’une autre solution de X alors Xg = X U {z]}. S’il existe une solution telle
que le vecteur critere de cette solution est dominé par celui de z, alors cette

solution est retiré de Xf.

Déterminer les ensembles By, N; et H;, Si H; = (), le noeud [ correspondant est
stérile, aller a 'étape 2. Sinon, ajouter la contrainte > xz; > 1 pour obtenir
I’ensemble X1, résoudre le programme Correspondanf?;é)it x; la solution
optimale obtenue si z} est une solution entiere, aller a I’étape 2b. Sinon, aller a

I’étape 2a.

Le noeud [ de D'arbre est stérilisé si le programme correspondant (F;) n’est pas réali-
sable ou si H; = 0.

Si la solution optimale x; du programme (P;) n’est pas entiére, le noeud [ est séparé

en deux nceuds avec les contraintes supplémentaires : z; < |x;] et z; > |x;] + 1,
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respectivement ou y; est égale a une composante de z; qui est fractionnaire.

Dans le cas correspondant a une solution entiere, les directions de croissance des
critéres sont utilisées & travers la coupe (3.11), afin d’éviter d’explorer des régions non-
efficientes de l'espace des solutions réalisables. Ainsi seule, la partie du domaine des
solutions réalisables dans laquelle au moins 'un des objectifs du probleme, peut étre

amélioré est traitée. Ceci est rendu possible par ’ajout de la contrainte valide suivante :

> x> 1 (3.11)

JEH,

Cette méthode est résumée par I’algorithme 5 ci-dessus.

3.5 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif d’introduire dans un premier lieu les concepts de
base de I'optimisation multiobjectif qui vont étre utilisés dans cette these, notamment
'efficience et la dominance.

Ainsi apres avoir revu les principales définitions de 'optimisation multiobjectif, deux
méthodes de génération de I’ensemble efficient ont été présentées pour des problemes de
programmation multiobjectif en nombres entiers. L’accent a été mis sur des méthodes
capable de générer tout ’ensemble efficient car la contribution principale de cette these
est une méthode exacte qui génere aussi tout l'ensemble efficient. L’avantage de ces
méthodes dites exactes est que ce sont des méthodes "a posteriori', qui ne demande
pas I'intervention du décideur. Toutefois, dans plusieurs situations la génération de tout
I’ensemble efficient n’est pas recommandée, cet ensemble ayant la plus part du temps
une cardinalité tres grande, sa génération entraine un temps de calcul volumineux et la

confusion du décideur lors du choix d’une solution.
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Chapitre 4
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4.1 Introduction

Au cours des dernieres décennies, plusieurs méthodes ont été développées pour ré-
soudre les MOILP dans le sens de la génération de la globalité de I’ensemble des solu-
tions efficientes. Toutefois une énumération explicite de I’ensemble efficient d’'un MOILP
n’est pas recommandée pour des raisons pratiques, méme en cas de problémes de taille
moyenne. Outre le temps de calcul trés volumineux qu’impliquent de telles méthodes, la
taille généralement tres considérable de I’ensemble efficient tend a saturer le décideur,

au point ou le choix de la solution préférée devient une mission presque impossible.
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Afin d’éviter de telles situations, une approche judicieuse consiste en 'utilisation
d’une fonction linéaire de préférence comme un moyen de mesurer d’importance ou de
discrimination parmi les nombreuses solutions efficientes. L”" optimisation sur ’ensemble
efficient” est un axe intéressant pour la résolution des problemes d’optimisation mul-

tiobjectifs.

4.2 Optimisation d’une fonction linéaire sur 1’en-

semble efficient

Le probleme d’optimisation d'une fonction linéaire sur I’ensemble efficient est formulé

sans perte de généralité comme suit :

max ¢(z) = dx
(MOILPg){ s.c. (4.1)
T € Xg

ou d est un n—vecteur réel et X est 'ensemble efficient du MOILP (3.4).

4.2.1 Revue de littérature

De nombreux chercheurs se sont penchés sur le probleme de I'optimisation d’une fonc-
tion linéaire sur I’ensemble efficient d’un programme linéaire multiobjectif (en variables
continue) [120, 11, 22, 21, 35, 92, 40] & la suite des travaux pionniers de J. PHILIP [86],
qui fut donc le premier a avoir formulé le probleme de I'optimisation sur I’ensemble effi-
cient. H. P. BENSON quant-a lui fut le premier a avoir suggéré une application réelle de
ce probleme [12]. Cependant, seuls quelques papiers ont été dédiés au probléeme (4.1) avec
des variables en nombre entier, ceci étant en partie dii a la non-convexité du domaine
ce qui rend plus difficile 'obtention de solutions efficientes.

M. ABBAS et D. CHAABANE sont les premiers a avoir donné une méthode de résolu-
tion du probléme (4.1) [1], ils ont proposé une procédure itérative qui a chaque itération
ajoute deux types de coupes pour garantir une amélioration de la valeur de la fonction
linéaire a optimiser.

J. M. JORGE [59] a développé ensuite une méthode de recherche dans 'espace critére

qui s’inspire de la méthode de J. SyLvA et A. CREMA [114]. D. CHAABANE et al.
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[21] ont présenté une nouvelle version de l'algorithme de JORGE qui lui differe par la
résolution du programme de pondération de TCHEBYCHEV augmenté.

F. Z. OUAIL et al. [81] ont présenté une méthode de recherche dans l'espace de
décision, leur méthode consiste en une procédure de B&C qui a chaque solution entiere
trouvée dans I’arborescence applique une coupe qui oriente la recherche vers les solutions
efficientes.

La plus récente méthode proposée a ce jour est celle de N. BOLAND et al. [17],
I’algorithme qu’ils ont proposé repose sur une nouvelle méthode d’énumération des points
non-dominés d’'un MOILP, qui est le résultat de I'utilisation d’un nouveau schéma de

décomposition de I'espace de critére.

4.2.2 Méthodes de résolution

Les articles qui proposent de résoudre le probleme (MOILPg) présents dans la lit-

térature peuvent étre divisés en deux catégories :
1. Les méthodes utilisant des coupes;

2. Les méthodes de corner-constraints.

4.2.2.1 Les méthodes utilisant des coupes

Méthode de Abbas et Chaabane M. ABBAS et D. CHAABANE [1] ont proposé une
méthode pour résoudre le probleme (MOILPg) qui utilise des coupes. Leur méthode
est décrite par ’algorithme 6 ci-apres.

En résumé leur méthode propose initialement de résoudre le programme :

max ¢(z) = dx
s.c. (4.2)
re XNz

Pour voir si la résolution est trivial. Si ce n’est pas le cas, a chaque itération cette
procédure résout un programme linéaire en variables continues puis utilise la coupe de
DANTZIG pour éliminer les solutions fractionnaires ou une coupe améliorant la valeur

de ¢ pour retrouver la solution optimale.
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Algorithme 6 : Algorithme de ABBAS et CHAABANE d’optimisation
sur I’ensemble efficient

Résultat : Une solution z,,; optimale de (MOILPg) avec une valeur
optimale de ¢(Topt) = dopt

Etape 1 Résoudre le programme (4.2)

Si (4.2) est irréalisable stop, (M OILPg) est irréalisable. Sinon, si sa
solution optimale est efficiente, stop c’est la solution optimale de
(MOILPg). Sinon aller en (2).

Etape 2 Poser d,p; = —00. Résoudre :

max c'z
(PHY s.c. (4.3)
re XNz

Soit By et N les ensembles d’indice de base et hors-base de la solution z!
de (P') respectivement.

1. Si J1 = {j € Mil¢j = 0} = 0, alors la solution optimale z', est unique
et efficace. Poser dyp = dat, 2o = x' et aller & étape 3.

2. Si Ji # 0, alors la solution optimale z* du probléeme (P!) peut ne pas
étre unique, tester l'efficience de 2! ; si elle n’est pas efficiente, passer a

I'étape 3. Sinon, poser dyy = dzt, 2, = x' et aller également a 1'étape
3.

Etape 3 Poser [ = 1 et effectuer les sous-étapes suivantes :

(3.1) Construire I'ensemble I'; = {j € M[¢j > 0 et d; <0} :
— Si Ty =0, alors aller & I’étape 3.2 et ajouter la coupe de Dantzig
— Sinon, poser 7 =TI et aller en (a)
(a) Si~y =0 alors soit j, € I';, aller a sous-étape 3.2. Sinon,
sélectionner j; € 7y et calculer 9?1 la partie entiere de

. Ty .
minsep { = |all > 0}.
s

— Si 9?1 = 0, alors il n’y a pas de solution possible entiere sur ’aréte

actuelle, mettre v = v\ {ji} et aller en (a).
— Sinon, si (9% > 1 aller en (b).

(b) Si ; est efficiente et dxr; > dopz, calculer la valeur du parametre
fy défini par : §; = dj, — Ysep, ds X @l
Si cette valeur n’est pas égale a zéro, passer a 'étape (c), sinon
mettre v = v\ {Ji} et passer a (a).
Si x; n’est pas efficiente ou dx; < dp, passer a I'étape (c).

(c) Soit xq la solution efficiente dont le vecteur critére domine x;,
si dxg > dopt, POSSer dopr = dxg, Topr = To €t passe a la
sous-étape 3.2. Sinon mettre v = v\ {j;} et passer & (a).

(3.2) Poser I =141 et définir le nouveau domaine X; comme
sous-ensemble de &;_; obtenu en appliquant la coupe dx > dx,, pour
trouver une nouvelle solution optimale z; et aller a la sous-étape 3.1.

(3.3) Poser | =1+ 1 et définir le nouveau domaine X; comme

sous-ensemble de X;_; obtenu en appliquant la coupe de Dantzig pour
trouver une nouvelle solution optimale x; et aller a la sous-étape 3.1.
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La procédure se termine soit a la premiere étape lorsque la solution obtenue est
efficiente, ou bien a l'impossibilité d’opérations de pivotage, indiquant que la région

actuelle ne contient pas d’autre solution meilleure que la solution actuelle.

Méthode de Ouail et al. La méthode OUAIL et al. [81] est une méthode de B&C

qui comme la méthode de ABBAS et CHAABANE utilise deux types de coupes :

— le premier type de coupe améliore la valeur de ¢,
— et 'autre type permet non-seulement d’éliminer les solutions fractionnaires comme
le fait la coupe de DANTZIG mais en plus permet aussi d’élaguer des solutions

dominées. La méthode est résumé par ’algorithme 7.

Notant que la méthode de OUAIL et al. est une procédure de B&C alors que la méthode
de ABBAS et CHAABANE est une méthode de coupe. De ce faite, cette méthode est une
méthode d’exploration implicite du domaine, a chaque nceud un programme linéaire est
résolu. Si la solution obtenu est fractionnaire le schéma est classique, si par contre la

solution obtenue est entiere la coupe efficiente est éventuellement appliquée.

Cette méthode utilise la méme coupe que de la méthode de CHERGUI et al. [27], et
de ce faite la justification de la coupe efficiente est la méme. La méthode est résumée

par l'algorithme 7 ci-apres.

4.2.2.2 Les méthodes de corner-constraints

J. M. JORGE a proposé une méthode itérative de résolution de (MOILPg) [59]
qui définit une séquence de problemes entiers mono-objectif de plus en plus contraints,

éliminant successivement les points dominés.



60 Optimisation linéaire sur ’ensemble efficient

Algorithme 7 : Algorithme de OUIAL et al. pour 'optimisation sur I’ensemble
efficient

Résultat : Une solution z,, optimale de (MOILPg) avec une valeur optimale
dopt
Etape 1 (initialisation) Poser [ = 0 et la valeur optimale de la fonction-objectif
dopt = —00

Etape 2 (étape principale) Tant qu’il y a un nceud [ non-saturé dans l'arbre,
résoudre (F)) :

max ¢(x) = dx
(71) { s.c.r € X (44)
en utilisant la méthode du simplexe ou la méthode dual du simplexe. Passer a

I’étape 3.1.
Etape 3 (tests) 3.1 Test de faisabilité Si (P) est infaisable, alors stop, le
nceud ! est saturé. Sinon, soit z; la solution trouvée, si dz,, > dx;, le noeud [
est saturé. Sinon, passer a l’étape 3.2;

3.2 Test d’intégrité Si x; est entier passer a I’étape 3.3, sinon passer a I’étape
4 .

3.3 Test d’efficience Si z; est efficiente alors ajouter la coupe dxr > dx; et
mettre a jour o, = x; et dope = day ; passer a 'étape 5.

)

Etape 4 (branchement) Choisir une coordonnée x; de z; telle que x; = x;
fractionnaire. Ensuite, diviser le programme (F;) en deux sous-programmes, en
ajoutant les contraintes xj < |x;| pour obtenir (Py), z; > [x;] et pour obtenir
(P) tel que I’ > 1+ 11" > 1+ 1et I’ #£1”, passer a I'étape 2.

Etape 5 (coupe efficiente) Construire I'ensemble
Hi={jeNFie{L2.  rha>0ln{jeMa=0 Vie{l2. .. r}}si
H; = 0 le nceud [ est saturé;

Sinon, construire le sous-programme (FPy) dont le domaine est

Xy =X N{ X z; > 1} (ajouter la coupe efficiente), passer a I'étape 2.
JEH;

L’algorithme proposé par JORGE procede a chaque itération [ a la résolution d’un
programme linéaire entier noté (F;) qui impose de nouvelles contraintes sur ’ensemble
réalisable du probléeme résolu a l'itération précédente (P,_1). Ce type de contraintes est
connu dans la littérature sous le nom de "corner constraints" [65]. Ces contraintes per-
mettent d’écarter toutes les solutions efficientes générées précédemment, mais également
toutes autre solutions réalisables dont le vecteurs critere est dominé (ou identique) par
le vecteur critere de 1'une des solutions générées précédemment. L’algorithme 8 résume

la méthode de JORGE.
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Algorithme 8 : Algorithme de JORGE pour trouver un maximum sur l’en-
semble efficient

Résultat : Une solution z* optimale de (MOILPg)
Etape 0 Initialisation :

— Soit d' = —00 , d* = 400 et [ = 1.
— Résoudre le programme :

(P){ W o) (45)

— Si (P) est irréalisable stop, (MOILPg) est irréalisable . Sinon soit x! la
solution optimale de (P), aller en (1).

Etape 1 Si 2! € X%, stop. 2 est la solution optimale de (MOILPyg). Sinon,
d* = da' aller en (2).

Etape 2 Trouver #! € Xp telle que C#! domine Cz! et soit Z! la solution optimale
de programme :

max ¢(z) = dx
s.c.

(Tl> Cr = C.f‘l
reXnNz

(4.6)

Si ¢(2!) > d' poser d' = ¢(2!) et 2* = z! comme solution optimale temporaire.
Si ¢(2') > d', stop. z* est la solution optimale de (MOILPg).
Etape 3 Soit

max ¢(z) = dx

S.C.

(£1) !
reXNZ"— U D,
s=l

(4.7)

ou Dy = {x € Z"|Cz* > Cx}
Si (F)) est irréalisable, stop. z* est la solution optimale de (M OILPg). Sinon,

soit 2/t la solution optimale de (). Si dz'™' < d', stop. z* est une solution
optimale de (M OILPg). Sinon, poser [ =1+ 1 et aller en (1).

Cet algorithme est I'extension de la méthode de SYLVA et CREMA [114] au probleme

d’optimisation sur I’ensemble efficient.

4.2.3 Le test d’efficience

A D'étape 1 de lalgorithme 8, I'algorithme teste V'efficience d’une solution et & I'étape
2 une solution efficiente est obtenue & partir d’une solution non-efficiente. Egalement,
dans les algorithmes de ABBAS et CHAABANE et celui de OUAIL et al. est supposé

I'existence d'un test d’efficience, qui permet en plus de générer une solution efficiente
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qui domine la solution testée si elle n’est pas elle méme efficiente. Ce test peut étre
efficacement effectué et a été donné par J. G. ECKER et I. KOUADA [39]. Si on veut
testé 'efficience d’une solution réalisable quelconque z*, le teste consiste en la résolution

du programme :

T

max >, w;
i=1
s.c.
(EKp ) vcxnzr (4.8)
cdr —w; =ca*, i=1,...,r
w; >0, 1=1,...,7r

Théoréme 4.2.1. Soit une solution réalisable x* € X NZ" :

1. Si la solution optimale de (4.8) a une valeur optimale de zéro alors le vecteur Cx*

est non-dominé.

2. Sinon, soit la nouvelle solution T obtenue aprés résolution de (4.8) alors T # x*

et le vecteur C'x domine le vecteur Cx* et Cx est non-dominé

Démonstration. Soit (w, x) la solution optimale obtenue de la résolution du programme
(4.8), alors :

1. Soit " w; = 0 = w; = 0,¥i =€ {1,...,r}.
=1

Sachant que toute solution z de (4.8) vérifie Cx > Cz* donc il n’existe pas de
solution Z dans X NZ" telle que Vi € {1,...,r}, ¢T > cz* avec au moins une

inégalité stricte, il s’ensuit que le vecteur C'z* est non-dominé.

T
2. Soit Y w; > 0 = Ji € {1,...,r}, w; > 0 donc pour un certain indice i €
i=1
{1,...,r}, ¢ > c'z* et ¢’z = c'z* pour les autres indices i € {1,...,r} de ce
faite Cr domine C'x*.
Puisque w est atteint au maximum donc il n’existe pas un x € X N Z" tel que
Vi € {1,...,r}, cx > T avec au moins une inégalité stricte , il s’ensuit que le

vecteur Cz est non-dominé.



4.3 Optimisation biobjectif sur ’ensemble efficient 63

4.3 Optimisation biobjectif sur ’ensemble efficient

Les probléemes de 'optimisation sur I’ensemble efficient sont trés pratiques vu qu'’ils
permettent de réduire le temps de calcul et la confusion due au nombre tres important
de solution efficientes. Cependant, supposant qu’il existe deux décideurs ou plusieurs
qui expriment plusieurs fonctions de préférence, la solution de ce probleme fournissant
qu'une solution peut ne pas étre de meilleur compromis entre les décideurs. Une so-
lution a mi-chemin entre I'optimisation sur ’ensemble efficient et sa génération serrait
la génération d’un sous-ensemble. On propose donc un moyen d’obtenir une partie de

I’ensemble efficient qui est générée suivant les préférences de décideur.

Soit deux vecteurs réels d' et d?, le probléme d’optimisation biobjectif sur 1’ensemble

efficient d’'un MOILP s’écrit comme suit :

max d'z
max d’x
s.c.

,IGXE

ou Xg est 'ensemble efficient du MOILP (3.4).

Ce nouveau type de probleme peut étre un bon modele dans au moins deux types de
situations réelles. Le premier type peut se produire lorsqu’un décideur dispose de deux

fonctions de préférence pour évaluer les solutions efficientes d’un probleme multiobjectif.

Le second type de situation se produit quant il y a deux décideurs. Par exemple,
considérant l'existence de deux firmes ayant adhéré a un projet commun. Ce projet
nécessite 'optimisation de plusieurs objectifs contradictoires, mais ces deux entreprises
ont également des fonctions de profit individuelles a maximiser puisqu’elles ne participent
pas au projet de la méme maniere. Le probleme consiste a trouver des solutions qui
optimisent deux fonctions de préférence par rapport a I’ensemble efficient de problemes

multiobjectifs.

Aussi, faisant ’analogie avec 'application pratique proposée par H. P. BENSON [12] :
Supposant un probléeme de planification de la production d’une entreprise qui dispose
de dix usines pour produire un certain type de produit. L’objectif de I’entreprise est de
maximiser sa fonction de profit. Cependant, chaque usine vise également a maintenir des

niveaux d’emploi élevés. Aussi 'entreprise est une filiale d’une multinationale donc la
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planification de production doit aussi tenir compte de la fonction de profit de 'entreprise-

mere. Ce probléme se modélise le mieux avec le programme (4.9).

4.3.1 Méthodologie de résolution et algorithme

La résolution de (4.9) fournit le sous-ensemble X C Xp. Notant que X est Uinter-

section de X et Xf, ou X}, est 'ensemble efficient du probleme :

max d'x
max dx
(4.10)
s.C.
reXNZL"

La méthode naive pour résoudre le probléme consisterait a générer les ensembles
efficients Xp et X7, au complet puis a sélectionner les éléments de l'intersection. La
méthode qu’on propose est une procédure de B&C basée sur un processus de B&B et
renforcée par deux types de coupes permettant de sonder les noeuds plus rapidement.

A chaque noeud ! le PL suivant est résolu en utilisant la méthode du simplexe ou

dual du simplexe :

max  d'z
(PL;)} s.c.
r e X

ou Xy = X et pour [ > 0, A} est un sous-ensemble de X.
Si (PL;) n’a pas de solution, le nceud [ est sondé, sinon, deux cas se présentent :
— Le premier cas arrive quant la solution optimale obtenue *) n’est pas entiere :
un processus de branchement normal est alors suivi;
— L’autre cas se produit lorsque la solution 2*(®) est entiére : deux ensembles H; et H,
sont alors construits et les coupes efficientes (4.11) et (4.12) sont éventuellement

ajoutés aux nceuds successeurs de [.

doaj>1 (4.11)

JEH,

Hi={jeNlFie{l, ;& >0u{jeN|e =0 Vi=c{l, . r}}

J J
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o ozp>1 (4.12)

JEH"
Hi={jeN|d&>0}u{jeN|d =0etd =0}

Ainsi, le domaine correspondant du nceud lq, le successeur de [, est obtenu en appli-
quant (4.11) et (4.12) & A&
X, = X107 (113)

ot X! = {:c € Xi| Yjen, v > 1} et AP = {:c € X| Xje, ;> 1}.

Chaque solution entiere 2*(!) est testée en utilisant le test proposé par ECKER et

KOUADA [39]. Ainsi, pour vérifier I'appartenance de 2*() & ’'ensemble Xz on résout le

programme :

T

max Y. w;
i=1

s.cC.

1 , ; .
(Tx*(l)) clr—w; = clx*(l), 1=1,...,r
reXNZL",
w; >0, 1=1,...,r

et pour tester son appartenance a X’ on résout :

max vy + Vg

s.c.

d'z — vy = d'a*®,
&’z — vy = d?x*W0,
reXNzr

vy > 0,v3 >0

(Tp)

D’apres [39], 2 € X si et seulement si (T).)) a une valeur maximale de zéro et
x*1) € XY, si et seulement si la valeur maximale de (T2,) est aussi zéro. Par conséquent

si (TL) et (T2 ) ont une valeur maximale de zéro alors z*(!) appartient & Xc.

L’algorithme 9 résume la méthode de résolution.
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4.3.2 Résultats théoriques

Les outils théoriques suivants montrent que l'algorithme 9 fournit I’ensemble des
solutions du programme (4.9) en un nombre fini d’itérations.

Algorithme 9 : Optimisation BiObjectif sur ’'Ensemble Efficient Discret
Résultat : X I'ensemble solution de (4.9)

Initialisation [ = 0, Xy = {x € R"|Az < b, x > 0} et Xo = 0;

Tant qu’ il existe un neud non-sondé | faire
résoudre (PL;);

Si (PL;) a une solution optimale z*®) alors

Si 2*® est entiére alors
résoudre (T ) ;

Si la valeur optimale de (T ) est 0 alors
résoudre (T2,,);

Si la valeur optimale de (T2 ) est 0 alors
‘ Xo =X U {x*(l)} :

FinSi

FinSi

construire les ensembles H; et H';;

SiH; =0 ouH; =0 alors
| Sonder le nceud

Sinon
| Ajouter les coupes (4.11) et (4.12) au successeurs de [;

FinSi

Sinon

choisir un indice s tel que z*(®) est fractionnaire. Ensuite, diviser le
programme (PL;) en deux sous-programmes, en ajoutant
respectivement les contraintes x, < {x:(”J et xg > {x;‘(”J + 1 pour
obtenir (LP,) et (LP,) (1 >1+1,lp >1+1etl #ls);

FinSi

Sinon
| Sonder le nceud 1;

FinSi

Fin

Théoréme 4.3.1. Supposant que H; # 0 et H'; # O pour une solution optimale enticre



4.3 Optimisation biobjectif sur ’ensemble efficient 67

0. Six =+ *® et ¥ € Xo dans le domaine X, alors x € Xy, (15 est le successeur de
l).

Démonstration. Soit  # x*") une solution entiére du domaine &; telle que z ¢ Aj,,
deux cas peuvent se présenter :
— x ¢ A} ce qui veut dire x ¢ {m € X| Xjen, v > 1}.

Donc les composantes du vecteur x vérifient les inégalités

> T; < 1
JEH,
JENI\H,;

ce qui veut dire x; = 0 pour tout j € H;, et ; > 1 pour au moins un indice
JEeN\H.
D’apres le dernier tableau du simplexe au point z*), 1’égalité suivante est vrai

pour chaque objectif i € {1,...,r}:

Q. i i NI S () i
cr = g C;Tj + E Cjrj, oucx ™ = E CiTj.
JjeEBy JEN; JEB

Donc, on peut écrire :

da — iz = ¥ dr
: 777
JEN

_ =i i
= ) Cx;+ ) Ty
JEH, JENI\H,

JEN\H,

Dong, ¢z < ¢z*¥ pour tout objectif i € {1,...,r}, avec c'z < ) pour au
moins un objectif r € {1,...,r} puisque EZJ < 0 pour tout j € N\ H;.

On conclut que la solution x n’appartient pas a ’ensemble Xz ce qui implique
r ¢ Xo.

— z ¢ X? de la méme maniére ceci implique z € {z € X > x; > 1. Donc
l1 N J
J 1 1

les composantes du vecteur x satisfont :

Z Z; < ].,
JEH]
JENI\H;
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Il s’en suit que z; = 0 pour tout j € H';, et z; > 1 pour au moins un indice
j € Ni\'H';. D’apreés la table du simplexe de la solution 2!, les égalités suivantes

sont satisfaites :

Pr = E?:L‘ij > E?xj ou >, E?xj:d%*(l)
JEB; JEN JeB
=V 4+ ¥ Bx;+ Y da
JEH; JENI\H,
=’V 4+ ¥ di.
JENI\H;

Donc d?z < d?z*® et d'z < d'2*® puisque z*?¥ est optimum du programme
(LP) alors = ¢ Xpr et x ¢ Ac.
Puisque = ¢ X dans les deux cas, alors x n’est pas une solution du programme (4.9).

]

Proposition 4.3.2. Supposant que H, = 0 ou H'; = 0 alors le domaine X; N Z" ne

contient aucune autre solution de X¢ autre que 0

Démonstration.
— Supposant H; = (), alors Vi € {1,...,7},Vj € Nj,ona ¢ <0et Jie{l,...,r}
tel que EZJ < 0,Yj € N,. Donc, z*® domine tout les points du domaine X; N Z" .
— Maintenant supposant que H; = ), alors Vj € N, J? < 0 ou J? =0et le- <0,
ajouté au faite que J} < 0, Vj € N puisqu’on est & l'optimum de (PL;), z*®
devient la meilleur solution de A; N Z™.
m

Théoreme 4.3.3. L’algorithme 9 se termine en un nombre fini d’itérations et ’ensemble

Xco contient toutes les solutions de (4.9).

Démonstration. L’ensemble X;NZ"™ de toutes les solutions réalisables du probleme (4.9)
étant supposé borné dénombrable, donc il contient un nombre fini de solutions. De ce
faite, la cardinalité des ensembles X et Xr et X est un nombre fini. Ainsi, I’arbre
de recherche dans le domaine X; N Z"™ a un nombre fini de branches et I'algorithme se
termine en un nombre fini d’étapes.

Les regles de stérilisation sont utilisées sans perte d’éléments dans X¢. A chaque
étape [ de l'algorithme 9, si une solution entiere z*() est trouvée, les coupes éliminent a*®

et toute solution dont le vecteur objectif est dominé par le vecteur critére de z*® (voir
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proposition 4.3.2). La premiere regle de stérilisation intervient donc lorsque ’ensemble H,
ou H'; est vide. Dans ce cas, le noeud actuel peut étre sondé puisque le reste du domaine
ne contient pas des solutions appartenant a Xo. La deuxieme régle de stérilisation

intervient dans le cas trivial ou le probleme réduit devient irréalisable. O

4.3.3 Résultats expérimentaux

L’algorithme 9 a été implémenté dans I'environnement Visual Studio 2010. Les pro-
grammes linéaires et linéaires en nombre entiers sont résolus a l’aide de la librairie IBM
CPLEX 12.6 pour les programmes en C++ (ILOGCPLEX). Pour effectuer les tests,
nous avons utilisé un ordinateur doté d’un processeur Intel Pentium avec 2,53 GHz et
de 8 Go de mémoire.

Les fonctions objectifs et les coefficients des contraintes sont uniformément distribués
et générés dans des domaines différents : Chaque composante du vecteur b et les com-
posantes des matrices A et C' ont été généré aléatoirement dans distributions uniformes
discrétes des intervalles [50, 100], [1, 30] et [-10, 10], respectivement. Les vecteurs d' et
d? sont générés de la méme maniere que C.

Pour éviter la génération de probleme irréalisable, toutes les contraintes de chaque
probleme sont du type ” < 7. De plus, comme tous les coefficients de A sont positifs,
une région réalisable bornée est assurée.

Les problemes ont été regroupés en six catégories en fonction du nombre de variables,
nombre de contraintes et nombre de fonctions-objectifs. Dans chaque catégorie, le nombre
de fonctions-objectifs r passe de 3 a 8. Pour chaque catégorie de problémes, 50 instances
ont été résolues.

Les résultats des expérimentations obtenus sont résumés dans le tableau 4.1 ou les

statistiques sur le temps de calcul (temp CPU en secondes) y sont rapportées. Les deux

|Xc|
|XE]’

respectivement. Les éléments et la cardinalité de X'z sont calculés a 1’aide de I'algorithme

derniéres colonnes p et p font référence a la moyenne de |Xg| et a la moyenne de

présenté dans article [27].
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D’apres les résultats des expérimentations présentées dans le tableau 4.1, il apparait
que p ne dépasse pas un maximum de 0,17 et présente une tendance décroissante par
rapport a la taille du probleme. Ces expériences aléatoires illustrent 1'utilité du calcul
de X puisque la cardinalité de Xo est beaucoup plus petite que celle de Xg, ce qui
explique le caractére raisonnable des temps d’exécution.

4.4 Optimisation multiobjectif sur 1’ensemble effi-

cient

Il s’agit d’étendre ce qui a été présenté dans la section précédente a plus de deux
objectifs, donc soit a résoudre :

maxdiz, k=1,...,q
s.c. (4.14)
T € Xg

ol ¢ > 2 et X est 'ensemble efficient du MOILP (3.4). La résolution de (4.14) fournit
le sous-ensemble Xo C X'g. Notant donc ’ensemble efficient du probleme :

max d*z, k=1,...,q
s.c. (4.15)
re XNz

par X7
A chaque nceud [ le PL suivant est résolu en utilisant la méthode du simplexe ou
dual du simplexe :

max d'z
(PL;){ s.c.
T e A

ou Xy = X et A) est un sous-ensemble de X.
De la méme maniere, si le (PL;) n’a pas de solution, le noeud [ est sondé, sinon deux
cas se présentent :
— Le premier cas est que la solution optimale 2*") n’est pas entiere : I’ensemble réa-
lisable du neceud est divisé en deux sous-ensembles exclusifs et complémentaires ;
— Si la solution z*(® est entitre : deux ensembles H; et H; sont alors construits
et les coupes efficientes (4.16) et (4.17) sont éventuellement ajoutées aux noeuds

successeurs de .
doxp>1 (4.16)
JEH,
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Hi={jeNFie{l, rhd>0u{jeN|d =0 Vie{l. . r}}

Y oaj>1 (4.17)

JEH!,
Hi={jeNBre{l, ...q:d>0fu{jeN|d =0 Vke{l,. . ¢}
Ainsi, le domaine correspondant du nceud /q, le successeur de [, est obtenu en appli-

quant (4.16) et (4.17) a A;
X = XL 0 A2 (4.18)

ou

JEH; JjeEH

(ﬁz{x€%|2wﬁﬂ}akﬁ=%fkﬂ23%21}

Ensuite, la solution entiere obtenue z*(!) est testée pour vérifier son appartenance a
I'ensemble X et pour son appartenance a ’ensemble X7, en résolvant :

q
max . Vg
k=1

s.c.

) d*z — v, = d*2*®, ke {1,...,q}
(Tm*(l>)
reXnNzr

n >0, k=1,...,¢q

Pareillement, les outils théoriques précédents peuvent étre étendus au multiobjectif :

Théoréme 4.4.1. Supposant que H; # O et H'y # O pour une solution optimale entiére
0 Six #+ *® et x € Xo dans le domaine Xy, alors © € X, (I; est un successeur de

).

Démonstration. Soit x # x*) une solution entiere du domaine X; telle que = ¢ A&},
deux cas peuvent se présenter :
— x ¢ X} ce qui veut dire z ¢ {x € X| Xjen, v > 1} et la démonstration est la
méme que pour le théoréme de la section précédente.

— x ¢ A2 de la méme manicre ceci implique © € {3: eX| ¥ x> 1}. Donc
JENI\H]

les composantes du vecteur x vérifient les inégalités

> T < 1
JEH
-Tj 2 17

JEN\H,
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ce qui veut dire z; = 0 pour tout j € H’;, et x; > 1 pour au moins un indice
jENN\HL

D’apres le dernier tableau du simplexe au point z*®), on a I’égalité suivante est
vrai pour chaque objectif k € {1,...,¢} :

d'z =Y Eij + > E?:cj, ou d*z* = Y E?a:j.

jEB; JEN; JjEB;

Donc, on peut écrire :

. —k
dtr — df ) = ¥ d;x;

JENM
—k —k
JEH" JENI\H/;
—k
JENI\H/,
Donc, dfz < d*z*Y pour tout critére k=1,...,q, avec dbz < d*z*® pour au

moins un critere k € {1,...,q} puisque dé? < 0 pour tout j € N\ H',.
On conclut que la solution = n’appartient pas a ’ensemble X, ce qui implique
T ¢ Xc.

Puisque = ¢ X dans les deux cas, alors x n’est pas solution du programme (4.14).

[]

4.5 Conclusion

Les modeles d’optimisation sur ’ensemble efficient actuels présentent deux prin-
cipales limites, la premiere est de ne prendre en compte qu’une seule préférence et
la deuxiéeme est de donner une seule solution alors que plusieurs solutions sont de
meilleur compromis, quant est-il lorsque le décideur exprime plusieurs préférences ou
bien qu’il y ait plusieurs décideurs? Pour répondre a cette question, on a présenté
dans ce chapitre une méthode exacte pour résoudre un nouveau type de probléme
qui a un réel intérét pratique et qui peut modéliser plusieurs situations réelles. Ainsi,
nous avons présenté une contribution qui introduit un nouveau type de probléme dans
la classe des problemes d’optimisation sur l'ensemble efficient qui est 1’ « optimisa-
tion multiobjectif sur ’ensemble efficient » et on a proposé un algorithme pour la ré-
solution de ce nouveau probleme. Cette contribution a fait I'objet d’une publication
dans le journal "Journal of Industrial and Management Optimization” ( DOI :
10.3934/jimo.2019102).


10.3934/jimo.2019102

Chapitre 5

Optimisation d’un Programme
Linéaire plus Linéaire Fractionnaire

Discret a Objectif Multiple
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5.3 Résultats théoriques . . . . . . . . . . ... 0 o0 80
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5.1 Introduction

Les programmes linéaires plus linéaires fractionnaires a objectif multiple sont des
probléemes NP-difficiles. Les articles traitant ce probleme ne proposent pas une méthode
exacte capable de générer une solution efficiente dans le contexte général du probléme,
les quelques papiers de la littérature ne traitent que la version flou du probléme sans
pour autant donner une procédure qui assure 'efficience des solutions trouvées. Ainsi S.
PRAMANIK et al. ont traité le probléme dans sa version flou par la technique de program-
mation par but [87], alors que dans [91], les auteurs ont proposé une méthode qui dérive
une solution supposée efficiente de 'optimum de la transformation de TCHEBYCHEV des
objectifs. Dans [101], les auteurs proposent de transformer le probléme en programme
linéaire multiobjectif en utilisant les séries de TAYLOR de premier ordre, puis ont résolu

le probleme en agrégeant le programme par la méthode des poids pondérés .
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Pour la principale contribution de cette these, on propose une méthode pour générer
I’ensemble des solutions efficientes d’un programmes linéaire plus linéaire fractionnaire
discret a objectif multiple par une méthode d’exploration B&B combinée a une tech-
nique de troncature qui permet de retirer les solutions inefficientes de la recherche.

Un programme linéaire plus linéaire fractionnaire discert a objectif multiple (Mul-
tiObjective Integer Linear plue Linear Fractional Program MOILLFP) peut étre for-

mulé d’'une maniere générique par :

cdr+a’
dix + B
(MOILLFP){ (5.1)

max Z;(z) = hiz + L...,r

re XNz

our > 2;c, d et h' sont des n—vecteurs colonnes, o', 3" sont des scalaires pour tout
ie{l,2,....,r}; X ={x € R"|Azx < b,z > 0}; A est une m x n matrice de réels et
b € R™. Dans ce qui suit on suppose que X est un polyedre compact non-vide dans R"
et que D = X NZ" est non-vide, on suppose aussi que d‘xz + £ > 0 sur X pour tout
ie{l,2,...,r}

Ce chapitre est organisé comme suit : apres cette introduction, la section 5.2 suivante
décrit la méthode de résolution et I'algorithme, la section 5.3 contient quelques résultats
théoriques, la section 5.4 est réservée a un exemple illustratif et la section 5.5 donne

quelques remarques conclusives.

5.2 Description de ’algorithme de résolution

Afin de générer 'ensemble efficient d’'un MOILLFP, nous proposons de suivre un

processus de B&B combiné a une méthode de troncature qui tire parti du lien entre le
MOILLFP et le MOILFP suivant :

max g;(x) = hlz, i=1,...,r
1
max f;(x) = fg(x)’ i=1,...,r
(MOILFP) fi(x) (5.2)
s.c.
reXNZ"

ou fl(x) =cz+at, f2(x) =d'z+ ° pour tout i € {1,2,...,7}.
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Théoréme 5.2.1. Toute solution efficiente x* € X NZ" de (5.1) est également une
solution efficiente de (5.2).

Démonstration. Soit x* une solution efficiente de (5.1) et supposant que z* est une

solution dominée de (5.2) alors
dzeXNZ":Vie{l,. .. r}, gi(x) = gi(a7) et fi(z) = fi(z")

et gi, () > g, (z*) ouf, () > fi,(x*) pour au moins un iy € {1,...,7}.

Ainsi, en additionnant terme par terme, on peut écrire :
AT e XNZ":Vie{l,2,...,r}, (%) + fi(Z) > g;(2™) + fi(z")
et i, (T) + fio(Z) > gio(x*) + fio(x*) pour au moins un iy € {1,2,...,7}.

— JreXnNZ":Vie{l,...,r}, Zi(zx) > Z;j(z")

et Z;,(z) > Z;,(z*) pour au moins un iy € {1,...,7r}.
[

Ce dernier résultat garantit que 'ensemble efficient de (5.1) noté Sg est contenu dans
I'ensemble efficient du programme (5.2) noté S, (Sg C Sp). Puisque, la contraposée de
ce théoreme est vrai alors chaque solution dominée de (5.2) est aussi dominée de (5.1).

La méthode de résolution proposée parcourt toutes les solutions de l’ensemble S,
et pour cela l'algorithme proposé suit la méme stratégie d’exploration que la méthode
proposée par M. E-A CHERGUI et M. MOULAT pour résoudre les MOILFP [26]. Leur
algorithme consiste en une méthode exacte basée sur le processus de B&C utilisant une
coupe efficiente. La coupe est dite efficiente car elle permet de retirer de ’exploration

des solutions entieres dominées. Cette méthode peut étre résumée comme suit :

Le processus de branchement La recherche de solutions efficientes est une ex-
ploration implicite structurée en arbre ot n’importe quelle fonction g; ou f; i €
{1, ...,7} peut étre choisie pour étre optimisée a chaque noeud. Le choix d’une fonc-
tion g; ou f; ne changera pas ’ensemble des résultats Sp mais modifiera I'arbre
de recherche et changera ’évolution de Sg mais pas le résultat final.

Les fonctions g; sont linéaires et les fonction f; sont linéaires fractionnaires, Il est

possible de choisir une fonction linéaire fractionnaire et d’utiliser une procédure
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du simplexe pour la résolution [75, 19].

Ainsi, a chaque nceud [ de l'arbre la fonction linéaire ¢; est optimisée sur le

sous-domaine correspondant au noeud Aj.

<B>{ max g ()

s.c. € X

Apres avoir résolu le programme, trois cas peuvent se présenter :

(P) n’a pas de solution Comme pour un processus classique B&B le nceud

n’a pas de descendant et il est sondé.

(P)) a une solution non-entiére z*)" Dans ce cas, 'approche est la méme que
celle du B&B pour la programmation en nombres entiers, ce qui signifie que

@ n’est

le nceud a deux descendants [y et [, tels que : Soit j un indice ou x;
pas un entier alors pour /[y on met X;, = {x € Xjlz; < {x;(l)“ et pour Iy,
X, = {x € Xlz; > [x;(l)”.

(P)) a une solution entiére 2*() Cette solution est ensuite comparée aux so-
lutions de I’ensemble Sg et I'ensemble Sg est donc mis a jour : Si le vecteur

critere de x*(

) domine le vecteur critére de I'une des solutions de Sg, cette
solution est éjectée. Si aucun vecteur critere des solutions de Sg ne domine le
vecteur critére de z*(®) alors 2*() est ajouté a Sg.

Le nceud dans ce cas n’a pas de descendant ou en a un seul selon la direction

de croissance des fonctions g;, f; i € {2,...,r}.

La méthode de troncature Sia un certain noeud [ la solution de (F)) est entiere,
alors le domaine restant peut contenir des solutions efficientes. La méthode de
troncature utilisée permet de supprimer les solutions dont le vecteur critere est
dominé par le vecteur critere de z*®).

Soit donc z*) une solution entiére obtenue aprés avoir résolu par une procédure
simplexe le programme (F;) et soit B; et N les ensembles des indices de variables
de base et de variables hors-base respectivement de z*(). Dans ce qui suit, les

notations suivantes sont utilisées :
'O = b — B A,

V=t g, B A,
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P =d — dy B A.

Définissant la direction de croissance de chaque fonction-objectif g;, f; 7 € {1,...,7}

pour une solution de base z*®) comme suit :

0 — nt®  site{l,....r}
YO site {r+1,...,2r}

ott vV = f2(z*0)i) — £l ()10 indique le gradient réduit de la fonction
fi 1= 1, e, T

Dans la section suivante, nous allons prouver que pt®) définit réellement une

direction de croissance pour la fonction g; et que la contrainte

Soa>1 (5.3)

JEH,

ou
Hi={j e NIt € {2, 20} 0 > 0} u{j e NI = 0 Ve e {1,...,2r})

est une coupe valide qui permet d’éliminer les solutions qui sont dominées par
z*0) . Ainsi, aprés avoir trouvé une solution entiére, nous mettons a jour Sg et
calculons H;. Si H; = ) cela signifie que le domaine restant ne contient au-
cune solution efficiente et que le noeud [ peut étre sondé (démontré dans la

proposition 5.3.3). Au contraire, si H; # 0 le nceud [ a un successeur [y avec
Xy = {2 € X Tyep, 75 > 1},

Ainsi, il existe deux reégles de stérilisation de nceuds, la premiere régle est lorsque

le programme correspondant (F;) n’est pas réalisable et la seconde est lorsque H; = ().
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Toute cette procédure peut étre résumé par l'algorithme suivant :

Algorithme 10 : Résolution d’un programme linéaire plus linéaire fraction-

naire discret a objectif multiple

Résultat : Un ensemble Sg contenant toutes les solutions efficientes du
programme (5.1)
Initialisation [ = 0 X, = {zr € R"|Ax <bet x >0} et Sp =0;

Tant qu’ il y a un neud non sondé | faire
résoudre (F)) en utilisant la méthode du simplexe ou dual simplexe;

(B){ max  gi(z)

s.c. veEX

si (P) a une solution optimale z*) alors

si 2O est une solution entiére alors
Mettre-a-jour Sg ;

Construire I'ensemble H; ;
si H; = () alors
| Sonder le noeud {
sinon
| Ajouter la coupe (5.3) aux successeurs de [;
fin

sinon

@

Choisir un indice j tel que x; est fractionnaire. Ensuite, diviser le

programme (F;) en deux sous-programmes en ajoutant
respectivement les contraintes z; < {x;(Z)J et r; > [x;(lw pour

obtenir (P,) et (P,) (1 >>1+1,ls > 1+ 1et ) #1y);

fin

sinon
| Sonder le noeud 1;

fin
Fin
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5.3 Résultats théoriques

Les résultats théoriques suivants montrent que ’algorithme 10 trouve toutes les so-

lutions efficientes de (5.1) en un nombre fini d’itérations.

Théoréme 5.3.1. Supposant que pour la solution entiére actuelle z*V, H; # (. Si

x est une solution efficiente enticre dans le domaine X; \ {x*D}, alors x € X, =
{.CE c ‘X‘l|sz’Hl .fl?j 2 1} .

Démonstration. Soit x une solution entiere dans I'ensemble A\ {:c*(l)} telle que = ¢ A},

alors x ¢ {z € | X z; > 1}, cela implique
JEH,

ve{reX| ) z;<1}

JEH,

Par conséquent, les inégalités suivantes sont satisfaites :

> T; < 1
JEH,

Z X Z 1.
JENI\H,
Il s’ensuit que x; = 0 pour tous j € H; et x; > 1 pour au moins un indice j € N\ H,.
A partir du tableau simplexe optimal correspondant & la solution z*® la valeur

actualisée de chaque fonction objectif est écrite pour I'indices hors-base j € N; comme

suit :
9i(x) = gi(z" )+5( 5B A),
le(x) = le( )+ d; ( CBZBZ 'A; )
fA(x) = fAa0) + 5]~(d} —dy By LA;),
*(1) (1)
N xBl(s) : B, m
o1 6; = — > = min | AL >0
Aj i=1,....m ]
Ainsi, nous avons pour tous lesi € {1,...,r}:

% (1
gi(z) = gi(@0) + 87",
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Donc :

gi(x) — gi(a"®) = 8, "

et )
f-l(l’*(l)) —|—5~Vz-(l) f»l(x*(l))
() — fi(z*0) = L I~

2

fi2 240, fil 2+ 10
:59[2( z)jz z( )%}
JR (@0 [ £ ) + 85015

Puisque nous avons déja désigné p*® comme le vecteur de direction de croissance du
critére ¢ du programme (5.2) et 4° comme le vecteur gradient réduit pour les fonctions

fractionnaires linéaires de ce programme :
v = @O — fHaO)
Comme les composantes p;(l) < 0, pour chaque indice j € N;\H, alors

gi(z) — gi(x*V) <0, i=1,...,r

fi(z) = fi(xz*®)y <0, i=1,...,r

et pour au moins un criteére, il est strictement inférieur a zéro, donc 3i € {1,...,r}, g:(z)—
gi(z*®) < 0 ou fi(z) - fi(z*®) < 0.
Par conséquent, en additionnant terme par terme les g; et les f; on obtient Z;(z) <
Zi(x*W) pour tous les criteres i € {1,...,r}, avec Zj(x) < Zi(x*?D) pour au moins un
critere ¢ € {1,...,7}.

O

Corollaire 5.3.2. La contrainte Y, x; > 1 définie une coupe valide.
JEH,

Démonstration. Ceci est visible car ) x; > 1 est une contrainte valide en vertue du
JEM,

théoreme ci-dessus, puisque toutes les solutions efficientes dans le domaine courant A;

remplissent cette contrainte. En outre, la solution entiere actuelle z*(ne satisfait pas

cette contrainte puisque x; = 0 pour tous les j € H;. ]

Proposition 5.3.3. Si H; = 0 pour la solution entiére courante 1, alors X; \ {x*(l)}

ne contient aucune solution efficiente.
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Démonstration. H; = () veut dire que z*(®) est une solution entiére optimale pour tout
les criteres, donc 2 est un point idéal dans le sous-domaine courant X; par conséquent

X\ {x*(l)} ne contient aucune autre solution efficiente. [l

Théoréme 5.3.4. L’algorithme 10 trouve toute les solutions efficientes du programme

(5.1) en un nombre fini d’itérations.

Démonstration. Chaque fois qu'une solution optimale entiere *!) est trouvée, la coupe
efficiente est ajoutée et I’ensemble Sg est mis a jour. Ainsi, selon le théoreme 5.3.1 et
son corollaire 5.3.2, au moins la solution z*() est éliminée du domaine au nceud courant
mais aucune solution efficiente n’est omise, par conséquent chaque solution efficiente de
(5.2) est parcourue et ainsi tous les éléments de Sg sont trouvés (puisque Sg C Sp).
De plus, comme D l’ensemble des solutions entieres réalisables de MOILLFP, est un
ensemble fini borné non-vide, la cardinalité de ’ensemble Sy, est également un nombre
fini et il en va de méme pour Sg, et comme 'algorithme 10 parcourt tous les éléments
de Sg, il s’agit d'un algorithme fini.
O

5.4 Exemple Illustratif

Soit a résoudre le MOILLFP suivant :

max 2z +x5 3:2—4—3
1 +3x2+ 5

max —x +3x9 4;516’1_-1-2?
s.t:

221 +15 <18

3r1+ a0 <24
1< m <5
10 < oy <18
r1,  To, sont des entiers

Initialisation : Poser | = 0, Xy = {(x1,22) € R*22; + 25 < 18, 3y + 15 < 24, 1 <
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Neeud 0 : Le graphique 5.1 représente le domaine Ay et la solution optimale obtenue

apres résolution du PL {max 2z, + x|z € Ap}.

TABLE 5.1 — Table du simplexe du
neeud 0.

Bo T3 7 RHS
T /2 1/2 4
T4 ~1 2 4
T3 -3/2 —1/2 2
T /2 1/2 3
T8 -1/2 —1/2 1
T9 0 1 8
1O 0 1 13
ut(©) ~1/2  5/2 39
v2(0) -2 —4 —4
112(0) ~1 ~1 11
p? 0 =n2©@  1/2 7/2 gy= 26
p>©) 13/2 13/2 fi= 1/3
p*© —26 48 fo= -4/11

F1GURE 5.1 — Illustration graphique du

noeud 0

14.5

13.5 1
12.5 +
11.5 +
10.5 +

9.5 +

0.5

15

2.5

6.5

La solution trouvée (4,10) est entiere donc Sgp = {(4,10)}, A partir de la table du

simplexe on trouve Ho = {3,7}. la coupe x5 + x7 > 1 est ajouté ce qui est équivalent a

la contrainte additionnelle z; < 7/2.

Neeud 1 : Apres avoir ajouté la coupe x3 + x7 > 1 a la table correspondante au noeud

0 on obtient la représentation graphique 5.2.

(%, 11) n’est pas entiere donc le noeud a deux successeurs.
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TABLE 5.2 — Table du simplexe du nceud

1.
B1 z3 Z10 RHS
1 0 1/2 7/2
o 1 -1 11
T4 -3 2 2
s -1 -1/2 5/2
6 0 1/2 5/2
x7 1 —1 1
T8 0 —1/2 3/2
T9 -1 1 7
pl) = 1) 0 ~1 g= 18
1) -1 1 14
ut -3 5/2 83/2
L2(1) 2 4 -8
120 -1 10
p2(1) = 2() -3 T/2 ga=  59/2
p*M 167/2  13/2 fi= 28/83
p*M 20 —48 fo=  -4/5

FIGURE 5.2 — Illustration graphique du

noeud 1.
14.5 F

13.5 +

12.5 +

11.5 +

10.5 1

9.5 1

\ 2
\ S
3

X
s
\©

N
S \60
e}

\
\

(7/2,11)

\
\
\
o

0.5

1.5

25

3.5

15 55 65

7
Neeud 2 : Apres avoir ajouté la contrainte x; < bJ la table 5.3 est obtenue.

La solution (3,12) est entiere et son vecteur critere domine celui de la solution se
trouvant dans Sg donc Sg = {(3,12)} et Hy = {4,711}.

Neeud 3 : Apres avoir ajouté la contrainte xz; >

5 le programme devient irréalisable.

Neeud 4 : La table 5.4 est la table du simplexe correspondante a ce noeud.
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TABLE 5.3 — Table du simplexe du
neceud 2.
82 T4 T11 RHS
o 0 1 3 FIGURE 5.3 — Illustration graphique
o /3 —1/6 12 du nceud 2.
5 ~1/3  —4/3 0o 1457
s ~1/3  —7/3 3 N
6 0 1 2 135+
ar 1/3  —1/6 2
s 0 ~1 2 I
zo S8 16 6 129
T10 0 -2 1 *\\3’12)
11.5 + \
p!® =nt® 13 —4/3 g= 18 \2
\ X
1 \ &
p1(2) —~1/3 1/6 15 10.5 N\
pt® -1 1 44 ° T RN
L2(2) 1/6  —16/3 TR | S S N B R B
Rl 0 -9 9 05 15 25 35 45 55 6.5
p2(2) = ’)’,2(2) _1 3 92: 33
p*? 1/3 —23/3 fi= 15/44
p*? 3/2 —72 fo=  -4/3
TABLE 5.4 — Table du simplexe du
neceud 4.
84 Ty T12 RHS
71 0 1 2 FIGURE 5.4 — Illustration graphique
T2 /3 —1/6 76/6  du nceud 4.
3 ~1/3  —4/3 4/3 1451
x5 ~1/3  -7/3 16/3
Te 0 1 1 1 ‘\5\
2 13 —1/6 16/6 0P| el
s 0 ~1 3 (2. 76/6)
Tg —-1/3 1/6 16/3 125 =L
10 0 —2 3 \\\%@ o
211 0 -1 1 115 R
P =nt@®  _1/3  _—4/3 g = 50/3 \ &
1@ ~1/3 1/6 47/3 1057
[©) \ o
pt -1 1 45 o5 | T
) 1/6 -16/3 —52/3 : : : : | | |
200 0 L ; 05 15 25 35 45 55 6.5
p2(4) — ,72(3) -1 3 go= 36
p>® 92/3 —49/6 fi= 8/23
p*® /6 =72 fo= -52/21
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la solution trouvée apres résolution (2, %) n’est pas entiére et un branchement classique

est suivie créant les deux nceuds 5 et 6. -6
Neeud 5 : Apres avoir ajouté la contrainte xo < {GJ on obtient la table 5.5.

TABLE 5.5 — Table du simplexe du nceud

0.
85 X112 I13 RHS
X1 1 0 2
T 0 1 12
T3 -2 -1 2
T4 -2 =3 2
T5 -3 -1 6
Te 1 0 1
7 0 1 2
xTs -1 0 3
T9 0 -1 6
Z10 -2 0 3
11 —1 0 1
pl®) = 1) -2 -1 ¢ = 16
1) 0 -1 15
pt®) -1 -3 43
12(5) —4 2 —16
20 -2 0 7
p?0®) = 23 1 -3 go= 34
p3®) 15 2 fi= 15/43
p*® —60 14 fo= -16/7

FI1GURE 5.5 — Illustration graphique du

noeud 5.
145 %
w
13.5 | . ‘
125 |
(\ )
2. 12
11.5 4 d sy
=
\\\/
\ X
10.5 + NG
\ A
T NG
9.5 |
05 15 25 35 45 55 6.5

(2,12) est entiere donc Sg = {(3,12),(2,12)}, Hs = {12,13}.

Neeud 6 : Apres avoir ajouté la contrainte xo > 3 la table 5.6 résulte. (%, 13) est la

solution trouvée, les nceuds 8 et 9 sont créés.
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TABLE 5.6 — Table du simplexe du

neceud 6.

86 X4 I13 RHS

il 1/ (2) 3/ ? 3{; FIGURE 5.6 — Illustration graphique

) _

T3 -1 -9 2 du neeud 0.

s ~3/2 —7/2 13/2 1457

6 12 3/2 1/2 N\

7 0 -1 3 13.5 17\

Ty -1/2  =3/2 7/2 o

g 0 1 5 125 | (/219

10 -1 -3 4 \ o

11 71/2 73/2 3/2

T12 —1/2 —3/2 1/2 11.5 1 2

1(6) _ ,,1(6) _ _ x

p=m ! 0 & 16 10.5 | 5

Vl(ﬁ) 0 1 16 o \,&] o

() -1/2  3/2 91/2 9.5 |

v3© -2 -8 ~20 05 15 25 35 45 55 65
p2(©) ~1 -3 6

p>©® 8 43/3 fi= 32/91

p*©® —32 —108 fo= -10/3

TABLE 5.7 — Table du simplexe du
neeud 7.

87 13 T14 RHS

T 0 1 1

T 1 0 12 FI1GURE 5.7 — Illustration graphique
3 -1 =2 4 du nceud 7.

T4 -3 2 4 14.5 1

Ts -1 -3 9

6 0 1 0 |

o . 0 0 135 \

Ts 0o -1 4

To -1 0 6 125

T10 0 -2 5 —0

11 0 -1 2 115 | 1\%\)9

T12 0 -1 1 NG

U
pM=nt™ 1 -2 g= 14 105 | B
N

i) -1 0 15 T N °

pt -3 1 42 o0 L : \\ : : : : :
L2(7) 9 _4 _920 05 15 25 35 45 55 65
/1’2(7) -9 5

P2 =n2(M  _3 1 go= 35

p*(M 3 15 fi= 5/14

p*(M 10 —60 fo= -4
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Nceeud 7 : Apres avoir ajouté la coupe x12 + 13 > 1 to the table 5.5 la table 5.7 résulte.

(1,12) est la solution obtenue, elle est dominée alors Sg ne change pas et H; = {13, 14},
la coupe x14 + x13 > 1 est ajouté a la table 5.7.

3
Neeud 8 : Apres avoir ajouté la contrainte x; < {2J la table 5.8 résulte.
(1,%) est la solution trouvée, les noeuds sont 11 et 12 créés.

3
Neeud 9 : Apres avoir ajouté la contrainte zo > {2-‘ a la table 5.6 le probleme devient

irréalisable.

Neeud 10 : Apres avoir ajouté la contrainte cut x13+x14 > 1 a la table 5.7 le probleme
devient irréalisable.

40
Neeud 11 : Apres avoir ajouté la contrainte xy < {SJ a la table 5.8 la table 5.9 est

obtenue.

TABLE 5.8 — Table du simplexe du nceud

8.

BS Ty T14 RHS

T 0 1 1

T2 1/3 —16 40/3 FIGURE 5.8 — Illustration graphique du
3 ~1/3  —4/3 16/6 48

s -1/3  —7/3 46/6 Ve

T 0 1 0 N

Ty /3  —1/6 10/3

g 0 -1 4 13.5 1

Tg -1/3 1/6 28/6 @M’*/Q\

T10 0 -2 5 12.5 2

11 0 -1 2 v o

12 0 -1 1

13 /3 —1/6 1/3 11.51 |

p'® =nt®  _1/3  —4/3 g=  46/3 105 | P

v —~1/3 1/6 49/3 T 0

pt® -1 1 46 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ;
”s) 05 15 25 35 45 55 6.5
v 1/6 —16/3 —68/3

p2® 0 -2 5

p?8) = n2(®) -1 3 go= 39

p>®) 1 —26/3 fi= 11/31

p*®) 5/6 ~72 fo= -68/15
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TABLE 5.9 — Table du simplexe du nceud

11.
311 T14 T15 RHS
T 0 1 1
I2 0 1 13
T3 -2 -1 3
Ty -2 -3 1
Is -3 -1 8
Te 1 0 0
7 0 1 3
xrs -1 0 4
T9 0 -1 5
10 -2 0 5
T11 -1 0 1
T12 -1 0 1
T13 0 1 0
pl(ll) _ nl(ll) -9 -1 g1= 15
p1ab 0 -1 16
ptan -1 -3 45
p20D) -4 2 —22
M2(11) -9 5
p2(11) — 7]2(11) 1 -3 o= 38
p> 16 3 fi= 16/45
ph —64 10 fo= -22/5

FIGURE 5.9 — Illustration graphique du

noeud 11.
145 1
13.5
12.5 | (L13)

\j/ o
11.5 -

.

a
105 | g

(o]
9.5 | T
05 15 25 35 45 55 65

(1,13) est obtenue, Sg = {(3,12), (2,12), (1,13)}, H11 = {14, 15} et on joute la coupe
T14 + 215 > 1 a la table 5.9.

40
Neeud 12 : Apres avoir ajouté la contrainte x, > {3-‘ a la table 5.8 le probleme

devient irréalisable.

Neeud 13 : Apres avoir ajouté la contrainte cut x14+ 15 > 1 a la table 5.9 le probleme
devient irréalisable.

Donc 'ensemble des solutions efficientes final est Sp = {(3,12),(2,12), (1,13)}.
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FIGURE 5.10 — Arbre de recherche de ’exemple illustratif
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode exacte qui permet de générer
I’ensemble efficient des problemes de programmation linéaire plus linéaire fractionnaire
discret a objectif multiple. La méthode présentée utilise le principe du B&C, c’est-a-
dire qu’elle est basée sur la combinaison de ’exploration du B&B et d’une méthode de
coupe, les coupes utilisées permettent d’éliminer les solutions inefficientes tandis que le
processus de B&B explore le domaine implicitement.



Conclusion générale

Dans cette these, on s’est intéressé a 'optimisation discrete a objectif multiple. Le
but principale été d’aborder les programmes linéaires plus linéaires fractionnaires dis-
crets & objectif multiple. Beaucoup de problémes pratiques intéressant se modélisent par
un programme linéaire plus linéaire fractionnaire, ¢’est pour cela que beaucoup d’efforts
ont été consentit pour 'analyse et 'optimisation de ces programmes. Cependant, la base
théorique et les méthodes algorithmiques sur cette classe de programmes reste insuffi-
santes. La fonction linéaire plus linéaire fractionnaire n’étant pas convexe ni convexes
généralisée comme la fonction linéaire fractionnaire, il est difficile de trouver son opti-
mum global méme sur un ensemble convexe, si on ajouté a cette difficulté la multiplicité
des objectifs et la non-convexité du domaine réalisable, I'optimisation de cette fonction
qui est originalement un probleme NP-difficile devient encore plus inabordable. Ceci
explique la pauvreté de la littérature sur le sujet ce qui est davantage motivant pour

explorer cette classe de problémes.

Ainsi comme contribution principale de cette thése nous avons présenté une méthode
de résolution exacte d’un probleme d’«optimisation de programme linéaire plus linéaire
fractionnaire discret a objectif multipley, cette méthode consiste en une procédure de
B&C qui associe le schéma de recherche par séparation et évaluation de B&B a une
coupe efficiente. La coupe est dite efficiente car elles permet d’élaguer des solutions dont
le vecteur critere est dominé. Cette méthode permet de générer d’une facon exhaustive
toutes les solutions efficientes sans pour autant énumérer toutes les solutions entieres du

domaine réalisable.

La méthode proposée présente deux principaux avantages : Le premier est de n’utiliser

aucune technique non-linéaire pour résoudre un probleme non-linéaire, le second est de ne



pas explorer explicitement le domaine en évitant I’exploration de zones inintéressantes.
Cette contribution a fait I'objet d’une publication dans un journal international dont le
DOI est 10.1007/s10479-020-03581-0.

De ce travail découle aussi une contribution secondaire a 1’optimisation multiobjectif
en nombre entiers. Cette contribution consiste en la formulation d’un nouveau type
de probléeme et la proposition d’'une méthode de sa résolution, ce probleme pourrait
étre désigné par le probleme d’ «optimisation multiobjectif sur l’ensemble efficient ». La
résolution de ce probléeme permet de donné une partie de I’ensemble efficient générée a
partir de plusieurs fonctions de préférence. Donc cette partie de I'ensemble efficient serra
distribuée au gré du décideur et I'exploration du domaine lors de la résolution pourrait
se restreindre seulement aux régions d’intérét pour le décideur. En plus, le probleme de
I’ «optimisation multiobjectif sur ’ensemble efficient » peut étre vu en soit comme un
modele. En effet, c’est par exemple le cas quand il y a plusieurs décideurs différents ou
bien dans le cas ou le décideur exprime plusieurs préférences conflictuelles.

A la lumitre du probléme d’optimisation multiobjectif sur Uensemble efficient, une
des perspectives de recherche dans le domaine de I’optimisation d’un programme linéaire
plus linéaire fractionnaire discret a objectif multiple est d’optimiser plusieurs fonctions
de préférences linéaires sur I’ensemble efficient de ce programme afin de réduire le temps
de calcul et d’obtenir une partie de I’ensemble efficient avec une cardinalité raisonnable.
Aussi, puisque les solutions efficientes d’un programme linéaire plus linéaire fraction-
naire sont liées aux solutions efficientes d’un programme linéaire factionnaire du méme
domaine et que celle-ci sont connecté [97], il serait intéressant d’étudier la possibilité de
connexion entre les solutions efficientes.

Pareillement, d’autre sujets peuvent étre abordés tels que :

— l'optimisation d’un programme fractionnaire quadratique discret et a objectif mul-

tiple;

— l'optimisation d’un programme de somme d’une fonction quadratique plus d’une

fraction quadratique discret a objectif multiple ;

— loptimisation d’un programme min-max linéaire fractionnaire a objectif multiple ;

— l'optimisation d’un programme de somme d’une fonction linéaire plus linéaire

fractionnaire stochastique discret et a objectif multiple etc...


10.1007/s10479-020-03581-0
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