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Résumé

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a I’étude des codes correcteurs auto-
duaux sur les anneaux principaux finis. Nous avons établi des conditions nécessaires
et suffisantes pour I'existence des codes cycliques auto-duaux sur ces anneaux et nous
avons donné une nouvelle construction de ces codes. En utilisant les propriétés des codes
duadiques, nous avons trouvé une famille infinie de codes cycliques auto-duaux sur les
corps finis de caractéristique 2. La généralisation de cette définition aux anneaux finis
nous a permis de trouver une autre famille infinie de codes auto-duaux définis sur les
anneaux. Nous avons prouvé qu’il n’existe pas de codes cycliques libres auto-duaux sur
les anneaux de caractéristique impaire comme nous avons calculé le nombre de codes
cycliques ainsi que le nombre de codes cycliques auto-duaux sur ces anneaux. Nous
avons montré qu’il n’existe pas de codes cycliques auto-duaux sur ces anneaux dont
I'idéal maximal a pour générateur un élément qui a pour indice de nilpotence un entier
impair. Nous avons généralisé ce résultat aux anneaux principaux dont au moins un
idéal maximal a pour indice de stabilité un entier impair. Bien que notre travail ait
principalement une motivation théorique, on peut espérer que cette étude servira de
base sur laquelle des résultats en théorie de 'information peuvent étre établis, comme
de nombreuses perspectives sont possibles pour I'étendre.

Mots clés : Anneaux principaux, Anneaux & chaine finis, Codes correcteurs dé-
finis sur les anneaux finis, Codes libres, Codes cycliques, Codes auto-duaux, Résidus

quadratiques.
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Notations

F, =: Le corps fini a ¢ éléments.
min(F) =: Le plus petit élément de E.
Pour a et b € N et p un nombre premier,
p®//b =: a est la plus grande puissance de p qui divise b.
Ly =: Z/NZ.
C; =: La iéme classe cyclotomique mod n.
ppem(a,b) =: Le plus petit commun multiple de a et b.
[n] =: L’ensemble {1,...,n}.
g =0 mod n =: ¢q est un résidu quadratique modulo n.
¢(.) =: La fonction indicatrice d’Euler.
S, =: Le groupe symétrique d’un ensemble & n éléments.
R := Un anneaux fini.
() =: Un idéal principal engendré par
e =: indice de nilpotence de

(n,q) = 1 signifit que n et ¢ sont premiers entre eux.



Introduction

Ces derniéres années, la demande de systémes de transmission numériques fiables
a énormément augmenter . L’explosion de I’échange d’informations a accentué cette
tendance. Les systémes de communication modernes exigent des débits de plus en plus
élevés afin de traiter des volumes d’informations qui ne cessent d’augmenter. Le codage
des informations a transmettre, permet la détection ou la correction d’éventuelles er-
reurs de transmission. Parmi les principales techniques existantes, les codages en bloc
et les codages convolutifs sont prédominants. La stratégie de base du codage consiste
a ajouter une quantité controlée de redondance a la série d’informations & envoyer.
L’informatique est un domaine jeune , en plein essor domaine et vaste dont les codes
correcteurs en est une branche. Cette branche est reliée a celle d’'un autre arbre, beau-
coup plus vaste, I’arbre des mathématiques. Les codes correcteurs reposent bien souvent
sur de 'algeébre, de I'arithmétique, de la géométrie et la liste ne se veut pas exhaustive.

Nous sommes donc & la frontiére entre informatique et mathématiques. L’objectif des

n n n

codes correcteurs est de " sécuriser " les données numériques contre des " ennemis
L’absence de contexte rend cette définition vague et impropre.

Il a fallu attendre 1948 et les publications de Claude Shannon pour que s’établisse une
théorie des communications numérique rigoureuse. Cette théorie, connue sous le nom de
théorie de I'information fit disparaitre des (bricolages astucieux) aux (idées quelquefois
précongues) pour laisser place a de vraie méthodes scientifiques.

Un des problémes majeurs que Shannon étudia est la garantie d’'une communication

fiable en présence de bruit. Ce probléme est intimement lié & la notion de codage.



Cependant, la théorie se contente de prédire 'existence de codes et ne donne aucun
moyen de les construire. Depuis les années cinquante, des progrés considérables ont été
effectués en matiére de conception de systémes de communication numériques. Mais le
probléme de la construction de bons codes reste toujours d’actualité.

La problématique du codage correcteur est : Comment protéger un message contre les
erreurs 7 Un message est composé d’une suite d’éléments appartenant & un ensemble fini
(ou alphabet) appelés symboles d’information. L’alphabet est le plus souvent binaire.
Lors de la transmission d’'un message, il arrive occasionnellement que surviennent des
erreurs.

Celle-ci peuvent étre la conséquence de bruit sur le canal et peuvent affecter la qualité
de la transmission. Pour prévenir ce risque, on adjoint & un bloc de k£ symboles d’infor-
mation (le message & transmettre) un certain nombre de symboles calculés en fonction
du message par l'intermédiaire d’une fonction ¢ fixée a 'avance. Cela revient a ajouter
une redondance au message a transmettre.

Cette concaténation des k symboles d’information avec la redondance représente un "
mot de code" x de longueur n > k. L’ensemble de tous les mots obtenus de cette fagon
forme un code en bloc de longueur n.

Connaissant la fonction ¢, il est facile de vérifier ’appartenance d’un mot au code et de
détecter d’éventuelles erreurs. Un "bon code" doit compter un grand nombre de mots
distincts les uns des autres. Il doit donc permettre d’envoyer des messages variées et de
réduire la possibilité de confusion entre les mots.

Le codage peut-étre aussi schématisé comme étant une suite d’opérations mathéma-
tiques inversibles qui modifie le message et le rallonge. Le message codé ne contient pas
seulement I'information brute mais aussi de la redondance. Cette redondance peut per-
mettre (ou non) au destinataire de reconstituer I'information en cas de dégradation. En
contrepartie, la transmission des messages codés prend davantage de temps puisqu’il y
a plus de données a transmettre. Cette capacité de pouvoir corriger ou non des erreurs
dépend des propriétés du code.

Les codes correcteurs sont utilisés notamment dans les télécommunications ou pour



le stockage d’informations. Ils permettent alors de détecter et de corriger des erreurs.

n n

On entend par le terme " erreur " , une altération ou une perte partielle ou totale de
I'information. Ces erreurs sont 'I’ennemi’ du codeur. Des causes multiples peuvent étre
a l'origine de ces erreurs. Des poussiéres ou des rayures peuvent dégrader les données
contenues sur un disque Blu-ray ou un DVD. Des perturbations électromagnétiques
peuvent détériorer les données dans les communications satellitaires ou téléphoniques.
Les codes correcteurs sont encore utilisés dans diverses technologies de communication

(ADSL, fibre optique et USB entre autres).

La plupart du temps, et pour des raisons pratiques, on utilise des codes linéaires.
Concrétement, un code linéaire de longueur n sur un corps fini F est un sous espace
vectoriel de F" sur F. Ces codes permettent de travailler sur des matrices et non sur des
ensembles. Ils sont donc plus pratiques & étudier, & coder et & décoder. Cependant, la
linéarité induit une structure qui limite quelquefois la cardinalité du code. Pour maxi-
maliser le nombre de mots du code , avec une longueur et une capacité de correction
données, il est souvent nécessaire de considérer des codes non linéaires. Les codes non
linéaires les plus célébres sont les codes de Preparata ,Kerdock et Nordstrom- Robinson.
Ils contiennent deux fois plus de mots que les meilleurs codes linéaires de méme para-
meétres. Les codes de Preparata Kerdock sont d’une certaine maniére "duaux" I'un de
I’autre bien que I'absence de linéarité ne permette pas de parler de dualité algébrique.
En 1992 Hammons et al.[34] donnerent une explication a cette dualité formelle définis-
sant les codes de Preparata Kerdock sur 'anneau des entiers modulo quatre, Z,. Sur
cet anneau, ces codes sont linéaires et algébriquement duaux.

L’application "Gray " permet de passer de la représentation quaternaire a la représen-
tation binaire. Elle joue un réle fondamental dans I’étude des codes quaternaires. C’est
une isométrie qui préserve la propriété de distance invariante mais pas la linéarité.

De la, a commencé 'intérét pour les codes linéaires définis sur les anneaux finis et spé-
cialement, Les Codes sur les Anneaux Principaux finis.

Dans cette thése, nous abordons les différents aspects des codes linéaires auto-duaux



sur les anneaux finis, en particuliers, les codes cycliques. En plus de leur importance
théorique ,les codes auto-duaux ont aussi une application pratique, ils ont une relation
avec les réseaux unimodulaires et leurs groupes d’automorphismes sont parfois d'un
grand intérét |9, 13|. Plusieurs chercheurs ont travaillé sur les codes sur les anneaux
[21, 23, 28].

La structure des codes cycliques sur Zy. a été donnée premiérement par Calderbank
et Sloane [17] en suite par Kanwar [37|. Cela a motivé d’autres chercheurs comme
[1, 11, 59]), pour donner la structure des codes cycliques et négacycliques sur les an-
neaux a chaine finis .

Norton et Sualugean [45], Dinh et lopez-Permouth [21]ont généralisé cette structure au
codes cycliques sur les anneaux a chaine finis .

Récemment,la structure a été donnée dans [21] et généralisée aux codes constacycliques
[32]. Motivé par un probléme ouvert par Jia et al. [35] sur la structure des codes cy-
cliques auto-duaux sur les anneaux finis, nous donnons des conditions nécessaires et
suffisantes sur I'existence des codes cyclique auto-duaux non triviaux sur les anneaux a
chaine finis.

Nous utilisons la définition des codes duadiques [36] sur les corps finis, pour construire
une famille infinie de codes cycliques auto-duaux sur les corps finis de caractéristiques
2. Nous généralisons cette définition sur les anneaux a chaine finis pour construire une
famille de codes cycliques auto-duaux sur ces anneaux. Nous montrons que dans le cas
ol la nilpotence du générateur de I'idéal maximal est paire. Il existe un code cyclique
non trivial auto-dual de longueur n impair si et seulement si ord, (p") est impair, ou p”
est le cardinal du corps résiduel de I'anneau a chaine fini R. Nous montrons également
qu’il n’existe pas de codes cycliques libres auto-duaux définis sur les anneaux a chaine

finis, tel que p soit impair,ou p est la caractéristique de son corps résiduel.

Nous donnons aussi une expression explicite du nombre de codes cycliques auto-
duaux sur les anneaux & chaine finis et nous illustrons par des exemples . Ce résultat

est une extension de Jia et al [35] concernant le nombre des codes cyclique auto-duaux



sur le corps Fo.

Cette thése est organisée comme suit : Une introduction , quatre chapitres, une
conclusion et un appendice consacré aux préliminaires mathématiques nous permettant
une compréhension plus aisée des autres chapitres.

Le chapitre un est consacré aux rappels sur les notions de base des codes correcteurs
d’erreurs. Nous donnons une bréve introduction sur la théorie des codes. Nous rappelons
les notions de base et les propriétés des codes correcteurs d’erreurs linéaires ainsi que
les parameétres qui permettent de les caractériser.Nous donnons quelques bornes sur ces
paramétres, telle que les bornes de singleton et de Hamming. On rappelle les notions
d’extension par terme de parité,ainsi que les définitions des codes auto-duaux pour le

produit défini sur Fy.

Le chapitre deux est consacré au codes cycliques en général et aux codes duadiques
en particulier , sur les corps finis par exemple code de Harmming, Résidue quadratique,
code BCH |, code Reed-solomon et les codes duadiques.

En utilisant les propriétés des codes duadiques, nous donnons une Construction
d’une famille infinie de codes auto-duaux définis sur les corps finis de caractéristique 2.

Nous cléturons ce chapitre par des exemples qui illustrent nos résultats.

Dans le chapitre trois, on définit les codes linéaires de longueur n sur un anneau
commutatif fini R par un sous-module du module R" sur R.On montre que tout an-
neau principal fini est équivalent & une somme directe d’anneaux a chaine finis. Donc
pour étudier les codes sur les anneaux principaux il suffit de les étudier sur les anneaux
a chaine finis. Comme exemples de codes linéaires définis sur des anneaux finis ,nous
étudions de plus prés les codes linéaires définis sur les anneaux & chaine finis a quatre

éléments et les anneaux de Galois.

Le but essentiel du chapitre quatre est I’étude des codes cyclique définis sur les an-



neaux a chaine finis. A I'aide d’un certain isomorphisme d’anneaux, nous montrons que
cette classe de codes est isomorphisme a une classe plus générale qui est la classe des
codes constacycliques. Dinh et Lopez-Permouth [21] ont montré que les codes négacy-
cliques de longueur impair sont isomorphes aux codes cycliques de méme longueur.
Nous avons prouvé que cet isomorphisme reste vrai pour un cas plus général.
Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence des codes cy-
cliques auto-duaux sur les anneaux finis. Nous montrons qu’il n’existe pas de codes
cycliques sur un anneau a chaine fini d’indice de nilpotence impair.et nous généralisons
ce résultat aux codes cycliques définis sur les anneaux principaux dont au moins un idéal
maximal a pour indice de stabilité un entier impair. Nous avons calculé le nombre de
codes cycliques et celui des codes cycliques auto-duaux définis sur les anneaux a chaine
finis. Nous avons généralisé la définition des codes duadiques définis sur les corps finis
aux anneaux & chaine finis qui nous a permis de construire une famille infinie de codes
cycliques auto-duaux.

Nous cloturons ce chapitre par des exemples ol nous avons utilisé nos résultats
pour calculer des codes cycliques auto-duaux sur quelques anneaux & chaine finis. La

conclusion et les perspectives clotureront cette thése.



Chapitre 1

Codes Linéaires Définis sur les Corps

Finis

1.1 Introduction

Un code peut étre considéré comme un dictionnaire avec des mots inintelligibles,
les mots du code. Ces mots ont pourtant un sens bien qu’il soit dissimulé. Ils révelent
leur sens par le biais de ce que 'on appelle le décodage. Les mots de code peuvent
bien étre décodés puisque le codage est une suite d’opérations inversibles. Le décodage
d’un mot de code nous fournit dés lors un mot de notre bon vieux dictionnaire. Chaque
code posséde plusieurs caractéristiques fondamentales. Certains codes permettent de
corriger beaucoup d’erreurs, mais cela ne suffit pas. Si 'on envoie trois fois un message,
le destinataire a plus de chances de le recevoir. Mais, on aura envoyé trois fois plus

de données, ce qui n’est généralement pas acceptable. Cet exemple est celui du code

n !

de répétition. Les codeurs cherchent des codes " optimaux " pour chaque contexte. Il
faut faire un compromis entre plusieurs contraintes. L’objectif initial est de corriger
des erreurs. On ne veut pas que le codage et le décodage prennent trop de ressources
(mémoire, temps). On ne souhaite pas non plus que la taille du message augmente

excessivement. Les codes optimaux sont des objets mathématiques structurés comme



nous le verrons par la suite.

1.2  Généralités sur les codes

Dans ce qui va suivre, nous avons tenté de résumer quelques notions fondamen-
tales sur les codes correcteurs définis sur les corps finis . Le lecteur peut consulter

[20],]48],[40],|46] , pour de plus amples informations sur ce sujet .

1.2.1 Définitions

Soit A un alphabet, k, m et n des entiers positifs.

Définition 1. (Code correcteur) Un code correcteur est limage d’une application
injective définie de A® et a valeurs dans A". Le terme mot de code désigne un élément

de cet ensemble.

Par abus de langage, nous utiliserons le mot code pour désigner les codes correc-

n n

teurs d’erreurs, & ne pas confondre (ces codes 1a) avec les " codes secrets " utilisés en
cryptographie.

Il existe également des codes détecteurs. Leur role consiste a détecter la présence
d’érreurs et le cas échéant, a retransmettre le message erroné.

Nous traiterons uniquement des codes correcteurs d’erreurs. Une erreur désigne une
modification d’un symbole en un autre. Il existe encore les codes correcteurs d’erreurs
en rafale ainsi que les codes correcteurs d’effacements. Le role de ces derniers consiste
a reconstituer un mot de code émis a partir de ’ensemble des symboles regus. Un
effacement désigne la disparition d’un symbole.

Nous traiterons uniquement des codes en blocs, pour lesquels, les opérations de
codage et décodage d'un bloc dépendent uniquement des symboles d’information de

ce bloc. L’autre famille de codes est celle des codes convolutifs. Pour ces derniers, le

codage et le décodage d’un bloc dépendent des symboles d’information d’autres blocs



(généralement de blocs précédemment transmis). On peut naturellement faire ’analogie

avec le chiffrement par blocs et le chiffrement a flot en cryptographie.

Définition 2. (Code linéaire). Un code linéaire est l'image d’une application linéaire

injective définie sur IF’; et a valeurs dans .

Les entiers k et n désignent respectivement la dimension et la longueur du code. il

est dit g-aire. En particulier, le code est dit binaire si ¢ = 2 et ternaire si ¢ = 3.

Proposition 1. Un code linéaire est un F,-sous-espace vectoriel de [’espace vectoriel

IFZ de dimension k.

Exemple 1. 1. {0}, F} sont des codes linéaires dits triviauz.
2. Dans F3 le code linéaire engendré par (1,0,2) et (1,1,2) sur Fy est

C = {000,102, 112,201, 221, 211, 020, 122, 010}

Les mots d’un code linéaire peuvent s’écrire de plusieurs maniéres selon le choix

d’une base du code. On représente une base d’un code linéaire sous forme matricielle.

1.2.2 Paramétres d’un code

Soit C' Un g-aire code linéaire de dimension k et de longueur n.

Définition 3. (Matrice génératrice). Une matrice génératrice de C' est une matrice
notée généralement G de type (k,n) et a coefficients dans F, dont les lignes forment

une base de C'.

Propriétés 1. Pour toute matrice inversible M d’ordre k et a coefficients dans Fy,

MG est une matrice génératrice de C'.

Définition 4. Une matrice génératrice d’un code est dite sous forme systématique

si et seulement si G = (Ix|A), ot Ij est la matrice identité k x k et A une matrice

kx (n—k).
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Proposition 2. Tout code linéaire C' peut se mettre sous forme systématique a permu-

tation pres.

Définition 5. (Distance de Hamming) La distance de Hamming de deuz mots = et

y de longueur fize est
dz,y) =il 0< i < n—12 #y}l

Définition 6. (Espace de Hamming). L’espace F} munie de la distance de Hamming

est appelé espace de Hammang.

Définition 7. (Support d’un mot). Le support d'un mot v = (71,7, ...,T,) deF]

est 'ensemble d’indices i tels que x; # 0.

Définition 8. (Support d’un code). Le suppport d’un code est l'union des supports

de ses mots.

Définition 9. (Poids de Hamming). Le poids de Hamming d’un mot est le cardinal

de son support. On notera w(z) le poids de Hamming d’un mot x.
Propriétés 2. Pour tout v,y € I} , d(z,y) = w(x —y).

Remarque 1. La distance de Hamming est une métrique ou distance (au sens mathé-

matique du terme) sur F'

Nous utiliserons seulement cette métrique pour les codes définis sur les corps finis,
néanmoins il en existe d’autres. On pourra citer la métrique rang, la métrique de Lee,

la métrique arithmétique ainsi que la métrique de Hamming généralisée.

Définition 10. (Distance minimale). La distance minimale d d’un code est le plus

petit potds non nul d’un mot du code.
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Définition 11. (Capacité de détection). La capacité de détection d’un code est la

quantité d — 1.

Définition 12. (Capacité de correction). La capacité de correction t d’un code est

la quantité |

Elle désigne le nombre maximal d’erreurs que peut corriger un code sans ambiguité.
Corriger signifie dans notre contexte, choisir le mot de code le plus proche, en termes
de distance de Hamming, du mot re¢u. On parle de décodage suivant la régle du plus
proche voisin. Il y a ambiguité s’il existe plusieurs possibilités de correction. Auquel
cas, on peut soit choisir un mot au hasard parmi les mots de code les plus proches du

mot recu, soit demander une retransmission.

Remarque 2. [ existe d’autres types de décodage ; on citera le décodage a vraisemblance

mazimale et le décodage en liste [48].

1.2.3 Propriétés d’un code

On note par [n, M, d], un code g-aire C' de longueur n, de cardinal M et de distance
minimale d. Un code linéaire [n,k,d], est un g-aire code linéaire de longueur n, de
dimension k et de distance minimale d. On a I'égalité : | M| = ¢".

Il existe plusieurs critéres d’optimalité sur les paramétres du code.

Définition 13. Borne de Hamming Soient n et d deux entiers positifs et t =
d—1

LTJ Soit A,(n,d) le nombre maximum de mots que peut contenir un code de lon-

gqueur n et de distance minimale d alors

n

Ag(n,d) < —; q ,
D) S S )

Définition 14. (Code parfait). Un code [n,M,d], est dit parfait si 'ensemble des

boules fermées de rayon t centrées sur les mots du code forment une partition de Fy,

pour la distance de Hamming.
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Autrement dit, on a 1’égalité suivante

C| = g
=S oy

Intuitivement, cela signifie que toute erreur détectée est corrigée. Cela ne signifie

néanmoins pas que l’erreur soit correctement corrigée.
Théoréme 1. (Borne de Singleton) soit C' un [n, k,d], code, alors
d<n—-—k+1

Définition 15. (Isométrie linéaire) Soit F, un corps fini et d la distance de Hamming

définie sur F'. Une isométrie ,est une application linéaire
. n n
[ E — F,
qui est une isométrie pour d.

Théoréme 2. soit f: F;' — F' une application .Les assertions suwantes sont équi-

valentes :

i) f est une isométrie linéaire.

it) Il existe une permutation o € S,, et des scalaires non nuls Ay, g, ..., A, tels que
pour tout x = (x1,Ta,...,x,) € Fq”, on a :
f(.ilfl, X2, .- 73371) = ()\1-170(1)7 )\2550'(2)7 BRI )\nxa(n)> (11)

Une application de la forme 1.1 est dite Monémiale .Si P est la matrice dans
la base canonique d’une telle application ,alors chaque ligne et chaque colonne de P

contient un seul coefficient non nul .

Définition 16. (Codes equivalents) Deux codes linéaires C et C' de longueur n sur

F, sont dits équivalents ,s’il existe une isométrie linéaire f de F' telle que f(C) = .

Remarque 3. Deux codes linéaires équivalents ont les mémes propriétés métriques et

les mémes propriétés linéaires.
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Définition 17. (Code MDS). Un code [n,k,d|, est dit MDS (mazimum distance
separable) si on a ’égalité

d=n—-k+1

La quantité n — k + 1 est appelée la borne du singleton.

1.3 Codes dérivés

Dans ce paragraphe, nous allons construire de nouveaux codes a partir d'un code
linéaire donné. Il existe d’autres constructions, On pourrait également combiner des
codes entre eux (e.g. les codes concaténés, les codes produits, les turbo-codes).

Soit C' un code linéaire de paramétres [n, k, d],.

Définition 18. (Produit sur F,) Par analogie avec le produit scalaire usuel ,on définit

un produit sur ¥y, pour z,y € F' on a

LY = Z ZiYi
i=1
Définition 19. (Code Dual). Le dual de C est 'orthogonal C*+ de C dans Fy.
Exemple 2. Sur F, si C = {000,111} alors C+ = {000, 011,110,101}

Remarque 4. II s’agit d’un code linéaire [n,n—k|,. On a l’égalité dim(C)+dim(CF) =
n . On ne sait pas en revanche exprimer la distance minimale du dual en fonction des
parameétres de C. D’autre part, la dimension du dual est parfois appelée la codimension

du code.
Définition 20. (auto-dual). Le code C' est auto-dual si C = C*.
Définition 21. (auto-orthogonal). Le code C est auto-orthogonal si C C C*.

Définition 22. (Hull). Le hull de C est l'intersection de C et deC*.
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Définition 23. (Matrice de parité). Une matrice de parité de C' est une matrice
notée généralement H de type (n—k,n) dont les lignes forment une base deC*. Il s’agit

d’une matrice génératrice de C* .

Remarque 5. Un code linéaire peut étre défini par sa matrice génératrice ou sa matrice

dite matrice de contréole de parité de C' donné par :
C ={z eF;/Ha' = 0}.

Pour tout 1 <7 < n , on notera ¢; la i-éme composante d’'un mot de longueur n.

L’ensemble E désignera un sous-ensemble de {ci,...,¢,} .

Définition 24. (Code étendu). Le code étendu C' d’un code q-aire C défini est :

i=n

é = {((017"’7cn7cn+1 = _Zci)7(017‘..7cn> c C}
i=1
Remarque 6. Pour g =2 , la derniére coordonnée deC' est celle du bit de parité.

Le code C' est linéaire et admet pour parameétres [n+ 1, k, cZ] avec d = d ou d+ 1.

Dans le cas binaire, si d est impaire alors d=d+1.

Définition 25. (Code de poids pair). Un code binaire est un code de poids pair si

tous ses mots ont un poids pair.
Exemple 3. Le code étendu d’un code binaire est un code de poids pair.

Soit 2 un ensemble de cardinal n. Nous indexons les coordonnées des mots de F g

par cet ensemble, par exemple, z = (2.),ecq-

Définition 26. (Code poingonné) Le code poingonné de C en J est composé de tous
les mots de code de C' avec les coordonnées indexées par J remplagées par zéros ot J

est un sous-ensemble de €.

Définition 27. (Code raccourci) Le code raccourci de C' en e est obtenu en poin-
connant en e, le sous-code de C' contenant les mots dont toutes les composantes dans e

valent 0.
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On peut également construire des codes sur I, & partir de plusieurs codes définis
sur I, telle que 'intersection, la réunion , la somme directe ... , d’'un nombre fini de
codes linéaires (puisque on peut les considérer comme des sous -espaces vectoriels d’un

meme espace vectoriel).

1.4 Conclution

Dans ce chapitre nous avons donné des notions de bases sur les codes correcteurs
définis sur les corps finis, cela nous sera utile pour étudier un cas particulier de ces

codes qui sont les codes cycliques.
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Chapitre 2

Codes Cycliques Définis sur les Corps

Finis

2.1 Rappels sur les corps finis

Nous rappelons dans cette section quelques notions sur les corps finis et leurs ex-
tensions qui seront utiles par la suite. Les énoncées donnés ici sont largement inspirés
de (]20],[48],|46]) ouvrages auquels nous renvoyons le lecteur s’il désire les preuves com-

plétes des résultats exposés ci-dessous.

2.1.1 Corps finis et extensions

Définition 28. Soit p > 1 un nombre premier. On note F), le corps fini a p éléments

Z7/pZ.
Définition 29. Sotent K un sous-corps du corps Ky et k la dimension de Ky en tant
que K -espace vectoriel. On dit que K est une extension de degré k de K.

m

Théoréme 3. 1) Soit F un corps fini de cardinal q, ¢ > 1. Alors ¢ = p™ , ou p est

un nombre premier et m un entier positif.

2) F est unique a isomorphisme prés.
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Le corps de cardinal ¢ = p™, noté I, est une extension de degré m du corps premier
F,.

Proposition 3. Pour tout entier m > 1 , Fym est une extension de degré m de IF,.

Théoréme 4. Le groupe multiplicatif de ¥, , noté ¥, muni de la multiplication est un

groupe cyclique.
Définition 30. Un générateur de ¥, est appelé élément primitif de F, .

Théoréme 5. Soit f(x) € F,[z] un polynéme irréductible de degré m. Alors f(x)
possede une racine o dans Fym . De plus les racines de f(x) sont simples et sont
données par les éléments distincts suivants {c, a?, a® .. ozqm_l} des éléments de Fym

qui sont appelés les conjugés de o pour Iy .

Remarque 7. Si a est un élément primitif de Fym , alors ses conjugés sont aussi des

éléments primitifs. On dira alors que f(x) est un polynoéme primitif.

Théoréme 6. Soit ¥, un corps fini, et soient my et my deux entiers strictement positifs.

F m> est isomorphe & un sous-corps de Fymi si et seulement si ma/m;.

2.1.2 Représentation polynémiale d’un corps fini
Si f(x) € Fy[z] , on note (f(x)) I'idéal de F,[z] engendré par f(z).

Proposition 4. Soient un entier m > 1 et f(x) € Fylx], un polynéme irréductible
de degré m. Alors l'anneau quotient F,[x]/(f(x)) est un corps fini de cardinal ¢™, iso-

morphe & Fym .

Cette proposition nous fournit une représentation des éléments de Fj;m par des po-
lynomes a coéfficient dans F;, de degré au plus m — 1 en une racine o de f(z).

Nous allons maintenant nous intéresser a la factorisation du polynéme z" — 1 sur
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2.1.3 La factorisation de 2" — 1

La factorisation du polynéme z" — 1 joue un role important dans la recherche des
codes cycliques de longueur n définis sur F,. Pour construire un code cyclique de lon-
gueur n, il est utile de connaitre la décomposition de ™ — 1 en polynémes irréductibles

sur le corps I, :
" —1= Hfz(ﬁ)

Pour cela on détermine les classes cyclotomiques modulo n,le nombre de classes donne
le nombre de facteurs irréductibles. La donnée d'un polynoéme irréductible diviseur
particulier de ™ — 1 permet alors de connaitre tous les autres facteurs. Le polynome
générateur du code est un produit d’un certain nombre de facteurs trouvés.

La factorisation de 2™ — 1 s’écrit :
2t —1=(x—-1)fi.fo..fr avec Zdegfi =n-—1
i=1

si fi = ag+arr+...+ap_ 12" +apa® = degfi = k (plus haut degré de f;) ol les f; sont
des polynomes irréductibles, et sont également les polynémes minimaux correspondants

aux classes cyclotomiques modulo n sur F,,.

Les racines n-iémes de 1’'unité

Soit [F, un corps fini de caractéristique p et n = mp", avec (m,p) = 1, alors le

polynéme z" — 1 admet la décomposition suivante :

x”—lzxmph—lz(:z:m—l)ph

Pour cela on se restreint au cas ol n et ¢ sont premiers entre eux.

On dénote par [Fys le corps de décomposition de 2" — 1 sur [y, c’est I'extension de IF,
qui contient toutes les racines du polynéme z" — 1. Comme (n,q) = 1, la dérivée de
2" —1 est égale & nz" ! et donc 2" —1 n’a aucune racine double, donc il admet n racines
distinctes dans IFs. Ces racines sont appelées racines n-iémes de 1’unité sur F,, elles

forment le sous groupe E™ de F . de cardinal n. Comme F, est cyclique alors E™ est
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cyclique d’ordre n. Un élément primitif de E™ est appelé racine primitive n-iéme de

Punité. Donc si « est une racine primitive n-iéme de I'unité, on a alors :
s S _
a€Fs=a” =a=a’'=1=n|(¢ —1).

L’entier s est appelé l'ordre de ¢ modulo n et on le note par s = ord,q, c’est le plus
petit entier qui vérifie ¢° = 1 mod n.

Puisque tout groupe cyclique d’ordre n admet ¢(n) éléments d’ordre n, alors il existe
exactement ¢(n) racines primitives n-iémes de l'unité sur F,. En particulier puisque
¢(n) > 0, donc il existe une racine primitive n-iéme de 'unité sur F, pour tout entier
positif n qui est relativement premier a q.

Le résultat suivant nous permet de trouver les racines primitives n-iémes de 1'unité.

Proposition 5. Soit B un élément primitif du corps de décomposition Fys de 2™ — 1,
alors les racines primitives n-iemes de l'unité sur ¥, sont exactement les éléments de

l’ensemble suivant :

B/ k= qsn_lu, u<n, (un)=1}.

D’aprés cette proposition, si on a un élément primitif 3 de [Fs avec s = ord,,q, alors
on obtient une racine primitive n-iéme de I'unité o = "= , donc les racines de z" — 1
sont données par 1, a, ...,a" ', d’ou la décomposition de 2" — 1 dans Fgs -

n—1

x"—le(:E—ai). (2.1)

Puisque les o' sont distinctes, alors 2" —1 n’est rien d’autre que le produit des polynémes
minimaux de ces racines.

On rappelle la définition du polynéme minimal.

Définition 31. Soit v € Fys. Le polynéme minimal de v sur I, est le polynome

unitaire de plus bas degré M. (x) dans F,[z], vérifiant M, (z) = 0.

Proposition 6. Soient v € Fy« et M, (x) son polynome minimal. Alors deg M, (z) = d

si et seulement si d est le plus petit entier positif vérifiant qu =".
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De la définition de 'ordre de ¢ modulo [ nous déduisons le corollaire suivant :
Corollaire 1. Siy € Fy. tel que l est l'ordre de vy, alors deg M. (z) = ord q.
La proposition suivante donne la forme de M, (x).

Proposition 7. Soit a une racine primitive n-iéme de l'unité de Fys et v = a’. Alors
le polynome minimal de v est donné par

ord;jqg—1

M, (x) = H (z — ad?). (2.2)

=0
La forme de M, (z) donnée par cette proposition nous suggére de noter M, (x) sim-
ipordig—1

J4q

plement par M;(z). a 'ensemble {o/, 0’9, ..., « } nous pouvons associer ’ensemble

C; =44, 74q, o Jq q’l}mod n.

Cet ensemble est appelé la classe cyclotomique de j modulo n, et alors r = ord; g

est le plus petit entier positif tel que j¢" = j mod n. Les entiers j et [ sont reliés par le
n

Remarque 8. L’ordre de ¢ modulo n vérifie les propriétés suivantes :

fait que [ est Pordre de v = o/, i.e. [ =

1. Sin > 1, alors ord,, q est l’ordre de q dans le groupe multiplicatif (Z/nZ)*.

2. Sim est tel que ¢ =1 mod n alors ord,, q divise m.

De la proposition 7 et I’équation 2.2 nous obtenons la factorisation de 2" —1 suivante :

2" —1 =[] Mj(x)

jeEK

ou K est un ensemble de représentants modulo n.

Remarque 9. Si a est une racine primitive n-iéme de ['unité, son polyndéme minimal

est My et donc ord, q = |Ci| = deg M.

Définition 32. Soient i € Z,, et C; la classe cyclotomique de i modulo n sur IF,. Alors

C; est dite réversible si elle satisfait,
Ci - O—i-
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Dans ce qui suit nous démontrons le lemme suivant :

Lemme 1.
Si C est réversible, alors Vj € Zy, C; est réversible.

Preuve: Si C) est réversible, alors il existe k, 1 < k < ord,(q) tel que ¢* = —1
mod n, il s’ensuit que j¢© = —j mod n, d’ou C; =0C_;. O]
Lemme 2. S’il existe i > 0 tel que ¢' = —1 mod n, alors C; est réversible.

Preuve: Puisque C; = {1,q,...,¢""'} mod n, ott 7 = ord,q, alors il suffit de
vérifier I'existence d'un entier k, 1 < k < ord,q, tel que ¢ = —1 mod n. Nous avons

¢t = j mod n. Pour 7 > 0 il suffit de prendre £ = j. Pour j < 0 il suffit de prendre
k =j+ ord,q > 0. [

Exemple 4. On prend n =7 et ¢ = 2. Les classes cyclotomiques correspondantes a 2

modulo 7 sont les classes suivantes :

C() - {0}, Cl - {1,2,4}, Cg - {3,5,6}

Puisque z”

— 1 = My(z).My(x).Ms(x), ot les M;(x) sont les polynomes minimaux
respectifs, on a :

My(xz) = x — 1 correspond a la classe cyclotomique Cy.

M,(z) = 2° + x + 1 correspond a la classe cyclotomique C}.

Ms(x) = 2° + 2> + 1 correspond a la classe cyclotomique Cs.

Donc la factorisation de x” — 1 s'écrit 7 — 1 = (z — 1) (2 + o + 1)(2® + 2? + 1),

2.2 Structure des codes cycliques définis sur les corps
finis
Les codes cycliques représentent la famille de codes la plus importante. D’un point

de vue pratique, ce sont les codes les plus utilisés car leur mise en oeuvre est facile et ils

admettent de bons algorithmes de décodage. D’un point de vue théorique, ils possédent

22



une structure algébrique intéressante. Les codes cycliques les plus connus sont les codes

de Hamming, BCH, Reed-Solomon, Résidus quadratiques,Duadiques, etc.

Définition 33. Un code linéaire C' de longueur n surF,[z] est dit cyclique si l'ensemble

de ses mots est invariants par décalage circulaire a droite :
(co,c1.yCn1) € C' = (Cp_1,C0y .0y Cnz) € C
Ainsi, par deux décalages circulaires successifs on a :
(Cn—la CoyCly veey Cn_g) eC = (Cn_Q, Cn—1,C0, Cly +-ry Cn_g) eC
De maniere général, par m décalages circulaires successifs on a :
(cn—m+l> iy Cpn—1,C0y - ey Cn—m) c(C = (Cn_m, ey Cn—1,C0y - ey Cn—m—l) ecC

Exemple 5. 1. Les codes triviaur {0} et Fy sont cycliques.
2. Le code binaire C' = {000, 101,011,110} est un code cyclique.

3. Le code binaire C' = {0000, 1001,0110, 1111} n’est pas cyclique.

Tout mot ¢ = (o, c1, ..., ¢p—1) d'un code C sur F, peut étre identifié & un polynéme
c(r) =cog+ 1z + ... + ¢,12" ! de F [z]. Pour pouvoir construire des codes cycliques,
I'anneau & considérer est R, = F,[z]/(z" — 1).

En effet, dans cet anneau, on peut réduire tout polynéme modulo " — 1 en remplagant
simplement 2™ par 1, 2" par z et ainsi de suite. Le code C est alors un sous ensemble

de R,. Observons ce qui se passe lorsque 'on multiplie ¢(z) par z dans R, :

2 1
x.o(xr) = cor + 12 4 ...+ 1™ = g + 0T + o+ o™

Ce dernier polynéme correspond au mot (¢,_1, ¢o, C1, ..., ¢n—2) € C obtenu par un déca-
lage circulaire.
La multiplication par x correspond a un décalage circulaire. La multiplication par

2™ correspond a m décalages circulaires :

m+1 4 1

z™e(x) = coz™ + 1 i Cpe " = Cppe + o™ L Cp1 T
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Ce dernier polynéme correspond au mot (¢, -.., Ca—1, Coy -+, Cn—m—1) € C obtenu par
m décalages circulaires & droite.

On peut donc traduire la cyclicité d’'un code C' en concidérant ’ensemble C'(z) des
polynémes associés aux mots du code C' et en demandant que cet ensemble C'(x) soit
fermé pour les deux opérations suivantes :

o Sic(x) et eo(x) € C(z) C Flz] alors ¢1(x) + c2(x) € C(z) (linéarité).

e Sic(x) € C(x) alors z.c(x) mod (z" — 1) est encore dans C(z) (cyclicité).

Ce qui précéde se résume en disant que l'image de C(x) dans l'anneau R, =

F,[z]/2™ — 1 est un idéal de R,,.

Théoréme 7. C est cyclique si et seulement si C(x) est un idéal de F,[z]/(z" — 1)

Remarque 10. — Si (n,q) =1 on appelle les codes cycliques de longueur n définis
sur Iy, , codes cycliques a racines simples

~ 80 (n,q) # 1 on appelle les codes cycliques de longueur n définis sur F;, ,codes

cycliques a racines multiples

2.2.1 Polyndéme générateur et polynéme de controle

Si f(x) est irréductible sur F, alors F|z]/(f(x)) est un corps,donc ses seuls idéaux
sont (o) ou (1). On déduit par le théoreme des restes chinois, que R,, est un anneau

principal, donc C' est un idéal principal engendré par un polynéme g(x).

Définition 34. Le polynome générateur g(x) d’un code cyclique C est un polynéme

non nul unitaire de plus bas degré de C'.
Proposition 8. Le polynome générateur est unique.

Preuve: Supposons que g; et go soient deux polynomes générateurs. Alors g; — go
est un polynome générateur (le code est linéaire) de degré strictement inférieur au degré

des g;. Contradiction.
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Proposition 9. Tout mot d’un code cyclique est un multiple du polynome générateur.

On note C =< g(x) >.

Preuve: Soit ¢(x) € C on effectue la division euclidienne de ¢(z) par g(z) :
c(x) = a(z)g(x)+r(z) avec deg (r(z)) < deg (g(x)). Or, le reste r(z) qui est la différence
de deux mots du code appartient au code. Si r(x) # 0, on contredit ’hypothése sur le

degré minimum de g(x).
Proposition 10. Le polynome générateur divise x" — 1.

Preuve: On a 2" — 1 = ag + r avec deg (r) < deg (g) et on conclut comme

précédemment que r doit étre nul (aprés réduction modulo z™ — 1).

Proposition 11. La dimension k du code cyclique C' est n —r, ot

r =deg (g).

Preuve: Tout mot du code peut étre vu comme un polynéme de degré au plus
n — 1, multiple d’'un polynéme de degré deg (g). Ces polynémes peuvent donc s’écrire
sous la forme g(z).h(z) pour deg (h) < n—1—deg (g), il y a donc exactement ¢"~99(9)
mots possibles qui par constructions sont tous distincts et donc la dimension du code
est k =n — deg (g).

Réciproquement, tout polynéme unitaire g(x) de degré n — k, divisant 2 — 1 est le

polynéme générateur d’un code cyclique de longueur n et de dimension k.

Remarque 11. D’apres ce qui précede, il découle que pour déterminer les codes cy-
cliques de longueur n de dimension k sur un corps IFy, il suffit de déterminer les poly-

nomes unitaires de degré n — k divisant " — 1 dans F[z].

Définition 35. Soit C' un code cyclique de longueur n et de dimension k sur IF,, de

polynome générateur g. On appelle polyndéme de contrdle de C' le polynome h tel que

h(z) = m(——) Comme g est unitaire de degré n — k, le polynome de contréle h est
g(x

unitaire de degré k.

Réciproquement, tout polynéme unitaire h de degré k, divisant ™ —1 est le polynéme

de controle d'un code cyclique de longueur n et de dimension k.
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2.2.2 Représentation matricielle

Soit C' un code cyclique de longueur n et de dimension & sur F,.
k

Soient g = Z gir' et h = Z hiz' respectivement le polynome générateur et le poly-
noéme de co;;g(’)le de C. Onizovu que tout mot ¢ € C peut s’obtenir en multipliant ¢
(de degré r) par un polynéme a sans avoir a réduire modulo 2" — 1 : ¢(z) = a(x)g(z).
Puisque deg (c(z)) < n et deg (g(z)) = r, on obtient deg (a(x)) <n —r.

Utilisons maintenant la notation matricielle. On a : ¢ = aG ou ¢ = (cg, ..., Cp_1),

a = (agp,...,a,_,) et G est une matrice circulaire k x n donnée par :

g 9 g2 -.. g 0 0 ... O
0 gO gl 92 e gr 0 e 0
00 0 0 0 g g1 --- 9r

G est appelée matrice génératrice du code C' de longueur n et de dimension k =n—r

our =deg(g(x))

Une matrice de contréle du code C' est donnée par :

he her hes .. he O 0 ... 0
0 hy hge hgo ... hg 0 ... 0
H = 0 0 hk hk—l hk_g e h,o ... 0
0 0 0 0 0 hy hp1r ... ho

2.2.3 Dual d’un code cyclique

Définition 36. Polyndome réciproque soit f(x) un polynome de degré n on définit
son polynome réciproque par

Fa) = a"7(2)
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Proposition 12. Soit C' un code cyclique de dimension k engendré par le polyndome

g(x) de degré r, alors le code CF dual de C est un code cyclique engendré par g*-(z) =

h*(x) = 2"h(z™"), avec h(z) = :E;(;)l

Exemple 6. Déterminons les codes cycliques binaires de longueur 7.

La factorisation en produit de polynomes irréductibles de 7 — 1 sur Fy est 7 — 1 =
(x — 1)(z® + 2+ 1)(2® + 22 + 1). On obtient alors 2° = 8 codes cycliques binaires de
longueur 7. dont, par exemple :

— Le code Cy engendré par g1 =1, hy = 2" — 1 est IFZ.

Le code Cy engendré par go =x — 1, hg = a8 + 2% + a* + 23 + 2 + 2 + 1, est le
code de controle de parité.

— Le code Cy engendré par g5 = 2% +2° + 2+ 2® + 2> + 2 + 1, est le code répétition.
— Le code Cy engendré par g, = x° + x> + 1, a pour polynéme de controle hy =
(x—1)(2* + 2+ 1) = 2* +2° + 22 + 1. Une matrice génératrice G et une matrice

de controle H sont donc

1011000
1110100

0101100
G = et H=10111010

0010110
0011101

0001011

C’est un code de Hamming, qui est donc un code cyclique.
Soit C{- le dual du code Cy, alors g = ' hy(z™') = 2+ 2>+ 241 est le polynome

générateur de Cy-.

Il existe une autre maniére de définir un code cycliques par ce que 'on appelle
I’ensemble de définition :

Soit a est une racine primitive n-ieme de 'unité sur le corps £y, et codes cycliques
de longueur n sur F, et soit S C {0,1,...,n — 1}.On peut défini un code C' de longueur

n sur Fq comme ce suit :

clx)eCssicla')=0,ieS
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On appelle ensemble de définition du code C, un sous ensemble de Z, = {1,...,n}
défini par :
T=/{i€Z,|g(a')=0}.

Quelques propriétés de I'ensemble de définition d’un code cyclique sont données par la

proposition suivante :

Proposition 13. soit T l’ensemble de définition d’un code cyclique C' engendré par g,
alors on a :
o T =UC, la réunion est sur toutes les classes cyclotomiques Cy telle que M, divise
g.
o deg g =|T| et alors dim C =n— |T|.
o C={f(z)mod (z" —1)| f(a')=0VieT}.

L’ensemble de définition de code dual C* est défini par :
T+H={scZ,)n—-s¢T}=2,/(-T).

Remarque 12. Soit f(x) un polynome de F,[x] tel que f(0) # 0. Puisque f*(z) =
2490 f (271 alors si T est le domaine de définition de f(z),—T est le domaine de

fr(x).

2.2.4 Distance minimale d’un code cyclique

Le taux de correction (k/n) d'un code cyclique est difficile a calculer. Cependant,
nous donnons ci-apreés le théoréme suivant qui permet de garantir une minoration de la
distance minimale d’un code cyclique et par suite une minoration du taux de détection.
Ce théoréeme est de plus constructif :

il permet la construction de codes cycliques ayant un taux de correction garanti.

On suppose que n est premier avec ¢. Soit alors « une racine primitive de z" — 1
dans F,[z]; soit C' un code cyclique de polynéme générateur g(z) divisant =™ — 1, on
ag(x) = H(x —a’) ou K C {0,1,....,n — 1} est la réunion de classes cyclotomiques

jEK
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relatives & ¢ modulo n. Le théoréme suivant montre que 'analyse de K permet d’avoir

une minoration de la distance minimale d du code C.

Théoréme 8. On suppose que n est premier avec q.
Si il existe un entier a tel que {a + 1,a+2,...,a+ s} C K alorsd > s+ 1.

Le code C' est donc au moins s-détecteur et [s/2]-correcteur.

Exemple 7. Nous avons vu que les classes cyclotomiques relatives a 2 modulo 7 sont :
- Cy=A{0}; My=2—1.
- C={1,2,4}; My = (2* + 2+ 1).
- C3=1{3,6,5}; My = (2* +2° +1).
On a :{1,2} C Cy. Ici, s = 2 : le code (7,4) associé a M, est donc au moins 1-
correcteur.
De la méme fagon, on a {5,6} C Cs; le code (7,4) associé a Ms est donc aussi au
moins 1-correcteur (c’est un code de Hamming).
Considérons maintenant le code C associé au polynéme g = M,.Ms ; comme g est de
degré 6, C' est un code (7,1) qui comporte 6 bits de redondance. Il est caractérisé par la

classe k = C1NC3 = {1,2,3,4,5,6} ; ici, s = 6. Ce code est donc au moins 3-correcteur.

2.2.5 Borne BCH

La borne BC'H est par la suite utilisé pour la définition des codes BCH ;
Soit C' un code cyclique ; on rappelle que ’'on nomme ensemble de définition 7" du code
C T'ensemble des i tels que o' est un zéro de C.
On dira qu’il contient un ensemble de s éléments consécutifs s’il existe un ensemble

{b,b+1,...,b+ s — 1} d’entiers consécutifs tel que
{b,b+1,...6+s—1} (modn) C T.

Théoréme 9. Soit C' un code cyclique de longueur n sur F, avec un ensemble de
définitions T si l'on note d la distance minimale du code C et si T contient § — 1

éléments consécutifs, alors < § < d.
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Remarque 13. La valeur 6 est une distance construite du code .
0 constitue une minoration de la vraie distance minimale d du code ; en pratique, il y a

souvent tres peu de différence entre 0 et d.

Comme exemple de codes cycliques nous allons voir les codes BC'H.

2.2.6 Les Codes BCH

Dans cette section, on examine un membre trés important de la famille des codes
cycliques, c’est bien les codes BCH.
en méme temps que les codes BC'H ont été apparu, Reed et Solomon ont publié leur

travail sur les codes qui ont pris leurs noms.

Définition 37. Soient n et ¢ deux entiers premier entre eux, et soit o une racine n-

1eme de l'unité sur Fé"rd"/” .

soit 0 un entier avec 2 < 6 < n, un code BOCH sur F, de longueur n et de distance

construite 6 est un code cyclique avec l’ensemble de définitions
T - Cb U Cb+1 U U Cb+§_2
ou C; désigne la q — classe cyclotomique modulo n contenant i.

Pour différentes indices b on obtient des codes différents. Pour b = 1 on parle de
code BC'H au sens strict, si de plus n est de la forme ¢* — 1 avec ¢ quelconque on parle

de code BC'H primitif.

Théoréme 10. Soit C' un code BCH [n, k|, de distance construite 0, alors :

1) k>n—ord(n).(d — 1)

2) siq=2 etsiC estun code BCH au sens strict, alors on peut restreindre 6 au

cas ou § est impaire ; de plus, si l'on écrit § = 2w + 1, alors k > n — ord,(n).w
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Théoréme 11. Pouri =1 et 2

Soit C; un code BCH sur F, avec domaine de définition
Ti: Cb U Cb+1 U ... u Cb+§i_2
ou 01 < 0y alors, C; C (s

Exemple 8. Prenons la longueur 15 sur Fy, des codes BC'H au sens strict qui sont
primitifs .

x 0 =3 donne T =CyUCy =Cy ={1,2,4,8} soit [15,11,d > 3]

x 0 =4 donne T =CLUCL,UC; =C1UCy ={1,2,3,4,6,8,9,12} soit [15,7,d > 5]

x 0 = b n’ajoute rien par rapport au cas 6 = 4
x0=06etd="7Tdonnent T = C,UC3UC}5 soit [15,5,d > T]

x 0 = 8 et plus donne [15,1,15]; car il n y a plus de classe cyclotomique & ajouter (&

part 0).

2.2.7 Les codes de Reed-Solomon

Définition 38. [40/ Un code de Reed-Solomon est un code BCH sur F, de longueur
n=gq-—1.

Proposition 14. Les codes de Reed-Solomon sont MDS. (voir chapitre 1)

2.2.8 L’idempotent d’un code cyclique

Tous les codes cycliques sur Fisont engendrés par des polynomes générateurs. Il y a
d’autre polynomes trées particuliers appelés idempotents générateurs, qu’on peut utiliser

pour engendrer un code cyclique.

Définition 39. Un générateur e(x) d’un idéal de R, qui vérifie e*(x) = e(z) est

appelé idempotent générateur.
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Exemple 9. On a par ezemple x° + 2° 4+ 2% est un idempotent générateur dans

Ry = Fyz]/ (2" — 1) ; car
(2% +2° + 252 = 2% + 2° 4 2F

Par la suite nous allons énumeérer quelques propriétés ([46] chapitre 4, section 3) de
I'idempotent :
Soit C' un code cyclique dans R,,, alors
e Il existe un unique idempotent e(z) € C tel que C' = (e(x))
e Un code cyclique est engendré par e(x), alors pour chaque mot ¢(z) de code C
on peut ’écrire comme c¢(z)e(x).
e Sie(x) est un idempotent non nul dans C; alors C' = (e(z)) si et seulement si e(x)
est un élément inversible.

e le polynéme générateur g(x) du code C' d’idempotent e(x) est obtenu par :

g(z) = p.g.cd(e(z),z" —1).

Théoréme 12. ([46] page 135) Soit Cy et Cy deux codes cycliques de longueur n sur F,
avec les polynomes générateurs g1(x), go(x) et les idempotents générateurs e1(x), es(x)tel
que :
i) C1 N Cy est de polyndome générateur égale le ppcm(gi(z), g1(x)) a un idempotent
e (x)es(x).
ii) C1+ Cy est de polynome générateur égale le pged(gi(x), g1(x)) et un idempotent
e1(z) + ez(x) — ey (x)ea(x).

Pour calculer les idempotents générateurs d'un code cyclique de longueur n on suit les

étapes suivantes :
1. On calcule h(z) tel que h(x) = (" —1)/g(z).

2. On cherche r(x) et s(z) par l'algorithme d’ Euclide telle que

r(@)g(x) + s(x)h(z) = 1
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3. e(x) =r(x)g(x).

Exemple 10. Dans La table suivante on donne tous les codes cycliques C;, de la lon-
gueur 9 sur Fy avec leurs polynomes générateurs g;(x) et leurs idempotents générateurs

L dim gi(z) ei()

0 0 1+a° 0

11 l+z+..+2° l+z+..+2°

2 2 l4z+22+2"+25+27 r+a2t+at +2° + 2"+ 28

3 3 1+ 2%+ 2° 1+ 2% +2°

4 6 14 2° 23 + 28

5 7 1+a+ 22 l+o+22+a2* +2° 4+ 2" + 28

6 8 1+ v+ttt +2® + 2%+ 2"+ a8
7 9 1 1

Soit o une racine primitive n-ieme de I'unité sur le corps £y, et soit C' est un code

cyclique de longueur n sur F, avec ensemble de définition T'= {i € Z, | g(a') = 0}.
Théoréme 13. Sie(z) € R, alors e(x) est un idempotent de C' si et seulement si
elay) =0sii €T, ete(a;)=1sii€e{0,1,...n—1}/T.

Remarque 14. Pour avoir les idempotent générateurs nous ne somme pas obligé de

fctoriser 2" — 1 sur F,.

2.3 Codes Résidus Quadratiques

On présente dans cette section,les codes Résidus Quadratiques qui sont un cas parti-
culier de codes cycliques et qui ont des propriétés trés importants. Mais avant de donner
la définition exacte de ces codes on commence par quelques propriétés des résidus qua-

dratiques.
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2.3.1 Reésidus Quadratiques modulo un nombre premier

Définition 40. Soit p un nombre premier impair. Un entier a est un résidu quadra-

tique si et seulement si a est premier avec p et il existe x tel que
a = 2*(modp)

en d’autre terme on dit que a est un résidu quadratique modulo p si a est une racine

carrée modulo p.

Exemple 11. 2 est un résidu quadratique modulo 17 car :
2 = 6%(mod 17).

L’ensemble des résidus quadratiques modulo p est une partition de I'ensemble Z; =
{1,2,..,p — 1}, noté QR, un entier a premier avec p qui n’est pas un résidu quadratique
est appelé un non-résidu quadratique,et de méme I’ensemble des non-résidus quadra-

tiques est une partition de Z; not¢ NQR. On a alors
Z,={0} UQRUNQR.
Ces deux ensembles vérifies quelques propriétés sont données par le lemme suivant :

Lemme 3. ([/6]page 237) Soit p un nombre premier impair. Alors on a :
) IQR| = INQR| = (p— 1)/2.
ii) Modulo p, on a QRa=QR; NQRa= NQR;
QRb=NQR; NQRb=QR
tel que : a € QR, b€ NQR.

Exemple 12. Les résidus quadratiques modulo 11 sont :
12=1,22=4,32=9,42=16=5,5> =25 = 3.

Alors QR = {1,3,4,5,9} : NQR = {2,6,7,8,10}
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2.3.2 Symbole de Legendre

Définition 41. Soit p un nombre premier impair, et a un entier tel que (a,p) = 1. On

appelle Symbole de Legendre noté (2), et défini par :
p

1 st a est résidu quadratique

a
(=) =
p —1 st a est non-réidu quadratique

Nous résumons les propriétés du Symbole de Legendre dans le théoréme suivant :

Théoréme 14. (/48] ) Soit p, q deux nombres premiers impairs tel que p # q, et
(a,p) = (b,p) = 1.

1 a’
1) (5)=(—)=1.
) (p) (p)
2) Sia=bmodp, alors (%) = (1)
i a =bmod p, alors (=) = (—).
p p
3) L’écriture d’Euler : (2) = a® V2 mod p.
p
ab a. b
) (E =303
) (p) (p)( )
-1
5) (—) =1 si seulement si p =1 mod 4.
p
2
6) (=) =1 si seulement si p = +1 mod 8.
p
3
7) (=) =1 si seulement si p = £1 mod 12.
p
Exemple 13.
—a? —1_,a? —1
¢ 2 2 e
(p) (p)(p) (p) (1)
alors on a > = —a® mod pa une solution si seulement si p = 1 mod 4.
Exemple 14. On considére le congruence
2® =15 mod 19
On a
15 —4 —1.,2 —1

(1—9) = (E) = (1—9)(1—9)2 = (E) =-1

Mais on a 19 = 1 mod 4 alors pas de solution dans cette congruence.
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2.3.3 les codes Résidus Quadratiques

Soit « est une racine primitive n-iéme de I'unité sur le corps Fj, soit QR et NQR
I’ensemble des résidus quadratiques et résidus non-quadratiques alors on peut définir
deux classes cyclotomiques avec ces deux ensembles et par suite on obtient deux poly-

ndmes minimaux définis comme suit :

et

La factorisation de ¥ — 1 dans Fj, est
2P —1=(z—1)Q(z)N(x)
On peut maintenant présenter les codes résidus quadratiques comme suit :

Définition 42. Soit p un nombre premier impair,et q une puissance d’un nombre pre-
mier tel que (p,q) = 1.

Le code cyclique sur F, engendré par 'un des Polynomes suivent :

Q(x), (x — 1)Q(x)
N(z), (z = 1)N(z)

de longueur p dans

Ry, = Fylz] /(2" — 1)

est appelé un code résidu quadratique.

2.3.4 L’existence des codes Résidus Quadratiques

Théoréme 15. [?] Un code résidu quadratique de longueur un nombre premier p impair

défini sur le corps F, existe si seulement si ¢ € QR.
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2.3.5 Exemples de codes résidus quadratiques

1) Soit p =7 et ¢ = 2. Soit «v est une racine primitive 7-iéme de 'unité sur le corps
Fs.
QR ={1,2,4}
NQR = {3,5,6}

on retrouve ces polyndémes minimaux.
Q=(z-a)(z—a’)(z—a") = (@ +z+1)

N =(x—a®)(z—a)(z—ab) = (2® + 27+ 1)

Les codes Résidus Quadratiques de longueur 7 sur Fy sont :
(& +x+1)), (8 +2°+1))

(z=1D(@*+z+1)), ((z—1)(° +2°+1))

2) Soit p = 11 et ¢ = 3. Soit « est une racine primitive n-iéme de I'unité sur le corps
F;on a

QR ={1,4,5,9,3}
NQR = {2,8,10,7,6}

alors les polynémes minimaux sur F3 sont :

Q) =[] (z—a"
iEQR
= (z —a)(z — a')(z - a®)(z — a”)(x — a”)
=2+ 2%+ 22° + o' + 2°.
et

N(z) = H (z — o)

JENQR

=(z—a’)(z =)z — a')(z —a')(z - a”)

37



=924+ 20 + 2% + 222 + 2°.

La factorisation de z'* — 1 dans Fest :
g —1= (2 —1)(2+ 2%+ 22° + 2" + 2°)(2 + 22 + 27 + 22° + 2°).
Les codes Résidus Quadratiques de longueur 11 sur F3 sont :
(2+2*+22° + 2 +2°)) , (24 2z +2° + 22° 4+ 2))

((z=1)2+2>+22° + 2" +2°)) , ((z — 1)(2+ 2z 4 2* 4 22° + 2°))

2.4 Codes Duadiques définis sur les corps finis

La famille des codes duadiques, qui contient les codes résidus quadratiques (QR), a
¢été introduite par J.S Leon et al [36]. Leurs distances minimales (pour des longueurs
n < 241) ont été données par [55]. Les codes duadiques contiennent beaucoup de codes
qui ont les meilleurs paramétres connus a ce jour. Soient ¢ une puissance d’un nombre
premier et n un entier impair premier avec gq.

Pour un entier s premier avec n on appelle multiplicateur une application

. Fq[x] s Fq[x]
" —1 " —1

définie par :
ps(c(x)) = c(z”)( mod (2" —1)).
Fylz]

=1
Si C est un code cyclique, on définit pu5(C) = {ps(c(z)) = c(x®)|c(z) € C} = {c(a®) | e(x) €

C}.

Au fait I'application ps est un automorphisme d’anneaux de

s induit aussi une permutation sur Z,,, définie par :
lhs 11— 15 mod n.
L’ensemble de définition de ps(C') est donné par le lemme suivant :
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Lemme 4. [}6, corollaire 4.4.5] Soit C' un code cyclique de longueur n sur F,, ayant
pour ensemble de définition T, alors ps(C) est un code cyclique d’ensemble de définition

sTIT.

Dans ce qui suit on donnera un rappel des définitions et des propriétés connues sur
les codes duadiques. On commence par la définition du splitting donné comme suit :

Soient S et S5 des réunions de classes cyclotomiques modulo n, tels que :

1. S1NSy =0,

2. S1US =7Z,\ {0} et

3. ps(S; mod n) = S(it1) mod 2
Le triplet pg, S1, 52 est appelé splitting modulo n. Ce splitting donne un quadriplet
de codes; deux codes cycliques sur F,, Dy et D, ayant pour ensembles de définitions
respectifs S; et Sy et qui sont appelés les codes duadiques odd-like et deux codes

cycliques C; et Cy sur F, admettant pour ensembles de définitions respectifs {0} U S5

et {0} U S, et qui sont appelés les codes duadique even-like.
-1

De la derniére propriété nous obtenons que |S;| = |Ss|, et alors |.S;| = ce qui
justifie le choix de n impair.
Autrement, si on considére une racine primitive niéme de I'unité o de F,, les codes

D; sont des codes cycliques de polynémes générateurs
gi = H (z — O‘j)a
JES;

n+1
2

et

les codes C; ont pour polynomes générateurs g;(z — 1) et alors dim D; =
n—1

d‘ P —
im C; 5

Remarque 15. Nous avons une caractéristique des mots des codes D; et C;, en effet :
Vx = (x1,...,2,) € D;, alors x vérifie sz #0

Vx = (21, ...,2,) € C;, alors x vérifie sz = 0.
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Le théoréme suivant prouvé par M. Smid [55] donne une condition nécessaire et

suffisante sur l'existence des codes duadiques sur F,.

Théoréme 16. Les codes duadiques de longueur n sur F, existent si et seulement si
g =0 modn, ie., sin = pi'...pt, alors il existe un code duadique sur F, si et

seulement si ¢ =0 mod p; avec i € {1,2,...,s}.

Exemples :
5 est un résidu quadratique modulo 11 (5 = 4* mod 11). Nous avons les classes

cyclotomiques suivantes :
So=40},5 ={1,3,4,5,9} et Sy ={2,6,7,8,10},
ce qui donne que

Exemple 15. n =11, ¢ =4 sur le corps F}

Il existe deux classes cyclotomiques : C; = S; = {1,4,5,9,3} et Cy = 51 = {2,8,6,10,7}
on remarque que Sy U Sy = Z7, et Sy NSy =0, et on a la permutation ug fait I’échange
entre S1 et Sy alors

Lig : S1 < So.

un splitting modulo 11.

Remarque 16. Les codes duadiques sont une généralisation des codes dits résidus

quadratiques. construit comme suit :

Soient n un nombre premier impair tel que ¢ = 0 mod n, S; = {0 < i < n|i=
O modn} et S = {0 < i < n|i =0 modn}, pour un a € Sy pg : S1 < So
est un splitting modulo n et les codes correspondants sont appelés les codes résidus

quadratiques, (car le produit de deux non résidues est un résidu).

Les codes duadiques sont importants en pratique a cause de leurs distances mini-
males qui est large et aussi a cause de leurs lien avec les codes auto-duaux, ce lien est

donné par le théoréme suivant.
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Théoréme 17. ([55])
Soit C' un code cyclique de longueur n sur ;. Supposons que l'étendu de C' soit un

code auto-dual, alors C est un code duadique et le splitting est donné par p_q.

2.4.1 L’existence des codes duadiques

L’existence des codes duadiques de longueur n sur Fj dépend de l'existence des

splittings modulo n. Soit ¢ une puissance d’un nombre premier.

.~ N . 1 2 k . ., .
Théoréme 18. Soit n = p,, Py, *** P, la décomposition en facteur premiers du nombre
1mpair n.

Un splitting mod n existe si et seulement si q est carré mod p;¥i € {1,2,...,k}; i.e
do e Z, tel que g = x> mod p;, i =1,2,... k.

Théoréme 19. ([46] p221) Soit n = pinlpfm o -pfnk tel que pips---p, des nombres
premiers impairs distincts. on a les proprietés suivantes :

i) les codes duadiques de longueur n sur Fy existent si et seulement si
pi = £1(mod 8) pour 1 <i < k.

i) les codes duadiques de longueur n sur Fj ezistent si et seulement si
pi = £1(mod 12) pour 1 <i < k.

ii1) les codes duadiques de longueur n sur Fy existent pour tout n impair.

2.4.2 Exemples de codes duadiques

1) nous avons vu que les codes QR de longueur impaire sur le corps fini F, sont des
codes duadiques.

2) Soit n =15 et ¢ = 4; (15,4)=1. Alors la décompsition de n en facteur peremier
est n =15 =3 %d.

Ona 4= 1mod3=1%mod3 alors 4 est carré modulo 3,

41



et 4= 4mod5=2%mod5 alors 4 est carré modulo 5,
d’aprés (Théoréme 18) il existe un splitting mod 15, et d’aprés (Théoréme ?7)
q = 4 est un carré modulo n = 15.

Alors le code de longueur n = 15 sur F} est un code duadique.

2.4.3 Propriétés des codes duadiques

Soit pg : Sh & S5 un splitting mod n, et soit a est une racine primitive n-ieme de
I'unité sur le corps Fj,.
Soit C} les codes duadiques de longueur n sur Fj, avec I’ensemble de définition T, =
{i € Skl g(a’) = 0}, et avec un sous-code even-like Dy,

Nous avons le résultat suivant sur la distance minimale des codes duadiques.

Théoréme 20. [46] Soient Dy et Dy une paire de codes duadiques odd-like de longueur
n sur Fy,. Alors Dy et Dy ont la méme distance minimale d et on a :

i) d* > n. On suppose que le splitting donne par p_, alors

i) d*—d+1>n

2.5 L’existence des splittings

Dans cette section, nous donnons des conditions sur 'existence du splitting u_;.
Comme conséquences, nous déduisons des résultats et des propriétés des codes dua-

diques sur F,,.

2.5.1 Le splitting p_4

Le probleme d’existence du spliting p_; est un ancien probléme, la solution est liée
a l'existence des codes duadiques cycliques comme dans notre cas ou plus généralement
les codes duadiques d’algébre de groupe. Récemment la réponse a été donné dans [2].

Il est évident que si une classe cyclotomique modulo n est fixé par p_; est alors

réversible.
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Théoréme 21. [55] Soit n = p}, 2, - ~pﬁlk la décomposition en facteur premiers du

nombre impair n. On suppose que :
dax e Z, tel que g = 2> mod p;, i =1,2,... k.

1) Sip; = —1mod 4, Yi,i = 1,2,.... k. alors tous les splittings mod n sont donnés
par p—1
2) Sidi € {1,2,....k} tel que p; = 1 mod 4, alors il existe un splitting qui n’est pas

donné par pi_y.

Théoréme 22. [/9] Soit n un entier impair et q une puissance d’un nombre premier

p alors p_y donne un splitting si et seulement si ord,(q) est impair.

Corollaire 2. Siord,(q) est pair il ne peut ezister de codes cycliques de longueur n sur

F, ou cycliques étendus qui soient auto-orthogonauzr ou qui contiennent leurs duauz.

Lemme 5. Soient q et n des entiers différents de zéro avec n impair alors 'ordre de
q modulo n est impair si et seulement si l'ordre de ¢ modulo chaque entier premier p

divisant n est impair.

Preuve: Soit p un nombre premier divisant n alors ord,q / ord,q donc si ord,q
est impair alors

ord,q est aussi impair .
réciproquement : si ord,q est impair alors ordy«q est impair on a ¢' congru & 1 mod p
donc q””m1 congru & 1 mod p® donc ordy.q divise ip® ' qui est impair d’otiordy.q est
impair
si n = pipy alors

ordy, p,q = lem(ordy,q ,ordy,,q)

sin = p{'p5? alors

ord,q = lcm(ordpcluq ,Ordp;xgq)
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2.5.2 L’Orthogonalité des codes duadiques

Les codes duadiques sont importants en pratique a cause de leurs lien avec les codes

auto-duaux, ce lien est donné par les théorémes suivants :

Théoréme 23. [46] Les codes Cy, et Dy sont duaux l'un de lautre si et seulement si

p—1 donne un splitting (k = 1, 2).

Théoréme 24. [49] Soit C' un code cyclique de longueur n sur Fy,. Supposons que
l’étendu de C' soit un code auto-dual, alors C' est un code duadique et le splitting est

donné par pi_q.

Théoréme 25. [46] Si Cy et Cy sont des codes duadiques even-like sur Fy, avec des
codes duadiques odd-like associe Dy et Dy. on a les propositions suivantes sont equiva-
lents :

e Ci =D,.

e Cy =D».

L4 C1M—1 = Cy

o Couy =0Cy

Théoréme 26. [/6] Si Cy et Cy sont des codes duadiques even-like sur F,, avec des

codes duadiques odd-like associe Dy et Dy. On a les proposition suivant sont equivalents :

® CL:DQ.

[ ] CJ_ = D1~
o Cipy =0
o Cou_y =0Ch

Lemme 6. [7] Soit ¢ une puissance d’un nombre premier et un entier impair n tel
que (n,q) = 1 Supposons que q ait un ordre impair modulo n et soit f; un polynome

irreductible non-trivial (ie différent de (v —1)) diviseur de x" —1 sur Fy in Foranq alors
fi # fF
Preuve: Supposons que f; = f7 pour un certain facteur nontrivial irréductible

(te fi # (x—1)) de 2™ — 1 et classe correspondante C;. Soit j € C; le plus petit entier
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tel que ¢/i = —i (modn) (un tel j existe puisque C; = C_; si [ est ordre de i dans Z,
alors [ est impair et donc I'ordre de ¢ modulo [ est 25 . Mais ceci contredit le fait que

q ait un ordre impair modulo n . O

2.6 Construction de codes auto-duaux définis sur Fsr

Soit ¢ = 2" alors la caracteristique de Fy est 2 alors —x = x . soit m = p{'p3*...po*,
2" = Omodm si r est pair et 2" = 2modm si r est impair . donc si r est pair il existe
des codes Duadiques de longueur Vm et si r est impair il existe des codes duadiques si

et seulement si p; = +1mod8 , Vi € {1,2,...5s}

Exemple 16. Soit m =21=3-7 7= —1mod (8) et 3 =3mod (8).
D’ot il n’existe pas de codes duadiques de longueur 21 sur Fy et Fymais il existe des

codes duadiques de longueur 21 sur Fy et Fig.

Théoréme 27. [7] Soit m un entier impair tel que 2" = Omod m et soient Dy = (f1(x))
, Dy = (fa(x)) une pair de codes duadiques odd like de longueur m définis sur For.

Soitn =2"m soz" —1 = 2™ —1 = (2™ - 1)* = (z — D) ¥ (2) f7 (z) . et soit

g(z) = (z = 1" f' (@) (2.3)

go(x) = (@ = 1> f3"(x) (2.4)

les codes cycliques de longueur 2*m définis sur For engendrés par g;(x) i € {1,2} sont
auto-duauxr ou duaux ['un de [’autre.
Preuve: D’aprés le lemme 6 et le théoréme 21, nous avons deux cas possibles :
i) f(z) = ef;j(x) pour i # j si le splitting est donné par p_.
i) fr(z) = efi(z) avec € = £1 dans Fyr si le splitting n’est pas donné par pi_.

Donc on déduit :
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1) Si ff(x) = £f;(x) pour i # j . Soit C; = (gi(x)) alors CF = (g7 (x)) =(((x —
DS @) = (E (@ = D) @) = (=1 fZ (@) = Ci. Don

C; est un code cyclique auto dual.

<

((
C; =

2) Si f¥(x) = £fi(z) pour i € {1,2}. Soit C; = (g;(x)) alors Ci- = (gF(x)) (x —
DZ U @) = (@ =D ) (@) = (F@ - D7 (@)

(£ = 1" (f (@),

]
Dans ce qui suit nous donnons quelques exemples de codes auto-duaux définis sur

FQI

Exemple 17. considérons le cas n = 14 ,¢ = 2 nous avons m =7 et 7 = —1(mod, 8)
donc il existe deux paires de codes duadiques de longueur 7 sur Fy la factorisation de
o — 1 surFy est

(. —1)*2® + 2+ 1)*(2® + 22 +1)2

puisque 7= —1mod (4) alors (x* + x + 1) est le polnéme réciproque de (z* + z* + 1).
Le polynome x” — 1 engendre le code auto dual trivial de longueur 14 sur Fy

et les codes

Cr=((z -1’ +2+1))
Cy={((z—1)(z° + 2>+ 1))
sont des codes cycliques auto-duaux de longueur 14 sur Fy

Exemple 18. considérons le cas n = 34 ,q = 2 nous avons m = 17 et 17 = 1 (mod, 8)
donc il existe deux paires de codes duadiques de longueur 17 sur Fy la factorisation de

22— 1 sur Fy est

(z— 12+ 2 + o' + 23 + D2 42" + 25 + 2t 2 24 1)?

puisque 17 = 1mod (4) alors (2% + 2° 4+ 2* 4+ 2° + 1) n’est pas le polndme réciproque de
(42" + 28+t 22+ 1).

1

Le polynome '™ — 1 engendre le code auto dual trivial de longueur 34 sur Fy
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et les codes
Ci={(z—-1)(®+2"+25+2* + 22 + 2+ 1))
Cy=((z—1)(a*+2°+2"+2° +1))
sont des codes cycliques duauz l'un de l'autre de longueur 34 sur F,

Exemple 19. considérons le cas n = 46 ,q = 2 nous avons m = 23 et 23 = —1 (mod, 8)
donc il existe deux paires de codes duadiques de longueur 23 sur Fy.

La factorisation de z'® — 1 sur Fy est
(z—1D2(" +2° +2" + 2+ 2+ o+ D2 + 20 + 2% 4 2 42t 2P 1)
puisque 23 = —1mod (4) alors (x'' +2° + 27 + 2%+ 2° + 2+ 1) est le polnome réciproque

de (x"' + 2" + 2% +2° + 2% + 2* + 1).

Le polynéome x*> — 1 engendre le code auto dual trivial de longueur 46 sur Fy

et les codes
Cr={z-D@E" +2°+2°+2°+ 2" + 22 + 1))

Co={(z—1D@" +2° +2" +2°+2° + 2 +1))

sont des codes cycliques auto-duaux de longueur 46 sur o

Exemple 20. considérons le cas n = 62 ,q = 2 nous avons m = 31 et 31 = —1 (mod, 8)

donc 1l existe deux paires de codes duadiques de longueur 31 sur Fy.

La factorisation de % — 1 sur Fy est (x — 1)*((2° +2* + 1)(2° + 2° + 2% + 2 + 1) (2° +

vt +2? + 1))

(2° + 2+ 1)@ +2* + 2 + 22 + 1)(2® + 2 + 23 + 2+ 1))?

et puisque 31 = —1mod (4) alors (z° +2°+1)(2° +2° + 2 + 2+ 1) (2° +2* +2* + 2+ 1)

est le polnome réciproque de (° + 2° +1)(2° + 2 + 2° + 22 + 1)(2° + o' + 2° + 2 + 1).
Le polynome z*' — 1 engendre le code auto dual trivial de longueur 62 sur Fy

et les codes

Ci={z-1)@+2*+ 1)@+ 2>+ 2> +z+ 1)(2" + 2" + 2® + z + 1))
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Co={z-D@+22+ D@ +2* + 23 + 22 + D) (@ +2* +2° + 2z + 1))

sont des codes cycliques auto-duauzr de longueur 62 sur Fy

Exemple 21. Considérons le cas n = 142 ,q = 2 nous avons, m = 71 et 71 =
—1(mod,8) donc il existe deux paires de codes duadiques de longueur 71 sur Fs.
La factorisation de x'*? — 1 sur Fy est
(z-1?@P +2P + 28+ 27 + 20 + 2P + 2 + 2T+ 2B 2T+t o+
122 + 23 + 2% 4+ 230 4 2% 422 422 4218 gl 410 400 4 a8 4 a7 4 p? 4 1)
puisque 71 = —1mod (4) alors
@+ aP a® 12 4 2P P P T B S T S et et 1)
est le polyndme réciproque de
(@ + 23+ 2% 1 230 42 a4 e a8l 10 400 a8 T a2 1 1),

Le polynome z** — 1 engendre le code auto dual trivial de longuewr 142 sur Fy

et les codes
Cr = {(z—1)(@*+2P + 22+ 2"+ 20 4+ 2 + 2 + 2+ 2B + 2 2T+ 2 2t 2+ 1))

Cy = {(x— 1) (¥ + 0¥ + 23 + 2 422 1o o ¥ a2 02 12l o 2?4 1))

sont des codes cycliques auto-duaux de longueur 142 sur Fy
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Chapitre 3

Codes Linéaires Définis sur les

Anneaux Finis

3.1 introduction

La théorie des anneaux occupe un role trés important dans la résolution de certains
problémes liés a la théorie des codes correcteurs d’erreurs. D’ailleurs, on a construit de
bons codes sur 'anneau a quatre éléments Z,, ce qui a motivé notre travail sur d’autres

classes d’anneaux.

Remarque 17. [}/ La structure d’anneaux est moins restrictive que celles des corps
donc plus nombreux. D’ailleurs, nous avons un seul corps a isomorphisme prés a 4
éléments alors qu’ils existent 9 différents anneaur commutatifs a 4 éléments. Parmi ces
anneaux ils evistent 3 qui sont locaur (ZJAZ, GF(2%),(Z/27)[X]/(X?) , donc on peut

construire plus de Codes sur les anneauz.

Au début des années 1990, Hammons, Kumar, Calderbank,Solé donnérent une construc-
tion trés simple de certains codes binaires,c’est & dire définis sur le corps a deux élé-
ments,non linéaires figurant parmi les meilleurs connus.Il s’agit notamment des codes
de Kerdock et de Preparata.Cette construction est également a 1’origine de I’explication

algébrique d'une curieuse relation entre codes de Kerdok et de Preparata,a savoir leurs
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dualité formelle.
Quelque années auparavant,certains chercheurs ont été amenés a introduire un nouvel
alphabet pour construire des codes.Contrairement a la tradition, cet alphabet de quatre
éléments admet une structure d’anneau et non de corps.C’est Z,,’anneau des entiers
modulo quatre.L’introduction de ces codes dits aussi quaternaires a alors été percu
comme un événement considérable au sein de la communauté des codeurs.

L’objectif était de construire et d’étudier de bon codes sur Z, puis les transformer
en codes binaires,les codes ainsi-obtenu sont dit Z,-linéaires.
La transformée des codes linéaires sur Z; en codes binaires s’opére a l'aide de 'appli-
cation de Gray qui va de Z; dans Z3 étendue coordonnée par coordonnée grace aux
propriétés de cette application.Depuis lors,une généralisation d’étude et de construction

de codes a été faite sur les anneaux finis.

3.2 Préliminaires

Dans ce qui suit on donne quelque définitions nécessaires pour la compréhension du

reste pour plus de détails (voir 'appendice).
Définition 43. Un anneau R est appelé anneau local si R a un unique idéal mazximal.

Définition 44. Un anneau a chaine fini est un anneau commutatif R fini tel que 1 # 0

et tel que tous ses idéaux sont ordonnés par l'inclusion.

Soit m l'idéal maximal de 'anneau a chaine fini R. Puisque R est principal (voir
chapitre 4), il existe un générateur v € R de m, alors 7 est nilpotent d’indice de

nilpotence un certain entier e. Les idéaux de R forment la chaine suivante

<0>={()C (")

=

N
N
2
N
o

Le nilradical de R est (7).
D’ou tous les éléments de (7y) sont nilpotents donc les éléments de R /(7y) sont des unités.

Puisque (%) est un idéal maximal, le corps résiduel noté R/(7y) sera noté par K.
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Considérons ’homomorphisme surjectif (—) :

—R—K
(3.1)
a—a=a (mod ~)
|IC| = ¢ = p" pour un certain entier r, alors
[RI = [K[-[(n)] = K| [K]*7" = [K]* = p". (3.2)

Dans le cas d’'un anneau a chaine fini,on utilisera 1’abus de langage suivant : anneau
a chaine de caractéristique p au lieu d’anneau a chaine dont le corps résiduel a pour

caractéristique p.

3.3 Codes linéaires définis sur les anneaux finis

Définition 45. Soit R un anneau fini Un code linéaire C' de longueur n sur R est un
sous-module du R-module R" ,Qui peut étre libre ou pas.

Les vecteurs de C' sont appelés les mots du code C'.

Exemple 22. Soit le code C| dans 73 tel que :

C1 = {000, 121,202, 323},alors Cy est linéaire car :
121 4202 = 323 € ()
121 + 323 =000 € C}
202+ 323 =121 € ()

Soit le code Cy dans Z4 tel que :

Cy ={000,011,203} est non linéaire car :
011 et 203 € Cy mais 011 4+ 203 = 210 n’est pas dans Cy
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On munit R" du produit suivant : v-w = Z v;w;. Le code dual C*+ de C' est définit
par

Ct={veR"|v-w=0foral we C}. (3.3)

Si C C C*, on dit que le code C est auto-orthogonal et si C' = C*, on dit que le code
C est auto-dual.

Dans ce qui suit on donne la forme standard d’une matrice génératrice d'un code
linéaire défini sur un anneau a chaine fini ce qui n’est pas possible pour n’importe quel

anneau fini.

3.4 Matrice génératrice d’un code linéaire défini sur
un anneau a chaine fini

Soit R un anneau & chaine fini d’idéal maximal (), e I'indice de nilpotence de 7,

de corps résiduel F, = F,» ol p est un nombre premier et (n,p) =1

Définition 46. Soit C' un code linéaire sur R de rang k.La matrice génératrice de C
est une matrice k x n,dont ces lignes engendrent C',et aucune d’elles ne peut s’écrire

comme combinaison linéaire des autres lignes de G .

En particulier : C = {zG;z € R}

Théoréme 28. [/5] Soit C' un code linéaire sur R,a une permutation prés des coor-

données ,C' admet une matrice génératrice G sous la forme standard suivante :

Iy Aon Ao Aoz .. Ager Ape
0 Iy, 7141,2 %41,3 e 7A1,6—1 ’YALe

G=10 0 72]k2 72A2,3 o 72A2,e—1 72142,@ (3.4)
0 0 0 0 Y e, YT A
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ol tous les éléments dans fy"Am (0<i<e—1,1<j<e)sont dans (7"
On dit que C est de type {ko, k1, ...,ke_1}. Ce qui implique que son cardinal est :
C] = IR/ () =izt = [ [Fimi ek

e—1

On définit k. = n — Z k;

i=0
Le rang de C' est définit par :

KC) = ki (3.5)

Il est clair que k(C) est le nombre minimum de vecteurs d’une famille génératrice de

C. De plus, nous avons une relation entre C' et son dual C*.
Cf|CF] = ¢Ze I = g = |R|", and (C*)* = C. (3.6)

Remarque 18. De (3.6), 1l existe un code auto-dual de longueur n sur R si et seule-
ment si en est pair. Si e est pair , il existe un code auto-dual de longueur n appelé le

code aoto-dual trivial donné par sa matrice génératrice : G = ~21,.

Le rang de C' est le cardinal de sa plus petite famille génératrice. Le rang libre de C'
est défini comme le plus grand rang des sous modules libres de C. Un code linéaire est
dit dit libre si son rang libre est égal a son rang . Dans ce cas Le code est un R sous
module libre isomorphe au sous module R¥?)| et a comme base & k(C)) éléments. Donc
dans ce cas une matrice génératrice de C' dans la forme standard est donné par (I M)

pour une certaine matrice M.

Lemme 7. ([17]) Soit C' un code linéaire de matrice génératrice G dans la forme

7j—1
standard (??). Then if for Alors si0 <i < j<e, B;; = — Z BinAy e x— A i
k=i+1
nous avons
BO,e BO,efl s BO,I Infk
’YBl,e 731,3—1 ce ’7]1%71 0
H = 72Bz,e vBoeer .. Lk, 0 ) (3.7)
VeilBefl,e ’767111%71 0 0
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est une matrice pour C*. De plus k;(CH) = ko_;(C), fori=1,...,e — 1, et ko(CF) =
n—k(C).

Lemme 8. [26] Soit C un code de type {ko, ki, ..., ke_1} alors C* son dual est un code
de type {ke,ke—1,ke—2,...,k1}

3.5 Les paramétres d’un code linéaire défini sur R

On définit sur R"™ une métrique appelée distance de Hamming notée d(zx, y) entre

deux vecteurs (z,y) € R" donnée par le nombre de leurs coordonnées différentes :

d(w,y) = {i: 2 # yi}]

Le poids de Hamming qu’on note wy(¢) d'un mot ¢ € R est le nombre de coordon-

nées non nulles de ¢ :
wy(c) = d(c,0)

La distance minimale notée dy(c) d'un code C' définit sur R la plus petite distance

entre les différents mots de code,i.e., :
d(c) = {mind(z,y) | z,y € R"}
Le poids minimal d’un code C' est le poids minimum non nul de code :

w(C) = {minw(z) |z € C,x # 0}

o4



Exemple 23. On reprend ’exemple 2.1 :

d(121, 202

d(121, 323

d(202, 323
et dy(C
w(121
w(202

) =
)
)
)
)
)
w(323)
)

et wy(C

Remarque 19. Pour un code linéaire, la distance minimale et le poids minimal sont

égaux.

3.6 Les différents poids et distances sur ’anneau de

Galois Z,

Soit C' un code linéaire sur GR(p™,r) de longueur n,et soit G(C') sa matrice géné-
ratrice.
Soit © = (x1,...,x,) € GR(p™,r)"
On a déja défini le poids de Hamming wy(z) comme étant le nombre de composantes
non nulles de x.
Si on est dans I’anneau de Galois Z, tel que ¢ est une puissance d’un nombre premier
p,alors on peut associer a un vecteur x différents poids et différentes distances autres

que le poids de Hamming et la distance de Hamming.

Le poids Euclidien est :
=Y min{z}, (¢ — z;)*}
i=1
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Le poids de Lee est :
wy () =Y min{|a], |g — 2}
i=1

De meme pour la distance, on définit ces trois distances :

La distance de Hamming :

dy(z,y) = wg(z —y)
La distance de Lee :

dp(z,y) = wp(x —y)
La distance Euclidienne :

dp(z,y) = we(r —y)

m—1

Définition 47. Soit C' un code sur GR(p™,r) de longueur n et de rang k = Z k; et
i=0
de distance minimal d alors il est dit [n, k, d]-code.

Enumérateur de poids

Pour un code de longueur n,on appelle énumérateur de poids le polynoéme :
We(z) = Ay(C)a’
i=0

ot A; est égale au nombre de mots de poids ¢ du code C.
En remplagant x par z/y et en multipliant par y",le polynome W,(x) peut étre trans-

formé en un polynome a deux variables x et y comme suit :
n
We(z,y) = Z A"y
i=0

L’introduction de ces codes, dit aussi codes quaternaires, a été considérée comme
une premiére au sein de la communauté des chercheurs. En effet, de par leurs propriétés
remarquables, les codes sur Z, devinrent rapidement une nouvelle voie de recherche.

L’objectif était de construire et d’étudier de bons codes sur Z, et plus généralement
sur des anneaux finis. Certains codes révélent en effet leur vraie structure lorsqu’ils sont

définis sur un alphabet approprié.
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3.7 Codes linéaires sur ’anneau 7,

Définition 48. Un code linéaire sur Z, de longueur n est un sous-groupe additif de
Zy. Un tel sous groupe est un sous-module de Z4, qui peut étre libre ou pas. On
rappel qu’un Z4-module M est libre s’il existe un sous ensemble B de M tels que chaque

élément de M peut étre exprimer sous forme de Z, combinaison linéaire d’éléments de

B

Remarque 20. Si v est un vecteur de Z) de composantes égale a 0 ou 2, alors 2v =0,

ce qui implique qu’un tel vecteur ne peut pas étre un vecteur de base d’un module libre

de Z4.
Exemple 24. On peut montrer que l’ensemble des mots suivants de Zy est un Zy-
linéaire code de longueur 4 :

0000 1113 2222 3331 0202 1311 2020 3133
0022 1131 2200 3313 0220 1333 2002 3111

C’est un sous groupe additif de Zj. Si c’est un Zy-module libre alors, il va exister une
base de deux vecteurs by et by ayant au moins une composante égale a 1 ou 3. Tous les
mots avec une composante égale 4 1 ou 3 vérifient 2b; = 2by = 2222. Alors {by, by} ne
peuvent pas former une base ce qui implique que C n’est pas libre. Cependant on peut

montrer que tout mot de C' peut s’écrire sous la forme :
xcy + Yyco + 2c3

avec ¢y = 1113, ¢ = 0202, c3 = 0022, x € Zy4, y et z € {0, 1}.

3.7.1 DMatrice génératrice

Soit C' le code de Z, donné par I'exemple 1, on peut montrer que

1 113
G=102 0 2
00 2 2
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est une matrice génératrice de C' : dans le sens ot tout mot de C' peut s’écrire comme
étant (zyz)G pour certain x € Zy, y et z € Zs.
Tout mot de C' peut s’écrire sous la forme de

k:l k1+k52
St S he
i=1 i=ky
avec a; € Zy pour 1 < i < ky et b; € Zo pour k1 +1 < i < ky + ko. En plus chaque ¢;

admet une composante égale & 1 ou 3 pour 1 <1 < k; et tout ¢; est égale a 0 ou 2 pour

k1+1<i<ki+kos Siky=0,]lecode C est un Zs-module libre.

Définition 49. La matrice qui admet pour ligne ¢; pour 1 < i < ki + ko est appelée
matrice génératrice de C. Le code C admet 41272 mots et il est dit de type 4% 2.

Le code de Uexemple 1 est de type 4127

Toute matrice d'un Z4-code linéaire peut s’exprimer sous la forme de

oo (I A Bi2B

o 2L, 2C

avec A, By, By et C' sont des matrice a coefficients dans Z,, et O est une matrice ky X kq

matrice nulle. Le code C est de type 4%12%2,

Théoréme 29. Tout code linéaire sur Z, est équivalent a un code avec une matrice

génératrice sous sa forme standard.

3.7.2 Dual d’un code sur 7,

Définition 50. Il existe un produit scalaire modulo 4 sur Zj défini par :
rY = T1Y1 + .. + Tpyy (Mmod 4)
avec T = x1..x, ety = yy...4Y,. On peut définir le code dual de C' par

C*+ = {x € Z}|x.c = o pour tout c € C}
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Définition 51. Un Zs-linéaire est un code auto-orthogonal s’il vérifie C C C*, il est

dit auto-dual s’il vérifie C = C*.
Si C' est un code dans sa forme standard, alors C* admet pour matrice génératrice :

—(Bl + 232)75 —CctAt Loty —k,
2A! 21y, @)

Gt =

ou O est la matrice ko X (n — k1 — ko) zéro matrice. En particulier, C* est de type

4n—k1—k2 2k2

3.7.3 Poids et distances d’un code sur 7Z,

Sur Zy, il existe différents poids pour un vecteur de Zj et alors différentes distances
minimales. Soit x € Z}, supposons que n,(x) le nombre de composantes de x égale a a
pour a € Zy.

Le poids de Hamming, le poids de Lee et le poids Euclidien sont respectivement :

wty(x) = ny(x) + nao(z) + ng(z)
wtr(x) = ny(x) + 2nq(z) + n3(z)
wtg(x) = ny(x) 4+ 4no(z) + ng(z)

La distance de Hamming, la distance de Lee respectivement la distance Euclidienne

entre x et y sont :

dy(z,y) = wip(x —y)
dr(x,y) = wtp(z —y)
dp(z,y) = wtp(z —y)
Théoréme 30. Soient C' un code linéaire de Z4 qui est auto-orthogonal avec ¢ € C.
Alors :
1. wtr(c) =0 (mod 2), et

2. wtg(c) =0 (mod 4)
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Exemple 25. Soit le vecteur v = 120203303, alors ;

wy(r) =6
wr(v) =8
wp(v) = 12

3.7.4 Codes binaires obtenus a partir des codes sur Z4

L’importance des codes quaternaire est sans nul doute liée & 'application "Gray"
qui a lorigine servait a encoder des séquences avec le systéme QPSK (Quadrature

Phase-Shift Keying).Définissons les trois applications «, 5, de Z4 sur Zs par

¢ afe) Ble) (o)
0o 0 0 0
11 0 1
2 0 1 1
3 1 1 0

Ces applications peuvent s’étendre & des vecteurs de longueurs n,de Z vers Z3". L’ap-

plication Gray ¢ : Z7 — Z2" est donnée par

Remarque 21. Le code binaire formé des mots (a (c), B (¢),v(¢)) pour ¢ = 0,1,2,3,

est linéaire et tous poids sont pairs.
L’application est aussi Gray de Zj vers Zy x Z3

(ah .. .7an) — ((Ula .. ',Un) , (Ula .. .71]”))
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ou pour tout ¢ € {1,---,n},a; = 2u; + (u; + v; mod 2).

L’image d'un code quaternaire C, de longueur n est un code binaire C' de longueur
2n.

Le code C est appelé image binaire de Cy, n’est pas forcément linéaire. Cependant,
lorsque C' est linéaire et la matrice génératrice de Cy est de la forme (2.1) alors la
matrice génératrice de C est de la forme

I, A «a(B1+2By) Iy, A «(B)+2B,)

0 I, C 0 I, C

0 0 pB(B1+2By) Iy, A ~(By+2Bs)
L’application Gray permet donc de construire des codes binaires & partir des codes
quaternaires. Sa propriété essentielle est d’étre une isométrie. Ainsi nous allons voir
que si la disposition des mots dans l'image binaire C' ne lui permet pas en général

d’étre linéaire, C' est tout de méme de distance invariante.

3.7.5 Propriétés de I’application Gray

Définition 52. Une application f: X — Y est appelée isométrie si

Vo € X,y e Y, d(f(z), f(y)) = d(z,y)

Théoréme 31. L’application Gray est une isométrie

(Z}, lee distance) —s (Z3", Hamming distance) . A partir de la définition de la mé-

trique de Lee on a
wi (¢ (c)) = wi(c),c € Zf,
di (@ (c1) ¢ (e2)) = di(c1, ), c1,00 € Z,
Ou wty et dy représentent respectivement le poids et la distance de Hamming pour les
mots binaires O

L’application ¢ ne conserve pas la propriété de linéarité. Cependant elle conserve

la propriété de distance invariante car c¢’est une isométrie.
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Théoréme 32. [/6] Soit Cy un code linéaire sur Z, de distance de Lee dy, alors son

image binaire o (Cy) = C est un code binaire de distance de Hamming dy = d.

Ainsi, I'image binaire d’un code quaternaire est de distance invariante. Un code
C € 73" est dit Z,—linéaire s'il peut étre défini comme étant 'image par I’application

Gray d'un code quaternaire, c’est a dire si

iC, € ZZ, © <C4> =C.

On a alors la propriété sur les distributions de poids

Hame(W, X) = Leec, (W, X).

Puisque I'image binaire d’un code quaternaire ¢(Cy) = C n’est pas toujours linéaire,
elle n’admet pas de dual au sens algébrique du terme. On définit alors le Z,—dual de

C qui est C* = ¢(C}). Ainsi, nous avons le diagramme suivant :

Cy — C = p(Cy)
Dual |
¢t 5 ct—plch

Il n’est pas possible de rajouter une fleche notée “dual” dans la partie droite du
diagramme car les 2 codes binaires ne sont que Z,—duaux. Cependant, la propriété de

Z,—dualité est plus forte qu’on pourrait le penser & premiére vue

3.8 Codes linéaires définis sur I'anneau Ry 3 = Fo+ulFy

Récemment, les codes sur I'anneau Fy + ulFy ont eu beaucoup d’attention dans le
domaine de la théorie des codes car 'anneau Fy + ulFy partage les propriétés de Zy et
IFy, il a été introduit par Bachoc pour la construction des réseaux unimodulaires. Dans
cette section on va introduire quelques définitions et notions de base sur Fy 4+ ulF5. On

définit les poids de Lee des éléments de R, 0,1, u, 1 +u par 0, 1, 2, 1 respectivement. Sur
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R"™ on définit la distance de Lee des vecteurs x et y comme le poids de Lee de = — y.
On définit la distance minimale de Lee d’'un code C comme la distance minimale de

Lee entre chaque deux mots du code C.

3.8.1 Définitions et préliminaires

Fy + ulFy est un anneau commutatif, I’ensemble des éléments de Fy + ulFy est
{0,1,u,% = 1+ u} avec u* = 0.
Il est facile de vérifier que c’est bien un anneau local d’idéal maximal donné par {0, u} ;
L’addition et la multiplication dans cet anneau sont données par les deux tableaux sui-

vants :

+(0]|1|u|u O]l |uju
001 |u|u 0/]0[0]0]0
1]1|0]uw|u 110[1]0|u
ululu|0|f1 u|0fu|{0|u
w|uw|lu|l|lO0 w|0ju|ull

La table de multiplication coincide avec la table de Z, quand {u, 1 + u} sont remplacés
par 2 et 3, par contre la table d’addition est différente de la table de Z,, mais elle est
similaire au corps de Galois Fy = {O, 1,8,82=1+ B} quand u et u + 1 sont remplacés

par (3 et 5% respectivement .

Définition 53. [14] (code linéaire) Soit C' un code de longueur n, C" est un code linéaire

sur Fy + uFy s7il est un sous module de (Fy + ulFy)"™ sur Fy + ulFy

On donne quelques définitions des distances et des poids les plus utiles. Pour les
codes sur Fy + ulFy ; il y a trois distances Hamming,Lee et Euclide. On a constaté que
la distance de Lee et la distance d’Euclide ont des applications remarquables sur les

codes binaires non linéaires et les réseaux unimodulaires.
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Le poids de Lee pour le mots du code x = (z1, xa, ..., ) est définie par

wtp(z) = Z wtp(z;)

ou
0 st ;=0
wtp(z)) =< 1 siz;=1 ou 14+u
2 st x;=u

La distance de Lee entre deux vecteurs x et y € (Fq + ulFy)" est définie par :

dr(z,y) = th(l’i — ¥i)
i=1

par suite
dr(z —y) = wir(z —y)

Le poids d’Euclide est donné par la relation suivante :

wtp(r) = Z wtg(x;)

ou
0 st z;=0

wtg(x;)) =49 1 si x;=1 ou 1+u
4 st z;=u
La quantité

d= min{d(z,y)/ z,y € C, = # y}

est appelée la distance minimale de C'
Tout code linéaire non nul C' sur Fy + ulFy est équivalent a un code qui a pour matrice

génératrice la matrice suivante :

o | A B
0 ’LL[k2 uD

ou A et B sont des matrices sur Fy + ulFy, D est une matrice sur [Fy.

Le code C' contient tout mot du code [vg,v1] G ou vy est un vecteur de Fy + ulFy de
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longueur £y et v; et un vecteur de Fy de longueur k.

Le code C contient 451 % 252 mots du code.

Les paramétres de C' sont [n,4k1 * 2k27dL] ou dj, représente la distance minimale de
Lee.

On associe au code C' deux codes binaires

le code résidu Cy = {z € Fy/3y € Fy :ox+uy € C}

le code tortion Cy = {z € Fy/ux € C}

L’application Gray joue un role trés intéressent sur les codes définis sur ’anneau Fo+ulFo
cette application est définie de Fy 4 uFy sur F3 par : ®(z + yu) = (y,x +y) ou x et
y € Iy

L’application Gray appliquée aux codes sur Fy + ulFy est analogue au cas de cette

derniére appliquée aux codes sur Z, c.a.d :

)
0 — 00
1—01

u— 11

\ 144 —10
A partir de cette définition et la définition du poids de Lee, on a les lemmes suivants :

Lemme 9. [14] Si un code C' est linéaire, le poids minimal de Lee de C' est égal au

poids minimal de Hamming de ®(C').

Lemme 10. [14] Le poids minimal de Lee du code C' est donné par min(dy,2ds) ot dy

et dy les distances minimales des codes residus et tortions respectivement.
Corollaire 3. [14] Soit C' un code linéaire sur Fy + ulFy,

d
alors dy > [?L—‘

3.9 Codes linéaires définis sur les anneuax principaux

Soit R un anneau principal fini.
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Lemme 11 (|10], p. 54, Proposition 6). Soit a;,as,...,a, des idéauxr de R,premiers

entre euxr deuzr o deuzr et soit a = N;_,a;. Pour tout R-module M, I’homomorphisme

canonique M — H(M/alM) est surjectif et son noyau est aM .
i=1

Soit a; un idéal d’'un anneau R, et notons R; = R/a;. Donc nous avons un épimo-
phisme canonique

Proposition 15. soit R un anneau commutatif fini . Alors les propositions suivantes
sont equivalentes.
(i) R est un anneau principal .

(i1) R est isomorphe & un produit fini d’anneaux & chaine finis.
k

De plus , la décomposition dans (ii) est unique . Elle est de la forme R = H R/m!,

i=1
ou My, My, ..., My sont des idéaur marimaux de R, et ti,ta,...,t; sont les indices de

stabilité respectives .

Remarque 22. Soit R; = 'R/mf‘ alors R; est un anneau o chaine fini d’idéal maximal

mi/ml;fi Pouri=1,...,k, soit C; un code linéaire sur R; de longueur n et soit

C = CRT(Cl,CQ, . ,Ck> = \Ilil(cl X oo X Ck) = {\Ijil(Vl,VQ,. .. ,Vk) ’ V; € Cz}

ViR — HRi, P(u) = (W@1(u), ..., ve(w))

On désigne par C' le code Produit Chinois des Codes Cy,Cs, ..., C}.
Pour avoir les propiriétés de C' il suffit d’avoir les propriétés des C;.

Exemple 26. On utilise cette méthode pour étudier les codes linéaires définis sur Zi,

Qs

avec n = pips? ... pd ou les p; sont des entiers premiers.
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3.10 Conclution

Dans ce chapitre nous avons donné des notions de bases sur les codes correcteurs
définis sur les anneaux finis. Cela nous sera utile pour étudier un cas particulier de ces

codes qui sont les codes cycliques et constacycliques définis sur les anneaux finis.
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Chapitre 4

Codes Cycliques Définis sur les

Anneaux Finis

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de généraliser I’étude de Calderbank et Sloane sur les codes
cycliques sur Z,».On parlera des codes cycliques sur les anneaux a chaine finis et les
anneaux principaux plus précisement ot la longueur n du code n’est pas divisible par la
caractéristique p de son corps résiduel R. Tous les anneaux considérés sont commutatifs
unitaires.

Les résultats suivants qui sont dans Mac Donald [41] résument quelques propriétes

des anneaux commutatif & chaine finis.

4.2 Préliminaires

Pour la classe des anneaux commutatifs finis nous avons les équivalences suivantes :

Proposition 16. Soit R un anneau commutatif fini les conditions suivantes sont équi-

valentes.

i) R est un anneau local et son ideal maximal M est principal.
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ii) R est un anneau local principal.

iii) R est un anneau & chaine.

Preuve:

)= ii) Soit [ un idéal de R si I = R alors I est engendré par 1.
Si I &R alors I C M pari) M est engendré par un élément, par exemple M =< v >,
donc I =< ~* > pour un certain k£ d’ ot R est anneau local principal.
ii)= iii) Soit R un anneau local principal d’idéal maximal M, M =< v > et A, B
deux idéaux propres de R, alors A, B C M donc ils existent des entiers [, m tel que
A=<~'"> B=<+"> (I, m < la nilpotence de ) donc soit A C B ou B C A d’ou
R est un anneau a chaine fini.
iii)= i) Supposons R un anneau a chaine fini, alors il est clair que R est local, pour
prouver que l'ideal maximal M est principal, supposons le contraire que M est engendré
par plus d'un élément par exemple b, ¢ tels que b ¢ ¢R et ¢ ¢ bR alors < b >G< ¢ >
et < c>G< b > ce qui est absurde avec la supposition que R est un anneau a chaine
d’ou M est principal. O

Dans la suite on utilisera les équivalences vu ci-dessus.
Soit v un générateur d’un idéal maximal M alors ~ est nilpotent et on note par e son

indice de nilpotence. Les idéaux de R forment une chaine,
R=0")20D2.-207) 20 =(0).

Soit R = R/{7). On note par
—: Rlr] — R[]

I’homomorphisme d’anneaux qui & « nous donne x+ () et a la variable = nous donne z.

Proposition 17. Soit R un anneau commutatif a chaine fini d’idéal maximal, M = ()
et d’indice de nilpotence e (ie v¢ =0) alors
a/ Pour un certain entier premier p et des entiers positifs k, r (k > r); |R| = pF,

|R| = p", et les caractéristiques de R et R sont des puissances de p.
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b/ Pouri=0,...e,
(V)] = IR

en particulier |R| = |R|® ie k = re

Définition 54. Deux polynomes fi, fo € Rlx| sont premiers entre euz si

(f1) + (f2) = R[z]
Ce qui est équivalent & 3g1, g2 € Rlz| tels que frg1 + fago = 1.
Définition 55. i) Un polynome f € R[z] est appelé un b-polynome si f est irreductible
dans R|x].
ii) Un polynome f € Rlz| est appele régulier si il n’est pas diviseur de 0 dans R|x].
Proposition 18. Soit f = ag + a1z + ... + a,2" € R[x] nous avons les equivalences
suivantes.
i) f est régulier
ii) <a0, A1y ...y an> =R
iii) a; est inversible dans R pour un certain i, 0 <i<n
iv) f#0
Proposition 19. Soient f et g deux polynomes réguliers dans Rlx| alors

f et g sont premiers entre eux dans R[z| si et seulement si f et g sont premiers entre

euz dans R[]

Preuve: Si f et g sont premiers entre eux dans R[z] alors il existe f; , g1 € R|z]
tels que ffi +gg1 = 1 et puisque f # 0 et g # 0 (f et g sont réguliers) alors on a
f fl + gg1 = 1 donc f et g sont premiers entre eux dans R.

Inversement, si f et g sont premiers entre eux dans R alors il existe fi, gietv € R[z]

tels que

f@)fi(@) + g(2)gr(2) = 1 +7'v(2)
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pour un certain 0 < i < e et puisque 1 + v'v(z) est un élément inversible dans R|[z]
alors 1 € (f(z)) + (g(z)) par conséquent f et g son premiers entre eux dans R[z]. [

Le lemme suivant appelé lemme de Hensel, nous permet de relever la factorisation
d’un polynéme m en produit de facteurs irreductibles dans R[z] en une factorisation
similaire sur R.

Pour P(x) ot P(x) est 'image de P(z) par la réduction (—) vu au paravant.

Lemme 12. [lemme de Hensel] Soit f un polynéme sur R[x], supposons que

f=9192...9, 0t g1, go, ..., g sont des polynomes sont des polyndmes premiers entre eux

deuz o deux dans Rlx| alors ils existent des polyndmes premiers entre eur deuz o deux

fi, for ooy fr dans R[] tels que f = fifo...fr et fi = gi pouri=1,2,...,r

Soit D I’ensemble des polynomes f € R[z] tels que f soit sans racine multiples dans
une cloture algebrique de R.
La proposition suivante nous donne la relation entre polyndémes irreductibles et b-

polynomes réguliers de D.
Proposition 20. (Mac Donald [41]) Soit f un polynoéme régulier dans R[z], alors :

i) Si f est un b-polynome , f est irréductible.

ii) Si f est irréductible , f = u.g® ot u € R* et g est un polynome unitaire irréductible

dans R|7]

iii) Si f € D alors f est irréductible si seulement si f est un b-polynome.

Définition 56. Un idéal I C R est primaire si I # R et dés que ab € I alors soit
a€l ou3keN tel que b* € I.

Un polynéme [ € Rlx] est dit primaire si (f) est un idéal primaire.

Proposition 21. Si f(xz) € R[z] est un b-plynome, alors f(x) est un polynome pri-

maare.

Preuve: Supposons que f(z) soit un b-polynéme et g(x)h(x) € (f(x)).
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Alors f(z) est irréductible dans F,[z], donc (f(z),g(z)) = 1 ou f(z). Si (f(z),g(z)) =
1, alors d’aprés la Proposition 19 f et g sont premiers entre eux, donc il existe f; et g1
dans R[z] such that tels que 1 = f(x)fi(x) + g(x)g1(x). Donc h(x) = f(x)h(x)fi(x) +
g(x)h(z)g1(x). Puisque g(z)h(xz) € (f(x)), ce qui implique que h(x) € (f(z)). Si
(f(2),9(x)) = f(x), alors il existe fi(z), g:(z) € R[z] tels que g(z) = f(2)fi +7'g1(2)
pour un certain i < e. Alors pour k > i, on a ¢g*(z) € (f(x)), et donc f(x) est un

plynéme primaire. O

Définition 57. i) Soit fi(z), fa(x) € Rlz], fi(x) est dit associé a fo(x) si il existe
un element inversible r € R tel que fi(z) = rfo(z) (fi(z) = fo(x))
ii) Un polynome f(x) € R[x] est dit irréductible si f(x) = g(z)h(z) ou g(z), h(x) €

Rlz] alors g(x) ou h(x) est un élément inversible dans R[z]

Remarque 23. Lirreductibilité d’un polynome depend de l’anneau R. Par exemple

22 + 1 est irréductible sur 7. mais est réductible sur Zo

Proposition 22. [41] Soit f un polynome régulier dans R[z], alors f = ug19s...9, 0t u
est un élément inversible et gy, go, ..., g. sont des polyndmes réguliers primaires premiers
entre eur deuzr a deut.

De plus g1, go, ..., g» sont uniques dans le sens ot si

f = Uugig2...gr (41)
= ’Uhlhg...hs (42)

ot u,v sont inversibles,{g;} et {h;} sont des polyndomes réguliers primaires premiers
entre euxr deux & deux dans R[z| alors r = s et aprés réarrangement on obtient

(9:) = (hi), 1 <i <.

Proposition 23. Un polynéme f € R|x] est primaire si et seulement si f est primaire
dans R[z]. Ce qui est équivalent a f = u.g" ot u € R* et est un polynome irreductible

dans R[z]
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Proposition 24. [21] Si f est un polynéme unitaire dans R[x] tel que f est sans racine
multiples alors f admet une factorisation unique en produit de b-polundmes unitaires,

premiers entre eur deux @ deu.

Proposition 25. [/1] Soient f, g deux polynémes # 0 dans R[x] si g est régulier alors
ils existent des polynomes q, v € R[z| tels que f = gq+ 1 et deg(r) < deg(g).

Théoréme 33 (critére d’Eisenstein). [21] Soit n > 1 et
f(z) =ao+ a1z + ...+ a2 € Z[z]
si il existe un entier premier p tel que
plag,...p/an_1, et plan,p*/ag
alors f(x) est irréductible dans Q|x]

Remarque 24. [e critére d’Fisenstein n'est pas vrai dans Zy|X]

Exemple 27. f(z) = 2* + 10z + 5 € Zy[X], p = 5 satisfait le critere mais f(x) =
2? + 10z + 5 = (x + 5)? donc n'est pas irreductible dans Zgy|X].

4.3 Structure des codes cycliques définis sur les an-
neaux a chaine finis

On a déja vu (chapitre 3) qu'un sous ensemble C' C R" est appelé un code linéaire

de longueur n sur R. Si C est un R-sous-module de R".

C' est dit cyclique si pour tout mot = = (xg, z1,...,7,-1) € C son cyclique décalage a
droite (x,_1,Zo,...,Tn_2) est aussi dans C.
Un n-uples C' = (cp,c1,...,¢,-1) € R" est identifié a sa representation polynomiale

co+cr+ ...+ cp1z" ! dans Rfz]/(z" — 1)

On montre [21] quun code cyclique C' de longueur n sur R est cyclique si et seulement
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si 'ensemble des representations polyndmiales de ses mots est un idéal de R[z]|/{z" —1).

Soient = = (o, Z1,. -, Tn-1), Y = (Yo,Y1,---,Yn_1) € R" on définit leurs produit
par T -y = ToYo + T1Y1 + ... + Tn_1Yn—1 € R
* Deux mots x, y sont dits orthogonaux si x -y =0

Pour un code linéaire C sur R son code dual
Ct={reR"/z-y=0,VyecC}

Un code C' est dit auto-dual si C' = C™.
Pour un anneau a chaine fini R d’idéal maximal () avec I'indice de nilpotence e de ~y
pair.

Le code (7%/2) un code auto-dual appelé le code auto-dual trivial.

Proposition 26. [37] Le nombre des mots de code d’un code C' de longueur n sur Z,'
est p* pour un certain k € {0,1,...,mn} de plus le code dual C*+ a p' mots de code oi

k+1=mn.
On utilisant la méme démonstration utilisée pour la proposition 26 on montre que :

Proposition 27. [21] Soit R un anneau fini d’ordre p®. Le nombre des mots d’un code
C de longueur n sur R est p* pour un certain k € {0,1,...,an} de plus le code dual

C* a p' mots de code ot k + 1 = an.

Proposition 28. Soit R un anneau commutatif fini et
1

a(x) = agt+ax+...+a, 12"

b(x) = bo+bx+...+b, 12" € R[X]

alors a(x)b(z) = 0 dans Rx]/{z" — 1) si et seulement si (ag,ay,...,a,—1) est orthogonl

a (by—1,bp_2,...,bo) et tout ses cycliques décalages a droite.
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Preuve: Soit ¢ le décalage a droite des mots de longueur n ie , pour (zg, 1, ..., Tp-1) €

R
E(zo, 1,y Tpo1) = (Tp_1, oy -, Tp_2)
donc
E(bp_1,bn2,...,b0), i=1,2,...,n
sont tous les décalage a droite de (b,_1,bn_2,...,bo)

Soit c(x) = co + 1w + ... + 2™t = a(x)b(z) € R[z]/(z™ — 1) alors pour k =
0,1,...,n—1

= Z a;b;, 0<i 5<n—-1
i+j=k ou i+j=n+k
= (Clo, at, ... ,an,l) . (bk, bk*h . 7bk+1)
= (a07 ai,... 7an—1)€k+1(bn—la bn—?a <. 7b0)
donc ¢(x) = 0 si et seulement si ¢y = 0 pour £ = 0,1,...,n — 1 si et seulement si
(ag, a1, ..., an 1) (by_1,bp_s,...,by) = 0 pour k = 0,1,...,n — 1 si et seulement
si (ag,ai,...,a,—1) est orthogonal & (b,_1,b,_2,...,bo) et tous ses décalages a droite.

Conclusion : Le code dual d’un code cyclique est un code cyclique.

4.4 Structure des codes cycliques définis sur les an-
neaux a chaine finis

Soit R un anneau a chaine fini d’idéal maximal (7y) et e I'indice de nilpotence de ~.
De la proposition 17, il existe un nombre premier p et un entier r tel que |R| = p" et
|R| = p"°, les caractéristiques de R et R sont des puissances de p dans cette partie, on
suppose que n est un entier positif qui n’est pas divisible par p. D’ot ® — 1 est sans
racines multiples dans R[z]. ( (z" — 1) = na"* # 0 dans R[z]). Donc 2" — 1 a une

unique décomposition en produit de b-polynémes unitaires premiers entre eux deux a

deux dans R|[z] (proposition 24)
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Lemme 13. [21] Soit R un anneau & chaine fini d’idéal maximal () et e 'indice de
nilpotence de . Si f est un b-polyndome de R|x] alors R[x]/(f) est aussi un anneau a

chaine fini, avec comme chaine d’idéaux :

R)/{(f) =1+ {UN DO+ DD+ () D+ () = (0)

pour un polynome f(x) de degre k son polynome réciproque x* f(xz™') est noté par f*
par exemple.

Si

f(z) =ao+ax + ...+ ap_12" ' + apa®

alors

f(x) = 2ap+ax™ +... + ap_x-FD 4 arz ")

= ar+ap_1x+...+ alx_(k_l) + aoxk

de plus si f(x) est un facteur de 2™ — 1 on note f(z) = 2" — 1/ f(z)

Théoréme 34. Soit R un anneau & chaine fini d’idéal mazimal () et e lindice de
nilpotence de v (¢ =0). Soit ™ — 1 = fifo... f, factorisation unique en b-polynomes
premiers entre eur deux a deur dans R[z], alors tout idéal de R|x]/{z" — 1) est somme

d’idéauz de la forme <7jfi +@"—1)) ou0<j<eet0<i<r.

Preuve: Le théoréme des restes chinois nous donne

Rial/(a" = 1) = Rfal/ (V) = © > Rlal /(£

donc tout idéal I dans Rx]/(z" — 1) est de la forme @ZL- ot I; est un idéal de
i=1

Rlz]/{f;) (lemme 13 ) pour 0 < i <r, I, =0 ou

I; = Z(’Yk + (/i)

dans R[z]/(z"—1). Par conséquant I est une somme d’idéaux de la forme (77 fi+(2"—1))
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Théoréme 35. [21] Soit C un code cyclique de longueur n sur l’anneau & chaine fini
R d’idéal mazimal () d’indice de nilpotence e et (n,q) =1 ou q est le cardinal de son
corps résiduel, alors il existe une famille unique de polynomes premiers entre eur deux

a deux unitaires Fy, Fy, ..., F. dans R[z| tels que FoFy..F, = 2" — 1 et

A

C = <F1,’7F2, . 7’}/8_1Fe>

de plus
IC| = (|R|)Ei=0 (e~ des Fia

Dans ce qui suit nous donnons une méthode calculatoire pour avoir le relevé de

Hensel d’un polynéme,appelée aussi méthode de Graeffe.

4.5 Relévement de Hensel

Nous présentons le relévement de Hensel, qui permet d’obtenir (relever), sous cer-
taines conditions, une factorisation d’un polynéme dans I'anneau Z,.[X] & partir d’une
factorisation dans Z,[X]. Cela nous servira dans deux cadres différents : en premier
lieu, cela permet une construction effective des anneaux de Galois; en second lieu, le
relevement de Hensel sera une technique de construction de codes cycliques sur Z.
Nous illustrons le fonctionnement du relévement par un algorithme de calcul dans le

cas p = 2.

Lemme 14. [/1] (Lemme de Hensel) Soient p un nombre premier, k un entier
supérieur ou €gal a 2 et P € Z,.[X] un polynome unitaire, tel que

P =QR (mod p),

pour Q,R € Z,[X], deuz polynémes unitaires premiers entre euz. Alors, il existe un
unique couple (Q(k), R(’“)) de polynomes unitaires de Z,:[X], tel que
1. P=QWR®,

2. QW = Q(mod p) et R = R(mod p),
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3. Q(k) et R® sont premiers entre eux.

De plus, on a deg(Q™) = deg(Q) et deg(R™) = deg(R).

L’anneau Z,[X| étant factoriel,donc tout polynéme a coefficients dans Z, se décom-

pose de maniére unique en produit de facteurs irréductibles. On a pour tout polynoéme

P e Z[X] :
P = fir ff" (mod p),

ou fi, ..., fi sont des polynomes irréductibles de Z,[X] et ey, ..., ¢; des entiers strictement
positifs. Il est donc possible, par récurrence sur le nombre de facteurs, de généraliser
le lemme 1.3 afin d’obtenir la factorisation de tout polynome de Z,:[X] a partir de sa

factorisation dans Z,[X].

Théoréme 36. [}1] Soient p un nombre premier, k un entier supérieur ou égal & 2 et

P € Z,x[X] un polynome unitaire. Soit P mod p = fi* --- f{* la factorisation de P dans

Zp| X, ot f1,..., fi sont des polynomes irréductibles et ey, ..., e des entiers strictement
positifs. Il existe un unique l-uplet (ggk), o ,gl(k)) de polynomes unitaires de Z,.[X], tel
que

k k
1. P= g% )--~91( ),

(k) = f?i

2' g’L % (mOd p);

3. les ggk) sont deuzx & deux premiers entre euz.

En d’autres termes, les polynémes unitaires de Z,[X] se décomposent -de manicre
unique- en produits de polynémes du type gi(k), Réduits modulo p, ils sont des puissances
d’un polyndéme irréductible. Cette propriété va nous permettre de définir le relevé de
Hensel d'un facteur de X™ — 1 ou n est premier avec p. En effet, dans ce cas, X" — 1

ne comporte que des facteurs simples.

Définition 58. (Relevé de Hensel) Soient ) et R deuz polynomes a coefficients dans
Zy tels que X" —1 = Q(X)R(X) ou n est un entier premier avec p. On appelle relevé
de Hensel d’ordre k du polynome Q, le polynome Q¥ du couple (Q(k), R(k)).
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Proposition 29. Soit Q) € Z, un facteur de X™ — 1. Son relevé de Hensel d’ordre k
divise X" — 1 dans Zyx [ X].

Le cas le plus important dans la suite est le cas binaire, i.e. p = 2. La proposition
suivante décrit un algorithme itératif de calcul du relevé de Hensel d’un polyndéme pour

p=2.

Proposition 30. [30] (Calcul du relevé de Hensel binaire) Soient Q) € Zs[X]
un facteur de X*" 7' =1 et QW) € Zn [X] son relevé de Hensel d’ordre k. Posons
QW(X) = P(X) — I(X) ot P contient les monomes de degré pair et I ceux de degré
impair. On a alors QY (X?) = £(P*(X) — I*(X)), les opérations étant faites dans

Zy+1|X] et le signe étant choisi pour que QL soit unitaire.

Exemple 28. Reprenons notre code de Homming avec m = 3 et a = 7. La factorisation

de X™ — 1 modulo 2 donne
X -1=(X-D)X*+X*+1)(X*+ X +1)

Posons Q@ = QW (X) = X? + X + 1 € Zy[X] et appliquons la proposition 1.30 pour

calculer son relevé d’ordre 3 (un b-polynéme avec notre définition). On a

P(X) =1 mod 2,
LX) =X°+X mod 2,

donc

(P(X))? =1 mod 4,
(L(X))? =X°+2X"+X?*  mod 4,

d’ot
QX)) = -X®—2X*— X2+ 1 mod4
Ainsi, le relevé de Hensel d’ordre 2 du polynome Q(X) est
QY(X)=X*+2X+ X -1 mod 4,
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De méme, pour calculer Q) on décompose Q) sous la forme :

Py(X) =2X?—-1  mod 4,
LX) =X*4+X  mod 4,

ce qui donne

(Py(X))? =4X*—4X?+1 mod 8,
(L(X))? =X°+2X"+X?*  mod S8,

On a donc
QW (X?) = X® —2X* +5X?—1 mod 8,
soit, finalement
QP(X) = X?+6X>+5X +7 mod 8
On peut alors vérifier que Q%) est bien un diviseur de X™ — 1 dans Zs[X], en effet
QUIX)(X* +2X* +7X? +5X +1)=X"—1 mod 8.

Bien entendu, X* 4+ 2X3 +7X? +5X + 1 est le relevé de Hensel d’ordre 3 du polynéme
(XP+ X2+ 1)(X —1).

Dans la suite nous donnons des exemples de codes cycliques définis sur les anneaux

a quatre éléments.

4.6 Codes cycliques définis sur 7,

Z4 est un anneau a chaine fini & quatre éléments ,d’idéal maximal 27, , d’indice de

nilpotence 2 et de corps résiduel Zs.

4.6.1 Polyndme générateur d’un code cyclique sur Z,

Corollaire 4. [46]/ Soit n un entier impair, x" — 1 le produit de k polynomes sur Z,

alors il y a 3% codes cycliques de longueur n sur Zy .
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Théoréme 37. [46] Soit C un code cyclique sur Z, de longueur n, alors il existe des
polynomes unitaires uniques f, g et h tels que ™ — 1 = fgh et C = (fh) ® (2fg) de
plus C' est de type 4999 24e9 I

1) Sih=1,C=(f) et|C| =49/t

2) Sig=1,C=(2f) et |C| =279,

Exemple 29. Par La méthode de Greaffe (x—1)(z®+22° +x—1)(2* —2*+20—1) est la

factorisation de (x7—1) en facteurs irréductibles dans Zy[z] . " —1 = g1(x)ga(2)gs () ot

g(r) = goz) =2 + 22 + 2 — 1

h(z) = gs(x) = 2% — 2® + 22 — 1

sont les facteurs unitaires irréductibles de x” — 1. D’apres le corolaire précédant il y
a 3° = 27 codes cycliques sur Zy de longueur 7. On a C = (f(z)h(z)) @ (2f(x)g(x)).
On prend g1(7)g3(x) = (x — 1)(2* — 2® + 22) = 1 + & + 327 + 22° + 2*

g (2)g2(z) = (x — 1)(2® +22° + v — 1)

il est de type 43.2% sa matrice génératrice est la suivante

113 2100

0113210

0011321
G =

202 2 200

02022 20

00 20 2 2 2
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4.7 Codes cycliques définis sur Fy + ulFy

Nous avons déja vu la définition de 'anneau Fy + ulFy, (voir chapitre 3) qui est un
anneau & chaine fini. Nous donnons dans ce qui suit des exemples de codes cycliques
définis sur cet anneau.

Le nombre de codes cycliques sur Fy 4+ ulFy est 3" ot 7 est le nombre de b-polynémes
facteurs de 2™ — 1 sur Fy + ulF,.

Par le théoréeme 35 les codes cycliques sur R sont donné par la description de leur
polynoéme générateur.

La factorisation de " — 1 en facteur irréductible sur F, donne :

" = 1= fifo..fr

Les codes cycliques sur Fy 4+ ulFy sont obtenus en partitionnant les facteurs de z™ — 1

en trois blocs f,g et h par exemple f = fifo, g = fafsfs et h = fg...f.; en plus f,g,h

peuvent prendre la valeur de 1.

Soit C' un code cyclique de longueur n sur R, alors d’aprés le théoréme 35, il existe

des b-polynémes unitaires uniques f, g, h tel que C' = (fh,ufg) ou fgh = (" — 1) et

le| = 44e9(9) 9deg(h)

ou a .
a) Si h=1,C=(f) et |C| =49

b) Sig=1,C = (uf) et |C| = 2749

Exemple 30. La factorisation de z° — 1 dans Fy + ulFy est fifofs ou
fl(x> :I'—i-l, fQ(x) =x3+x+1, f3($> :$3+$2+1
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TABLE 4.1 — Codes cycliques définis sur Fy + ulFy de longueur 7

Générateur | Ordre | dy.. | Paramétres du code binaire image
(ufafs) 2 14 (14,1, 14]
(ufifs) 2° 8 14,3, 8]

(wuf3) 2 6 (14,4, 6]
(wfifo) 23 8 (14, 3, 8]
(ufs) 2 6 (14,4, 6]
(ufr) 20 4 (14,6, 4]
(u) 27 2 [14,7,2]
(f2fs) 4 7 [14,2,7)

(fofs,ufifs) | 42> | 6 (14,5, 6]

(fofs,ufifz) | 42° | 6 14,5, 6]

(fofs,ufy) | 425 | 2 14,8, 2]

(fifs) £ | 4 14,6, 4]

(fifs,ufofs) | 4°2 | 4 14,7, 4]

(fifsufifz) | 4°.2° | 4 14,9, 4]

(fifs,ufa) | 4°.2° | 2 14,10, 2]

(f3) 4* 3 14,8, 3]

(fs,ufifo) | 412> | 2 14,11, 2]
(fif2) 4 4 (14,6, 4]

(fifo,ufafs) | 4°2 | 4 (14,7, 4]

(fufo,ufifs) | 4°.2° | 4 14,9, 4]

(fifesufs) | 4220 | 2 14,10, 2]

(f2) 44 3 14,8, 3]

(f2,ufifs) | 4423 | 2 (14,12, 2]
(f1) 49 | 2 14,12, 2]

(fi,ufofs) | 4°2 | 2 14,13, 2]
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Il existe une autre forme des générateurs de codes cyclique définis sur R donnée par

le théoréme suivant

Théoréme 38. [21] Soit C' un code cyclique de longueur n sur l'anneau & chaine fini R
d’idéal mazimal (7y) et d’indice de nilpotence e (v¢ = 0), alors ils existent des polynémes

90y J1, -y Je—1 dans R|x] tels que

C = {90,791, -7 ' ge1)
et

Ge—1/Ge-2/--/91/ g0/ (x" — 1)

Théoréme 39. [21] Soit C' un code cyclique de longueur n avec les notations du théo-
reme 35

A

F=F+yF+- -+ 'E,
alors F' est un générateur de C' ie C = (F)
Du théoreme 35 on déduit le corollaire suivant :
Corollaire 5. R[z|/{z" — 1) est un anneau principal.

Ce qui n’est pas le cas pour (n,p) # 1 (exemple les codes sur Z, de longueur paire)
ne sont pas tous principaux.Voir comme exemple [1]
Dans ce qui suit, on verra une famille de codes plus générale que les codes cycliques

qui sont les codes constacycliques.

4.8 les codes constacycliques

Pour un élément inversible A € R, un code C' est dit constacyclique ou plus généra-
lement \-constacyclique si (A¢,—1,co, 1, ..., Cn2) € C dés que (co,cq,...,ch1) € C.
Par exemple, les cycliques et les negacycliques correspond & A = 1 et respectivement a

A=—1L
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Théoréme 40. Soit A un élément inversible dans un anneau a chaine fini, R de ca-
ratéristique p. Ou (n,p) = 1. Le polynome x" — X\ admet une unique factorisation en
b-polyndomes unitaires premiers entre euxr deur a deux sur R. De plus, il existe une
correspondance biunivoque entre ’ensemble des b-polynomes facteurs de x™ — X dans

R[z] et l'ensemble des polynomes irréductibles diviseurs de x™ — X dans R = F, = F .

Preuve: Si (n,p) =1 on déduit que 2™ — A est sans racines multiples dans F,[z].
Par le lemme 24, 2" — A admet une unique factorisation en b-polyndémes unitaires
premiers entre eux deux a deux dans R|z]

2" — X = fifa... fs, puisque F,[x] est un anneau factoriel alors,

2" — X\ admet une unique factorisation en polynomes unitaires irréductibles dans
Fylz],
a™ — X\ = hyhy ... hy . Ces polynomes sont premiers entre eux ((n,p) = 1). Par le lemme
de Hensel 12, il existe des polynémes ﬂz dans R[z] tels que f; =hietz"—-\= ﬁl ﬁg o fzk
Donc h; pour 1 < i < k sont des b-polyndmes unitaires de R[z| premiers entre eux deux
a deux. De l'unicité de la décomposition de 2" — A dans R]z|, on déduit que hi = f; et
k= s.

O

Dinh et Lopez-Permouth [21] ont montré que les codes négacycliques de longueur
impair sont isomorphes aux codes cycliques de méme longueur si (n,p) = 1.

Nous allons montré que cet isomorphisme reste vrai pour un cas plus général .

Proposition 31. [6] Soit n un entier positif impair et \ un élément inversible tel que

N =1€eR". Soit u Uapplication
pos Rl] /(" = 1) — Rla]/ (2" = A).
définie par u(c(z)) = c(Ax). Alors u est un isomorphisme d’anneau.

Preuve: Il est clair que p est un homomorphisme d’anneaux, on montre seulement
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que p est bijective.Pour cela, soit f(x) et g(x) deux polynomes dans R|[z] tels que
f(z) =g(x) (mod z" —1).

Ce qui est équivalent a 'existence de h(z) € R[z] tel que f(x) — g(x) = h(x)(z" — 1).
La derniere egalité est vraie si f(Ax) —g(A\x) = h(Ax)((Az)" — 1) est vraie,car \" = X et
A = 1,ce qui est equivalent & f(Az) — g(Az) = Ah(Az)(z™ — N)si et seulement sif(A\x) —
g(Ax) =0 mod 2" — A. Ce qui implique que f et g sont dans R[z]/(z" — 1),nous avons
f(z) = g(x) si et seulement si u(f(x)) = u(g(x)). d’'ott p est un isomorphisme. O

Les ideaux de R[z]/{z™ — \) sont principaux alors le corollaire suivant est une

conséquence directe de la Proposition 31

Corollaire 6. [6/ Soit R un anneau & chaine fini et X un élément inversible dans R.
Un sous ensemble I dans R[z| est un idéal dans Rlz|/{x™ — 1) ce qui implique que C
est un code cyclique de longueur n sur un anneau & chaine fini R , si et seulement si

w(C) est un A-constacyclique code de longueur n sur Rlx].

Exemple 31. les codes (1 4+~"1)-constacycliques sur Fy +yFy 4 ... 4* 'Fy sont equi-

valents aux codes cycliques puisque (1 £~°1)% = 1.

Dans la suite, on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour ’existence des

codes cycliques auto-duaux sur les anneaux finis.

4.9 Les codes duaux des codes cycliques

Dans [39], on donne une caratérisation des codes auto-duaux cycliques sur Z". Dans

[21] on généralise cette caratérisation aux codes cycliques sur les anneaux a chaine finis.

Théoréme 41. Soit C' un code cyclique sur R avec

~

C = <F1,’7F2, e 773—1Fe>

et
O] = (|7Q|)Z$;5(e—z’) deg Fi1
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ou FoFy..F.=a2" —1 et F..1 = Fy alors et

Ct = (FF yF*, .. 7 EY)

e

O] = (R T cdes i

Exemple 32. Code cycliques de longueur n = 6 sur Zyg.
La factorisation de % — 1 sur Ziy en produit de b-polyndmes ppremiers entre eux sur

Z49 est :

2° —1=(z—1)(z+1)(z+18)(z — 18)(z + 19)(x — 19).

Pour f(z) =z — 18, f*(z) = —18(z — 19), donc 2° — 1 = g(z) f(z) f*(x) avec g(z) =
—18(z — 1)(z + 1)(z + 18)(x + 19). Si

C=(fg97ff)

alors

Ct=((f)g1ff)=C
Lemme 15. Soit FoF..F.=x2" —1 et
C = <F1, ’}/FA12, Ce ,7671Fe>

alors dans Rlx]/{z" — 1)
a) FyF; =0

b) Er, Er ,sont premiers entre euz i € {0,1,... ¢}
Théoréme 42. Avec les mémes notations que le théoreme 41
Ak Ak e—1 Ak
G:FO +7Fe + -ty F2

alors G est un polynome générateur de C ie C' = (G)
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Proposition 32. [21] Soit FoFy..F, =2" —1 et
C = <F1, ’}/FA12, ce ,”yeilﬁe>
35 alors C' est un code auto-dual si et seulement si F; et I sont associés pour tout

i,7€{0,1,... e} tels que i+ j = 1mod(e + 1)
Lemme 16. i) Si degf > degg alors (f(x) + g(z))* = f*(x) + x99/ %99 g* (1)

ii) (f(z)g(z))" = f*(x)g"(z)
iii) Si f est unitaire alors (f*) = (f)*

Théoréme 43. Supposons e un entier pair alors il existe un code cyclique non trivial
auto-dual sur R si et seulemnet si il existe un b-polynome f € Rlx| facteur de z" — 1

tel que f et f* ne soient pas associés.ie ((f) # (f*))

Permounth a donné une construction pour l'existence de codes auto-duaux [21],
nous donnons une autre construction.
Preuve: Supposons qu'il existe un b-polynéme f € R[z]| diviseur de z" — 1 tel que
f et f* ne soient pas associés, alors puisque le terme constant de f est différent de
zero,alors degf = degf* et f* est aussi diviseur de 2™ — 1 de plus ff* est un facteur de
2" —1onecrit 2" — 1= ff*g
dans la factorisation " — 1= FyFy ... F. on prend Fy = f, Fy = f"et Fjop1 =9
Congidérons

= (fg. v ff")

puis que 1 — " = (2" — 1)* = (ff*9)" = f*fg" ona [f*g = —ff*g, ce qui implique

g = —g* par le théoréme 41 et lemme 16
Cc+ = < 6*/2+1> (4.3)
= ((f9)" A (4.4)
= (=fg" A PfF) (4.5)
= (fg.x*ff) = (4.6)
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Inversement, supposons qu’il existe un code cyclique auto-dual C, par le théoréme
35
C == <F1,’7F2, e 773—1Fe>

ou Fy, I, ..., F, sont des polyndomes unitaires dans R[z| tel que FyFy ... F, = 2" — 1.

Supposons que Vf, 2" — 1 f et f* soient associés. alors F; et F. sont aussi associés

pour i =0,...e.

Puisque C est auto-dual ( proposition 32) on déduit que Vi, 7 € 0,...etelsquei+j =1

mod (e + 1).

F; est associé avec Fj et donc associé avec Fj puisque 2 —1 n’a pas de racine multiples

ce¢i implique que pour 4,j € 0,...e avec i +j = 1 mod (e + 1) soit F; = F; = 1 soit

F,=F, donc F; =1, Vi, € 0,...e\§+1 et Feyy =2" — 1 done C = (v*/%) qui est le

code auto-dual trivial contradiction. O]
Ce qui implique que 'on doit avoir I'existence d’un b-polynéme facteur de z" — 1

dans R[x] tel que f et f* ne soient pas associes.

En utilisant la factorisation de 2™ — 1 sur [, et les propriétes des classe cyclotomiques,

on arrive a cette condition nécéssaire et suffisante d’existence des codes cycliques auto-

duaux non triviaux sur R.

Théoréme 44. Soit R un anneau & chaine fini d’idéal mazimal (v) |R| = p' ou
IR| = p' et e lindice de nilpotence de ~y. Alors il existe un code cyclique auto-dual de

longueur n sur R si et seulement si ¢" 2 —1(mod n) Vi positif.

Preuve: Soit C, la classe cyclotomique modulo n contenant v et o une racine
n-ieme primitive de 1 si g(x) est un b-polyndme unitaire diviseur de 2" — 1 alors il

existe une classe cyclotomique C, telle que

et par la suite

g@)=Jla" I] @-a)=u J] @—-a)

1€Cly 1€Ch—u 1€Ch—u
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ou u = H o' est un élément inversible dans R.

i€Cu
Donc par la proposition 31 il existe un code cyclique auto-dual de longueur n sur R
si et seulemnet si il existe un b-polynéme f(x) facteur de z™ — 1 tel que f et f* ne

soient pas associés, si et seulemnet si il existe une classe cyclotomique C, qui ne soit

pas reversible (ie C, # C,,_,), donc si C} # C_; ce qui implique ¢* 2 —1(mod n) Vi

inversement si ¢' 2 —1(mod n) Vi alors C; # C_, d’ou il existe un b-polynéme
associé a la classe cyclotoique ' et qui n’est pas associé a son polyndéme réciproque.

Si p = 2, les entiers n, out 2" 2 —1(mod n) Vi ont été etudiés par Moree [42]. Dans
[21] on donne quelques exemples de non existence de codes cyclique auto-duaux. Nous
allons donner une condition nécéssaire et suffisante d’existence de codes auto-duaux

non triviaux, définis sur les anneaux a chaine finis.

Lemme 17. Soit n et s deux entiers positifs et ¢ une puissance d’un nombre premier

alors

i) Siq® = —1(mod n) alors ord,(q) est pair

ii) Sin est premier alors, ord,(q) est pair <= 3 / ¢" = —1(mod n)
Preuve:
i) ¢ = —1(mod n) = ¢* = 1(mod n) = ord,(q)/2s, si Ord,(q) est impair =

ord,(q) / s (contradiction avec la définition de 'ordre)
ii) Supposons que ord,(q) = 2w est pair donc ¢** = 1 mod n.
d’ou n/(¢¥ — 1)(¢* + 1). Puisque n est premier et ne peut pas divisé ¢* — 1 (
acause de l'ordre), nous avons ¢ = —1 mod n. Pautre implication se déduit de
(1).
Dans ce qui suit nous donnons une condition nécéssaire et suffisante d’existence de

codes cycliques auto-duaux non triviaux sur les anneaux a chaine finis.

Théoréme 45. [6] Soit R un anneau & chaine fini d’idéal mazximal () d’indice de

nilpotence pair e et |R| = p ot |R| = |K| = p" alors il existe un code cyclique non
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trivial de longueur impaire n puissance d’un nombre premier sur R si et seulement si

ord,(p") est impair.

Preuve: Si on suppose qu’il n’existe pas de code cyclique auto-duaux sur R par
le théoréme 44 il existe un entier i tel que (p")* = —1(mod n) donc par la partie i) du
lemme 17 on a ord,(p") est pair.

Inversement supposons qu’il existe un code cyclique non-trivial auto-dual donc par le
théoréme 44 il n’existe pas d’entier i tel que (p")' = —1(mod n) (ie Vi, (p")" &
—1)(mod n) on va montrer que dans ce cas ord,(p") est pair et pour cela on considére

les cas suivants :
(i) Sin est premier impair alors par ii) du lemme 17 on a ord,(p") est impair.

(ii) n = ¢ Supposons que ordy(p") soit pair. On montre premierément I'implication
suivante.
ordge(p") pair = ord,(p") pair.
Supposons ordg.(p") est pair et ord,(p") est impair alors il existe ¢ > 0 impair tel

que

P 1(mod q) <= p" =1+ kq

-1

donc p" = (14kg)™ = 1(mod ¢*)

car (14 kq)" " 1+ kq“(mod ¢**)

rig® =1t

donc p 1(mod q%)

Nous avons i impair et ¢*~" impair d’ott, ord,« (p") est impair, car ordg. (p")/ig® "
ce qui est absurde, donc ord,(p") est pair, d’out il’existe un entier j tel que 0 <
j < ord,(p") et p” = —1(mod q) d’ott de (4.7) on a P = —1(mod ¢%) ce qui
donne que la classe cyclotomique C] est reversible et par le théoréme 44 ceci est

impossible.

Remarque 25. On note que I’ ord,(p") impair est une condition suffisante pour tout

n d’existence de codes auto-duaux non triviaux sur Rr.
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On donne quelques exemples de codes auto-duaux non triviaux .

Exemple 33. — Longueur 22 sur Zss.
Nous avons ordss(5) = 5 est impair. La factorisation de 2?2 —1 sur Zoys en produit

de b-polynomes sur Zos est donnée par

22 -1 = (x—1)(z+24)(2° + 162" 4 242° + 242 + 8x + 1)
(2° 4+ 172" + 242 + 2° + 162 + 1)(2° + 8z* + 2423 + 2422 + 162 + 1)
(z° 4+ 92* + 242 + 2% + 162 + 1)
= fi(@) f2(2) f3(2) fa() f5 () fo (),
et on a f; = f5, d’ou f3 n’est pas associé avec son réciproque. Soit g = fifafafs.

Alors nous avons le code cyclique auto-dual suivant :

C=(f39,5f315)-

— Longueur 13 sur Zg.
Dans ce cas ordy3(3) = 3, alors il existe un code cyclique auto-dual de longueur 13
sur Zg. La factorisation de x'* — 1 en produit de b-polynomes sur Zg est donnée

par
231 = (2—1)(2°+62>+22+8) (2 + T2 +32+8) (v +42°+ T2 +8) (2° +22°+ Tz +8).

Pour f(x) = 2 + 62* 4+ 22 + 8 nous avons f*(x) = —(2° + T2° + 32 + 8) et
2 —1 = f(x)f*(2)g(z) avec g(z) = —(z—1)(2* +42* + T +8)(z° + 22> + Tx +8).

Alors nous avons le code cyclique auto-dual suivant :

C=(fg3ff)

— Longueur 11 sur Zss.
Nous avons ordy(5) = 5 est impair. La factorisation de 't —1 sur Zos en produit

de b-polynomes sur Zos est donnée par

e —1 = (2 —1)(2° + 172" 4+ 242° + 2% + 162 + 24) (2° + 9z" + 242° + 2* + 8z + 24),
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qui est égale a g(x)f(z)f*(x) with g(z) = —(x — 1). Alors nous avons le code

cyclique auto-dual suivant :

C=(fg,5f)

— Longueur 6 sur Z,g.
Nous avons ordg(7) = 1 est impair .La factorisation de x° — 1 sur Zyy en produit

de b-polynomes sur Zag est donnée par
2° —1=(z—1)(z+1)(z+18)(z — 18)(z + 19)(x — 19).

Pour f(x) = x — 18, f*(x) = —18(z + 19), d'on 2° — 1 = g(x)f(z)f*(x) avec
g(x) =19(z — 1)(x + 1)(z + 18)(z — 19). Alors nous avons le code cyclique auto-

dual sutvant :

C=(fg71f)

Corollaire 7. [7] Soit R un anneau & chaine fini d’idéal mazimal (y) d’indice de
nilpotence pair e et |R| = p” ou |R| = |K| = p".Soit n = km produit de deuz entiers
positifs ou m est une puissance d’un nombre premier ipmair.

Si ord,,(p") est impair alors il existe un code cyclique auto-dual sur R de longueur n

Preuve: Si ord,,(p") est impair alors d’aprés le théoréme 45.

Vi,  p"™ % —1(mod m)
dou Vi, p" 2 —1(mod km)
sinon 3 p"™ = —1(mod km)

ce qui implique  p" = —1(mod m)

d’ott ord,,(p") est pair. ]

Exemple 34. n =22, R = Zys, ordy;(5°) = ordy1(5) = 5 est impair alors il existe

un code cyclique auto-dual de longueur 22 sur Zos.
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Pour la suite la notation ¢ = Omod n siqnifit que ¢ est un residue quadratique

modulo n.

Corollaire 8. [6]/ Soit R un anneau a chaine fini d’idéal maximal () d’indice de
nilpotence pair e et de corps résiduel K tel que |K| = p", alors si pips...ps est la
décomposition de n en facteurs premiers impairs tels que p" = Umod p;

et p; = —1lmod 4 Vi, 1 <1 < s alors il existe un code cyclique auto-dual non trivial

de longueur n sur R si seulement si ord,(p") est impair.

Preuve: On a ord,(p") = ppem(ordp;(p")) puisque p" = Omod p; alors ord,, (p")

bi —

divise . donc ord,,(p") est impair sinon p; = 1mod 4 d’ou ord,(p") est impair, et

par le théoréme 45 nous avons l'existence d’un code cyclique auto-dual non trivial sur

R. []

Corollaire 9. [6] avec les notations déja utilisées.
Sin est premier impair tel que n = —1mod 4 alors il existe un code cyclique auto-dual
non trivial st seulement si

p = Umodn

Preuve: la conditions necéssaire est donnée par ( [21] Corollaire 8 ) pour la
réciproque. Si on suppose p = [mod n alors p" = Umod n et on a le resultat par le

corolaire 9 O

Exemple 35. On a 11 = —1 [4] et 3 = Omod 11 alors il existe un code cyclique auto-
dual non trivial de longueur 11 sur Zg. dans ce cas on a aussi ordi1(3) =5 impair.

La factorisation de x'' — 1 en produit de b-polynomes sur Zg est donnée par

e —1=(r-1)(2°+32* +82° + 2* +2r —1)(z° - 22" —2* +2* - 30— 1) = (x - 1) f1.f}
on obtient le code cyclique auto-dual non trivial de longueur 11 sur Zg suivant :
C=((z—1)f1,3f1f7)
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Nous avons vu que les codes cycliques définis sur les anneaux finis étaient des sous
modules donc qui n’ont pas obligatoirement de bases. nous allons voir par la suite sous

quelles conditions, ces sous modules admettent-ils une base.

4.10 Les codes cycliques libres définis sur les anneaux
a chaine finis

Théoréme 46. (/32, Theorem 4.20]) Soit C' un code cyclique de longueur n sur un
anneaw G chaine fini R de caractéristique p,tel que (p,n) = 1. Alors C est un code libre
de rang k si et seulement si il existe un polynome f(x) € Rlx] tel que f(x)/(x™ — 1)

qui engendre C' et dans ce cas on a k =n — deg(f).

Théoréme 47. [6] Soit R un anneau & chaine fini d’idéal mazimal (), d’indice de
nilpotence e, de caractéristique p tel que (n,p) =1, alors si p est impair il n’existe pas

de code cyclique auto-dual libre de longueur n défini sur R.

Preuve: Soit C' un code cyclique libre auto-dual sur R de longueur n. D’aprés le
théoréme 46, C' est engendre par un diviseur g(z) facteur de 2™ — 1 dans R[z].
Puisque C est auto-dual on a g(z) = ¢g*(z) avec g*(z) = §*(x) et la reduction modulo

v est un homorphisme d’anneau on obtient

Fg— 71
Et puisque (n,p) = 1, par le théoréme 34, §(z) est un diviseur de 2™ — 1 dans K[x],
de plus par le lemme 16, on a g* = g*. Donc C est un code cyclique auto-dual sur K
([35]) nous montre qu’il n’existe pas de code cyclique auto-dual sur un corps fini K de
caractéristique impair. D’otu le résultat. O

Il existe une une autre maniére de définir les codes cycliques sur les anneaux finis qui

est utilisée pour les anneaux de Galois (voir appendice pour la définition d’un anneau

de Galois).
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4.11 Codes cycliques définis par les racines de 1 'unité

Les éléments inversibles de R = GR(q,1) forment un groupe multiplicatif qui est
un produit direct (€) x G ou(€) est un groupe cyclique d’ordre p' — 1 engendré par un
élément primitif € de Riet G = {14 7;7 € (p)} est un groupe d’ordre p" 1.

Soit m un entier positif tel que n /p™ — 1 alors 'anneau de Galois GR(q, m) contient
toutes les racines de ™ — 1.

Maintenant soit m le plus petit entier positif tel que {/m et n/p™ —1 alors GR(q, m) est
la plus petite extension de R qui contient une n-iéme racine primitive de I'unité £.Si
est un élément primitif de GR(q,m) alors £ = ( (P =1/ est une racine n-iéme primitive
de l'unité dans GR(q, m).

Une racine n-iéme de 'unité dans GR(q, m) peut aussi etre obtenue comme suit :

Soit 3 une racine n-iéme de I’ unité dans le corps résiduel F,m de GR(g,m) ,puisque
(p,n) =1 [ est une racine simple de " — 1 dans Fjm. alors par [41] il existe un unique
élément ¢ € GR(q,m) tel que € = B et € est une racine de " — 1 dans GR(g,m). On a
aussi par [41] ordre de (¢) = ordre de (£ et donc ¢ est une racine n-iéme primitive de
I'unité dans GR(q,m). Un code cyclique C de longueur n sur R peut aussi etre défini
par les racines n-iéme de 'unités

Soient £, €%, ... €™ des racines n-iéme de I’ unité dans GR(q, m) alors le code cyclique

correspondant C' est défini par
{c(z) € Rlz]/(a" = 1) [e(€7) =0: 1< j <k}

Le polynoéme générateur g(z) de C' est le plus petit multiple commun des polynomes
minimaux de ¢ , 1 < j < k evidement g(x) /2™ — 1. Donc un tel code cyclique est

libre sur R.

Proposition 33. On Suppose que le polynome générateur g(x) d’un code cyclique C

b+1 b+5—-2
7€+7"'a€+

de longueur n sur R = GR(q, m) divisant 2™ — 1 a ses racines €° ou &

est une n-ieme racine de ['unité dans une extension approprié de R alors
d(C) >4
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ot d(C) est la distance minimale de Hamming de C. La preuve est la méme que

celle pour les codes sur les corps , on considere que C' est un code sur Fym.

Exemple 36. Le polynome h(z) = 2° + 2 + 1 est un facteur irréductible de x™ — 1
sur Fy qui est aussi un polynome primitif sur Fy. le relevé de Hensel de h(x) a Z4 est
flx) =2 —2* +22 -1

Soit & une racine de f(x) ,alors & est un élément primitif de GR(4,3) ie un élément
d“ordre 2° — 1 = 7 dans GR(4,3).  Soit le polynome générateur sur Z, défini par
g(x) = lem(My(z), My(x), My(z)) ot(My(x), Mi(x) et My(x)) sont respectivement les
polynomes minimaux de 1 & et € .Maintenant My(z) = v — 1 et My(x) = My(x) =
f(z). donc g(z) = a* +22° — 2 + o +1; g(x) /2" — 1 sur Zy. par suite C est un code
cyclique libre de longueur 7 sur Z, de rang 3 et de distance minimale 4 < d au moins
4.

Une matrice génératrice de C' est

1132100
G=|10113210
0011321

La premiere ligne de G est un vecteur de poids 4. Donc C' a une distance minimale

égale exactement a 4.

4.12 Nombre de codes cycliques et cycliques auto-
duaux définis sur un anneau achaine fini

On calcul le nombre de codes cycliques et celui des codes auto-duaux définis sur les
anneaux a chaine finis .
Le théoreme suivant donne le nombre de codes cycliques et cycliques libres définis

sur les anneaux & chaine finis.
Théoréme 48. [6]/ Soit R un anneau & chaine fini, d’indice de nilpotence e et de corps
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résiduel F,, avec ¢ = p" éléments. Soit Cy(n) le nombre de g-classes cyclotomiques
q q
modulo n avec (n,q) = 1. alors on a :
(i) le nombre de codes cycliques définis sur R est égale a (e + 1)0‘1("),

(i1) le nombre de codes cycliques libres définis sur R est egale a 2Ca(n)

On note que le Théoreme 48 est aussi vrai pour les codes cycliques définis sur les
corps finis, puisque les corps finis sont aussi des anneaux a chaine finis d’indice de

nilpotence e = 1 Le résultat suivant donne C,(n) dans le théoréme 48.

Proposition 34. [52] Soit Cy(n) le nombre des q-classes cyclotomiques modulo n avec

(n,q) = 1. alors on a :

Cy(n) = Z 20

. ordy(q)’

ot ®(.) est la fonction d’Euler.

Théoréme 49. ([21, Theorem 3.2]) Soit R un anneau & chaine fini d’idéal maximal
() et lindice de nilpotence de v est e . Soit 2" — 1 = fifs... fx la factorisation de

" —1 en produit de b-polyndmes premiers entre eux deuz a deux dans R[x]. Alors tout

M est de la forme I, oul; =0, or I, = ’yjf}+ " — 1)), ou
(z — 1)

" —

i=1

0<j<el<i<k.

idéal dans

Concidérons maintenant le polynéme z™ — 1 sur l’anneau a chaine fini R.

Du Theorem 40, ce polynéome se décompose en forme unique en produit de b-
polynomes unitaires f; tels que 1 < ¢ < k. on a aussi k = Cy(n). Notons les facteurs f;
dans la factorisation de " — 1 qui sont associés a leurs réciproques par gy, ...gs, et le

reste f; groupés en paires hy, hy, ..., h, hy. donc k = s+ 2¢, et
2" —1=g1...gshh7 ... hih}. (4.7)
En utilisant la décomposition de 2" —1 donnée dans (4.7) et le Théoréme 49,0n obtient
R s t
que tout idéal de % est de la forme Z Ii,onl; =00ul; = Z 1, @ Zl(lj—l—l;-‘)

avec I; = (y'g; + (2" — 1)),1 < s and I (respectivement I7), 1 < j <t est donnée
par I; = (v'h, 4 (2" — 1)), (respectwement I; =« h* + (2" —1)),et0<<e.
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Corollaire 10. [6/ Soit R un anneau a chaine fini d’idéal maximal () et lindice de
nilpotence de v est e . Alors le nombre de codes cycliques auto-duauzr définis sur R de
longueur n et (1+¢)*, out est le nombre de paires de facteurs dans l'unique factorisation
de x" — 1 en produit de b-polynomes unitaires premiers entre eux deuxr & deur qui ne

sont pas associés a leurs polyndémes réciproques .

On note le nombre ¢t donné dans le Corollaire 10 par t(n,r) puisque il dépend de n
et r. Il a été mensioné dans Jia et al. [35, p. 2247| que dans le cas général il est difficile
de trouver une expression simple de ¢(n,r). Ce nombre est bien sur égale a %,
meme 'expression de C,,(q) donnée dans la Proposition 34 est difficile & calculer par
Skersy [52]. Jia et al. donnent ¢(n,r) dans le cas o caracteristique est 2. Pour le reste
on utilise, le resultats de Jia et al. [35] pour généraliser cette expression pour d’autres
anneaux et d’autres caractéristiques.

On rappelle que 'on considére un anneau a chaine fini R avec comme corps résiduel

F,, olt ¢ = p" est une puissance d’un nombre premier.

Définition 59. Soitl et r deux nombres positifs avec | impair. la paire (I,1) est appelée
efficace si il existe un nombre positif j tel que | divise (p") +1, et non efficace sinon.On
définit la fonction suivante sur (1,1)

0 si(l,r) est efficace,

x(l,r) = ,
1 swnon.

Lemme 18. [35] Si la paire (1, r) est une paire efficace alors tous les fateurs irreductibles
du polynome cyclotomique Qi(x) sont associés a leurs réciproques , sinon aucun d’eut

[’est.

Si une paire (I, r) est efficace ,Du Lemme 18 tous les facteurs de @;(x) sont associés
a leurs réciproques, donc aucun facteurs intervient dans ¢(n, r) . Sinon, tous les facteurs

Q:(x) intervient dans t(n,r), puisque le nombre des paires des facteurs de @Q;(x) de la

o(1)
2ord;(p")’
Alors nous avons le théoréme suivant.

Proposition 34 est egale a
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Théoréme 50. Soit R un anneau & chaine fini avec comme corps résiduel F, ot g = p”

et comme indice de nilpotence e. Alors le nombre de codes auto-duaux sur R de longueur
n avec (n,p) = 1 est egale a (e+1)"™"), ou t(n,r) est le nombre de facteurs irreductibles

diviseurs de " — 1 donné dans (4.7). De plus, on a

t(n,r) = %Zx(l,r)%.

ln

Remarque 26. Le Théoréme 50 est une généralisation du [35, Théoréme 3] auz an-

neauz & chaine finis.

Maintenant du Théoréme 50 et [35, Le théoréme 5], on obtient une version similaire

de |35, Corollaire 2| pour les anneaux a chaine finis.

Théoréme 51. [6] Soit R un anneau achaine fini avec comme corps résiduel Fom, et

n un entier impair dont aucun de ses facteurs est congru a 1 modulo 8.

1. Si m est impair , il existe un unique code cyclique auto dual si et seulement si
tous les diviseurs premiers de n sont congruent a 3 modulo 8, ou tous les diviseurs

premiers de n sont congruent a 5 modulo 8.

2. Sim =2 (mod 4), il existe un unique code cyclique auto dual si et seulement si

tous les diviseurs premiers de n sont congruent a to 5 modulo 8.
3. Sim =0 (mod 4), il existe au moins deuzr codes cycliques auto duauz.
En utilisant les résultats précédants , on donne dans la Table suivante le nombre de
codes cycliques et cycliques auto duaux sur Zy. N = (e + 1)0"(‘1) est le nombre de codes

cycliques , et N; = (e + 1) est le nombre de codes cycliques auto-duaux sur Z,. Dans

ecas,e=2and p=2.
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TABLE 4.2 — Le nombre de codes cycliques et cycliques auto-duaux sur Z, pour n < 100.
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4.13 Codes cycliques définis sur un anneau a chaine
fini d’indice de nilpotence impair

Dans ce qui suit on montre qu’il n’existe pas de code cyclique simple auto-dual
défini sur un anneau a chaine fini dont l'indice de nilpotence de son idéal maximal est

un entier impair.

Théoréme 52. [8] Soit R un anneau & chaine fini ot (7y) est son idéal maximal d’indice
de nilpotence e.5i e est impair et ¢ une puissance d’un nombre premier alors il n’existe

pas de code cyclique non-trivial auto-dual de longueur n sur R,tel que (n,q) = 1.

Preuve: Soit C un code cyclique non trivial de longueur n sur R alors ils existent

des polynomes unitaires premiers entre eux deux a deux, Fy, Fi, ..., F._1, F, tels que
" —1= FOF1 Ce Fe—lFe

et C = <F1,’}/F2, o ,”ye’lﬁe). Si C' est auto-dual,donc de |21, Proposition 4.1] F; est
associé avec F} pour i,j € {0,1,...e} et i+j =1 (mod e+ 1). Alors F; = e[} pour
touslesi,7 €{0,...e}i+j =1 (mod e+ 1), € est un élément inversible dans R. D’oul

F; # F} puisque e est impair et il ne peut pas vérifier i +¢ = e + 2, ce qui implique

= 1= R R By F3 FFy .. Fen Fl,.

Donc aucun F; n’est associé a son réciproque, or le polynéme (z — 1) est un facteur de

™ —1, donc il existe un 0 < iy < e tel que F, = (x — 1)g(z) pour un certain g(x). D’ou
FZ() = (ZE - 1>*g(l‘)* = (l‘ - ].)g(l')* - Fl—io (mod 1+e)»

Ce qui est impossible puisque pour tout 0 < i < e les F; sont premiers entre eux, et

z™ — 1 n’a pas de racines multiples puisque (n,q) = 1.

Exemple 37. [l n'existe pas de code cyclique auto-dual non trivial de longueur premiere

avec 3 sur Zosz.
Dans ce qui suit on généralise le théoréme 52 aux anneaux principaux finis.
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4.14 Codes cycliques auto-duaux définis sur les an-
neaux principaux

Lemme 19 ([10], p. 54, Proposition 6). Soit a;,as,...,a, des idéaux de R,premiers

entre eur deur a deuz et soit a = N _ja;. Pour tout R-module M, I’homomorphisme

canonique M — H(M/aZM) est surjectif et son noyau est aM .

i=1
Soit a; un idéal d’un anneau R, et notons R; = R/a;. Donc nous avons epimophisme

canonique

Proposition 35. [19] soit R un anneau commutatif fini . Alors les propositions sui-
vantes sont equivalentes.
(i) R est un anneau principal .

(i) R est isomorphe a un produit fini d’anneaux & chaine finis.
k

De plus , la décomposition dans (ii)est unique . Elle est de la forme R = HR/mfi,
i=1
ou My, My, ..., My sont des idéaur marimaux de R, et ty,ts, ..., 1, sont les indices de

stabilité respectives .

Remarque 27. Soit R; = R/m’ alors R; est un anneau a chaine fini d’idéal mazimal

Si R est un anneau principal fini ,on dit que la décomposition de R en produit
)
d’anneaux a chaine finis, donnée en (ii), est un décomposition canonique de R. Les

idéaux my, mso, ..., my dans ce cas sont appelés décomposition directe de R. Soit R un

anneau fini et (m;); une décomposition directe de R. Soit

k
R = [[ R

=1
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I'isomorphisme canonique de R-modules . Pour ¢« = 1, ...k soit C; un code sur R; de

longueur n et soit
C = CRT(Cl,CQ, . ,Ck) = \1171(01 X oo X Ck) = {\I’il(VhVQ, . ,Vk> | V; € Cz}
On note C' comme Produit Chinois des Codes C1,Cs, ..., Cy |25].

Théoréme 53. [8] Avec les notations ci-dessus , soient Cy,Cy, ..., Cy des codes de
longueur n, avec C; un code défini sur R;, et soit C = CRT(Cy,Cy, ..., Cy). alors nous

avons
(i) C est un code cyclique si et seulement si chaque C; est cyclique ;

(i) C1,Cy,...,Cy sont auto-duauz si et seulement si C' est un code auto-dual .

Preuve:

i) Puisque R; est un anneaux a chaine fini ,soit Fy, son corps résiduel et n un entier

positif tel que (n,q) = 1Vi € {1,2,...,k}. En plus, soit
b Rla] /(2" — 1) — Ryla]/(a" — 1),
et on définit :
di(ag + arx + -+ ap_12" 1) = Pi(ag) + Yi(ar)r + - + Yi(ag_1)a" .
on définit en plus :
¢: Rlz]/(z" = 1) — Rafz]/(2" — 1) X Ryfx] /(2" — 1) x -+ X R[] /(2" — 1)

Ou
o(f(x)) = (di(f(2)), p2(f(2)), - -+, du(f(x))).

Si [ est un idéal de R[z]|/(z™ — 1),alors ¢;(I) est un idéal de R;[z]/(z" — 1).

inversement pour tout idéal I; dans R;[x]/(z" — 1) on définit

o, Iy, ..., 1)
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On note que

[ == CRT([l,IQ, . 7[k)

est 'unique idéal dans R[z]/(2" — 1) qui est congru a I; dans R,;. Par la généra-
lisation du théoréme des restes chinois cette application est bien définie, Ce qui
imlique que

I = CRT(IhIQ, .- ,Ik)

est un idéal de R[z]/(z™ — 1). En Associant a un code cyclique son idéal corres-
pondant on obtient que :

CRT(Cy,Cs,...,Cy)
un code cyclique sur R si et seulement si C; est cyclique sur R;.

ii) Premiérement notons que
CRT(Cy,Cy,...,C)*" = CRT(C},Cy,...,CF).
Alors si C' = CRT(Cy,Cy, ..., Ck) nous avons
C*+ =CORT(C},Cy,...,Cr) = CRT(C,,Cs, ..., Cy) = C,

et le code C' est auto-dual.

O
De ce qui précede on déduit :
k
Théoréme 54. [7/ Soit R = HR/mfi,un anneau principal fini, et C' un code cyclique

i=1
défini sur R. Alors si un des t; est impair , C n’est pas un code auto-dual.

On généralise maintenant la définition des codes duadiques définis sur les corps aux
anneaux a chaine finis pour construire des codes auto-duaux non triviaux définis sur

ces anneaux.
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4.15 Codes duadiques définis sur les anneaux a chaine
finis

Soit R un anneau a chaine fini ou () est I'idéal maximal d’indice de nilpotence
e. On sait que R/(vy) ~ F, et ¢ = p". Soit n un entier impair tel que (p,n) = 1 et
¢ = Omod(n) alors il existe une paire de codes duadiques odd-like sur F, , (fi(x)) et
(f2(z)) on
a" —1=(z—1)fi(z)f2(2)

sur Fy . puisque x — 1, fi(x) et fo(x) sont des facteurs unitares irréductibles premiers
entre eux deux & deux de " —1 sur F, . Par le lemme de Hensel il existe des b-polynomes
91(), g2(x) unitaires premiers entre eux tels que, z — a, g;(x) , go(x) sont des facteurs
de 2" — 1 dans R|[z]

telsque z —a=xz—1, gi(z) = fi(z) et g2(z) = fo()

2" —1 = (z — a)g1(z)g2(z) dans R[z]. En remplacant z = 1 dans ’équation ¢i dessus
on obtient

(1 —a)gi1(1)g2(1) =0

puisque ¢1(1) = fi1(1) # 0 et go(1) = fo(1) # 0 alors g1(1), g2(1) sont tous les deux
inversibles dans R donc @ = 1 et on obtient
2" —1 = (z —1)g1(z)g2(x) dans R[z]. On peut définir maintenant

— Des codes duadiques odd-like libres sur R par Dy = (g1(z)) , D2 = (go(z))

— Des codes duadiques even-like libres sur R par C; = ((x — 1)g1(z)) , Co = ((x —

1)ga())

Et si e est pair, on définit des codes duadiques non libres sur R par :
Er = ((z = 1)g1(2),72g1(2)g2(x)) (4.8)

Ey = ((z — 1)g2(2), 72 g1(2)g2(2)) (4.9)

En utilisant la définition ci-dessus on construit des codes cycliques auto-duaux définis

sur les anneaux & chaine finis comme suit :
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4.16 Construction de codes auto-duaux définis sur les
anneaux a chaine finis

Théoréme 55. [7] Soient Ey et Ey définis comme ci-dessus si le splitting est donné

par p_y1 alors By et Ey sont auto-duauz ,sinon Ey et Fy sont duaux ['un de ’autre.

Preuve: SoitR un anneau & chaine fini ou (7) est son idéal maximal d’ indice de
nilpotence e un entier pair, tel que R/(y) ~F, et ¢ = p". Soit n un entier impair tel

que (p,n) =1 et ¢ = Omod(n) alors il existe une paire de codes duadiques odd-like sur

Fy, (fi(z)) and (f2(x)) ou
" —1=(z—1)fi(z)fo(x)

sur IF, .

i) Si le splitting est donné par p_y alors fi(z) = £fo(x) et fi(z) = £fi(x) alors
par [6] leurs relevés de Hensel ont les mémes propriétés, donc on obtient,
g1 (x) = ags(x) et g5(x) = PBg1(z) avec a et 5 des éléments inversibles dans R tels

que @ = + et @ = & Donc soit

By = ((z = D)gi(x), 72 g1(x) g2 ()

alors par [21]| nous avons

Ef = ((x — 1)*g5(x),v2 g} (x) g3 (x))

((x = Dgr(2), 7%91 (7)g2(x))

D’ou E; est un code auto-dual et avec la méme preuve on obtient que Fs est aussi

un code auto dual sur R

ii) Si le splitting n’est pas donné par 1 donc fi(z) = £fi(z) and f3(z) = L£fa(2)

alors par |[6] leurs relevés de Hensel ont les mémes propriétés donc on obtient,
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g7 () = agi(z) and g5(z) = Bga(x) avec v et B des éléments inversibles dans R

tels que @ = + et @ = £+ D’ou soit

By = {(z = D)g1(x), 72 91(x)g2())

alors par |[21]| nous avons

Ef = ((x = 1)*g5(x),v2 g} () g5 (x))

((z - 1)92@)77%91(%)92(95»
= F, Ce qui implique que E; et E, sont des codes cycliques duaux 1'un de 'autre

sur R.

[ONous donnons dans la suite quelques exemples de codes auto-duaux définis sur les

anneaux finis.

Exemple 38. Pourn = 11=—-1 mod 4 etg=3= [0 mod 11.

1l existe une paire de codes duadiques tmpaires sur F3 engendrés respectivement par

fl(x>’ fg(l')

Soient g1(x), ga2(x) leurs relevés de Hensel sur Zg.
ot —1=(z—1)(2° +32* + 8% + 2® + 22 — 1)(2° — 22* — 2 + 2% — 3z — 1).

Pour gy(z) = 2° +32* + 823 + 22+ 22— 1, on a g (z) = —(2° = 22* —2® + 22 32 —1) =
—g2(7)

C = ((r —1)gi(z),39:(x)g;(z)) est auto-dual.
Exemple 39. Pour n =31, 31 = —1 mod 8
1= - +22+ )@+ 22+ D@+ 2P+ e+ D@ a2 o+
D(2® + 2t +2° + o+ 1)(2° + 2* + 2% + 2® + 1) dans Fy[x]. Le code cyclique de longueur
31 défini sur Fy + ulfy -

(z—D@+22+ D@+ 22+ D@ + 2 + 22+ 2+ 1), u

) est auto-dual.

(= 1)
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Exemple 40. Pourn = 23=—1 mod 4 et ¢g=2= [0 mod 23.
1l existe une paire de codes duadiques tmpaires sur Fy engendrés respectivement par

fl('r>’ fg(l')

Soient g1(x), g2(x) leurs relevés de Hensel sur Zy.
2P -1 = (z—1) (2™ +22"+32° 432" +32°+32° + 20 + 2+ 3) (21 +32° + 20" + 2%+ 2° + 2+ +224-3)

Pour gi(z) = (2" + 22" + 32° + 327 + 32°% + 32° + 22" + 2 + 3),
on agi(r)=—(a" + 32" + 20" + 2% + 2° + 2 + 27 + 22+ 3) = —gu(7)

C = ((x —1)gi(z),2g:(x)gj(x)) est un code cyclique auto-dual sur.

Exemple 41. Pour n = 31 =—1 mod 4 et ¢ =2 = [0 mod 31.
Il eziste une paire de codes duadiques impaires sur Fy engendrés respectivement par
fi(x), falx).
Soient g1(x), g2(x) leurs relevés de Hensel sur Zy.

' — 1= (v — 1)(2° + 32 + 22 + 3)(z° + 22" + 32° + 2 + 32 + 3)(2° + 32" + 2% +
3+ 3)(2° + 22t + 23 + 3)(2® + 2t + 3% + 2+ 3)(2° + 2t + 32° + 2 + 22+ 3)

Pour gi(z) = (2° + 32> + 22+ 3)(2° +22* + 32 + 2% + 32 + 3) (2° + 32* + 2° + 32+ 3)
on a gi(z) = —(2°+22*+ 23 +3) (2° + 2 +32° +0+3) (2° + 2! +32° + 22 +224+3) = —go(2)

C = ((x —1)gi(z),29i(v)g; (x)) est un code cyclique auto-dual.

Exemple 42. Pourn = 47=—1 mod 4 et ¢ =2 = [0 mod 47.

Il existe une paire de codes duadiques impaires sur Fo engendrés respectivement par
fi(x), fa().

Soient g1(x), g2(x) leurs relevés de Hensel sur Zy.

" — 1= (z+3)(z® + 22 + 2" + 2" 4+ 22'% + 2 4 32" + 32" + 221 + 320 +
327 + 27 4+ 32°% + 32° + 20 + 2% + 2% + 32 + 3)(2® + 2® + 30 + 3220 + 2210 + 218 +
o'+ 3210 + 2™ 4 2 4 2212 M+ 210 4+ 327 + 227 + 32 + 30t + 227 + 3)

Pour g(z) = (2* + 222" + 2" + 2" + 22" + 2™ + 321 + 32 + 221 + 3210 + 327 +
o+ 32% +32° + 20 + 2% + 2* + 31 + 3)
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on a gi(z) = —(3323+;1:22 13220 43220 19019 4 18 4 0T 4 3016 | 14 4 13 4 9002 4
o+ 210+ 327 + 227 + 32° + 32t + 222 + 3) = —ga(x)

C = ((x —1)gi(z),29i(x)g; (z)) est un code cyclique auto-dual.
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Appendice

4.17 Généralités sur les Anneaux Finis et les Modules.

4.17.1 Introduction

Pour commencer, nous allons devoir définir ce qu’est une structure algébrique : Un
ensemble est muni d’une structure algébrique si une ou plusieurs lois de composition
sont définies sur cet ensemble.

De trés nombreuses structures algébriques ont été étudiées. Il n’est pas question ici
de toutes les recenser. On peut néanmoins citer quelques unes : les groupes, les anneaux,
les corps et les espaces vectoriels.

Mais, nous nous intéressons essentiellement, dans ce chapitre, a la structure d’anneau

ainsi qu’a certaines définitions et propriétés qui en découlent.

4.18 Anneaux, corps et idéaux

Un anneau est un ensemble R, muni de deux lois, notées en général par + et X
telles que (R, +) soit un groupe abélien, (R, x) un monoide (ie. la loi est associative)
et vérifiant de plus une propriété de distributivité de I'addition par rapport a la multi-
plication. Si, de plus, la multiplication admet un élément neutre, noté 1 en général, on
dira que 'anneau R est unitaire et si cette méme multiplication est commutative, on
dira que I'anneau est commutatif.

En fait, dans toute la suite , sauf mention contraire, tous les anneaux considérés seront

111



commutatifs unitaires. Donnons quelques définitions utiles :

Définition 60. Un élément inversible de R est un élément x # 0 de R qui "divise" 1.

En d’autres termes, on a xy = 1 pour un certain y # 0 dans R.

Définition 61. Un élément a d’un anneau R est un diviseur de zéro si et seulement

sl est non nul et s’il existe b € R non nul tel que ab = 0.

Définition 62. Un anneau R est intégre si et seulement si R # {0} et st R n’a pas de

diviseur de zéro ,autrement dit st on a :
ab=0= (a=0oub=0).
Définition 63. Un corps est un anneau dont tout élément non nul est inversible.

Exemple 43. — 7 est integre
— un corps K est intégre

— 7Z/67Z n’est pas intégre.

Homomorphisme d’anneaux

Soit A et B deux anneaux. Une application f : A — B est un homomorphisme

d’anneaux si et seulement si :
1. fla+b) = f(a)+ f(b) pour tous a,b € A
2. f(ab) = f(a)f(b) pour tous a,b € A

3. f(la) =15

Caractéristique d’un anneau

Définition 64. Soit R un anneau.S’il existe un entier n non nul tel que nlg =0 , on
pose ¢ = inf{n € N*/nlg = 0} et l'on dit que R est un anneau de caractéristique c .
Dans le cas contraire , on dit que R est de caractéristique 0 (ou infinie).

La caractéristique d’un anneau R se note car(R).
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Exemple 44. — La caractéristique du corps Z, est p pour tout entier p premier.

— La caractéristique de Q ,R,C est nulle.

4.18.1 Idéaux et anneaux quotients

Nous pourrions donner la définition générale dans le cas d’anneaux non commu-
tatifs d’idéal a droite,a gauche et bilatére, mais, comme rappelé ci-dessus,les anneaux

considérés par la suite seront commutatifs.

Définition 65. Une partie I d’un anneau R est appelée idéal si et seulement si :
— I est un sous groupe de (R,+) ;
- VYaeR,Vrel :axel.

Exemple 45. i) Si K est un corps K n’a que deux idéauz {0} et lui-méme.

it) Si f + A — B est un homomorphisme d’anneaux,alors Ker(f) et Imf(f) sont

respectivement des idéaux de A et B.

Définition 66. Un idéal I de R est dit propre dans R, s’il n’est pas égal a l’anneau

tout entier.

Définition 67. Soit R un anneau et I un idéal de R . On définit 'anneau quotient

comme :

R/I={r+1:reR}

Idéaux premiers et idéaux maximaux

Définition 68. (Idéal premier) Soit R un anneau et I un idéal de R. L’ideal I est

un idéal premier de R si et seulement si :
V(a,b) e RxRabel=acloubel

Exemple 46. 1. Les idéaux premiers de Z sont {0} et les nZ pour n premier.
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2. L’image réciproque d’un idéal premier par un morphisme d’anneaux est un idéal

premier.

Théoréme 56. Soit R un anneau commutatif unitaire, et I # R un idéal propre de

R, alors R/1 est un anneau intégre si et seulement si I est un idéal premier de R.
Exemple 47. 7 /67 n’est pas intégre (2.3 =0 ) car 6 n'est pas premier

Théoréme 57. Soit R un anneau commutatif unitaire, un idéal M de R est dit mazximal

si et seulement si R/M est un corps.

Exemple 48. 1. Si K est un corps,alors son seul idéal mazximal est {0}.

2. Dans Uanneau Z, l'ideal {0} est un idéal premier.
—~ Hy = {4n,n € Z} on peut le voir comme un idéal mazimal dans 'anneav des
entier pair E.
— Hy n’est pas premier car 2.2 = 4 € Hy mais 2 n’appartient pas a Hy et aussi

n’est pas maximal car 47, C 27 C 7.
Théoréme 58. Tout idéal propre I de R est inclus dans un idéal mazimal de R.

Lemme 20. (Lemmede Zorn) Tout ensemble inductivement ordonné non vide admet

des éléments maximauz.
Corollaire 11. Tout élément non inversible de R est contenu dans un idéal mazximal.

Définition 69. (Idéal principal) Un idéal I d’un anneau R est dit principal s’il existe

un élément a € I tel que [ =< a >,ou
<a>={axr:z e R}

L’élément a est dit générateur de I et I est dit engendré par a. Un anneau intégre dans

lequel tout idéal est principal est dit principal.

Définition 70. (Anneau factoriel)
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Un anneau R est factoriel si tout élément x € R peut s’écrire :
r =z .ag. ok
ot les x; sont des éléments irréductibles de R et les exposants e; des entiers positifs.
Cette factorisation est unique.
Remarque 28. si R n’ est pas intégre cette factorisation n’est pas toujours unique.

Définition 71. (Anneau local) Un anneau R est dit anneau local si et seulement s’il
admet un seul idéal maximal.

Ainsi les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est un anneau local.

2. A admet exactement un idéal maximal.

3. Les diviseurs de zéro de A sont contenus dans un idéal propre.

4. Les diviseurs de zéro de A forment un idéal.

5. Les diviseurs de zéro de A forment un groupe commutatif additif.

6. Pour tout z dans A, un des deux éléments de 'ensemble {z, 1+ z} est inversible.

Définition 72. (Idéal primaire) Un idéal I d’un anneau R est dit primaire siVa,b €

R siab € I et a ¢ I entraine qu’il existe un entier n tel que b" € I.

Théoréme 59. Si I est un idéal primaire d’un anneau R, son radical VT est premier

et c’est le plus petit idéal premier contenant I.

Exemple 49. Les idéaux primaires de Z sont (0) et p"Z avec p un entier premier , en
effet, ce sont les seuls idéaux de Z. avec un radical premier et il est immédiat qu’ils sont

primasires.

Théoréme 60. Dans un anneau principal R, un élément p # 0 est irréductible, si et

seulement st lidéal pR est premier.
Corollaire 12. Dans un anneau principal, tout idéal premier non nul est maximal.

Théoréme 61. Dans un anneau principal, toute suite croissante d’idéaux est station-

naire.
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4.18.2 Idéaux étrangers et théoréme chinois

[18] Soient Iy, I, ..., I, des ideaux de R . 'ideal I} + Iy +- - - I,, est I'idéal formé des

sommes ry + Xy + -+ x, ot x; € [; pour j=1,...,n.

Définition 73. 1. On dit que I, I, ..., I, sont étrangers st 'on a Iy +1o+--- 1, =

R.
2. On dit que Iy, I, ..., I, sont étrangers deux a deux si I, et I, sont étrangers pour
tout r # s.
Théoréme 62. On suppose que Iy, 1, ..., I, sont des idéaux étrangers deux a deux.

Alors le morphisme d’anneaux
iduit un isomorphisme d’anneaux

R/(LinLN...N1) — PR/
r=1

Nilradical, radical et radical de Jacobson

Définition 74. (Elément nilpotent, Nilradical)
i) Un élément a d’un anneau R est dit nilpotent s’il existe un entier n # 0 tel que
a" =0
i1) L’ensemble des éléments nilpotents de R est appelé le Nilradical de R et noté
Nil(R).
Proposition 36. L’ensemble M de tout les éléments nilpotents dans un anneau R est

un idéal, et A/M n’admet aucun élément nilpotent # 0.

La proposition suivante nous donne le lien entre Nil(R) et les idéaux premiers de

l'anneau :

Proposition 37. Le nilradical de R est lintersection de tout les idéauzx premiers de

R.
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Plus généralement, on définit le radical d’un idéal I de R par la formule :
VI=1{a€A; il existen>1, a" € I}

c’est un idéal de A qui contient I.

On déduit alors que le nilradical de R est égal au radical de 'idéal nul.

Définition 75. Un idéal I d’un anneau R est dit maximal si et seulement si I # R et

st J est un idéal de R distinct de R tel que : I C J alors J =1.

Définition 76. Le radical de Jacobson de R noté J(R) est l'intersection de tout les

idéauxr mazrimaux de R.
Il peut étre caractérisé comme suit :
Proposition 38. x € J(R) & 1 — zy est inversible dans R pour tout y € R.
Proposition 39. Tout anneau intégre fini est un corps.
Proposition 40. L’idéal mazimal d’un anneau fini local est nilpotent.

Preuve: comme R est un anneau fini alors il admet un nombre fini d’idéaux
premiers { P, Py, ..., P}, donc R/P; avec 1 < i < s sont des anneaux intégres . Or un
anneau fini intégre est un corps , donc les P; sont des idéaux maximaux pour 1 < i < s.

Ce qui entraine Nil(R) = ﬂH =P=M=3(R).

4.18.3 Polynoémes et anneaux de polynémes

Définition 77. Un polynéme a une inconnue sur un anneau unitaire est une fonction

f R — R définie par une expression du type :
f(.i(}) = anxn + an—lxni1 + ...+ a1x + ag

ou x est appelé indéterminée du polyndme supposé étre distinct de tout élément de
lanneau R. Les €léments ay, ...,a, € R sont appelés les coefficients de f(x).

Si a, # 0, n est appelé le degré de f(z) et est noté deg(f(z)).
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Définition 78. Un polynéme a,z" + an_12™ ' + ... + a1z + ao est dit unitaire si et
seulement si a, = 1, c’est a dire que le coefficient de la variable de plus haut degré est

égal a 1 (I’élément neutre pour la multiplication deR ).

Définition 79. (Anneau de polyndomes) L’ensemble des polynémes sur R muni des
deux opérations, l,addition et la multiplication, admet une structure d’anneau commu-
tatif unitaire noté R|x].

Proposition 41. Si lanneau R est intégre alors l'anneau R[z] l'est aussi .

c’est a dire si P et () sont deux polynomes tels que P.QQ est le polynéme nul alors
soit P est nul ou () est nul.

Soient f(x),g(x) et d(z) des polyndémes dans R[z], si d(z) divise f(z) et g(z), et
si tout polynome divisant f(x) et g(x) divise aussi d(x), alors d(x) est le plus grand
diviseur commun de f(z) et g(z).On note d(z) = pgcd(f(x), g(z)).

Si pged(f(x),g(z)) =1, on dit que f(x) et g(x) sont premier entre eux.

Définition 80. (Polynome constant) Un polynéme constant est un polynéme consti-
tué d’un unique monome de degré 0, il s’identifie avec un élément de 'anneau R.

On écrit souvent p(x) = ag. Les autres polynomes sont dits non constants.

Définition 81. ( Polynome irréductible) Un polynome non constant f(z) € R|x]
est dit irréductible sur R si les seuls polynomes différents de f(x) qui le divise sont

constants. Sinon, le polynome f(x) est réductible.

Définition 82. (Racine d’un polyndome) Un élément a est une racine (ou un zéro)

du polynome f(z) si f(a) =0.

Dans la suite, on va voir une famille particuliere d’anneaux .

4.19 Anneau de Galois

Nous abordons ici les anneaux de Galois, Il semble que c¢’est Krull qui a initié ’étude
des anneaux de Galois en 1924 , et plus tard, ces anneaux ont été redécouvert indépen-

damment par Janusz en 1966, et Raghavendran en 1969. Depuis lors ,les anneaux de
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Galois ont été révélés applicable dans de nombreuses branches mathématiques comme

la combinatoire et la théorie des codes.

Définition 83. R est un anneau de Galois s’il est commutatif, unitaire, et si l’ensemble

de ces diviseurs de zéro est de la forme pR, ot p est un nombre premier.

Les corps de Galois peuvent donc étre considérés comme des anneaux de Galois ne
contenant pas de diviseurs de zéro. L’exemple le plus utilisé en théorie de codes est
R = Zym, 'anneau des entiers modulo p™.

La caractéristique noté carR est I'ordre additif de 1’élément neutre pour la multiplica-
tion 1.

Ainsi (Z,,+,.) est un anneau de caractéristique m, puisque 1 est d’ordre m dans
(Z,, +).

La caractéristique d’un anneau R de Galois est
carR =p" , meN

Nous allons voir que d'une maniere générale, I’anneau Z,~ est un anneau local pour p

premier. C’est de plus un anneau de Galois.
Exemple 50. R = Z,» l'anneau des entiers modulo p".

La caractéristique de ’anneau de Galois R est : carR = p", n € N.

4.19.1 Paramétres d’un anneau de Galois

Notons "\" le symbole représentant la soustraction ensembliste.Le groupe multipli-

catif R* de I’anneau est
R* = R\pR = R\D,
Puisque les diviseurs de zéro sont les seuls éléments non inversibles dans un anneau fini.

Les éléments de R* sont donc les inversibles de R et M = pR est I'unique idéal maximal
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de R.

De plus I'anneau
R=R/M

est le corps de Galois GF(q) (g étant une puissance de p, p™). Notons 1 I'élément neutre
de R. Nous avons donc 1 =1+ M.
Posons M*¢ = p*R et {0,...,m — 1}. On a alors

M™ 1t £0et M™ =0,
Et la chaine suivante d’idéaux admet des inclusions strictes :
R:MODM:pRD...Mmflzpm’lRDMm:me:O

Tout comme la caractéristique , le cardinal de I'anneau est important pour la détermi-
nation de R.

Nous verrons que ces deux parameétres déterminent complétement, & isomorphe pres,
I’anneau de Galois. Nous allons prouver que le nombre d’éléments de 'anneau R et du

groupe multiplicatif R* sont
Rl =q", R =(g—1)g"".
11 suffit pour cela de prouver que pour chaque e € {0, ...,n — 1}, nous avons 'égalité
p°R/p" R =q.

Posons R, = p'R/p"t*R. 11 est facile de voir que R est un espace vectoriel sur R =
GF(q). De plus dimg R, = 1.
En effet considérons o € p' R\p"*!' R,nous avons Ra = p'R et Ra = R;. Ainsi |R| = ¢"

et le cardinal de R* découle immédiatement.

4.19.2 Extension de ’anneau de Galois R

Nous allons montrer que la donnée d’un b- polynéme f de degré r sur R permet

de construire un gros anneau en adjoignant & R une racine de f . Nous appelons cette
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extension une G-extension de R. Le b-polynéome f(z) € R[z] permet de construire la

G-extension S = Rrlz|/(f(x)) qui est un anneau de Galois.

Théoréme 63. Soit Rr un anneau de Galois de ¢ éléments et de caractéristique p™.

Soit f(x) un b-polynoéme sur R de degré r . Alors 'anneau quotient
S = Rlz]/(f(x))
est un anneau de Galois de parameétres :
carS =p" |S| = p™"

Preuve: Sile calcul des paramétres de I’anneau ne pose aucune difficulté, il convient
de prouver que S est un anneau de Galois. Les éléments de pS sont des diviseurs de
zéro. Il faut donc vérifier que tous les éléments de S\pS sont des inversibles.

Considérons o un élément de S\pS .1l peut s’écrire de fagon unique
a =[AX)]; = A(X) + f(X)R[X],

oit A(X) € R[X],deg A(X) < m et A(X) # 0.
Nous avons alors (A(X), f(X)) = T et d’aprés Bezout il existe deux polynomes U(X)
[

et V(X) appartenant & R[X]| qui vérifient I'identité

UX)AX)+V(X)f(X)=T1.
En d’autre termes, il existe B(X) € R[X] tel que
UX)AX)+V(X)f(X)=1+pB(X)
Ainsi
[UX)][AX)]; = [+ pB(X)]y-
Il est facile de voir que [1|pB(X)]; est inversible puisque

1+pB(X)f; =1y

L’élément « est donc inversible. O I exis-

tence d’un anneau de Galois se déduit du résultat précédant.
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Lemme 21. Pour tout anneau de Galois R et tout entier r il existe une G-extension

de degré r de R .

Lemme 22. Pour tout p premier ,r,m € N, il existe un anneau de Galois S de carac-

mr

téristique p™ ayant p™" éléments .

Exemple 51. Soit l'anneau des entier modulo 8, Rg = Zo3 = Zg.
Posons Sy = Rg[X]/(f(z)) avec f(z) = 2° + 62> + 52 + 7
Le polynéme f est un b-polynome et f(x) = 2* +x + 1

carS =8 |S| = 64
L’anneau Sy est une G-extension de degré 3 de Rg.
En régle général, si I'on considére un élément o de S, le sous anneau
{A(a) :A(X) € R[X]}

de R est noté R|a]. C’est une extension de ’anneau R par a . Dans I'exemple précédant,

Ss = Rgla] ou «v et une racine de f(z). L’anneau Sg peut s’écrire en tant que module

<1, Q, a2>

Corollaire 13. Soit S un anneau de Galois de caractéristique p™ et de cardinal p™"

alors :

ou f(x) est un b-polynome de degré r sur Zym, notons un tel anneau de Galois GR(p™, ).
Ainsi ,deux anneaux de Galois sont isomorphes si et seulement s’ils ont méme cardinale

et caractéristique.
Remarque 29. GR(p™,1) = Zy,m et GR(p,r) = Fr

Corollaire 14. Soit a un entier impair, alors X* — 1 admet une factorisation unique

dans S.
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Soit I'anneau de Galois :

GR(p™,r) = Lpm €] = Liyym [x]/(G(p,r)(x))y

ot £ est une racine d'un b-polynéme unitaire, G, () € Zpm|x|, déterminé par le

lemme de Hensel a partir d'un polynéme primitif gq,y(x) € Zy[z] de degré r tel que :

Fpr = GF(p") = Fpla]/ (9. (2)) = Z(0),

Avec gp)(0) =0 et gpr)(z) = Gpy(x) (mod p). Ainsi le polynome G, () est lié &

9pr) () par I'épimorphisme :
po: Lgm[x] — Zp|2],

Le., M(G(p,r))<x> =9pr) (:C) € Zp[x]

Si g(p,-y(x) est un polynome unitaire, irréductible de la forme :
Iy (x) = 2" + a1z L+ ap.
Dans ce cas la, on a :
Gon(@) =2"+ @™ —p+a,)a" ™+ o+ (" =+ ag) € Zymla].
r—1

GR(p™, 1) ={)_b;& bj € Ly, 0 < j <7 —1},

J=0

Son idéal maximal est pGR(p™,r) de corps résiduel
GR(p™,r)/pGR(p"™, 1) = Fpr.

Avec G(p’r) (f) =0.

Notons que les éléments de I'idéal maximal s’ écrivent de maniére unique :

r—1
pGR(P™, 1) ={p Y _ b;& | bj € Zym,0 < j <1 — 1},
5=0
Plus précisement :
r—1
pGR(p™,r) ={D b;¢ | bj € pLym,0 < j <7 —1}.
§=0
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Exemple 52. Dans l'anneau Zs, p = 2, m = 3 et prenons r = 3. Rappelons que :
Fg & Zo[x]/(2® + 2+ 1) = {a + bE + c€? | a,b, c € Fy},
O & =¢+1jie
Fs ={0,1,6,61+& 1+, 4+ 1+ +&7}

Le polynome go3(x) = 2° + 2+ 1 € Zy[z] est un polynéme primitif utilisé pour l'ez-
tenston de corps Fo C Fg. D’aprés le lemme de Hensel :

Gog)(7) = 2°+(8—2+0)2"+ (8 —24+1)z+(8—2+1)z+(8—2+1) = 2* +62°+Tx+7 €
Zsg|x).

On peut donc voir l'anneau de Galois GR(2*,3) comme :
GR(& 3) = {bo + b€+ b2§2 | b; € Zg},

ot & est une racine de Gz (x) € Zs i.e. & =28 + &+ 1, et Uidéal mazimal M de Zs
est 27 = {0,2,4,6} et p(z® +62° + 70 +7) = 2> + 2 + 1.

On considére 'application
fi: GR(8,3) = Zg/(2® 4+ 62* + Tx + 7) — Zo[x]/(2* + z + 1)
Les éléments de [’idéal mazimal sont de la forme :
2GR(8,3) = {2(by + b1& + by&?) : by, by, by € Zg)}

avec €3 = 26 + € 4 1€ Or les coefficients 2bgy, 2by, 2by sont dans M = 27Zs.
Donc on peut écrire 2GR(8,3) = { Ao + M& + A€/ € M, 0 < i < 2},
avec £ =26 + €41

Définition 84. [30] Soit GR(p™,r)* le groupe multiplicatif de GR(p™,r). Alors :

st p est impair, ou p =2 et m < 2, alors

GR(pm7T)* ~ Zp'r_l X me,1 X mefl... X me,17 (410)
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Avec 1 copies de Liym-1.

Sip=2etm > 3,alors
GR(Qm, T)* ~ Z27'—1 X ZQ X Z2m—2 X ZQm—l... X ng—l, (411)

avec v — 1 copies de Zigm-1.

4.19.3 Sous-anneau d’un anneau de Galois

Tout sous-anneau de GR(p™,r) est un anneau de la forme GR(p™,) ou [ divise r.
Inversement, si [ divise r alors GR(p™,r) contient une seule copie de GR(p™,1).
Cela veut dire que le nombre de sous-anneaux de GR(p™, ) est le nombre de diviseurs

positives de r.

4.19.4 Les inversibles de GR(p",r)

Théoréme 64. [30] Soit S = GR(p™,r). Le groupe multiplicatif de S peut s’écrire

comme le produit direct de deux groupes :
S* =G x Gy

ol
1. G est un groupe cyclique d’ordre p" — 1

2. Gy est un groupe d’ordre p™ V" tel que
— S p est impair ;ou si p = 2 et m < 2,alors Gy est un produit direct de m
groupes cycliques chacun d’ordre p™ 1.

- Sip=2etm <3, alors Gy est un produit direct d’un groupe cyclique d’ordre 2,

2m—2 2m—1

un groupe cyclique d’ordre et r — 1 groupes cyclique chacun d’ordre

Exemple 53. Prenons l'exemple précédant : R = Zg et Ss = R[X]/(f(X)) avec

f(X)=X*+6X>+5X +7.
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Alors f(X) divise X" — 1 dans Zg|X]. Soit o une racine primitive de f(X), l'ordre de
aest2P—1="1.

Notons H le groupe cyclique engendré par o et K le corps résiduel de S, on a alors :
H =~ (K, x).
Soit U =1+ 28s +4Ss alors (U, x) = (Sy,+) ot Sy ~ Z4/(f(X) mod 4). Ainsi
S~ (K, %) x (S4,+).

Il s’ensuit que 'ordre multiplicatif maximal d’un élément de S§ est 4(2" — 1) = 28.

4.19.5 L’anneau de Galois R = GR(4,r)

On sait que 'anneau Zy = {0,1, 2,3} des entier modulo 4 est un anneau local. Son
unique idéal maximal 2Z = {0,2} est composé¢ de diviseurs de zéro. Soit f € Z4[X],

définissons 'application projection p comme suit :
w: Zy| X| = GF(2)[X]

Qui réduit modulo 2 les coefficients de f(z) € Z4[X].
Ainsi un b-polynome f € Z4[X] est un polyndéme unitaire tel que u(f) est irréductible

sur Zs.

Lemme 23. Le polynome X* — 1 (a impair et strictement positif) admet une factori-
sation unique sur Z4[x]. Cette factorisation établit une correspondance biunivoque avec

la factorisation sur Zs.

Définition 85. Soit f un b-polynéome de degré r sur Z,.

L’anneau de Galois R = GR(4,r) est défini a un isomorphisme prés comme étant

Za[X]/(f)-

Soit 3 une racine primitive de f(X) et f(X) un facteur primitif de X2 ~* — 1 (les

facteurs primitifs qui divisent X® — 1 mais pas X% — 1 pour a > a sont appelés des
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facteurs primitifs). Alors 'anneau de Galois R = GR(4,r) peut étre défini comme étant
I'extension R = Z4[f]. Les diviseurs de zéro forment le sous groupe 2R.Le groupe des
inversible R* = R\2R est un produit direct de deux groupes G; et Gs. D’apreés le
théorémel.5, le sous groupe G est un groupe cyclique d’ordre a, que ’on va noter T,
appelé systéme de Teichmuller lorsqu’on lui adjoint 0, posons 7' = T U {0}. Alors

on a .

T=1{0,1,3 .., 5"?}.

Les éléments de R admettent une représentation unique ’multiplicative’ ou ’additi-
ve’. Dans la premiére représentation , un élément ¢ € R s’écrit ¢ = a+ 2b ot a et b

appartiennent a 7. Pour la représentation additive, un élément ¢ € R s’écrit :
r—1
C = Z btﬂt bt € Z4
t=0
Exemple 54. Soit h(z) = X +2X* + X — 1 et 8 une racine de h. Alors

B> = 28°+38+1
Bt = 368°4+36+2
B = BP+38+3
g = BP+28+1

Fo= 1
Ainsi , Uélément ¢ = 1 + 36° s’écrit dans la représentation additive 2 + B + 3% :

¢ = 1433
= 14+3(3+358+ 5%
= 1+1+4+ 3433

= 2+ 4+3p
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4.20 Modules

4.20.1 Modules et sous-modules
Définition 86. Soit (M, +) un groupe commutatif , on dit que M est un A-module s’il
existe une application : A X M — M, ou on note ax l'image de (a,x), telle que :

1. a(zr+y)=ar+ay poura € A et z,y € M,

2. (a+b)x = ax + bx pour a,b € A et x € M,

3. 1z = x et a(bx) = (ab)x pour a,b € A et x € M.

St Vanneau A est un corps K , on dit que M est un K-espace vectoriel.

Exemple 55. 1. Si A est un anneau commutatif unitaire alors A est un A-module
2. Si I est un idéal de A, alors I est un A-module
3. Un groupe commutatif est un Z-module

4. A" = A X A X ... x A,muni des deux opérations :
- May, ..., a,) = (Aag, ..., Aay,)
~ (a1, .y an) + (b1, .y b)) = (a1 + by, oo @y + by)
est un A-module

5. Soit f: A — B un homomorphisme d’anneauzx. Alors B muni de [’opération

ab = f(a)b pour a € A et b € B,est un A-module.

Définition 87. Soit M un A-module . Un sous groupe N de M tel que ax € N pour
a€ Aetxe N estun sous-module de M.

1l est claire qu’un sous-ensemble N de M est un sous-module de M si et seulement si
x,y € N et a,b € A impliquent ax + by € N, autrement dit si et seulement si N est

stable par combinaison linéaire .

Exemple 56. Soit A un anneau commutatif unitaire, alors A est un A-module et les

sous modules de A sont les 1déauz de A.
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4.20.2 Module de type fini

Définition 88. On dit qu’un A-module M est de type fini s’il est engendré par un
nombre fini d’éléments ,i.e., s’il existe xq,xs,...,x, € M tel que :
M = Axy + ... + Az,

i.e., si tout m € M s’écrit : m = ayx1 + ... + a,x, avec a; € A

Exemple 57. 1. Le A-module A est de type fini : il est engendré par [’élément 1
puisque a = al pour tout a € A.
2. Plus généralement , pour tout n > 1, la somme directe
A" ={(ay,...,a,) | a; € A}

est un A-module de type fini. En effet, introduisons les éléments :

alors tout élément a = (ay, ..., a,) de A" s’écrit (de fagon unique)

a=aie; + ...+ ane,.

4.20.3 Module libre

Définition 89. Soit M un A-module et soit B un sous-ensemble de M .On dit que B
est une partie libre de M si les éléments de B sont linéairement indépendants sur A
Ji.e., st la propriété suivante est vérifiée : pour tout n > 1 si By, ..., B, € B sont deuz a

deux distincts et si : a1y + ... + a8, = 0 ,alors a; = 0 pour tout 1 =1, ..., n.

Définition 90. Soit M un A-module. On dit qu’un sous ensemble B de M est une

base de M s’il vérifie les deux propriétés suivantes :

1. B engendre M , i.e., tout x € M s’écrit comme combinaison A-linéaire d’un

nombre fini d’éléments de B ,i.e., sous la forme :

n
m = Zazﬂi
i=1
avecn e N*. 3, € Beta; € A
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2. B est une partie libre de M

Il résulte de 1) et 2) que tout m # 0 dans M s’écrit de fagon unique , comme une

somme finie : m = Zazﬂi oun>10€ B eta;#0 pour touti=1,...n
i=1

Définition 91. On dit que M est un A-module libre s’il posséde une base.

Exemple 58. 1. Le A-module A posséde la base {1}. Donc A est un A-module libre.

2. Plus généralement, pour tout n > 1, le A-module
A" ={(ay,...,a,) | a; € A}

est un A-module libre, il admet comme base B = (eq, ..., e,) 0l
er =(1,0,..,0),....,e, = (0,...,0,1)

3. Considérons l'anneau A = Z et le Z-module M = Z/nZ (on > 1). Alors M ne
posséde pas de base comme Z-module. En effet , Yx € M on a
nx = 0, donc la condition "2" de la définition n’est pas vérifiée pour aucun sous-

ensemble B de M. Donc Z/nZ n’est pas un Z-module libre.

4.20.4 Rang d’un module de type fini :

Définition 92. On dit que M est un A-module libre de rang n s’il est libre et admet

une base formée de n éléments, i.e, si M = A",

Lemme 24. Si M est un A-module libre, alors toutes les bases de M sont formées d’un

nombre fini d’éléments.
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Conclusion et Perspectives

Ce travail a permis de résoudre certains problémes ouverts dans la théorie des codes
correcteurs, spécialement la déterminantion des conditions d’existence des codes cy-
cliques auto-duaux, leurs construction et leur nombre.

Nous avons pu construire des familles infinis de codes auto-duaux qui ont un lien trés
important avec la construction de réseaux unimodulaires qui sont utilisés en informa-
tique.

Nous proposons des questions dont certaines sont un prolongement possible de notre
travail.

e |l serait intéressant de déterminer des réseaux unimodulaires a partir des codes auto-

duaux que nous avons trouveé.

e Pour les codes définis sur les anneaux,nous avons travaillé dans le cas ol la caracté-

ristique de I'anneau fini est premiére avec la longueur du code,il serait intéressant de

voir |'autre cas.
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